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Introduccion

La investigacion de la tesis doctoral trata el anélisis espectral directo e inver-
so de operadores cuya representacion matricial con respecto a cierta base estd en
una clase de matrices simétricas en banda, denotadas por M(n, N) y M(n, co).
Este analisis se realiza con énfasis en los problemas inversos de caracterizacién
y reconstruccion.

A pesar de que los problemas espectrales inversos para matrices de Jacobi
han sido estudiados ampliamente (véase [12-14} 19,24} 27-29,41./42, 44| para el
caso finito y [15,/16,/18,19, 25| 26| |45,46] para el caso infinito), trabajos para
matrices en banda no necesariamente tridiagonales no son muy abundantes
(véase [8,122,23]33]|34} 136,139,152, 53] para el caso finito y [6,21] para el caso
infinito).

Nuestra clase M(n, N) se conforma por matrices simétricas en banda de
N x N y con 2n + 1 diagonales no necesariamente nulas. Estas diagonales
se encuentran por debajo y por encima de la diagonal principal, tomando en
cuenta siempre que la matriz es simétrica (véase ) Los elementos de la
diagonal mas alejada de la diagonal principal satisfacen con ser positivos hasta
llegar a un elemento a partir del cual todos los siguientes elementos son ceros
(véase figura [1| (a)), a este tipo de propiedad le llamamos “degeneracion de la
diagonal”. Puede ocurrir que todo los elementos de la diagonal mas alejada a la
diagonal principal sean todos positivos, dicho caso coincide con la figura 1| (b).

0 1 n
d” 4P . 4

dél) dgo)

4 i (0.0.1)
F T S C D
dyl, dyly dyl
v dy, dY

Si existe degeneracion de la diagonal mas alejada a la diagonal principal,
entonces la siguiente diagonal se comporta de la misma forma que la diagonal

9



10 INTRODUCCION

Ceros

[ numeros reales
ja%::. B numeros positivos

(c)
Figura 1: Elementos en M(n, N)

anterior, es decir, los elementos (a partir de un punto determinado por la primera
degeneracién) son positivos y puede ocurrir que a partir de cierto elemento todos
los elementos subsecuentes de la diagonal sean ceros. Esto corresponde a la
existencia de una segunda degeneracion. Si no ocurre la segunda degeneracion,
tendrfamos una matriz como la figura (1] (a).

De forma andloga se comportan las siguientes diagonales hasta llegar, a lo
mas, a una “cola” de tres diagonales, es decir, pueden ocurrir a lo mas n — 1
degeneraciones (véase figura (1| (c)).

Para la clase de matrices M (n, 00), basta considerar las mismas propiedades
de la clase finita M(n, N), salvo que ahora se considera una matriz semi-infinita,
esto es, las diagonales son sucesiones infinitas (véase (0.0.2)).

0 1 n
4 e
dgl) ng) dgl) dgn)
: 1 0
dM a)
()
4o ' e (0.0.2)
M cdY,
1 0 1
dvl, v, dy
ar o dy, dY
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Asi, dado un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y una ba-
se ortonormal en él, se estudian las extensiones autoadjuntas del operador A
cuya representacion matricial con respecto a la base dada es una matriz en la
clase M(n, c0) (para representaciéon matricial de operadores simétricos no aco-
tados en un espacio de Hilbert separable véase [2, sec.47]). Puede ocurrir que
el operador A sea autoadjunto.

También consideramos el caso en el que un espacio de Hilbert de dimension
finita y una base ortonormal en él estan dados. Asi, se estudian los operadores
cuya representacion matricial, con respecto a la base dada, son matrices en la
clase M(n, N)

Sobre aplicaciones de este tipo de operadores, se sabe que la dindmica de un
sistema lineal de masas y resortes (cuando éste se encuentra dentro del régimen
de la ley de Hooke y las interacciones se extienden a los 2n vecinos inmediatos
de cada masa, véase figuras [2| v |3) es caracterizada por las propiedades espec-
trales de un operador cuya representacion matricial, con respecto a cierta base
ortonormal, estd en M(n, N) (véase [20,138]). Las entradas de la matriz estdn
determinadas por las masas y las constantes de elasticidad del sistema. También
se puede deducir que el operador generado por una matriz en M(n, N), modela
un sistema de masas y resortes donde nuevamente la interaccion se extiende a
los 2n vecinos inmediatos de cada masa (véase seccién [2.5)).

Figura 2: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2,10): caso no
degenerado

Figura 3: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2,10): caso degene-
rado

Anélogamente, los sistemas lineales infinitos de masas y resortes (véase fi-
gura |4) son modelados por las extensiones autoadjuntas de operadores cuya
representacion matricial, con respecto a cierta base ortonormal, son matrices en
M(n,0).

Los operadores no soélo estan relacionados con matrices, sino también con
ecuaciones en recurrencias. En este sentido, los operadores estan definidos por
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Figura 4: Sistema de masas y resortes en M (2, 00): caso no degenerado

una relacién en recurrencias y condiciones a la frontera. En el caso finito, dichas
condiciones estan determinadas por las matrices mismas. En el caso infinito,
ademas de las condiciones a la frontera que la matriz define, podemos tener
condiciones asintéticas adicionales (véase seccion [3.3)).

Las matrices en las clases M(n,00) y M(n, 00) tienen la propiedad de defi-
nir condiciones a la frontera que no se habian considerado anteriormente en la
teoria de ecuaciones en diferencias. En efecto, las degeneraciones en las diago-
nales corresponden a condiciones a la frontera internas del tipo extremo derecho
(véase pagina [70)).

Una herramienta importante para el analisis espectral de operadores aso-
ciado a matrices en M(n, N) (particularmente el analisis espectral inverso) es
la teoria de interpolacion lineal de polinomios vectoriales de dimensién n. En
este trabajo se resuelve el problema de interpolacion lineal el cual consiste en

lo siguiente: dada una colecciéon de niimeros complejos zq, . . ., 2y, llamados no-
dos de interpolacion, y otra coleccién de nimeros complejos ag(1),. .., ar(N),
k=1,...,n, tal que > ;_, |ax(j)| > 0 para cualquier j € {1,2,...,N}, se
buscan polinomios Py, kK =1,...,n, que satisfacen

> a(i)Pi(z) =0  Vje{l,2,...,N}.

Se hace énfasis en el hecho que los nodos de interpolacion zq, 29, . .., 2y no ne-
cesariamente tienen que ser diferentes por pares (véase observacién . El
desarrollo y resultados de este problema se presentan en al capitulo[I} aqui se da
una completa caracterizacion de todas las soluciones del problema de interpo-
lacién (véase por ejemplo teorema . La solucion del problema de interpo-
lacién constituye una generalizacion de la teoria desarrollada por Kudryavtsev
y Golinskii en [22].

Con base en los resultados obtenidos en la teoria de interpolacion lineal
de polinomios vectoriales, se aborda el analisis espectral directo e inverso de
los operadores correspondientes a matrices en M(n, N) y M(n,o0). En lo que
respecta al problema directo, para cada matriz en M(n, N) construimos una
funciéon con valores matriciales, no negativa, de rango uno, a partir de una
matriz de condiciones iniciales (véase (2.1.4)). Ademds la funcién construida
cumple ciertas propiedades (véase observacién . En el caso semi-infinito
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M(n,0), el problema directo es mucho mas sutil y se muestra que para cada
operador existe una funcién que hace las veces de una funcién espectral (véase
definicion . Cuando el operador correspondiente a una matriz en M(n, co)
es autoadjunto, es posible construir esta funcién explicitamente a partir de
la funcién espectral de operadores correspondientes a matrices en M (n, N)
utilizando resultados de la teoria de perturbacién mediante la convergencia de
resolventes.

En lo que respecta al andlisis espectral inverso para el caso finito, se desarro-
llo un método de reconstruccién de la matriz a partir de la funcién espectral. Es
decir, dada una funcién & que satisface las propiedades de la observacién 2.1.2]
es decir, posee las caracteristicas esperadas de una funcion espectral, construi-
mos univocamente una matriz A que resulta estar en la clase M(n, N). Més
atn, se prueba que la funcién espectral o del operador asociado a A, definida a
partir de cierta condicién inicial, coincide con la funcién & (véase teorema.

El analisis espectral inverso para el caso semi-infinito es mas delicado. Dada
una funcién o con valores matriciales que satisface la definicion es posible
reconstruir univocamente una matriz en M(n, o), pero de acuerdo a nuestra
definicién (véase definicién a cada matriz en M (n, co) le corresponde una
familia de funciones espectrales. Para el caso autoadjunto es posible afirmar
que la funcién o coincide con la funcién espectral correspondiente a la matriz
reconstruida para cierta condicién inicial (véase teorema [3.4.2).

La estructura de la tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitu-
lo [1] se presentan resultados que abordan el problema de interpolacion lineal, el
cual fue necesario desarrollar para obtener nuestro objetivo: el andlisis espec-
tral de los operadores asociados a las clases de matrices ya mencionadas. Los
resultados de este problema estan reportados en [37]. Por otro lado, la teorfa es-
pectral de los operadores correspondientes a la clase de matrices finita M(n, N)
se encuentra en el capitulo[2] Ademds aqui se discuten algunos métodos alterna-
tivos sobre el analisis espectral de dichos operadores. Este capitulo contiene los
resultados de [36]. Mientras que en el capitulo [3[se presenta el anélisis espectral
para la clase de matrices infinita M(n,00). El articulo [35] da cuenta de los
resultado obtenidos de este andlisis. Finalmente, en el apéndice se incluyen los
articulos de investigacion [35-37].
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Capitulo 1

Un problema de interpolacién
lineal para polinomios
vectoriales de dimension n

En este capitulo, el principal interés es el estudio del siguiente problema de

interpolacién. Dada una coleccién de niimeros complejos zq, ..., zy, llamados
nodos de interpolacion, y otra coleccién de niimeros complejos ag(1), . .., ap(NV),
k=1,...,n, tal que > ;_, |ax(j)| > 0 para cualquier j € {1,2,...,N}, se
buscan polinomios Py, kK =1,...,n, que satisfacen
> a(j)Pi(z) =0  Vje{l,2,... N}, (1.0.1)
k=1
Se hace énfasis en el hecho que los nodos de interpolacién zy, 2o, ..., 2y no

necesariamente tienen que ser diferentes por pares (véase observacién .
Los resultados de este capitulo dan una completa caracterizacion de todas las
soluciones del problema de interpolacion ((1.0.1]).

El problema de interpolacién definido anteriormente ha sido estudiado en
[22] y mucho antes en [48] para el caso particular cuando n = 2. En este caso,
la teorfa desarrollada en [22]48] permite abordar el problema encontrando una
funcién racional —ay(j)/a1(j) € C en cada nodo de interpolacién z;. Este es
el llamado problema de interpolacién racional, o problema Cauchy-Jacobi y
Pi(z)/P2(2) es el denominado multipunto aproximante de Padé [3, sec. 7.1].

Notablemente, aunque la investigacion en este tema ha puesto particular
énfasis en el aspecto numérico, en [22,48| consideran el problema tedrico toman-
do en cuenta la estructura de todas las soluciones del problema de interpolacion
racional. En [22], este tema se usa para tratar el andlisis espectral inverso de
matrices unitarias con cinco diagonales (las llamadas matrices CMV, cf. [21])
y éstas requieren ciertas restricciones adicionales para ciertos coeficientes de la
interpolaciéon racional de polinomios. De forma similar, el andlisis espectral de

15



16 Problema de interpolacién

matrices simétricas con cinco diagonales también requiere condiciones adicio-
nales (véase [34]) sobre el problema de interpolacién racional. La descripcién
obtenida en [22] permite reducir el problema de interpolacién racional con tales
restricciones adicionales a un sistema lineal triangular y a responder la pregunta
especifica de existencia y unicidad (o no-unicidad) de la solucién del problema
espectral inverso. Otros enfoques sobre interpolacién racional pueden encon-
trarse en [10,/11,43].

El presente capitulo generaliza, para cualquier n € N| la teoria de interpo-
lacién lineal dada en [22, sec.2|. Este paso de n = 2 a cualquier n € N no es
directo; varios de los resultados obtenidos requieren diferentes técnicas. Particu-
larmente, esto se hace evidente en la seccion y seccién [I.4 Generalizaciones
similares del problema de interpolaciéon racional que también se centran en la
estructura del conjunto de soluciones puede encontrarse en [4},5,49,50].

La principal motivacién para el estudio del problema de interpolacién dado
por radica en sus aplicaciones a problemas espectrales directos e inversos
de matrices simétricas en banda de N x N con 2n + 1 diagonales, que seran
consideradas en el siguiente capitulo. A pesar de que la teoria de interpola-
cion discutida aqui, se desarrollo debido a las aplicaciones que se tenian en
mente sobre analisis espectral inverso, se resolviéo un problema interesante por
si mismo y que puede tener otras aplicaciones. Es importante hacer notar, que
aunque [4,[5,/49,50] también trata con las propiedades estructurales del conjun-
to de soluciones del problema de interpolacién dado por , este enfoque
difiere en varias aspectos de los usados en estos trabajos. Por un lado, permi-
te abordar el andlisis espectral inverso de matrices simétricas en banda finitas
(véase capitulo . Por otro lado, los métodos desarrollados aqui, permiten una
nueva caracterizacién del problema de interpolacion y nuevos resultados sobre
la estructura de soluciones (véase seccién y en particular, teorema y
teorema .

El capitulo es organizado como sigue. En seccion se establece la nota-
cion, se introducen los conceptos importantes y se prueban algunas afirmaciones
titiles. Seccién [I.2 contiene resultados auxiliares relacionados con transformacio-
nes lineales de polinomios vectoriales. Finalmente, en seccién y seccién[l.4]
se muestra que los llamados generadores determinan el conjunto de soluciones
del problema de interpolacion dado por y se demuestra una completa
caracterizacion de este conjunto.

1.1. Polinomios vectoriales y su altura

A lo largo de este capitulo se considera un numero fijo n € N. Se inicia esta
seccion fijando la notacién e introduciendo algunos conceptos auxiliares.

Definicién 1.1.1. Se denota por P al espacio de polinomios vectoriales de



Polinomios vectoriales y su altura 17

dimensién n, es decir,

P:=< p(z) = . : Py es un polinomio escalar para k € {1,...,n}

Claramente, IP es un espacio lineal de dimensién infinita y éste es es un médu-
lo sobre el anillo de los polinomios escalares, o sea, para cualquier polinomio
escalar S,

pEP = Sp=(SP(2),SPy(2),...,SP,(2)) € P.

Definicién 1.1.2. Sea la funcién b : P — N U {0, —oo} definida por

h(p) — {méXjE{l ..... n} {ndegp_](z>+j_1}7 p#()? (111>
—00, D= 07
donde se supone que deg() = —oo. El nimero h(p) es llamado la altura del
polinomio vectorial p.
Note que para cualquier polinomio escalar S
h(Sp) = h(p) + ndeg S. (1.1.2)

Lema 1.1.1. (a) Si h(p) # h(q), entonces h(ap+bq) = max {h(p), h(q)} para
todo a,b € C.

(b) Si h(p) = h(q) = m, entonces h(ap + bq) < m para cualquier a,b € C.
(c) Si h(p) = h(q) = m, entonces existe un ¢ € C tal que h(p+ cq) < m —1

Demostracion. Soélo se prueba ya que y (@ se prueban con la misma
argumentacién. Seam = nk+lconl € {0,1,2,...,n—1} y k € NU{0}, entonces
k y [ estdn tinicamente determinados por m y deg(Q4+1(z)) = deg(Py1(2)) = k.
Por lo tanto, existe ¢ tal que deg(Py1 + cQ11) < k — 1. Ademas, se tiene que
deg(P;j + ¢Q;) no es mayor que k — 1 para l+1 < j <ny deg(P; + cQ;) no es
mayor que k para 1 < j </[. Asi,
h(p+ cq) = .Er{rlléx }{n deg(P;(2) + cQ1(2)) +7 — 1}
7e{1,..., n
<méx{nk+Il—1,nk—-1)+0nk—-1)+n—1}
<nk+Il—1=m-—1.
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Para kK =0,1,..., se considera el siguiente conjunto de elementos en PP,
2* 0 0
0 P 0
enit1(2) = 0 1, ennsal(z) = 01, ..., en(it1)(2) = 0
0 0 2"
(1.1.3)

Claramente, h(e;j(z)) = j — 1 para todo j € N.

Lema 1.1.2. La sucesion {ej(z)};il es una base del espacio P, esto es, para
cualquier p € P con h(p) = m # —oo, existe un inico conjunto de nimeros
complejos {ci}y, donde ¢, # 0, tal que

p(z) = Z Ck€k+1-
k=0

Demostracion. Se prueba la afirmacién por induccion. Sim = 0,1,...,n — 1,
el resultado es inmediato. Como antes, sea m = nk + 1l con k € Ny [l €
{0,1,...,n — 1}. Entonces se puede escribir Pry1(z) = az® + Qi41(z), donde
a#0ydegQ <k-—1.

Definamos q(z) == p(2) — aeppsrsr = (Q1(2),Q2(2),...,Qn(2))", es decir,
Q; = P;para j = {1,2,...,n} \ {{ + 1}. Asi, deg@, no es mayor que k — 1
para todo j = [+ 2,01+ 3,...,n y deg@Q; no es mayor que k para cualquier
7 =1,2,...,1. Por consiguiente, se tiene

h(gq) < max{nk+1l—1,nlk—1)+n—-1} =m—1.

. g . . ., —1
En la hipétesis de induccién se supone que ¢ = Y ;" cxex41. De modo que se
obtiene

m—1 m
P =a€niyi+1 +q=aepni + E Ck€py1 = E Cr€li1-
k=0 k=0

La unicidad de la expansion se sigue de la independencia de la sucesion {e;(z) }‘;‘;1,

que es facil de verificar. n

Teorema 1.1.1. Sea {g,,}~_, una sucesion arbitraria de elementos en P tal
que

h(g,,) =m—1 Vm € N,

entonces {g,,}-_, es una base de P.
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Demostracion. Del Lemall.1.2] se sigue que g,,,1(2) = > ;- Cmr€r+1(z), donde

c;; es diferente de 0 para todo j =0,...,m. Asi
g, Coo 0 e 0 e
g- Cip C11 ... 0 €9
Qm+1 Cmo Cm1 --- Cmm em+1

Note que {¢;i};jrefo,..m} €8 una matriz triangular, por lo tanto

.....

€q Coo 0 c. 0 g
€2 co ¢1 ... O 9>
€m+1 Cmno Cm1 -+ Cmm gm+1

Ya que {en},,cy €s una base, lo mismo se cumple para {g,,},.n-

1.2. La altura bajo transformaciones lineales
sobre P

77777

la transformacién lineal generada por A es

CL11P1(Z) + CL12P2(Z) 4+ -4 alnPn(z)
P B AR Sl P
a1 P1(2) + anoPo(2) + -+ - + apn P (2)
Se sigue de Definicién que
h(Ap) = 3 d P —1;. 1.2.1
(4p) = mix {n eg (; an MZ)) +J } (1.2.1)

Lema 1.2.1. (a) Para cualquier matriz arbitraria A den xn y p € P,

h(Ap) < h(p) +n — 1.

(b) Sila matriz A es triangular superior entonces para cualquier p € P,

h(Ap) < h(p).
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(c) Si la matriz A es triangular inferior, entonces h(p) < nk +n — 1 implica
que h(Ap) < nk +n — 1 para cualquier k € NU {0}.

Demostracion. () Note que, para todo j € {1,...n} las desigualdades de abajo
son validas

d P 1< ix  {deg P —1<h 1.
ndeg (;%k k>+J —”ker{ri?}fn}{ eg P} +j—1<h(p)+j
Asi que h(Ap) < h(p) +n — 1.

Sea A = {aji};1cq1. n la matriz tal que ay = 0 si j > k. Entonces,
para la ultima entrada del polinomio vectorial Ap, se tiene que

ndeg(an,P,) +n —1 < h(p),

y para la anterior a la ltima

ndeg ( Z an_lkak> +n—-2<n mix {degPFi}+n—2<h(p).

ke{n—1n
k=n—1 { }

Analogamente, se obtienen desigualdades para todas las entradas hasta la pri-
mera:

ndeg(y awPr) <n mix {deg i} < h(p).

1.,
j=1 "

De modo que, h(Ap) < h(p).

Sea A = {aji}; e .y tal que ajp =051 j <k Y h(p) <nl+n-—1
con [ € NU{0}. Se verifica que

ndegP;j+j—1<nl+n—-1 Vj=1,...,n,
por lo tanto deg P; < l—l—”%j para todo j = 1,...,n. Esto implica que deg P; <

para cualquier j = 1,...,n. Asi por (1.2.1)), h(Ap) < maxjcp,. oy {nl+j—1} =
nl+n—1.

O

Ahora, se introducen algunas matrices y se formulan algunos resultados
auxiliares para éstas. Estos resultados seran de gran utilidad en la siguiente
seccion.

Sea Ay = {ajk}; peq1. ny tal que, para un entero fijo [ € {1,...,n}, se satis-
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face

ajjzl VJG{L,TL}\{Z},
ajy =0 Vj#k, conje{l,....n}\{l},

es decir, ésta es de la forma

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

A, = o 0 ... 1 0 o ... 0 (1.2.2)
ap Qg ... Q-1 A G --- Qin
0O 0 ... 0 0 1 ... 0
0O 0 ... O 0 o ... 1

Ademas, para cualquier [ € {1,...,n}, definase la funcién matricial

_ z sik=1,

T)(2) := diag{tx(2)}, ti(z) = { (1.2.3)

1 en otro caso,

es decir, Tj(z) es cercana a la matriz identidad, excepto que en la [-ésima entrada
de la diagonal principal, Tj(z) tiene la variable z en lugar de 1.

Lema 1.2.2. Sean >3 fijoyl € {2,....,n—1}. Sip € P es tal que h(p) <
nk +1—1 para cualquier k € NU {0}, entonces h(A;p) < nk +1— 1.

Demostracion. Sea p € P. Si h(p) < nk + 1 — 1, entonces

deg P, >degP;, 1<i<Il—1, (1.2.4)
deg P, >degP;, 1+1<i<n. (1.2.5)

Por otro lado,

n

Ap = <p1(z),P2(z),...,B_l(z),Zam(z),Pm(z),..-,Pn<2>> :

=1

Por (1.2.4)) y (1.2.5)) se tiene que

-----



22 Problema de interpolacién

Por lo tanto, por (1.2.1)),
h(Ap) < h(p) <nk+1-—1.
O

Lema 1.2.3. Si p € P y h(p) no es mayor que nk + j para k € NU {0} y
j€{0,1,...,n—1}, entonces h(Tj12(2)p) < nk +j+1, donde T, 11 :=T1.

Demostracion. La afirmacion se sigue de ([1.2.4) y (1.2.5) por un razonamiento
similar al usado en la demostracién del Lema [1.2.21 O

1.3. Generadores del problema de interpola-
cion

En esta seccion, se inicia el analisis detallado del problema de interpola-
cion establecido al inicio del capitulo. Se prueba primero una interpretacién

alternativa del problema de interpolacién dado por ((1.0.1)).
Claramente, para todo j € {1,..., N}, se obtiene que

> (i) Pelz) (Zak Pk%)(Zak sz]):<( i) 0ip(2))

donde (-, -) es el producto interno en C" considerando que el primer argumento
es antilineal y

a1 (5)[ 1(7)aa(j)  ai(j)as(d) a1 (j)on(7)
as(j)aon(f) | 2(])|2 ( 043() o aa(f)an())

oj = | as(f)ai(s) as(i)a=(d) !asj\ cas(Pan(d) | . (1.3.0)
Tienl) ) ATy e

Por lo tanto, el problema de interpolacion (|1.0.1) es equivalente a encontrar
p € P tal que

(p(2)),0ip(z)) =0, j=1,...,N. (1.3.2)

Observacién 1.3.1. Se sigue de (1.3.1)) que o; es una matriz no negativa de
rango uno. Mds auin, para cualquier matriz ¢ de n X n no negativa de rango
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uno, existe una colecciéon de nimeros complejos aq, . . ., o, tal que
2 _ _
lag|” aqae @ras ... aqay,
N 2 - -
azay  |ae|” agas ... apay
_ _ 2 _
o= | @war Wway |az|” ... o, | (1.3.3)
. 2
Ay Wy Qpag ... |y

Por lo tanto, el problema de interpolaciéon puede establecerse como el problema
que busca un p € P tal que es valida para cualquier colecciéon de matrices
{o;})_1 de n x n no negativas de rango uno.

Definicién 1.3.1. Se denota por S(n, N) = S({o;}}_,, {z;}}_,) al conjunto de
todas las soluciones del problema de interpolacion , donde o, estd dada
por . Se usa la notacién S(n, N) cuando la matriz concreta {o;}, y los
nodos de interpolacién {z; }jvzl no son relevantes.

Note que un problema de interpolacion esta completamente determinado por
los conjuntos {0}, v {2;}7L;. Ya que una solucién de ([1.0.1)) es un elemento de
P, obviamente se tiene que S(n, N) C P. Claramente, de la misma manera que
pasa para P, el espacio S(n, N) es un médulo sobre el anillo de los polinomios
escalares.

Observacién 1.3.2. Se considera el problema de interpolacién dado por {c; }jvzl

y {2}, siresulta que zy = zy_y y los vectores a(jn) == (1 (jn), - - -, an(jn))"
y a(jny_1) son linealmente independientes, entonces

SHos}itr {23 = SHey 5 {50 -

Por razones de conveniencia se supone a continuacion que los vectores «, para
los cuales los nodos coinciden, son linealmente independientes, en el caso que
éstos sean linealmente dependientes, las afirmaciones sobre los resultados se
deben cambiar de manera evidente a las correspondientes afirmaciones con un
nimero menor de nodos.

Sea M(7) el subconjunto de P dado por

M(r) :={peP: p=Sr, r € P, S es un polinomio escalar arbitrario} .
(1.3.4)
Se dice que M(r) es el conjunto de polinomios vectoriales generados por 7.
Observe que M(r) es un conjunto lineal y para cualquier ¢ € M(r) no nulo,
existe k € NU {0} tal que

h(q) = h(r) + nk. (1.3.5)
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Por lo tanto, todos los vectores polinomiales no ceros de M(r) son tales que sus
alturas estan en la misma clase de equivalencia de Z/nZ.

Uno de los principales objetivos de esta seccién es mostrar que S(n, V) tiene
exactamente n generadores, esto es, existen n polinomios vectoriales ry, ..., r,
tal que

M(ry) + -+ M(r,) =S(n, N).

Este resultado esta relacionado con datos ya conocidos sobre el conjunto de
polinomios que son soluciones del problema de interpolacién racional para el
caso de vectores [49, teorema 3.1 y teorema 3.2] o el problema de aproximacién
M-Padé [50, teorema 3.1].

Definicién 1.3.2. Sea M un subconjunto arbitrario de P. Se define la altura
de M por
h(M) :=min{h(q) : g € M, q # 0} . (1.3.6)

Lema 1.3.1. Sea M un subconjunto lineal de S(n,N) y r,p € M tales que
h(r) = h(p) = h(M), entonces r = c¢p con c € C.

Demostracién. Del Lema [1.1.1f[d), se sigue que existe un ¢ en C tal que h(r +
cp) < h(M) — 1. Debido a que M es lineal, r + c¢p € M, pero ya que no existe
un elemento g # 0 en M tal que h(q) < h(M). Se tiene que r +cp=0. O

Definicién 1.3.3. Se dice que 7 en S(n, N) es un primer generador de S(n, V)
cuando h(r) = h(S(n, N)).

Se denota por M al conjunto M(7) cuando r es un primer generador. Cla-
ramente, Lema implica que M; no depende de la eleccién del primer ge-
nerador.

Teorema 1.3.1. Si 7 es un primer generador de S(n, N), entonces h(r) < N
para cualquier N € N.

Demostracion. El objetivo de esta demostracion es obtener un algoritmo cons-
tructivo para encontrar una solucién cuya altura no es mayor que N. Clara-
mente, esto implica la afirmacion del teorema, ya que por definicion, la altura
del primer generador es menor o igual a la altura de cualquier solucién no nula.

La construccién se realiza por induccién. Para N = 1, se tiene una solucién

p(2) == (C1,C4,0,...,0)", (1.3.7)

donde C; = ay(1), Co = —ay (1), a no ser que as(1) y ag(1) sean ambos ceros,
en cuyo caso C7, Cy seran cualquier par de constantes no cero. En efecto, (|1.3.7))
es solucién de va que (p(z1),01p(z1)) =0y h(p) < 1.

Ahora, supéngase que la afirmacion es valida para cualquier N fijo, se mos-
trard que es valida para N 4 1. Se reducird el problema de interpolacién con
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N + 1 nodos a un problema de interpolaciéon con N nodos, en el cual se conoce
la solucion por hipdtesis de induccion.

Se escribe N = nk + [ con | < n, donde, para cualquier n fijo, los enteros k
y [ estan tinicamente determinados. Suponga que n > 3, primero se prueba la
afirmacién para un [ fijo en {0,1,...,n — 3}. Si la matriz satisface que
a42(j) = 0 para todo j € {1,...,N + 1}, entonces o; =T1o (0)0’ T112(0). Asi,
poniendo el polinomio vectorial p(z) := e;2(z) (véase (L.1.3))), se sigue que p
es un elemento de S(n, N + 1). En efecto, ya que Tl+2(0)p(z) = 0, se tiene que

(p(2),050(%)) = (P(2;), T112(0)0;T142(0)p(z;)) = 0.

Mas ain, h(p) =1+ 1 < N + 1. Por lo tanto, supéngase sin perdida de genera-
lidad que a;42(N + 1) no es igual a cero (de otra manera sélo basta con volver
a enumerar los puntos zy,. .., 2y4+1).

Se considera la matriz A;o (véase (1.2.2))), donde

1 .
T NTD sik=10142,

_% para k € {1,2,...,n}\ {{ +2}.

A2k =

Con estos ajustes, es sencillo verificar que

(1.3.8)

x . n 1 sik=1+2,
Alpont1 Al = diag{dy }iy,  di = {

0 en otro caso,

Ademds, ya que 0; es una matriz no negativa de rango uno para cualquier
Jj € {1,..., N}, también se cumple para Aj, ,0;A4;12. Por lo tanto (véase ob-
servacion [1.3.1]), para cualquier j € {1,..., N}, existen nimeros complejos

B1(g)s -, Bn()) tales que
5.6 Bi()B() ﬁl—mg(j> o BB

Ba(1)Bi()  1B25)I NBs(G) o Bal)n())
Af oA = | B3(5)510) 53(])52(]') | 3(.7)| o B5(9)Bn(d)
BOAG) ) )61() ﬁn(j).ﬁg(j) . 1B

Ahora, para todo j € {1,..., N}, sea

o S Gaver = 2)Be(d) sii=1+2,
7ild) = {Bz-(j) parai € {1,2,...,n}\ {{ +2},
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se considera el problema de interpolacién auxiliar dado por {&;}., y {z}X

donde
’71(7)‘2 ) 2( ) ’Yl(j)’Ys(j) ’Yl(j)’Yn
72(j)71(J) | 2( )| 72(])73( ) 72(])%
g = | wnG) v)r0) hs(])! V3(J3)In
wmG) Tel) %u)&su) ()

|2

Jj=Db

Por hipétesis de induccién, existe un polinomio vectorial g en S({o; } 12, {z;}72,)

tal que

h(q) < N =nk+1.

Se define el polinomio vectorial
r(z) =
Entonces, para todo j € {1,...

= (q(z

(r(z), 0

También, se sigue de ([1.3.8]) que
Ty2(0) Ay
Por lo tanto

(r(zns1), onaar(2n41))
=0.

Esta ultima igualdad y (1.3.129]

AppoTiy2(2nv — 2)q(2).
7N}7

20N+1Al+2Tl+2(0) =0.

implican que r esta en S({o;};

Ademés, se sigue de ((1.3.10) y

h(r)<nk+1+1=N+1.

Asi, la afirmacién del teorema ha sido probado paran >3y [ € {0, ...

Para probar la afirmacién cuando [ = n — 2, se considera

r(z) =

y repitiendo el razonamiento anterior, se muestra que 7 estd en S(

AnTn(ZN—H - Z)Q(Z)

N+1
Jj=1>

1.3.11)), a través de lema[1.2.2)y lema

(1.3.10)

(1.3.11)

), Tia (vt — 25) A0 Ao Tia(2n — 2)q(25))

<q<zj>, 54.,) = 0.

(1.3.12)

= <Q(ZN+1)7 7}+2(0>A7+2UN+1A1+2T1+2(0)(I(ZN+1)>

{ZJ}N?)-

. que
,n—3}.
n, N +1).
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Atdn mas, ya que h(q) < nk +n — 2, lema implica que
T (znve1 —2)q) <nk+n—1.

Por lo tanto, lema afirma que h(r) < N + 1.
El caso [ = n — 1 es tratado analogamente con

r(z) == AiTi(2n 41 — 2)q(2)
que es un elemento de S(n, N + 1). Otra vez, por lema[1.2.3]
Ty (zns1 —2)q) <nk+n—1.

Entonces, se sigue de lema que h(r) < N + 1.
Ahora es claro como terminar la prueba cuando n < 3. O

Lema 1.3.2. Dado un entero m > Nn, existe una solucion p de S(n,N) tal
que h(p) = m.

Demostracion. Seam = (N +k)n+1lcon ke NU{0} yle€{0,1,...,n—1}.
Se construird una solucién p € S(n, N) tal que h(p) = (N + k)n + L.
Se define p como sigue

p(2) :=(0,...,0,P1(2),0,...,0)

donde P (z) = 2* H;V:1(Z — 2j) ¥V Z1,...,2n son los nodos del problema de
interpolacion ([1.0.1)). Es facil verificar que p es solucién de S(n, N) y

h(p) = ndeg PV (2) +1= (N + k)n +1.
[

Note que lema y (1.3.5)) implican que existen n polinomios vectoriales
en S(n, N) cuyas alturas estdn en diferentes elementos del espacio factor Z/nZ.
Se mostrara més adelante, que existe una infinidad de soluciones para cada clase
de equivalencia determinada por la alturas.

Lema 1.3.3. Sea m un numero natural fijo tal que 1 < m <n. Siry,..., 7,
son elementos arbitrarios de S(n, N), entonces S(n, N)\[M(rq)+- - -+M(7,,)] no
es vacio y h (S(n, N) \ [M(ry) + -+ +M(r,,)]) # h(r;) +nk para cualquier j €
{1,...,m} yk € NU{0}. (En otras palabras, h (S(n, N) \ [M(ry) + - -+ + M(7,,)])
y h(r;) son diferentes elementos del espacio factor Z/nZ para todo j € {1,...,m}).

Demostracion. Que S(n, N) \ [M(ry) + - -+ + M(7,,)] es no vacio se sigue de
lema [1.3.2] y (1.3.5)) ya que m < n. Se probard la segunda afirmacién por
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reduccién al absurdo. Supdngase, para algun kg € NU {0} v jo € {1,...,m},
h(S(n, N) \ [M(rq) + - + M(rp)]) = h(r;,) + nko .

Por lo tanto, existe g € S(n, N) \ [M(ry) + --- + M(r,,)] para el cual h(q) =
h(rj,) + nko. Sea p € M(rj,) tal que h(p) = h(rj,) + nko. Entonces por le-
ma [1.1.1[d), existe ¢ € C tal que h(q + cp) < h(g) — 1. Claramente, g + cp €
S(n, N) pero no estda en M(ry) + - - - + M(7,,). Esto contradice el hecho de que
q es un elemento de minima altura en S(n, N) \ [M(71) + - - - + M(7,,)]. O

Definicién 1.3.4. Tomando en cuenta definicion [1.3.3| y lema [1.3.3] para 1 <
Jj < n, se define de forma recursiva el j-ésimo generador de S(n, N) como el
polinomio vectorial 7; en S(n, N) \ [M; + - - - + M;_4] tal que

h(r;) = h(S(n, N)\ My + - - - + M 4])
y M := M(r;).

En esta definicién se usa suma directa (4) ya que M "M, = {0} para k # .
Eso se sigue del hecho, de que polinomios vectoriales no ceros en M, y M tiene
diferentes alturas, como una consecuencia de y lema Claramente,
cada iteracién de esta definicién, hasta 7 = n, tiene sentido como consecuencia
de lema . Note también que M; + --- + M; no depende de la eleccién del
J-ésimo generador. En efecto, si, al igual que 7;, el polinomio vectorial g es un
j-ésimo generador y g no esta en M + - - - 4 M, entonces, tomando en cuenta
que A(S\ [M; + - - -4 M;_;]) no es mayor que h(S\ [M; + - - - +M,]), se observa
que lema |1.3.3| genera una contradiccién.

1.4. Caracterizacion de las soluciones

Esta seccion trata las propiedades de los generadores del problema de in-
terpolacion dado en . Para esclarecer las propiedades de los generadores,
se hes posible dar una completa descripcién de toda solucion del problema de
interpolacién.

Observaciéon 1.4.1. Debido al lema [1.3.3], definicién y definicién [1.3.4]

se obtiene inmediatamente que
Z|nZ = {h(ry),...,h(r,)}
con r; el j-ésimo generador (j =1,...,n).

Las siguientes afirmaciones sencillas se utilizan para probar el teorema|1.4.1
que da estimaciones para la suma de las alturas de los generadores.
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Lema 1.4.1. Sean > 1. Para j € {1,...,n}, considere r; el j-ésimo genera-
dor de S(n, N). Entonces, ezisten infinitos nimeros complejos z tales que los
vectores 71(z),...,rn(z) en C" son linealmente independiente.

Demostracion. Se demostrara el lema por reduccién al absurdo. Por continui-
dad, si los vectores 71(z),...,7r,(z) son linealmente dependientes casi siempre,
salvo en un conjunto finito de puntos, entonces éstos son linealmente depen-
dientes casi siempre. Se supone que k € {2,...,n} es el numero para el cual el
vector T,(z) es una combinacién lineal de 71(z),...,rr_1(2) para cada z, pero
r1(20), ..., Tk_1(20) son linealmente independientes para cierto zo. Esto ultimo
significa que
rank (Tl(Z()) c. "“k—1(20)) =k-—1.

Por continuidad, este rango también es igual a £ — 1 en alguna vecindad de zj.
Ademads, por hipétesis, para cualquier z € C,

rr(z) = i: F(z)r(z).

Resolviendo este sistema para la incégnita Fj(z), el rango de la matriz es igual
a k — 1, se observa que para cualquier [ € {1,...,k — 1}, F} es una funcién
racional de z. Por lo tanto existen polinomios escalares Sy, ..., S,_1 tal que

k-1
So(2)rk(z) = Z Si(z)r(2) .
=1

Por definicién |1.3.4] tomando en cuenta ((1.3.5) y lema se concluye que
todos los S;ry (1 € {1,...,k—1}) tienen diferente altura. Asf, por lema [1.1.1J(a))

existe lp € {1,...,k — 1} tal que
h(Sory) = h(Si,T,) | (1.4.1)

pero de acuerdo a ([1.3.5) y lema el lado derecho y el lado izquierdo de
(1.4.1)) son diferentes elementos de Z/nZ. Esta contradiccién termina la prueba.
[

Teorema 1.4.1. Sean > 1. Para l € {1,...,n}, se considera r; el l-ésimo
generador de S(n, N). Entonces, para cualquier m € {1,...,n},

Zh(rl) SNm—l—w.

=1

En particular, cuando m = n, se da una estimacion de la suma de todos los
generadores.
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Demostracion. La prueba se realiza inductivamente con respecto a m. Para
m = 1, la afirmacién ha sido probada en teorema [1.3.1]

Paso 1. (m =1~ m = 2)

Sea N7 un entero tal que

Debido a que r; es una soluciéon de minima altura del problema de interpolacién
dado por {o;}, v {2}, resulta que r1(Z) no se anula para cualquier Z #
21,...,2y. En efecto, de otra manera r1(z)/(z — Z) deberfa ser una solucién
del problema de interpolacién cuya altura seria menor a h(r;). Asi, eligiendo
los nimeros zy41, ..., 2N+nN,+1 cada uno de los cuile?vno es igue}\lf aNzl, C L 2N
se considera el problema de interpolacién con {o; } 1My {2}V donde

J=1 7=1
las nuevas matrices o; estdn dadas por

[Ri(z)I”  Ri(z)Ra(z) Ri(z)Rs(z) ... Ri(z)Ra(z)
Ro(z)Ri(z)  |Re(%)|?  Ra(2)Rs(z) ... Ra(z)Ra(z)
o= | Rs(z)Ri(z) Rs(z)Ra(z)  |Rs(z)|® ... Rs(z)Ra(z)
(o) Ti5) Rule) ) Rule)Bo(s) o |Ralz)P

(1.4.3)

paraj = N+1,..., N+ N;+1. Aqui la notacién r{(z) = (Ry(z2),..., R,(2))" ha
sido usada. De acuerdo al teorema 1.3.1|7 existe r en S({aj}j-v:ﬁNIH, {zj}é-v;{NlH)

tal que

h(r) <N+ N, +1. (1.4.4)

Se mostrard que r ¢ M;. Para esto, se supone lo contrario, r(z) = S(z)ry(z)
para algin polinomio escalar no nulo S. Tomando en cuenta ([1.4.3)), es sencillo
verificar, para j = N +1 ..., N+ Ny + 1, que

2

(S(z)r1(%),055(z)r1(%)) = [S(z)I” (1R(2))]* + -+ + | Ru(2)) )

Por lo tanto, debido a la eleccién de los nodos {z; };V: ﬁvjﬁf ! es cierto que

S(zn41) = = S(zn4n+1) = 0.

Entonces, deg S > N; + 1. Esta desigualdad junto con (1.1.2) y (1.4.2) implican
que h(r) > N — Ny + n(N; + 1), lo que contradice a (1.4.4). Finalmente, se

observa que 7 esta en S({o;}7,, {2 }}2,).

Paso 2. (m >1~m+1<n)

Debido a que la afirmacién se supone valida para m > 1, se puede definir de
forma recursiva los nimeros Ny, ..., N,, tales que para cualquier [ € {1,...,m},
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lo siguiente se vélido
h('l"l) =N + (l — 1) + Nl—l — Nl s (145)

donde se supone que Ny = 0. Se probara que existe un polinomio vectorial  en
S({o;}L1: {z}1) tal que

h(r)<N+m+N,, vy r&M;+---+M,.

A partir de esto, la afirmacién del teorema claramente se sigue.

Se considera el conjunto I :={N +1,..., N +m+ N,,} y los conjuntos

L:={N+1,....,N+ L +1},
Li:={N+Li+2,...,N+ Ly + 2},

I, :={N+Ly, 1+m,....,N+m+ N,},

donde
Ly,

__Z’“:{m—j+1+Nm+Nj—Nj1J
=) . .
7=1

Aqui |-] es la funcién parte entera piso y otra vez se asume que Ny = 0. Por lo
tanto, {/;}72, es una particién de I, esto es,

I=J y j#l = LnL=90.
j=1

Sea zg € C tal que los polinomios vectoriales r1(zp), ..., 7mnm(20) son lineal-
mente independientes. La existencia de tal nimero es probada por lema [1.4.1}
Debido a que las entradas de cada uno de estos vectores son polinomios, los vec-

tores 71(z),...,7,(z) son también linealmente independientes para cualquier z
en una vecindad de zp. Tomando los puntos zy 41, - . ., 2N+m+N,, €n esta vecindad
tal que

{evst - angman, N {21, 2an ) =0,
definase los vectores a(j) = (a1(j),...,a,(4))" de tal forma que, para cada
le{l,...,m},

(afjg),ri(z) #0 vy (a(j),ri(z)) =0 (1.4.6)
para k en {1,...,m} \ {l} y j € I,. Note que la independencia lineal de los
vectores 7(z;), para cualquier [ en {1,...,m} y j € I, garantiza la existencia

de a(j), j € I, con las propiedades requeridas.
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Para j € I, se definen las matrices o; usando (1.3.1)) con los nimeros
ax(j) dados anteriormente y se considera el problema de interpolacién dado por
{o; };V:JEWFN ™y {z }jy:ﬁerNm. De teorema , existe un polinomio vectorial r
en S({o; } N {2157 tal que h(r) no es mayor que N + m + N,
Resulta que 7 no estd en M + - -- + M,,,, ya que suponiendo que

r(z) =) Sk(z)r(2) (1.4.7)

con Si(z) un polinomio escalar (k € {1,...,m}), se llega a una contradiccién.
En efecto, se verifica de (1.4.6)) y (1.4.7) que

(r(z),05r(z;)) =0 para jeI,
lo que implica
obien S;=0 6 degS;>L;—Li1+1 (Ly=0) (1.4.8)
paral € {1,...,m — 1} y ademds
pasa S, =0 6 degS,,> N, — Ly 1+1.

Por otro lado, tomando en cuenta (1.1.2)), lema(l.1.1j(a), y lema|l.3.3] se obtiene
de calculos sencillos que

degS < L,— L,y parale{l,...,m}. (1.4.9)

Se sigue de (1.4.8)) y (1.4.9) que

Si(z) == 8m-1(2) =0.

Analogamente, para probar que S, = 0, se muestra que deg S,, > N,, — L,,, + 1
es incompatible con (|1.4.9) para [ = m. Esto se hace verificando que

N, —L,+1>0. (1.4.10)
En vista de (1.4.5) y lema [1.3.3] los nimeros m — j + 1+ N,, + N; — N;_q,
para j € {1,...,m}, son diferentes elementos del espacio Z/nZ. De manera que
existe una permutacion {ay,...,a,} de {0,...,n — 1}, tal que

n

n
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Existe a lo mas un j en {1,...,m} tal que a; = 0. Por otra parte,

ZajZZ(J—1)~

Entonces, la parte izquierda de la igualdad (|1.4.10|) se puede reescribir reescrita
como

+1.

“~m—j+1+N,+N,—N, 1 —a;
N, —
7j=1
Debido a que
Y (m—j+1-a)<m,

m
J=1

se tiene

+1

“m—j+14+ N, +N; —N,_; —a;
Nm_zl - J Jj—1 J
‘7:

n

+1
j=1

N,
mAm+DNn 4y

ZNm_
n

En la ultima desigualdad, se usa que m + 1 < n. O

Teorema 1.4.2. Sea r; el j-ésimo generador de S(n, N). Se satisface que

ih(rj) :Nn—l—@.

Demostracion. Debido a el teorema [1.4.1] es suficiente mostrar que

ih(’rj) > Nn+@. (1.4.11)

J=1

Se supone que esto no es cierto y se define

Q(z) :=det (r1(2)...7n(2)) ,

donde (r1(%) ... 7,(2)) es la matriz cuadrada con columnas dada por los vectores
r1(2),...,r,(2). Para las entradas de los generadores, se usa la notacién

. \ T
rj(z):<R§”,...,R<J>) vie{l,...,n}.

n
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Se sigue de definicién que para cualquier j en {1,...,n}, existe I(j) €
{1,...,n} tal que
h(r;) = ndegRl(j +1(j) —

Ademas, por lema [1.3.3] cuando j recorre el conjunto {1,...,n}, I(j) también
recorre {1,...,n}. Por lo tanto,

3 hir) <3y 35 1).
j=1
Asi la negacién de ((1.4.11]) implica que
> degR{) < N. (1.4.12)
=1

Por otro lado, ya que intercambiar dos columnas de una matriz lleva a multipli-
car el correspondiente determinante por —1, es claro que para calcular el grado
del polinomio @), uno puede usar cualquier reordenamiento de los vectores r;,
j €{1,...,n}. De manera que,

deg Q(z) = degdet (ri-1(1)(2) ... T1-1(n) (2)) -

Note que en este reordenamiento de las columnas, los elementos de la diagonal
de la matriz son los polinomios que determinan las alturas de los generadores.
Por lo tanto, es facil verificar que deg @) es la suma de los grados de los elementos
de la diagonal de (7"[71(1)(2) . 'I"lfl(n)(Z)), es decir,

deg Q(z Z deg Rl(] (1.4.13)

y por (1.4.12)), esto es estrictamente menor que N.

Ahora, fijando un nodo de interpolaciéon z;,, y observando que r; esta en
S(n, N) para todo j € {1,...,n}, se tiene

ZO&k lo zlo)—O, ]G{l,,n}

Por construccion, este sistema tiene una solucion, es decir, el determinante de
el sistema es cero, entonces Q(z;,) = 0. Debido a la arbitrariedad del nodo de
interpolacion z;,, se tiene que

Q(Z1):"':Q(ZN):O-
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Estas igualdades, junto con ([1.4.12)) y (1.4.13]), implican que Q(z) = 0 lo cual
contradice al lema [L41] ]

Teorema 1.4.3. Sea n > 2. Cualquier elemento p de S(n, N), puede ser rees-
crito en la forma

p=2_Simi,
j=1
donde S; es un polinomio escalar y r; es el j-ésimo generador del problema de
interpolacion (j € {1,...,n}).
Demostracion. Para j € {2,...,n}, se consideran los conjuntos

Bi:={meN: m=~h(ry)+nl+1, donde k < jyle NU{0}},
Ay ={1,2,...,h(r1)} , (1.4.14)
Aj = {]’L('I‘j,l) + 1, ceey ]’L('f'])} \ B] .

Ahora, se define la sucesién {g,}, .y como sigue
gu(2) = {ek(z) para k € U7_ A,

Z'ri(z) para k= h(r;)+nl+1,

donde e esta dado en ([1.1.3). Se nota que h(g,) = k — 1. Por lo tanto, por
teorema se tiene que {gy } oy s una base en P. Asi, cualquier p € S(n, N)
pude ser reescrito como

b= chgj

jEN
n n
=> ) cer+ > S, (1.4.15)
=1 k€A, j=1

donde S; es un polinomio escalar. Debido a que p y Z}:& S;r; estan en S(n, N),

se tiene que
n

> ) e (1.4.16)

j=1 kGAj

estd en S(n, N).
Se mostrara que (|1.4.16f) es una solucion trivial. Se supone lo contrario, que
(1.4.16) es no trivial, es decir, existe k € U7_;A; tal que ¢, # 0. Sea

ko := max{k € A; : ¢; # 0}

1<j<n
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y Aj, es tal que ky € A;,. Por lema (a) la altura de (1.4.16) es igual a
ko — 1. Por lo tanto, por (|1.4.14]),

n
h Z Z cger | < h(’l”j0>
j=1 kJEAj
y por construccion,
n
Z Z CL€f ¢M1+'--4—Mj0—1
j=1 k‘E.Aj

lo que contradice al lema [1.3.3] O]



Capitulo 2

Analisis espectral para matrices
en M(n,N) (N < o)

Esta seccion trata el analisis espectral directo e inverso de una clase de ma-
trices en banda simétricas finitas, con principal énfasis en problemas inversos de
caracterizacion y reconstruccion. Problemas espectrales inversos para matrices
en banda han sido ampliamente estudiados en el caso particular de matrices de
Jacobi finitas (véase por ejemplo [12-14,[19,]24,27-29,41}142,44]). Los trabajos
que tratan matrices en banda finitas no necesariamente tridiagonales, no son
muy abundantes (véase [8}22}23,33,134,[39}/52,53]).

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita y {0x}4_, una base orto-
normal fija en él. Considere el operador D; (j = 0,1,...,n con n < N), cuya
representacion matricial con respecto a {(5k} L—1 €S una matrlz diagonal, es decir,
D;b, =d J)ék para todo k= 1,..., N, donde dk]) es un numero real. También,
sea S el operador de desplazamlento, esto es,

) k=1,....N—1
S(sk: k+1 ) )
0 k=N.

El objeto a considerar en esta secciéon es el operador simétrico

A= Dy + Xn: S'D; + En: D;(S*y

J=1 J=1

Por lo tanto, la representacién matricial de A con respecto a {0}, es una
matriz en banda Hermitiana la cual es denotada por A. Al igual que la matriz
A, para cualquier j € {0,...,n}, se considera la matriz diagonal D;, que es la
representacién matricial del operador D; con respecto a {d; ;.

Se supone que las diagonales satisfacen las siguientes condiciones. La dia-
gonal mas alejada a la diagonal principal, que es dada por la matriz diagonal

37
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d(”)

diag{d,&”)},iv:j", denotada por D,,, es tal que, todos lo nimeros dg"), cdy

son estrictamente positivos y dEZZf == dg\?)_n =0 con
l<m<N-n-+1.

Puede ocurrir que todos los elementos de la sucesion diag{d,in)}]kvzzn son positivos
en cuyo caso es conveniente que signifique que m; = N —n + 1. En este caso,
se define mj = N —n+j para j =2,...,n.

Ahora, si m; < N —n + 1, los elementos dg:;g, e ,d%‘:jﬁl de la matriz

diagonal D,,_; se comportan de igual forma que los elementos de D,,, esto es,
existe msy, que satisfacen

my<mo <N-—n-+2,

tal que dg:;l%, e ,df:;__lf >0y dSJQ_l) = ... = dngl:rlb)ﬂ = 0. Aqui, también es
posible que ms = N —n+2 en cuyo caso d,(cn_l) > 0Oparak =my+1,..., N—n+1
y se define mj = N —n+jparaj=3,...,n.

Nosotros continuamos aplicando esta regla hasta algin jo < n — 1 tal que
mj, < N—n+joy mj+1 = N—n+7jo+1. Finalmente, se define m; = N —n+j

para j = jo + 2,...,n. En general, los elementos de D,,_; satisface
(n—j) (n—3)
dmjfl, o 7dmjf171 >0, (2.0.1)
n—j) _ _ gn—j5)  _
dgnjfl) - .= dN—n+j =0
para j = 0,...,j0 — 1, con mg = 0. Y cuando m;;; = m; + 1, entonces no

existen elementos de la diagonal que satisfagan (2.0.1)). Los elementos de D,,_j,
satisfacen

di ), dy T >0
Se dice que la diagonal D,,_; sufre una degeneracién en m;; para j € {0,. .., jo—

1}. Cuando jy = 0, no existe degeneracién de la diagonal D,,. Note que Ds es la
diagonal mas interior donde una degeneracién puede ocurrir. Observe ademas,
que en todos los casos, se tiene el conjunto {my,...,m,}.

Definicién 2.0.1. Fijando los nimeros naturales n y N tal que n < N. Todas
la matrices que satisfacen la propiedades anteriores para un conjunto de nime-
ros dados {m;}, son denotados por M(n,N). Note que en esta notaciéon, N
representa la dimensiéon y 2n 4 1 es el nimero de diagonales de las marices.

Un ejemplo de una matriz en M(3,7), cuando m; = 3, mg =5y m3 =7,
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es la siguiente.

d” 4V 4 4P o0 o0

a” a® at a® a® o

d? ) d” aV 4@ o

A= [d®» & a4V o aV
0 4 4 4P 40 4

o 0o o 4 4 a0 4V

o 0o o o o0 d 4

0
0
0
2
o
0
(1
6

SH

(1)
5

QUK

Aqui se dice que la matriz A sufre una degeneracion de la diagonal D3 en m; = 3
y una degeneracién de Dy en msy = 5. Observe que jg = 2.

Es conocido que la dindmica de un sistema lineal de masas y resortes finito
es caracterizado por las propiedades espectrales de una matriz finita de Jaco-
bi [20,38] (véase figural2.1)) cuando el sistema estd dentro del régimen de validez
de la ley de Hooke. Las entradas de la matriz de Jacobi estdan determinadas por
las masas y las constantes de elasticidad del sistema [14-16,[20,/38]. El movi-
miento del sistema mecanico de figura [2.1] es una superposicion de oscilaciones
harménicas cuyas frecuencias son las raices cuadradas del valor absoluto de los
elementos del espectro del operador de Jacobi. Analogamente, se puede deducir

Figura 2.1: Sistema de masas y resortes que corresponde a una matriz de Jacobi

que una matriz en M(n, N) modela un sistema lineal de masas y resortes donde
la interaccion se extiende a todos los 2n vecinos inmediatos de cada masa (véase
seccion . Por ejemplo, si la matriz estd en M(2,10) y no sufre ninguna de-
generacién, esto es, m; = 9, el correspondiente sistema de masas y resortes
estd dado en Fig. [2.2] Si para otra matriz en M(2,10), se tiene degeneracién

Figura 2.2: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2,10): caso no
degenerado
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en las diagonales, por ejemplo m; = 4, el correspondiente sistema de masas y
resortes estd dado en Fig. [2.3

Figura 2.3: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2,10): caso dege-
nerado

En este capitulo, el enfoque a usar para el analisis espectral de operadores
cuya representacién matricial pertenece a M(n, N) estd basado en el usado
en [33/134], éste permite tratar el caso arbitrario para cualquier n. Un importante
ingrediente de los métodos usados aqui es la interpolacion lineal de polinomios
vectoriales de dimensién n, desarrollado en capitulo[l]y basado en [37]. La teorfa
de interpolacién lineal del capitulo [l es una generalizacién no trivial de la teoria
de interpolacién racional desarrollada en [22] con ideas de [33,34]. Estas son las
bases de la teoria de interpolacién lineal para que los resultados de [33,34]
sean extendidos a matrices en banda con 2n + 1 diagonales. Es importante
aclarar que las técnicas usadas en la reconstruccién de matrices en M(n, N),
han sido modificadas ya que la generalizacion del caso n = 2 al arbitrario n no
se puede obtener directamente. Por otra parte, en contraste a [33}/34], la clase de
matrices M(n, N) se ha hecho més pequeno que el que se considera en [33,34],
con el fin de lidiar con la unicidad de la reconstruccién sobre estas matrices.
Finalmente, se hace notar que el problema espectral inverso para un sistema de
masas y resortes (véase Fig. [2.3]) es estudiado en este capitulo y una solucién
fisicamente significativa es probada para un caso especial.

Es sabido que si existe un numero natural K tal que N = Kn, entonces una
matriz en banda con 2n+ 1 diagonales puede reducirse a una matriz tridiagonal
por bloques. Sin embargo, la teoria espectral para matrices tridiagonales por
bloques requiere que las matrices por bloques fuera de la diagonal principal
sean invertibles. Las matrices en M(n, N) no satisfacen estos requerimientos
cuando existe una degeneracion de las diagonales. Las técnicas para recuperar
una matriz de su funcién espectral desarrollada en este capitulo, es aplicable a
cualquier elemento en M(n, N) atin y cuando N no es un miltiplo entero de n.

Este capitulo es organizado como sigue. La siguiente seccion trata el el anali-
sis espectral directo de los operadores bajo las consideraciones mencionadas. En
esa seccion, una familia de funciones espectrales es construida para cada elemen-
to en M(n, N). En seccién [2.2] se establece la conexién del andlisis espectral y
el problema de interpolacion. La seccion [2.3| aborda el problema de reconstruc-
cién y caracterizacion. En seccion se discuten enfoques alternativos para el
problema espectral inverso y se da un analisis comparativo con el método dado
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en seccién 2.3 La seccién 2.5 da una breve resena de cémo deducir la matriz
simétrica en banda asociado a un sistema de masas y resortes a partir de las
ecuaciones de la dindmica del sistema.

2.1. La Funcion espectral

Considere ¢ = ch\; wror € H y la ecuacion
(A—z2l)p=0, z€C. (2.1.1)

Se sabe que la ecuacién tiene una solucién no trivial sélo para un conjunto finito
de z.

De se obtiene un sistema de N ecuaciones, donde cada ecuacion, dada
por un fijo k € {1,..., N}, es de la forma

=

n—

Ay ) Prnri + dy) or + Z A prsi = 2px (2.1.2)

=1

Il
=)

i
donde se supone que

v =0, parak <1, (2.1.3a)
vr =0, parak>N. (2.1.3b)

Se puede considerar (2.1.3)) como condiciones a la frontera donde
es la condicion del tipo extremo izquierdo y es la condicién del tipo
extremo derecho.

El sistema (2.1.2)) y (2.1.3a]) restringido a k € {1,2,..., N} \ {m;}", puede
ser resuelto recursivamente siempre que las primeras n entradas del vector ¢
sean dadas. Sea ¢ (2) (j € {1,...,n}) una solucién de para todo
ke{l,2,...,N}\ {m;}, tal que

<5i,g0(j)(z)> =tj;, parai=1,...,n, (2.1.4)

donde T = {t;;}7,_, es una matriz triangular superior con entradas reales y
tj; # 0 paratodo j € {1,...,n}. En y durante el desarrollo del texto, se
considera que el producto interno en H es antilineal en su primer argumento.

La condicién dada por puede ser vista como las condiciones iniciales
para el sistema (2.1.2)) y (2.1.3]). Se hace énfasis que dada la condicién a la
frontera del tipo extremo izquierdo (2.1.3a) y la condicion inicial , el
sistema restringido a k € {1,2,..., N} \ {m;}, tiene una unica solucién para
cualquier fijo j € {1,...,n} y z € C.
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Observacién 2.1.1. Note que las propiedades de la matriz T garantizan que
la coleccién de vectores {oW)(z )} ' | es un sistema fundamental de soluciones
de (2.1.2)) restringido a k € {1,2,..., N}\ {m;}, con condiciones a la frontera

E139).

Las entradas del vector ¢()(z) son polinomios, de modo que se denota
PY(2) = o!(2), para todo k € {1,..., N}. Ademés, se define

-1

3

Qz(j)(z> (2 d(o) d’S:LL'—kn)-‘rk‘ rri—n+k del p, (J
k=0
para i € {1,...,n} (se supone que la ultima suma es cero cuando i = n).

Es importante notar que los polinomios {P,Ej )(,2')}1{2\7:1 y {Ql(j )(z) ? . depen-
den de la condiciones iniciales dada por la matriz 7.

Se define la matriz

Q) . o)
Qz)e= =
Q) ... QW (2)

Se sigue que para cualquier z donde existe una solucion de (2.1.1)), existe
ademas una solucién de la ecuacién homogénea

B1(2)
9| : | =o. (2.1.5)

Bn(2)

En efecto, ya que {go(j)(z)}?zl es un sistema fundamental para cualquier
z € C, el vector 5(z), dado por

D=3 829, (21.6)

es una solucién de (2.1.2)), (2.1.3a). Asi, usando las ecuaciones en diferencias

(2.1.2)), se verifica que
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donde

de otra manera .

> i1 BJ(Z)QZ(])(Z) si k =m;, paratodoi=1,...,n,
cx(2) == 0

Por lo tanto, (2.1.6) es una solucién de (2.1.1)) si
>_5(2)Q7(z) =0 (2.1.7)
j=1

para todo ¢ € {1,...,n}, el cual es equivalente para .

Lema 2.1.1. Sea n(z) := dimker(A — zI). Entonces,
rank(Q(z)) =n —n(z).

Observe que n(z) < n para todo z € C.

Demostracion. La prueba es sencilla. Fijando z € C, se recurre al teorema
de Kronecker-Capelli-Rouché (véase [30, cap.3 secs. 1-2]) para obtener que la
dimensién del espacio de soluciones de ([2.1.5) es igual a n — rank(Q(z)). O

Inmediatamente del lema se sigue que
spec(A) = {z € C:det Q(z) = 0}.
Fijando j € {1,...,n}. Para una solucién ¢")(z) de (2.1.1)), la ecuacién

QY (z0) =0, (2.1.8)

se debe satisfacer para cualquier i € {1,...,n}. Las condiciones pueden
verse como condiciones de fronteras internas (de tipo extremo derecho) para la
ecuaciéon en diferencias . Note que la degeneracién de la diagonales da
lugar a condiciones de frontera internas.

Sea {x;}Y_ | una sucesién real tal que z; € spec(A) y los elementos de
esta sucesion ha sido enumerada tomando en cuenta la multiplicidad de los
autovalores. También, sea a(xy) el correspondiente autovector tal que

(a(zg), a(zy)) = Oty con kL €{1,...,N}.

Se sigue de observacion que

a(zy) = Z aj(wx) e () (2.1.9)
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para cualquier k € {1,..., N}. Claramente, por construccién
Z|a]~(mk)| >0 paratodo ke {l,...,N}. (2.1.10)
j=1

Note ademas que debido a que {a(x;)}4_; es una base de H, se sigue de (2.1.4))

que
N

> Jay(zy)| >0 para todo j € {1,...,n}. (2.1.11)
k=1

Por (2.1.7)) y del hecho que a(xy) € ker(A — xx1), se sigue que
Z ozj(xk)ng)(xk) =0 paratodoie {l,...,n} (2.1.12)
j=1

es cierto.
Ahora, se define la funcién con valores matriciales

o(t) = ok, (2.1.13)

donde
o ()| Oél(xk)%(u;ffk) o () ()
— 042(9%):0[1(9%) |0f2(?3k)| -. a?(ﬂsz):an(ﬂ?k) (2.1.14)
an(xp)on(zg)  an(zg)ae(zy) ... |04n(xk)|2

es una matriz no negativa de rango uno (compare con [33, sec.1]). Note que
o(t) = o7 (t) depende de las condiciones iniciales dadas por T(¢).

Observacion 2.1.2. La funcién con valores matriciales o (t) tiene las siguientes
propiedades:

a) Es una funcién escalén, mondtona no decreciente.
b) Cada salto es una matriz de rango no mayor que n.

c¢) La suma de los rangos de todos los saltos es igual a N, es decir, la dimensién
del espacio H.

Para cualquier funcién con valores matriciales o(t) que satisfacen las propie-
dades @), existe una coleccién de vectores {a(zy) Y, que satisfacen (2.1.10))
tal que o(t) estd dada por (2.1.13) y (2.1.14)) (compare con 33| teo.2.2]).
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Si T = I, entonces 0;;(t) = (0;, E(t)d;) (4,5 € {1,...,n}) donde E(t) es la
resolucién espectral de A. En efecto,

(03, E(t)d;) = <5i> {az1),d5) Oé($l)> = {al®), 8;) (6, ()

<t <t

= 3 & (o) = 0y(t).

<t

Por lo tanto, en este caso, la funcién con valores matriciales o(t) es la funcién
espectral de A con respecto a d;,0; (1,7 =1,...,n).

Definicién 2.1.1. El conjunto de todas las funciones con valores matriciales
o(t) dadas por (2.1.13) y (2.1.14)), donde la coleccién de vectores {a(zy)}_,
satisfacen (2.1.10)) y (2.1.11)), es denotado por Mi(n, N).

Noétese que las funciones con valores matriciales en Mt(n, N) satisface E[), @
y|cf) de observacion m

Se considera el espacio de Hilbert Ly(R, o), donde o es la correspondiente
funcién espectral del operador A dado por (2.1.13)) y (2.1.14)) (véase [2, sec. 72]).
Suponiendo que el producto interno (-, ), R.o) €8 antilineal en su primer argu-
mento. Claramente, el inciso |c|) de la observacién implica que Ly(R, o) es
un espacio de dimensiéon N y en cada clase de equivalencia existe un polinomio
vectorial de dimensién n. Definase el polinomio vectorial en Ls(R, o)

a.(2) = (QM(2),...,QM" ()" (2.1.15)

pu(z) = (F(2)... P )) (2.1.16)

para todo k € {1,...,N}.

Lema 2.1.2. Los polinomios vectoriales {p,(2)}Y_,, definidos por , sa-
tisfacen

<pj’pk>L2(]R,U) - 5jk
para j, k € {1,...,N}.
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Demostracion.

WE

(p;(x1), Py (1))

<Z as<xl>P;8’<xz>> > ag@) B ()

(65, amr)) {a(x1), Ok) = Gji

<pj’pk>L2(R,o) -

=1

M-

=1

WE

=1

donde se ha usado que 0, = Y| (a(x;), 0p) ao(x;). O

Sea U : H — Ly(R, o) una isometria dada por Udy — p, para todo k €
{1,..., N}. Bajo esta isometria, el operador A se convierte en el operador de
multiplicacién por la variable independiente en Ls(R, o). En efecto,

(O, Adj) = <Z (@), o) o), A (o), 65) Oé(l’s)>
=1 s=1
= Z Ok, a(xy) <a(xl),2xs (a(xs),0;) a(x5)>

N

=) {6k, ) m a(w2), 65)

=1
= (pp. tp;) -

Si la matriz T en (2.1.4) resulta ser la matriz identidad, esto es, T = I,
entonces puede mostrarse que U~! es el correspondiente isomorfismo para la
representacion canénica del operador A |2, sec. 75], es decir,

On=U""py=> P7(A)

para todo k € {1,...,N}.

Observacion 2.1.3. La representacion matricial del operador de multiplicacién

en Ly(R, o) con respecto a la base {p,(z),...,py(2)} es nuevamente la matriz
A. Asi
n—1
n—1i 0
dl(c—n—)&—ipk:—n-i-i( ) ](<; )pk + Z dk pk;_t,_z = Zpk(Z) s (2117)

Il
=)

i

para k = 1,..., N donde se supone que p, = 0 siempre que k < 1. Ademés se
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verifica que

n—1 n—j
q5(2) = (z = APy, (2) = Y dnt Py ni(2) = D d) Py, i(2) (21.18)
i=0 i=1
para todo j € {1,...,n}, donde la tltima sumando se anula cunado j = n.

La relacién entre las funciones espectrales 0’ = o y o para una T arbitraria,
estd dada por el siguiente lema.

Lema 2.1.3. Fijando un nimero natural N > n. Para cualquier matriz trian-
gular superior de n X n sin ceros en la diagonal principal T, la funcion espectral

o7 dada en satisface
To7T =o'

Demostracion. Sea T una matriz triangular superior de n x n. Entonces, por

(2.1.9) se tiene

(6, a(z))en = > ailm)ty, Vie{l,....n}.

i=1

Ahora, para el caso particular, cuando T = I, se considera

ol (t;1,5) = Y aj(w)a(z).

<t

Por lo tanto, (d;, a(x1)) ey = (1) ¥

H(t:4, 9) ZZak T t’“ZO‘S x))tks - (2.1.19)

<t k=1
Por otro lado, observe que
a1 (xy)t1n

(I* ( al(:ﬁ?l) ) _ Zi:l a.k(ajl)tkz ’
o (z1) -

D k=1 o (@) thn

asi por (2.1.19) se tiene

ol (tyi, j) = (T°67T) (t;4,5) .

Una consecuencia inmediata del lema es la siguiente afirmacién.
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Corolario 2.1.1. Fijando N > n. Para cualquier matriz triangular superior de
nxn J sin ceros en la diagonal principal, se tiene que

?r*/do—fffr:/do—le.
R R

2.2. Conexion con el problema de interpolacién
lineal

Motivado por (2.1.12]), se considera el problema de interpolaciéon presentado
en el capftulo anterior. Dada una coleccién de nimeros complejos {2} | v

{aj(k)}i-; (K = 1,...,N), se trata de encontrar el polinomio escalar R;(z)
(7 =1,...,n) el cual satisface la ecuacién
> aj(k)Rj(z) =0, Vke{l,...,N}. (2.2.1)
j=1

Los polinomios que satisfacen seran la solucién del problema de interpo-
lacién y los ntimeros {z;}2_, son llamados nodos de interpolacién.
En el capitulo anterior se mostré que el estudio de es equivalente a
estudiar la ecuacion
<’I"(Zk>, akr(zk))cn =0 (222)

para k = 1,..., N, donde 7(z) es un polinomio vectorial de dimensién n no

trivial (véase (1.3.2))).

Ahora, se aplican los resultados obtenidos en el capitulo [1] al analisis espec-
tral del operador A. Para este fin, se considera la solucion de (2.1.12)) como
elementos de S({o%}&_,, {zx}2_,) (véase definicién [1.3.1)), donde o}, estd dado
por (2.1.14]).

Lema 2.2.1. Fijando j € {1,...,n} y sea {zx}2_, = spec A, donde {x;}Y_,
estd enumerado tomando en cuenta la multiplicidad de los autovalores. Si q;(2)

es el polinomio vectorial dado en , entonces
a;(2) € S{ow iy {@rti) -

Demostracion. La afirmacion se sigue de comparar (2.1.7)) con (2.1.12)). O

De este lema, tomando en cuenta la definicién del producto interior en
Ly(R,0) (véase la demostracion de lema [2.1.2]) y definicién [1.3.1], se llega a

la siguiente afirmacién.
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Corolario 2.2.1. Para todo j € {1,...,n} el polinomio vectorial q;(z) estd en
la clase de equivalencia del cero en Ly(R, o), esto es,

<qj7qj>L2(]R,a) =0
y para todo r € Ly(R, o),

(7. 95) 12 =0 (2.2.3)
Lema 2.2.2. Fijando k € {1,...,N}.
a) Sim; <k <mjy, conj=0,....,n—1ymg=0, entonces

h(Prsn—j) =1+ h(py) -

b) Si no existe degeneracion de las diagonales, se tiene

h(p,) =k—1, paratodok € {1,... N}.

¢) Para cualquieri € {1,...,N} yj €{1,...,n}, lo siguiente es cierto

h(p;) # h(p,,,) +n = h(q;).

Demostracion. @) Las alturas de los polinomios vectoriales {pj}i_,.; estdn
determinadas recursivamente por medio del sistema (2.1.17). Asi por defini-
cion [2.0.1} cualquier m; < k < mjyq, con j =0,...,n — 1, se tiene la ecuaciéon

0 1 n—j
o P+ P+ T P = 2Py

Ya que d,g"_j ) nunca se anula, las alturas de p,,,_; coincide con la de zpy, esto
implica la afirmacion.

@ Cuando no existe degeneraciones de las diagonales, entonces m; = N —
n+1. Asi, las alturas de los vectores polinomiales p;, ..., py estan determinadas
por @) con j = 0.

La afirmacién se sigue de las ecuaciones en recurrencias (2.1.17)) y (2.1.18)).

m

Lema 2.2.3. Para cualquier entero no negativo s, existe k € {1,...,N} J un
parj € {1,...,n} yl € NU{0} tal que s = h(py) o bien s = h(q,) + nl.
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Demostracion. Debido a lema [2.2.2)[a] se sigue de (2.1.4) y (2-1.16) que

h(p,) =k—1 parak=1,...,h(q). (2.2.4)

Suponiendo que existe s € N (s > n) tal que s # h(p,) paratodo k € {1,..., N}
y 8 # h(g;) +nl paratodo j € {1,...,n} y I € NU{0}. Sea [ un entero tal que
s—nl € {h(py) Y U{h(q;)+nl} (j € {1,...,n} y € NU{0}). Existe siempre
un entero debido a y del hecho que h(q,) > n (véase lema [2.2.2)[])). Se

toma a [y como el minimo de todos los I’s. Por lo tanto, existe ko € {1,..., N}
o bien jo € {1,...,n}, respectivamente, tal que

a) s —nly = h(py,) o bien
b) s —nly = h(q;,) +nl, con I € NU {0}.

En el caso @) se prueba que lo no es el minimo entero, esto implica la afirmacién
del lema. En efecto, si existe un j € {1,...,n} tal que ky = m;, entonces

s—nly+n= h(Py,,,) +n = h(g;,) debido ac) del lema [2.2.2 Si no existe tal
J, entonces m; < ko < mj;y1 y lema 2.2. implica s — nly +n = h(p,, ) +n =
h'<pko+n—j)' . .

En el caso @, si s —nly = h(q,,) +nl, entonces s = h(q;,) +n(l +ly) que es
una contradiccion. ]

Como una consecuencia del teoremall.1.1] el lema anterior genera el siguiente
resultado.

Corolario 2.2.2. Cualquier polinomio vectorial r(z) es una combinacion lineal
finita de

{pr(z) ke {l,.... N}}U{q;(2) : leN,je{l,...,n}}. (2.2.5)

Teorema 2.2.1. El polinomio vectorial qj(z) es un j-generador de

S({onhiir {arie)
para todo j € {1,...,n} (véase definicion[1.3.4)).

Demostracion. Para cualquier fijo j € {1,...,n}, se supone que existe un ele-
mento 7(2) € S({orHYy, {xH) \ (M(ay) + -+ M(g,.,)), donde go(2) == 0
tal que h(q;_;) < h(r) < h(q;). Escribiendo r como corolario m entonces
por corolario [2.2.1],

N N N
2
0= () = <zz> S ol
k=1 k=1

L2 (]R,O’) k=1
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Esto implica que ¢; = 0 para todo k € {1,..., N}. Sucesivamente, otra vez por
corolario [2.2.2] se tiene

r(z) € M(qy) + - +M(q,_,)

paraj > 1,y r(z) = 0 para j = 1. Esta contradiccién implica que g,(z) satisface
la definicién de j-generador para cualquier j € {1,...,n}. m

La siguiente afirmacion es una consecuencia directa del teorema [2.2.1] teo-
rema |1.4.2| y la observacién [1.4.1]

Corolario 2.2.3. Sea {q,(2),...,q,(2)} los vectores polinomiales de dimension

n definidos por . Entonces, h(q,), ..., h(q,,) son diferentes elementos de
las clases de equivalencia del espacio factor Z/nZ. Ademds,

z:h(qj):Nn—i—w.

2.3. Reconstruccion

En esta seccion, se toma como punto inicial una funcién con valores matri-
ciales 0 € M(n, N) y se construye una matriz A en M(n, N) a partir de esta
funcién. Ademas, se verifica que, para alguna matriz 7 dada como condicién
inicial, la funcién o generada por la matriz A (véase seccién coincide con a.
Asi, los resultados de esta seccién muestran que cualquier, matriz en M (n, N)
puede ser reconstruida de su funcién en M(n, V).

Sea o (t) una matriz con valores matriciales 9%(n, N). Entonces, se puede
asociar un problema de interpolaciéon que es equivalente a (con
0y en lugar de oy). Por lo tanto, por teorema , existen n generadores
G(2),. . Ga(2) de SUEHL {FH).

Sea {e;(z) }ieny una sucesién de polinomios vectoriales de dimensién n defi-
nidos por

2k 0 0
0 2k 0
enit1(2) = 0 s Enkta(2) 1= 0 o) (2) = :
: : 0
0 0 2k

Claramente, h(e;) =i — 1. En el espacio de Hilbert Ly(RR, ), se le aplica el pro-
ceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la sucesion {e;(z)};en. Supéngase
que g, es el primer generador del correspondiente problema de interpolacién
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y {fok}z(jll) los polinomios vectoriales ortonormalizados de las h(q,) primeras
iteraciones del proceso de Gram-Schmidt. Por lo tanto, si se define

h(q,)

S 1= €n@g)+1 — Z <2~9w eh(61)+1>13i7
i=1

entonces, en vista del hecho que h(p,) = k — 1 para k = 1,...,h(q,), se tiene
h(a,)

enG)+1 = Qi + Y ;1" ¢iPp; que a la vez conduce a
h(@y)

S=cq,+ > Py (2.3.2)
k=1

Esto implica que HSHLQ(R@ = 0 ya que (S,EI)LQ(RE) y s L p, para k =
1,...,h(q,). Se continua con el proceso tomando el siguiente vector de la su-
cesion . Note que si p;, es un elemento normalizado dado por el proceso
de Gram-Schmidt, la siguiente iteracién completa genera un vector normalizado
Di.1- Observe que si la técnica de Gram-Schmidt produce un polinomio vecto-
rial g de norma cero y altura h, entonces para cualquier entero [, el polinomio
vectorial £ que es obtenido con la h + 1 4 nl-ésima iteraciéon del proceso de
Gram-Schmidt, esto es,

t=enr1in — E <pz'7 eh+1+nl>pm
h(p;)<h+nl

satisface que |||,z =0 (para todo [ € N), debido al hecho que

ent1+n = g + E ¢ip; + E T,
h(p;)<h-+1+4nl h(r;)<h+1+nl

donde R; es un polinomio escalar con grado k y cada 7; es un polinomio vectorial
de norma cero con h(r;) # h + nk.

Ya que Ly(R, ) tiene dimensién N, entonces uno obtiene del algoritmo de
Gram-Schmidt una sucesién ortonormalizada {p, }&_,. Ademaés, los ceros encon-
trados por las iteraciones fallidas produce todos los generadores {q,}?_; del pro-
blema de interpolacién dado por & y también polinomios en S({&} }_,, {Zx }o_;)
tal que sus alturas son de la forma h(g;) +nl coni € {1,...,n} yleN.

Observacion 2.3.1. Si se interesa sélo en las alturas de los polinomios vecto-
riales py v q,, entonces se puede detener el proceso de Gram-Schmidt cuando
q,,_, aparece y asi usar corolario m
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Del hecho que

hiex— > (Bien)p; | =hlex), (2.3.3)
h(p;)<k—1

se concluye que las alturas del conjunto {p,(2)}Y_, U{z'q;(2)}~, (Il e NU{0})
estan en correspondencia uno a uno con el conjunto N U {O} Por lo tanto,
debido a la teorema [1.1.1] se puede escribir cualquier polinomio vectorial r de
dimensiéon n como

Mz

ey (2) + ZSj(z)q (2)

donde ¢;, € C, Sj(z) son polinomios escalares. Ademds, ¢, = 0 si h(r) > h(p,),
respectivamente, S;(z) = 0 si h(r) > h(q;). En particular, para k € {1,..., N},

2Py (2 Z cupy (2 Z Skj(2 (2.3.4)

donde ¢ € Cy Si;(2) es un polinomio escalar.

k=1

Observacién 2.3.2. En , es cierto que
a) o =0 si h(zp;) < h(p),

b) Sij(z) = 0si h(zpy) < h(Sk;(2)a;),

¢) ¢ > 0 siexiste | € N tal que h(zp,) = h(p,).

Los incisos @ y @ son obtenidos de comparar las alturas del lado derecho
e izquierdo de . En inciso , se tiene que tomar en cuenta que el primer
coeficiente de ey es positivo para k € N y por lo tanto el proceso de Gram-
Schmidt genera la sucesién {p, }&_, cuyos elementos tienen el primer coeficiente
positivo.

Observacién 2.3.3. Para k = 1,...,h(q,). Se tiene que

y para k > h(q,)

donde by es el nimero de elementos en el conjunto M(q,) + --- + M(q,,) que
se obtuvieron del proceso de Gram-Schmidt y cuyas alturas son menores que
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h(py,). Observe que by < b,x, que a su vez implica

MPyyi) > h(Dy) + 1. (2.3.5)

Por lo tanto, si se toma el producto interno de ([2.3.4) con p;(2) en Ly(R, o),
se obtiene

Clk = <ﬁlazf)k>L2(R,5) = <Zﬁzaﬁk>L2(R,5) = Cil (2.3.6)

donde ha sido usado. Entonces, la matriz {clk}ﬂzl es simétrica y ésta
es la representaciéon matricial del operador de multiplicaciéon por la variable
independiente en Ly(R, ) con respecto a la base {p,(2)}_,.

Los siguientes resultados aclaran la estructura de la matriz {c} /.

Lema 2.3.1. Si |l — k| > n. Entonces,
Crl = Ci, = 0.

Demostracion. Para | — k > n, se obtiene a partir de (2.3.5) que h(p;) >
h(Dyyn) = h(Py) + 1 = h(2p,). Por lo tanto, de observacién

ar = (P, zi)k>L2(R,E) =0.
Y similarmente pasa para k — [ > n. O]

Lema muestra que {cy}],—, es una matriz en banda. Regresando a la
pregunta de caracterizacion de las diagonales de {clk}%{:l. Se verd que éstas
sufren el tipo de degeneracion dada al inicio del capitulo.

Para un nimero fijo i € {0,...,n}, se definen los nimeros

d,(j) = Ck+ik = Ck k+i (237)
parak=1,... N —i.
Lema 2.3.2. Fijando j € {0,...,n — 1}.
)

a) Si k es tal que h(q;) < h(zpy) < h(q,.,), entonces d,(enf > 0. Aqui se
supone que h(q,) :=n — 1.
b) Sik es tal que h(zpy) > h(q,,,), se tiene que d;n_j) = 0.
Demostracion. Fijando el nimero j € {0,...,n — 1}, entonces cualquier poli-
nomio vectorial de la base {p,(z)}_, satisfice ya sea
h(q;) < h(zpy) < h(q;,1) (2.3.8)

0 bien
h(=By) = h(d;) (2.3.9)
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Suponiendo que k € {1,...,N} es tal que (2.3.8) es valido, entonces existe
le{l,...,N} tal que

h(p,) = h(py) +n = h(zp,) .

En efecto, si no existe un polinomio vectorial p;(z) tal que h(p,) = h(zp,),
entonces h(zp,) = h(z°g;) para algin i < j y s > 1. Por lo tanto h(p,) =
h(2°7'q,), lo cual contradice el hecho que las alturas del conjunto {p,}_, U
{'q;}7_, (I € NU{0}) estdn en correspondencia uno a uno con el conjunto
NU{0}. Sea fi el niimero de elementos de la sucesion de polinomios vectoriales
{'q;}7_, (I € NU{0}) cuyas alturas estan entre h(p;) y h(P;)+n. Si se supone
que es valido, entonces

fr=17. (2.3.10)

Esto es asf porque existen n — 1 “lugares” entre h(p,) vy h(p,) + n y ademds,
para cada generador q,(z) (j € {1,...,n}) las alturas de los elementos de M(qg;)
caen en la misma clase de equivalencia de Z/nZ (véase observacién [1.4.1]). Por

(2.3.10)), se tiene
h(zpy) = h(Dy) + 1 = h(Dryn—s,) = MPryn;) -

Por lo tanto, la observacion |2.3.2f[c) implica que d,(fn_j > 0.
Ahora, se supone que ([2.3.9)) tiene lugar. En este caso, se verifica que

fe>j+1. (2.3.11)

Sea fj, el nimero de elementos en {pPi(2) 2, cuyas alturas estdn entre h(p,) y
h(p,) + n. Entonces

También, se sigue de (2.3.11)) y la igualdad n — 1 = f; + ]?;g que
h(i’kaH) < h@mnfj—l) < h(ﬁk+nfj) :

Ast, h(Py) +n < h(Pryp_;)- Lo que implica que (Pyp,, 1. zﬁk>L2(R,5) =0, lo cual
genera que d,(cn_j ) = 0 cuando (12.3.9) es valido. [

Tomando en cuenta (2.3.7)), se sigue de lema (2.3.1) y lema (2.3.2) que

la matriz {ckg}fx —1, cuyas entradas estan dadas por 1) estd en la clase
M(n, N). Esto es, la representaciéon matricial del operador de multiplicacién
por la variable independiente en Ly(IR, 7) con respecto a la base {p, }i_, es una
matriz en M(n, N).
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Observacioén 2.3.4. Debido a que la matriz {cu}p,_; esta en M(n, N), exis-
ten los nimeros {m;}" , asociados a ésta (véase el inicio del capitulo). Estos
numeros pueden encontrarse del lema [2.3.2] el cual dice que una degeneracion
ocurre cuando existe k € {1,..., N} tal que h(zp;) = h(q;,,) (esto pasa para
cada j € {1,...,n—1}). Asi,

W(zB,) = h(@;). Vi€ {l,....n}. (2.3.12)

Es sencillo verificar que es equivalente a el hecho que e;(z) no estd en
la clase de equivalencia del cero en L(R,) para i € {1,...,n}. Por lo tanto,
los primeros n elementos de {p,(z)}i_, son obtenidos aplicando el proceso de
Gram-Schmidt a el conjunto {e;(z)}" ;. Asi, si se define

ti o= (0, p;) , Vi,je{l,....n}, (2.3.13)

la matriz T = {t;;}}',_, resulta ser triangular superior. Ahora, para esta matriz

Ty A, de la seccion , se construye una solucién ¢ (z) que satisface (2.1.4).
De manera que, el polinomio vectorial {p,(z),...,p,(z)} definido por (2.1.16))

satisface ([2.3.13). En otras palabras

p;j(z) =p;(2), Vjie{l,....n}.

Asi, se considera la ecuacion en recurrencias, la cual es obtenida de ([2.3.4)),

tomando en cuenta observacién (2.3.7) y lema Esto es,

dO%, + - +d"p, ., = 2P,

d{B1 +d By + -+ d By s = 2y

~ 0 ~ 1 ~ ~ ~
dv(gl)—l—npmlflfn et dfni—lpmlfl + dgnz—lpml + da(gl)qpmrun = ZPm; -1

0 ~ 1 ~ —1)~ ~ ~
et dgnz_g_lpml—&—l + dq(711+1pm1+2 4+ dggl-yzpml—l-n + Sm1+1,1q1 = ZPmy+1

0 ~ 1 ~ —1)~ ~ ~
et dfngflpmg—l + dgngflpmg + dilfipmg—?—i—n + sz—l,lql = meg—l

© (n—2)

2
~ 1 ~ - ~ -~
et dmi+1pm2+1 + d£n2+1pm2+2 +e dm2+1pm2—1+n + Z sz-l-l,iqi = ZPms+1
=1

(2.3.14)
Ya que p,(z) v pi(z) satisfacen la misma ecuacién en recurrencias para cual-
quier k € {1,...,m; — 1 4+ n}, se tiene

pe(2) =pp(z), Vke{l,...,mi—1+n}.



Reconstruccién 57

Del sistema de ecuaciones ([2.3.14)), se considera la ecuaciéon que contiene el
polinomio vectorial zp,, ,,(z). Por la comparacién de esta ecuacién con la co-

rrespondiente de (2.1.17)), se concluye que
pm1+n(’z) = T)ml—&—n(z) + 5(2)61(2) )

donde S(z) es un polinomio escalar, asi S(2)g,(z) estd en la clase de equivalencia
del cero de Ly(R, o). Observe que h(p,,, ,,) > h(Sq,) debido a que en la ecua-

cion que contiene zp,, 1(2), (P, 4n) = h(2Dpm,41) ¥ la altura de zp,, 1(2),
no coincide con la altura de S(z)g,(z). Recursivamente, para k > m; + n, se
obtiene el siguiente lema.

Lema 2.3.3. Los vectores polinomiales {p,(2)}2_, y {P.(2)}2_, definidos ante-

riormente (véase el texto abajo de y abajo de (2.3.5), respectivamente)
satisfacen que

pi(2) = Dp(2) + 71(2) (2.3.15)
para todo k € {1,... N}, donde 71(2) estd en la clase de equivalencia del cero
Ly(R,7) y h(7k) < h(py). Por lo tanto,

hip,) = h(p,), Vke{l,...,N}.

Por otro lado, para el caso particular £ = my, (2.3.4) y (2.3.12) implican
que

Zﬁml = digf*nﬁmlfn + e + dggzﬁrm + dglz)lﬁml+1 + - + d e 1 pm1+n 1 + 71q1 )

donde ~; # 0.
En general, se verifica que para todo j € {1,...,n}

+ d%jpijrl ot dgg;j)ﬁmﬁ»nfj + Z Smj,iai + P)/jaj )
1<J

donde v; # 0y S;(2) es un polinomio escalar. De manera que,
- - n)  ~ )~
’quj = (Z - d£23> pmj - <d£n;fnpmj—n +eF dv(nj-—lpmj—l—}_
(2.3.16)
+d pm i+1 + - d(n Dp pm i+n—j + Z Smj,zqz
1<j

para todo j € {1,...,n}.
Se define el conjunto de polinomios vectoriales {q,(z), ... q,(z)} por medio

de (2.1.18) mediante {p;(2),...,py(2)}, como se hizo en la seccién 2.1}
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Lema 2.3.4. Sea q;(z) el j-generador de S({y} 2=y, {Tr}isy), ¥ @;(2) como se
definido anteriormente. Entonces h(q;) = h(q;) para todo j € {1,...,n} y

= Si2)ai(z), S;#0, (2.3.17)

1<j

donde S;(z) es un polinomio escalar.

Demostracion. Se sigue de (2.1.18)), (2.3.15)) y (2.3.16) que

q;(2) = 7;q;(2) +5;(2), paratodojec {l,...,n}, (2.3.18)

donde s;(z) esta en la clase de equivalencia del cero de Ly(R, o) y su altura
es estrictamente menor que la altura de gq;(z) ya que, debido a (2.3.12)), la
altura de q;(2) es estrictamente mayor que la altura de cualquier otro término
en la ecuacién con k = m; del sistema . Asi, h(gq;) = h(q;) para todo
je{l,...,n}.

La ecuacién ademas muestra que q;(z) € S({ox}i_,, {Tr}i,) v
debido a teorema se satisface. O]

Lema 2.3.5. Sean 7r(z) y s(z) cualesquiera dos vectores polinomiales de di-
mension n. Entonces

(r, S>L2(R,cr) = (r, S>L2(R,5) :

Demostracion. Por corolario 2.2.2] cualquier polinomio vectorial r(z) puede

escribirse como
N

r(2) = ) api(2) + Z Si(2)g;(2)

k=1

donde ¢, = (7, py) 1, o) ¥ Si(2) son pohnomlos escalares. Asi,

(r, D) Lo <Z ap, +ZSJq1,pk>
La2(R,5)

=

=1

_ <ch B+ ) +ZS (Zs’q’) >L2(R,a>

=1 i<j

= <chpz;pk> = Ck-
=1 La(R,5)

Para las funciones o(t) y o(t) en 9 (n, N) se consideran los puntos =y y Tk,

=

=

]
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donde respectivamente, o(t) y (t) tienen saltos oy y 0. Por definicién, k toma
todos los valores de el conjunto {1,..., N}.

Lema 2.3.6. Los puntos donde los saltos de las matrices o(t) y o(t) tienen
lugar, coinciden. Es decir,

T =Tk, paratodoke{l,...,N}.

Demostracion. Se define el polinomio vectorial de dimensién n
N
r(z) = H(z —x7)eq(z)

=1

(véase ([2.3.1])). Por lo tanto,

(P 7)oy = D (@), o7 (k) cn = 0.

= M-

Ahora, si uno supone que {T;}H, \ {x Y, # 0, entonces

(r(@), okr (7)) cn > 0

WE

(7, T)LQ(R,E) =

i

1

debido a (2.1.11]). En vista del lema la hipétesis ha dado lugar a una

contradiccién, asi {Zx}_, C {z1 ;. Andlogamente, se prueba que {x;}_, C
{Zehils [

Lema 2.3.7. Los saltos de las matrices con valores matriciales o(t) y o(t)
coinciden, esto es, para todo k € {1,..., N},

O-k:a:k~

Demostracion. Se define, para cada ¢ € {1,...,n}, el polinomio vectorial de

dimension n
N

Tri(2) = H(Z —ar)ei(2).

=1
1k
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Entonces, para todo i,j € {1,...,n},

N N N
<Tki7 Tkj>L2(R70) = Z <rki(xs) Usrk] xs Z H | — I ‘ al(xS)OéJ (':CS>
s=1 s=11 7:£11c
N ——
= H o — 21]% () oy () -
=1
I#k
Analogamente,
N
2=~
(T'kz‘,”'kﬂLQ(R,g) = H |z — 2 ai(xk)aj(xk) )
7k

donde lema ha sido usado junto con el hecho que los niimeros &;(xy) definen
las entradas de la matriz o5 (véase ([2.1.14])). Por lo tanto, por lema

o =0k, paratodoke{l,... N}.

]

Asi, con la ayuda de los resultados anteriores, se puede afirmar el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.1. Sea &(t) un elemento de M(n, N) y {cu}y =y € M(n,N) la
correspondiente matriz que se obtiene de aplicar el método de reconstruccion a
la matriz con valores matriciales a(t). Si A es el operador cuya representacion
matricial con respecto a la base {01,...,0n} en M, es {cu}p—,, entonces existe
una matriz triangular superior T tal que la correspondiente funcion espectral
o(t) del operador A coincide con o (t).

Observacion 2.3.5. Sea A en M(n, N) y A el correspondiente operador. Se
denota por Vj al operador unitario cuya representacién matricial con respecto
a la base canénica es diag{e?',... e~} con 6, € (0,27) para cualquier k €
{1,...,N}.
Se define
B =VyAVy . (2.3.19)

Por el hecho que es valido, la representacion matricial de B esta en
M(n, N) siy solo si 0, =0 para todo k € {1,..., N}. Asi, en la familia de ma-
trices unitariamente equivalentes al operador , existe sélo un elemento
en M(n, N).

Sobre la base de la observacién anterior, el teorema puede ser parafra-
seado como sigue: la funcién espectral de una matriz en M(n, N) determina de
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forma tnica la misma matriz. En otras palabras, una matriz en M(n, N) puede
ser reconstruida a partir de su funcién espectral.

2.4. Otros métodos espectrales inversos

Para matrices de Jacobi existen dos caminos de reconstruir la matriz a partir
de la funcién espectral p. El primero esta basado en el hecho de que la sucesion
de polinomios ortogonales, construido via la aplicaciéon del proceso de Gram-
Schmidt a la sucesién de funciones {t*71}2° , en Ly(R, p), determina las entradas
de la matriz (véase [1, cap.1, sec.1 y cap.4 sec.2] y [47, sec.1]. El segundo
método usa el comportamiento asintotico de la funcién m-Weyl correspondiente
a p, generando las entradas de la matriz [19, sec.3]. En el caso de matrices
tridiagonales por bloques, existen dos métodos en los cuales se trabajan con
ciertas restricciones. En efecto, se considera una matriz finita, tridiagonal por
bloques

Qi B 0 e 0
By Qy By :
0 By Q3 0 , (2.4.1)
S BN jni
0 s 0 BN/n—l QN/n
donde By, son invertibles. De acuerdo a [7], cap.7 sec. 2.8], se recuperan las en-
tradas de las matrices Q1,...,Qn/n ¥ B1,..., By/n—1 a partir de una funcién

con entradas matriciales obtenida de la funcién espectral. Este corresponde al
primer método mencionado anteriormente. Existe también un analogo al segun-
do método que estd basado en la funcién M(z) dado por [7, cap.7 ec.2.63] que
satisface

M(z)"''=Q, — 21 — BiM(2)B?, (2.4.2)
donde M (2) es la funcién dada por |7, cap.7 ec. 2.63] para la matriz tridiagonal
por bloques obtenida a partir de eliminando la primer fila y columna
por bloques. La ecuacién es la analoga por bloques de [19] ec.2.15].
Sobre el comportamiento asintético de M (2), se encuentra )y y By B a partir
de . Ya que, en este contexto, la matriz B; es triangular superior con
diagonal principal positiva, se puede obtener las entradas By a partir By B}. Es
posible encontrar las siguientes entradas de la matriz considerando para
la siguiente matriz truncada.

Cualquier matriz de la clase M(n, N) puede escribirse como siempre
y cuando N/n = K. Note que si una matriz en M(n, N) sufre degeneracion,
entonces existe ky tal que By no es invertible para todo k = ky,..., K — 1.
Entonces, los métodos citados anteriormente pueden ser usados para el analisis
espectral inverso de los elementos en M(n, N) que no sufren degeneracién y
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que N/n € N.

El procedimiento desarrollado en seccion [2.3] es aplicable a toda la clase
M(n, N), lo cual muestra que es mas general que los métodos descritos an-
teriormente. En la técnica de reconstruccion de la seccion degeneraciones
pueden ser tratadas sobre la base de las soluciones del problema de interpolacién
lineal para polinomios vectoriales de dimensiéon n.

2.5. Sistema de masas y resortes

Esta seccién describe brevemente como las leyes de movimiento de Newton
y la leye de Hooke generan una ecuacion en diferencias finita que puede ser
escrita por una matriz simétrica en banda.

Considere el sistema finito de masas y resortes dado por la figura[2.4] donde
se supone que N es par.

Figura 2.4: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2, N)

En figura , my, kj y K se consideran la j-ésima masa, la j-ésima cons-
tante de elasticidad que conecta las masas inmediatas y la j-ésima constante de
elasticidad que conecta las masas separadas por una de estas masas, respecti-
vamente.

Debido a la ley de Hoke, las fuerzas F; que actian sobre las masas m; estan
dadas por

Fy = ki @ige + kipatigy + (ki + Ky + ki + b )o + kv + k2o

El sistema de ecuaciones, debido a la segunda ley de Newton, puede escribirse
como

Mi =Kz, (2.5.1)
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donde

oy ko kb 0 0

ko a2 k3 k‘é 0

mi
ma / c.
_ _ ky ks as ks . 0
M - K - 0 ké ks o4 k;\,il
myn
: . . kn
0 .. 0 kKy_; kv an

con o; = —(kip1 + k), +k +k_,). El sistema (2.5.1) es equivalente a U = LU,
donde U = M'2X y

o k2 ~2 0 0
my Vmimy  /mymg
/
kg g k3 k3 0
Vmimo mo V/Mom3 N
/ .
kg k3 og kyq .. 0
L=M"'2EKM 2 Time yTaTe T Ve
= — !
= = 0 K kg ay FN-1
VM2 /M3y my VMN—2™N
kN
VMN—1MN
/
0 0 N1 N oN
VTN—2MN /MN_1mN mN

Entonces, de acuerdo a nuestra notacién, las diagonales estan dadas por

kjar + Koy + kK
) = = J+71n' S (2.5.2)
J
M _ kin
dy) = (2.5.3)
AVARLVE o ALY
/
(2 i+1
4P = (2.5.4)

V21

Los autovalores de esta matriz determinan las frecuencias del oscilador arméni-
co cuya superposicion genera el movimiento del sistema mecanico.

Para matrices de Jacobi, esto es, cuando las masas estdan conectadas sélo
con su masa vecina inmediata, es posible dar una fraccién continua que se
obtiene de los cocientes k;/m; para cualquier j a partir del cociente ky/m; [16]
obs. 11] (véase ademds [38, pag.76]). Esta reconstruccién tiene sentido fisico.
En el caso general, uno puede construir las siguientes fracciones continuas a
partir de (2.5.2)), (2.5.3) y (2.5.4) . Note que las primeras ecuaciones pueden ser
reducidas a las fracciones continuas de [16, obs.11] cuando &} = 0 para todo
j=1,...,N.
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2
(1) mjt2 3(1) 4(2) [mi—1 4(2) 4(1) [mj—1mjyo 5(2) 5(2)

. ki+k.
M1 ©) 4 Mt
J d] + m;
2 2 (1) 4(2) 4(2) (1) 5(2) ,(2)
(d(.l)) + K1 (d(1)> + ki dj d;”qd;Ts k;’-&-lkf*l dy "diZydiz,
- J kjt1 J kj71 d§.132 kj+1k‘j71 d§17)2
PO Ktk

J mj



Capitulo 3

Analisis espectral para matrices

en M(n,oco)

En el presente capitulo, se estudia lo mismo que en el capitulo anterior a
diferencia que ahora se hace para el caso de las matrices infinitas, esto es, el
andlisis espectral directo e inverso de una clase de matrices en banda simétrica
infinitas, este andlisis es llevado con énfasis en los problemas de caracterizacion
y reconstruccion. Las matrices a considerar y definidas en parrafos posteriores,
surgen de ecuaciones en diferencias con condiciones iniciales, de frontera del
tipo extremo izquierdo, ademéas de las llamadas condiciones de frontera inte-
riores. Condiciones de frontera interiores estan dadas por degeneraciones de las
diagonales (véase abajo de definicién y arriba de ) Cada matriz
en M(n,c0) genera de forma tnica un operador simétrico cerrado para el cual
se de una caracterizacion espectral. Mas especificamente, se prueban condicio-
nes necesarias y suficientes para que una funcién con valores matriciales sea una
funcién espectral del operador derivado de nuestra clase de matrices (véase defi-
nicion , teorema. Como un resultado adicional se encuentran criterios
“si y solo si” para degeneracion en términos de las propiedades de polinomios
en un espacio Ly (véase teorema [3.2.1)).

Aunque el problema espectral inverso para el caso infinito ha sido estudiado
ampliamente (véase por ejemplo |15/16,18]/19,25/26,/45,46]), trabajos que tratan
matrices no necesariamente tridiagonales no son muy abundantes (véase [6,21]).

Sea ‘H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita y una base
ortonormal {0;}%2, fija en él. Se estudia el operador simétrico A cuya repre-
sentacién matricial con respecto a {Jx}72; es una matriz en banda simétrica la
cual es denotada por A (véase [2, sec. 47| para la definicién de la representacién
matricial de un operador simétrico no acotado).

Se supone que la matriz A tiene 2n+ 1 diagonales banda, esto es, 2n+ 1 dia-
gonales no necesariamente ceros. Las diagonales banda satisfacen las siguientes
condiciones. La diagonal mas alejada a la diagonal principal, la cual esta dada

65



66 Andlisis espectral para matrices en M (n, o)

por la matriz diagonal diag{d,(:)}zo 1, denotada por D,,, es tal que, para algin

my € N, todos los numeros d§”), o 7d£n1) 1 son positivos y d,(gn) = 0 para todo
k > m; con
my > 1.

Puede suceder que todos los elementos de la sucesion {d } keN Son positivos en
cuyo caso por conveniencia significa que m; = oo.

Ahora, si m; < oo, entonces los elementos {d(n +k} e, de la siguiente diago-
nal de las més alejada a la diagonal principal, D,,_1, se comportan en la misma
forma como los elementos de D,,, esto es, existe ms, que satisface

mip < My,
tal que dfjjl‘j}, o ,dfg;li >0y d nh) - O para todo k > msy. Aqui, es también
posible que my = 0o en cuyo caso d ) >0 para todo k > m;.
Se sigue aplicando la misma regla siempre y cuando my, ..., m; sean finitos.

Asi, si m; < 0o, existe m;1, que satisface
my < M1,

tal que dm +1='~ cl(n+]1 >0y d = 0 para todo k > m;;;. Si m; = oo,
—9)

entonces d > 0 para todo k > m;. Eventualmente, existe jo < n—1 tal que
mj,+1 = 00. Observe que puede ocurrir que mJH = m; + 1, en cuyo caso no
existen elementos de la diagonal que cumplan dm +%, o ,dfjj +]1) 1> 0.

Definicién 3.0.1. Para un ntimero natural fijo n, el conjunto de matrices que
satisfacen las propiedades anteriores es denotado por M(n, o). Cada matriz
en M(n,o0) estd determinada por un conjunto de enteros {mj}gozl o bien el
conjunto vacio, el cual ocurre cuando m; = oo. Para aclarar esta definicién

véase fig. 3.1}

Siempre y cuando j < jo — 1, se dice que la diagonal correspondiente a D,,_;
sufre degeneracién en m;y,. Note que la diagonal correspondiente a D,,_;, no
se degenera. Ademads, jo define el nimero de degeneraciones que la matriz A
posee.

Observacién 3.0.1. Se define el niimero ng := n — jy. Note que la “cola” de
la matriz, esto es, la submatriz semi-infinita obtenida de remover las primeros
ng +m;, — 1 columnas y filas, tiene 2n + 1 diagonales y la diagonal D,,, de esta
submatriz tiene sélo nimeros positivos (véase fig. 3.5]).

Un ejemplo de una matriz en M(3,00), cuando m; = 3y mg = 5, es la
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‘7 degeneraciones
.... " . 5

...F Ep ceros
.- [ntmeros reales

mnumeros positivos

siguiente

d? aV d® 4d® o0 o0 o0
aV d® ) ad® a0 o
d® daM a” 4 4P o0 o0
| e o
0o ¥ dP 4 40 4P o

o o o 4P 4V 4 ¢

o 0o o0 0 o0 4 ¥

Aqui la matriz A se dice que sufre degeneracién de la diagonal D3 en m; =3y
una degeneracién de Dy en my = 5. Note que en este caso jo = 2.

Es sabido que la dindmica de un sistema lineal de masa y resortes (véase
fig. es caracterizada por las propiedades espectrales de una matriz de Jacobi
semi-infinita cuando el sistema es valido dentro del régimen de la ley de
Hooke (véase , para una explicacién de como obtener la matriz a partir
del sistema de masas y resortes en el caso infinito). Las entradas de la matriz
de Jacobi estan determinadas por las masas y la constante de elasticidad del
sistema ,,. El movimiento del sistema mecanico de la fig. es un
superposicion de la oscilacion armonica cuyas frecuencias son las raices cuadra-
das del valor absoluto de los autovalores del operador de Jacobi. Andlogamente,
se puede deducir que una extension autoadjunta del minimo operador cerrado
generado por una matriz en M(n,c0) modela un sistema lineal de masas y
resortes donde la interaccién se extiende a las 2n vecinos inmediatos de cada
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Figura 3.2: Sistema de masas y resortes que corresponde a una matriz de Jacobi

masa (compare con seccién [2.5)). Por ejemplo, si la matriz estd en M(2, 00) y no
le ocurre ninguna degeneracion, esto es, m; = oo, el correspondiente sistema de
masas y resortes estd dado en fig. . Si para otra matriz en M(2, c0), se tiene

Figura 3.3: Sistema de masas y resortes en M(2,00): caso no degenerado

degeneracion de la diagonal, por ejemplo m; = 4, el correspondiente sistema de
masas y resortes estd dado en fig.

Figura 3.4: Sistema de masas y resortes de una matriz en M(2,00): caso dege-
nerado

En este capitulo, el enfoque al analisis espectral de los operadores cuya repre-
sentacion matricial pertenece a M(n, 00) estd basado en el usado en [33}34,36]
el cual trata el caso dimensionalmente finito. Como en estos trabajos, un im-
portante ingrediente del andlisis espectral inverso es la interpolaciéon lineal de
polinomios vectoriales de dimensién n presentado en el capitulo [1] y reciente-
mente desarrollado en [37].

La organizacion de este capitulo es la siguiente. En seccién se presentan
los resultados mostrados en capitulo [2| y basados en [36] sobre la medida espec-
tral correspondiente a las matrices de dimensién finita las cuales son las matrices
truncadas de la esquina superior izquierda de las matrices en M(n, c0). Estos
operadores de dimension finita juegan un rol auxiliar en el anélisis espectral del
operador A. Después, en seccion |3.2] se construye una matriz con valores matri-
ciales para cada elemento de M(n, c0) que tiene las propiedades de una funcién
espectral. La seccién trata con varios criterios para que el operador A sea
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autoadjunto y asi dar la funcién espectral de A refiriéndose a algunas de sus pro-
piedades. Finalmente, en seccién (3.4} se aborda el problema de reconstruccién
y caracterizacion.

3.1. Analisis espectral de submatrices

Fijando N > n. El andlisis espectral del operador A es abordado a través del
operador auxiliar Py, A |4, donde Hy = span{d;}X; v Py, es el proyector
ortogonal sobre el espacio Hy. Note que Py, A [4, puede ser identificado con
el operador cuya representacién matricial es la submatriz de dimension finita
que corresponde a la matriz de la esquina superior derecha de N x N de una
matriz en M(n,o00) (compare con (3.0.1))), las matrices mencionadas son las
definidas en definiciéon m y denotadas por M(n,N). Asi, se considera esta
matriz de dimensién finita y se denota por A ~ al correspondiente operador en
Hy.

El analisis de la funcion espectral de estos operadores es estudiado en capitu-
lo 2] en el cual se estudia la clase de matrices M(n, V).

Notacién. La notacién de los objetos principales (A, A, H, o) del capitulo |2]y
el presente capitulo son los mismos. En este capitulo agregaremos el subindice
N (An, Ay, Hn,on) para hacer referencia a los objetos para el caso finito,
es decir, los del capitulo 2] Lo anterior se hace para no dificultar la lectura y
notacién del capitulo 2]

De acuerdo al capitulo [2| el andlisis espectral del operador Ay puede ser
tratado estudiando la ecuacién en recurrencias , considerando la condi-
ciones de frontera del tipo extremo izquierdo y derecho por (2.1.3a)) y
(2.1.3al), respectivamente.

El sistema (]2.1.2[) con (]2.1.3[), restringido a k € {1,..., N} \ {m; ?021, puede
ser resuelto recursivamente siempre que las primeras n entradas del vector ¢
sean dados. Como se hizo en el capitulo anterior sea V) (z) (j € {1,...,n})

una solucién de (2.1.2)) para todo k € {1,..., N} \ {mj};:ozl tal que

<5i,g0(j)(z)> =t; parai,j=1,...,n, (3.1.1)

donde T = {t;;},_, satisface
I) T es una matriz triangular superior de n X n con entradas reales.
II) I, tu #0.

La condicién dada por (3.1.1) puede verse como condicién inicial para el
sistema (2.1.2]) y (2.1.3a)). Se hace énfasis que dada la condicién de frontera

del tipo extremo izquierdo (2.1.3a)) y la condicién inicial (3.1.1)), el sistema
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restringido a k € {1,..., N} \ {m; };021 tiene una unica solucién para cualquier
fijo 7 € {1,...,n} y z € C. Las degeneraciones que sufren las diagonales de
las matrices en M(n, N) estdan relacionadas a otro tipo de “condiciones de
frontera”. En efecto, las ecuaciones del sistema (2.1.2) y (2.1.3a)), cuando k €
{m;}j2,, producen condiciones de frontera internas (del tipo extremo izquierdo)
(compare con (2.1.8))).

Lo mencionado anteriormente, ayuda a determinar la funcién espectral o3, (¢)
del operador Ay donde T es la condicién inicial definida en . Y ademés
esta funcion es la que se presenta en (2.1.13) y (2.1.14)) que satisface (2.1.10) y
(2.1.11)). Estas funciones con valores matriciales satisfacen la observacién [2.1.2]

De esta forma, consideramos a Ly (IR, o) el espacio de Hilbert de dimensién
N, donde el producto interior es antilineal en el primer argumento. Ademas,
en cada clase de equivalencia de este espacio existe un polinomio vectorial de
dimension n.

De esta forma, se definen los vectores

p,:=TJe, parak=1,...,n, (3.1.2)

donde ey, esté definido en (2.3.1)) y T satisface[l) y [[I). Tomando {p,}}_, como

condicién inicial para la ecuacién en recurrencias

Zd,i" o Prnss(2) H AU p(2) ) APy i(2) = 2py(z), R €N\ {myPe,

(3.1.3)
donde se supone que

p, =0, siempre que k<1, (3.1.4)

se obtiene una sucesién {p,(z)}72, de polinomio vectoriales. La siguiente afir-
macion es probada en lema [2.1.2]

Proposiciéon 3.1.1. Para cualquier nimero natural N > n, los polinomios

vectoriales {p,,(2) 1., , definidos por (5.1.9), satisfacen
<Pjvpk>L2(R,ag]) — Ok
para j, k€ {1,...,N}.
Ahora, si jo # 0 se define

n—1 n—j

n—k
q](Z) (Z - d(O))pmJ( ) dgnjfr)urkpmj—n-l-k( ) - dglij)pm]-‘f-k('z) (315)
k=0 k=1

para j € {1,...,70}
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Usando el mismo razonamiento como en teorema [2.2.1] se prueba que para
cualquier N > ng + my, (véase observacién [3.0.1), los polinomios vectoriales
{q;(2)};L, satisfacen

(9 qj>L2(R,ag) =0, (3.1.6)
Para usar resultados del capitulo[I]y capitulo[2es necesario convenir lo siguiente.

Convencién. A partir de ahora, se considera el nimero natural N no menor
que ng + my,.

Debido a teorema y observacién [1.4.1] se tiene la siguiente afirmacion.
Proposicién 3.1.2. Los polinomios vectoriales {q;(z)}2, son los primeros jo

generadores del problema de interpolacion dado por (véase seccion .
Ademds, para j = 1,...,jo, h(q;) son diferentes elementos del espacio factor

Z/nZ.

Las alturas del conjunto infinito de polinomios vectoriales {p;}3, ., son
determinados recursivamente por el sistema (3.1.3). En efecto, andlogamente
que en el caso finito, para cualquier m; < k < mj41, con j =0,...,jo, se tiene
la ecuacion

0 1 n—j
“‘+d;(€ )pk ‘i‘d/r(€ )pk+1 + ‘i‘d/r(C J)pk—i-n—j = 2Py,

donde se supone que my = 0. Y debido a que d,(cn_j ) nunca se eliminan, las altura
de py4,_; coinciden con la de zp,. Por lo tanto,

Si no existe degeneracién de las diagonales, entonces (3.1.7) implica que
h(p,) =k—1, paratodok e N. (3.1.8)

Por otro lado, cuando existe presencia de degeneraciones, se verifica de
(3.1.5) v (3.1.7) que no importa cual k£ € N se elija,

h(py,) # h(Py,) +n = hig;), (3.1.9)

jzl,...,jo.

Lema 3.1.1. Para cualquier entero no negativo s, existe k € N o un par j €
{1,...,j0} y 1 € NU{0} tal que s = h(p,,) 6 s = h(q,) +nl.

Demostracion. La demostracion se repite a la del lema[2.2.3] Se reproduce para
comodidad del lector. Debido a (3.1.7)), se sigue de (3.1.2)) que

h(p,) =k—1 parak=1,... h(q) (3.1.10)
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(compare con ((3.1.8))).
Suponiendo que existe s € N (s > n) tal que s # h(p,) para todo k € Ny
s # h(q;) +nl para todo j € {1,...,j0} y [ € NU{0}. Sea [ un entero tal que

s —nl € {h(py)}3, U {h(q,) + nl}); (I € {0} UN). Existe siempre un entero

debido a (3.1.10) y h(qy) > n (véase (3.1.9)). Se toma Iy el minimo de todos los
I’s. Por lo tanto, existe k' € N o bien 5/ € {1,...,j0} y I € NU {0} tal que, o

bien
a) s —nly = h(py) 6
b) s —nly = h(q;) +nl, con I € {0} UN.

En el caso @), se probara que le no es el minimo entero, esto implica la afirmacién
de la proposicion. En efecto, si k' = m,;, entonces s — nio +n = h(pmj) +
n = h(q;). Si no existe tal j, entonces m; < k' < mj1y implica que
s—nlg+n=h(py)+n=npy ., ;)

En el caso IE[), si s —nly = h(q;) + nl, entonces s = h(q;) +n(l + lo) que es
una contradiccion. O

Como una consecuencia del teorema/(l.1.1] el lema anterior genera el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.1. Cualquier polinomio vectorial r(z) de dimension n es una
combinacion lineal de

{pr(2) 1 k eN}U{'q;(2) : l€N, je{l,....50}}. (3.1.11)

Observe que

<enk+i(t)7 enl-i-j(t»Lz(R,cr}{,) - / tk—i_ldo—]g\'f(ivj) ) (3112)
R

donde e,;(z) estan definidos por ([2.3.1)).
Sobre la base del corolario [3.1.1] se verifica que los momentos matriciales

2
Sk(T) = / t*do? parak=0,1,..., [w-‘ (3.1.13)
R

coinciden para cualquier N >N , donde [-] es la funcién parte entera techo.

Observaciéon 3.1.1. Note que para cualquier niimero natural k, existe N € N
tal que S9x(7), dado por (3.1.13)), es una matriz definida positiva.
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3.2. Analisis espectral para matrices simétricas
en banda infinitas

En esta seccion, se construye una funcion con valores matriciales para cada
elemento de M (n, 00), dicha funcién tiene las propiedades de funcién espectral.
Para este fin, se definen los criterios para que una medida sea una funcién es-
pectral de una matriz en la clase M(n, 00). A partir de la definicién, cualquier
funcién espectral o(t) de una matriz A en la clase M(n, c0) es la funcién espec-
tral de alguna extension autoadjunta del minimo operador cerrado generado por
A (véase |2, seccion. 47]). Asi, que este operador autoadjunto es transformado,
por un mapa isométrico el cual puede considerarse como la transformada de
Fourier, en el operador de multiplicacion por la variable independiente defini-
do en el dominio maximal en el espacio Ly(R, o). Es importante notar que no
todas las funciones espectrales de una matriz en M(n, co) corresponden a una
extension Ag del minimo operador cerrado generado por A tal que Ay C A*
(véase observacion [3.2.1)).

Los resultados de esta seccién y la siguiente, prueban una completa descrip-
cién de todas las posibles funciones espectrales que pueden ser asociadas con
algiin elemento de M(n, 00) a través de los criterios que aqui se presentan.

Definicién 3.2.1. Una funcion no decreciente con valores matriciales o y mo-
mentos finitos, tal que fR do es invertible, es llamada una funcién espectral de
una matriz A en M(n, 00) si y sélo si existe T que satisface (véase pagi-
na tal que {p,}32; es una sucesién ortonormal en Ly(R,0) y para cada
J€{1,...,Jjo}, q; esta en la clase de equivalencia del cero en Ly(R, o).

Note que todos los polinomios vectoriales anteriormente mencionados estan
en Ly(R,0) cuando o es una funcién espectral de una matriz en M(n, oo).
Maés ain, los polinomios son densos en Ly(R, o) cuando el sistema ortonormal
{p}, resulta ser completo.

Sobre las bases de la definicién anterior, se puede construir un mapa isométri-
co entre el espacio original H y el subespacio que resulta de la cerradura de los
polinomios en Ls(R, o). Este mapa isométrico, el cual es denotado por U, es
realizado por la asociacién de la base ortonormal {d;}72, con el sistema orto-
normal {p,}32,, esto es, Udy = p, para todo k € N. Ademds, dentro de este
mapa, el operador A es transformado bajo algunas restricciones en el operador
de multiplicacién por la variable independiente. En efecto, si ¢ = > 7| @0y es
un elemento del dominio de A, entonces f = >~ | pp;, estd en el dominio del
operador de multiplicacion por la variable independiente y

UAUf(t) = tf(t).

Lema 3.2.1. Sea A un elemento en M(n,o0) y o la funcién espectral del
correspondiente operador Ay para un fijo T. Entonces, existe un subsucesion
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{O’N} ©, convergente a una funcién en valores matriciales o” bajo la norma de
matrices de n X n.

Demostracién. En vista de corolario [2.1.1] las condiciones del primer teorema
de Helly para operadores acotadas [9, teo.4.3] se satisfacen en cualquier inter-
valo cerrado (compare con |40, sec.8.4] para el caso escalar), por lo tanto la
afirmacién se deduce. La generalizacién del primer teorema de Helly para la
afirmacién |9, teo. 4.3] se basa en aplicar el teorema escalar a la forma bilineal
de la sucesién de operadores (para elementos fijos en el espacio de Hilbert) en
un proceso diagonal conocido usando la acotacién de los operadores y la sepa-
rabilidad del espacio para obtener la afirmacién en el sentido de convergencia
débil. Usando el hecho de que la convergencia débil y uniforme son equivalentes
en espacios de dimensién finita, se obtiene la afirmacién. O

La siguiente proposicién es obtenida aplicando [9, teo. 4.4] al resultado an-

terior y tomando en cuenta que las matrices o3, son de dimensién finita.

Proposicién 3.2.1. (Segundo teorema generalizado de Helly) Suponiendo que
la funcion f(t) es continua en el intervalo real [a,b], donde a y b son puntos
de continuidad de o7 (t) (véase lema M) Entonces, existe una subsucesion

{od.}22, tal que b
/ Py do (1) — [ f(t)do"(0),

donde la convergencia es bajo la norma de matm’ces den xn.
Con los resultados anteriores se prueban las siguientes afirmaciones.
Lema 3.2.2. Eriste una subsucesion {03, }32, tal que

/tk da?\,i :/tk do”
R R

2h(ZNi)—‘ (véase (3.1.13)).

para cualquier entero no negativo k < [

Demostracion. Si se supone que —a < 0y b > 0 son dos puntos de continuidad
de JT(t), entonces se sigue de proposicion que

1—00
a —a

b b
/ t"do” = 1tm [ t*do} .
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Por otro lado, dado un ntmero r tal que r > k, entonces para r < {

I H/“_/atkd% H/ -

7 || < 15Dl
rdo}, || < R

Qh(PNi ) -‘

n

donde ¢ = min{a, b} y S.(T) = [5t" da%i (la integral es convergente debido a
la proposicién [3.1.1)). Asi,

Esto genera la afirmacién, cuando se hace a a y a b tender a infinito de tal
manera que —a y b son todo el tiempo puntos de continuidad de o7 (¢). ]

_lIs@i

c'rk

Sk(‘I)—/_itkd

Del lema anterior, se obtiene directamente el siguiente resultado.

Corolario 3.2.1. La funcidén espectral o, a la cual una subsucesion{oy }3_,
converge de acuerdo al lema |3.2.1, es una solucion de un cierto problema de
momentos matricial cuya sucesion de momentos es denotada por {Sk(T)},

(véase lema[3.2.9).

Lema 3.2.3. Cualquier A € M(n,o0) tiene al menos una funcion espectral

(en el sentido de la definicion [3.2.1).

Demostracion. Se sigue directamente de lema [3.2.2| que el polinomio vectorial

{pi(2)}32,, definido por (8.1.3), satisface
<pjapk>L2(R707) = 5jk

para j,k € N, donde ¢7 es la funcién dada en lema |3.2.1l Ahora, fijando j €
{1,...,j0} y considerando N > ng+m;, (véase convencién de seccién anterior).
Entonces,

0= ||quiQ(R,a;) = / (a;.doya;) -

Por 1ema“ 3.2.2| existe una subsucesion {03, }2, tal que, a partir de algin i € N,

O:/R<qj>d‘71:(fiqj> :/R<qj,d07qj> = quHiQ(R,a‘I)

O

Corolario 3.2.2. La funcion espectral o’ dada en lema tiene un numero
infinito de puntos de crecimiento.
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Demostracién. Si ¢” tiene un nimero infinito de puntos de crecimiento, en-
tonces Lo(R,0”) debe ser un espacio de dimensién finita y la correspondiente
sucesion de polinomios vectoriales {p; }r debe ser finita. ]

Observacion 3.2.1. Sea A € M(n,00) y T tal que o es la funcién espectral
de A de acuerdo a la definiciéon Si el problema de momentos es deter-
minado, entonces existe justo una solucién y esta solucion corresponde a la
funcién espectral del operador A que resulta ser autoadjunto [17], seccién. 2]. Si
el problema de momentos es indeterminado, entonces existen varias soluciones
del problema de momentos y cada solucién & es una funcién espectral de A ya
que la sucesién {p,}2, es ortonormal en Ly(R,7) para cualquier . En este
caso, 0 no necesariamente corresponde a la funcién espectral de la extension
autoadjunta canoénica del operador A (por extensién canénica autoadjunta de
un operador simétrico se quiere decir una restriccién autoadjunta de A*). En
efecto, la solucién & es la funcién espectral de la extensién canénica autoadjun-
ta si y solo si los polinomios son densos en Ls(R,7). Se espera que la funcién
espectral o7, a la cual una subsucesién de {03 }%_, converge de acuerdo al le-
ma , es tal que los polinomios son densos en Ly(R, 07). Este asunto, junto
con otras preguntas sobre caracterizacién de las funcién o7 seran tratados para
un proximo manuscrito.

Definicién 3.2.2. El conjunto de todas las funciones, con valores matriciales
de n X n con un numero infinito de puntos de crecimiento tal que todos los
momentos {5k }72; existen y Sy es invertible, es denotado por M (n, co). Ademas
de que My(n, 00) denota el subconjunto de M(n, co) para el cual la sucesion de
momentos matriciales genera un problema de momentos matricial determinado.

Teorema 3.2.1. Sea A € M(n,o0) y jo el nimero de degeneraciones de la
matriz A (véase pdrrafo debajo de definicion . Para cualquier funcion
espectral o de A, es cierto que:

a) (Caso no degenerado) Si jo = 0, es decir, la matriz A no sufre degeneracio-
nes, entonces no existe un polinomio vectorial no trivial en la clase del cero
del espacio Lo(R, o), esto es,

<T(Z)7 T(Z)>L2(R’U) =0 <<= r=0.

b) (Caso degenerado) Si jo > 0, entonces todos los polinomios vectoriales qy, . . ., qa;,
estdan en la clase de equivalencia del cero y cualquier polinomio r(z) en esta
clase puede escribirse como

r(z) =Y Rj(2)q,(2), (3.2.1)

donde R;(z) es un polinomio escalar.
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Demostracion. Primero se prueba @ Se supone que existe un polinomio vec-
torial no trivial r(z) en la clase de equivalencia del cero con altura r. Por lo
tanto, por corolario |3.1.1

r(z) = Z cxpy(2) + Z Rj(2)q;(z), (3.2.2)

Jj=1

donde méx{h(p,), 1éX' {h(R;q;)}} = r. Ademas,
0

Y
J=100

cx = (r(2),pe(2)) 1,0y Paratodo k€ {l,... 1} (3.2.3)

Ya que 7(z) esta en la clase del cero, el término derecho de la igualdad (3.2.3)

es siempre cero. Por lo tanto, (3.2.1) es vélido.

Para probar [a)), se usa nuevamente (3.2.2)) tomando en cuenta (3.1.8). Asi,
la afirmacion se sigue de (3.2.3)). O

Observacién 3.2.2. La afirmacién del teorema @ puede ser interpre-
tado como sigue. Si la funcion espectral de A tiene un ntimero numerable de
puntos de crecimiento que no se acumulan en ningin lugar, entonces el espec-
tro del operador de multiplicacién por la variable independiente consiste sélo
de autovalores los cuales, debido al hecho que ¢ es una matriz de n x n, tie-
nen multiplicidad no mayor a n. Sean {z;}7°; los autovalores del operador de
multiplicacion por la variable independiente enumerados tomando en cuenta
multiplicidad. Entonces lo polinomios vectoriales {q; ;0:1 son generadores del
problema de interpolacion

(r(z1),omr(21))en =0, 2z € spec(4), (3.2.4)

donde o; es la misma matriz que aparece en el término derecho de ([2.1.14]) con
las mismas propiedades. Note que ([3.2.4]) es un problema de interpolacién lineal
con un conjunto infinito de nodos de interpolacion.

3.3. La funcién espectral para el caso autoad-
junto

En esta seccién se interesa en el caso cuando A = A*, ya se sabe que el
operador A es simétrico y por definicion cerrado. Asi que vamos al tocar algunos
criterios de autoadjuntez de A.

Nuestro primer criterio se basa en el hecho que cualquier matriz en banda
semi-infinita puede considerarse como una matriz de Jacobi semi-infinita por
bloques. En efecto, cualquier matriz en banda semi-infinita con 2n+1 diagonales
es equivalente a una matriz de Jacobi semi-infinita donde cada entrada es una
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matriz de p X p con p > n. Debido a que el operador A* es el operador definido
por la matriz A en el dominio maximal , sec. 47], el hecho de que el operador
A sea autoadjunto depende exclusivamente del comportamiento asintotico de
los elementos de la diagonal de su representacion matricial dada por la matriz
A. Para cualquier matriz en M (n, o00), se considera la submatriz semi-infinita
después de la dltima degeneracién, a la cual llamamos “cola de la matriz” (véase
observaciény fig. . Esta “cola” puede verse como una matriz de Jacobi
semi-infinita por bloques.

(0) - (ng)
dnLj0+1 : d?nj0+1 0 0

7 i (0) i (no)

A . d . d 0
..... mio+2 m o +2

q(mo) ’ FIV) ’ q(mo)

... . Mg+t mjgt+3 Mg+

|| (ng) . (0) "
s 0 dmj0+2 : dmj0+4 :
O (ng) i (0)
0 0 dm,j0+3 ° dm,j0+5

Figura 3.5: La "cola” de la matrices en M(n, c0)

Se denota
0 n
doprr om0 0
@ By 00 - S 4(m) 0
Bl QQ B; 0 : mj0+2 mj0+2
d(nO) .. d(o) .. d(”O)
0 By @3 B .| .= mjo+1 ’ mj,+3 : mj,+3
(no) . (0) . 7
0 0 By Qp - 0 di o S S : -
. . . n . 0
0 0 dgn:0)+3 - dgrzio +5

donde cada entrada es una matriz de ng X ng (ng := n — jy). Claramente, los
elementos de la diagonal por bloques adyacente a la diagonal principal, esto
es, las matrices {By}ren v {Bj} }ren, son triangulares superiores e inferiores,



La funcién espectral para el caso autoadjunto 79

respectivamente, tales que las entradas de la diagonal principal son nimeros
positivos.

La siguiente proposicién es el andlogo al criterio de Carleman [l cap.1,
Addenda and Problems| para matrices de Jacobi por bloques.

Proposicioén 3.3.1. ([7, cap. 7, teo. 2.9]) Si 37, 1/ || B;| diverge, entonces A
es autoadjunto.

En [32, cor.2.5] las siguientes condiciones de necesidad para autoadjuntez
son dadas.

Proposicién 3.3.2. Suponiendo que, iniciando a partir de algin kg, todos las
matrices Q. son invertibles. St

lim [|Q"]] =0, y ltm sup {[|Q"Bi]| + | B
k——+o00

k—+o00

} <1,

entonces el operador A es autoadjunto.

Otros criterios estan dados por la teoria de perturbacién. En efecto, se con-
sidera los operadores D; (j = 0,1,...,n), cuya representacién matricial con

respecto a {0x}ren es una matriz diagonal, es decir, D;d, = d,(f)ék para todo

k € N, donde d,(f ) es un niimero real (véase [2, sec.47]). Se el define operador
de desplazamiento S como

S0 = 0k+1, paratodok €N,

donde por linealidad, éste esté definido sobre span{d; }?°; y entonces extendido
a H por continuidad. Se considera el operador simétrico

A= D0+ZSij+ZDJ(S*)j- (3.3.1)
j=1 j=1

Ahora, si el operador Y77 | SYD; + 377 | D;(S*)’ es Dy-acotado con la Dy-
cota més pequena que 1 (véase [51, sec.5.1]), se puede recurrir al teorema de
Rellich-Kato |31} teo. 4.3] para mostrar que A’ es autoadjunto.

En esta seccion, se supone que el operador A es autoadjunto. El enfoque
para la construccién de la funcién espectral de A se basa en las técnicas de
la teoria de perturbacion relacionado con convergencia fuerte de la resolvente
(véase [b1] sec.9.3]).

Se comienza recordando la siguiente definicién

Definicién 3.3.1. Un subconjuntos D del dominio de un operador cerrable B,

es llamado ntcleo de B cuando B [p = B.

Ademas, se recurren a los siguientes resultados conocidos (compare con 31,
cor.8.1.6 y teo.8.1.15]):
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Proposiciéon 3.3.3. [51} teo. 9.16]. Sean {Bn}nen y B operadores autoadjun-
tos en H. Si existe un nicleo D de B tal que para cualquier ¢ € D existe un
Ny € N el cual satisface que p € dom By para N > Ny y Byp — By, entonces
la sucesién {(By —2I)"'}yen converge fuertemente a (B—zI)~' (denotado por
(By — 2I)7! ﬁ (B —21)7') para todo z € C\ R.

Proposicién 3.3.4. (51, teo. 9.19]. Sea { By }nen y B operadores autoadjuntos
en H, tal que la sucesion {(By —il)"'}yen converge fuertemente a (B —iI)~".
Entonces

EBN<t> — EB(t)

N—oo

s ,  para todo t € R tal que Ep(t) = Ep(t+0).
EBN(t—f-O) m EB(t)

Aqui, como antes, Ep, (t) y Eg(t) son la resoluciones espectrales de la identidad
de By y B, respectivamente.

Recordando el operador Ay de dimensién finito estudiado en seccién y
definiendo B
AN = ANEB(D, (332)

donde O es el operador cero en el espacio H © Hy de dimensién infinita. Para
cualquier N > n, el operador Ay es autoadjunto, asi se puede tomar ventaja del
teorema espectral. Introduciendo la siguiente notacion para la funcion espectral
con valores matriciales

on(t) := (6;, Eay(t)d;) para cualquier N >n (3.3.3)

Lema 3.3.1. La funcion espectral con valores matriciales on(t) del operador
Ay converge a la funcidn espectral o(t) del operador A en todos los puntos de
continuidad de o(t), esto es,

on(t) = o(t), t pertenece a un punto de continuidad de o(t). (3.3.5)
—00

Demostracion. Sea lg, (N) el espacio lineal de sucesiones con un niimero finito de

elementos no cero. Este espacio es un nicleo del operador A. Dado un elemento
S

© = > or0k € lan, se verifica que, para todo N > Ny := s+ n, Ayp =

k=1
Awp. Por lo tanto, las condiciones de la proposicion [3.3.3] se satisfacen. Asi, por
proposicion [3.3.4] se obtiene el resultado. O

Corolario 3.3.1. Para cualquier k € NU {0}, la integral

/ thdo
R
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converge. Mads ain, fRdU es la matriz identidad.

Demostracion. La primer parte de la afirmacién es una consecuencia de los
lemas y La segunda parte se sigue del hecho que o es la funcién

espectral del operador autoadjunto A. O]

Sobre la base del resultado anterior, se denota

S = /tkda

Definicién 3.3.2. Dada la funcién espectral o del operador autoadjunto A, se
denota

para cualquier £ € NU {0}.

o’ = ToT*,
donde T es una matriz que satisface [l)) y .
Usando corolario se tiene

oy (t) — o7 (t), t pertenece a los puntos de continuidad de o7 (¢),

N—o00
(3.3.6)
donde o3; es la funcién dada en (2.1.13) y (2.1.14)). También se afirma que

TS, T* = / thdo” == S(T). (3.3.7)
R

Lema 3.3.2. Para cualquier T que satisface E[) Y (véase pdgina @), la
funcion o”, dada en deﬁm'cién estd en My(n,00).

Demostracion. Se sigue de |17}, sec. 2] que la sucesion {Sk}72,, define un pro-
blema de momentos matricial determinado. En vista de (3.3.7), la sucesién
{Sk(T)}%2, también tiene una solucién para cualquier 7. O

3.4. Reconstruccion de la matriz

Es esta seccidn, el punto de partida sera una funcién con valores matriciales
a(t) € M(n,o00) y se construird una matriz A4 en la clase M(n,00) a partir
de la funcién o(t). Ademds, se verifica que para alguna matriz T, la cual se da
como condicién inicial y satiface [[|) y (véase pagina , la funcién o es la
funcion espectral de la matriz reconstruida A. Por lo tanto, cualquier matriz en
M(n, 00) puede ser reconstruida a partir de su funcién en M(n, co).

Se considera el espacio de Hilbert Ly(R,5) con ¢ € M(n,o0). De lo que
se ha dicho, o bien existen polinomios vectoriales de norma cero o no existen.
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Se aplica el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt a la sucesion de
polinomios vectoriales dada por . Si existen polinomios cuya norma es
cero, entonces el algoritmo de Gram-Schmidt genera polinomios vectoriales de
norma cero. En efecto, sea r # 0 un polinomio vectorial de norma cero de
minima altura h; (esto es cualquier polinomio de norma cero que tiene altura
no menor que hi), y sea {f)k}zlzl los polinomios vectoriales ortonormalizados
que se obtienen de las primeras h; iteraciones del proceso de Gram-Schmidt.
Por lo tanto, si se define

h1

Si=€p 1 — E , <pi7 eh1+1> D;,
=1

entonces, en vista del hecho que h(p,) = k — 1 para k = 1,..., hy, se tiene
en1 = ar + S a;p; que a su vez conduce a
hi1
s=ar+ Y upy. (3.4.1)
k=1

Esto implica que [|s]|;, x5 =0, yvaque (8,7);,zz Vs L p,parak =1,...., I
por construccién. Entonces el proceso de Gram-Schmidt produce polinomios
vectoriales de norma cero. Habiendo encontrado polinomios de norma cero,
se continua con el proceso tomando el siguiente vector de la sucesién ([2.3.1)).
Observe que si la técnica de Gram-Schmidt produce un polinomio vectorial g de
norma cero de altura h, entonces para cualquier niimero entero [, el polinomio
vectorial t que se obtiene de la h 4 1 4 nl-ésima iteracién del proceso de Gram-
Schmidt, esto es,

t=epriqn — § (Ds, €n+t1) P;
h(p;)<hi+nl

satisface que |||,z = 0 (para todo I € N), debido a que

eniem =Rig+ > Pt Y. T,

h(p;)<hi+nl h(ri)<hi+nl

donde R; es un polinomio escalar con grado k y cada r; es un polinomio vectorial
de norma cero con h(r;) # h + nk.

Observacién 3.4.1. Ya que ¢ tiene un nimero infinito de puntos de creci-
miento, el proceso de Gram-Schmidt produce una sucesion infinita de vectores
ortonormales. En efecto, un conjunto finito de vectores ortonormales implica
que Ly(R,0) es de dimensién finita.

El siguiente diagrama de flujo muestra que el proceso de Gram-Schmidt apli-
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cando a la sucesion ([2.3.1)) no sélo da la sucesion ortonormalizada de polinomios
vectoriales, sino también una sucesién de polinomios vectoriales de norma cero
tal que en algtiin paso del algoritmo estas dos sucesiones juntas, son una base del

espacio de polinomios vectoriales (véase teorema[l.1.1]y compare con (3.1.11])).

D = €k

{pkmsl) = T )

no

Claramente, ya que el soporte de la medida es infinito (véase corolario ,
no se pueden obtener mas de n — 1 polinomios vectoriales de norma cero del
proceso de Gram-Schmidt aplicados a la sucesion de vectores polinomiales da-
dos por . En efecto, si se encuentra el n-ésimo polinomio vectorial g,
repitiendo la argumentacion descrita anteriormente y tomando en cuenta

{h(a1), - h(q,)} = Z/nZ,

se obtiene que todos los polinomios vectoriales que se obtienen de este proceso
tienen norma cero a partir de algtin polinomio vectorial. Esto corresponde a un
circuito infinito del lado izquierdo en el diagrama de flujo y a una medida con
soporte finito, y en cuyo caso, Ly(R, o) seria de dimension finita.
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Lema 3.4.1. Cualquier polinomio vectorial r(z) es una combinacion lineal de

{pp(2) : k€ N} U {Zlqj(z) leN je{l,....5}}. (3.4.2)

Demostracion. Note que la sucesién de polinomios vectoriales ([2.3.1)) satisfacen
que h(e;) =i — 1. Debido al hecho que

hiew— > (Piexn)p; | =hiex), (3.4.3)

hp; <k

se concluye que las alturas del conjunto {p,};>; U {z'g, ;021 (I € NU{0})
estdn en correspondencia uno a uno con el conjunto N U {0}. Esto completa la
demostracion, debido al teorema [1.1.1} n

Por una argumentaciéon dada anteriormente y al mismo razonamiento usado
en la demostracién del teorema b)), se llega a la siguiente afirmacién.

Proposicién 3.4.1. Sea o en M(n, 00). Entonces existen a lo mds n — 1 poli-
nomios vectoriales {q;}2, (jo < n—1) tal que cualquier polinomio vectorial de

norma cero r satisface que
Jo
r= E quz )
1=1

donde R;, para cualquieri € {1,...,jo}, es un polinomio escalar.

Sea 0(t) una matriz con valores matriciales en 9M(n,00) y considérese la
sucesion {P, bren v {@ }2, obtenida de aplicar el proceso de Gram-Schimdt a
la sucesion (2.3.1). Ya que para cualquier k € N existe [ € N tal que h(zp,) <
h(p,), se tiene por lema que

Bel2) = D eubil) + 30 R, (2) (344

donde ¢x; € Cy Ryj(2) es un polinomio escalar.

Observacién 3.4.2. De comparar las alturas del lado derecho e izquierdo de
, se obtiene los incisos @) y E[) de abajo. Para verificar inciso [d), se toma
en cuenta que el coeficiente principal de e, es positivo para k& € N y por lo
tanto el proceso de Gram-Schmidt genera la sucesién {p, }72; cuyos coeficientes
principales son positivos (compare con observacién .

a) ¢y = 0si h(zpy) = h(p),

b) Rpij(z) = 0 si h(zpy) < h(Ry;(2)q;),
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c) cr > 0 si existe [ € N tal que h(zpy,) = h(p;)

Claramente,

e = (P Zﬁk>L2(R,&) = <Zﬁz’5k>L2(R,5) = Cki - (3.4.5)

En seccién [2.3] se prueba un algoritmo de reconstruccién para reconstruir la
matriz finita en banda asociada a el operador Ay a partir de su funcién es-
pectral. Las pruebas de los lemas y demuestran las siguientes dos

afirmaciones, respectivamente

Proposicién 3.4.2. Si |l — k| > n. Entonces, los nimeros complejos cy; en

cumplen

Ckl:ClkZO.

Proposicién muestra que {cj }75—; es una matriz en banda. Volviendo
a la pregunta de caracterizacién de las diagonales de {¢y}79_;. Se mostrara que
éstas sufriran el mismo tipo de degeneracion que se dio al inicio del capitulo.
Para un ntmero fijo i € {0,...,n}, se definen los nimeros

dg) = Ck+ik = Ck,k+i (346)

para k € N.
Proposicién 3.4.3. Fijando j € {0,...,j50— 1}.

a) Si k es tal que h(q;) < h(zpy) < h(q,.,), entonces d,(Cn_j) > 0. Aqui se
supone que h(q,) :==n — 1.

b) Sik es tal que h(zpy) > h(q,,,), entonces d,g"_j) —0

Corolario 3.4.1. Si ¢y, son los coeficientes dados en , entonces la matriz
{ew o=y estd en M(n,00) y ésta es la representacion matricial de una restric-
cion simétrica del operador de multiplicacion por la variable independiente en
Ly(R, 7). (La restriccion podria ser impropia, es decir, el caso cuando la res-
triccion coincide con el operador de multiplicacion por la variable independiente
no es excluido).

Demostracion. Tomando en cuenta , se sigue de proposicion y :3.4.3
que la matriz {cj }79-; estd en la clase M(n, 00). Ahora, en vista de @[}, el
operador de multiplicacién por la variable independiente es una extension del
minimo operador simétrico cerrado B en Ly(R, ) que satisface

i = (P sz>L2(R,3) :
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Teorema 3.4.1. Sea o (t) un elemento de M(n,00) y ¢y los coeficientes dados
en 45’.4.4 ). Entonces o es una funcion espectral de la matriz {cm}?fzzl de acuerdo

a la definicion |3.2. 1.

Demostracion. Ya que la ecuacién en recurrencias para la sucesion ortonormal
{Pr}2, v la sucesién de polinomios {p,}72, estan relacionados de la misma
forma como en el caso de dimensién finita (véase (2.1.17)) y (2.3.15)), se puede
usar la argumentacion de las pruebas del lema (sin olvidar la convencién
de la pagina[71)) para obtener que los polinomios vectoriales {p,}7; v {p}72,
satisfacen

Pi(2) = Pp(2) + 7i(2) (3.4.7)

donde |7k, x5 = 0. Andlogamente, cuando jo # 0 también puede probarse

que {Zlk}i":l v {q; ;021 satisfacen

q;(z) =Y _Ri(2)qi(2), R;#0, (3.4.8)

1<j

donde R;(z) es un polinomio escalar (véase lema [2.3.4]). Debido a que (3.4.7) y
, {P).}72, es una sucesién ortonormal en Ly(R,5) y q; estd en la clase de
equivalencia del cero en el espacio Ly(R, ), para cualquier j € {1,...,j0}. Por
lo tanto se prueba la afirmacién. O

Teorema 3.4.2. Sea 7 en My(n,00) y ¢ los coeficientes dados en .
Entonces existe T tal que o7, dado en definicion[3.3.9, coincide con &.

Demostracion. De acuerdo al teorema existe T tal que los vectores poli-
nomiales {p;, }72, son ortonormales en Ly(R, 7). Ya que ¢ es la tnica solucién

del problema de momentos
{ / thdo } ,
R k=0

el sistema ortonormal {p; }2, es una base y {cx}75—; es la representacion ma-
tricial del operador de multiplicacién por la variable independiente (véase [17,
sec. 2]). Sea o la funcién espectral dado por (con A el operador de mul-
tiplicacién por la variable independiente) y o7 la funcién definida en defini-
cion 3.3.2] Ya que los elementos de la sucesion {p,,};2 ; satisfacen la ecuacién en
recurrencias dada por la matriz {cj}75-, con condicién inicial T, para cualquier
k,l € N, existe N suficientemente grande tal que

(P, P;) = Onr -

Ahora, a partir de (3.3.6) y lema [3.2.2] se sigue que & y o7 tienen los mismos
momentos. O



Apéndice A
Articulos

Aqui se anexan los manuscritos, desarrollados durante la investigacion doc-
toral, que estan publicados, en revistas internacionales indizadas y arbitradas,
y sometidos a este tipo de revistas.

El manuscrito que trata el problema de interpolacion se llama “On a linear
interpolation problem for n-dimensional vector polynomials” se encuentra pu-
blicado en la revista Journal of Approzimation Theory, volumen 199, paginas
45-62, del ano 2015. Se encuentra anexo en la presente tesis en la pagina |38

En la pagina puede encontrarse el manuscrito que aborda la teoria es-
pectral directa e inversa de la clase M(n, N). Dicho manuscrito con nombre
“Inverse spectral analysis for a class of finite band symmetric matrices”, se
encuentra sometido en la revista Houston Journal of Mathematics.

Finalmente en la pagina [145] se anexa el manuscrito sobre el analisis es-
pectral para la clase M(n,00) cuyo nombre es “Inverse spectral analysis for a
class of infinite band symmetric matrices” y fue sometido a la revista Journal
of Mathematical Analysis and Applications.
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1. Introduction

In this work, we are concerned with the following interpolation problem. Given
a collection of complex numbers z1, ..., zy, which are called interpolation nodes,
and other collections of complex numbers ay(1),...,ax(N), k = 1,...,n, such
that >, lag(j)| > 0 for every j € {1,2,..., N}, find polynomials P, k =
1,...,n, which satisfy

> an()Pul(z) =0 Vje{L,2,...,N}. (1)
k=1
We lay stress on the fact that the interpolation nodes z1, 2o, . . ., z)y are not required

to be pairwise different (see Remark 2 in Section 4). The results of this paper
give a complete characterization of all solutions of the interpolation problem (1).

The interpolation problem defined above has been studied in [7] and much
earlier in [11] for the particular setting when n = 2. In this case, the theory
developed in [7, 11] allows to treat the problem of finding a rational function
Pi(2)/Py(z) which takes the value —a»(j)/a1(j) € C at each interpolation node
zj. This is the so-called rational interpolation problem, or Cauchy-Jacobi problem,
and P;(z)/Py(z) is referred to as the multipoint Padé approximant [1, Sec.7.1].
Noteworthily, although the research in this matter has put particular emphasis
on the numerical aspect of the problem, [7, 11] consider the theoretical prob-
lem of accounting for the structure of all solutions of the rational interpolation
problem. In [7], this is used to deal with the inverse spectral analysis of five-
diagonal unitary matrices (the so called CMV matrices, cf. [6]) and this requires
additional constraints for certain coefficients of the interpolating rational poly-
nomials. Similarly, the spectral analysis of five-diagonal symmetric matrices also
demands additional conditions (see [8]) on the rational interpolation problem. The
description obtained in [7] permits to reduce the rational interpolation problem
with such additional restrictions to a triangular linear system and to answer the
specific question of the existence and uniqueness (or non-uniqueness) of the solu-
tion to the inverse spectral problem. Other approaches to rational interpolation
can be found in [4, 5, 10].

The present work generalizes to any n € N the linear interpolation theory given
in [7, Sec. 2]. The passage from n = 2 to any n € N is not straightforward; many
of the obtained results require differing techniques. Particularly, this becomes
clear in Sections 4 and 5. Similar generalizations of the rational interpolation
problem that also focus on the structure of the set of solutions can be found in
2,3, 12, 13].

Our main motivation for studying the interpolation problem given by (1) lies in
its applications to direct and inverse spectral problems of N x N symmetric band
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matrices with 2n + 1 diagonals, which will be considered in a forthcoming paper
[9]. Notwithstanding the fact that the interpolation theory discussed in this work
was developed with the applications to inverse spectral analysis in mind, we solve
a problem interesting by itself and which may have other applications. It is worth
remarking that, although [2, 3, 12, 13] also deal with the structural properties of
the solution set of the interpolation problem given by (1), our approach differs
in several respects from the ones used in those works. On the one hand, this
permits to tackle the inverse spectral analysis of finite diagonal band matrices [9].
On the other hand, the method developed here allows a new characterization of
the interpolation problem and new results on the structure of the solutions (see
Secition 5 and, in particular, Theorems 5.2 and 5.3).

The exposition is organized as follows. In Section 2 we lay down the notation,
introduce the main concepts, and prove some subsidiary assertions. Section 3
contains auxiliary results related to linear transformations of vector polynomials.
Finally, in Sections 4 and 5, we show that the so-called generators determine the
set of solutions of the interpolation problem given by (1) and provide a complete
characterization of this set.

2. Vector polynomials and their height

Throughout this work we consider the number n € N to be fixed. We begin
this section by fixing the notation and introducing some auxiliary concepts.

Definition 1. Let us denote by P the space of n-dimensional vector polynomials,
Viz.,

P:=<¢p(z) = . . Py is a scalar polynomial for k € {1,...,n}

Clearly, P is an infinite dimensional linear space and it is a module over the
ring of scalar polynomials, i. e, for any scalar polynomial S,

peP= Sp=(SP(2),5P(z2),.. .,SPn(z))t eP.

Definition 2. Let the function i : P — N U {0, —oco} be defined by

maxje(1,. o) {ndeg Pj(2) +7 — 1}, 0,
h(p) :_{ jett..my {ndeg P;(2) +j — 1} p?_é @)
—0Q0, P = O,
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where it has been assumed that deg0) = —oo. The number h(p) is called the
height of the vector polynomial p.

Note that for any scalar polynomial S
h(Sp) = h(p) + ndegS. (3)

Lemma 2.1. (a) If h(p) # h(q), then h(ap + bq) = max{h(p),h(q)} for all
a,beC.

(b) If h(p) = h(q) = m, then h(ap + bq) < m for every a,b € C.
(c) If h(p) = h(q) = m, then there exists a ¢ € C such that h(p + cq) < m — 1

Proof. We only prove (c) since (a) and (b) are proven with the same argumenta-
tion. Let m =nk + [ with [ € {0,1,2,...,n — 1} and k € NU {0}, then &k and [
are uniquely determined by m and deg(Q;1(z)) = deg(Py1(2)) = k. Therefore,
there is ¢ so that deg(P41 + cQi4+1) < k — 1. Also, one has that deg(P; + cQ;) is
not greater than k — 1 for [ +1 < j < n and deg(P; + c¢();) is not greater than k
for 1 < j <. So,

h(p + cq) :jer{r}ax }{n deg(Pj(z) +cQ1(z)) + 7 — 1}

<max{nk+!—1nk—-1)+l,nlk—1)+n—1}
<nk+l—1=m—1.

Ol
For k =0,1,..., let us consider the following set of elements in PP,
2¥ 0 0
0 2" 0

enk-i-l(Z) - 0 ) enk+2(z) = 0 [ en(k-l—l)(Z) - 0 : (4)
0 0 2F

Clearly, h(e;(z)) =j—1for all j € N.

Lemma 2.2. The sequence {ej(z)};il is a basis of the space P, i.e., for any

p € P with h(p) = m # —oo, there exist unique numbers co,c1, ..., Cn, where
cm # 0, such that

m

p(2) = Z CL€E1.

k=0

3
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Proof. We prove the assertion by induction. If m = 0,1,...,n — 1, the result is
immediate. As before, let m = nk +1[ with k € Nand [ € {0,1,...,n—1}. Then
one can write Pry1(2) = azF + Qu41(2), where a # 0 and deg Qi1 < k — 1.

Define (2) = p(2) — aenerss = (@Q(2),Qa(2),-. ., Qu(2)s ie. Q5 = P,
for j = {1,2,...,n} \ {{ + 1}. Thus, deg@; is not greater than k — 1 for all
J=1+2143,...,n and deg(); is not greater than %k for every j = 1,2,...,L.
Therefore, one has

h(q) <max{nk+1!—1nk—-1)4n—-1}=m-—1.

In the induction hypothesis we assume q = 221:_01 Creki1. S0, one obtains

m—1 m
P = G€ppyi41 +q = Q€pyq + E Ck€k+1 = E Ck€l+1-
k=0 k=0

The uniqueness of the expansion follows from the linear independence of the se-
quence {e;(z)}72,, which is straightforward to verify. O

Theorem 2.1. Let {g,,}~_, be an arbitrary sequence of elements in P such that
h(g,,) =m—1 Vm € N,
then {g,,}_, is a basis of P.

Proof. From Lemma 2.2, it follows that g,,,,(2) = > /-, Cmk€srt1(2), where ¢;; is
different from 0 for all 7 =0,...,m. So

g, Coo 0 . 0 €
g- Ccip C11 ... 0 €9
gm+1 Cm0 Cml --- Cmm €m+1

Note that {c;i};reqo,...m} is a triangular matrix, thus

€] Coo 0 R 0 g,
€2 co ¢c1 ... O gs
€m+1 Cm0 Cml1 --- Cmm gm+1

Since {ey, },,cn is a basis, the same is true for {g,,},,cx-
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3. The height under linear transformations on P

-----

linear transformation generated by A is

a1 Pi(z) + a2 Po(2) + -+ - + a1, P (2)
Ap(z) = i)t aQQPQ(Z.) oot anble) cP.
an Pi(2) + anng(z;) + ot annPa(2)
It follows from Definition 2 that

n

h(Ap) = jer{rllaxn} {n deg (Z ajkPk(z)> +7 - 1} : (5)

""" k=1

Lemma 3.1. (a) For any arbitrary n x n matriz A and p € P,

h(Ap) < h(p) +n — 1.

(b) If the n x n matriz A is upper triangular then for any p € P,
h(Ap) < h(p).
(c) If the n x n matriz A is lower triangular, then h(p) < nk + n — 1 implies
h(Ap) < nk+n—1 for any k € NU{0}.
Proof. (a) Note that, for all j € {1,...n} the inequalities below hold
d P —1< deg P, —1<h — 1.
n deg <k§agk k) ti-1<n max {degPih+j— 1< h(p)+)

Hence h(Ap) < h(p) +n — 1.
(b) Let the matrix A = {aj}; ;. be such that aj, = 0if j > k. Then,
for the last entry of the vector polynomial Ap, one has

ndeg(a,,P,) +n—1 < h(p),
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and for the next to last

ndeg ( Z anl’kPk> +n—-2<n max }{deng} +n—2 < h(p).

ke{n—1,
k=n—1 {n=1n

Analogously, one obtains inequalities for all the entries up to the first one:

ndeg(z a1xPy) < nkeI{Ill,E.l.)fn} {deg P} < h(p).

=1

Therefore, h(Ap) < h(p).
c)Let A={a;}. be such that a;;, = 0if j < k. And h(p) < nl+n—1
IS §ke{l,...,n} J
with [ € NU {0}. One verifies that

ndegPj+j—1<nl+n—-1 Vj=1,...,n,

therefore deg P; < [ + % for all j = 1,...,n. This implies that deg P; <[ for
any j = 1,...,n . So by (5), h(Ap) < maxjeqy,. p{nl+j—1} =nl+n—-1. O

Now, we introduce some matrices and state auxiliary results for them. These
results will be useful in the next section.

Let A = {a’jk}j,ke{l,...n} be such that, for a fixed integer [ € {1,...,n}, it
satisfies

ajjzl VJG{L,H}\{Z},
ajr =0 Vi #k, withj € {1,...,n}\ {l},

that is, it has the form

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
o 0 ... 1 0 0 ... 0
A= (6)
app Qi ... Q-1 ayg Q41 ... QG
0o 0 ... 0 0 1 ... 0
0 O 0 0 0 1
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Also, for any [ € {1,...,n}, define the matrix function

1 otherwise,

) z ifk=1,
Ti(z) := diag{ta(2)}, t(2) == { . (7)
i.e., Ti(z) is nearly the identity matrix, except that in the [-th entry of the main
diagonal, T;(z) has the variable z instead of 1.

Lemma 3.2. Fizn >3 andl € {2,...,n—1}. If p € P is such that h(p) <
nk+1—1 for any k € NU{0}, then h(Ap) <nk+1—1.

Proof. Let p € P. If h(p) < nk +1— 1, then

degP,>degP;, 1<i<lIl—1, (8)
deg P, >degP;, [+1<i<n. 9)

On the other hand,

Alp: (Pl( ) PQ( Pl 1 Zalz i Pl+1 ) Pn(z)> .

By (8) and (9) we have

des <Zauﬂ< >) < max {deg P(:)} < deg R(2).

= ) T

Hence, by (5),
h(Ap) < h(p) < nk+1—1.

O

Lemma 3.3. If p € P and h(p) is not greater than nk + j for k € NU {0} and
j€{0,1,...,n—1}, then h(Tj12(2)p) < nk +j+ 1, where T, :==T}.

Proof. The assertion follows from (8) and (9) by a reasoning similar to the one

used in the proof of Lemma 3.2. O

4. Generators of the interpolation problem

In this section we begin the detailed analysis of the interpolation problem set
forth in the Introduction. Let us first provide an alternative interpretation of the
interpolation problem given by (1).
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Clearly, for all j € {1,..., N}, one has

(Zak ) Pe(2; > (Zak ) P2 > = (p(2), 0;p(%)))

where (-, ) is the inner product in C"™ with the first argument being anti-linear,
and

(7)Pr(2)

() a(i)ae(i) ar(as(i) - ai(f)an(s)
ax()en(i)  lae(i)?  az(f)as(l) a3 () o ()

o; = | as(Nar(d) as(f)ea(i)  les(i)? as(an(i) | . (10)
o onli) anasl) aniasl) - ()

Thus, the interpolation problem (1) is equivalent to finding p € P such that

(p(zj),ajp(zj» :O7 ]ZluaN (11)

Remark 1. It follows from (10) that o; is a nonnegative rank-one matrix. More-
over, for every nonnegative rank-one n X n matrix o, there is a collection of
complex numbers aq, ..., @, such that

|041 |2 06_1045 a_1a3 Ce Oé_lOén
vy |l a_gag ... Q0

o= | azaq @zay |as|® ... Gz, . (12)
Tty TpQz Tno ... o]

Thus, the interpolation problem can be stated as the problem of finding p € P
such that (11) holds for any collection of nonnegative rank-one n x n matrices

{Uj}é'v:l'

Definition 3. Let us denote by S(n, N) = S({O']}J 1,1z }1551) the set of all so-
lutions of the interpolation problem (1), where o; is given by (10). We use the
notation S(n, N) when the concrete matrices {o; }é\le and the interpolation nodes
{z;}}L, are not relevant.

Note that an interpolation problem is completely determined by the sets
{o;})., and {z;}}L,. Since a solution of (1) is an element of P, one obviously
has S(n, N) C P. Clearly, in the same way it happens for P, the space S(n, N) is
a module over the ring of scalar polynomials.



98 Articulos

Remark 2. Consider the interpolation problem given by {o;}}_, and {z;})_,, if
it turns out that zy = zy_; and the vectors a(jn) := (a1(jn),- -, @ (jn))" and

a(jy_1) are linearly dependent, then

SHo by {z10) = SHo o {151 .

For the sake of convenience, we will suppose below that the vectors a for the
coinciding nodes are linearly independent, and in the case they are linearly de-
pendent, the statements of the results should be changed in an evident manner
to the corresponding statements with less nodes.

Let M(7) be the subset of P given by
M(r) :={peP: p=Sr, r € P, S is an arbitrary scalar polynomial}. (13)

We say that M(r) is the set of vector polynomials generated by r. Note that
M(7) is a linear set and for any nonzero g € M(r) there exists £ € NU {0} such
that

h(q) = h(r) + nk. (14)

Thus, all nonzero vector polynomials of M(r) are such that their heights are in
the same equivalence class of Z/nZ.

One of the main goals of this section is to show that S(n, N) has exactly n
generators, that is, there are n vector polynomials 74, ..., 7, such that

M(r)) + - -+ M(r,) = S(n, N) .

This result is related to a known fact about the set of polynomials being solutions
of the rational interpolation problem in its vector case [12, Thms. 3.1, 3.2] or the
M-Padé approximation problem [13, Thm. 3.1].

Definition 4. Let M be an arbitrary subset of P. We define the height of M by

h(M) :=min{h(q) : g € M, q # 0} . (15)

Lemma 4.1. Let M be a linear subset of S(n, N) and r,p € M such that h(r) =
h(p) = h(M), then r = cp with ¢ € C.

Proof. From Lemma 2.1(c), it follows that there exists a complex constant ¢ in C
such that h(r + cp) < h(M) — 1. Since M is linear, r + ¢cp € M, but there is no
element q #Z 0 in M such that h(q) < h(M). Hence r + ¢p = 0. O

Definition 5. We say that r in S(n, N) is a first generator of S(n, N) when
h(r) = h(S(n, N)).
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Let us denote by M, the set M(r) with r being a first generator. Clearly,
Lemma 4.1 implies that M; does not depend on the choice of the first generator.

Theorem 4.1. If r is a first generator of S(n, N), then h(r) < N for any N € N.

Proof. The goal of this proof is to obtain a constructive algorithm for finding a
solution whose height is not greater than N. Clearly, this implies the assertion of
the theorem since, by definition, the height of the first generator is less than or
equal to the height of any nonzero solution.

Our construction is carried out by induction. For N = 1, we have a solution

p(Z) = (01,02,0,...,0)t s (16)

where C] = as(1), Cy = —a;(1), unless as(1) and a4(1) are both zero, in which
case C1,Cy are any nonzero constants. Indeed, (16) is solution of (11) since
(p(21), 01p(21)) = 0, and h(p) < 1.

Now, we suppose that the assertion holds for a fixed IV and let us show that it
also holds for N + 1. We will reduce the interpolation problem with N + 1 nodes
to an interpolation problem with N nodes, which we know how to solve by the
induction hypothesis.

Write N = nk + [ with | < n, where, for any fixed n, the integers k and [ are
uniquely determined. Suppose that n > 3 and let us first prove the assertion for a
fixed I in {0,1,...,n — 3}. If the matrix (10) satisfies that aq42(j) =0 for all j €
{1,..., N + 1}, then 0; = T}42(0)0;1;42(0). So, by putting the vector polynomial
P(z) := e;2(2) (see (4)), it turns out that p is an element of S(n, N +1). Indeed,
since T}.2(0)p(z) = 0, one has

(p(25),050(%5)) = (P(2), Ti42(0)0;T112(0)p(2;)) = 0.

Moreover, h(p) =14+ 1 < N + 1. Thus, suppose without loss of generality that
ar+2(N + 1) is not equal to zero (otherwise re-enumerate the points 2y, ..., z2y41).
Consider the matrix A; .o (see (6)), where

1 : _
. e if k=142,
1+2,k - —
’ ap(N+1
— Bl for ke {1,2,.. n}\{{+2}.

With these settings, it is straightforward to verify that

« . n 1 iftk=1+2,
Alponi1 A = diag{di iy, dy = . (17)
0 otherwise,
Moreover, since o; is a nonnegative rank-one matrix for every j € {1,..., N}, the

10
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same is true for A ,0;A; 5. Therefore (see Remark 1), for any j € {1,..., N},

there are complex numbers (;(7), .

EXG)E
Ba()B1(5)  18205)1
Bs()B1()  Bs(5)Ba(l)

., Bn(4) such that

Iﬁa( Dl

*
Al20j A1y =

66 BTIAG) BTG

Now, for all j € {1,...

%Qﬂ:—-{(szl‘

, N}, let

2j)Pr2(d) ifi=1+2,

Bi(4) forie {1,2,...

where
)P 1)@ 1G)0)
wOnG) () 20)k0)
5= | wOMG) w06 o)

GG WieG) WG -

Bi(0)B25) Bi(h)Bs(s) -
B2(7)Bs(j) -
o Bs()Ba() | . (18)

o\l +2},

and consider the auxiliary interpolation problem given by {7}/, and {z;}

Jj=b

(i)

By the induction hypothesis, there is a vector polynomial q in S({7;}7_,, {z}}L,)

such that
h(q) < N =nk+1.

Define the vector polynomial

r(2) = Ao T2 (2ng1 — 2)q(2).

Then, for all j € {1,..., N},

(r(z). 0 <q
=@@m@%)=o.

Also, it follows from (17) that

175 (0) AL go N1 A112T142(0) =

11

(19)

(20)

), Do (Zne1 — 27) Af o0 Ao Tiga(2ns1 — 25)q(25))

(21)



Problema de interpolacién 101

Hence

(r(zvi1), onr(znvi)) = <Q(ZN+1), 7}+2(0)A?+20N+1Al+2Tl+2(O)CI(ZN+1)>
=0.

This last equality and (21) imply that r is in S({o;}7", {z;}724"). Moreover, it

follows from (19) and (20), by means of Lemmas 3.2 and 3.3, that
h(r)<nk+1+1=N+1.

Thus, the assertion of the theorem has been proven forn > 3and [ € {0,...,n—3}.
For proving the assertion when [ = n — 2, consider

r(z) == AT (v — 2)q(2)

and, repeating the reasoning above, it is shown that = is in S(n, N +1). Moreover,
since h(q) < nk +n — 2, Lemma 3.3 implies that

MTu(zy1 —2)q) <nk+n—1.

Therefore, Lemma 3.1(c) yields h(r) < N + 1.
The case | = n — 1 is treated analogously with

r(2) == AiTi(2n1 — 2)q(2)
being an element of S(n, N + 1). Again, by Lemma 3.3,
hMTi(zn41 — 2)q) <nk+n—1.

Thus, it follows from Lemma 3.2(b) that h(r) < N + 1.
It is now clear how to finish the proof when n < 3. O

Lemma 4.2. Given an integer m > Nn, there exists a solution p of S(n, N) such
that h(p) = m.

Proof. Let m = (N + k)n+1 with k € NU {0} and [ € {0,1,...,n—1}. Let us
construct a solution p € S(n, N) such that h(p) = (N + k)n + 1.
Define p as follows

p(2) :=(0,...,0, Py1(2),0,...,0)"

where Py 1(2) = 2F ijzl(z —z;) and 21, ..., zy are the nodes of the interpolation
problem (1). It is straightforward to verify that p is solution of S(n, N) and

h(p) = ndeg PV (2) + 1= (N +k)n +1.

12
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O

Note that Lemma 4.2 and (14) imply that there are n vector polynomials in
S(n, N) whose heights are different elements of the factor space Z/nZ. We will
see later on that there are infinitely many solutions for every equivalence class of
the heights.

Lemma 4.3. Fiz a natural number m such that 1 < m < n. Ifry,...,r, are
arbitrary elements of S(n, N), then S(n, N) \ [M(r) + - - -+ M(r,,)] is not empty
and h (S(n, N) \ [M(7r1) + - - - + M(7,,)]) # h(rj)+nk for any j € {1,...,m} and
k€ NU{0}. (In other words, h (S(n,N)\ [M(r1) + -+ M(ry,)]) and h(r;) are
different elements of the factor space Z/nZ for any j € {1,...,m}).

Proof. That S(n, N)\ [M(r1)+---+M(r,,)] is not empty follows from Lemma 4.2
and (14) since m < n. We prove the second assertion by reductio ad absurdum.
Suppose that, for some kg € NU {0} and jo € {1,...,m},

h(S(n,N) \ [M(r1) + -+ +M(r,,)]) = h(r;,) + nko.

Hence, there is g € S(n, N)\ [M(r1) +- - - +M(r,,)] for which h(q) = h(r;,) +nko.
Let p € M(r;,) such that h(p) = h(rj,) + nko. Then, by Lemma 2.1(c), there
is ¢ € C such that h(q + ¢p) < h(q) — 1. Clearly, g + cp € S(n, N) but not in
M(7y) + - - - + M(r,,). This contradicts the fact that g is an element of minimal
height in S(n, N) \ [M(ry) + - - + M(7,,)]. O

Definition 6. Taking into account Definition 5 and Lemma 4.3, for 1 < j < n,
one defines recursively the j-th generator of S(n, N) as the vector polynomial ;
in S(n, N) \ [M; + - - - + M,_;] such that

h(r;) = h(S(n, N)\ [My + - - + M)
and M, := M(r;).

In this definition we have used direct sum (+) since M "M, = {0} for k # [.
This follows from the fact that the nonzero vector polynomials in M, and M[; have
different heights as a consequence of (14) and Lemma 4.3. Clearly, each iteration
of this definition, up to j = n, makes sense as a consequence of Lemma 4.3. Note
also that M + --- + M, does not depend on the choice of the j-th generator.
Indeed, if, along with 7, the vector polynomial q is a j-th generator and g is not
in My 4 - -- + M}, then, taking into account that A(S \ [M; + - -- + M;,_4]) is not
greater than A(S\ [M; +- - -+ M), it is straightforward to verify that Lemma 4.3
yields a contradiction.

13
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5. Characterization of the solutions

This section deals with the properties of the generators of the interpolation
problem given in (1). By elucidating the generators’ properties, we are able to
give a complete description of all solution of the interpolation problem.

Remark 3. Due to Lemma 4.3, and Definitions 5 and 6, one immediately obtains
that
Z/nZ = {h(rl)a ceey h(rn)}

The following simple assertion is used to prove Theorem 5.1 which gives esti-
mates for the sum of the heights of generators.

Lemma 5.1. Let n > 1. For j € {1,...,n}, let r; be the j-th generator of
S(n, N). Then, there are infinitely many complex numbers z such that the vectors
r1(2),...,7u(2) in C" are linearly independent.

Proof. We shall prove the lemma by reductio ad absurdum. By continuity, if
the vectors r1(2),...,r,(z) are linearly dependent everywhere but a finite set of
points, then they are linearly dependent everywhere. Suppose, k € {2,...,n} is
the number for which the vector r4(z) is a linear combination of r1(2),...,7;_1(2)
for every z, but 71(z9), ..., 7r_1(20) are still linearly independent for a certain z.
The latter means that

rank (7“1(20) Ce ’l"k_1<Zo)) =k-1.

By continuity, this rank also equals & — 1 in some neighborhood of zy. Also, by
the hypothesis, for any z € C,

re(z) = i: F(z)ri(z).

Solving this linear system for the unknown Fj(z), the rank of the matrix being

equal to k — 1, we see that for any [ € {1,...,k — 1}, F; is a rational function of
z. Therefore there are scalar polynomials Sy, ..., Sx_1 such that
k-1
So(2)ri(2) = Si(z)ri(z) .

=1

By Definition 6, taking into account (14) and Lemma 4.3, one concludes that all
Sirp (e {1,...,k—1}) have different heights. Hence, by Lemma 2.1(a) there is
loe{1,...,k— 1} such that

h(Sorx) = h(SiyT1,) (22)

14
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but according to (14) and Lemma 4.3 the r.h.s and the 1. h.s of (22) are different
elements of Z/nZ. This contradiction finishes the proof. ]

Theorem 5.1. Let n > 1. Forl € {1,...,n}, let r; be the l-th generator of
S(n,N). Then, for any m € {1,...,n},

zm:h(rl) gNm+w.

=1
In particular, when m = n, this gives an estimate of the sum of all generators.

Proof. The proof is carried out inductively with respect to m. For m = 1, the
assertion has already been proven in Theorem 4.1.

Step 1. (m=1~»m = 2)
Let N; be an integer such that

0 S N1 S N and h(’l"l) =N — N1 . (23)

Since r; is a solution of minimal height of the interpolation problem given by

{o;}72, and {z;}},, it turns out that 7 (Z) does not vanish for any Z # z, ..., 2.

Indeed, otherwise r1(z)/(z — 2) would be a solution of the interpolation problem

whose height is less than h(r;). Thus, choose the numbers zy 1, ..., 2y+n,+1 €ach

one of which is not equal to z1,...,zy, and consider the interpolation problem
N+N; 41 N4+N;+1 : .

{oi )2 and {z;};Z7"'"", where the new matrices o; are given by

IRi(z)]”  Ri(z)Ralz) Rilz)Rs(z) ... Ri(z)Ra(z)
Ro(z)Ri(z)  |[Ra(z)]P  Ra(2)Rs(z) ... Ra(z)Ra(z)

o, = | Rs(z)Ri(z) Rs(z)Ra(z)  |Rs(z)P ... Rs(z)Ru(z) | (24)
Ra()B(e) Rale)Bale) Ru(e)To(5) - Rl

for j = N+1,..., N+ Nj + 1. Here the notation r1(z) = (R1(2), ..., R.(2))" has
been used. According to Theorem 4.1, there is 7 in S({Uj};.v;{NlH, {zj};y:tNIH)
such that

h(r) <N+ Ny +1. (25)

Let us show that » ¢ M;. To this end, suppose on the contrary that r(z) =
S(z)r1(z) for some nonzero scalar polynomial S. Taking into account (24), it is
straightforward to verify that, for j = N4+ 1 ..., N + N; + 1, one has

(S(z)71(2), 035 (23)r1(23)) = 1S(z)]° (Ru(z)P + -+ + | Ru(2) %)

15
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Therefore, by the way the nodes {z]};V: Jg\,]\ﬁf ! have been chosen, the following

should hold

S(zn+1) = = S(ensm+1) =0.
Thus, degS > N; + 1. This inequality together with (3) and (23) imply that
h(r) > N — Ny + n(N; + 1) which contradicts (25). Finally, observe that = is in
S{o; 1l {215

Step 2. (m>1~>m+1<n)

Since the assertion is assumed to be proven for m > 1, one can define recur-
sively the numbers Ny, ..., N,, such that for any [ € {1,...,m}, the following
holds

h(’l"l) =N+ (l - 1) + Nl,1 — Nl s (26)

where it is assumed that Ny = 0. We shall prove that there is a vector polynomial
T in S({Uj}év:l, {z j\;l) such that

h(r) < N+m+ N, and »r¢M;+---4+M,.

From this, the assertion of the theorem clearly will follow.
Consider set [ :={N +1,...,N +m+ N,,} and the sets

Li:={N+1,...,N+ L + 1},
ILy:={N+L +2,....,N+ Ly + 2},

ILy:={N+4Lyn+m,...,N+m+N,},

where

k .
Lk :Z\\m—]‘}'l‘F]\j;n"—N]—N]_lJ .
j=1

Here [-] is the floor function and it is again assumed that No = 0. Thus, {;}7,
is a partition of I, i.e.,

I=JI; and j#l = LnL=0.
j=1

Let zp € C be such that the vectors r1(zp), . . ., 7, (20) are linearly independent.
The existence of such number is provided by Lemma 5.1. Since the entries of each
of those vectors are polynomials, the vectors ri(2),...,r,(z) are also linearly
independent for any z in a neighborhood of z;. Take the points zx11, ..., 2N +m+n,,

16



106 Articulos

in this neighborhood such that

{ZN+1, e ,ZN+m+Nm} N {Zl, .. .,ZN} - @,

and define the vectors a(j) = (a1(j),...,@,(7))" in such a way that, for each
le{l,...,m},

(a(j),m(z)) #0 and  (a(j),mk(z)) =0 (27)
for kin {1,...,m} \ {{} and j € I;. Note that the linear independence of the
vectors r;(z;) for any [ in {1,...,m} and j € I guarantees the existence of a(j),

7 € I, with the required properties.
For j € I, define the matrices o; using (10) with the numbers a4 (j) given above

: . : : N+m+N, N+m+Npm,
and consider the interpolation problem given by {o;};27™ "™ and {z; };Z)"" .

By Theorem 4.1, there is r in S({c; ;y:ﬁerN'”, {% é\r:ﬁerN) such that h(r) is not

greater than N +m + N,,. It turns out that = is not in M + - - - + M, because
if one assumes

r(z) = ) Sp(z)ra(2) (28)

with Sy (2) being a scalar polynomial (k € {1,...,m}), a contradiction will follow.
Indeed, one verifies from (27) and (28) that

(r(z),o5r(z)) =0 for jel,
implies that
either S;=0 or degS >L—Li1+1 (Ly=0) (29)
fori e {1,...,m—1} and
either S, =0 or degS,,> N, — L, 1+1.

On the other hand, taking into account (3), Lemma 2.1(a), and Lemma 4.3, one
obtains after straightforward calculations that

degS) < L;— L,y forled{l,...,m}. (30)
It follows from (29) and (30) that
Si(z)=--=85,1(2) =0.

Analogously, to prove that S,, = 0, one shows that degS,, > N,, — L,, + 1 is
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incompatible with (30) for [ = m. This is done by verifying that
Ny —Lp+1>0. (31)

In view of (26) and Lemma 4.3, the numbers m — j + 1+ N,,, + N; — N;_,, for
j € {1,...,m}, are different elements of the space Z/nZ. Therefore there exists
a permutation {ai,...,a,} of {0,...,n — 1}, such that

{m—j+1+Nm+Nj—Nj1J :m—j+1+Nm+Nj—Nj,1—aj.

n n

There is at most one j in {1,...,m} such that a; = 0. Moreover,

doa=d (-1,

Thus, the 1. h.s. of the inequality (31) can be rewritten as follows

+1.
. n
7j=1
Since .
Z(m—j—i—l—aj)gm,
j=1
one has
" m—j—l—l—l—Nm—i—Nj—Nj_l—aj
N. —
-3 : o
7=1
“m+N,, + N, — N,_4
> N,, — s J J
> N Z - +1
7j=1
N,
ZNm—m+<m+ ) +1>0.
In the last inequality, it has been used that m 4+ 1 < n. Ol

Theorem 5.2. Let r; be the j-th generator of S(n, N). It holds true that

,Zi;h(Tj):Nn—Fw'

18
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Proof. Because of Theorem 5.1, it suffices to show that

ih(rj) > Nn+ @ (32)

j=1
Suppose that this is not true and define
Q(z) :=det (r1(2)...7.(2)) ,

where (71(2)...7,(2)) is the square matrix with columns given by the vectors
r1(2),...,7,(2). For the entries of the generators, we use the notation

. i t
rj(z):(Rgﬂ,...,R,(g)) vie{1,....n}.

It follows from Definition 2, that for any 7 in {1,...,n}, thereis I(j) € {1,...,n}
such that '
h(r;) = ndegRl(g}) +1(5)—1.

Moreover, by Lemma 4.3, when j runs through the set {1,...,n}, [(j) also runs
through {1,...,n}. Therefore,

> hir) =0 > deg R 436 1)
j=1 j=1 j=1

Thus the negation of (32) imply that

n

> degR{]) < N. (33)
j=1

On the other hand, since the interchanging of two columns of a matrix leads to

multiplying the corresponding determinant by —1, it is clear that for calculating

the degree of the polynomial (), one could use any arrangement of the vectors r;,
j€{1,...,n}. Thus,

deg Q(z) = degdet (ri-1(1)(2) ... -1 (2)) -

Note that in this arrangement of the columns the diagonal elements of the matrix
are the polynomials that determine the height of the generators. Hence, it is
straightforward to verify that deg (@ is the sum of the degree of the diagonal

19



Problema de interpolacién 109

elements of (1-1(1)(2) ... 71-1(,)(2)), that is,
degQ(z) =Y deg B!}, (34)
j=1

and, by (33), this is < N.
Now, fix a node of interpolation z;, and observe that, since r; is in S(n, N) for
all 7 € {1,...,n}, one has

Zak(ZO)RI(cj)(Zlo) =0, J€ {Lvn}
k=1

By construction, this system has a solution, that is, the determinant of the sys-
tem vanishes, so Q(z,) = 0. Since the interpolation node z;,, was arbitrary, one
concludes that

Qz1) = =Q(xn) =0.

These equalities, together with (33) and (34), imply that Q(z) = 0 which contra-
dicts Lemma 5.1. O

Theorem 5.3. Let n > 2. Any element p of S(n, N), can be written in the form

p=>_ Sr;,
7=1
where S; is a scalar polynomial and r; is the j-th generator of the interpolation
problem (j € {1,...,n}).
Proof. For j € {2,...,n}, consider the sets

B :={meN: m=h(ry) +nl+1, where k < jand l e NU{0}} ,
Ay :={1,2,...,h(r1)} , (35)
.Aj = {h(’l"j_1) + 1, ce ,h(’l"j)} \ Bj .

Now, define the sequence {g,}, .y as follows

ek(z) for k € U?:lAj)
gk(z) = 1 o
Z'ri(z) for k=h(r;)+nl+1,

where ey, is given in (4). Note that h(g,) = k — 1. Therefore, by Theorem 2.1, we
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have that {g,},.y is a basis in IP. So, any p € S(n, N) can be written as

b= Z Cig;

jeN
= Z Z Ccp€er + Z S]"I’j s (36)
Jj=1 keA; j=1
where S; is a scalar polynomial. Since p and Z;‘;& Sjr; are in S(n, N), one has
that .
>3 e )
j=1 k€A;
is in S(n, N).

Let us show that (37) is a trivial solution. Suppose on the contrary that (37)
is nontrivial, i.e., there is k € Uj_; A; such that ¢ # 0. Let

ko := gljagi{k €A ¢ #0}

and A;, be such that kg € Aj,. By Lemma 2.1(a) the height of (37) is equal to
ko — 1. Therefore, by (35),

h i Z cyer | < h(rj,)

Jj=1 keA;
and, by construction,
n
Z Z cker & My 4 -+ My,
j=1 kEAj

which contradicts Lemma 4.3. OJ
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1. Introduction

This work deals with the direct and inverse spectral analysis of a class of
finite symmetric band matrices with emphasis in the inverse problems of char-
acterization and reconstruction. Inverse spectral problems for band matrices
have been studied extensively in the particular case of Jacobi matrices (see for
instance [6-8,12,17,20-22,29-31] for the finite case and [9-12,18,19, 32, 33] for
the infinite case). Works dealing with band matrices non-necessary tridiagonal
are not so abundant (see [5,15,16,24,25,28,35,36] for the finite case and [3,14]
for the infinite case).

Let H be a finite dimensional Hilbert space and fix an orthonormal basis
{6k }5_, in it. Consider the operator D; (j = 0,1,...,n with n < N), whose
matrix representation with respect to {dx }2_,, is a diagonal matrix, i. e., D;oy, =
d,(f)dk forall k =1,..., N, where d,(f) is a real number. Also, let S be the shift

operator, that is,
0 k=1,...,N—1
55k — k+1 ) )
0 k=N.

The object of our considerations in this note is the symmetric operator

A = Do + ZSij + ZDJ(S*)j .

J=1 J=1

Hence, the matrix representation of A with respect to {d;}2_, is an Hermitian
band matrix which is denoted by A. Alongside the matrix A, for any j €
{0,...,n}, we consider the diagonal matrix D;, being the matrix representation
with respect to {d;}i, of the operator D;.

We assume that the diagonals satisfy the following conditions. The di-
agonal farthest from the main one, that is D, is such that all the numbers
o dfsl)_l are strictly positive and dip) = --- = dW_ =0 with

l<mi<N-n+1.

It may happen that all the elements of the sequence D,, are positive which we
convene to mean that m; = N —n + 1. In this case, we define m; = N —n+j
for j=2,...,n.

Now, if m; < N —n + 1, the elements d;:f;l;, . 7d§\7:7111rl of D,,_1 behave in
the same way as the elements of D,,, that is, there is mq, satisfying

mp<mg <N-—n+2,

such that dfg;li, o d" ) s 0and diy Y =L = dg\?:ill = 0. Here, it is also

) mo—
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possible that my = N—n+2 in which case d,in_l) >0fork=mi+1,..., N—n+1
and we define m; = N —n+jforj=3,...,n

We continue applying this rule up to some jo < n — 1 such that m;, <
N —n+ jo and mjy41 = N —n+ jo + 1. Finally, we define m; = N —n + j for
J =Jo+2,...,n. In general, the elements of D,,_; satisfy

do A >0, (1.1)
n—j) __ _ 4n—j)
dgnjfl) - dN—7]1+j =0

forj =0,...,j0—1, with mg = 0. In (1.1), we have assumed that m;+1 < m;.
The elements of D,,_;, satisfy

df,’fj;jj{, o dyTR) S 0.

We say that the diagonal D,_; undergoes a degeneration at m;i; for j €
{0,...,750 — 1}. When j, = 0, there is no degeneration of the diagonal D,,.
Note that D, is the innermost diagonal where a degeneration may occur. Ob-
serve also that, in all cases, one has the set {m4,...,m,}.

Definition 1. Fix the natural numbers n and N such that n < N. All the
matrices satisfying the above properties for a given set of numbers {m;}_; are
denoted by M(n, N). Note that in this notation, N represents the dimension
and 2n + 1 is the number of diagonals of the matrices.

An example of a matrix in M(3,7), when m; = 3, my = 5 and m3 = 7 is
the following.

d d d® d® 0 0
dV dY aP d? a0
d? a Y d) a0
A=|d? @ ) a0 4P P
0 d¥ 4P 4V 4d” 4P o

2 1 0 1
o o o d? 4" d” dai)
o 0o o0 o0 o dV 4

o o o O

Here we say that the matrix A underwent a degeneration of the diagonal Dj in
my = 3 and a degeneration of Dy in my = 5. Observe that jo = 2.

It is known that the dynamics of a finite linear mass-spring system is char-
acterized by the spectral properties of a finite Jacobi matrix [13,27] (see Fig. 1)
when the system is within the regime of validity of the Hooke law. The entries
of the Jacobi matrix are determined by the masses and spring constants of the
system [8-10,13,27]. The movement of the mechanical system of Fig. 1 is a

2
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superposition of harmonic oscillations whose frequencies are the square roots of
absolute values of the elements of the Jacobi operator’s spectrum. Analogously,

Figure 1: Mass-spring system corresponding to a Jacobi matrix

one can deduce that a matrix in M(n, N) models a linear mass-spring system
where the interaction extends to all the n neighbors of each mass (see Ap-
pendix). For instance, if the matrix is in M(2,10) and no degeneration of the
diagonals occurs, viz. m; = 9, the corresponding mass-spring system is given in
Fig. 2. If for another matrix in M(2, 10), one has degeneration of the diagonals,

Figure 2: Mass-spring system of a matrix in M(2,10): nondegenerated case

for instance m; = 4, the corresponding mass-spring system is given in Fig. 3.

Figure 3: Mass-spring system of a matrix in M(2,10): degenerated case

In this work, the approach to the inverse spectral analysis of the operators
whose matrix representation belongs to M(n, N) is based on the one used in
[24,25], but it allows to treat the case of arbitrary n. An important ingredient
of the methods used here is the linear interpolation of n-dimensional vector
polynomials, recently developed in [26]. The linear interpolation theory of [26] is
a nontrivial generalization of the rational interpolation theory developed in [15]
from ideas of [24,25]. It is on the basis of this linear interpolation theory that
the results of [24,25] are extended here to band matrices with 2n + 1 diagonals.
Noteworthily, the generalization from the case n = 2 to arbitrary n cannot be
done directly. We had to modify the technique used in the reconstruction of
matrices in M(n, N). Moreover, in contrast to [24,25], the class of matrices

3
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M(n, N) to be reconstructed has been done smaller than the one considered
in [24,25] in order guarantee uniqueness of the reconstruction.

It is known that if there exists a natural number K such that N = Kn,
then a band matrix with 2n + 1 diagonals can be reduced to a tridiagonal block
matrix. However, the spectral theory for tridiagonal block matrices requires
that the off-diagonal block matrices be invertible. The matrices in M(n, N) do
not satisfy this requirement when there is a degeneration of the diagonals. The
technique for recovering a matrix from its spectral function developed in this
paper is applicable to any element in M(n, N) even when N is not an integer
multiple of n.

This paper is organized as follows. The next section deals with the direct
spectral analysis of the operators under consideration. In this section, a family
of spectral functions is constructed for each element in M(n, N). In Section 3,
the connection of the spectral analysis and the interpolation problem is estab-
lished. Section 4 treats the problem of reconstruction and characterization. In
Section 5, we discuss alternative approaches to the inverse spectral problem and
give a comparative analysis with the method given in Section 4. The Appendix
gives a brief account of how to deduce the band symmetric matrix associated
with a mass-spring system from the dynamical equations.

2. The spectral function

Consider ¢ = ZkN:1 ©r0r € H and the equation
(A—z2l)p=0, z€C. (2.1)

We know that the equation has nontrivial solutions only for a finite set of z.
From (2.1) one obtains a system of N equations, where each equation, given
by a fixed k € {1,..., N}, is of the form

n—1 n

n—i 0 i
Z d;_niisﬁk—nﬂ + d; )<Pk + Z dl(c)@kﬂ' = 2Pk, (2.2)
i=0 i=1

where it has been assumed that

or=0, fork<1l, 2.3a)
o, =0, fork>N. (2.3b)

One can consider (2.3) as boundary conditions where (2.3a) is the condition
at the left endpoint and (2.3b) is the condition at the right endpoint.

The system (2.2) with (2.3), restricted to k € {1,2,..., N} \ {m;},, can
be solved recursively whenever the first n entries of the vector ¢ are given. Let

4
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©W(2) (7 €{1,...,n}) be asolution of (2.2) for all k € {1,2,..., N} \ {m;} 1,
such that
(6;,¢ W (2)) =ty, fori=1,...,n, (2.4)

where T = {t;;}7,_, is an upper triangular real matrix and t¢;; # 0 for all
jeA{l,...;n}. In (2.4) and in the sequel, we consider the inner product in H
to be antilinear in its first argument.

The condition given by (2.4) can be seen as the initial conditions for the
system (2.2) and (2.3a). We emphasize that given the boundary condition at
the left endpoint (2.3a) and the initial condition (2.4), the system restricted to
ke {1,2,...,N}\ {m;}~, has a unique solution for any fixed j € {1,...,n}
and z € C.

Remark 2.1. Note that the properties of the matrix T guarantee that the
collection of vectors {go(j)(z)}?zl is a fundamental system of solutions of (2.2)
restricted to k € {1,2,..., N} \ {m;}", with the boundary condition (2.3a).

The entries of the vector ¢)(z) are polynomials, so we denote Pk(j )(z) =
901(6])( ), for all k € {1,..., N}. And, define

B~
—

Q7() = (2 = dR)PINE) = 3 Pl 2) }jcﬂkf*”
k=0
for i € {1,...,n} (it is assumed that the last sum is zero when i = n).

It is worth remarking that the polynomials {P,gj )(z)}sz1 and {Qz(j ()},
depend on the initial conditions given by the matrix 7.
Define the matrix

1
V) Q)
Qz)= | o
D) ... QM(2)

It turns out that for any z where there exists a solution of (2.1), there also
exists a solution of the homogeneous equation

Bi(2)
oz | | =0 (2.5)
Bn(2)

Indeed, since {(p(j)(z)}?zl is a fundamental system for any z € C, the vector

B(z), given by §
=Y B(), 26)



Anilisis espectral para M(n, N) 119

is a solution of (2.2), (2.3a). Thus, using the difference equations (2.2), one
verifies that

(A=2D)B(z) = cr(2)or,

k=1

where

> ﬁj(z)ng)(z) if k=m;, foralli=1,...,n,
cx(2) = 0 J

otherwise .

Therefore, (2.6) is a solution of (2.1) if

Zﬁj (2)QY(2) (2.7)

for all i € {1,...,n}, which is equivalent to (2.5).

Lemma 2.1. Let n(z) := dimker(A — 2I). Then,
rank(Q(z)) =n —n(z).
Observe that n(z) < n for all z € C.

Proof. The proof is straightforward. Having fixed z € C, one recurs to the
Kronecker-Capelli-Rouché Theorem (see [23, Chap.3 Secs.1-2]) to obtain that
the dimension of the space of solutions of (2.5) is equal to n — rank(Q(z)). O

Immediately from Lemma 2.1 it follows that
spec(A) = {z € C:det Q(z) = 0}.
Fix j € {1,...,n}. For ¢\9(z) to be a solution of (2.1), the equation

QY (z0) =0, (2.8)

should be satisfied for any ¢ € {1,...,n}. The conditions (2.8) can be seen
as inner boundary conditions (of the right endpoint type) for the difference
equation (2.2). Note that the degeneration of diagonals gives rise to inner
boundary conditions.

Let {zx}Y_, be a real sequence such that x; € spec(A) and the elements
of this sequence have been enumerated taking into account the multiplicity of
eigenvalues. Also, let a(xy) be the corresponding eigenvectors such that

<Oé(£l7k)70(($l)> = 0, with k,1 € {1,...,N}.
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It follows from Remark 2.1 that
alwr) =Y () () (2.9)
j=1

for any k£ € {1,..., N}. Clearly, by construction

> laj(@i)| >0 forall ke {l,...,N}. (2.10)
j=1

Additionally, since {a(xy)}i, is a basis of H, it follows from (2.4) that

N

> Jay(zx)| >0 forall je{l,... n}. (2.11)
k=1

By (2.7) and the fact that a(xy) € ker(A — 1), it follows that
> 0(2)QY () =0 forallie {1,...,n} (2.12)
j=1

is true.
Now, define the matrix valued function

o(t) = Z Tk (2.13)

where
on(z)]? ar(wr)az () o (Tg) o ()
. aa(xx)on (k) |042(~’.15/c)|2 sz (Tx) o () (2.14)
an(mr)ar () om(ze)on(ze) .. aw(zs))?

is a rank-one, nonnegative matrix (cf. [24, Sec.1]). Note that o(t) = o7 (t)
depends on the initial conditions given by 7.

Remark 2.2. The matrix valued function o(t) has the following properties:
i) It is nondecreasing monotone step function.
i1) Each jump is a matrix of rank not greater than n.

i71) The sum of the ranks of all jumps is equal to N, i.e., the dimension of the
space H.
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For any matrix valued function o(t) satisfying properties i)-iiz), there is a
collection of vectors {a(zy)}_, satisfying (2.10) and (2.11) such that o(#) is
given by (2.13) and (2.14) (cf. [24, Thm. 2.2]).

If T = I, then o4(t) = (6;, E(t)d;) (1,5 € {1,...,n}) where E(t) is the
spectral resolution of A. Indeed,

(0, E(t)d;) = <5i7z (az), ;) 04($l)> = (a(w), 8) (8, )

x <t <t

— Z aj(x)a;(z) = 045(t) .

z <t

Therefore, in this case, the matrix valued function o(t) is the spectral func-
tion of the operator A with respect to 6;,9; (i,j =1,...,n).

Definition 2. The set of all matrix valued functions o(t) given by (2.13) and
(2.14), where the collection of vectors {a(zy)}_, satisfies (2.10) and (2.11), is
denoted by M (n, N).

Note that the matrix valued functions in 9(n, N) satisfy i)—iii) of Re-
mark 2.2.

Consider the Hilbert space Ly(R, o), where o is the spectral function cor-
responding to the operator A given by (2.13) and (2.14) (see [2, Sec. 72]). We
agree that the inner product (-,-) is antilinear in its first argument. Clearly,
the property iii) implies that Lo(R, o) is an N-dimensional space and in each
equivalence class there is an n-dimensional vector polynomial. Define the vector
polynomials in Ly(R, o)

a:() = (@), .. Q" () (2.15)
foralli e {1,...,n}, and
¢
pi() = (P(2), . P (2) (2.16)
forall k € {1,...,N}.
Lemma 2.2. The vector polynomials {p,(z)}4_,, defined by (2.16), satisfy
<pj’pk>L2(]R,(r) - 5jk

forj ke{l,... N}
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Proof.
N
(5 P1) ) = D (Ps(0), oDy (22))
=1
N n n
= Z (Z Ozs(ﬁUz)Pj(S)(:El)> Z OzS(JUZ)P,ES)(:El)
l]:vl s=1 s=1
= (6, @) {alw), 6) = 0,
=1
where it has been used that §, = > " | (a(z;), 8) a(z;). O

Let U : H — Ls(R,0) be the isometry, given by Ud, +— p,, for all
k € {1,...,N}. Under this isometry, the operator A becomes the operator
of multiplication by the independent variable in Ly(R, o). Indeed,

{0k, Ad;) = <Z (@), 00) al), A Y (alxy),6;) a(ﬂ?s)>

= Z 5k,a xz <OZ(ZE1),Z$5 <O‘($S)75j> a(x5)>
= 5k> ($l>75j>

= (P tP)) 1o -

If the matrix T in (2.4) turns out to be the identity matrix, i.e., T = I, then
it can be shown that U™! is the isomorphism corresponding to the canonical
representation of the operator A [2, Sec. 75], that is,

n

ok =U""'p, =Y PP (A);

j=1
forall k € {1,...,N}.

Remark 2.3. The matrix representation of the multiplication operator in
Ly(R, o) with respect to the basis {p,(z),...,py(2)} is again the matrix A.
Thus,

Zdé:n n?—zpk nti(2) + l(gO)pk: ) + Zd Piyi(2) = zpi(2) (2.17)
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for k =1,..., N, where it is assumed that p, = 0 whenever [ < 1. Also, one
verifies that

q; (Z) (Z - d(o pmJ Z d;:] —ZZ’L-Hpm]- —n—H Z dgrzl)]pm]—&-z (218)

for all j € {1,...,n}, where the last sum vanishes when j = n.

T

The relationship between the spectral functions ¢” = ¢ and ¢! for an arbi-

trary T is given by the following lemma.

Lemma 2.3. Fix a natural number N > n. For any n X n upper triangular

matriz with no zeros in the main diagonal T, the spectral function o’ given in
(2.13) satisfies
T 07T =0l

Proof. Let T be n x n upper triangular matrix with no zeros in the main diag-
onal. Then, by (2.9) one has

(0, a(zy)) = Z a;(xz)tiy, Vjed{l,...,n}.

i=1
Now, for the particular case, when T = I, one considers

t,z,] Za T

<t

Therefore, (5;, a(7;))cn = (2;) and

t, Z,] Z Z Oék xT] tk:z Z s(xl)tks . (2.19)

<t k=1

Observe that

o (z)tin

> oh=1 k(T tkn
and by (2.19)
ol (t;i,5) = (T07T) (t;4, 7).
O

An immediate consequence of the previous lemma is the following assertion

10
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Corollary 2.1. Fiz N > n. For any n x n upper triangular matriz T with no
zeros in the main diagonal, one has

7*/d077=/d01:f.
R R

3. Connection with a linear interpolation problem

Motivated by (2.12), we consider the following interpolation problem. Given
a collection of complex numbers {z};_, and {a;(k)}7_, (k =1,...,N), find
the scalar polynomials R;(z) (j = 1,...,n) which satisfy the equation

iaj<k)3j(zk) —0, Vke{l,...,N}. (3.1)

The polynomials satisfying (3.1) are the solutions to the interpolation problem
and the numbers {z;,}2_, are called the interpolation nodes.

In [26], this interpolation problem is studied in detail. Let us introduce some
of the notions and results given in [26].

Definition 3. For a collection of complex numbers zi,...,zy, and matrices

o = {ai(k)a;(k)}7;2; (k€ {1,...,N}), let us consider the equations

(r(zc), o7 (21))cn = 0 (3.2)

for k =1,..., N, where r(z) is a nonzero n-dimensional vector polynomial. We
denote by S = S({ox}2_,, {z1}2_,) the set of all vector polynomials (z) which
satisfy (3.2) (c.f. [26, Def. 3]).

It is worth remarking that solving (3.2) is equivalent to solving the linear

interpolation problem (3.1), whenever r(z) = (R1(2),..., R.(2))".

Definition 4. Let 7(2) = (R1(2), Ra(2), ..., Ru(2))" be an n-dimensional vector
polynomial. The height of r(2) is the number

h(r) = max }{n deg(R;)+j— 1},

je{1,..., n
where it is assumed that deg0 := —oo and h(0) := —oo.
In [26, Thm. 2.1] the following proposition is proven.

Proposition 3.1. Let {g,(2),...,8,,.1(2)} be a sequence of vector polynomials
such that h(g;,) =i —1 for alli € {1,...,m+ 1}. Any vector polynomial r(z)

11
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with height m # —oo can be written as follows

m+1
r(z) = cgil2),
i=1
where ¢; € C for alli € {1,...,n} and ¢y # 0.

Definition 5. Let § be an arbitrary subset of the set of all n-dimensional vector
polynomials. We define the height of S by

h(S) :=min{h(r): r€ S, r #0} .

We say that r(z) in the set S is a first generator of S when

Definition 6. Let M(7) be the subset of vector polynomials, determined by an
arbitrary vector polynomial 7, given by

M(r) := {s(z) : s(z) =S(2)r(z), S(z) is an arbitrary scalar polynomial} .
Note that for all s(z) € M(r), there is a k € NU {0} such that
h(s) = nk + h(r).
In this case k = deg S, where s(z) = S(2)r(2).

Proposition 3.2. ( /26, Lem. 4.3]) Fiz a natural number m such that 1 < m <
n. If the vector polynomials r1(z), ..., Tm(2) are arbitrary elements of S, then

h(S\ [M(7y) + - -+ M(r,,)]) # h(r;) +nk
for any j € {1,...,m} and k € NU{0}. In other words,
h(S\ [M(ry) +---+M(r,)]) and h(r;)
are different elements of the factor space Z/nZ for any j € {1,...,m}.
Due to Proposition 3.2, the following definition makes sense.

Definition 7. One defines recursively the j-th generator of S as the vector
polynomial 7;(z) in S\ [M(7y) + - - - + M(r;_1)] such that

h(rj) = h(S\ [M(ry) + -+ M(r;1)]) .
In [26, Thm. 5.3 and Rem. 3|, the following results were obtained.

12
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Proposition 3.3. There are exactly n generators of S. Moreover, if the vector
polynomials r1(2),...,r,(z) are the generators of S, then

S=M(ry) + -+ M(r,)

and the heights of the generators of S are different elements of the factor space
Z/nZ.

Proposition 3.4. Let r;(z) be the j-th generator of S(n, N). It holds true that

> h(r;) = Nn+ @ (3.3)

Jj=1

Now, let us apply these results to the spectral analysis of the operator A.
To this end, consider the solution of (2.12) as elements of S({o} 1, {zx }i,),
where oy, is given by (2.14).

Lemma 3.1. Fiz j € {1,...,n} and let {x;}Y_, = spec(A), where {x;}1_, is
enumerated tacking into account the multiplicity of eigenvalues. If qj(z) 18 the
vector polynomial given in (2.15), then

a;(2) € S{ow}ilr, {oni) -
Proof. The assertion follows by comparing (2.7) with (2.12). ]

From this lemma, taking into account the definition of the inner product
in Ly(R, o) (see the proof of Lemma 2.2) and Definition 3, one arrives at the
following assertion.

Corollary 3.1. For all j € {1,...,n} the vector polynomial q;(z) is in the
equivalence class of the zero in Ly(R, o), that is,

<qj’qj>L2(]R,g) =0
and, for all T € Ly(R,0),
<T>qj>L2(R,g) =0. (3.4)
Lemma 3.2. Fiz ke {l,...,N}.
i) If mj <k <mjyq, withj=0,...,n—1 and my =0, then

h(Prin—j) = n+ h(py) -

13
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i1) If there are no degenerations of the diagonals, then

hipy,) =k—1, forallke{l,...,N}.

iti) For anyi € {1,...,N} and j € {1,...,n}, the following holds

h(p;) # h(p,,,) +n = hiq;).

Proof. i) The heights of the vector polynomials {p,}i ., are determined re-
cursively by means of the system (2.17). For any m; < k < mjyy, with
j=0,...,n—1, one has the equation

0 n—j
o DA D+ T D = 2y

Since d,(gn_j ) never vanishes, the height of p,,_; coincides with the one of zp,,
this implies the assertion.

1) When there are no degenerations of the diagonals, then m; = N —n+ 1.
So, the heights of the vector polynomials p,, ..., py are determined by i) with
j=0.

i7i) The assertions follows from the recurrence equations (2.17) and (2.18).

O

Lemma 3.3. For any nonnegative integer s, there exist k € {1,...,N} or a
pairj € {1,...,n} andl € NU{0} such that either s = h(p,) or s = h(q;)+nl.

Proof. Due to Lemma 3.2 ), it follows from (2.4) and (2.16) that
hip) =k—1 fork=1,....h(q,). (3.5)

Suppose that there is s € N (s > n) such that s # h(p,) for all k € {1,..., N}
and s # h(q;) +nl for all j € {1,...,n} and I € NU {0}. Let [ be an integer
such that s — nl € {h(p,)}_, U {h(q;) +nl} (j €{1,...,n} and [ € NU{0}).
There is always such an integer due to (3.5) and the fact that h(q,) > n (see
Lemma 3.2 4i7). We take lo to be the minimum of all I's. Thus, there is
ko€ {1,...,N} or jo € {1,...,n}, respectively, such that either

a) s —nly = h(py,) or
b) s —nly = h(q,,) +nl, with [ € NU{0}.

In the case a), we prove that le is not the minimum integer, this implies the
assertion of the lemma. Indeed, if there is j € {1,...,n} such that ky = m;,

14
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then s — nly +n = h(p,,,) +n = h(g;) due to iii) of Lemma 3.2. If there is
not such j, then m; < ky < mj;1, and Lemma 3.2 i) implies s — nly +n =
h(Pr,) + 1 = h(Prgin—j)- R .

For the case b), if s —nly = h(q;,) + nl, then s = h(q,,) +n(l +ly) which is
a contradiction. O

As a consequence of Proposition 3.1, the above lemma yields the following
result.

Corollary 3.2. Any vector polynomial r(2) is a finite linear combination of
{p,(2) : k € {1,...,N}}U{zlqj(z) 1 e NU{0}, je{l,...,n}}.
Theorem 3.1. For j € {1,...,n}, the vector polynomial q]-(z) s a j-th gener-

ator of
S{ortiis: {orti) -

Proof. For any fixed j € {1,...,n}, suppose that there is an element r(z) €
S({ox Ly, () \ (M(g)) T -+ + Mi(g,,)), where gy(2) == 0 such that
h(q;_,) < h(r) < h(g;). Write r as Corollary 3.2, then by Corollary 3.1

N N N
2
0= <"°>7°>L2(R,a) = <Z CkPrs chpk> = Z [
k=1 k=1 k=1

This implies that ¢, = 0 for all k € {1,..., N}. In turn, again by Corollary 3.2,
one has

L2 (R,O‘)

r(z) € M(q,) +---+ M(q,_,)

for j > 1, and r(2) =0 for j = 1. This contradiction yields that g;,(z) satisfies
the definition of j-generator for any j € {1,...,n}. ]

The following assertion is a direct consequence of Theorem 3.1, Proposi-
tion 3.3, and Proposition 3.4.

Corollary 3.3. Let {q,(2),...,q,(2)} be the n-dimensional vector polynomials
defined by (2.15). Then, h(q,),...,h(q,) are different elements of the equivg-
lence class of the factor space Z/nZ. Also,

ilh(qj) —Nn—f—@.

15
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4. Reconstruction

In this section, we take as a starting point a matrix valued function o €
M(n, N) and construct a matrix A in M(n, N) from this function. Moreover,
we verify that, for some matrix T giving the initial conditions, the function o
generated by the matrix A (see Section 2) coincides with . Thus, the results
of this section show that any matrix in M(n, N) can be reconstructed from its
function in M(n, N).

Let o(t) be a matrix valued function in 9t(n, N). Thus, one can associate
an interpolation problem (3.1) which is equivalent to (3.2) (with & instead
of o%). Then, by Proposition, 3.3 there are n generators q,(z),...,q,(z) of
SUEHL (ZY).

Let {e;(z)}ien be a sequence of n-dimensional vector polynomials defined
by

2" 0 0
0 2k 0

€nk+1(2) == 0 1, ennsa(z) = 0 f,...  en(h+1)(2) 1= : - (41
0 0 P

Clearly, h(e;) = ¢ — 1. In the Hilbert space Ls(R,7), let us apply the Gram-
Schmidt procedure of orthonormalization to the sequence {e;(z)}ien. Suppose
that g, is the first generator of the corresponding interpolation problem and
let {f?k}fo) be the orthonormalized vector polynomials obtained by the first
h(q,) iterations of the Gram-Schmidt procedure. Hence, if one defines

h(g1)

S = €en(g)+1 — Z <13¢7 6h(61)+1>L2(R,C~,) i
=1

then, in view of the fact that h(p,) = k — 1 for £ = 1,...,h(q,), one has
h(q,)

en@)+1 = cq; + -3 ¢;p; which in turn leads to
h(qy)

s=cq,+ > Gy (4.2)
k=1

This implies that |[s||;, 5 = 0 since (s,41);,z7 = 0 and s L p, for k =
1,...,h(q,) by construction. One continues with the procedure by taking the
next vector of the sequence (4.1). Note that if p, is a normalized element
given by the Gram-Schmidt procedure, then the next completed iteration yields
a normalized vector p, ;. Observe that if the Gram-Schmidt technique has

16
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produced a vector polynomial of zero norm q of height h, then for any integer
number [, the vector polynomial ¢ that is obtained at the h+ 1+ nl-th iteration
of the Gram-Schmidt process, that is,

t=ent14n — E (D;, eh+1+nl>L2(R,g) p;,
h(p;)<h+nl

satisfies that [[t[|;, 7 = 0 (for all [ € N), due to the fact that

envien =Rig+ > P+ Y. T,

h(p;)<h+1+4nl h(r;)<h+1+nl

where R; is a scalar polynomial with degree k and each r; is a vector polynomial
of zero norm with h(r;) # h + nk.

Since Ly(R, o) has dimension N, then one obtains from the Gram-Schmidt
algorithm the orthonormalized sequence {p, }2_,. Furthermore, the zeros found
by the unsuccesful iterations yields all the generators {g;} ; of the interpolation
problem given by & and also polynomials in S({%}4_,, {Zx }2_,) such that their
height are of the form h(q;) +nl with i € {1,...,n} and [ € N.

Remark 4.1. If one is interested only in the heights of the vector polynomials
py and gq,, then one stops the Gram-Schmidt procedure when g,,_; appears and
use Corollary 3.3.

Due to the fact that

hle,— Z <ﬁiaek>L2(R,a)ﬁi = h(ex), (4.3)
h(p;)<k—1

one concludes that the heights of the set {p,(2)}2_, U {2'q;(2)}", are in one-
to-one correspondence with the set {0} UN. Thus, in view of Proposition 3.1,
one can write any n-dimensional vector polynomial r as

k=1

r(z) = abp(2) + Y Si(2)g,(2),
j=1
where ¢, € C, 5;(2) are scalar polynomials. Also, ¢, = 0, respectively S;(z) = 0,
if h(r) > h(py), respectively h(r) > h(g;). In particular, for k € {1,..., N},

n

P(2) =D cwby(2) + Y Ski(2)@;(2) (4.4)
=1 =1

where ¢ € C and Sy;(2) is scalar polynomial.

17
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Remark 4.2. In (4.4), it holds that, for each k,
i) ar = 0if h(zpy) < h(py),
i) Skj(z) = 0if h(zpy) < h(Sk;(2)q;),
iii) ¢ > 0 if there is [ € N such that h(zp,) = h(p,).

Items i) and i7) are obtained by comparing the heights of the left and right hand
side of (4.4). In item #ii), one has to take into account that the leading coefficient
of e, is positive for £k € N and therefore the Gram-Schmidt procedure yields
the sequence {p, }i_, with its elements having positive leading coefficients.

Remark 4.3. For k£ =1,...,h;. We have that
and, for k > hy
h(ﬁk):k_1+bk7

where by, is the number of elements in the set M(q,) + - - - + M(g,,) obtained by
the Gram-Schmidt procedure and whose heights are less than h(p;). Observe
that by < b,yk, which in turn implies

h(Ppik) > h(Pg) + 7. (4.5)

Therefore, if we take the inner product of (4.4) with p,(2) in Ls(R, o), we
obtain

ax = (P, Zﬁk>L2(R,5) = <Zi)vlvﬁk>L2(R,5) = Cut 5 (4.6)

where (3.4) has been used. Hence, the matrix {cy} ], is symmetric and it is
the matrix representation of the operator of multiplication by the independent
variable in Lo(R, &) with respect to the basis {p,(2)},.

The following results shed light on the structure of the matrix {cu}}j_;.

Lemma 4.1. If |l — k| > n. Then,
e =cr=0.

Proof. For | — k > n, we obtain from (4.5) that h(p;) > h(Pj,,) > h(Py) +n =
h(zpy,). Therefore by Remark 4.2,

Clx = @17 Zﬁk>Lz(R»5) =0.

And similarly for k — [ > n. ]

18



132 Articulos

Lemma 4.1 shows that {clk}{ﬂ;:l is a band matrix. Let us turn to the question
of characterizing the diagonals of {clk}l%:l. It will be shown that they undergo
the kind of degeneration given in the Introduction.

For a fixed number i € {0,...,n}, we define the numbers

d,(f) = Chaik = Chkti (4.7)

fork=1,...,N —i.
Lemma 4.2. Fiz j € {0,...,n—1}.

i) If k is such that h(q;) < h(zpy) < h(q;;1), then d,(cn_j) > 0. Here one
assumes that h(q,) :==n — 1.

ii) If k is such that h(zpy) > h(q,,,), one has that d,(gnfj) =0.

Proof. Fix anumber j € {0,...,n—1}, then any vector polynomial of the basis
{p(2) 1, satisfies either

h(g;) < h(zpy) < h(q;11) (4.8)

h(zp) = Wg;11) - (4.9)

Suppose that k € {1,..., N} issuch that (4.8) holds, then thereisl € {1,..., N}
such that

h(p,) = h(py) +n = h(2py) .

Indeed, if there is no vector polynomial p;(z) such that h(p,) = h(zp,), then
h(zp,) = h(2°q,) for some i < j and s > 1. Therefore h(p,) = h(2°'q,), which
contradicts the fact that the heights of the set {p, };_, U{z'q;}}_, (I € NU{0})
are in one-to-one correspondence with the set NU {0}.

Let fi. be the number of elements of the sequence {g,}2; in M(q,) 4+ --- +
M(q,;) whose heights lies between h(p,) and h(p,) + n. If one assumes that
(4.8) holds, then

=, (110)
This is so because there are n — 1 “places” between h(p,) and h(p,) + n and,
for each generator q;(z) (j € {1,...,n}) the heights of the elements of M(g;)
fall into the same equivalence class of Z/nZ (see Proposition 3.2). By (4.10),
one has

h(zpy) = h(Py) +1 = MPrinys.) = P(Pron_j) -

Therefore, Remark 4.2 i) implies that d,gn_j > 0.
Now, suppose that (4.9) takes place. In this case, one verifies that

fe=j+1. (4.11)
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Let f, be the number of elements in {pi(2)}2_, whose heights lies between
h(p;) and h(p;) +n. Then

h(ﬁmﬁ) <h(p) +n < h(ﬁk-&-ﬁ-{-l) .
Also, it follows from (4.11) and the equality n — 1 = f; + ﬁ that
Py 741) < W(Prin—j—1) < M(Ppin—j) -

Thus h(py) +n < h(Pyy,_;). This implies that (P, ;. Zﬁk>L2(R,&) = 0, which
yields that d\" ) = 0 whenever (4.9) holds. O

Corollary 4.1. The matriz representation of the operator of multiplication by
the independent variable in Ly(R, &) with respect to the basis {p; }i_, is a matriz

in M(n,N).

Proof. Taking into account (4.7), it follows from Lemma (4.1) and (4.2) that the
matrix {cx}p,—; Whose entries are given by (4.6) is in the class M(n, N). [

Remark 4.4. Since the matrix {cy}p,_; is in M(n, N), there are numbers
{m;}, associated with it (see Introduction). This numbers can be found from
Lemma 4.2 which tells us that a degeneration ocuurs when there exists k& €
{1,..., N} such that h(zp;) = h(q;,,) (this happens for each j € {1,...,n —
1}). Thus,

WD) = h(@,). Vi€ (L.}, (112)
It is straightforward to verify that (2.11) is equivalent to the fact that e;(z)
is not in the equivalence class of zero in L(R, o) for i € {1,...,n}. Therefore,

the first n elements of {p,(2)}_, are obtained by applying Gram-Schmidt to
the set {e;(z)}"_ ;. Thus, if one defines

tij = <($7;,]A5j>([:n s Vl,] € {1,...,71}7 (413)

the matrix T = {t;;}7,_, turns out to be upper triangular real and ¢;; # 0 for
all j € {1,...,n}. Now, for this matrix T and A construct the solutions ¢ ()
satisfying (2.4). Hence, the vector polynomials {p,(z),...,p,(2)} defined by
(2.16) satisfy (4.13). In other words

p;(2) =p;(2), Vjie{l,...,n}.

Consider the recurrence equation, which is obtained from (4.4), but only for
the case 7i7) of the Remark 4.2 taking into account (4.7) and Lemma 4.2. That
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is,
0)~ n)~ ~
dﬁ )pl +---+d§ )pn+1 =zpy

dgl)ﬁl + dgo)% +ot dgn)f’nw = 2Dy

~ 0 ~ 1 ~ ~ ~
dggl)—l—npml—l—n + et dfnz—lpnn—l + dgnz—lpnn + dgfl)—lpml—l—kn = ZPm;—1

0 ~ 1 ~ —1)~ ~ ~
ot dini-&-lpml-s-l + d£n3+1pm1+2 +ot d7(77111+%pm1+n + Smy+1191 = 2Py 41

0 ~ 1 ~ —1)~ ~ ~
et dfnl_lme—l + dv(ni—lpmg + dg;—%pmz—Z—l—n + SmQ—l,lql = ZPmy—1

2
(n—2)~

0 ~ 1 ~ ~ ~
iy dgnl—i—lpmz-l—l + dgnl-‘,—lpmz—ﬂ +eee dm2+1pm2—1+n + Z Sm2+1,iqi = ZPmay+1
i=1

(4.14)
Since py(z) and pj(z) satisfy the same recurrence equation for any k in
{1,...,my — 1+ n}, one has

pe(2) =pp(2), VEe{l,...,mi—1+n}.

From the system of equations (4.14), consider the equation containing the vector
polynomial zp,, ,,(z). By comparing this equation with the corresponding one
from (2.17), one concludes

pm1+n(z) = T)m1+n<z) + 5(3)61(2) )

where S(z) is a scalar polynomial, so S(z)g,(z) is in the equivalence class of
zero of Ly(R, 7). Observe that h(p,,, ) > h(5q,) since h(D,,, ;) = h(2Dp, 41)
in the equation containing 2p,, ,,(z) and the height of zp,, ,,(z) does not
coincide with the height of S(z)q,(z). Recursively, for k& > m; + n, one obtains
the following lemma.

Lemma 4.3. The vector polynomials {p,(2)}2_, and {p,(2)}2_, defined above
(see the text below (4.13) and above Remark 4.1, respectively) satisfy that

P(2) = Pi(2) + 7 (2) (4.15)

forallk € {1,..., N}, wherery(z) is in the equivalence class of zero of Ly(R, 7)
and h(ry) < h(py). Therefore,

h(p,) = h(®y), Vke{l,...,N}.
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On the other hand, for the particular case k = my, (4.4) and (4.12) imply
that

ZT)ml = dggl)fnﬁm1 n T+ d 0)pm1 + d(l)pm1+1 ot d(n 1)pm1+n 1 + ’YIQI )
where v, # 0.
In general, one verifies that for all j € {1,...,n}
+ d(l)pm 41 + dg)?J ])pmj—i-n—j + Z Smj,iai + r)/jaj )

i<j
where 7; # 0 and S;(z) is a scalar polynomial. Hence,
’Yjaj - (Z - d(o >pmj <d£s])fn1’5mj—n oot d(l 71§mj—1+
e (4.16)
+d( pm +1+ +d(n me +n— ]+Z‘Sm]zqz
i<j

for all j € {1,...,n}.
Let us define the set of vector polynomials {q,(z),...q,(z)} by means of
(2.18) using {p;(2),...,pn(2)}, as was done in Section 2.

Lemma 4.4. Let q;(z) be j-generator of S({ax}iiy, {Tr}rzy), and q;(z) be
defined as above. Then h(q;) = h(q;) for all j € {1,...,n} and
=Y Si(2)q(z), 8;#0, (4.17)
i<j
where S;(z) are scalar polynomials.

Proof. Tt follows from (2.18), (4.15) and (4.16) that

q;(2) =7;q;(2) +8;(z), forallje{l,...,n}, (4.18)

where §;(z) is in the equivalence class of the zero of Ly(R, ) and its height is
strictly less that the height of q;(2) since, due to (4.12), the height of g;(z) is
strictly greater than the height of any other term in the equation with & = m;
in the system (4.4). Thus, h(q;) = h(q,) for all j € {1,...,n}.

Equation (4.18) also shows that q;(z) € S({o%}i,, {Zr}h-,) and, due to
Proposition 3.3, (4.17) is satisfied. O

Lemma 4.5. Let 7(z) and s(z) be any two n-dimensional vector polynomials.

22
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Then,
<T>S>L2(]R,U) = <r78>L2(]R,3) :

Proof. Any vector polynomial 7(z) can written as

9= apl)+ Y Si(2)a(2)

where ¢x = (7, Py) 1,1,y and S;j(z) are scalar polynomials. Thus,

N
> ap + Z qu],pk>
L2(R,5)

(" D) L, (m5) =
=1

(
<§:cl P +7) +Zs (ZS,ql> pk>L2(M)
-

=1 i<j

api; Pk> = Ck .
Lo(R,5)

HMz

O

For the functions o(t) and &(t) in 2M(n, N) consider the points x and Ty,
where, respectively, o(t) and o (t) have jumps o and 0. By definition, k takes
all the values of the set {1,..., N}.

Lemma 4.6. The points where the jumps of the matrices o(t) and o(t) take
place coincide, 1. e.,

xp=1xy, forallke{l,... N}.
Proof. Define the n-dimensional vector polynomial

N
Hz—xl ez

=1

(see (4.1)). Therefore,

WE

(r, T)LQ (Ro) = (r(zk), oxr(2k))en = 0.

b
Il

1

23



Andlisis espectral para M(n, N) 137

Now, if one assumes that {Z;}2_, \ {zx}i, # 0, then

N

(r7)ws = Z (r(zk), okr(Tk))cn > 0
k=1

due to (2.11). In view of Lemma 4.5 our assumption has lead to a contradiction,
so {Tp}N_, C {xx},. Analogously, one proves that {z; Y, C {7} . O

Lemma 4.7. The jumps of the matriz valued functions o(t) and o(t) coincide,
namely, for all k € {1,..., N},

O = 51@ .
Proof. Define, for each i € {1,...,n}, the n-dimensional vector polynomial by
N
rri(2) == H(z —xz)e;(z).
2k
Thus, for all 4,7 € {1,...,n},
N N N
(ki Tkj>L2(R,U) = Z (Pri(Ts), 05k (Ts) ) e = Z (s — )| e (@s) oy (ws)
s=1 s=1 f;zéllg
N
= H |2k — $l|2 () o (@) -
=1
I#k
Analogously,
N
2=~
(Pris i) Ly = L on — oil* @swa)a; ()
2k

where Lemma 4.6 was used together with the fact that the numbers a;(zy)
define the entries of the matrix oy (see (2.14)). Therefore, by Lemma (4.5)

op =0y, foralke{l,... ,N}.
(]

Thus, with the help of the above results, one can assert the following theo-
rem.
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Theorem 4.1. Let 5(t) be an element of M(n, N) and {cu}y =y € M(n,N) be
the corresponding matrix that results from applying the method of reconstruction
to the matriz valued function o(t). If A is the operator whose matriz represen-
tation with respect to the basis {01,...,0n5} in H, is {ckl}kN’l:p then there is an
upper triangular real matriz T with no zeros in the main diagonal such that the
corresponding spectral function o(t) for the operator A coincides with o (t).

Remark 4.5. Let A be in M(n, N) and A be the corresponding operator. De-
note by Vj the unitary operator whose matrix representation with respect to the
canonical basis is diag{e, ... eV} with 6, € [0,27) for any k € {1,...,N}.
Define

B =V, AVj . (4.19)

By the fact that (1.1) holds, the matrix representation of B is in M(n, N) if
and only if 6, = 0 for all k € {1,..., N}. Thus, within the family of unitarily
equivalent matrices corresponding to the operators (4.19), there is only one
element in M(n, N).

On the basis of the previous remark, Theorem 4.1, can be paraphrased as
follows: the spectral function of a matrix in M(n, N) uniquely determines the
matrix itself. In other words, a matrix in M(n, N) can be uniquely recovered
from its spectral function.

5. Alternative inverse spectral methods

For Jacobi matrices there are two ways of recovering the matrix from the
spectral function p. The first one is based on the fact that the sequence of
orthonormal polynomials, constructed via the application of Gram-Schmidt
procedure to the sequence of functions {t*=1}2° | in Ly(R, p), determines the
entries of the matrix (see [1, Chap. 1, Sec. 1 and Chap. 4 Sec. 2] and [34, Sec. 1].
The second method uses the fact that the asymptotic expansion of the m-Weyl
function corresponding to p yields the matrix entries [12, Sec. 3]. In the case of
tridiagonal block matrices, these two methods also work with some restrictions.
Indeed, consider a finite tridiagonal block matrix

Q B 0 0
B, @y By . :
0 BQ QB - 0 ’ (5'1)
STl e . B,
0 ... 0 Bg_1 Qg
where By, is invertible for all k = 1,..., K —1. According to [4, Chap.7 Sec. 2.8],
one recovers the matrix entries @)q,...,Qk and By,..., Bx_1 from a matrix
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valued function obtained from the spectral function. This corresponds to the
first method outlined above. There is also an analogue of the second method
which is based on the function M (z) given by [4, Chap.7 Eq. 2.63] which satisfy

M(z)™ = Q) —2I — BiM(2)B;, (5.2)
where M (z) is the function given by [4, Chap.7 Eq.2.63] for the tridiagonal
block matrix obtained from (5.1) by deleting the first block row and block
column. Equation (5.2) is the block analogue of [12, Eq.2.15]. On the basis of
the asymptotic behavior of M , one finds @ and B; By from (5.2). Since, in our
setting, the matrix Bj is upper triangular with positive main diagonal, one can
actually obtain the entries of B; from By Bj. It is possible to obtain the next
matrix entries by considering (5.2) for the next truncated matrix.

Any matrix of the class M(n, N) can be written as (5.1) whenever N/n = K.
Note that if a matrix in M(n, N) undergoes degeneration, then there is kg such
that By is not invertible for all k = ky,..., K — 1. Thus, the methods cited
above can be used for the inverse spectral analysis of the elements of M(n, N)
which, do not undergo degenerations and for which N/n € N.

The procedure developed in Section 4 is applicable to the whole class M(n, N),
which shows that it is more general than the methods described above. In the
reconstruction technique of Section 4, degenerations can be treated on the ba-
sis of the solution of the linear interpolation problem for n-dimensional vector
polynomials.

Appendix

This appendix briefly describes how Newton’s laws of motion and the Hooke
law yield a finite difference equation which can be written by a finite band
symmetric matrix.

Consider the finite mass-spring system given by Fig. A, where we have as-
sumed that N is even.

Figure A: Mass-spring system of a matrix in M(2, N): nondegenerated case
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In Fig. A, m; and k;, k} stand, respectively, for the j-th mass, the j-th
spring constant connecting immediate neighbors, and the j-th spring constant
connecting mediated neighbors.

Due to the Hooke law, the forces F; acting on the masses m; are given by

Fy = ki Tive + ki@ 4 (R + Ky ki + Ey)a + kv + k2.

This system of equations, due to Newton’s second law, can be written as

Mi = Kz, (A1)
where

ay ko ké 0 0

kz g k‘g kg 0

m1
me Ky k ke -0
_ _ 5 ks az ks
M - ( ) K - 0 kg ks oy k;V—l
myn . . .
: . kn
0 .. 0 k§V—1 kN N

with c; = — (ki1 + k., +ki+&/_,). The system (A.1) is equivalent to U = LU,
where U = M'/2X and

!
g ko kg

— 0 0
myp  Jmimg mim3
/
ko g k3 k3 0
Jmimg  my  \Jmgmz  Jmgmg
/ .
by k3 a3 ks .. 0
_ _ /mim3 /mym3 m3 m3my
Lzy‘{ 1/2K7‘{ 1/2: ) N
0 k3 kg g )\ B
VML /T3 my VN —2MN
kN
VMN—1TN
0 0 K1 oy oN
VMN—2MN /MN_1TN mN

Thus, according to our notation, the diagonals are given by

© ki1t Kk kL

d;’ = m (A.2)
dyz—ﬁi— (A.3)
V111
K’
(2) _ +1
dy’ = —— (A4)

VM2

The eigenvalues of this matrix determine the frequencies of the harmonic oscil-

lations whose superposition yields the movement of the mechanical system.
For Jacobi matrices, viz. when the masses are connected only with their

immediate neighbor, it is possible to give a finite continued fraction which
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yields the quotients k;/m; for any j from the quotient k;/m; [10, Rem. 11]
(see also [27, pag.76]). This reconstruction is physically meaningful. In the
general case, one can construct the following continued fractions from (A.2),
(A.3), and (A.4). Note that the first equation reduces to the continued fraction
of [10, Rem. 11] when &k = 0.

D)2 s (1) 4(2) M1 4(2) (1) e (2) (2)
kjv1 +k; (dj ) + m]fldj dj” + J_d'— d; +\/ ﬁd 4

1]

mji+1 d(o) + k; +k] 1
mj
(A.5)
2 2 (1) 4(2) 4(2) (1) 4(2) 4(2)
JMY 4 Ko (g0 L i K ik dVd?d?,
J kjt1 \"J Kiorodll, kjki_ 4,
- d(»o) kj+k)_,
J mj
(A.6)
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1. Introduction

In this note, the direct and inverse spectral analysis of a class of infinite sym-
metric band matrices, denoted M (n,00), is carried out with emphasis in the
inverse problems of characterization and reconstruction. The matrices under
consieration, defined in the paragraphs below, arise from difference equations
with initial and left endpoint boundary conditions together with the so called
inner boundary conditions. Inner boundary conditions are given by degenera-
tions of the diagonals (see below in Definition 1 and above of (2.4)). Each matrix
in M(n, 00) generates uniquely a closed symmetric operator for which we give a
spectral characterization. More specifically, we provide necessary and sufficient
conditions for a matrix-valued function to be a spectral function of the oper-
ators stemming from our class of matrices (see Definition 4 and Theorems 5.1
and 5.2). As a byproduct of the spectral analysis of the operators corresponding
to matrices in M(n, o) we find and if-and-only-if criterion for degeneration in
terms of the properties of polynomials in a Ly space (see Theorem 3.1).

Although the inverse spectral problems for Jacobi matrices have been stud-
ied extensively (see for instance [7-9,14,19,22-24,34-36] for the finite case and
[10,11,13,14,20,21,37,38] for the infinite case), works dealing with band matri-
ces non-necessary tridiagonal are not so abundant (see [5,17,18,27-29,32,40,41]
for the finite case and [3,16] for the infinite case).

Let H be an infinite dimensional separable Hilbert space and fix an or-
thonormal basis {J;}72, in it. We study the symmetric operator A whose ma-
trix representation with respect to {Jx}72, is a symmetric band matrix which
is denoted by A (see [2, Sec. 47] for the definition of the matrix representation
of an unbounded symmetric operator).

We assume that the matrix A has 2n + 1 band diagonals, that is, 2n + 1
diagonals not necessarily zero. The band diagonals satisfy the following con-
ditions. The band diagonal farthest from the main one, which is given by the
diagonal matrix diag{d,&n)}z":h denoted by D,, is such that, for some m; € N,

all the numbers d\"™, ... ,df;‘f,l are positive and d,(gn) =0 for all k> m; with

my; > 1. (11)

It may happen that all the elements of the sequence {d,in)} keN are positive which
we convene to mean that m; = oo.

Now, if m; < oo, then the elements {dﬁfﬁi}zil of the diagonal next to the
farthest, D,,_1, behave in the same way as the elements of D,,, that is, there is
mo, satisfying

my < mg, (1.2)
such that di:;:f, e dfg;_lf > 0 and d\""V = 0 for all k > my. Here, it is also

possible that ms = 0o in which case d,(ﬁn_l) > 0 for all & > m,.

1
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We continue applying the same rule as long as my, ..., m; are finite. Thus,
if m; < oo, there is m;, 1, satisfying

my < My, (1.3)

such that dfgj:fi, . ,dﬁ‘;ﬂ’_l > 0 (here we assume that m; + 1 < m;;;) and

d,(cn_j) = 0 for all & > mj1. If mj = oo, then d,(cn_j) > 0 for all k& > m;.
Eventually, there is jo < n — 1 such that m;,4; = oo.

—— degenerations

L Zeros
- | real numbers

m positive numbers

Definition 1. For a natural number n, the set of matrices satisfying the above
properties with a given set of numbers {m;}72, is denoted by M(n,cc).

As long as j < jo — 1, we say that the diagonal corresponding to D, _;
undergoes degeneration at m;,;. Note that the diagonal corresponding to D,,_;,
do not degenerate. Also, jo defines the number of degenerations that the matrix

A has.

Remark 1. Define the number ng := n— jo. Note that the “tail” of the matrix,
that is, the semi-infinite submatrix obtained by removing the first ng 4+ m;, — 1
columns and rows, has 2ny+ 1 diagonals and the diagonal D,,, has only positive
numbers.

An example of a matrix in M(3,00), when m; = 3 and my = 5, is the
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following.
d” dV d® d® o0 0o o0

dV Y ds? a4 o o
d? d d” 4P 4P 0 o
d® da? a0 Y 4P o
0 d) d aY 4P 4P o

2 1 0 1
o o o 4P d @ aV

o o o0 o0 o0 4 4»

Here we say that the matrix A underwent a degeneration of the diagonal D3 in
my = 3 and a degeneration of D, in my = 5. And, note that j, = 2.

It is known that the dynamics of an infinite linear mass-spring system (see
Fig. 1) is characterized by the spectral properties of a semi-infinite Jacobi matrix
[10,11] when the system is within the regime of validity of the Hooke law
(see [15,31] for an explanation of how to obtain the matrix from the mass-spring
system in the finite case). The entries of the Jacobi matrix are determined by
the masses and spring constants of the system [9-11,15,31]. The movement
of the mechanical system of Fig. 1 is a superposition of harmonic oscillations
whose frequencies are the square roots of absolute values of the Jacobi operator’s
eigenvalues. Analogously, one can deduce that a self-adjoint extension of the

Figure 1: Mass-spring system corresponding to a Jacobi matrix

minimal closed operator generated by a matrix in M(n,oc0) models a linear
mass-spring system where the interaction extends to all the n neighbors of each
mass (cf. [29, Appendix]). For instance, if the matrix is in M(2,00) and no
degeneration of the diagonals occurs, viz. m; = oo, the corresponding mass-
spring system is given in Fig. 2. If for another matrix in M(2,00), one has
degeneration of the diagonals, for instance m; = 4, the corresponding mass-
spring system is given in Fig. 3.

In this work, the approach to the inverse spectral analysis of the operators
whose matrix representation belongs to M(n,o0) is based on the one used
in [27-29] which deal with the finite dimensional case. As in those papers, an
important ingredient of the inverse spectral analysis is the linear interpolation
of n-dimensional vector polynomials, recently developed in [30].

3
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Figure 2: Mass-spring system of a matrix in M (2, c0): nondegenerated case

Figure 3: Mass-spring system of a matrix in M (2, 00): degenerated case

This paper is organized as follows. In Section 2, we present the results
obtained in [29] on the spectral measures of the operators corresponding to
finite dimentional matrices being an upper-left corner of a matrix in M(n, c0).
These finite dimensional operators play an auxiliary role in the spectral analysis
of operator A. Later, in Section 3, we construct a matrix valued function for
each element of M(n, oc0) having the properties of a spectral function. Section
4 deals with various criteria for the operator A to be self-adjoint and gives
the spectral function of A touching uppon some of their properties. Finally, in
Section 5, we deal with the problem of reconstruction and characterization.

2. Spectral analysis of submatrices

Fix N > n. The spectral analysis of the operator A is carried out by
means of the auxiliary operator Py, A |3, , where Hy = span{d;}V, and P,
is the orthogonal projection onto the subspace Hy. Note that Py, A [x,
can be identified with the operator whose matrix representation is the finite
dimensional submatrix corresponding to the N x IV upper-left corner of a matrix
in M(n, 00) (cf. (1.4)). We denote the class of these N x N matrices by M(n, N)
and the corresponding operator in Hy is denoted by A N- B

According to [29, Sec. 2|, the spectral analysis of the operator Ay can be
carried out by studying a system of N equations, where each equation, given
by a fixed k € {1,..., N}, is of the form (cf. [29, Eq. 2.2])

n—1 n

n—i 0 i
> ) P + Ao + > dY i = 21, (2.1)
i=0

i=1
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where it has been assumed that

=0, fork<1, 2.2a)
=0, fork>N. (2.2b)

One can consider (2.2) as boundary conditions where (2.2a) is the condition
at the left endpoint and (2.2b) is the condition at the right endpoint.

The system (2.1) with (2.2), restricted to k € {1,2,..., N} \ {m;}}2,, can
be solved recursively whenever the first n entries of the vector ¢ are given. Let
©W(z) (j €{1,...,n}) be asolution of (2.1) for all k € {1,2,..., N}\ {m;},
such that

<c5,-,g0(j)(z)> =tj, fori=1,...,n, (2.3)

where T = {t;;}},_, satisfies
I) Tis n x n upper triangular with real entries.

1) J[— ta # 0.

The condition given by (2.3) can be seen as the initial conditions for the
system (2.1) and (2.2a). We emphasize that given the boundary condition at
the left endpoint (2.2a) and the initial condition (2.3), the system restricted to
ke {1,2,..., N}\{m;}!, has a unique solution for any fixed j € {1,...,n} and
z € C. The degenerations which the diagonals of matrices in M(n, N) undergo
are related to other kind of “boundary conditions”. Indeed, the equations of
the system (2.1), when k € {m; };021, give rise to the inner boundary conditions
(of the right endpoint type) (cf. [29, Eq. 2.8]).

The normalized eigenvectors of the operator A ~ can be decomposed as fol-
lows

afz;) = Z a(21) eV (a) (2.4)

where {2}, =: spec Ay and a;(z;) € C. It follows from (2.1), (2.2), and (2.3),
that

> laj(@)| >0 forall ke {l,...,N}
j=1

and
N

> Jay(zy)| >0 forall je{l,...,n}.

k=1



152 Articulos

The operator A ~ has a matrix-valued spectral function

|a1(1’l)|2 aj(x)as(x) .. ag(x)a,(x)

as(x))aq () \ag(xl)|2 oo (T ()
Z : : . :

(2.5)
\onwdo@) a@a@) ...l

with the following properties:

a) It is a nondecreasing monotone step function which is continuous from the
left.

b) Each jump is a matrix of rank not greater than n.
¢) The sum of the ranks of all jumps equals N.

Note that the matrices in the sum on the r.h.s. of (2.5) are the tensor
o ()
product of the vector ( ) with the complex conjugate of itself.

anixl)
The relationship between the spectral functions o3 for an arbitrary T and
the case T = I is given by the following equation which is proven in [29, Pro. 2.1].

iT*/do}TV‘.T:/da{V:J. (2.6)
R R

Consider the Hilbert space Lo(IR, 03) with the usual inner product which we
assume to be antilinear in the first argument. Clearly, the property c) implies
that Ly(R,0%) is an N-dimensional space and in each equivalence class there
is an n-dimensional vector polynomial.

Define the vectors

p,:=TJe, fork=1...,n, (2.7)

where {ej}}_; is the canonical basis in C", i.e.,

61_<?>,€2_<?>,...76n_<;>. (2.8)

Taking {p, }7_; as initial conditions of the recurrence equation

n—1

S Ao () +dYpe(2) + D dp(2) = 2p(z) . ke N\ {my ¥,
1=0 =1
(2.9)
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where it is assumed that
p,=0, for k<1, (2.10)

one obtains a sequence {p,(z)}32; of vector polynomials. The next assertion is
proven in [29, Lem. 2.2].

Proposition 2.1. For any natural number N > n, the vector polynomials
{p(2)}12,, defined by (2.9), satisfy

<pj7pk>L2(R,a§J\'f) - 5jk
forj,ke{l,...,N}.

Let U : Hy — Lo(R,03) be the isometry given by Udy +— p, for all
ke {1,...,N}. Under this isometry the operator Ay becomes the operator of
multiplication by the independent variable in Ly(R, 03;) (see [29, Sec. 2]).

Define
(n—k) S
q](Z) (Z - d(O) pmj Z drgjfnJrkpm]fnJrk( ) - Zd;@pm +k( ) (211)
k=1

fOI'j S {1, ..,jo}.

Using the same reasoning as in [29, Thm.3.1], one proves that, for any
natural number N > ng+my, (see Remark 1), the vector polynomials {q;(2) };2,
satisfy

(9:95) 1,5.07) = 0- (2.12)

The existence of polynomials of zero norm in Lo(R, o%;) is related to a linear
interpolation problem consisting in the following: Given collections of num-
bers {z}5_, and {a;(k)}}_, (k=1,...,N), find the scalar polynomials R;(z)
(j=1,...,n) wich satisfy the equation

Za] )=0, Vke{l,...,N}.
This is equivalent (see [29]) to finding n-dimensional vector polynomials satis-
fying

(r(2), r(z))LQ(lR’U%) =0, r(2) = (Ri(2), Ra(2), ..., Ru(2))" . (2.13)

In [30] it was found that the solutions of the linear interpolation problem given
by (2.13) are determined by a set of n vector polynomials called generators [30,
Thm. 5.3].



154 Articulos

An important concept in the context of solving (2.13) is the following.

Definition 2. Let 7(z) = (Ry(2), Ra(2), ..., Ru(2))" be an n-dimensional vector
polynomial. The height of r(z) is the number

h(r) := max {ndeg(R;)+j—1},

je{1,...,n}
where it is assumed that deg0 := —oo and h(0) := —oc.

Note that we have defined the vector polynomials {ej}7_, so that
hies) =k — 1. (2.14)

Having the concepts of height of a vector polynomial and generator of the
interpolation problem (2.13) at hand, we invoke results from [29] and [30]. First
we convene:

Convention 1. From now on, we consider the natural number N to be no less
than ng + mj,.

Proposition 2.2. ([29, Thm. 3.1]) The vector polynomials {q;(2) ;021 are the

first jo generators of the linear interpolation problem given by (2.13) (see [29,
Sec. 3]). Moreover, for j =1,...,jo, h(q;) are different elements of the factor

space Z/nZ [30, Lem. 4.3].

The heights of the vector polynomials {p,}72,, ., are determined recursively
by means of the system (2.9). Indeed, for any m; < k < mj 41, with j =
0,...,J0, one has the equation

o dVpp+ dV D+ A D = 2Dy

where we have assumed that my = 0. Since d;"fj ) never vanishes, the height of
Piin—; coincides with the one of zp,. Thus

h(Pyin—j) = n+ h(py) - (2.15)
If there are no degenerations of the diagonals, then (2.15) implies that
h(p,) =k—1, foralkeN. (2.16)

On the other hand, in the presence of degenerations, one verifies from (2.11)
and (2.15) that, no matter which & € N one chooses,

h(py) # h(P,) +1 = h(g;), (2.17)

for any j =1,..., jo.
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Lemma 2.1. For any nonnegative integer s, there exist k € N or a pair j €
{1,...,j0} and 1 € NU {0} such that either s = h(p,,) or s = h(q;) +nl.

Proof. This proof repeats the one of [29, Lem. 3.3]. We have reproduced it here
for the reader’s convenience. Due to (2.15), it follows from (2.7) and (2.14) that

hip,) =k—1 fork=1,... h(q,) (2.18)

(cf. (2.16)).

Suppose that there is s € N (s > n) such that s # h(p,,) for all £ € N and
s # h(q;) +nl for all j € {1,...,jo} and I € NU {0}. Let [ be an integer
such that s —nl € {h(p,)}3>, U {h(q;) +nl} (j €{1,...,j0} and [ € NU{0}).
There is always such an integer due to (2.18) and h(g;) > n (see (2.17)). We
take Iy to be the minimum of all [’s. Thus, there is &’ € Nor j' € {1,...,70},
respectively, such that either

a) s —nly = h(py) or
b) s —nly = h(q,) +nl, with | € NU{0}.

In the case a), we prove that lo is not the minimum integer, this implies the
assertion of the lemma. Indeed, if there is j € {1,...,jo} such that ¥’ = m,,
then s — nly +n = h(p,,,) +n = h(g;) due to (2.17). If there is not such j,
then m; < k' < m;,; and (2.15) implies s — nly +n = h(py) +n = h(Prrnj)-

For the case b), if s — nly = h(q;) +nl, then s = h(q;) +n(l + lo) which is
a contradiction. O]

As a consequence of [30, Thm. 2.1], the above lemma yields the following
result.

Corollary 2.1. Any vector polynomial r(z) is a finite linear combination of

{p;(2) : k e N} U {zlqj(z) leN je{l,....5}}. (2.19)

To conclude this section, we use the canonical basis of C" (see (2.8)) to
define the family of vector polynomials for ke Nand ¢ =1,...,n.

enigi(2) == 2"e; . (2.20)

Observe that
(Canis(®) ns (D ay = [ #1107 G03). 221)

On the basis of Corollary 2.1, one verifies that the matrix moments

Si(T) == /tk do%, fork=0,1,..., {@w (2.22)
R

9
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coincide for any N > N, where [-] is the ceiling function.

Remark 2. Note that, for any natural number k, there exists N € N such that
Sok(T), given by (2.22), is a positive definite matrix.

3. Spectral analysis of infinite symmetric band matrices

In this section, we construct a matrix valued function for each element of
M(n,00) having the properties of a spectral function. To this end, we give
defining criteria for a measure to be a spectral function of a matriz in the class
M(n,o00). By our definition, any spectral function o of A in M(n,c0) is the
spectral function of some self-adjoint extension of the minimal closed operator
generated by A (see [2, Sec. 47]) so that this self-adjoint operator is transformed
by a unitary isometric map, which can be regarded as a Fourier transform,
into the operator of multiplication by the independent variable defined on its
maximal domain in some space Ly(R,0). It is worth remarking that not all
the spectral functions of a matrix in M(n,00) correspond to a self-adjoint
extension Ag of the minimal closed operator generated by A such that Aq C A*
(see Remark 3).

The results of this section and the next one provides a complete description
of all possible spectral functions that can be associated with some element of
M(n,00) by our criteria.

Definition 3. A nondecreasing n X n matrix-valued function o with finite
moments, such that fR do is invertible, is called a spectral function of a matrix
A in M(n, 00) if and only if there exist T satisfying I) and II) such that {p,}?2,
is an orthonormal sequence in Ly(R, ) and, for each j € {1,...,j0}, q; is in
the equivalence class of zero in Ly(R, o).

Note that all the vector polynomials are in Ly (R, o) when o is a spectral func-
tion of a matrix in M(n, 00). Moreover the polynomials are dense in Ly(R, o)
when the orthonormal system {p,}?°, turns out to be complete.

On the basis of the definition above, one can construct an isometric map be-
tween the original space H and the subspace being the closure of the polynomials
in Ly(R, o). This isometric map, which will be denoted by U, is realized by as-
sociating the orthonormal basis {05}, with the orthonormal system {p;}°,,
i.e,, Ud, = p, for all & € N. Furthermore, under this map, the operator A
is transformed into some restriction of the operator of multiplication by the
independent variable. Indeed, if ¢ = Y| k0 is an element of the domain of
A, then f = >7, ¢p, is in the domain of the operator of multiplication by
the independent variable and

UAUf(t) = tf(t).

10
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Lemma 3.1. Let A be an element of M(n,00) and o3, be the matriz valued
spectral function of the corresponding oparator Ay for a fixed matrix T satisfying
I) and II). Then, there exist a subsequence {03, }32, converging pointwise to a
matriz valued function o” in the norm of the n x n-matrices.

Proof. In view of (2.6), the hypothesis of Helly’s first theorem for bounded
operators [6, Thm. 4.3] is satisfied in any bounded interval (cf. [33, Sec. 8.4] for
the scalar case), therefore the statement follows. The generalization of Helly’s
first theorem given in [6, Thm. 4.3] is based on applying the scalar theorem to
the bilinear form of the sequence of operators (for fixed elements in the Hilbert
space) in a diagonal process fashion using the boundedness of the operators
and the seperability of the space. This yields the assertion in the sense of weak
convergence. Using the fact that uniform and weak convergence are equivalent
in finite dimentional spaces, one obtains the assertion. O

The following proposition is obtained by applying [6, Thm. 4.4] to the result

above and taking into account that the matrices o3, are finite dimensional.

Proposition 3.1. (Helly’s generalized second theorem) Suppose that the func-
tion f(t) is continuous in the real interval [a,b], where a and b are points of
continuity of o (t) (see Lemma 3.1). Then there exist a subsequence {03 }3,

such that ,

b
[ rwacho) — [ rwaoe),
a 71— 00 a
where the convergence is in the norm of n X n-matrices.

With these results at hand we prove the following assertions.

Lemma 3.2. There exist a subsequence {0}, }3, such that

/ tk da}{,i = / t* do”
R R

for any nonnegative integer k < [@—‘ (see (2.22)).

Proof. If one assumes that —a < 0 and b > 0 are two points of continuity of
o7 (t), then, it follows from Proposition 3.1 that

1— 00

b b
/ t* do” = lim tk dJ%Z_ .

11
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On the other hand, given a number r such that r» > k, then for r < {@W

LA

trd 'J' HS

where ¢ = min{a, b} and S,(T) = [, ¢ da}{,i (the integral is convergent due to
Proposition 2.1). Thus,

This yields the assertion, when one makes a and b tend to oo in such a way
that —a and b are all the time points of continuity of 7 (¢). O

[1SH (Tl

<
— Crkr

b
Si(T) — / t* do”

—a

From the previous lemma, one directly obtains the following result.

Corollary 3.1. The spectral function o” to which a subsequence of {o3%}3¥_,
converges according to Lemma 3.1 is a solution of a certain matriz moment
problem given by {Sk(T)}32, (see Lemma 3.2 ).

Lemma 3.3. Any A € M(n,00) has at least one spectral function (in the sense
of Definition 3).

Proof. 1t follows directly from Proposition 2.1 and Lemma 3.2 that the vector
polynomials {p,(z)}2,, defined by (2.8) and (2.9), satisfy

<p]"pk>L2(]R,oT) - 6jk

for j,k € N, where o7 is the function given by Lemma 3.1. Now, fix j €
{1,...,J0} and consider N > ng + mj, (see Remark 1). Thus,

0= 10,1}y = [ (a0

By Lemma 3.2 there is a subsequence {03, }32, such that, begining from some

1 €N,
0—/R<qjad0?viqj>—/R<qjad07qj>— la,lI7, g
]

Corollary 3.2. The spectral function o” given in Lemma 3.1 has an infinite
number of growth points.

12
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Proof. If ¢ had finite number of growth points, then Lo(R,¢”) would be a
finite dimensional space and correspondingly the sequence of vector polynomials
{p } would be finite. O

Remark 3. Let A be in M(n,o00) and T be such that o is the spectral func-
tion of A according to Definition 3. If the moment problem associated with o
turns out to be determinate, then there is just one solution and this solution
corresponds to the spectral function of the operator A which turns out to be
self-adjoint [12, Sec. 2]. If the moment problem is indeterminate, then there are
various solutions of the moment problem and each solution ¢ is a spectral func-
tion of A since the sequence of polynomials {p, }32, is orthonormal in Ls(R, o)
for any solution &. In this case, ¢ not necessarily corresponds to the spectral
function of canonical self-adjoint extensions of the operator A (by a canoni-
cal self-adjoint extension of the symmetric operator A we mean a self-adjoint
restriction of A*). Indeed, the solution & is the spectral function of a canoni-
cal self-adjoint extension if and only if the polynomials are dense in Ly(R, 7).
We expect that the spectral function o7, to which a subsequence of {3 }%_,
converges according to Lemma 3.1, be such that the polynomials are dense in
Ly(R,07). This matter, together with other questions on characterization of
the functions o7 will be dealt with in a forthcoming paper.

Definition 4. The set of all n x n-matrix valued functions with an infinite
number of growing points such that all the moments {S;}72, exists and Sy is
invertible is denoted by 9t(n,o00). Besides, M,(n,00) denotes the subset of
M(n, o) for which the sequence of matrix moments generates a determinate
matrix moment problem.

Theorem 3.1. Let A be in M(n,o0) and jo be the number of degenerations of
A (see the paragraph below Definition 1). For any spectral function o of A, it
holds true that:

i) (Case nondegenerate) If jo = 0, i.e., the matriz A does not undergo de-
generation, then there are no vector polynomials in the equivalence class of
the zero of the space Ly(R, o), i. e.,

<T(Z)>T(Z)>L2(R’g) =0<«<=r=0.

i) (Case degenerate) If jo > 0, then all the polynomials qy, ..., q,, are in the
equivalence class of zero and any polynomial r(z) in this equivalence class

can be written as '
Jo

r(z) =) Ry(2)q;(=), (3.1)

=1

where R;(2) is a scalar polynomial.

13
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Proof. First one proves (ii). Suposse that there is a nontrivial vector polynomial
r(2) in the equivalence class of zero with height . Therefore, by Corollary 2.1

r(2) = Y ) + Y] Ri()g,(2). (32

where max{h(p;), max {h(R;q;)}} = r. Furthermore,

" j=1,...0
ek = (r(2),P(2) ymey forallke{l,... [} (3.3)

And, since r(z) is in the zero class, the r.h.s. of the equality in (3.3) is always
zero. Hence, (3.1) holds true.

To prove (i), one uses again (3.2) taking into account (2.16). Then, the
assertion follows from (3.3). O

Remark 4. The assertion ii) of Theorem 3.1 can be interpreted as follows. If
the spectral function of A has a countable set of growth points not accumu-
lating anywhere, then the spectrum of the operator of multiplication consists
only of eigenvalues which, due to the fact that ¢ is an n X n matrix, have
multiplicity not greater than n. Let {z;}°, be the eigenvalues of the multi-
plication operator by the independent variable enumerated taking into account
their multiplicity. Hence the vector polynomials {q; g‘;l are generators of the
interpolation problem

<'I°({El), O’l'l"<$l)>(cn = O, l e N, (34)

where o, is a matrix of the same form as r.h.s. of (2.5) and has the same
properties. Note that (3.4) is a linear interpolation problem with an infinite set
of nodes of interpolation.

4. Spectral functions in the self-adjoint case

The operator A is symmetric and, by definition, closed. In this section, we
are interested in the case when A = A*. So let us touch upon some criteria for
self-adjointness of A.

Our first criterion is based on the fact that any semi-infinite band matrix can
be considered as a block semi-infinite Jacobi matrix. Indeed, any semi-infinite
band matrix with 2n+ 1 diagonals is equivalent to a semi-infinite Jacobi matrix
where each entry is a p X p matrix with p > n. Since the operator A* is
the operator defined by the matrix A in the maximal domain [2, Sec. 47|, the
fact that the operator A is self-adjoint depends exclusively on the asymptotic
behavior of the diagonal elements of its matrix representation A. For any matrix

14
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in M(n,0), consider the semi-infintie submatrix after the last degeneration,
which we called the “tail of the matrix” (see Remark 1). This “tail” can be
seen as semi-infinite block Jacobi matrix.

..... o Q) 4(m0)

... Mg+t ™Mo +1
e . 0 . (ng)
. d7 _

(no) - - (ng)
dm_fo+1 : dig_)jo+3 : dm]po+3
(n0) (0)
0 dm]-0+2 dm]-0+4
(ng) (0)
0 0 dmj0+3 dmj0+5
Let us denote
(0) (no)
dmjo-l—l . dmjo-l—l O 0
*
@ By 0 0 .- () ) 0
Bl Q2 B; 0 . M, +2 mj,+2
X d(no) T d(O) . d(no)
0 32 Q3 Bg _ mjo+1 mjo+3 mjo+3
. (no) .. (0)
0 0 B3 Q4 . 0 dmj0+2 : dmj0+4
. . . . (no) - (0)
O 0 dm]‘0+3 : dmj0+5

where each entry is an ng X ng matrix (ng := n — jo). Clearly, the elements of
the block diagonal adjacent to the main diagonal, i.e., the matrices { By }ren
and {Bj }ren, are upper and, respectively, lower triangular matrices such that
the main diagonal entries are positive numbers.

The following proposition is the analogue of the Carleman criterion [1,
Chap. 1, Addenda and Problems]| for block Jacobi matrices.

Proposition 4.1. ( /4, Ch. 7, Thm. 2.9]) If >°,_, 1/ || B;|| diverges, then A is
self-adjoint.
In [26, Cor. 2.5], the following necessary conditions for self-adjointness are

given

15



162 Articulos

Proposition 4.2. Suppose that, starting from some kg, all te matrices Q) are
invertble. If

lim HQ,;IH =0, and limksup {HQ,;IB/CH + HQ,;lB; P <1,
— 400

k——+o00
then the operator A is self-adjoint.

Another criterion is given by perturbation theory. Indeed, consider the
operators D; (j = 0,1,...,n), whose matrix representation with respect to
{0k }ren is a diagonal matrix, i.e., D;d), = d,(j)&c for all k& € N, where d,(j) is a
real number (see [2, Sec. 47]). Note that D;, given in the Introduction, is the
matrix representation of the operator D; with respect to {Jx}ren. Define the
shift operator S as follows

Sop =0py1, forallkeN,

where by linearity, it is defined on span{d,}7>; and then extended to H by
continuity. Consider the symmetric operator

A =Do+Y S$D;+> DS (4.1)
j=1 j=1

Now, if the operator Y7 S7D;+ 37", D;(S*)7 is Do-bounded with Dy-bound
smaller than 1 (see [39, Sec. 5.1]), one can resort to the Rellich-Kato theorem [25,
Thm. 4.3] to show that A’ is self-adjoint. When this happens, it can be shown
that A = A’

Let us assume from this point to the end of this section that the operator A
is self-adjoint. Our approach to constructing the spectral functions of A is based
on techniques of perturbation theory related with strong resolvent convergence
(see [39, Sec.9.3]).

We begin by recalling the following definition

Definition 5. A subset D of the domain of a closeable operator B is called a

core of B when B [p = B.

Also, we recur to the following known results (cf. [25, Chap. 8, Cor. 1.6 and
Thm. 1.15)):

Proposition 4.3. [39, Thm. 9.16]. Let {By}nen and B be self-adjoint op-
erators on H. If there is a core D of B such that for every ¢ € D there
is an Ny € N which satisfies ¢ € dom By for N > Ny and Byy — By,
then the sequence {(By — zI) ™'} nyen converges strongly to (B — zI)™' (denoted
(By —2I)7! ﬁ (B—2zI)7') for all z € C\ R.

16
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Proposition 4.4. [39, Thm. 9.19]. Let {Bn}nen and B be self-adjoint op-
erators on H, such that the sequence {(Bx — il)™'}yen converges strongly to
(B —4I)~t. Then

EBN(t) N;> EB<t)
e , forall teR such that Eg(t) = Eg(t+0).
EBN(t+O) m EB(t)

Here, as before, Eg, (t) and Ep(t) are the spectral resolutions of the identity of
By and B, respectively.
Recall the finite dimensional operator Ay studied in Section 2 and define

AN Z:A'N@(O),

where O is the zero-operator in the infinite dimensional space H & Hy. For any
N > n, the operator Ay is self-adjoint, so we take advantage of the spectral
theorem. Let us introduce the following notation for the matrix valued spectral
functions

O'N(t) = <6z,
o(t) := (0;,

Ea,(t)d;) forany N >n (4.2
E4(t)d;) (4.3)
Lemma 4.1. The matriz valued functions on(t) given in (4.2) converge to the
matriz valued function o(t), defined by (4.3), at all points of continuity of o(t),
1. €.,

on(t) = o(t), t being a point of continuity of o(t) . (4.4)

—00

Proof. Let lg,(N) be the linear space of sequences with a finite number of
nonzero elements. This space is a core of the operator A. Given an element
© = > 71 Y0k € lgn, one verifies that, for all N > Ny = s +n, Ayp = Ap.
Therefore, the conditions of Proposition 4.3 are satisfied. So, by Proposition 4.4,
one obtains the result. O

Corollary 4.1. For any k € NU {0}, the integral

/ t*do
R

converge. Moreover, fR do s the identity matrix.

Proof. The first part of the assertion is a consequence of Lemmas 3.2 and 4.1.
The second part follows from the fact that o is the spectral function of the
self-adjoint operator A. O

17
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On the basis of the previous result, let us denote

Sk ::/tkda
R

Definition 6. Given the spectral function o of the self-adjoint operator A,
denote

for any k € NU{0}.

oy :=ToT",
where T is a matrix satisfying I) and II) (see the second paragraph of Section 2).

Using (2.6), one obtains

o (t) = o7(t), for t being a point of continuity of o(t), (4.5)

where o3, is the function given in (2.5). It also holds that
TS, T = / th dog == Sp(T). (4.6)
R

Lemma 4.2. For any matriz T satisfying I) and II), the function o3, given in
Definition 6, is in My(n, o).

Proof. 1t follows from [12, Sec. 2] that the sequence {Sj}32, defines a determi-
nate moment problem. In view of (4.6), the sequence {Si(T)}32, also has only
one solution for any 7. O

5. Reconstruction of the matrix

In this section, the starting point is a matrix valued function o € 9 (n, co)
and we construct a matrix A in the class M(n,o0) from this function. Fur-
thermore, we verify that, for some matrix T which gives the initial conditions
(see the second paragraph of Section 2), ¢ is the spectral function of the recon-
structed matrix A. Hence, any matrix in M(n,c0) can be reconstructed from
its function in M(n, co).

Consider the Hilbert space Ly(R, o) with o € 9(n, 00). From what has been
said, either there are polynomials of zero norm in this space or there are not. Let
us apply the Gram-Schmidt procedure of orthonormalization to the sequence
of vector polynomials given by (2.20). If there exist nozero polynomials whose
norm is zero, then the Gram-Schmidt algorithm yields vector polynomials of
zero norm. Indeed, let » Z 0 be a vector polynomial of zero norm of minimal
height Ay (that is, any nonzero polynomial of zero norm has height no less than

18
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hy), and let {p;}I, be the orthonormalized vector polynomials obtained by
the first h; iterations of the Gram-Schmidt procedure. Hence, if one defines

h1
S =€p41 — E <pza eh1+1>pi )

=1

then, in view of the fact that h(p,) =k — 1 for k =1,...,hy, one has e;, 11 =
ar + 3" a;p; which in turn leads to

ha

s:ar—l—zakﬁk. (5.1)
k=1

This implies that [|s]|,,z5 = 0 since (8,7); zz = 0 and s L p; for k =
1,...,h1 by construction. Thus, the Gram-Schmidt procedure yields vector
polynomials of zero norm.

Having found a vector polynomials of zero norm, one continues with the
procedure taking the next vector of the sequence (2.20). Observe that if the
Gram-Schmidt technique has produced a vector polynomial of zero norm q
of height hy, then for any integer number [, the vector polynomial ¢ that is
obtained at the hy + 1 4+ ni-th iteration of the Gram-Schmidt process, this is,

t=en1tm — E <pi7 eh2+1> D;,
h(p;)<h2+nl

satisfies that [|2]|;, 5 = 0 (for all I € N), due to

€hot1+nl = g + Z cip; + Z ri,

h(p;)<ha+nl h(r;)<ha+nl

where R; is a scalar polynomial with degree k and each r; is a vector polynomial
of zero norm with h(r;) # he + nk.

Remark 5. Since ¢ has an infinite number of growth points, the Gram-Schmidt
procedure renders an infinite sequence of orthonormal vectors. Indeed, a finite
set of orthonormal vectors implies that Ly(R, o) is finite dimensional.

The following flow chart shows that the Gram-Schmidt procedure applied
to the sequence (2.20) gives not only the orthonormalized sequence, but also
a sequence of null vector polynomials such that at any step of the algorithm
these two sequences together are a basis of the space of vector polynomials
(see [30, Thm. 2.1] and compare with (2.19)).
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k = h(g;) + nl?,
leN,i=1,...,7

no

yes

Clearly, since the support of the measure is infinite (see Corollary 3.2), one
cannot obtain more than n — 1 null vectors from the Gram-Schmidt procedure
applied to the sequence of vector polynomials given by (2.20). Indeed, if one
finds the n-th vector polynomial g,,, by repeating the argument described above
and taking into account

{hay), ... Wa,)} = Z/nZ,

one obtains that all the vectors provided by this procedure have zero norm
beginning from some vector. This corresponds to an infinite loop in the left
side of flow chart and to a measure with finite support since, in this case,
Ly(R, o) would be finite dimensional.

Lemma 5.1. Any vector polynomial v(z) is a finite linear combination of

{py(2) : ke N} U {zlaj(z) e NU{0},j€{1,...,50}}- (5.2)
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Proof. Note that the vector polynomials defined in (2.20) satisfy that h(e;) =
¢ — 1. Due to the fact that

hlew— Y (Bien)p; | =hier), (5:3)

h(p;)<k—1

one concludes that the heights of the set {p,(2)}2_, U{z'q,(2)}~, (I € NU{0})
are in one-to-one correspondence with the set N U {0}. To complete the proof,
it only remains to use [30, Thm. 2.1]. O

By the argumentation given above and the same resoning used in the proof
of Theorem 3.1 ii), one arrives at the following assertion.

Proposition 5.1. Let ¢ be in M(n,00). There erist at the most n — 1 vector
polinomials {q;}12, (jo < n—1) such that any vector polynomial v of zero norm

satisfies that
Jo
r= Z Rlaz )
i=1

where R;, for any i € {1,...,70}, i a scalar polynomial.

Let o(t) be a matrix valued function in 9t(n, co) and consider the sequences
{Pi}ren and {g;}!2, obtained by applying the Gram-Schimdt process to the

sequence (2.20). Since for any k& € N there exists [ € N such that h(zp,) < h(p,),
one has by Lemma 5.1 that

l

Bu(9) = D abi(z) + D Fis(2)d,(2). (5.4

i=1
where ¢;; € C and Ry;(2) is a scalar polynomial.

Remark 6. By comparing the heights of the left and right hand sides of (5.4),
one obtains the following relations given in items i) and ii) below. To verify
item iii), one has to take into account that the leading coefficient of e is pos-
itive for £ € N and therefore the Gram-Schmidt procedure yields the sequence
{Pi}32, with its elements having positive leading coefficients (cf. [29, Rem. 4]).

i) cn = 0 if h(2py) < h(py),
i) Rij(z) = 01if h(zpy) < h(Ry;(2)q;),

i11) ¢y, > 0 if there is [ € N such that h(zpy,) = h(p;).
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Clearly (recall that our inner product is antilinear in its first argument),

ar = (P, Zﬁk>L2(R,&) = <Zﬁzvﬁk>L2(R,5) = Ckl - (5.5)

In [29, Sec. 3], a reconstruction algorithm is provided for recovering the finite
band matrix associated to the operator Ay from its spectral function. The
proof of [29, Lem. 4.1] proves the following assertion

Proposition 5.2. If |l — k| > n. Then, the complex numbers cx; in (5.4) obey
c=cy =0.

Proposition 5.2 shows that {c}{5—, is a band matrix. Let us turn to the
question of characterizing the diagonals of {c;}75—;. It will be shown that they
undergo the kind of degeneration given in the Introduction.

For a fixed number i € {0,...,n}, we define the numbers

dg) = Ck+ik = Ckk+i (56)
for k € N. The proof of the following assertion repeats the one of [29, Lem. 4.2].
Proposition 5.3. Fiz j € {0,...,jo— 1}.

i) If k is such that h(q;) < h(zpy) < h(q;.1), then d,g"_j) > 0. Here one
assumes that h(q,) :=n — 1.

i) If k is such that h(zpy) > h(q,.,), then d,(cn_j) =0.

Corollary 5.1. Ifcy are the coefficients given in (5.4), then the matriz {cp } 75—,
is in M(n,00) and it is the matriz representation of a symmetric restriction
of the operator of multiplication by the independent variable in Ly(R, 7). (The
restriction could be improper, i. e., the case when the restriction coincides with
the multiplication operator is not excluded).

Proof. Taking into account (5.6), it follows from Propositions 5.2 and 5.3 that
the matrix {cg }79-; is in the class M(n, o0). Now, in view of (5.5), the operator
of multiplication by the independent variable is an extension of the minimal
closed symmetric operator B in Ls(R, o) satisfying

Ckl = @ka Bl~91> .
OJ

Theorem 5.1. Let 7 be an element of M(n,00) and cy; be the coefficients
given in (5.4). Then G is a spectral function of the matriz {cp}35—, according
to Definition 3.
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Proof. Since the recurrence equation for the orthonormal sequence {p, }?°, and
the sequence of polynomials {p, }3°, are related in the same way as in the finite
dimensional case (see [29, Egs. 2.17 and 4.15]), one can use the argumentation
of the proofs of [29, Lem. 4.3]) to obtain that the vector polynomials {p,(z)}3,
and {p,(z)}2, satisty

pi.(2) = Pi(2) +i(2) (5.7)

where |7y, & 7 = 0. Analogously, when jo # 0 it can also be proven that the

vector polynomials {@(z)}j“zl and ~{qj(,z)}~§°:1 satisfy

q;(z) = Y Ri(2)a@i(2), R; #0, (5.8)

i<j

where R;(z) are scalar polynomials (see [29, Lem. 4.4]). Due to (5.7) and (5.8)
{Pp;.}32, is an orthonormal sequence in Ly(R, ) and g; is the equivalence class
of zero in this space for any j € {1,...,70}. O

Theorem 5.2. Let o be in My(n,00) and cy; be the coefficients given in (5.4).
Then there exists T such that o, given in Definition 6, coincides with o.

Proof. According to Theorem 5.1, there is T such that the vector polynomials
{p;}32, are orthonormal in Ly(R,o). Since o is the unique solution of the

moment problem
{ / t’%i&} ,
R k=0

the orthonormal system {p; }72, is a basis and {cy }35—; is the matrix represen-
tation of the operator of multiplication by the independent variable [12; Sec. 2].
Let o be the spectral function given by (4.3) (with A being the operator of
multiplication by the independent variable) and og the function defined in
Definition 6. Since the elements of the sequence {p,}3, satisfy the recur-
rence equations given by the matrix {c }75-; with initial conditions T, for any
k,l € N, there is N sufficiently large such that

(P> P1) = O -
Now, from (4.5) and Lemma 3.2, it follows that ¢ and o5 have the same mo-
ments. 0
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