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Resumen

Se estudia la propagaciéon de ondas eldsticas en medios isdétropos y homogéneos asi como
en medios estratificados. Se realiza un breve estudio de los cristales liquidos, especificamente
de los coléstericos puesto que su estructura es similar a la de los medios estratificados. Se
describe un medio elastico homogéneo e is6tropo a partir de la Ley de Hooke, el medio elas-
tico méas general queda caracterizado por 21 mdédulos eldsticos independientes. Se analiza la
reflexion y refraccion de una onda elastica, plana y monocromatica en un medio homogéneo
e isOtropo y una frontera plana; a partir de ello se deducen expresiones para las amplitudes
de las ondas reflejadas y transmitidas en términos de la amplitud de la onda incidente, el
angulo de incidencia y las propiedades elasticas (mo6dulo de Young y constante de Poisson)
del medio en cuestion. Estas relaciones juegan el papel de coeficientes de Fresnel para ondas
electromagnéticas.

La descripcion de los medios estratificados se hace a partir de la Ley de Hooke, pero en
su representacion de componentes independientes. Se considera que las propiedades de tal
medio varian a lo largo del eje Z, por lo que la ecuacion que los caracteriza es funcién tanto
de la coordenada z como de los modulos elasticos del material. Utilizando esta ecuacion y
la segunda Ley de Newton en su versiéon para medios continuos, se obtiene una ecuacion de
eigenvalores que representa al medio estratificado y a las ondas que se propagan en él. Se
propone como solucion la superposicion de seis ondas, tres propagandose hacia el frente; y las
otras tres propagandose hacia atréas.

Se deducen expresiones para la potencia eldstica transportada por las ondas, para la
corriente de flujo elastica que juega el papel de vector de Poynting en electromagnetismo; y
para la matriz de transferencia que relaciona las amplitudes de las ondas transmitidas con las
ondas incidentes y reflejadas.

Se analiza una onda eléstica incidiendo normalmente en la superficie de un soélido helicoi-
dal, este material es un medio estratificado anisotrépico cuya hélice gira alrededor del eje Z. La
descripcién de este sistema se realiza rotando un angulo ¢z a la ecuaciéon de eigenvalores que
describe al medio estratificado. La ecuaciéon de eigenvalores que caracteriza al solido helicoidal
se resuelve aplicando una rotacion en sentido inverso a la asociada a la geometria helicoidal. Se
obtienen los valores propios asociados a tal ecuacion. A partir de ellos se genera una relacion
de dispersion, es decir, la frecuencia de la onda en funcién del nimero de onda. Al graficar esta
relacion se observa un espectro de bandas fononicas. Para materiales anisotropicos aparecen
bandas de reflexion en tal espectro, las cuales indican que para ciertas frecuencias, las ondas
no se propagan; en cambio, para materiales isotrépicos las bandas de reflexiéon se cierran. Los
correspondientes vectores propios que representan a las seis ondas propagandose en el solido
helicoidal son también obtenidos, adicionalmente se demuestra su ortogonalidad.

VI



Introduccion

Estudios sobre la propagacion de ondas en medios estratificados han sido
de gran interés para los investigadores en los campos de geofisica, actstica y
electromagnetismo. Aplicaciones de estos estudios incluyen importantes areas
tecnolbgicas tales como prediccion de terremotos, mapeo subterraneo de fallas,
exploracion de petroleo y gas, reduccion del ruido arquitectonico; y el diseno de
materiales estratificados avanzados compuestos de fibras. Comun a todos estos
estudios es el grado de interaccion entre las capas, que se manifiesta en forma
de agentes de reflexion y transmision; y por lo tanto dan lugar a dispersion
geométrica. Estas interacciones dependen entre muchos otros factores, de las
propiedades, direcciéon de propagacién, frecuencia, nimero y naturaleza de las
condiciones interfaciales. [1]

Particularmente, la propagacién de ondas actsticas a través de medios estra-
tificados ha sido objeto de un gran estudio tedrico durante los anos pasados. La
motivaciéon de muchos de los primeros trabajos fue el deseo de dar una descrip-
cién precisa de la propagacion de ondas sismicas a través de la corteza terrestre,
cuya densidad y propiedades elasticas varian con la distancia de la superficie de
la Tierra. Para ello se consider6 a la corteza como una pila de capas elasticas
homogéneas, cada una con su propia densidad y moédulo elastico. El estudio
de ondas elasticas propagandose en tales medios se redujo a la solucién de las
ecuaciones de movimiento de la teoria de Elasticidad para el campo de despla-
zamientos en cada capa; y al cumplimiento de las condiciones de frontera en
cada interface. [2]

Los medios anisotrdopicos estratificados son empleados en una gran variedad
de situaciones y la propagacién de ondas alli, es usualmente analizada por mé-
todos matriciales. [3, 4, 5] Utilizando la teoria de Floquet-Lyapunov, es posible
utilizar un método matricial de 6 x 6 para examinar la propagaciéon de ondas
en medios anisotropicos estratificados.[6] De manera breve, un medio estruc-
turalmente quiral puede ser concebido como una pila de placas uniaxiales de

VII



INTRODUCCION VIII

constitucion y grosor idénticos. Cada placa puede hacerse mediante la incor-
poracién de fibras paralelas que se extiende normalmente respecto al espesor.
Las fibras en un placa dada difieren un pequenio angulo fijo en el plano zy con
respecto a las fibras en la placa justo debajo, por lo tanto la direccion de las
fibra varia paso a paso helicoidalmente a lo largo del eje Z. [3]

Dentro de los medios helicoidales més relevantes se encuentran los cristales
liquidos colestéricos que gracias a sus propiedades 6pticas tinicas han sido el
objeto de intensa investigacién durante méas de un siglo. En particular, se han
encontrado soluciones completamente analiticas y exactas para ondas electro-
magnéticas propagandose a lo largo del eje de la hélice. Este tipo de materiales
son comunes en la naturaleza y son faciles de obtener artificialmente; por ejem-
plo, los avances en técnicas de depositacién han permitido fabricar cristales
sblidos teniendo la misma estructura que los cristales liquidos colestéricos e in-
cluso se han podido insertar defectos a partir de los cuales se han obtenido
aplicaciones fotonicas. [7]

Estructuras sélidas helicoidales hechas de materiales anisotrépicos cuyo ten-
sor de elasticidad es girado uniformemente alrededor de z3 son también de
interés para aplicaciones sonicas. Al considerar estructuras helicoidales sin aco-
plamiento entre las deformaciones longitudinales y transversales, se ha encon-
trado que las propiedades de las ondas transversales son muy similares a las
propiedades oOpticas de cristales liquidos colestéricos. [7]

Teniendo como antecedente todo el estudio anterior de los medios estratifi-
cados, en este trabajo se toma como objeto de estudio a un medio estratificado
general y se realiza un andlisis teérico de la propagacién de ondas elasticas a
través de él. De manera especifica, se resuelven las ecuaciones para ondas elas-
ticas incidiendo de manera normal al medio estratificado, las soluciones de tales
ecuaciones son completamente analiticas.

Este trabajo estd compuesto de 4 capitulos y una seccién mas dedicada a
las conclusiones. En el capitulo 1 se hace una descripciéon de los cristales liqui-
dos y sus propiedades, se establece una clasificacién termotroépica, es decir que
depende tnicamente de la temperatura, lo que da lugar a las fases nemaéticas,
colestéricas y esmécticas. Se pone especial atencién y se lleva a cabo una descrip-
cion mas detallada de los cristales liquidos colestéricos ya que su estudio fue la
motivacién para llevar a cabo el presente trabajo. Este tipo de materiales tiene
una estructura similar a la de los medios estratificados helicoidales y lo que se
estudia es la propagacion de ondas electromagnéticas, de ahi que se pretendiera
hacer una analogia al estudiar a los medios estratificados; pero considerando
ondas elasticas.

En el capitulo 2 se revisan conceptos esenciales de la teoria de Elasticidad,
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tales como el tensor de esfuerzos y el de elongacion, asi como la ley generalizada
de Hooke, que es una ecuacién constitutiva que permite escribir al tensor de
esfuerzos en términos del tensor de elongacién, mediante la incorporacion del
tensor de rigidez. De aqui se establece que el medio eléstico méas general tiene
asociados 21 moédulos elasticos independientes y; dependiendo de las simetrias,
este niimero de modulos disminuye.

En el capitulo 3 se estudia la propagacién de ondas elasticas en medios iso-
tropicos. Se analizan primero las ecuaciones de equilibrio para tales medios y
posteriormente se revisan las ecuaciones de movimiento. En la seccién 3.4 se
plantean tres sistemas para los cuales se analiza la reflexion y refraccién de una
onda plana, monocromatica y elastica en un medio con frontera plana. En el
primer y segundo sistema incide una onda longitudinal; en ambos sistemas el
medio de incidencia es el acero; sin embargo, para el primer sistema se tiene que
el medio de transmision es el vacio mientras que para el segundo, el medio de
transmision es un sélido isotrépico distinto. Para el tercer sistema se considera
que la onda incidente es ahora una onda transversal, que yace en un plano per-
pendicular al plano de incidencia, los medios de incidencia y de reflexion para
este sistema son el acero y el cobre, respectivamente. Utilizando la ecuacién
constitutiva de Hooke e imponiendo condiciones de frontera, se obtienen expre-
siones para las amplitudes de las ondas reflejadas y transmitidas en términos
de la amplitud de la onda incidente, el angulo de incidencia y las propiedades
elasticas del medio.

En el capitulo 4 se describe a los medios estratificados a partir de la ecua-
cion constitutiva de Hooke, la cual es escrita en términos de vectores de seis
componentes, que se forman a partir de los seis elementos independientes de los
tensores de esfuerzos y de elongacion. Se estudia también el flujo de energia elas-
tica, y se obtienen expresiones para la potencia instantanea transportada por las
ondas elésticas y para la corriente de flujo de energia eldstica. Adicionalmente,
se toma la ecuacion constitutiva de Hooke en componentes independientes y la
segunda ley de Newton en su versiéon para medios continuos y se obtiene una
ecuacion de eigenvectores en forma matricial que contiene la informacién tanto
del medio estratificado, como de las ondas elésticas que se propagan en él. Se
proponen soluciones para tal ecuacién, encontrandose que la solucién general es
la superposicién de seis ondas, tres propagindose hacia adelante y tres propa-
gandose hacia atras. A partir de ello se obtiene una expresiéon para la matriz
de transferencia, que es la que relaciona las amplitudes de las ondas incidentes
y reflejadas con las amplitudes de las ondas transmitidas. Por ultimo, se con-
sidera el caso de una onda eléastica incidiendo normalmente en la superficie de
un solido helicoidal (que es un medio estratificado helicoidal), se toma la matriz
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de la ecuaciéon de eigenvalores y se encuentran sus valores propios. A partir de
éstos se obtiene la relacion de dispersion, es decir, la frecuencia de la onda en
funcién del niimero de onda. Para graficar la relacion anterior se toman en cuen-
ta dos medios, el primero de ellos completamente anisotrépico y el segundo con
simetria hexagonal, como resultado se observa un espectro de bandas fonénicas.
Finalmente se calculan los vectores propios correspondientes.

Concluimos este trabajo reiterando nuestras contribuciones para lo cual des-
cribimos brevemente nuestra metodologia. Asimismo se mencionan las posibles
extensiones y perspectivas de este trabajo.



Capitulo 1

Propiedades de los cristales
liquidos

1.1. Cristales liquidos termotrépicos

El término cristal liquido es utilizado para referirse a un tipo de materia
que presenta propiedades tales como la fluidez de un liquido, pero al mismo
tiempo sus propiedades Opticas son aquéllas que caracterizan a los cristales
sblidos. También son conocidos de manera més apropiada como mesofases o
fases mesomorficas.

Su estudio inici6 en el ano de 1888 por el botanico austriaco F. Reinitzer,
quién al estar investigando sobre ésteres colestéricos, observo dos puntos de fu-
sion. A 145.5°C “the cholesteryl benzoate” se fusion6 de sélido a un liquido
turbio y a 178,5°C' se torné en un liquido claro. Un comportamiento inusual en
los colores también fue observado; primero un color azul palido aparecié confor-
me el liquido se volvié turbio y después un color azul-violeta brillante conforme
el liquido turbio se cristaliz6. Reinitzer envié estas muestras al cristalografo ale-
méan F. Lehmann, quién observé que dichas substancias fluian como liquidos
y exhibian propiedades 6pticas como las de los cristales. Lehmann primero se
refirié a ellos como cristales fluyentes y posteriormente utilizé el término “cris-
tales liquidos”.[8] Tiempo después, a principios del siglo XX, otros personajes
se fueron sumando para formar parte del desarrollo de los cristales liquidos. A
continuacién se enuncian algunos de los principales contribuyentes respecto al
tema.
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| Afo | Personaje | Aportacion |

1888 F. Reinitzer y F. Lehmann Describen las propiedades
insolitas de los cristales
liquidos.

~1900 D. Volénder Preparé varios centenares
de nuevos cristales
liquidos.

J. Friedel Propone la primera
clasificacion.
S. Oseen y J. Zocher Fundan una teoria de

elasticidad.

71930 | V.K. Frederiks y V.N. Tsvetkov | Investigan propiedades
eléctricas y 6pticas

Como regla, una substancia que presente el estado de cristal liquido debe ser
fuertemente anisotropica en algunas de sus propiedades y al mismo tiempo
exhibir un cierto grado de fluidez que, en algunos casos podria ser comparable
con la de un liquido ordinario. [9]

Con respecto a las moléculas que forman cristales sélidos, se sabe que en
ellos, éstas estan ordenadas mientras que en un liquido no lo estan. La existen-
cia de orden en un cristal es usualmente posicional y orientacional, es decir, las
moléculas estan condicionadas tanto a ocupar un espacio especifico en la red
del cristal como a tener su eje molecular apuntando en direcciones especificas.
Contrario a esto, las moléculas en los liquidos se difunden de una manera desor-
denada a través del contenedor en que sea depositado, con los ejes moleculares
desordenados en todas direcciones.

Ahora bien, si un material molecular compuesto de moléculas anisotrépicas
es calentado en su fase solida, existe la posibilidad de que en el punto de fusion,
el orden posicional de las moléculas se pierda total o parcialmente y algtin grado
de orden orientacional se mantenga. En este caso, la fase que se obtiene es la
llamada cristal liquido nematico (LC). En esta fase unicamente los ejes de las
moléculas permanecen en promedio paralelos uno respecto a otro, dando lugar
a una direccion preferencial en el espacio. Es conveniente describir la direccion
local de alineamiento por un vector unitario n, el director, el cual da en cada
punto de la muestra, la direccion del eje preferencial.

Dependiendo de la estructura geométrica de las moléculas, los cristales li-
quidos pueden ser clasificados en dos grupos. Aquellos que estéan formados por
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moléculas tipo barra son llamados calacmiticos, mientras que los que estan for-
mados por moléculas en forma de disco son conocidos como discéticos.

Figura 1. Modelos de moléculas en cristales liquidos. A la izquierda moléculas tipo
barra y a la derecha moléculas tipo disco.

Continuando con la clasificacion de los cristales liquidos, se sabe que es posi-
ble llevar a cabo transiciones entre mesofases a través de dos formas diferentes.
La primera de ellas implica un proceso meramente térmico que gobiernan a
los cristales liquidos termotrépicos; la segunda involucra el uso de solventes y
permite obtener cristales liquidos liotrépicos.

Unicamente se hara una breve descripcion de los cristales liquidos termotro-
picos porque en ellos estan incluidos los cristales liquidos colestéricos y, como se
mencioné en la introduccioén, estamos interesados en este tipo de materiales. La
gran mayoria de cristales liquidos termotrépicos estan compuestos de moléculas
de tipo barra. Siguiendo la nomenclatura propuesta originalmente por Friedel,
los termotrépicos se clasifican generalmente en tres tipos: nematicos, colestéricos
y esmécticos. [10]

= Nemaéticos: sus moléculas que poseen un alto grado de orden orientacional;
pero no traslacional, como se muestra en la Figura 2. Dichas moléculas se
orientan espontaneamente con sus ejes largos aproximadamente paralelos;
sin embargo, para su estudio se considera que las moléculas se alinean en
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una direccion general definida por el vector director n. En general, las
moléculas nematicas son centrosimétricas, es decir, sus propiedades fisicas
son las mismas en las direcciones +n y —n. Este tipo de mesofase posee
fluidez al grado de que las moléculas se deslizan facilmente una sobre la
otra manteniendo atun su paralelismo.

Figura 2. Arreglo molecular en un cristal liquido nematico.

= Colestéricos: también llamados nematicos quirales (es decir que difieren
de su imagen especular), son termodinamicamente equivalentes a un ne-
mético uniaxial excepto que hay un giro quiral espontaneo en el director
de manera que las moléculas tienden a alinearse en un arreglo helicoidal
como se observa en la Figura 3. Esta estructura helicoidal puede presentar
un giro hacia la derecha o hacia la izquierda dependiendo de la conforma-
cién molecular. El arreglo de las moléculas en este tipo de substancias da
lugar a propiedades Opticas tnicas, tales como; reflexiéon selectiva de luz
circularmente polarizada y un poder rotativo miles de veces mayor que el
de una substancia ordinaria con actividad activa. Un comportamiento de
esta naturaleza ha sido observado en los ésteres colestéricos, de ahi que
esta mesofase sea llamada colestérica.
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Figura 3. Moléculas de un cristal liquido colestérico.

= Esmécticos: sus moléculas poseen orden posicional y forman estructuras
estratificadas. Para cada estratificaciéon hay varios arreglos moleculares
posibles como puede apreciarse en la Figura 4. En los esmécticos A las
moléculas estan ordenadas de forma vertical en cada capa, con sus centros
espaciados irregularmente. Las atracciones entre capas son débiles com-
paradas con las fuerzas laterales entre moléculas y en consecuencia, es
relativamente facil que las capas se deslicen una sobre otra. Los esmécti-
cos C son una forma inclinada de los esmécticos A, es decir, las moléculas
estan inclinadas con respecto a la capa normal. A parte de los tipos A y
C, se conocen algunas otras modificaciones esmécticas, como aquellas que
poseen alto grado de orden posicional tridimensional como en un cristal.
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Figura 4. a) Moléculas en un cristal liquido Esméctico A. b) Moléculas en un cristal
liquido Esméctico C.

Puesto que estamos interesados en el estudio de cristales liquidos colestéricos,
se hara una descripcién méas detallada de este tipo de substancias. Localmente,
como en los neméticos, no hay orden traslacional por parte de las moléculas,
sin embargo la orientacién molecular muestra un eje preferencial descrito por
el director n. La asimetria de las moléculas constituyentes genera una pequena
rotacién gradual del director n. Esta rotacién gradual de n describe una hé-
lice que tiene un paso especifico (periodo espacial) p = 2% dependiente de la
temperatura, en donde gy representa el nimero de onda helicoidal; y su signo
determina si el giro de la hélice se realiza hacia la derecha o hacia la izquierda.
El paso p de la hélice es definido como la distancia longitudinal en la cual el
angulo de giro ha hecho una revoluciéon completa de 360°.[8, 11] Puesto que el
nematico quiral presenta un giro a lo largo de un eje preferencial, supongamos
que ese eje (el de la hélice) coincide con el eje Z, como en el diagrama de la
Figura 3, entoncesn tendria las siguientes componentes:

Ng = cos b
ny = sin 6
. =0 (1.1)

0 = qoz + &
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Para las expresiones anteriores de la hélice, tanto su eje (Z) como el valor
de ¢ son arbitrarios. Los estados n y —n son equivalentes como en cualquier
cristal liquido uniaxial. La estructura es periddica a lo largo de z con periodo
espacial L igual a la mitad del paso, es decir, L = ‘qio .

Esta clase de material puede obtenerse en placas delgadas de unos 100um
de espesor siempre y cuando las condiciones de frontera en ambos lados de las
placas sean tangenciales. A este tipo de arreglo se le conoce como textura planar.
Una forma de lograr la configuraciéon anterior consiste en depositar el material
entre una superficie de vidrio pulida y una superficie libre. En la superficie de
vidrio, en donde z = 0, el angulo 0(0) se fija de acuerdo a la direccién de pulido;
en la superficie libre, i.e. en z = d, el dngulo 0(d) se ajusta libremente. La otra
forma de obtener un cristal liquido colestérico implica tenerlo entre dos placas
de vidrio pulidas, en este caso los dos angulos (8(0) y 6(d) ) quedan fijos. El
paso de la hélice se ajustara dependiendo de la condicién impuesta.

1.2. Densidad de energia libre

El orden existente en los cristales liquidos destruye la isotropia (todas las
direcciones son equivalentes) e introduce la anisotropia (todas las direcciones
no son equivalentes) en el sistema. Esta anisotropia se manifiesta en propieda-
des elésticas, eléctricas, magnéticas y 6pticas del material. Muchas aplicaciones
de los cristales liquidos termotrépicos dependen de sus propiedades fisicas y de
la manera en que responden a perturbaciones externas. Las propiedades fisicas
pueden ser propiedades escalares o no escalares. Dentro del primer conjunto se
encuentran los parametros de transicion termodinédmicos (refiriéndonos con ello
a las posibles transiciones de mesofase), tales como la temperatura de transicion,
entropia de transicién, cambios de entropia, entre otros. Los coeficientes dieléc-
tricos, diamagnéticos, 6pticos, elasticos y viscosos son propiedades no escalares
importantes.

Nos limitaremos a tratar inicamente lo referente a coeficientes elasticos. Nue-
vamente, el orden existente en cristales liquidos tiene consecuencias interesentes
en las propiedades mecanicas de estos materiales puesto que exhiben compor-
tamiento elastico. Cualquier intento de deformar la alineaciéon de los directores
da como resultado una fuerza restitutiva elastica. Las constantes de proporcio-
nalidad entre los esfuerzos de deformacion y restauracion son conocidas como
constantes elasticas.

Consideremos un medio débilmente deformado, es decir, las variaciones en
la orientacién del director sélo se vuelven perceptibles arriba de una distancia
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lo mucho mayor que ag (la distancia promedio entre moléculas).[8, 11] Estas
deformaciones son facilmente observadas 6pticamente. El estado deformacion
tiene asociada una energia libre (elastica o “distortion energy”) que depende
completamente del director.

La energia libre asociada a las deformaciones resulta ser la energfa libre de
Helmholtz!, esto debido a que los cristales liquidos son considerados sistemas
isotérmicos cuyo volumen permanece inalterado.

Para describir la deformacion de una fase nemética o colestérica a una tem-
peratura fija T, es necesario utilizar el campo director n(r). Dado que ‘f—g <1
en cualquier punto, entonces las componentes del gradiente del director, i.e.,
Vn = gz} = n, ; cumplen lo siguiente:

1
| nij | . (1.2)

La ecuacion anterior (1.2) implica que el medio puede ser tratado como
uno continuo y las distorsiones pueden ser descritas en términos de una teoria
continua omitiendo los detalles de estructura en la escala molecular. La idea
consiste en que una vez que el director es definido en algin punto, considerando
sus pequenas variaciones con la posicion, éste puede ser definido en otros puntos
por continuidad y la energia libre elastica puede ser expresada en términos de
las constantes elasticas correspondientes a los posibles modos de deformacion.

La densidad de energia libre para cristales liquidos neméaticos o colestéricos
debe ser invariante bajo cualquier operacién que preserve la orientacién local
de n[12]. Por ejemplo, la invariancia ante la operacion n — —n, que es una
operacion de simetria que no afecta fisicamente a las moléculas.

Para los nematicos, la inversiéon central sobre cualquier punto y la rotacién a
lo largo de n son operaciones de simetria que también preservan la orientacién
local de n.

Sin embargo, en los colestéricos no se presenta la inversién central porque
transformaria un colestérico con giro a la derecha en uno con giro a la izquierda.
La invariancia bajo rotaciones de 7 alrededor del director n, del eje de la hélice
x y del eje transversal 7 = x X n preservan, en este caso la orientaciéon local de
n.

Tanto en los nemadticos como en los coléstericos basta con desarrollar la
densidad de energia libre a términos cuadraticos en Vn, porque la restricciéon
descrita en (1.2) establece que el gradiente de n es muy pequeno.

!La energfa libre de Helmholtz (F') cumple la siguiente relacién; dF' = —SdT + PdV
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Unicamente la divergencia y el producto interno con el rotacional de n,
es decir, V-m = n;; y n-V x n = ¢;pngn;(donde €;;, es un tensor unitario
antisimétrico conocido como el tensor de Levi-Civita) son escalares invariantes
lineales en n; ; e invariantes bajo cualquier rotacién; sin embargo V- n es impar
en n por lo que debe ser excluida de la expansion de la densidad de energia libre.
Por otro lado, (V-n)? si debe ser incluida para ambos: neméticos y colestéricos.
Respecto al otro escalar: n- Vn conviene hacer notar que cambia de signo bajo
inversion de n, por tanto sblo puede aparecer en la densidad de energia libre
de un colestérico; pero no de un nemético. Finalmente, el escalar cuadratico
invariante (V x n)? aparece en ambas mesofases.

De esta manera, la densidad de energia libre limitada a derivadas de primer
orden, para el caso nematico estd dada por la siguiente expresion:

fro = 5Ki(V-n)? 4 L KoV xm)? 4 SRl x (Vx ). (13)

Para la expresion anterior se utilizo la identidad (V x n)? = (n-V x n)? +
[n x (V x n)]2. La densidad de energia libre de la ecuacién (1.3) es conocida
como densidad de energia de Frank-Oseen con constantes elasticas de Frank
K1,Koy Ks. [12] Estas constantes estan asociadas con los tres tipos bésicos
de deformacion: separacion (splay), torsion (twist) y flexion o pandeamiento
(bend), respectivamente.

Por la presencia del término n-V X n, en la fase colestérica, la expresion
para la densidad de energia libre esta dada por:

1 1 1
fro = 5Kl(v-n)2 + 5KQ(n-v xn+q)’ + §K3[n x (Vxn)%  (14)

en donde ¢p se defini6 previamente como el nimero de onda helicoidal. Para
fines de notacién, qg serad positivo para un colestérico con giro a la derecha, y
negativo para un colestérico con giro a la izquierda, considerando que el sistema
coordenado es derecho.

Conviene mencionar que hay términos que fueron ignorados en las expre-
siones (1.3) y (1.4); sin embargo, si se quisiera estudiar tanto el bulto como la
superficie del cristal liquido, seria conveniente incluirlos. Por tanto, los términos
que representan la contribucién de energia libre superficial son:

fis + foa = K13V - (nV-n) — KyV(nV-n+n x (V x n)), (1.5)
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en donde K73 es la constante elastica conocida como pandeamiento mixto (mixed
splay bend), y K24 es el modulo de elasticidad de silla de montar (saddle splay).

La naturaleza de los términos fi13 y fo4 permite representar la integral de
volumen [(fi3+ f24)dV como una integral de superficie con ayuda del Teorema
de Gauss. Las integrales de energfa para fi3y fos asi como la integral [ frodV
escalan en general linealmente con el tamafio del sistema deformado.[12] Por
tanto, la funcional de energia libre total estd dada por [(fro + fi3 + foa)dV;
K3y K24 no contribuyen a la energia del bulto; sin embargo, pueden contribuir
a a la energfa e influir en el equilibrio del director a través de condiciones de
frontera en la superficie.

Si consideramos ahora que el director tiene las siguientes componentes; n, =
cos @, ny = sing, n, = 0, en donde estamos empleando coordenadas cilindricas,
notemos entonces queV-n = % y Vxn = 0. A partir de lo anterior, los términos
K5 y K3 en las expresiones (1.3) y (1.4) desaparecen y tnicamente sobrevive
el término K7, que es llamado modulo eléstico de “splay” o de separacion. La
Figura 5a. muestra la representaciéon geométrica de la constante de Frank K.

Tomando ahora n;, = cos gz, ny = sinqz, n, = 0 como las componentes del
director, el tnico término no nulo en las expresiones 1.3 y 1.4 es n-V x n. La
constante de Frank K5 asociada con este término es llamada moédulo elastico
de “twist” o de torsion. En la Figura 5b. se aprecia la geometria de K. En lo
anterior, ¢ = 3 = 21 > 0, a es el angulo de giro en cada plano, d es el grosor
del plano y p el paso del colestérico.

Por ultimo, escribamos las componentes del director en coordenadas cilin-
dricas como: ng, = sing, n, = cos g, n, = 0. De esta manera, el tinico término
que no desaparece es n x (V x n). Este término queda asociado con la constante
de Frank K3 que se conoce como modulo elastico de “bend” o de flexiéon, y se
muestra en la Figura 5c. Dicha constante tiene un significado geométrico pre-
ciso, n X (V X n) es un vector normal a la envolvente del campo director, y su
longitud (| n x (V x n) |= 1) es la curvatura.
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Figura 5. Representacion geométrica de los modulos elasticos; a) K1, modulo
elastico de separacion (splay); b) K2, modulo elastico de torsion (twist); ¢) K3,
modulo elastico de pandeamiento (bend).



Capitulo 2

Teoria de la Elasticidad

En el capitulo previo se mencion6é que la anisotropia de los cristales liqui-
dos se manifiesta en sus propiedades elasticas, eléctricas, magnéticas y Opticas;
y estas propiedades se ven alteradas cuando el material sufre perturbaciones
externas. En lo que a nosotros concierne, nos interesa tnicamente estudiar lo
relacionado con las propiedades elasticas del material. En el presente capitulo
se trataran conceptos fundamentales de la Elasticidad con el proposito de estu-
diar posteriormente a un soélido elastico helicoidal, dicho material se construye
al hacer girar un sustrato sobre el cual seran depositadas capas delgadas de un
material solido anisotropico.[21]

Los sistemas que se estudian en Elasticidad son macroscopicos y estan for-
mados por moléculas, es decir por elementos discretos. Sin embargo, los detalles
del comportamiento de estos elementos discretos no interesan en la descripciéon
fenomenologica que se va a realizar, entonces se considera a los sistemas como
medios continuos. Esto significa que al hablar de un punto en el sistema, de
hecho se esta haciendo referencia a un elemento de volumen o de area, segin el
caso, que es grande comparado con el tamano de las moléculas y pequeno desde
el punto de vista macroscopico. [13]

2.1. Tensor de elongacién
Al considerar cuerpos solidos y aplicar fuerzas sobre ellos, éstos presentan

cambios en su forma y volumen. Si se separa la traslacion y rotacion sin movi-
miento relativo entre sus partes, entonces los desplazamientos entre diferentes

12
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puntos del cuerpo tinicamente serdn debidos a las deformaciones. Consideremos
un punto particular P en un cuerpo que ha sido deformado, como se muestra
en la Figura 6, y designemos a r (con coordenadas ©1 = x, zo = ¥y, x3 = 2)
como el vector de posiciéon de dicho punto antes de ser deformado; y a r’ (con
coordenadas x| = 2/, x4 = ¢/, x5 = 2z’) como la posicion del punto después de
la deformacion.

-
=
Il
=Ll
|
=

~

‘!

A 4

X

Figura 6. Desplazamiento u de un punto en un cuerpo debido a que ha sufrido
una deformacion.

Entonces el desplazamiento que ha sufrido dicho punto debido a la deforma-
cién seréd denotado por u:

wp = T — ;. (2.1)

El vector u es conocido como el vector de desplazamiento, y por supues-
to u; son las componentes de tal vector. Consideremos ahora dos puntos que
estan muy cerca entre si. Cuando el cuerpo es deformado la distancia entre
estos puntos cambia. Si el vector que une a esos puntos antes de la deforma-
cion lo denotamos como dx;, entonces el vector que une a esos mismos puntos
después de la deformacion en el cuerpo deformado sera: dz) = dz; + du,. La
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distancia entre los puntos sera entonces: di?> = dx;dx; antes de la deformacién
y dI'* = dzldx! = (dz; + du;)? después de la deformacién. Escribiendo los des-
plazamientos infinitesimales como du; = g“; dzxj, podemos reescribir di'? de la

xr
siguiente manera:

A = di? +22% g, + O O

_— i 2.2
8xk 8xk 8xj dxkdx] ( )

De la expresién anterior notemos que ggk es un tensor de segundo orden, por
tanto puede descomponerse en un parte simétrica y una antisimétrica, es decir:

ou; 1 (0u; Ou 1 (0u; Ou

7 _ - 7 + k + = t k . (23)
Oz, 2\ 0z, Ouy 2 \ Oz  Ou;

Dicho lo anterior, si expresamos el segundo término de la derecha de la
ecuacion (2.2) en su forma simétrica explicita (despreciando el segundo término
puesto que corresponde a rotaciones[13]) e intercambiamos los sufijios i y j del

tercer término de la derecha de esa misma ecuacién, entonces la expresion final
’
para dllQ €es:

di’”? = dI* 4 2uda;dzy, (2.4)

en donde el tensor u;; se define como:

1 /0u; Our = Ouj Ouy
== 5 7 2.
Uik 2<3xk+8xi+8xi8xk) (2.5)

y es llamado el tensor de elongacién. La expresion (2.5) da el cambio en un
elemento de longitud cuando el cuerpo es deformado.[14]

En la practica la mayoria de las elongaciones son pequenas, esto significa
que el cambio en cualquier distancia en el cuerpo es pequena comparada con
las dimensiones del cuerpo. Por tanto, si un cuerpo es sujeto a una pequena
deformacion, entonces todas las componentes del tensor de elongacién seran pe-
quenas. El vector de desplazamiento u; también sera pequeno excepto para casos
especiales como deformaciones en varillas delgadas o elastémeros. Considerando
unicamente los casos en que u; y sus derivadas son pequenos para deformaciones
pequenas, podemos entonces despreciar el tltimo término en la expresién gene-
ral (2.5) por ser de segundo orden. Finalmente, para deformaciones pequenias el
tensor de elongacién estd dado por:

1 (Ou; | Ouy
Uik = 5 (c%k + 5‘%) . (2.6)
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Notemos que la ecuacion anterior (2.6) corresponde a la primera parte de la
ecuacion (2.3), es decir, a la parte simétrica. De ahi que el tensor de elongacion
sea un tensor simétrico:

Uik — Ui - (27)

2.2. Tensor de esfuerzos

El arreglo molecular en un cuerpo que no presenta deformaciones corres-
ponde a una estado de equilibrio termodinamico. En este caso todas las partes
del cuerpo estén en equilibro mecénico. Lo anterior significa que si se considera
alguna porcion del cuerpo, la resultante de las fuerzas en esa porcion seré cero.

Al ocurrir una deformacion, el arreglo de las moléculas cambia y por tanto
el cuerpo deja de estar en su estado de equilibrio original. Como consecuen-
cia de ello, surgen fuerzas que tienden a restablecer el estado de equilibrio del
cuerpo. Dichas fuerzas, que aparecen tnicamente cuando el cuerpo sufre una de-
formacion, son llamadas esfuerzos internos. Los esfuerzos internos son debidos
a fuerzas moleculares y son resultado de fuerzas de corto alcance (en la teoria
de elasticidad, las fuerzas que tienen rango de accién muy corto son las fuerzas
moleculares), es decir, de aquellas que solamente acttian en la vecindad de algin
punto. De aqui se sigue las fuerzas ejercidas sobre cualquier parte de un cuerpo
actian unicamente en la superficie de esa parte. [14]

Consideremos ahora la fuerza total en alguna porciéon del cuerpo. Esta es
igual a la suma de todas las fuerzas sobre todos los elementos de volumen en esa
porcion del cuerpo y puede escribirse como la integral de volumen: [ FdV. En-
tonces, la fuerza total puede ser vista como la suma de las fuerzas ejercidas sobre
la porcion del cuerpo que se esta estudiando; dichas fuerzas son generadas por
las porciones que se encuentran alrededor de la porcién del cuerpo en cuestion.
Por tanto, para cualquier parte del cuerpo, cada una de las tres componentes
J FidV de la resultante de los esfuerzos internos puede ser transformada en una
integral sobre la superficie. Del célculo vectorial sabemos que la integral de un
escalar sobre un volumen arbitrario puede ser transformado en una integral so-
bre la superficie que limite al volumen, si ese escalar es la divergencia de un
vector. En este caso tenemos la integral de un vector y no de un escalar. Por
tanto, el vector F; debe ser la divergencia de un tensor de rango dos, es decir:

80ik

= G (2.8)
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Finalmente, de (2.8) se sigue que la fuerza sobre cualquier volumen puede
escribirse como una integral sobre la superficie cerrada que contiene a dicho

volumen:
Doy .
FdV = | —=dV = QO ou.nidS = Q F; - ds. (2.9)
8xk

En donde o es llamado el tensor de esfuerzos. De (2.9) notemos que o;xny es la
iésima componente de la fuerza en el elemento de superficie dS, dicho en otras
palabras, es la iésima componente de la denominada fuerza superficial, que se
escribe como

Fs =0 -n (2.10)

Al tomar elementos de area en los planos xy, yz, zx, encontramos que la
componente o;; del tensor de esfuerzos es la iésima componente de la fuerza por
unidad de area perpendicular al eje xj. Particularmente, la fuerza por unidad
de area perpendicular al eje z, normal al area (a lo largo del eje x), es 0., y la
fuerzas tangenciales ( a lo largo de los ejes y y z) son oy ¥ 04q-

La representacion matricial del tensor de esfuerzos es de la siguiente manera:

o Ozx Oxy Ogzxz
o= oya Oyy Oy |- (2.11)
Ozx Ozy Ozz

Los elementos de la diagonal son conocidos como esfuerzos normales y los
elementos fuera de la diagonal son los llamadas esfuerzos cortantes o de cizalla-
miento.

En los parrafos anteriores tnicamente nos hemos ocupado de las fuerzas de
corto alcance o fuerzas superficiales; sin embargo existen fuerzas que actian
sobre todo el cuerpo y son conocidas como fuerzas volumétricas. Dentro de ellas
se encuentran la fuerza gravitacional, las eléctricas, magnéticas, inerciales, etc.
Para referirnos a estas tltimas escribiremos pF,,, donde p representa la densidad
y F, la fuerza por unidad de masa.

Si tomamos ahora un elemento de volumen V' de un cuerpo, en donde estan
actuando tanto fuerzas superficiales como volumétricas, entonces la condicién
de equilibrio para dicho cuerpo serd una fuerza total nula actuando sobre él. Lo
anterior puede expresarse de la siguiente manera:

/ vadV+/ F.ds = 0. (2.12)
1% s
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O bien, tomando (2.9) podemos reescribir (2.12) como :

8aik
F, . 2.1
/v (p o Oxy, ) v (2.13)

Debido a que el volumen V es arbitrario, también se cumple que:

=0 (2.14)

la ecuaciéon anterior garantiza la existencia de equilibrio traslacional y resulta
ser la segunda ley de Newton en equilibrio en su versiéon para medios continuos.
De manera general se cumple que
(%ik 82ui
pF,, + = . 2.15
v oz, ot? ( )
Puesto que las fuerzas de superficie no son uniformes, es decir, varian de
punto a punto en el cuerpo en cuestion, puede entonces existir una torca interna
y puede también una torca externa actuar sobre el cuerpo. Por lo anterior se
debe imponer una condicién de equilibrio rotacional, lo cual implica que la torca
debe anularse, es decir, de (2.12) se sigue que:

/Eijkﬂijvde+/S€ijk$j0kmnmd5 =0. (2.16)

Aplicando el Teorema de la Divergencia al segundo término de la ecuacion ante-
rior y tomando en cuenta que el simbolo de Levi-Civita es constante obtenemos:

/eijkxjakmnmdS:/ —aa (eijkl‘jakm)dv
S v 0Tm

O0km, /
= €iikli——dAV + €imkOkmdV.
/V e 0, v ok

Utilizando (2.14) en el primer término de la ecuacién anterior y sustituyendo en
(2.16) llegamos a la siguiente expresion:

/eijkpijv,ch—k/eijkxj(—vak)dV—k/eimkakde:O (217)
14 14 14

de donde se sigue que:
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/ Eimk(fkmdv = 0. (218)
\%

Puesto que el volumen V considerado es arbitrario, entonces:

€imkTkm = 0. (2.19)

Ademas, como €;,,;; es un tensor antisimétrico (ya que cualquier intercambio
de dos de sus indices provoca un cambio de signo), entonces o, debe ser un
tensor simétrico para que haya equilibrio rotacional, es decir, para que se cumpla
la condicion (2.16). Por tanto:

Okm = Omk- (2.20)

2.3. Termodindmica de las deformaciones

Consideremos ahora un cuerpo deformado; y consideremos también que la
deformacion es tal que el vector de desplazamiento u; cambia tnicamente en
una pequena cantidad du;. A partir de lo anterior queremos determinar el tra-
bajo hecho por los esfuerzos internos como consecuencia de dicha deformacién,
para ello tomemos la fuerza de la expresion (2.8) y multipliquémosla por el
desplazamiento du;, al integrar sobre el volumen del cuerpo obtendremos:

/dW /8% (2.21)

Tomando en cuenta la siguiente igualdad ‘L’a’;ii = m&ul + ok %‘ZZ" y
sustituyendo el primer término de la derecha de esta expresion en (2.21) tenemos
que:

/dW _ 000U, 9oindu; .\, /Uzk 8(5uz
8xk

aplicando el Teorema de la Divergencia al primer término del lado derecho de
la expresién anterior, ésta se reescribe de la siguiente manera:

/dW = %Jzkéumkd,‘g - /Jlk%dv
8l‘k

Si consideramos que el medio en cuestion es un medio infinito, el cual no
es deformado en infinito, entonces hacemos que la superficie de integracion del



CAPITULO 2. TEORIA DE LA ELASTICIDAD 19

primer término tienda a infinito, lo que implica que o;; = 0 en la superficie y
por tanto la primera integral es cero. Puesto que el tensor de esfuerzos o es
simétrico, entonces la segunda integral puede escribirse como:

o 1 8(‘5’[14z (%uk
/dW* 2/01k<8xk + ox; >dV

- 1 8uz 8uk
- Q/Uzk(s(&xk—’_axz)dv

utilizando la expresion (2.6), finalmente encontramos

dW = —aikéuik. (222)

La ecuacioén (2.22) nos da el trabajo por unidad de volumen en términos del
cambio en el tensor de elongacion.

De ahora en adelante tomemos en cuenta que las unicas deformaciones que
sufre el cuerpo son eléasticas, es decir, son tales que permiten que el cuerpo
regrese a su estado original. Ademas, estamos considerando que este proceso
de deformacién es un proceso termodinamico reversible, por lo que el estado
del cuerpo quedara expresado en términos de variables termodinamicas. Con-
siderando la energia interna U y la entropia S, ambas por unidad de volumen,
podemos escribir la ecuacion T'dS:

dU = TdS — dW. (2.23)

Sustituyendo la expresion del trabajo (2.22) obtenemos:

dU = TdS + o;iduiy (2.24)

en donde U = U(S, u;x). Si elegimos a la temperatura Ty al tensor de elongacion
u;, como variables independientes, entonces podemos utilizar a la energia libre
de Helmholtz F' como el potencial termodindmico que permitira describir al
sistema, es decir:

F=U-TS

! La energfa libre de Helmholtz (F) satisface la relacién dFF = —SdT + PdV , la cual implica
que la temperatura y el volumen deben permanecer constantes. El sistema que estamos consi-
derando, es decir, el cuerpo deformado es un soélido isotérmico y por supuesto incompresible.
Por ello, para describirlo se utiliza este tipo de energia.
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con F' = F(u,T). Tomando la diferencial de F' y utilizando la ecuacion (2.24),
obtenemos :

dF dU —TdS — SdTI

= oipdu — SdT. (2.25)
Por otro lado,
oF OF
dF = duip + (=) dT 2.26
<8Uik)T Uik + <8T)u7:k ( )
y se cumple que:
_ (2 9

Si consideramos un proceso isotérmico, es decir, T' = 0 entonces notemos que:

dF = o;pdugy,

ik

y también dF = ( OF )Tduik.

Por tanto, si o;; es una funcion lineal de w;g, i.e. o5 = Auk, entonces
F = F(\u;) y ademas:
dF = Mujpdugg. (2.28)

La ecuacion (2.28) indica que F' es una funcién homogénea de Euler de orden
1 en w;; y por tanto:

_ 1(.oF
o bien (2.29)
F = iojgu,

en donde se utilizé la definicién de funcién homogénea de orden n?, se derivé a
la funcion F'(Augg) respecto a A y finalmente se considero A = 1.
Ahora, escribamos al tensor de esfuerzos como:

Oik = )\ikmnumn (230)

en donde \;km. debe ser un tensor de orden 4 puesto que relaciona a dos tensores
de segundo orden. La ecuaciéon (2.30) representa la relacion constitutiva entre

2Por definicién, una funcién homogénea de orden n satisface la siguiente igualdad: f(av) =

a” f(v)
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el tensor de esfuerzos y el de elongacion y es conocida como la Ley generalizada
de Hooke para un medio elastico continuo lineal, ademés \;xmn es denominado
el tensor de elasticidad o de rigidez.

De las expresiones (2.29) y (2.30) podemos reescribir al potencial termodi-
namico (energia libre de Helmholtz) F, como:

1
F = i)wkmnumnuik. (231)

La ecuacién anterior asegura la existencia del potencial elastico, lo que sig-
nifica que existe una funcién F, cuadrética en las componentes del tensor de
elongacion y ademas dependiente tinicamente de las deformaciones, mas no de
la trayectoria seguida para llegar al estado deformado. [13]

Aun hay mas que decir respecto a la funciéon F. Como podemos notar, F'
depende tnicamente de las componentes del tensor de elongacion; ademés es
un funcién continua y diferenciable al menos hasta segtin orden C?, entonces se
cumple la siguiente igualdad:

PF PF
8uikaumn B 8umn8uik

(2.32)

es decir, las segundas derivadas cruzadas son iguales, lo que implica que Ajgmn =
Amnik. Entonces, en un medio continuo tridimensional, el tensor de elasticidad
deberia tener 3* = 81 componentes que podrian ser acomodadas en una matriz
de 9 x 9; sin embargo la existencia de la simetria implica que de los elementos
fuera de la diagonal, es decir, 81 —9 = 72, inicamente la mitad son independien-
tes. Notemos entonces que la existencia del potencial conlleva a que el tensor
de elasticidad esté formado por 36 componentes independientes que pueden es-
cribirse como las entradas C;; de una matriz de 6 x 6, andlogamente, dejando
de lado la diagonal se tendran 36 — 6 = 30 mo6dulos. Si tomamos en cuenta que
tanto el tensor de esfuerzos como el tensor de elongacion son simétricos, enton-
ces solamente % = 15 serdn los modulos eldsticos independientes de la matriz
con entradas Ci.

Por tanto, la matriz con entradas C;; conectara las seis componentes inde-
pendientes del tensor de esfuerzos con las seis componentes independientes del
tensor de elongacién como se muestra en seguida:



CAPITULO 2. TEORIA DE LA ELASTICIDAD 22

Oza Cii Ci2 Ci3 Cuu Cis Cis Ugg

Oy Ciz2 Coy (a3 Coy Cas Cog 2Ugy

Oyy _| Cis Cas Cs3 Csy Cs5 Cse Uyy (2.33)
Ouz Ciy Coy C3s Cyy Cys Cig 2ug, |- '
Oyz Cis Cos (35 Cys Cs5 Csg Uy

02z Cis Cz C36 Cus Cs6 Cos Uzz

Las ecuaciones (2.33) son la forma matricial de las ecuaciones esfuerzo-
elongacién para un medio general elastico que obedece la Ley de Hooke.

Notemos que el factor 2 que aparece en las componentes fuera de la diagonal
del tensor de elongacién en las ecuaciones (2.33) es resultado de la simetria de
dicho tensor, pues éstos términos aparecen dos veces en la suma del lado derecho
de la ecuacion (2.30).[15] En una notacién mas concisa, es posible escribir las
ecuaciones (2.33) como:

0; = Ciptig (2.34)

en donde G; y 4 son matrices de una columna con seis entradas, formadas por
las componentes independientes del tensor de esfuerzos y del tensor de elonga-
cién respectivamente: y las entradas Cj; son los mddulos elasticos. Es impor-
tante notar que el nimero maximo de médulos elasticos independientes es 21 y
corresponden a un medio continuo muy general, sin embargo, si el medio con-
tinuo considerado posee simetrias particulares, entonces el niimero de moédulos
elasticos independientes podra reducirse. Los moédulos elasticos son obtenidos
experimentalmente. En este trabajo se considera el medio més general posible,
es decir, aquél que es anisotrépico y cuyos 21 médulos elasticos son diferentes.

2.4. Energia libre para un sistema homogéneo e
is6tropo

Consideremos ahora un cuerpo isotropico de manera que sus deformaciones
sean pequenas. Lo que queremos encontrar ahora es la energia libre asociada a
tal cuerpo. De la ecuacion (2.31) notemos que la energia libre es funcion de uy,
por lo que podemos expandir F' en potencias de este ultimo.

Al considerar un cuerpo deformado a cierta temperatura (constante en todo
el cuerpo), tenemos que considerar también que el estado sin deformacion es
aquél en que el cuerpo estd en ausencia de fuerzas externas y a esa misma
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temperatura. Entonces, para u;; = 0, los esfuerzos internos también son cero,
i.e., oy = 0. La expresion (2.27) muestra que o;, = OF/Ou,y, de ahi se sigue
que no hay término lineal en la expansion de F' en potencias de wu;y.[14] Puesto
que la energia libre es un escalar, cada término en la expansiéon de F' debe ser
también un escalar. Hay dos maneras de obtener escalares de segundo grado de
las componentes del tensor simétrico u;;; tomando el cuadrado de la suma de
las componentes de la diagonal (u2) y la suma de los cuadrados de todas las
componentes (ufk) Por tanto, la energia libre F' expandida hasta segundo orden
en términos de u; es:

1
F=F+ §Au$i + pu,. (2.35)

La ecuacion (2.35) es la expresion general para la energia libre de un cuerpo
isotropico deformado. Las cantidades A y p son los coeficientes de Lamé.

Cualquier deformacién en un cuerpo puede representarse como la suma de
una cizalla pura (cambio de forma; pero no de volumen) y una compresién hi-
drostatica (cambio de volumen; pero no de forma).[14] Lo anterior se representa
mediante la siguiente identidad:

1 1
Uik = (Uik - géikull) + §5ikuzz (2.36)

en donde el primer término representa una deformacion de cizalla pura (puesto
que la suma de su diagonal es cero); y el segundo término una compresion
hidrostatica.

Sustituyendo la expresion (2.36) en la ecuacion (2.35) se obtiene una expre-
si6n general para la energia libre de un cuerpo isotropico deformado, es decir:

2
1 1
F=yu (uik — géiku”> + §Ku12l (2.37)

en donde el término constante F, ha sido omitido, pues representa la energia
libre del cuerpo sin deformacién; y lo que nos interesa es que F’ sea tnicamente
la energia libre de deformacion (la energia libre elastica como es llamada).

La cantidad K en la ecuacion (2.37) es el llamado médulo volumétrico o
modulo de compresion hidrostatica, mientras que p es el médulo de cizallamiento
o de rigidez.? K est4 relacionada con los coeficientes de Lamé por medio de la
siguiente expresion:

3Los modulos de compresion y rigidez son siempre positivos, K > 0, p > 0. Para una
deformacién ésto implica que hay un aumento en la energia elastica.
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2
K=X+ gu. (2.38)

Los coeficientes de Lamé estan relacionados con el médulo de Young FE y la
constante de Poisson v mediante:

Ev E E
A=a=yam 0 K= s 0 K= s - (2.39)

El médulo de Young también es conocido como médulo longitudinal y re-
laciona el esfuerzo normal o;; con la elongacion wug;. La constante de Poisson
por su parte, es la razoén de la compresion transversal respecto a la extension
longitudinal. Tanto £ como v dependen del material en cuestion.*

Por tanto, tomando las relaciones de (2.39) y sustituyendo en (2.37) podemos
reescribir la energia libre como:

E v
F=——" (W2 +——u?). 2.40

Ahora vamos a utilizar la relacion termodindmica general (2.27) para deter-
minar el tensor de esfuerzos. Para calcular las derivadas OF/Ou;y, escribimos la
diferencial total dF' (para temperatura constante):

FE v
dFf = — [ ujpdu; d 2.41
1+V(Uk Uk+1+2yull Uzl> ( )
pero, si escribimos a duy;; como &;,du;k, entonces tendriamos:
E v
dF = ]_—|——1/ (uik + = 2Vull(5ik> dug, (2.42)

y finalmente tenemos que el tensor de esfuerzos en términos del tensor de elon-
gacion es:

E v
Oik = 1o (Uz‘k + Eullfsik) . (2.43)

La expresion es valida para medios isétropos y homogéneos; y es conocida como
ecuacion constitutiva o Ley de Hooke.

4El modulo de Young tiene unidades de Pa, mientras que la razén de Poisson es una
constante adimensional y varia entre —1 (para K = 0) y % (para p = 0); sin embargo en la

practica v solamente varia entre 0 y %
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Los conceptos de la teoria de Elasticidad revisados en esta seccién seran
utilizados en los siguientes dos capitulos; primero para llevar describir la propa-
gacion de ondas elésticas en un medio isotrépico y posteriormente para realizar
la descripcion del medio estratificado.



Capitulo 3

Ondas elasticas en un medio
1Isotropico

Hemos estado considerando que las deformaciones en los cuerpos son peque-
nas y también hemos estado suponiendo que estas deformaciones permanecen
estaticas. Si en cambio ahora tomamos en cuenta que posibles variaciones tem-
porales en las distorsiones de los cuerpos deformados, entonces los movimientos
considerados por la teoria de elasticidad seran oscilaciones elasticas u ondas
elasticas debido a las deformaciones pequenas que sufren los cuerpos.

En este capitulo se consideraré la propagacion de ondas elasticas particular-
mente en la frontera entre dos medios isotropicos.

3.1. Ecuaciones de equilibrio para cuerpos isotro-
picos

Consideremos un soélido isotropico sobre el cual actian tanto fuerzas super-
ficiales como volumétricas, entonces para que la fuerza total sea nula, se debe
cumplir la condicién de equilibrio (2.12) y como consecuencia también las rela-
ciones (2.14). Ahora bien, si el cuerpo estd en un campo gravitacional, entonces
la fuerza volumétrica correspondiente seria F,, = pg, en donde p representa la
densidad y g es el vector de aceleracion gravitacional, por lo tanto, se tiene :

0ok
8l‘k

+ pg; = 0. (3.1)

26
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Si tomamos la ecuacion constitutiva (2.43) y derivamos respecto a xj tendria-
mos:
5‘aik o E 8uik E 87.141
Oy, 14+vor, (1+v)(1-2v) dz;

(3.2)

au,;

sustituyendo al tensor de elongacién como wu;; = % ( Ser T %)llegariamos a

que las ecuaciones de equilibrio toman la forma:

E 82ui + E 82ul
21 +v) Okidzy,  2(1+v)(1 —2v) Ox;0xy
La ecuacion anterior puede reescribirse en notacién vectorial. Notemos que

las cantidades 9%u;/dx10zy son componentes del vector Au y Ou;/dx; repre-
senta la V - u. Por tanto, las ecuaciones de equilibrio se convierten en:

+ pg; = 0. (3.3)

E 1
A - . = (. .4
501 0) u+1_2VV(V u)| +pg=0 (3.4)

3.2. Ecuaciones de movimiento para medios elas-
ticos isotropicos

Vamos ahora a considerar que en el sélido isotropico las deformaciones cam-
bian con el tiempo y dan lugar a movimiento, es decir, hay oscilaciones elésticas
u ondas elasticas. En este caso la temperatura en general no es constante, varia
tanto en tiempo como en espacio; sin embargo, el calor transferido de una parte
del cuerpo a otra ocurre muy lentamente por mera conduccién térmica. Si el
intercambio de calor durante intervalos de tiempo del orden del periodo de los
movimientos oscilatorios en el cuerpo es despreciable, entonces, podemos consi-
derar cualquier parte del cuerpo como térmicamente aislada, es decir, se tendré
un movimiento adiabéatico.

En las deformaciones adiabéaticas los tensores de esfuerzos y de deformacion
permanecen inalterados; pero los valores del médulo de Young y la constante de
Poisson deben ser reemplazados por sus valores adiabaticos!. En lo que sigue se
entenderd que E y v toman sus correspondientes valores adiabaticos.

2 2 2
'Beq=FE+ Eggf y Vad =V + %. En donde Cj, es el calor especifico por unidad
de volumen a presion constante y 3 representa el coeficiente térmico de dilatacién volumétrico

del cuerpo. Para el desarrollo de las expresiones anteriores ver referencia [14] pp. 14,15.
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Las ecuaciones de movimiento para un medio elastico se obtienen al igualar la
fuerza de tension interna al producto de la aceleracion (i;) y la masa por unidad
de volumen del cuerpo (la densidad), es decir la ecuacion general de movimiento
esta dada por la ecuacion (2.15); y en ausencia de fuerzas volumétricas se expresa
como:

aO'ik
— = pii;. 3.5

Para un medio elastico isotropico, la ecuacién de movimiento puede escribirse

en analogia con la ecuacion (3.4) y (3.5), por lo que tendriamos:
E E

) T Ty Y (VW = e (3.6)

3.3. Onda elastica plana en un medio isotrépico
infinito

Particularmente, analicemos el caso de una onda eléstica plana en un medio
isotropico infinito, esto significa que tomaremos una onda en la cual la deforma-
cion @ tnicamente es funcion de una coordenada (z, por ejemplo) y del tiempo.
Por tanto, las derivadas respecto a y y 2z en la ecuacion (3.6) son cero; y las
ecuaciones para las componentes del vector u son:

Pug _ pAHV)(1=20) O’us _

Ox2 E(1-v) ot?
8%u 2p(14+v) 83%u,
szy _ P(E ) atz‘/ =0 (37)

Pu.  20040) 0Pu _
0z2 E otz — ¢

Notemos que la ecuacién para u, es la misma que para u,, por simplicidad

vamos a tomar tnicamente la ecuacion para w,,.
De las ecuaciones (3.7) se definen los parametros ¢, y ¢s como:

B E(l-v) . E
= \/p(l Tyl —2v) “ "\ 211 0) (38)

En consecuencia, las ecuaciones de movimiento para las componentes del vector
U se reescriben como:
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2 2
O uy 1aux:0

52 2 o2
ox cz Ot

(3.9)
Puy 1 0%uy 0
0z2 c2 Ot?

Las expresiones anteriores son ecuaciones de onda ordinarias en una dimen-
sion y los pardmetros c, y cs representan las velocidades de propagacién de
dicha onda.

Por tanto, una onda eléstica estd formada esencialmente por dos ondas que
se propagan independientemente. Una de ellas (u,) se propaga con velocidad
¢p y su desplazamiento es en la direccién de propagacion, este tipo de onda es
llamada longitudinal. La otra onda (u,, u.) se propaga con velocidad ¢s y su
desplazamiento es un plano perpendicular a la direcciéon de propagacion; ésta
se conoce como onda transversal. Por consiguiente, ¢, y c¢s son las velocidades
longitudinal y transversal respectivamente.

Las ondas longitudinales involucran compresiones y expansiones del cuerpo
puesto que satisfacen que V - u # 02. En las ondas transversales no hay com-
ponente u,; y las otras dos componentes no dependen ni de y ni de z, por tanto
V -u =0 y no hay ningin cambio de volumen implicado.

Para cualquier onda elastica arbitraria es posible separar la onda en dos par-
tes propagéindose independientemente con diferentes velocidades. Reescribiendo
la ecuacion (3.6) en términos de las velocidades ¢, y ¢ tenemos:

i= cf,Au + (012J — )V (V-u). (3.10)

Podemos escribir al vector u como la suma de dos partes, es decir:

u=u,+u, (3.11)

en donde u, = Vé( y us = V x A3, entonces se satisfacen las siguientes
igualdades:

Vxu,=0 (3.12)

V-u, =0. (3.13)

2El cambio de volumen en una deformacion estd dado por la suma de los términos de la
diagonal del tensor de esfuerzos, es decir, por u;; = V - u.

3Siempre es posible representar a un vector como la suma del rotacional de un vector y el
gradiente de un escalar. [22]
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Sustituyendo la expresion para u (3.11) en (3.10) obtenemos:

i, + il = A (up +us) + (¢p — ¢3) V(V - u). (3.14)

Tomando ahora la divergencia en ambos lados de la ecuacién anterior y utili-
zando la ecuacion (3.13) obtenemos:

V-ﬁpzch(V-up)—l—(cf,—cg)A(V-up)

V- (i, — 2Au,) = 0. (3.15)

Notemos que el rotacional de la expresion en paréntesis de (3.15) es también
cero, lo anterior tomando en cuenta la ecuacion (3.12). Entonces, si ambos,
la divergencia y el rotacional de un vector son cero; ese vector tiene que ser
exactamente cero. Por lo tanto:

0%u,
ot?

Analogamente, al tomar el rotacional en ambos lados de la expresion (3.14) y
utilizando la ecuacion (3.12), llegamos a que:

—c2Au, = 0. (3.16)

V x (ils — c2Auy) = 0. (3.17)

La divergencia de la expresién en paréntesis de la ecuacién anterior es cero y
obtenemos una ecuacion de la misma forma que (3.16), es decir:

9%u,
ot2
Las ecuaciones (3.16) y (3.18) son ecuaciones de onda ordinarias en tres
dimensiones. Cada una representa la propagacion de una onda eléstica, con
velocidad ¢, y ¢, respectivamente.
Para una onda elastica monocroméatica, el vector de desplazamiento esté
dado por la siguiente expresion:

—c?Au, = 0. (3.18)

u = Re {ug(r)e "} (3.19)
sustituyendo la expresion anterior en (3.10), vemos que ug, que es funciéon de
las coordenadas satisface, la siguiente ecuacion:

c2Aug + (c?, — )V (V- ug) + w?ug = 0. (3.20)

Por otro lado, las partes longitudinal y transversal de una onda monocromaética
satisfacen las ecuaciones:[14]
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Auy +ku, =0, Aug+klu, =0 (3.21)

en donde k, = Z y ks = == son los nimeros de onda de las ondas longitudinal
» s

y transversal respectivamente.

3.4. Reflexion y refraccién de una onda plana,
monocromatica y elastica en un medio y una
frontera plana

Revisemos ahora el caso en que una onda plana, eldstica y monocromatica
incide en la frontera entre dos medios elasticos diferentes. Si tomamos en cuenta
que una onda puramente longitudinal, o bien, puramente transversal incide en
una superficie de separacion, entonces se reflejara y transmitird una onda mixta,
es decir, una onda que contenga ambas partes: longitudinal y transversal. En
general, la naturaleza de la onda cambia al reflejarse y transmitirse excepto en
el caso de incidencia normal sobre la superficie de separaciéon o cuando las osci-
laciones de una onda transversal incidente son paralelas al plano de separacién.

Si tomamos a 6 y a 6’ como los angulos de incidencia y reflexién o bien
refraccion, respectivamente, y a ¢y ¢’ como las velocidades de las ondas, entonces
se cumple la siguiente relacion:

sin 6 c

sinf’ ¢ (3.22)
es decir, se cumple la Ley de Snell a pares, la cual es una consecuencia de pedir la
continuidad de las fases de los vectores de campo sobre la frontera entre ambos
medios.

Como primer caso vamos a considerar que una onda longitudinal monocro-
mética incide con un dngulo arbitrario 8y sobre la superficie de un cuerpo, dicha
superficie esté en la interfaz entre algin medio eléstico (acero) y vacio, como se
muestra en la Figura 7.
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Figura 7. Onda longitudinal monocromaética incidiendo a un angulo 6y sobre una
superficie que separa a un medio elastico del vacio; y las respectivas ondas reflejadas

En el momento en que la onda se refleja, su naturaleza se altera, es decir,
pasa de ser una onda longitudinal a descomponerse en otra longitudinal y una
transversal. Los vectores ng, ng, y ngs son los vectores unitarios en la direc-
cién de propagacion de las ondas incidente, longitudinal reflejada y transversal
reflejada, sus componentes explicitas en base a la Figura 7 son:

no = (—sinfy,0, — costp)
ngy, = (—sinfp, 0, cosfy) (3.23)
nNrs = (—SineRs,O,COS GRS)

en donde el angulo de incidencia 6y y el angulo reflejado longitudinal 6g, cum-
plen la siguiente relacion:

o = Orp, (3.24)
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es decir, dichos angulos son iguales debido a la naturaleza de la onda incidente.
Ademés, el angulo de incidencia y el reflejado transversal estian relacionados
por:

sinfrs = (¢s/cp) sinby. (3.25)

Las expresiones (3.24) y (3.25) son consecuencia de la ecuacion (3.22).

Por otro lado, ug, urp, y urs son los correspondientes vectores de desplaza-
miento; tanto up como upg, son paralelos a ny y a ng, respectivamente; pero
Ups = a X ngg, en donde a = (0,1,0) es un vector unitario, perpendicular al
plano de incidencia. Entonces, tomando en cuenta lo anterior, el desplazamiento
total en el cuerpo esta dado por la superposicion de la onda incidente y las ondas
reflejadas de los dos tipos. Todas ellas planas y monocromaticas, es decir

u = Aguge™°T + RpuRpe“‘RP"r + R.upse™ BT, (3.26)

En la expresién anterior se ha omitido el factor comtn e~**, por brevedad.
Las magnitudes de los vectores de onda son kg = kg, = w/cp v krs = w/cs.
Sustituyendo esto en la expresion (3.26) podemos reescribir el desplazamiento

total del cuerpo como:

iwng-r twnpRpp'r iwnpg-r

u=Apnge °» + Rynppe ¢ + Rs(axmnps)e o . (3.27)

Las componentes u,;, t., v U, del tensor de elongacién en la frontera, es decir,
en z = 0 las obtenemos a partir de la expresion (2.6) y son:

w

Upz|._o = _— [(Ao + Ry)es sin? 6, — Rscp cos Ops sin GRS} (3.28)
pCs
w 2 .
Uszoc = o [(Ao + Rp)cs cos® g + Rscp cos Ops sin O] (3.29)
pCs
W .
Usz,_o = Yo, [(Ag — Rp) cs8in 260y + Rscp cos 20Rs] (3.30)
pCs

y la traza es:

w (A R
wy = w(zi_‘_i”). (3_31)
P
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iwax sin 6,

Nuevamente se est4 omitiendo el factor comin e~ < debido a que como
mencionamos anteriormente, hemos pedido la continuidad de las fases. Ahora,
para escribir las componentes del tensor de esfuerzos es conveniente sustituir
las expresiones (3.8) en la ecuacion (2.43), por lo que la ecuacion constitutiva
quedard ahora en términos de las velocidades de la ondas, es decir:

Oik = 2pc§uik +p (C?) — 203) w0 (332)

Las condiciones de frontera en la superficie libre del medio son o;pn; = 0,
esto garantiza que dicha superficie que separa a los dos medios no esta sometida
a ninguna fuerza normal ni de cizallamiento, por consiguiente se debe cumplir
que,

Ozz,0 = Ozx|,—0 — 0. (333)

Al resolver el sistema de ecuaciones generado a partir de las condiciones de
frontera anteriores y utilizando las relaciones entre los angulos de las ecuaciones
(3.24) y (3.25), se obtienen expresiones para las amplitudes de las ondas refleja-
das como funcién de la amplitud y el d&ngulo de incidencia de la onda incidente.
Las expresiones explicitas de estas amplitudes se ven como;

cos? (2 arcsin (gsinfp)) — ¢ sin 26, sin (2 arcsin (g sin 6))
0 cos? (2 arcsin (gsin fg)) + ¢2 sin 26, sin (2 arcsin (¢ sin 6y))

R, = — (3.34)

R —2Apq cos (2 arcsin (g sin fp)) sin 26, (3.35)
® " cos? (2arcsin (gsinfy)) + ¢2 sin 26 sin (2 arcsin (¢ sin 6p)) '

en donde ¢ = ¢;/c, es la razon entre velocidades transversal y longitudinal.
Para 6y = 0, es decir, en incidencia normal, se tendria que R, = —Ag y
Rs = 0, es decir, la onda se reflejaria como una onda puramente longitudinal.
Puesto que queremos graficar las amplitudes dadas por las ecuaciones (3.34)
y (3.35) entonces debemos utilizar las expresiones (3.8) para las velocidades y
sustituir el médulo de Young y la constante de Poisson por sus valores adia-
baticos. Estamos considerando que el medio en donde incide la onda es ace-
ro, por tanto los pardmetros que se tomaron en cuenta para obtener los va-
lores adiabaticos del moédulo de Young y la constante de Poisson fueron los
siguientes; F = 210 x 10°Pa[16], v = 0,293[16], 3 = 7 x 107" K~![16] y



CAPITULO 3. ONDAS ELASTICAS EN UN MEDIO ISOTROPICO 35

Cp = 4,5 x 10°J/m3K*. Finalmente, las amplitudes de las ondas reflejadas
como funcién del dngulo de incidencia se muestran en la Gréafica 1.
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Grafica 1. Amplitudes de las ondas reflejada longitudinal (Rp) y reflejada
transversal (R;)en funcion del dngulo de incidencia 6.

En la grafica anterior se estd considerando que la amplitud de la onda in-
cidente es la unidad, es decir, Ay = 1. Se puede observar que efectivamente en
incidencia normal, R; = 0y R, = —1. Aqui, el signo esta asociado con el cambio
de fase de —7 de la onda reflejada. Otro punto notable de estos espectros es la
presencia de un minimo en la magnitud de R, para 6y alrededor de 1,2 ~ 69,
en donde la onda longitudinal reflejada exhibe su menor amplitud; y un punto
notable mas, cerca de 6y ~ 0,8 ~ 45  es en donde la onda transversal generada,
por la reflexion obtiene su méaxima amplitud. La posicién especifica de ambos
puntos depende del parametro g, el cual es sélo una funcién de la razén de
Poisson del medio.

El siguiente caso es similar al que acabamos de revisar, con la diferencia de
que en lugar de tener vacio ahora la superficie estara en la interfaz entre dos
medios elasticos (cobre y acero). Nuevamente la onda incidente serd una onda
longitudinal; pero ahora se tendran tanto ondas reflejadas como transmitidas

4Cp representa el calor especifico por unidad de volumen a presioén constante, dicho valor
fue obtenido al multiplicar ¢, = 573 J/kg K[17] por la densidad del acero p = 7830 kg/m?>[16].
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(al transmitirse la onda, su naturaleza se altera y se generan tanto una onda
longitudinal como una transversal), ésto se muestra en el diagrama de la Figura

8.
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Figura 8. Onda longitudinal monocromatica que incide con angulo 6y sobre una
superficie que separa a dos medios elasticos. Se muestran también las respectivas
ondas reflejadas y transmitidas con sus correspondientes angulos y vectores unitarios
en la direcciéon de propagacion.

Ahora, de la Figura 8 se tiene que los vectores unitarios en la direccion de
propagacion de las ondas correspondientes seran:
ng = (—sin#fy, 0, — cosbp) (3.36)

ng, = (—sinfy, 0, cos ) nps = (—sinfgs, 0, cosfgs) (3.37)

nrp, = (—sinfr,, 0, — cosbpp) nyps = (—sinfrs, 0, — cosfry) . (3.38)
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en donde los subindices R estan relacionados con las ondas reflejadas y los sub-
indices T con las ondas transmitidas. Ademas, a partir de la ecuacion (3.22),
valida cuando la fase de las ondas es continua a través de la frontera, las relacio-
nes que se cumplen entre el &ngulo de incidencia y los reflejados y transmitidos
son;

Orp =060 sinfps = % sin O (3.39)
P
sin Oy, = ZLZ sinfy sinfps = (cLQ) sin 6. (3.40)
pl Cpl

En este caso se tendran dos vectores de desplazamiento; para el primer medio,
en donde incide la onda, el vector de desplazamiento estara dado por la siguiente
expresion:

iwng-r twnppr iwnpgr

u; = Aptipe Pt + Rpuppe “»t  + Rsupgse 1 (3.41)

en donde ug que es paralelo a ng, ugr, que es paralelo a ng, y urs = (a X ng;)
son los respectivos vectores de desplazamiento de las ondas longitudinal inci-
dente y reflejada; y transversal reflejada. Ademés, a nuevamente es un vector
perpendicular al plano de incidencia, es decir, a = (0,1,0). Por su parte ¢,1 y
cs1 son las velocidades de la onda longitudinal y transversal en el primer medio.
Para el segundo medio, en el cual se transmite la onda, tenemos que el vector
de desplazamiento es:

iwnpy-T iwnpgr

up =Trurpe 72 +Tourse =2 (3.42)

en donde ur, es el vector de desplazamiento de la onda longitudinal transmi-
tida y es paralelo a np,. Ademés urs = (nps x a) representa la direccion del
desplazamiento de la onda transversal transmitida. El vector a es el mismo que
se establecio en el parrafo anterior.

Tanto en la ecuacion (3.41) como en la (3.42) se vuelve a omitir el factor
comtin e~ !,

Analogamente al primer caso, se obtienen las componentes gz, Uz, ¥ Uzy
del tensor de elongacién de los dos medios. Explicitamente para el primer medio
tenemos que las componentes del tensor de elongacion sobre la frontera son:

Ugal,, o = i [(Ao + Rp) cs1 sin? 6y — Rscpy cosOgs sin GRS} (3.43)
: Cp1Cs1
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w

Uzzl ey = cpl—csl [(Ao + R,) 1 cos® 0y + Rscp1 cosOpg sin HRS] (3.44)
w .
Uspl g = [(Ao — Rp) cs18in 200 + cp1 Rs cos 20| (3.45)
2 chlcsl

y para el segundo tensor de elongacién en el segundo medio pero evaluado en la
frontera se tiene:

iw sin 6

U2, = 2 (Tpepz sin by — Tscpe sin byp) (3.46)
P
Uzz2,_, = o (Tpcp1 cos? Or,, + Tscpa cos O, sin 00) (3.47)
Cp1Cp2
207, s25in? 0 in 26
Uzz2,_o = _iiw T, (Cos Ts € 251211 0) . pr . (3.48)
Cs2 Cp1 Cp2

De la ecuacion (3.43) a la ecuacion (3.48) se han utilizado las relaciones para
los 4ngulos mencionadas previamente y se ha omitido también el factor comun

izw sin 0g
e °rt que resulta ser el mismo gracias a la condicién de continuidad de las
fases.

Las trazas de los tensores de elongaciéon en los dos medios elasticos son:

w
un = (Ao + Rp) (3.49)
P
iwT, 2, sin” 6
U2 = 22 | cos? Orp + ”Qfo : (3.50)
Cp2 Cp1

Las condiciones de frontera que se deben cumplir son cuatro, dos de ellas ga-
rantizan la continuidad de los esfuerzos tanto normales como de cizallamiento
a través de la frontera. Esto para dar cumplimiento a la tercera ley de Newton.
Por otro lado, las otras dos condiciones obligan a que los desplazamientos nor-
males y transversales sean continuos a través de la interfase de ambos medios,
es decir suponemos que ambos medios estan pegados y no resbala uno sobre el
otro. Las condiciones explicitas son las siguientes:
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Ozzl|,—0 = 9222|.=0> Ozal,—0 = Ozz2|,—9 (351)

Uzlj,=p = U22),—0> Uzl mo = Wa2),—0- (3-52)

Resolviendo el sistema de ecuaciones determinado por las condiciones de frontera
y utilizando las relaciones (3.39) y (3.40) se obtienen Ry, R, T), y T en términos
de Ap y 6. Las expresiones explicitas se muestran en el Apéndice A.

Al igual que en el primer caso, se grafican las amplitudes de las ondas re-
flejadas y transmitidas como funcién del angulo de incidencia 6y, se considera
Ap = 1. Nuevamente se deben utilizar las expresiones para las velocidades y los
respectivos valores adiabaticos del médulo de Young y la constante de Poisson.
Se esta considerando que el medio de incidencia es acero, por tanto los pardme-
tros utilizados son los mismos que en el caso anterior. Para el medio de trans-
mision que es el cobre, los pardmetros respectivos son; E = 129.8 x 10° Pa[16],
v =10,343[16], 8 =5,1 x 107" K% y C, = 3,44 x 105 J/m3K?S.
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Grafica 2. Amplitudes de las ondas reflejadas (R, y Rs) y transmitidas (T}, y T%s)
como funcién del angulo de incidencia 6.

5Por tratarse de un medio isotropico, 8 = 3a, con « el coeficiente térmico de dilatacion
lineal. Para el cobre, a = 17 x 10" K ~1[16].

6 Anélogo al caso anterior, Cp, se obtiene al multiplicar ¢, = 24,45 J/mol K[18] por la masa
molar del cobre (0,06345 x 10~2kg/mol) y por su densidad p = 8960 kg/m3[16].
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En la Grafica 2 puede observarse que en incidencia normal, las amplitu-
des de las ondas transversales tanto reflejada como transmitida se anulan, i.e.
Rs; =T, = 0, lo cual es consistente porque como comentamos previamente, en
incidencia normal no hay conversiéon de ondas de un tipo a otro. También se
observa que en incidencia normal, la amplitud de la onda longitudinal trans-
mitida es maxima, ademas esta amplitud va decayendo conforme el angulo de
incidencia aumenta. Notemos que las ondas ondas reflejadas y la transversal
transmitida tienen amplitudes negativas, esto se justifica con el cambio de fase
de —m de tales ondas. Uno de los puntos notables de esta grafica se encuentra
en Ay ~ 1,6 ~ 90", en donde las amplitudes de las ondas transmitidas y de la
reflejada transversal son nulas, mientras que la amplitud de la onda reflejada
longitudinal es maxima. Otro punto importante es en 6y ~ 0,8 ~ 45° para el
cual la onda reflejada longitudinal exhibe su menor amplitud. Respecto al angu-
lo 6y ~ 1,1 ~ 63" se puede notar que hay un méximo en la amplitud de la onda
transversal reflejada y en 6y = 0,7 ~ 40" se encuentra el maximo de amplitud
de la onda longitudinal reflejada. El valor de estos puntos notables depende de
los parametros ¢, gs y ¢p (que aparecen en el Apéndice A) que relacionan las
velocidades de las ondas reflejadas y transmitidas; y que son funcion del médulo
de Young y de la constante de Poisson de ambos medios.

Si ahora analizamos el caso en que el medio de transmisién es muy blando,
como el vacio, es decir cuando el médulo de Young del segundo medio es consi-
derablemente menor que el del primero, entonces c,o — 0y cs2 —+ 0, de ahi que
gp — 0y gs — 0; y por lo tanto, las expresiones para R, y R toman la misma
forma que las ecuaciones (3.34) y (3.35) respectivamente. Es decir, las expresio-
nes del Apéndice A para las transmitancias y reflectancias son consistentes en
el limite mencionado.

Si el medio de incidencia y el medio de transmisién son iguales, entonces
Cs2 = Cp2 ¥ Cs1 = Cp1; de ahi que g5 — ¢ ¥ ¢, — 1, por tanto, las amplitudes de
las ondas transmitidas y de la transversal reflejada son cero y la amplitud de la
onda longitudinal reflejada es el doble de la amplitud de la onda incidente, es
decir, R, = 2A,.

Notese en la Figura 8 que el sistema incluye tanto ondas longitudinales co-
mo transversales cuya polarizacién permanece en el plano de la Figura, es decir
en el plano de incidencia. Sin embargo, las ondas transversales al igual que las
ondas electromagnéticas tienen dos polarizaciones independientes y la polariza-
cién perpendicular al plano de incidencia no se encuentra presente en el sistema
de la Figura 8. Por esta razon analizaremos de manera independiente dichas
ondas que por incidir de tal forma que sus desplazamientos permanecen siem-
pre tangentes a la frontera, no son capaces de inducir ademés desplazamientos
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longitudinales en ninguno de los dos medios.

Consideremos nuevamente una superficie que separa a dos medios elasticos
(acero y cobre) y sobre la cual incide una onda transversal, cuyas oscilaciones
(1o, Ugs, urs) son perpendiculares al plano de incidencia. Debido a la condicion
anterior, la onda incidente es completamente reflejada y transmitida como una
onda del mismo tipo, es decir, como una onda transversal. En la Figura 9 se
muestra la situacién anterior.
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ONDA TRANSVERSAL
INCIDENTE
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Figura 9. Onda transversal monocromaética incidiendo con un angulo 6y sobre una
superficie que separa a dos medios elasticos; cobre y acero. También se observan las
ondas reflejada y transmitida; y sus respectivos vectores unitarios en la direccién de
propagacion. Las oscilaciones de las tres ondas son perpendiculares al plano de
incidencia.

De la Figura 9 es claro que los respectivos vectores unitarios en la direccion
de propagacién de las ondas son:

ng = (—sinfp, 0, — cos b)) (3.53)
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nps = (—sinfy, 0, cos ) (3.54)

nps = (—sinfrs, 0, — cosOrs) . (3.55)

Las relaciones entre los angulos nuevamente quedan determinadas por la ley de
Snell dada por la ecuacion (3.22);

0o = Ops (3.56)
sinfps = Zﬁ sin 6. (3.57)
sl

Los vectores de desplazamiento para cada medio son:

iwng-r iwnpr

u; = Aguge 1+ Rsupge  °s1 (3.58)
y
u = TSuTSeM:sT;r (3.59)
en donde
uy) = ups = uyps = (0,1,0). (3.60)

La ecuacion (3.60) representa la direccion de oscilacion de las ondas inciden-
te, reflejada y transmitida. De igual forma que en los casos anteriores, se esta
omitiendo el factor comtn e~ *?,

Para este caso tinicamente es necesario conocer la componente ., del tensor

izwsin O

de elongacion, entonces tenemos (omitiendo el factor comtn e™ 1 que resulta
ser igual debido a que se cumple la ley de Snell):

iw (Ap — Rs) sin b
2051

(3.61)

Uzyljsmo = —

1wTs cos O,
Uz g = ———=—- 3.62
Y<iz=0 2052 ( )
Las condiciones de frontera requieren que el desplazamiento en la direccién
perpendicular al plano de incidencia asi como la componente zy del tensor de
esfuerzos, que corresponde a un esfuerzo de cizallamiento sean continuas. Es
decir, que los medios permanezcan unidos en la frontera y no se deslicen unos
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sobre otros. Asimismo, el esfuerzo de corte razante a la frontera entre ambos
medios debe ser continuo para que se cumpla la tercera ley de Newton. Lo
anterior se traduce en:

Uyli.—o = Uy2|.—o (363)

Ozylis—0 = O2y2).—0- (364)
Resolviendo (3.63) y (3.64) para R, y T obtenemos las amplitudes de las ondas

reflejada y transmitida en términos de los parametros de la onda incidente. Las
expresiones (3.56) y (3.57) han sido utilizadas para simplificar el resultado.

R, — A000800 —g*\/1—qgx*2sin6,
cosby + gv/1 — ¢%sin® 6,

2 cos 6

cosfy + g * /1 — g2 sin” 6,

en donde hemos introducido el parametro ¢x = (cs2/c¢s1) que proporciona el
cociente entre las velocidades transversales de ambos medios.

Analogamente a los dos casos previos,se grafican las amplitudes de las ondas
reflejada y transmitida en funcién del dngulo de incidencia 6y. El medio de
incidencia es nuevamente acero y el de transmisién cobre.

(3.65)

TSZAO

(3.66)
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Grafica 3. Amplitudes de las ondas reflejada transversales reflejada (Rs) y
transmitida (75) como funcién del angulo de incidencia 6.
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De la Gréfica 3 podemos notar que en incidencia normal la amplitud de la
onda transmitida es mayor que la amplitud de la onda reflejada, esto debido
al contraste entre el médulo de Young de ambos medios, ademas en incidencia
normal la amplitud de la onda transmitida es maxima. En cambio, para el
angulo de incidencia 6y ~ 1,6 ~ 90’la onda transmitida se anula y tnicamente
hay onda reflejada, precisamente para este angulo es que la amplitud de la onda
reflejada es maxima. Notese que la amplitud de la onda transmitida siempre
es positiva, es decir no cambia de fase para ningin angulo de incidencia; sin
embargo, para la onda reflejada hay un cambio de fase de —m en el angulo de
incidencia 6y ~ 1,1 ~ 60, este dngulo es conocido como angulo de polarizacion
o de Brewster. Su posicién depende del parametro ¢* que es funcién del médulo
de Young y la constante de Poisson de ambos medios.

Si tomamos el limite cuando ¢g* — 1, es decir, los medios de incidencia y
transmisién son iguales, entonces no habrd onda reflejada y la amplitud de la
onda transmitida serd el doble de la amplitud de la onda incidente.

En las Graficas 1, 2 y 3, al considerar Ag = 1, lo que se estd mostrando
son los coeficientes de reflexion y de transmision, es decir, se estd tomando la
razéon de las amplitudes de las ondas tanto reflejadas como transmitidas y la
amplitud de la onda incidente, como es de esperarse. Esto resulta ser analogo a
los coeficientes de Fresnel en la teoria Electromagnética.

La propagacion de ondas elasticas en medios isotrépicos, asi como la refle-
xion y transmision de éstas en la frontera entre dos medios eldsticos nos serviran
de base para el problema principal que queremos tratar; una onda incidiendo
normalmente en la frontera entre un medio elastico y un solido elastico estrati-
ficado.

Notemos que al tomar los coeficientes R, 0 R, y dividirlos entre la amplitud
de la onda incidencia, es decir entre Ay se obtendran las reflectancias, mientras
que al dividir los coeficientes T y T}, entre Ay se conoceran las transmitancias.



Capitulo 4

Ondas elasticas en un medio
estratificado

En los medios estratificados, los pardmetros utilizados para su descripcion
varian en una determinada direccién. De aqui en adelante se va a considerar que
la variacion es en la direccion del eje Z.

Un medio estratificado puede ser construido mediante el proceso de deposi-
cion fisica de vapor.[21] Este tipo de sistema resulta tener propiedades similares
a las de un cristal liquido colestérico. En los colestéricos, la orientacién molecu-
lar de cada plano queda determinada por el vector director, éste adquiere una
pequena rotacion gradual plano por plano y, como consecuencia, se forma una
hélice, lo que da lugar a un medio anisotrépico e inhomogéneo. Por su parte,
el medio estratificado estd formado por estratos de espesor pequeno, caracte-
rizados por los vectores de la red cristalina; si éstos giran en torno a un eje,
formaran también una hélice y se tendra un medio estratificado helicoidal, cuya
estructura sera analoga a la de un cristal liquido colestérico. Especificamente se
tomara el caso en que los vectores principales de la estructura cristalina giran
en torno al eje Z.[19]

4.1. Descripciéon del medio estratificado
Debido a que el medio estratificado es un medio elastico continuo, entonces a

partir de la Ley generalizada de Hooke (2.30) se pueden describir sus propieda-
des elasticas. Retomando lo descrito en el capitulo 2 respecto a la representacion

45
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en componentes independientes (2.34) de dicha Ley, es posible escribir una ex-
presion analoga a (2.34) para el sistema en cuestion; esta expresion se ve como:

o} = Sik(2)'x, (4.1)

en donde S;(z) es una matriz semejante a la matriz C;j, de la ecuacion (2.34); sin
embargo, S;;(z) da la relacion entre las componentes independientes del tensor
de esfuerzos (3';) y el de elongacion (@) en el medio estratificado, ademas las
componentes de S;x(z) son funciones tanto de z como de los modulos elasticos del
material en cuestién, recordando que los médulos elasticos son las componentes
de la matriz Cj.

Para obtener las componentes de la matriz S;;(z) se debe aplicar una trans-
formacion a la ecuacion (2.34), es decir, se deben transformar las componentes
independientes de los tensores de esfuerzo y elongacion. A pesar de que tni-
camente se quieren transformar las componentes independientes del tensor de
esfuerzos, i.e., 7;, serd necesario transformar todo el tensor de esfuerzos y pos-
teriormente separar las componentes que nos interesan. Es importante tomar en
cuenta que el tensor de esfuerzos se transforma de la siguiente manera:

0l = RikOkm R (4.2)

en donde R representa la matriz de transformaciéon que permite cambiar del
medio homogéneo isotrépico al medio estratificado.

Ahora bien, las componentes de &, se obtienen al transformar o, y poste-
riormente reacomodar tinicamente los seis elementos independientes del tensor
en un vector de seis componentes, ordenadas de la misma forma utilizada en la
secci6n 2.3. Por tanto, las componentes independientes del tensor de esfuerzos
en el medio estratificado son:

o, = R,0;. (4.3)

De manera similar a lo anterior se deben transformar las componentes inde-
pendientes del tensor de elongacion. En este caso la matriz de rotacion sera[15]:

Mg = FR,F~! (4.4)

en donde las componentes de F estan dadas por:
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1.0 0 0 0 O
020000
0 01 0 0O
F= 000 200 (4.5)
000 0 20
0 0 0 0 01

El factor 2 que aparece en la matriz F es resultado de la simetria del tensor de
elongacion, tal como se muestra en la ecuacion (2.33).
De lo anterior se tiene que las seis componentes independientes del tensor
de elongacién en el medio estratificado son:
Sustituyendo la ecuaciéon (4.6) en (4.1) e igualando con la expresion (4.3) se
obtiene:
(_T,E = R,0;, = Sixr Mpuy. (47)

Multiplicando lo anterior por R, -1, se despeja &;:

0; = Rr_lsikMR’U,k. (4.8)
Como R, est4 dada por la matriz (??) y Mg esta dada por la matriz (4.4), se
sigue que R, ' = M} .[15] La expresion (4.8) se reescribe como:

o; = MgsikMR’ljk. (49)
Tomando la ecuacién anterior y comparandola con la ecuacion (2.34) se concluye
que

Cir = M} S Mg. (4.10)

Finalmente, se despeja S;; de la expresion anterior, de manera que

Sir. = MRCix ME. (4.11)

Es importante notar que se esta tomando Mgl = M}. Las componentes de la
matriz S;; son funcién de z y de los mddulos elasticos del material en cuestion.
Ademas, por la manera en que se construyo6 S;, entonces también es una matriz
simétrica con 21 mdédulos elasticos independientes.
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4.2. Flujo de energia en un medio elastico

Se va a calcular ahora la energia elastica que fluye por unidad de tiempo a
través de una superficie de control. Para ello es necesario calcular la potencia
transferida por las ondas elasticas para deformar al medio elastico. Se sabe que
la potencia instantédnea ejercida por una particula por una fuerza externa esté
dada por P = —F - v; en este caso la fuerza es una fuerza superficial local en
un medio elastico y se calcula a partir del tensor esfuerzos, como se muestra en
la ecuacion (2.10) Fy = % -n. Por ende, al tomar esta cantidad y multiplicarla
por la derivada temporal del vector de desplazamientos; y sumando todas las
contribuciones en la superficie que encierra al cuerpo se obtiene la potencia total

P:—yﬁ@ﬂ?-nds (4.12)
g Ot
en donde podemos definir el vector
ou .,
—_27. 4.1
5 © (4.13)

que proporciona la corriente de flujo de potencia elastica. Este vector juega el
papel del vector de Poynting para las ondas electromagnéticas.

Se va a deducir ahora la ecuacién que gobierna a este vector, utilizando para
esto la segunda ley de Newton en su versiéon de medios continuos dada por la
ecuacion (2.15). Multiplicando dicha ecuacion por du/dt se tiene

0o, Ou, n faui B 0%u; Ou;
oz, ot Plar T

. 4.14

ot~ o ot (4.14)
El primer término de la ecuacién se puede sustituir por la derivada del producto
Ok, Mmenos un término adicional, mientras que el segundo miembro se puede
escribir como una derivada total temporal, esto es

(o L A . - Ou
(i i) 0 <8uz du; 9 (p8u18u1>. (4.15)

~ Ok E)”fi o " oi\2a o

8l‘k 8l‘k
Se ha supuesto que la densidad de masa no depende del tiempo. Por otro lado,
si se intercambian las derivadas del segundo término se llega a

Jika—l‘k (§> = Ulkaﬁ—xk = Ok 8tuzk (4.16)
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en donde u;; continua siendo el tensor de elongaciones definido en la ecuaciéon
(2.6) que por construccion es simétrico. La segunda condicion de esta expresion
se cumple porque el tensor de esfuerzos es simétrico y que la contracciéon de un
tensor simétrico con un antisimétrico siempre es nula. En este punto es necesario
utilizar la ecuacién constitutiva para un medio lineal general, para simplificar
ain mas este término. Sustituyendo (2.30) en la ecuacion (4.15) se obtiene:

87.1@ 8(0ik%) 0 P 8ui 81141 0
i =—-———20% "4 — | = Aikim Wim — Wik 4.17
Plivgy Dy 8t<2 ot 8t>+ jmthjm 5y ik (4.17)
que puede expresarse finalmente como
ou;  0Jg 0
en donde Fg; es la densidad volumétrica de energia elastica definida por
Ou; Ou; 1
ol = g atz atz + Eaikuik (419)

y se ha sustituido nuevamente a ;. También se ha supuesto que el tensor de
rigidez no cambia con el tiempo. Notese que el segundo término de esta expresion
es precisamente la densidad de energia libre de Helmholtz dada por la ecuaciéon
(2.29) para el caso particular de un medio isotropico y homogéneo. El primer
término es una conribucioén cinética asociada a los cambios temporales del vector
de desplazamiento.

La ecuacion (4.18) para el vector de flujo de energia elastica Ji juega el
papel en elasticidad del teorema de Poynting en electromagnetismo. Es posible
integrar dicha ecuacién dentro de un volumen de control y después de aplicar el
teorema de Gauss encontrar

0 ou
§I§J'nd5+a/vcEeldV/VCpf-EdV (4.20)

Se

que establece que la integral de flujo de energia elastica por unidad de tiempo
en una superficie cerrada es igual a menos el cambio de la energia total elas-
tica dentro del volumen de control mas la potencia inyectada por las fuerzas
volumeétricas.

En resumen, P definido por la ecuacion (4.12) provee la potencia instanté-
nea transportada por las ondas elasticas. Si particularmente se tienen despla-
zamientos armonicos con frecuencia w, entonces la potencia también oscilara;
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pero con el doble de frecuencia ya que de la ecuacion (4.13) se puede inferir que
el vector de flujo de energia es proporcional al cuadrado de los desplazamien-
tos. Cuando las oscilaciones son muy rapidas o la frecuencia es muy grande, la
cantidad relevante a calcular es la potencia promedio en un intervalo temporal
que es el periodo T' = 27/w de las oscilaciones. Si la onda es armonica, es de-
cir, u = Relug(r)e*?] con Re denotando la parte real, entonces utilizando la
ecuacion constitutiva de Hooke, ecuacion (2.30), se puede mostrar que el tensor
de esfuerzos esta dado por o = Re[og(r)e~*!] y por tanto la corriente promedio
de energia J en un periodo est4 dada por:

o= [ R oam g [ SO 0T
T ), ot T, 2
. (00 (r) e’i‘;t + USei‘*’t) "
1 N ok iw "
= 1 (—iwug (r) - 0§ (r) +iwug - oo (r)) = —7Im [uf (r) - op (r))(4.21)

en donde Im se refiere a la parte imaginaria y los asteriscos indican complejo
conjugado. Finalmente, la potencia promedio de estos desplazamientos arméni-
cos en términos de las amplitudes complejas del desplazamiento y el tensor de
esfuerzos queda como

P= —3 Im[u(r) - oo(r)] - ndS
s
en donde S es una superficie cerrada que incluye a la fuente y se halla muy lejos,
la cual es comun tomarla como una esfera.

4.3. Ondas elasticas en incidencia oblicua y nor-
mal sobre el medio estratificado

Se va a considerar una onda elastica de frecuencia w propagandose a lo largo
del eje Z que incide de manera oblicua sobre la superficie del medio estratificado.
El comportamiento de estas ondas se describe a partir de las ecuaciones (2.15)
y (4.1). Notese que en la ecuacion de Newton (2.15) las componentes del tensor
de esfuerzos y del vector de desplazamientos también deben estar en el sistema
del medio estratificado, es decir,
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oo 0?u
3@?5 TR (4.22)

Como se menciond previamente, se estd considerando que las propiedades
del medio estratificado varian solamente a lo largo del eje z, de ahi que las
componentes de la matriz S;; sean funciones explicitas de z; y por tanto las
soluciones de estas ecuaciones no pueden ser ondas planas Ae’®*=“Y como en
el caso de un medio homogéneo, en donde las componentes de C;i son constantes.
Sin embargo, debido a que S;; no depende de las coordenadas transversales x y
y, ni de t, es posible suponer que el comportamiento en tales direcciones sigue
siendo el de una onda plana. En consecuencia, las soluciones de los elementos
del tensor de esfuerzos y del tensor de desplazamientos serdn ondas cuasiplanas,
cuyas amplitudes dependeran de z, es decir

ol (T,y,2) = oy, (2) eilhamthyy—wt)

i 4.2
L (2,1, 2) = g (2) eilkrathyy—wt) (4.23)

Al sustituir las soluciones anteriores en la expresion (4.1) y hacer las deri-
vadas correspondientes se obtendran seis ecuaciones para las componentes in-
dependientes del tensor de esfuerzos. Para hacer este desarrollo es conveniente
expresar las componentes del tensor de elongacién en términos de las compo-
nentes del vector de desplazamientos, como en la ecuacion (2.6). Sustituyendo
también estas soluciones en la expresion (4.22) se tendran tres ecuaciones en
las cuales las tinicas derivadas involucradas seran de los elementos 0., 0y, y
0.-- A partir de lo anterior se toman las tres primeras ecuaciones de (4.1), es
decir las ecuaciones para oy, 0, ¥ 0y, ¥ se sustituyen en las tres ecuaciones
de Newton. Tomando las ecuaciones de Newton y las ecuaciones restantes de
(4.1) se tendran seis ecuaciones resultantes de donde se despejan las derivadas
respecto a z de ug (2), uy (2), us (2), 022 (2), 0yz (2) ¥ 022 (2).

Si se define un vector ¥, cuyos elementos sean

(4.24)

entonces es posible escribir las seis ecuaciones resultantes en una expresion ma-
tricial de la forma:
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d
— VU =iMY 4.2
“w =M, (425)

en donde M es una matriz de 6 x 6, los elementos de esta matriz son los que
se muestran en el Apéndice C de la referencia [19]; pero multiplicados por un
factor de —i.

Retomando la expresion (4.21) de la corriente promedio de energia J, obte-
nemos que ésta en la direccion z estd dada por

Jo = =0 [w} (1) 00z (1) 4+ u) (1) 0, (1) + 02 (1) 02z ()] = -0 LW,
(4.26)
en donde L es una matriz cuyas componentes son

0O 0 0 1 00

0O 0 0 0 1 0

I— o 0 0 0 01

] -1 0 0 0 0O

0 -1 0 0 0 O

0 0 -1 0 0 0

Si el material no sufre pérdidas por absorcion, entonces dJ,/dz = 0.
Ahora, como la ecuacién para ¥ esta dada por (4.25), por tanto para W' se
tiene

dvt

Al 4.27
dz ! ( )
y entonces
dJ, jw (d¥t dv 3
Joo o _iw (dVT g i@V i (—iOtMTLU + 0T LMW)
dz 2 z dz 2

= v (LM - ML)V (4.28)
asi, la condicién para conservacion de energia es

ML =LM (4.29)

o equivalentemente
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L'M'L=M (4.30)

en donde se ha utilizado las propiedades (LW)' = WTLT y LT = L=1. Se puede
demostrar que la condicién anterior para M se cumple siempre y cuando las
componentes del tensor de rigidez sean reales.

La cantidad \IIZL\IIQ que aparecera repetidamente en lo que sigue tiene una
analogia evidente con el producto escalar, en donde L juega el papel de un tensor
métrico como en la teoria de relatividad. La cantidad anterior serd llamada el
producto escalar (¥,, ¥;) de ¥, con Uy en el espacio del vector ¥. Esta norma
es real pero no necesariamente positiva. Con esta definicion para el producto
escalar, la propiedad de la matriz L definida por la ecuacién (4.30) implica que

(MW, W) = (Vo, MTp). (4.31)

Esto significa que el operador M es auto adjunto. Al tomar en cuenta que éste
es el operador que gobierna la evoluciéon espacial del vector de desplazamientos
y de algunas componentes del tensor de esfuerzos, como se ve en la ecuacién
(4.25) , entonces esta propiedad tiene consecuencias importantes para la teoria
general. Consecuencias similares a aquellas derivadas en mecanica cuantica a
partir del hecho de que el Hamiltoniano es auto adjunto.

4.4. Relaciones de ortogonalidad y representaciéon
de medios no absorbentes en la base de v

Para medios homogéneos la matriz M es independiente de z; sin embargo, si
el medio es helicoidal, entonces la aplicacion de una rotaciéon uniforme en torno
al eje de la hélice da lugar a una matriz M en la ecuacion (4.25) cuyos elementos
también son constantes (véase la seccidén 4.6). De esta manera la ecuaciéon de
propagacion, ecuacion (4.25) admite soluciones del tipo

U = 0tz (4.32)

que representa las seis ondas elésticas propias (tres propagéndose hacia adelante
y tres hacia atras) para cierto valor de la frecuencia. Insertando esta ecuacion
en la expresion (4.25) da lugar a la siguiente relacion para M

MU = \07 (4.33)
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Tomando ahora dos vectores propios W' y ¥/ y considerando la ecuacion (4.31)
que establece la hermiticidad del operador M, escrita explicitamente toma la
forma

(MU, W) — (U, MU,) = U LM U, — (MU,)' LY, =0 (4.34)

entonces al sustituir la ecuacion (4.33) en la expresion anterior se obtiene

UILAT, — (W) LU, = Ay — A}) (T, Uy) = 0. (4.35)

Si se toma a = b esta ecuaciéon muestra que los vectores propios de un eigenvalor
complejo propio tienen norma nula, fisicamente esto implica que los vectores
representan ondas evanescentes. Este es un caso que requiere un anélisis por
separado. De hecho, de la ecuacion (4.31) se puede demostrar que los valores
propios de M ocurren en pares A; y A\; = A7. Més atn, si A;, A2, , A3 ¥ Mg son
el conjunto de valores propios de M entonces el conjunto de valores propios de
Mty de L=*MTL son A}, A5, A5 y A} y los dos conjuntos coinciden ya que M
es de hecho hermitiano. La ecuacion (4.35) muestra ademas que dos vectores
propios que corresponden a diferentes valores propios reales, son adicionalmente
ortogonales. Para el caso degenerado de valores propios A\, = ) el producto
escalar (U,, U;) puede ser distinto de cero. Sin embargo, en este caso cualquier
combinacién lineal de ¥, y ¥, es un vector propio asociado a A y en este
espacio vectorial bidimensional siempre es posible escoger un par de vectores
ortogonales. Por tanto se puede escribir

VLU = Ny, (4.36)

o equivalentemente

NILO =05, (4.37)

en donde Nj es la norma del vector U, Si escogemos los indices 1, 2 y 3 para
denotar las ondas que se propagan hacia adelante y 4, 5 y 6 para las otras
tres ondas que se propagan hacia atras, entonces N1, Ny y N3 serdn positivas
mientras que Ny, N5 y Ng seran negativas. De esta manera es natural asumir
como condiciones de normalizacién:

Ni=Ny=N3=1, Ny=Ns=Ng=—1. (4.38)

Por tanto, la solucion general de la ecuacion (4.25) esta dada por la superposicion
de los seis eigenvectores, es decir
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6
U=> " £ =T¢ (4.39)
j=1
en donde ¢ esta dado por

h
f2
_|
o= (4.40)
fs
fe

y T es la matriz cuyos elementos #;; es la componente i-ésima del vector U7, Esto
significa que las columnas de T son los vectores columna U!, &2 U3 T4 o5
U6 v los vectores \III, \Ifg, \Ifg, \IIL \I'g y \I'g son columnas de T't. Las relaciones
de ortogonalidad dadas por la ecuacion (4.37) pueden reescribirse como

NITILT =1 (4.41)

en donde N es la matriz diagonal cuyos elementos no nulos estdn dados por las
normas N1, No, N3, Ny, N5 y Ng de los vectores propios de M e I es la matriz
unitaria de 6 x 6.

La ecuacién (4.41) muestra también que el inverso de la matriz T esta dado
por

T-'=N-ITTL. (4.42)

4.5. Medios estratificados con planos de discon-
tinuidad

Se considerard ahora una onda plana que incide sobre un conjunto de N
capas homogéneas o helicoidales separadas por N + 1 planos localizados en
z=2z, (n=0,1,...,N), con el objeto de encontrar expresiones analiticas para
las ondas reflejadas y transmitidas.

Toémese el caso para N = 0 que corresponde a una sola interface situada
en z = (. Utilizando la notacién de la secciéon anterior, las ondas incidente y
transmitida se pueden representar en términos de vectores ¢ tomando f; = f5 =
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fo=0y fi =a1, f2=a2y f3=as parala onda incidente. Asi los vectores ¢
para ambos lados de la frontera plana estan dados por

a1 tq

as to

_ t
o(07) =] | o) =7 (4.43)

2 0

r3 0

en donde los coeficientes a;, r; y t; (i = 1,2,3) corresponden a las ondas inci-
dentes, reflejadas y transmitidas. Lo que se quiere es expresar las amplitudes de
las transmitidas en términos de las ondas incidentes y reflejadas.

La continuidad de todas las componentes de desplazamiento y esfuerzos nor-
mal y tangenciales a la frontera situada en z = 0 se puede exigir simultdneamente
con la condicién

v (07)=w(0"). (4.44)

De estas expresiones se puede inferir el papel que tienen los vectores ¢ y W. El
primero se relaciona directamente con las condiciones de frontera ya que estéa
formado con las tres componentes del vector de desplazamientos y tres elementos
del tensor de esfuerzos. El segundo esta expresado en términos de las cantidades
que son de interés desde el punto de vista experimental que son las reflectancias
y transmitancias, las cuales estan dadas por | r;/a; |y | ti/a; |? (i,5 = 1,2,3).
Las transformaciones 7" establecen una relacion entre las condiciones de frontera
y las reflectancias y transmitancias.

A partir de las ecuaciones anteriores y de la relacion ¥ = T'¢, se obtiene
inmediatamente

$(07) =T, 'T,¢ (0T) (4.45)

en donde T; y T, son las matrices T del primer y segundo medio, respecti-
vamente. Estas ecuaciones proporcionan seis ecuaciones lineales para los tres
coeficientes de reflexiéon y los otros tres coeficientes de transmisién y por ende
pueden considerarse la solucién formal del problema.

Entonces, si se considera el caso para el que N = 1 que corresponde a una
sola capa heterogénea entre dos planos situados en z = 0 y z = 2;; al imponer
la continuidad de los vectores ¢ en ambas fronteras se obtienen relaciones del
tipo anterior, es decir
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¢ (07) =T, "'T¢ (0%) (4.46)

¢ (2) =TT, (2) (4.47)

en donde la matriz T sin indices estd asociada al medio interior. La relacién
entre ¢ (07) y ¢ (27) estd dada por

¢ (z7) =e M7g (07) (4.48)

en donde \; (j = 1,2,3,4) son los valores propios de la matriz M para repre-
sentar el medio central.
De las ecuaciones (4.45) y (4.47) se puede obtener inmediatamente

6(07) = T 0T 0 () (4.49)

en donde U es la matriz de transferencia para los vectores ¢ dentro de la capa,
implicitamente definido por ¥ (z1) = U¥ (0). Aqui U esta dada por

U=TK '(z)T! (4.50)
o equivalentemente
4
U=> We =y, (4.51)
j=1

en donde V; son los renglones de la matriz 7~!. Para el caso general de N
capas, la solucion del sistema esta dada por la ecuacion (4.50) en donde U es la
matriz de transferencia del conjunto de capas y se construye multiplicando las N
matrices de transferencia de cada capa. Todos estos resultados son ampliamente
conocidos.

4.6. Ondas elasticas en el s6lido helicoidal

Considérese ahora un medio helicoidal cuyo eje de la hélice esta en la di-
reccion z, este medio es por supuesto un medio estratificado helicoidal.. Para
resolver el problema de propagacién de ondas elasticas en tal medio, es nece-
sario conocer la forma explicita de la matriz S;;(z). Entonces, en este caso la
transformaciéon que nos permite ir del medio homogéneo e isotrépico al medio
estratificado helicoidal es una rotacién.
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La matriz de transformacion en la ecuacion (4.2) para un medio helicoidal

es
cos(qz) —sin(gz) 0
R= sin(gz) cos(gz) 0 |. (4.52)
0 0 1

A partir de ella se conoce explicitamente la matriz S (cuyas componentes
pueden consultarse en el Apéndice A de la referencia [19]) y con esto también la
forma explicita de la matriz M, que aparece en la ecuacion (4.25). Los elementos
de M se muestran en el Apéndice C de la referencia [19]; pero multiplicados por
un factor de —i. Tanto las componentes de S como de M son funcién de los
modulos elésticos Cy, y de z.

Si la onda elastica incide de manera normal sobre la superficie del sé6lido
helicoidal, entonces k, = ky, = 0 y por lo tanto la matriz M tendré los siguientes
coeficientes:

0 0 0 —ia1 —iag —ia3
0 0 0 —iag —ia4 —ia5
_ 0 0 0 —ia3 —ia5 Qg
M, = —ipw? 0 0 0 0 0 (4.53)
0 —ipw? 0 0 0 0
0 0 —ipw? 0 0 0

Explicitamente, los coeficientes a; con i = 1,2, ...,6 aparecen en el capitulo
4 de la referencia [19] y son combinaciones de los elementos de la matriz S, es
decir, de los modulos elasticos Cy, y de z.

La ecuacion (4.25) es valida para describir la propagacion de ondas elasticas
en este tipo de sistemas. Conviene recordar que el sélido helicoidal esta rotado un
angulo 6 = ¢z respecto al medio estratificado natural; sin embargo, si se observa
al sistema plano por plano pareciera ser que se trata de un medio anisotrépico
y al mismo tiempo homogéneo. Por lo anterior, para resolver la ecuaciéon (4.25)
resulta conveniente aplicar al sistema la rotacién inversa a la asociada con la
geometria helicoidal. Entonces, se va a utilizar el siguiente cambio de variable
® = RyV¥, en donde Ry es la matriz que rota simultdneamente respecto al eje
Z al vector ® que contiene elementos del tensor de esfuerzos y del vector de
desplazamiento. R, se construye siguiendo un razonamiento analogo al que se
utilizé para rotar a la matriz Cj en la seccion 4.1 pero con la rotacion opuesta.
Para obtener las componentes de la matriz Ry primero es necesario rotar por
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separado a o} y a ul; y posteriormente reacomodar los elementos rotados que nos
interesan de acuerdo a la notacién utilizada en el vector ¥ de seis componentes.
[19] Explicitamente las componentes de esta matriz son

cos(qz) sin(qz) O 0 0 0
—sin(qz) cos(qz) 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ry = 0 0 0 —cos(gz) —sin(gz) O (4.54)
0 0 0 sin(gz) —cos(qz) O
0 0 0 0 0 -1

Retomando el cambio de variable y multiplicAndolo por la izquierda por R;l
se obtiene ¥ = R;1<1>, de aqui que

ov 9, .\ ORS _, 00
E_&(Rd) q>>_—az @+ R o (4.55)

retomando la ecuacion (4.25) también se tiene

oV
5, = MY = iMR,'® (4.56)

multiplicando ambos lados de la ecuacién por Ry

oV
Ry = iRgMR,'W

y por la expresion (4.55) es equivalente a

ORy" 0P

¢
O+ — = MR;'®
R¢ Ep + 92 ZR¢ R
que puede reescribirse como
o
— =iP® 4.57
5, ! (4.57)

en donde
., OR}!

Las componentes explicitas de P son las que aparecen en el Apéndice D de
la referencia [19] pero multiplicadas por —i. Ahora bien, si se toma el caso en
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que la onda eléastica incide de manera normal, entonces la matriz P toma la
siguiente forma

0 —iq 0 ibl ibg ibg

iq 0 0 iby  iby 1bs

- 0 0 0 ibs  ibs ibg
PL= iw?p 0 0 0 —ig 0 (4.58)

0 w?p 0 ig 0 0

[ V)

0 0 w2 0 0 0

en donde b; (i =1,2,...,6) son coeficientes constantes y son combinaciones de
los modulos elésticos que aparecen en la matriz Cyy, es decir

Cs5Cs6 — C25

by = "
by — C16C56 — Cu5C66
> A
b C45Cs6 — Cy6Cs5
3 A
b C1Ce6 — Cis
4 A
I Cy5C46 — C1aCie
o A
b — CyCs5 — C3
g = s TS

A

con

A = C3;Cs5 — 2C45C46C56 + CisCos + Cua (C35 — Cs5Ces) -
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Puesto que los elementos de la matriz P, son constantes, entonces la ecuacion
(4.57) es equivalente a un sistema de seis ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden con coeficientes constantes, que puede desacoplarse para generar
una dnica ecuacién diferencial de sexto orden con coeficientes constantes; y su
solucion esté dada por

P = Pye'l” (4.59)

en donde ®( es un vector constante, no nulo y [ representa el niimero de onda.
Al sustituir la expresion anterior en la ecuacion (4.57) y recordando que se esté
considerando el caso de incidencia normal, se tiene

il®g = P g
o equivalentemente
(P —II) Dy =0, (4.60)

esta ecuacion tnicamente tiene solucion no trivial si det (P, —II) = 0, resol-
viendo el determinante se llega a la siguiente expresion

Mw® 4+ Tow? 4 Tyw? + Ty = 0, (4.61)

los coeficientes T'; (i = 1,2,...,6) son funciones del ntmero de onda ! y estan
dados por

Iy = —p? [b3bs — 2b2bsbs + b3bg + by (b2 — babg) ]

Ty = —p* [q% (b5 + b2 — (b1 + ba) bg) + 1% (b3 + b3 — bibs + b2 — bybg — babe) ]

I's = p [q4b6 + q2l2 (b1 + by — 2b6) + 4 (b1 + by + b@)]

Ty =1°—24%1* + ¢*1%.
Si se introducen los cambios de variable 12 = qu~ y pw? = @¢? en los coeficientes

T'; se puede reescalar el nimero de onda y la frecuencia en términos del nimero
de onda ¢ del medio helicoidal'. A partir de esto y sustituyendo los valores de

I Este ntimero de onda, ¢ es analogo al nimero de onda qp en los cristales liquidos colesté-
ricos.
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las b;, la ecuacion (4.61) puede reescribirse como una ecuacion de tercer grado,
es decir

PP+ AP+ A+ A5=0 (4.62)

en donde los coeficientes A1, Ay y A3 son funcién de [, explicitamente se tiene

Ay = —Cggl — <l~+ 1) (Cya + Cs5)

Ay = —C% (Z— 1)2 — (C% + C2; — Cs5Cas) Z(z + 1) +

Cus <C55 (i— 1)2 + CGGZ(H 1))

. 2 _
Ay = [-2C45C46C56 4+ Ci5Co + Caa (C35 — C5Ce0) ] (l - 1) I+
04%60555_ 204%6055[2 + 04%6055l~3'

Puesto que la (4.62) es una ecuacion algebraica de tercer grado con coeficientes
reales, entonces se puede utilizar el método de Cardano para resolverla, sus
soluciones estan dadas por las siguientes expresiones:

A 5
B o= 5+ [V2(AT-3A)] [ [3 (20 +9M1A0 — 27A0+
V(A2 - 305)° + (203 — 9A1 A5 + 27A3)2) |
1 [—2A% 4+ 9A1As — 27A5+
3\3/5 1 1432 3

1
3

\/—4 (A% — 3A2)3 + (2/\:;’ —9A A + 27A3)2:|
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Dy = —%—l—[(l—i—z’x@) (3A2 — A )}/[3\/_( 203 + 9A; Ag—

3
27A3 + \/ (A3 —3A2)° + (2% — 9A1 A + 27A3)2) ] -

(1-iV3)
62

\/ —4(A2 = 3A5)" + (203 — 9A1 A, + 27A3)2]

[—2A% + 9A 1 Ap — 27A5+

1
3

Dy = —%+[(1—¢\/§) (3A2 — A )}/[mf( 203 + 9A Ay —

%
27A3 + \/ (A2 — 3/\2) + (2A3 — 9A 1 A + 27/\3)2) ] -

(1+1iv3)
6v/2

V=4 (02 = 305)° + (203 — 9A LA + 27A3)2]

[—2A% + 9A A — 27A3+

1
3

Al graficar las tres soluciones anteriores para [ como funcion de w se genera
una estructura de bandas como se muestra enseguida. Si se considera Albite
(NaAlSis0g), un material completamente anisotropico, es decir que depende de
los 21 moédulos elasticos se obtiene la siguiente estructura de bandas
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Grafica 4. Espectro de bandas fononicas para Albite (NaAlSi30s) estratificado con
. P _ 268 _ 249 _ —24 _ 71 _ 87
modulos elasticos 044 = —179’5, 055 = —179’5, 045 = —179’5, 046 = —179’5, 056 = 179,5 y

Css = 1. Los moédulos elasticos fueron adimensionados con el modulo Cgg. 2

Para la grafica anterior, los médulos elésticos fueron divididos por el médulo
Cse con el fin de usar variables adimensionales.

Si ahora se considera un material menos general, particularmente uno con
simetria hexagonal (B.O) entonces la estructura de bandas cambia y se obtiene
lo siguiente:

2Los moédulos eléasticos de este material fueron tomados de la referencia [20].
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Grafica 5. Espectro de bandas fondnicas para el cristal hexagonal B.O con modulos
elé,sticos C44 = 0, C55 = %, C45 = O, 045 = 0, 055 =0 y 055 = 1. Los m(’)dulos

elasticos fueron adimensionados con el mo6dulo Cegg. 3

De la Gréafica 5 notemos que a diferencia de lo que ocurre en un material
completamente anisotropico, en un material con simetrias las bandas de reflexion
se cierran.

En este punto conviene recordar que al calcular el det (P, — II) = 0 se ob-
tuvieron los valores propios de la matriz P, , siendo éstos wy, wWe, W3 asi como
sus negativos, es decir —w1, —ws y —ws. Lo que sigue ahora es determinar los
vectores propios asociados a estos valores propios, para ello se debe resolver
(P. — Al) - x = 0, en donde A es cualquiera de los valores propios y x es un
vector columna con seis entradas, es decir

3Los modulos elasticos del B.O se obtuvieron de la referencia [23].
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Para que la ecuacion (4.60) tenga solucion no trivial, se pide que det (P, — II) =
0. A partir de esta condicion, se garantiza entonces que el sistema tiene multiples
soluciones. Ahora bien, al resolver (P, — Al)-x = 0 para cada uno de los valores
propios se sabe que al menos una de las ecuaciones que conforman al sistema es
linealmente dependiente, por lo tanto se puede eliminar una de las ecuaciones,
en principio cualquiera de ellas y; a partir de las cinco restantes encontrar los
valores de x. De esta manera, una de las componentes de x podréa elegirse arbi-
trariamente. En este caso se elimin6 la primer ecuacion de (P — Al) -2 =0y
se propuso r3 = 1.

Los seis vectores propios obtenidos son ®!, ®2, ®3, &4 ®° y ®%; y estan
asociados a los valores propios wi, ws, W3, —W1, —Ws ¥ —Ws respectivamente.
Sus componentes explicitas se muestran en el Apéndice B. Cabe destacar que
los vectores propios son funciéon de los modulos elasticos Cj, del material en
cuestion.

Debido a que la matriz P, es de coeficientes constantes entonces se garantiza,
que los valores propios son reales, lo que implica que las ondas elasticas si se
estan propagando en el sélido helicoidal y no son ondas evanescentes. Ademés
los vectores propios asociados son ortogonales como se mostré6 en la seccién 4.4.

En este capitulo se consideré un medio estratificado para el cual se descri-
bieron sus propiedades elasticas; asimismo se introdujo el concepto de flujo de
potencia elastica que resulta ser andlogo al vector de Poynting en ondas electro-
magnéticas. Se estudi6 también la incidencia oblicua y normal de ondas elésticas
sobre dicho medio; y se obtuvo un sistema de ecuaciones que describe la pro-
pagacion de tales ondas. Se considero el caso particular de un sélido helicoidal
y se resolvieron las ecuaciones gobernantes para una onda incidiendo normal-
mente sobre la superficie, de esta manera se obtuvo la relaciéon de dispersiéon y
como consecuencia un espectro de bandas fonénicas. En tal espectro se observa
la presencia de bandas de reflexion, que indican que se reflejara el modo cuya
helicidad coincide con el giro del sélido helicoidal. Especificamente, se obtuvo
la relacion de dispersiéon para dos materiales, uno de ellos completamente an-
isotropico y el otro con simetria hexagonal. Se observé que en el material con
simetrias las bandas de reflexién se cierran, es decir, en este tipo de material
esta presente la isotropia por lo que los modos de las ondas no se veran afecta-
dos y siempre se van a propagar. Finalmente se encontraron los valores propios
asociados a la matriz que describe al sistema helicoidal, asi como sus vectores
propios correspondientes; estos ultimos representan las ondas que se propagan
en el solido helicoidal y son ortogonales.



Conclusiones

Partiendo del hecho de que los cristales liquidos han sido estudiados desde
principios del siglo pasado se puso especial atencién en los cristales liquidos
colestéricos y la propagacién de ondas electromagnéticas a través de ellos. El
comportamiento de esta clase de sistemas es bien conocido. En relaciéon con lo
anterior se decidi6 estudiar un sistema con caracteristicas similares a las de los
cristales liquidos colestéricos, tal sistema fue un medio estratificado y las ondas
de interés fueron de tipo elastico.

En primer lugar se consideraron medios homogéneos e isotrépicos y se es-
tudio la reflexion y refraccién de una onda plana, monocromética y elastica en
tal medio y una frontera plana. Se estudiaron ondas incidentes tanto longitu-
dinales como transversales. Debido a que el angulo de incidencia fue arbitrario
entonces la naturaleza de la onda cambio al reflejarse y al transmitirse, es decir,
la onda longitudinal incidente al momento de reflejarse se descompuso en otra
onda longitudinal; y una mas transversal. El tnico caso en que la naturaleza
de la onda permaneci6 inalterada fue para una onda transversal oscilando en
un plano perpendicular al plano de incidencia o bien, para incidencia normal a
la frontera. Se utilizd la ecuacion constitutiva, que establece una relacion entre
el tensor de esfuerzos y el de elongacion; y al imponer condiciones de frontera
sobre los esfuerzos y desplazamientos se obtuvieron expresiones para las ampli-
tudes de las ondas reflejadas y transmitidas como funcién de la amplitud de la
onda incidente, del angulo de incidencia y de las propiedades elasticas de am-
bos medios. Se determin6 que las tinicas propiedades elésticas involucradas en
las expresiones de las amplitudes reflejadas y transmitidas fueron el modulo de
Young y la constante de Poisson de los medios que se estudiaron; particularmen-
te se consideré como medio de incidencia al acero y como medio de transmisiéon
al cobre. Ademas, tales relaciones juegan el papel de los coeficientes de Fresnel
para ondas electromagnéticas.

Posteriormente se consider6 un medio estratificado que es un medio no ho-

67
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mogéneo, por lo que sus propiedades elasticas varian a lo largo de un eje deter-
minado, en este caso se tomoé al eje z. La descripciéon de este medio se hizo a
partir de la ley de Hooke en su representacion de componentes independientes,
fue necesario aplicar una transformaciéon a un sistema homogéneo para conver-
tirlo en el medio estratificado. Por lo tanto la ecuacién que describe al medio
estratificado depende tanto de los mo6dulos elasticos del material como de la
coordenada z.

Se estudi6 también el flujo de energia en un medio eléstico general, en donde
se encontré una expresion para la potencia instantanea ejercida para deformar
al medio eléstico, que es precisamente la potencia instantanea que transportan
las ondas elésticas. Relacionado con esto se definié un vector J que proporciona
la densidad de corriente de flujo de potencia elastica y que juega el papel del
vector de Poynting para ondas electromagnéticas.

Se tomé en cuenta la propagaciéon de ondas elasticas incidiendo de manera
oblicua sobre el medio estratificado. A partir de la ecuacién constitutiva que
describe al medio, es decir de la Ley de Hooke transformada y de la segunda
ley de Newton en su version para medios continuos se definié un vector de seis
elementos, tres de los cuales son las componentes del vector de desplazamientos
y los otros tres son elementos del tensor de esfuerzos; con ellos se llegd a una
ecuacion de eigenvalores en forma matricial que contiene la informacién tanto
del medio estratificado como de las ondas que se estan propagando.

Puesto que las propiedades del medio estratificado varian a lo largo del eje Z,
se calcul6 especialmente la corriente promedio en un periodo temporal de energia
en esa direccion; y en conjunto con la ecuaciéon de eigenvalores que describe al
medio se obtuvo la condicién para conservacion de energia. De aqui se encontré
que la matriz que gobierna a la ecuacién de eigenvalores es un operador auto
adjunto.

Se propuso como solucién para la ecuacion de eigenvalores un vector de
seis entradas en donde cada entrada representa una onda elastica, tres de ellas
propagandose hacia adelante y las otras tres hacia atras para los tres valores
posibles de polarizacion.

Debido a que se tenia una ecuacién de eigenvalores, se analizaron también
las propiedades de sus vectores propios y se encontré que los valores propios
de la matriz M (la matriz de eigenvalores) ocurren en pares, es decir el valor y
su conjugado. Ademas, si los vectores propios corresponden a diferentes valores
propios entonces son ortogonales. La solucién general de la ecuaciéon de eigenva-
lores es entonces la superposicion de los seis eigenvectores, es decir, de las seis
ondas que se estan propagando.

Se consider6 también al medio estratificado como un conjunto de N capas
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separadas por N +1 planos sobre los que incide una onda plana. A partir de esto
es que se obtuvo una expresion para la matriz de transferencia que relaciona las
amplitudes de las ondas transmitidas con las de las ondas incidentes y reflejadas.

Finalmente se toma el caso de un soélido helicoidal, que es un medio estra-
tificado helicoidal, cuya eje de la hélice gira alrededor del eje Z. Para describir
la helicidad de este sistema fue necesario rotar un angulo gz a la ecuacién de
eigenvalores que caracteriza al medio estratificado. Se resolvieron las ecuaciones
que gobiernan al medio helicoidal pero tinicamente para el caso en que la onda
incide normalmente, esto da lugar a que la matriz en la ecuacién de eigenvalores
sea de coeficientes constantes; lo que garantiza que los valores propios serdn
reales y por tanto las ondas elasticas si se estaran propagando en el medio y no
seran evanescentes. La ecuacién de eigenvalores del medio helicoidal se resuelve
aplicando primero una rotacién al sistema respecto al eje Z, pero dicha rotaciéon
va en sentido inverso al asociado a la geometria helicoidal. Se encontraron los
valores propios asociados a esta ecuacion. Estos representan una relacion entre
el numero de onda y la frecuencia de la onda. Al graficar a la frecuencia en fun-
cion del namero de onda se obtuvo un espectro de bandas fonénicas, en donde se
observa la presencia de bandas de reflexion, las cuales indican que para ciertas
frecuencias, las ondas elasticas no se propagan.

Para graficar la relacion de dispersion se tomaron dos medios, el primero de
ellos completamente anisotropico (Albite) y el segundo con simetrias, especifi-
camente un cristal hexagonal (B.O). En las graficas se aprecia que en el medio
hexagonal las bandas de reflexion se cierran, esto sucede por la isotropia del
medio, es decir, cualquier modo de las ondas elésticas se va a propagar. En
cambio, en el medio anisotropico, aparecen dos bandas de reflexiéon que indica
que el modo de la onda cuya helicidad coincida con el giro de la estructura, se
reflejaréd; mientras que el modo restante podré propagarse.

Por dltimo se encuentran los vectores propios asociados a estos valores pro-
pios; puesto que los vectores propios son distintos se concluye que los vectores
propios son ortogonales e indican las seis ondas propagandose en el medio heli-
coidal, tres hacia adelante y tres hacia atras.

Debido a que en este trabajo Gnicamente se resolvieron las ecuaciones para
el caso en que la onda incide de manera normal al medio estratificado helicoidal,
queda por resolver el caso mas general, es decir el de incidencia oblicua para el
cual serfia necesario utilizar métodos numéricos puesto que la matriz gobernante
ya no serd de coeficientes constantes.



Apéndice A

Al considerar en la seccion 3.4 el caso particular en que una onda longitu-
dinal incide en una superficie que separa a dos medios elasticos, las amplitudes
de las ondas reflejadas (R, y Rs) y de las ondas transmitidas (T, y Ts) son
funcién tanto de la amplitud de la onda incidente Ay como del angulo de in-
cidencia 6p. Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (3.51) y (3.52)
se obtienen las expresiones correspondientes para las amplitudes R, Rs, Tj
y Ts. Se han utilizado los siguientes cambios de variable para simplificar las
expresiones; ¢ = ¢s1/Cp1, Qp = Cp2/Cp1, s = Cs2/Cp1, o = 2arcsin (gsinby),

a1 = 2arcsin (g,sinfy), an = 2arcsin (gssinfy), 8 = /1 —¢%sin® 6y, B =

1-— qIQ)sin2 0o, B2 = 1/1 — ¢%sin® .

R, = % (4.63)

en donde

a = —4Ag {q sin Oy (4q12,q§ (qf - q2) sin® 6y + 4(],2)(15 (qf - q2) sin® 0 x
(q? x sin? 6y — 1) + (4q2q§ cos? Oy sinoy — 4q2q12, cos By x
sin B + 2¢> (1 —2¢% + 247 sin® 90) sin oq) ,82) + 2qqp cos o (2
qpqg sin* 0y — 2q2qpqs sin* 0y + (—qp cosfy + (1 — ¢+ qg + (qz—

q?) cos 290) 61) Bg) + i,@ (16q2q§ cos? 6 sin Oy sin oy + ¢ (16x

q2q§ sin® g sin oy + sin 6 (—8(]4(112J sin 20 + qﬁ (2q2 + qﬁ - 2q§)
(2q2 — q?) sin46q + 8 (1 — 2q2) qg sin 041) + 8¢y (1 — 2q§ sin? 90)
X1 + 8qs (q2 — qf) sin 26 sin ozl,é’g) + 4qy cos Oy (qpqs (—2q2 X
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(1+aq —3¢7) + (a5 — 243) (a2 — 1) — (2¢* + ¢ — 243) cos az) x
sin? 6 + apQs (1 +2¢° — q? + (qf — 2q2) cos 26y + cos ag) X
(qf) sin? 6y — 1) + 8¢? (qf — q2) sin? 0061ﬂg)))}
(4.64)

b = —8¢gpcosa {2q2qpq5 sin? 0y — 2qqu:’ sin 6 + (q2 - qg -1+
(qf — q2) cos 290) Blﬂg) + 1642 ¢, cos? Hy sin by (qq?) cos aX
sin b + gs sinai (4558 + q2)) + a5 (4gsinby (4q; (¢° — ¢2) x
sin® 0y + 8q12,q§ (qf — q2) sin® 0y + 2q, (1 —2¢° + qg — qu
cos 26p) sin a1 B2) + S (16q2q§ sin® fpsin oy +sin y (8%
q4q12, sin 26y — qﬁ (2q2 + qf, - 2q§) (2q2 — q?) sin46y + 8 x
(1 - 2q2) q? sin ozl) + 8¢, (1 —2¢%sin? 90) B1 + 8¢s (q? - q2) X
sin 26 sin a1 82)) + 4¢p cos by (qup (q2 +cosa — ¢®x
c0s 200) B + (gsap (2¢° (1 + ¢5 — 3¢2) — (@ — 242) (42 — 1) +
(24° + 5 — 2¢7) cos az) sin® 6 + qpgs (1 +2¢° — @2 + (-
2q2) cos 26y + cos 042) (1 — q?, sin? 90) + 8q2 (q2 — qg) X
sin® 0 132) } -
(4.65)

(4.66)

en donde

c = —8A4 {—qs cos by (2q12, sin By + g, (8q4qp — qpqg (6 + qf, — 3q§) +
o (2405 + 4503 — 245) cos 200 — ¢* (4f + 843 + 4gsx
\/2 —q2 + q2 cos 2001/2 — ¢ + ¢2 cos 290)) sin® 6y + 2¢;) x
qg sin® 6y + 2 (1 - 2q2) Qs sin oy Bo + 4q§ sin? 6 sin 04152) +
B2) + ap (apas (4@ + qi) cos 360 sin® O + qpas ((2¢° — 1) x
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(qg sin? 6y — 1) sin 20y + ¢* sin® 260y — q2qf sin? g sin 490) -
2¢° (2q2 — 1) sin 290,81,82) + 4¢?% cos® 0y (—2q2q§ sin® 0y — qf X

P
sinai B + gp sin 0o (qpgs + 24°B152)) }
(4.67)

d = —8qqycosa{2¢*qyqs sin? 0y — 2g,q> sin Oy + (®—¢2—1(g2—
q2) cos 290) 6162) + 164¢°%q, cos? 6 sin Oy (qqf, cos asin fp+
gssinas (58 + qB2)) + ¢s (4gsin by (4q; (¢° — ¢2) sin® O+
84292 (42 — ¢°) sin® By + 2¢, (1 — 2¢° + ¢ — ¢2 cos26p) sinay x
B2)+ 8 (16q2q§ sin® @ sin a1 + sin 6y (8q4q§ sin 26y — qf) X
(24> + q?, —2¢2) (2¢° — ¢?) sin 46y + 8 (1 — 2¢*) ¢ sinav) + 8¢, x
(1 — 2¢°sin? 90) B1 + 8¢s (qf — q2) sin 26 sin 04152)) + 4q, X
cos By (2qqp (q2 + cos o — ¢° cos 290) 8+ (qpqS (2q2 (1 + qf,—
3q§) — (qz — 2qf) (q? — 1) + (2q2 + qf, — 2qf) cos ozg) sin’ 0y +
pqs (1 +2¢% — qg + (q? - 2q2) cos 26y + cos ag) (1 — qux
sin? 90) + 8¢> (q2 — q?) sin? 90,81,82)} .
(4.68)

(4.69)

en donde

e = 1640, {q2 sin 6 sin 20 (gs8 + qB2) + 2¢° cos® O (g3 (1 + 2x
1
(q2 — qf) sin? 90) + gcos afs + 2¢° sin® 9062) + cos g (5 X

4B (2-2¢° — ¢* —2¢2 + ¢*¢? — 2 (¢° — ¢2) cos 260 + ¢* (¢ — ¢2)
x cos46p) — qcos (2q2 — ¢ —14¢*cos 290) Ba + 4¢° x
sin? 6, (qf sin” 0y — q2) 62}
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(4.70)

f = —8qgpcosa {2q2qpqs sin’ 0y — 2qpq§ sin* 0y + (q2 — qf — 1+
(qf — q2) cos 290) 6162) + 164¢°%q, cos? 6 sin Oy (qqz cos a X
sinf + gs sinay (¢s8 + ¢B2)) + ¢s (4gsin by (4q12, (¢ —q2) x
sin® o + 8¢2q2 (¢2 — ¢*) sin® o + 2¢5 (1 — 2¢° + ¢2 — @2 x
cos 26p) sin a1 B2) + 3 (16q2q§ sin® 0y sin oy + sin 6y (8%
q4q12) sin 20y — qz2) (2q2 — qz2) — 2q§) (2q2 — qf) sin46p + 8 (1 — 2x
q2) q?sin 041) + 8¢y (1 — 2¢°sin? 00) b1+ 8¢s (qf — q2) sin 26,
x sinay f2)) + 4qp cos by (2qqp (q2 + cosa — ¢° cos 200) Ba+
B (apas (20> (1+qp —3¢2) — (47 — 242) (42 — 1) + (2¢° + ¢ — 2
q?) cos 042) sin’ 0y + apJs (1 +2¢% — q? + (qf — 2q2) cos 260p+
cos az) (1 — qﬁ sin? 00) + 8¢ (q2 — q?) sin? 905152))} .

(4.71)

g

= 4.72
g (472)
en donde

4Ag {qqp sin 260 (—2qp cos o (2q2 - qg + qﬁ cos 200) + 2q4qp X
sin® 0y + 4q (1 — 2q2) ,351) + 8q2qp cos® B sin 6y (qqp cos
+2 (42 — ¢°) BB;) — 4cosby (—4q°q2q? sin® Oy + (2¢° — 1) 2 x
Bsina; — 2¢°¢%p sin’ 0y sin g + 4q4qp sin® 6y (qqp + 5,81))}
(4.73)

h = —8qgpcosa {2q2qpq5 sin? 6, — 2qpq;3 sin? 6y + (q2 — qg — 1+

(qf — q2) cos 200) Blﬂg) + 164¢% ¢, cos® B sin B (qq?) cos X
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sinfy + g sinay (58 + ¢B2)) + ¢s (4gsin by (4q12) (¢ —q2) x

sin® 6o + 84242 (42 — ¢°) sin® 6y + 2¢, (1 — 2¢° + ¢ — g2 %

cos 20p) sin a1 B2) + B (16¢%¢2 sin® G sin vy + sin 6y (8x

q4q12) sin 26y — qZQ) (2q2 + qZQ) — 2q§) sin46y + 8 (1 — 2q2) qg X

sin o) + 8¢, (1 —2¢%sin? 90) B1 + 8¢s (qf - q2) sin 26, x

sin a1 82)) + 4¢g, cos by (qup (q2 + cosa — g2 cos 200) B

+8 (apgs (2¢° (1 + a5 — 362) — (4 — 242) (a2 — 1) + (24 + g5~

2q§) cos 042) sin® 6y + dpds (1 +2¢° — q? + (qf - 2q2) cos 20y

+ cos ag) (1 — q?, sin? 90) + 8¢? (q2 — qf) sin? 90,81,82)}

(4.74)

A partir de los coeficientes anteriores se grafican las amplitudes de las ondas

reflejadas y transmitidas en funcién del dngulo de incidencia. Esto se observa
en la Grafica 3.



Apéndice B

Al tomar la matriz P, , ecuacion (4.58) y calculando el det (P, —1II) = 0
se obtienen los valores propios asociados a esta matriz. Si ahora se toma por
separado cada valor propio y se resuelve (P, — Al) - Z = 0 entonces se obtiene el
vector propio asociado a dicho valor. En seguida se muestran las componentes
de cada uno de los vectores propios. Se denotara como ®° (i = 1,2,...,6) al
vector propio correspondiente y como <I>§ (i, =1,2,...,6) a las componentes de
dicho vector.

®! vector propio asociado a @

Dy
D5
ol
1 3
o = | o (4.75)
D;
05
en donde
1 .. o~ . - -
ol = 0 [@ — iba2qu?p + igsquip® + &3 (—q2 + (by + bg) w2p) — 1%
1
w?p (b36°p + b6 (¢° — baw’p) )]
. o~ .. -
o) = o [@1q + iba@iw?p — gaqu?®p — igsirw’p® — @7q (¢° + (bs — be) %
1
w?p)]

75
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oy = 1
o -
®f = [0 o+ 5F (¢ + (ba + b))
2
1. oo - )
ol = W [waq + iboiw?p 4 2bgw1qw? — zggw4p2]
2
(bl _ ZWQp
6 (:-)1
&2 vector propio asociado a @
o
e
P:
P? = ) 4.76
o
LF
en donde
1. o . . -
P2 = e (@5 — iba@3qw?®p + igsqwp® + @3 (—¢° + (ba + be) w?p) — Dax
5
w?p (bgoﬂp + bg (q2 - b4w2p))}
- o~ L -
P2 = 0 [wgq + iboaiw?p — gaqu?p — igsinwp? — Diq (QQ + (ba — bg) x
w?p)]
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1

P? = "% (@5 + 9aw®p + @3 (¢ + (ba + bs) w?p) ]
2 Logs | 0 9 o Doqw? — igzw? p?
P2 = % [2w2q+zb2w2w p + 2bgwaqw” —igswp ]
o iw?p
6 = —
w2

®3 vector propio asociado a @3

o
b
) P
3 — 3 4.77
‘I’g (4.77)
b
(I>6
en donde
s , - ~
P} = e (@3 — iba@3qw?p +igaqw’ p? + @3 (—¢° + (ba + bs) w’p) — D3
7
w?p (b3w?p + be (q° — baw?p))]
iiea o - _ "
3 = s (05 + iba@3w?p — gaqw?p — igszw’ p? — &3q (¢* + (ba — bg) x
)
o3 = 1
7 . ~
} = —— (@5 + gaw’p + @3 (¢ + (ba+ bs) w?p)]

gs
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1 - oo~ - .
R - (203 + iba@3w?p + 2bs@sqw® — igsw? p?]
8
o7 =
w3

®* vector propio asociado a —&

o
o2
P
ot = 3 4.78
i (4.78)
o8
P
en donde
1 . o~ . - -
ot = 0 [@F + ibaiqu?p — igsqu*p® + @} (—¢* + (ba + be) w?p) — D1 x
9
w?p (B30 p + b6 (¢* — baw®p) )]
. o~ . -
(I>‘21 = % [wilq — zbgwwap — g4qw2p + zg3w1w4p2 - w%q (QQ + (ba — bg) x
wp)]
P; = 1
. -
o] = - (@ + gaw?p + &F (¢* + (b + bg) wp)]
1 s o~ - .
q)‘é = — [waq — zbgwfw2p + 2b6w1qw2 + zg3w4p2}

g10



APENDICE B 79

o9

@3

(I>5

5 _ 3

2= g (4.79)
@3
o3
en donde
1 . o~ . o ~
P = o (@3 + iba@3qw?p — igsqu*p® + @3 (—¢* + (ba + bg) w?p) — Dax
11
w?p (B3®p + b6 (¢° — baw’p))]
T oo~ . -
o5 = = [wgq — ibo@3w? p — gaqw?p + igsiaw® p® — Dq (q2 + (by — bg) X
w?p)]
o = 1
T -
] = o (@5 + gaw?p + @3 (¢° + (ba + bs) wp) ]
12
1 )
P2 = — [205q — iba@iw?p + 2bgiaqw® + igsw?p?]
gi12
iw?p
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®S vector propio asociado a —@3

(4.80)

en donde

5

con

I T ‘ - -
= o (@3 + iba@3qw®p — igsqwp® + @3 (—¢° + (bs + bg) w?p) — D3 x
13

w?p (bngp + bg (q2 — b4w2p))]

= — [0 — ibe@Bw?p — gaqup + igsiswp? — @2q (47 + (bs — be) x

913
w?p)]
P = 1
T N
of = s (@5 + gaw?p + @3 (¢ + (bs + bg) w?p)]
14
1
P8 = ™ [205q — iba@iw?p + 2bs@sqw® + igsw’ p?]
6 — iw?p
6 s

g1 = ®1w2p [b5 (2i®1q - b2w2p) + b3 ((:J% +q% + b4w2p)]
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g2 = @1 [b5 (2id1q — baw?p) + by (0F + ¢* + baw?p)]
gs = (bsbs — babg)
g1 = [-b3w?p+bs (¢* + baw?p)]
g5 = @aw’p [bs (2iD2q — bow’p) + b3 (©F + ¢* + baw?p) ]
g6 = @2 [bs (2iaq — bow?p) + b3 (@3 + ¢ + baw?p)]
g7 = @3w?p [bs (2iD3q — baw?p) + bz (D2 + ¢ + baw?p)]
gs = @3 [bs (2id3q — bow?p) + b3 (¥F + ¢° + baw?p)]
go = @iw?p [bs (~2id1q — bow?p) + bs (&F + ¢* + baw?p)]
g0 = &1 [bs (~2i1g — baw’p) + b3 (&F + ¢” + baw?p)]
g = Dow?p [bs (—2idaq — bow?p) + by (D2 + ¢ + baw?p)]
g2 = @2 [bs (—2iaq — bow?p) + bs (@3 + ¢? + baw?p)]
g1z = D3w?p [bs (—2id3q — bow?p) + bz (D2 + ¢ + baw?p)]

gia = @3 [bs (—2id3q — baw?p) + b3 (@ + ¢* + baw?p) ]
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