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RESUMEN

Uno de los problemas principales de la topologia general es el de la extensién de fun-
ciones continuas. El interés en este problema es motivado en gran parte por sus aplicaciones
en andlisis, por lo que muchos de los teoremas de extensién consideran funciones contin-
uas de valor real. Asi mismo, el andlisis es una fuente importante de resultados de este
tipo. Brower y Lebesgue prueban una versién inicial del cldsico Teorema de Extension de
Tietze para espacios vectoriales reales de dimensién finita, la prueba de Tietze establece el
resultado para espacios métricos y finalmente Urysohn hace la demostracion general para
espacios normales.

El presente trabajo tiene como base el articulo de John Kulesza, Ronnie Levy y Peter
Nyikos, Extending Discrete-valued Functions, [18], en donde se estudia el problema de ex-
tender funciones continuas con dominio un subespacio S de un espacio métrico X, cuando
éstas toman valores en un espacio discreto. Dados un espacio topolégico X y un cardinal
Kk equipado con la topologia discreta, decimos que S C X estd k-encajado en X si toda
funcién continua f : S — x admite una extension continua F' : X — k. En dicho articulo
se prueba en especifico que para un espacio métrico separable es condicién necesaria y sufi-
ciente que S C X esté 2-encajado en X para que S esté k-encajado para cualquier cardinal
k. Qué ocurre cuando X es un espacio métrico no separable es la motivacion central de este
trabajo.

Después de la introduccién de la técnica de forcing por Paul Cohen para probar la
independencia de la Hipotesis del Continuo de los axiomas clasicos de la teoria de conjuntos,
las pruebas de consistencia se volvieron comunes en la investigaciéon y los resultados que
se obtienen a partir de asumir hipétesis adicionales a los axiomas de la teoria ZFC se han
multiplicado. En el articulo de Kulesza, Levy y Nyikos se prueba que asumiendo que no
existe un modelo interno de la teoria de conjuntos con un cardinal medible (es decir, una
clase propia que es modelo de la teoria ZFC y contiene a todos los ordinales), es posible
encontrar un espacio métrico con un subconjunto 2-encajado y no a- encajado para un «

particular. Por otro lado se prueba que bajo hipotesis que se siguen del Axioma de Martin,
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existe un espacio métrico con un subconjunto 2-encajado que no esté ni siquiera w-encajado.
Este teorema hace uso de una version de un espacio de Mréwka-Isbell, ¥. Finalmente, se
demuestra que asumiendo el Product Measure Extension Axiom (PMEA) tal ¥ no puede
existir.

Nuestros objetivos con este trabajo son dos. En primer lugar desarrollar el estudio y los
resultados que se presentan en Ertending Discrete-valued Functions. Para esto introducire-
mos los temas sobre combinatoria infinita, invariantes cardinales, espacios de Mréwka-Isbell,
PMEA, etc. que no suelen tratarse en cursos de licenciatura y son necesarios para varias
pruebas realizadas en el articulo. En segundo lugar, exhibir ejemplos de la profunda relacién
entre tres grandes ramas de las matematicas: topologia, teoria de conjuntos y analisis.

El texto se encuentra organizado de la siguiente manera. Los primeros dos capitulos
desarrollan la herramienta conjuntista de la que haremos uso en los capitulos 5 y 6. El
capitulo 1 se ocupa de desarrollar un poco de la combinatoria infinita que forma parte de
las hipétesis del teorema 5.9. Por su parte el capitulo 2 da un panorama sobre grandes
cardinales (cardinales medibles y fuertemente compactos) que es indispensable para la in-
troduccién del PMEA en el capitulo 6. En ambos se introduce ademds terminologia y
notacion.

En el capitulo 3 presentamos el primer resultado importante del articulo, el teorema
3.8: un subconjunto S de un espacio métrico separable X estd 2-encajado en X si y solo si
estd k-encajado en X para cualquier cardinal k. Damos un vistazo al ejemplo de un espacio
con un subconjunto 2-encajado pero no k-encajado para un x infinito. Al final del capitulo
se encuentra una aplicacién de este resultado.

El capitulo 4 hace un breve compendio sobre la compactacién de Stone-Cech del espacio
discreto w y lo exhibe como un punto de contacto entre la combinatoria infinita en w y la
topologia del espacio. Como ejemplo de ello, en la proposicion 4.7, se prueba que el nimero
de pseudointerseccién, p, es el minimo cardinal de una familia de cerrado abiertos de w* con
la propiedad de la interseccién finita cuya interseccién tiene interior vacio (en w*). Tiene
también el fin de presentar a los espacios de Mréwka-Isbell, que son fundamentales para el
resultado principal del capitulo 5.

El primero de los resultados que involucran asumir hipétesis independientes de la teoria
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ZFC se encuentra en el capitulo 5, el teorema 5.9: asumiendo b = s = ¢, existe una familia
MAD €& tal que todo subconjunto numerable de puntos no aislados de ¥¢ estd 2-encajado
en We. En este capitulo se muestra ademas como remplazar cada punto de un espacio
X primero numerable con el fin de hallar un espacio con la misma estructura de cerrado
abiertos, tal espacio es el llamado erizo de X, H (X). Este espacio es ademds metrizable
como consecuencia del teorema de metrizabilidad de Frink, al cual esta dedicado el apéndice
A.

Finalmente, el resultado central del capitulo 6, el teorema 6.13, es mostrar que asumir
PMEA impide la existencia de un espacio como el que se construye en el teorema 5.9. Con
el fin de introducir PMEA y su consistencia con la teoria de conjuntos, en este capitulo
presentamos de manera extremadamente breve el método de forcing y los reales aleatorios
de Solovay. Hacemos una discusién corta de la relacion del PMEA con otro problema
relacionado con resultados de consistencia, la conjetura del espacio normal de Moore, que
es un caso particular de otro de los problemas principales de la topologia general, que es la
metrizabilidad de un espacio topoldgico.

El apéndice B, recopila resultados sobre dlgebras de Boole y filtros en dlgebras potencia
que son usados a lo largo del texto. Hemos intentado que el texto se contenga a si mismo
lo mejor posible. Siempre que los resultados han superado el alcance del texto o divergen
mucho del tema principal se han agregado referencias para el lector. Si bien un curso basico
de topologia general basta para entender este texto, conocimientos un poco mas avanzados
de teoria de conjuntos son requeridos. En particular, es recomendable tener familiaridad

con la teoria de ordinales y cardinales, su aritmética y la nocién de cofinalidad.
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CAPITULO 1: CARDINALES PEQUENOS

. Cuantos subconjuntos infinitos tiene el conjunto de ntmeros naturales w? La re-
spuesta sencilla a esta pregunta es que tiene una cantidad no numerable pues p (w) es no
numerable y w tiene sélo una cantidad numerable de conjuntos finitos. En especifico, tantos
como |p (w) | = 2% = ¢ . Si pretendemos saber el cardinal exacto de esa familia la respuesta
es: existe una clase (una coleccién tan grande que no es un conjunto) entera de posibles
candidatos y es consistente con la teoria de conjuntos que sea cualquiera de ellos. Si bus-
camos el més pequeno de ellos encontramos que es apenas el primer cardinal no numerable
w1.

Como veremos en este capitulo, muchas veces preguntarnos por el minimo cardinal
de una familia de subconjuntos de w con alguna propiedad particular nos lleva a definir
cardinales que son no numerables y al mismo tiempo son menores o iguales que ¢. A
los cardinales con dicha propiedad, ser mayores que w pero menores o iguales que ¢, es a
los que llamamos cardinales pequenos, cardinales caracteristicos del continuo o invariantes
cardinales.

Los invariantes cardinales estan sujetos a quien sea ¢. Por ejemplo, si la Hipdtesis del
Continuo es cierta, todos ellos, asi como ¢ son w;. También es consistente que ¢ = wy y
muchos de ellos sean wy, asi como que todos ellos y ¢ sean ws. Sin embargo, hay relaciones
de orden entre ellos demostrables en ZFC.

Los cardinales caracteristicos del continuo no sélo son relevantes en teoria de conjuntos,
su estado en el universo de la teoria de conjuntos tiene implicaciones en muchas otras
ramas de las matematicas. Prueba de ello es que muchos tengan definiciones en términos
topoldgicos. Y como se muestra en los capitulo 5 y 6, suponer condiciones sobre ellos o
determinar las funciones cardinales de un espacio topolégico con ellos tiene consecuencias
en topologia y analisis.

Haremos una breve introduccién a los invariantes cardinales en este capitulo. Para el



lector que busque tratados especializados, los puede encontrar en [3], [22], [9] v [20].
1.1 Invariantes Cardinales

En adelante un ordinal serd el conjunto de los ordinales m&as pequenos, siendo los
ordinales finitos los nimeros naturales, y un cardinal, un ordinal inicial. Diremos que w es
wp = Np, el primer cardinal infinito, y ¢ = 2*. Numerable tendra el significado acostumbrado

y por contable entenderemos finito o numerable.

Si X es un conjunto y k es un cardinal, algunos conjuntos relevantes para nosotros son:

[X]* ={y S X :ly|==r},
[X]™" ={y S X : |y <r},
X ={f: [ esfuncién de k en X}.

Definimos una relacién en “w como sigue:
f<*ge {ncw:gn) < f(n)}esfinito (ie. {ncw:g(n) < f(n)} e w).

Notemos que si f € “w, {i € w: f(i) < f(i)} =0, por lo que f <* f. Por otra parte, si
f<*gyg<*h,existen ny,ne € w tales que, sii > ny y j > ng, entonces f (i) < g (i) y
g(j) < h(j). Sea N = max{ni, neo}. Para k € w, si k > N, entonces f (k) < h(k); luego
{kew:f(k)=>h(k)} C{k€w:k < N}y éste ultimo es finito, por lo que f <* h. De

esta manera, <* es un pre-orden en “w (una relacion reflexiva y transitiva).

Definicion 1.1. Una familia B C “w es no acotada en “w, si para todo f € “w existe

g € B tal que g £* f.

Definicion 1.2. Una familia D C “w es dominante en “w si para todo f € “w existe

g€ Dtalque f<g
La primera relacion que podemos encontrar entre ambas definiciones es la siguiente:

Proposicién 1.3. Sea D C “w. Si D es dominante, entonces D es no acotada.

Demostracion. Sea D C “w una familia dominante y f € “w. Por hipétesis, podemos
encontrar g1 € D tal que f <* g1. Sige € “w estd definida por gs (n) = max{f (n), g1 (n)}+

1, {k € w: g2(k) < g1(k)} es vacio y tenemos que g1 <* go. Por hipétesis, para go
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encontramos g € D que cumple g2 <* g. Afirmamos que g £* f pues {k € w : g (k) <

fB)}C{kew:g(k) <ga(k)}y este dltimo es finito. O

Existen familias no acotadas que no son dominantes, como se muestra en el Ejemplo

1.4.

Ejemplo 1.4. Considérese B = {f € “w: f (i) = 0 para toda i par } C “w.
Para cada f € “w, existe g € B definida por:
0 St 1 es par,

g(i) =
f@@)+1 siiesimpar,

tal que g £* f por lo que B es no acotada. Pero para h € “w, definida como:

1 si1 es par,
h(i) =

0 st es impar,
no existe g € B que cumpla h <* g, es decir, B no es dominante.

Para f € “w fija, se puede encontrar g € “w tal que f <* g, a saber, g definida como
g(n) = f(n) + 1. En consecuencia, “w es dominante y no acotada. Podemos definir ahora

los siguientes cardinales:

:=min{|B| : B es no acotada},

0 :=min{|D| : D es dominante}.
Proposicion 1.5. w < b.

Demostracion. Sea B = {f, : n € w} C “w una familia numerable. Definimos f € “w
como f(0) =0y f(n) =max{fi(n):7 € n}+1. Paraic w fija, fi (n) < f(n) excepto,

probablemente, para n < i, es decir, en un conjunto finito. Asi, B no es no acotada. O

De lo anterior se deduce que w < b <0 < ¢.
Consideremos ahora X € [w]” y h : w — X una biyeccién de w en X. Sea A =

{h(2n) : n € w}. Hay algunas propiedades de X y A que podemos hacer notar. En primer
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lugar, A € [w]” y ademéds, A es tal que [ANX| =|X \ A] = w. Si un conjunto S € [w]”
cumple lo anterior, es decir, |S N X| = |X \ S| = w, diremos que S separa a X (en inglés

S splits X). Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 1.6. Una familia 8§ C [w]“ es separadora, si para todo A € [w]* existe S € 8

tal que |[SNA| =4\ S| =w.

De la discusién anterior sabemos que [w]” es, trivialmente, una familia separadora.

Ahora tiene sentido la siguiente definicion:
s :=min{|8| : § es una familia separadora}.

Proposicién 1.7. w < s

Demostracién.  Observamos que si 8 C [w]” es una familia separadora, siempre existe
8p C 8, una familia separadora, con la propiedad de que para todo s € 8y existe X € [w]”
tal que s separa a X. Podemos asi considerar que 8 es una familia numerable que cumple
tal propiedad y encontrar B € [w]” que no es separado por algin elemento de 8.

Sea 8§ = {s,, : n € w}. Definimos por recursién los siguientes subconjuntos de w:
BO = W \ S0,

y en general para n € w con n = 1:

B, \ Sn, Si |Bn—1 \ Sn‘ =W,
B, =

Bh-1(Sn, si|Bn-1\ sn| < w.
Hagamos algunas observaciones sobre los B,. Primero, ya que cada s, separa a algun
miembro de [w]“, se sigue que |s,| = |w \ s,| = w para cualquier n € w. En consecuencia,
|Bo| = w. Considérese ahora B, para alguna n € w y supongamos que |By,| = w. Si |By \
Sn+1| = w, es inmediato que | By, +1| = w. En caso contrario, escribiendo B, = (B, N Sp4+1)U
(B \ Sn+1), notamos que también |By,4+1| = w. Inductivamente hemos probado que |B,,| =
w para cada n € w. Por otro lado, de la definicién se sigue que By,+1 C B, y més en general,

sii,j €w, con i < j, entonces B; C B;.
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Ya que cada B, es numerable, para toda n € w podemos elegir b, € B, tal que si
n # m, entonces by, # by,. Sea B = {b, : n € w} € [w|”. Veamos que para cada n € w, s,
no separa a B. Nos encontramos con tres casos
Caso1l. Sin =0, para cada m € w, by, € By, C By = w \ sg y entonces |sp N B| < w
Caso 2. Si B,, = B—1 \ sn, para cada m > n, b, € B, C (w\ s,,) y entonces |s, N B| < w.
Caso3. Si B, = B,_1 N sy, para cada m > n, by, € By, C s, y entonces | B\ s,| < w.

En cualquier caso observamos que s, no separa a B y esto termina la prueba. O

Es comin en matematicas hablar de colecciones disjuntas de conjuntos, el primero ejemplo
de estas probablemente sean las particiones. Una familia casi disjunta generaliza a estas
modulo conjuntos finitos. Como sabemos, para un conjunto X de cardinalidad x, toda
familia de subconjuntos de X ajenos y no vacios debe tener a lo mas  elementos. Para una

familia casi disjunta no es asi.

Definicién 1.8. Sean z,y € [w]”. Diremos que z y y son casi disjuntos (en inglés,
almost disjoint) siempre que 2 Ny sea finito. Si A C [w]” es tal que para cualesquiera
z,y € A, con © # y, se tiene que x y y son casi disjuntos, llamaremos a A una familia

casi disjunta.

Ejemplo 1.9. Para cadan € w, |"w| = w. Si se define ahora <“w := |J "w, es inmediato
necw
que |S“w| = w y podemos escribir ““w = {s; : i € w}, con s; # s; siempre que i # j.

Para cada f € “w considere el siguiente conjunto:
zp={icw:Inecw(fln=s)}

Para dos funciones distintas f,g € “w, existe ng € w tal que f (ng) # g (no) vy, por lo tanto,
si k > ng, entonces fli # glk; de este modo concluimos que |xy Nxg| < ng. Finalmente,

A ={xs: f € “w} es una familia casi disjunta por la discusion anterior.

El ejemplo anterior puede parecer excesivo bajo la observacién de que si z = {2n: n €
wtyz={2m+1:m € w}, el conjunto A = {x,z} es una familia disjunta y, entonces,
casi disjunta. El motivo de esto es que las familias casi disjuntas presentan caracteristicas

combinatorias mas interesantes cuando son infinitas. Una familia casi disjunta mazimal es
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una familia casi disjunta infinita que es maximal respecto al orden dado por la contencién
de conjuntos. A una familia de este tipo también se le conoce como M AD por sus siglas en
inglés (Mazimal Almost Disjoint). Resulta entonces que con tales familias podemos definir

un nuevo cardinal.
a :=min{|A| : A es una familia MAD}.

El cardinal a estd bien definido. Para ver esto consideremos F, la coleccion de todas las
familias casi disjuntas infinitas en [w]”. En el Ejemplo 1.9 probamos que F # ). Si € es
una cadena en (F, C), es claro que [ J € es una cota superior para C y ademés es una familia
casi disjunta, de donde, aplicando el Lema de Zorn, (F, C) tiene un elemento maximal.

w

Es inmediato que a < | [w]” | =«.

Proposicion 1.10. w < a.

Demostracién. Sea D = {D; : i € w} C [w]” una familia casi disjunta numerable (sin
elementos repetidos). Veamos que D no es maximal.

Definimos por recursién una familia & = {F; : i € w} C [w]” como sigue

Ey = Dy

n
=0

De tal manera que E; N E; = () siempre que i # j y como
n n
Dni1\ U Di=Dns1\ U (Dny1 N Dy),
i=0 i=0

se deduce que |E,| = w para toda n € w. Para cada n € w elegimos e, € FE,. Sea
E={e,:n€w}. Sim>n, e, €w\D,, porloque |[END,| <n+1,es decir, DU{E}

es una familia casi disjunta. O

Las familias casi disjuntas han sido extensamente estudiadas, muchas veces con el
propésito de crear familias con propiedades combinatorias tinicas, pues estas se ven reflejadas
en propiedades topolégicas para los espacios de Mréwka-Isbell (seccién 4.2). Un pequeno

ejemplo de esto es el Teorema 4.10 y un ejemplo més en forma es el Teorema 5.9.
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Para definir el siguiente invariante recordemos que dada una familia de conjuntos F,
para toda F' € F, NF C F, mas ain NF es el conjunto més grande (respecto al orden dado
por la contencién de conjuntos) que cumple dicha propiedad. El concepto de pseudoint-
erseccién generaliza este hecho mdédulo conjuntos finitos, sin considerar ademas los casos

triviales. De manera precisa:

Definicion 1.11. Si X es un conjunto infinito y F es una familia de subconjuntos infinitos
de X, diremos que A C X es una pseudointerseccién para F si ocurre que |A| > w y,

para cada F € JF, |[A\ F| < w.

Definicién 1.12. Si A y B son conjuntos infinitos y ocurre que |A \ B| < w, diremos que

A estd casi contenido en B, denotado por A C* B.

De tal manera, una pseudointerseccion para F estd casi contenida en cada uno de sus
elementos y C* es un preorden. Esto ltimo se sigue de que para cualesquiera conjuntos
r,yy zez\z=0yzxz\zC (z\y)U(y\=z). Esclaro que si una familia de conjuntos
infinitos tiene interseccién infinita, entonces tiene una pseudointerseccion, sin embargo este
concepto es lo bastante general para ser de interés por si mismo. Por ejemplo, w es una
pseudointerseccién para la familia COF (w) = {F € [w]* : |w \ F| < w}, sin ser la tnica
claramente. Todo esto a pesar de que NCOF (w) = (). Un hecho a notar en este ejemplo es
que para cualquier subfamilia finita € C COF (w), es verdadero que | N C| = w. Esto no es

ninguna coincidencia como se verd después de la siguiente definicién.

Definicion 1.13. Decimos que una familia de conjuntos F tiene la propiedad de la
interseccidn finita (PIF) si y sélo si para cualquier subfamilia finita y no vacia £ C F,
NE # (. Diremos que la familia tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte
(PIFF) si no sélo NE # (), si no que ademds NE es infinita. A una familia con la PIFF

también se le conoce como una familia centrada.

Proposicién 1.14. Sea F C [w]”. Si F es una familia con pseudointerseccion, entonces F

es una familia centrada (es decir, tiene la PIFF).

Demostracion. Sea A una pseudointerseccién para Fy {Fp, F1,...,F,} CF. Ya que A es

una pseudointerseccién para F, entonces si 0 < i < n, se tiene que A; = AN F; es infinito
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y Bi = A\ A; = A\ F; es finito. De esa manera, C' = ﬂz‘gn A; debe ser infinita, de otra

manera A = (U Bi) U C seria finito, lo que es una contradiccion. O

<n

De este modo, el que F sea centrada es una condicion necesaria para que F tenga
una pseudointerseccién. Sin embargo, no siempre es una condicién suficiente, a menos, por

ejemplo, que F sea numerable.

Lema 1.15. i) Fziste una familia F C [w]” centrada sin pseudointerseccion.

i1) Toda familia F C [w]” centrada y numerable tiene una pseudointerseccion.

Demostracion. i) Consideramos U un ultrafiltro libre en w, es decir, un ultrafiltro tal que
todos sus elementos son infinitos. Un ultrafiltro de este estilo se puede conseguir al extender
el filtro de Fréchet utilizando el Lema de Zorn. U tiene la PIF simplemente por ser un filtro.
Que sea una familia centrada se sigue del hecho de que es un filtro libre. Falta asegurar
que U no tiene una pseudointerseccién. Para ver esto supongamos, por el contrario, que A
es tal pseudointerseccion.

Ya que U es un filtro maximal, ocurre que A € U o w \ A € U, y sblo una de las
dos. Claramente no puede ocurrir w \ A € U pues A ¢* w\ A, por lo que A € U. Ya
que A C w, A ={a, : n € w}, una lista de los elementos de A sin repeticiones. definimos
B ={ag, :n€w}y C=A\B. De nuevo, dado que U es maximal y BUC = A € U, se
concluye que B € U o C € U, pero A no estd casi contenido en ninguno de los dos, lo que
es una contradiccién. Esto concluye la prueba del inciso ).

ii) Sea F = {F, : n € w} una familia centrada numerable. Si definimos D, = (¢, Fn,
es claro que para cada n € w, D,, es infinito. De manera recursiva elegimos dy € Dy y
habiendo escogido d; para cada i < n, sea dp+1 € D, \ {do,d1,...,d,}. Observamos que
dm € D,, C F, para cada m > n, por lo que D = {d,, : n € w} es una pseudointerseccién

para F. ]

De esa forma hemos construido una familia centrada de cardinalidad ¢ sin pseudoin-
tersecciéon y probamos que toda familia centrada numerable tiene una. La respuesta a la

pregunta jcudl es el minimo cardinal de una familia centrada sin pseudointerseccién? es el



ultimo invariante de esta seccion. Definimos:

p:=min{|C| : € C [w]” es una familia centrada sin pseudointerseccion}.

En la prueba del Lema 1.15 fue recurrente el uso del Axioma de Eleccion, el cual ademas
implica que todos los cardinales menores a ¢ estan bien ordenados. Maés adelante nos
interesaran algunas relaciones que se han probado ya desde la teoria axiomatica usual para

la Teoria de Conjuntos (ZFC'). En especifico las siguientes:
Proposicion 1.16. p < b, s.

Cuya demostraciéon omitimos en este texto pero puede ser consultada en [3] Teoremas
6.8, 6.9 y 6.23.
Finalmente, incluimos una caracterizacién de b que nos serd de utilidad. La de-

mostracién de este hecho puede encontrarse en [22] o en espanol en [20].

Definicion 1.17. Sean F y G familias de conjuntos numerables. Escribimos F 1 G si y s6lo
si para toda F' € F y para toda G € G, |FF NG| < w. Por otro lado, si existe S tal que
para toda F' € I, FF C* S y para toda G € G, |GN S| < w, diremos que F y § pueden ser

separados.

Proposicion 1.18.

b=min{|B|: B C [w]”,IC C [w]” (|€|=w,B L C, yB yC pueden ser separados)}



CAPITULO 2: CARDINALES GRANDES

El primer cardinal infinito, w es particular en muchos sentidos. Una de las razones es
que para cualquier n € w, 2" € w, mientras que en general para cualquier cardinal limite A,
sipu < A, 2# bien podria ser A. Por otro lado, es sabido que todos los cardinales sucesores son
regulares (es decir, para un cardinal sucesor k™, cof (k1) = k™) y hay una gran cantidad
ejemplos de cardinales limite singulares, sin embargo el tinico cardinal limite regular para
el que es posible probar su existencia, es w. Si bien éstas caracteristicas podrian parecer
sencillas, es natural preguntarse si existen cardinales mayores a w con ellas y la pregunta
es ya por si misma interesante. A un cardinal regular limite mayor que w se le denomina
inaccesible. Si un cardinal x cumple que para todo A < k, 2* < k, diremos que x es un
limite fuerte. Un cardinal regular mayor a w que es ademéas un limite fuerte se le llamara
fuertemente inaccesible. La existencia de cardinales inaccesibles implica la consistencia
de la teoria ZFC, por lo que la existencia de estos no puede probarse a partir de ella, una
razon mas para investigarlos. De la misma manera, la generalizacién de otras propiedades
de w lleva a la definiciéon de nuevos cardinales que muchas veces resultan ser inaccesibles.
Por ejemplo, existen ultrafiltros no principales sobre w que son w-completos, preguntarse
sobre la existencia de un cardinal x mayor a w con un ultrafiltro no principal x-completo
sobre él, llevé a lo que conocemos como un cardinal medible. A los cardinales inaccesibles
se les conoce como grandes cardinales.

En este capitulo haremos una breve descripcién de los cardinales medibles, daremos
y citaremos algunos resultados importantes relacionados con ellos y por ultimo dejamos
algunas referencias para el lector interesado. Finalmente mencionamos a los cardinales
fuertemente compactos con sus respectivas referencias.

La importancia de los cardinales medibles y los fuertemente compactos para este trabajo
consiste en que la existencia de un cardinal fuertemente compacto implica la consistencia

del Product Measure Extension Aziom (PMEA). La cual se ve reflejada en el Capitulo 6,
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donde la consistencia del PMFEA nos permite probar que un espacio de Tychonoff de caracter
menor a ¢ es pseudocompacto si y solo si no tiene un subconjunto discreto e infinito C*-
encajado. Esto contrasta con los resultados del Capitulo 5, en los que mostramos que bajo
la hipétesis b = s = ¢ es posible hallar un espacio de Mréwka-Isbell pseudocompacto con
un subconjunto discreto infinito C*-encajado.

Para una discusion en forma sobre los cardinales medibles y fuertemente compactos,

asi como otros grandes cardinales, referimos al lector a [4].
2.1 Cardinales Medibles y Fuertemente Compactos

Existen dos maneras distintas de acercarse a los cardinales medibles. La primera de ellas
es durante la bisqueda de ultrafiltros no principales k-completos. Que implica la existencia
de cardinales inaccesibles, como ya hemos mencionado y probamos en esta seccién. La otra
forma parte de la debilitacién del Problema de la Medida, esto es, ;existe una medida, no
invariante bajo traslacién, que extienda a la medida de Lebesgue y esté definida para todos
los subconjuntos del intervalo [0, 1]7. Esta seccion esta basada en el desarrollo seguido en [2]
y en [1]. Recomendamos también al lector el Capitulo 5 de [14] para méas informacién sobre
este tema.

Un filtro F sobre un conjunto X se llama k-completo si para cada familia S C JF tal que
0 < |S] <k, NS € F. Sabemos que todo filtro es w-completo. A un ultrafiltro no principal
k-completo lo llamaremos un k-ultrafiltro. En la seccién 6.5 pueden ser consultados maés

resultados y hechos relacionados a los filtros.
Definicion 2.1. A un cardinal k > w se llama medible, si existe un k-ultrafiltro sobre él.

Notemos que de la definicién se sigue que si k es un cardinal medible y | X| = &, en-
tonces existe un k-ultrafiltro sobre X. A continuacién seguiremos una linea de pensamiento
completamente distinta a la de los x-ultrafiltros con el fin de ilustrar por qué se utiliza el

término medible.

Definicién 2.2. Sea X un conjunto. Una familia M C p(X) es una o-algebra sobre X
si:

1.0eM.
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2. Si E € M, entonces X \ E € M.
3. 51 Ey, Fq, By, ... e M, U E, € M.

new
Como un ejemplo sencillo observamos que dado cualquier conjunto X, p (X) es una
o-algebra sobre X. De tal manera para cada F C @ (X), se sigue facilmente que N{M C

o (X) : Mes una o-dlgebra que contiene a E} es la menor o-adlgebra que contiene a E.

Definicién 2.3. Una funcién p : M — [0, 00| definida en una o-dlgebra M es una medida
si:

1 p(0) =0,

2. 1 ( U En> = Y pu(Ey) cada vez que {Eptncw € My E; N E; = () para i # j. Esta
propieZlZfi es conoZie(;Ja como o-aditividad.

Definicién 2.4. A la terna (X, M, ), donde X es un conjunto, M una o-élgebra sobre X

y 1 una medida sobre M, se le llama un espacio de medida en X.

Ejemplo 2.5. Sean X un conjunto, M C X wuna o-dlgebra y xog € X fijo. Definimos
M — {0,1} como:
1 sixg e E,

p(E) =
0 sixzo¢ E.

Esta es una medida llamada la medida unitaria concentrada en xg.

La medida anterior no toma el valor real extendido co. A una medida de este tipo se

le conoce como medida finita. Es ademds un ejemplo para la siguiente definicion.

Definicién 2.6. A una medida p: o (X) — {0,1} que cumple p(X) =1y u(0) =0 se

le llama una medida dos-valuada.

Ejemplo 2.7. Para todo conjunto X definimos 7y : o (X) — [0, 00] como:

n si|E|=n,
V(E) =

oo siw < |E|.

v es una medida llamada la medida de conteo en X.
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El siguiente teorema ilustra algunas propiedades bésicas de los espacios de medida,
lo dejaremos sin prueba pero se refiere al lector que necesite revisarla a [10], Seccién 9

Teoremas A, D y E.

Teorema 2.8. Si (X, M, i) es un espacio de medida, entonces:

1. SiE, FeMyFE CF, entonces:

2. SiE,FeM, ECF, u(E) < oo, entonces:

p(F—E)=p(F)—p(E).

Nos encontramos, a veces, con la dificultad de no poder definir una medida interesante
en todo p (X) para algunos conjuntos, el ejemplo clésico es la medida de Lebesgue sobre R.
Aqui el adjetivo interesante refiere a las propiedades que nos interesa que cumpla la medida
en cuestién, para la medida de Lebesgue son: para cada intervalo I su medida es igual a su
longitud, la medida es invariante bajo traslacién, etc.

A nosotros que hablamos de cardinales medibles nos interesa, en primer lugar, encontrar
cardinales k sobre los cuales se pueda definir una medida en todo ¢ (k). De acuerdo con
el Ejemplo 2.7, todos los cardinales cumplen esto. Pidamos ademéas que sea una medida

finita. La medida p : o (k) — {0, 1} definida por

0 sid¢E,
n(E) =
1 sidekFE.
tiene esas propiedades, sin embargo es una solucién problematica en el sentido de que p
asigna medida positiva a un conjunto unitario. Llamaremos a estas medidas triviales, no
en el sentido usual sino en el sentido utilizado por [2].
Nuestro problema ahora tiene la siguiente forma, spara cudles cardinales K es posible
definir una medida finita no trivial en p (k) ?. La primera observacién es que w no es uno
de esos cardinales. Si X C w tiene medida positiva, X = |J {i} y por o-aditividad algin

1€X
{i} tendria medida positiva. Se sigue que x debe ser no numerable.
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Hagamos una observacién. Si (X, o (X),u) es un espacio de mediday f: X — Y es

una funcién inyectiva, podemos definir una medida v en o (Y) como v (F) = pu (f~1 (F)).

La nueva medida ~ conserva las propiedades de p pues f es inyectiva. En vista de la

discusion anterior. podemos buscar el minimo cardinal con una medida finita no trivial
sobre o (k).

Se prueba en [2] Teorema 4.1, que si x es el minimo cardinal con una medida finita

no trivial v sobre p (), entonces kK < ¢ 0 g (k) tiene una medida no trivial dos-valuada.

Tal v presenta ademds propiedades aditivas extendidas, v es k-aditiva. si {F,}aca €s una

familia de subconjuntos de x disjuntos dos a dos y |A| < k, entonces:

7<U Ea) = 7 (Ea).

acA acA
Tengamos presente que si {r, : @ € A} es una coleccién de ntimeros reales no negativos

(posiblemente no numerable), se define

ZTa:Sup{Zra:BE[A]<“’}.

acA a€EB

En caso que la suma anterior no sea oo, entonces a lo sumo una cantidad numerable de r,

son distintos de 0.

Proposiciéon 2.9. Un cardinal k es medible si y sélo si existe una medida no trivial, dos-

valuada y k-aditiva sobre p (k).

Demostracion. Sea U un k-ultrafiltro. Definimos v : p (k) — {0,1} como

0 siE¢U,
v(E) =
1 si Fel.
Observamos que 7 estda bien definida. Ademds 7 es no trivial pues U es un ultrafiltro no
principal, de igual manera es inmediato que 7 () = 0. Falta entonces s6lo comprobar la
k-aditividad.

Sea {E; :i €I} C p(k)tal que |I| < Ky para i,j € I, 1 # j, E;N Ej = (. Por esta
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razén {E; :i€ I} NU <1y > v(E;) es 0o 1. Asi, se tiene lo siguiente:
i€l
1. > v (E;) = 1 siy sélo si existe un unico n € I tal que E, € U, de tal manera que
i€l

(us) -1

2. Y. v(E;) = 0 siy s6lo si para toda i € I,E; ¢ U; y esto dltimo equivale a que
el
U E; ¢ U (esto se sigue de que U es k-completo y las leyes de De Morgan) si y sélo si
el
1(UB) =S 0.
el
Por otra parte, si 7y es una medida no trivial, dos-valuada y k-aditiva sobre @ (k),

definimos:

F={ECk:y(F)=1}

Afirmamos que J es un filtro. El que ~ sea dos-valuada implica que J es no vacio, ya que
k € F, y el que sea no trivial implica que F es no principal. Naturalmente las medidas
de un conjunto y su complemento no pueden ser simultdneamente cero por lo que F es un
ultrafiltro. Finalmente, para ver que el ultrafiltro F es k-completo, basta ver que para toda
particién de x de cardinalidad menor a k existe un elemento de la particién que pertenece
a F, este resultado es la Proposicién 6.44. Supongamos que no ocurre tal situacién y sea

{P; : 1 € I} una particién de k tal que |I| < k. Entonces, ya que 7 es k-aditiva:

e = (y)

= Zie] v (F)
=0.

Una contradiccion. O

Mostraremos ahora que los cardinales medibles son fuertemente inaccesibles. Dado un
cardinal medible £ y U un s-ultrafiltro sobre él, lo primero que haremos es mostrar que
K es regular. Si ocurriera que k es singular, entonces puede obtenerse como la unién de
cof (k) conjuntos ajenos de cardinalidad menor a k, es decir, Kk = U{P, : a < cof (k)}.

Ya que U es k-completo, existe a < cof (k) tal que P, € U (Proposicién 6.44). Pero P,
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puede obtenerse como la unién de menos de k conjuntos unitarios y, de nuevo, por ser U
rk-completo se deduce que alguno de ellos pertenece a U. Esto es una contradiccién pues U

es no principal. De tal forma hemos mostrado que k debe ser regular.

Lema 2.10. Si k es medible, entonces es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Ya hemos mostrado que k es regular. Supongamos que existe A < x tal
que 2* > k y obtengamos una contradicciéon. Sean S C *2 tal que |S| = k y U un &-
ultrafiltro sobre S. Para cada a < A, uno y sélo uno de los conjuntos {f € S : f («) = 0},
{f €S: f(a) =1} es elemento del ultrafiltro U. Definimos X, como tal conjunto y x,
como el valor de f (o) para f € X,. Ya que A < k' y U es k-completo, [, o) Xo € U. Pero
Nacr Xa = {g}, donde g es la funcién de A en 2 definida por g (a) = z,. Esto tltimo es

una contradiccién a que U es no principal. O

La definicién de un cardinal medible en términos de ultrafiltros es utilizada en [1] para
construir con ayuda de ultrapotencias una €-estructura transitiva 9t = (M, €), que es una
subclase propia del universo de la teorfa de conjuntos B = (V,€), junto con un encaje
elemental j de 28 sobre 9. Es decir, suponiendo la existencia de un cardinal medible es
posible construir un modelo de 8. Un resultado importante, entre muchos mas, que aparece

en [1] es el siguiente.
Teorema 2.11 (Scott). Si existe un cardinal medible, entonces V # L.

Donde L es el universo construible de Godel.
Un fortalecimiento directo al concepto de cardinal medible es el de cardinal fuertemente

compacto.

Definicion 2.12. Un cardinal A > w se llama fuertemente compacto si y sélo si cada

filtro A-completo sobre A puede extenderse a un ultrafiltro A-completo.

Como dijimos, es facil notar que todo cardinal fuertemente compacto es también un
cardinal medible. Se sigue de ésto que ellos también son fuertemente inaccesibles. El nombre
fuertemente compacto hace referencia a un campo distinto al de los ultrafiltros como en el

caso de los cardinales medibles, en este caso a la Logica Infinitaria. Definimos, a muy
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grandes rasgos, para dos cardinales a y (3, el lenguaje £, g como el que se obtiene a partir
del lenguaje de la légica de primer orden al permitir conjunciones y disyunciones de menos
de « férmulas y cuantificacion sobre bloques de menos de § variables. El lenguaje de primer
orden queda entonces determinado como £, . Un cardinal s es fuertemente compacto si y
sélo si el andlogo del Teorema de Compacidad para el lenguaje de la légica de primer orden
se cumple para el lenguaje £, .

La existencia de un cardinal fuertemente compacto implica a su vez un resultado més
fuerte que el del Teorema 2.11. Sea L (z) la clase que resulta de reemplazar a () en la
construccién del universo construible L por cualquier conjunto transitivo x. Llamamos a
ésta la clase de los conjuntos construibles a partir de = (o construibles relativos a x). En [4]
Capitulo 5, seccién 6, se prueba que L (x) es un modelo de ZF y si x tiene un buen orden
en L (x), entonces L (z) es también modelo del Axioma de Eleccién. El resultado al que

nos referimos es el siguiente:

Teorema 2.13 (Vopénka-Hrbacek). Si existe un cardinal fuertemente compacto, entonces

V # L (z) para cualquier conjunto x.

La demostracién puede consultarse en [4] Capitulo 10 Teorema 3.3. Kunen por su parte
prueba en [15] la consistencia de “V' = L (x)+3 un tnico cardinal medible”. Por lo que en
efecto el Teorema 2.13 es mas fuerte que el Teorema 2.11.

Para mas informacién acerca de los cardinales fuertemente compactos referimos al lector

a [14].



CAPITULO 3: EXTENDIENDO FUNCIONES DE VALOR DISCRETO

El problema de extender funciones continuas de valor real ha sido ampliamente estu-
diado por sus aplicaciones en analisis. El teorema de extension de Tietze por ejemplo es
un teorema clasico y forma parte de los teoremas bésicos de la topologia general. En su
formulacién original, Tietze hace su demostracion para espacios métricos. Tiempo después

Urysohn generaliza la prueba para espacios normales.

Definicion 3.1. Para un espacio topoldgico X se definen:

C(X) = {f:X —R:f es continua}

C*(X) = {f: X —R:f es continua y acotada}.

Un subconjunto Z C X se llama un conjunto nulo si y sélo si existe f € C (X) tal que

Z = f~t[{o}].

Por definicién C* (X) C C'(X). Diremos que un subconjunto S de X estda C-encajado
(C*-encajado) siy sélo si paracada f € C'(S) (g € C* (9)) existe F € C (X) (G € C* (X))
que la extiende. Dos conjuntos A, B C X estidn completamente separados en X si existe
una funcién f € C* (X) tal que f[A] C {0}y f[B] C{1}.

Teorema de extensiéon de Urysohn: Un subconjunto S de un espacio X esta C*-encajado
en X siy soélo si cualesquiera dos conjuntos completamente separados en .S, estan comple-
tamente separados en X.

El teorema de extensién de Tietze-Urysohn dice lo siguiente: FEn un espacio

normal cualquier conjunto cerrado estda C'-encajado. Ya que todo espacio métrico es normal,

el resultado es vélido para espacios métricos. Tenemos ademas la siguiente proposicién

Proposicién 3.2. En un espacio métrico, un conjunto S C X estd C*-encajado en X si y

solo si es cerrado.
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Demostracion.  Falta tinicamente probar que si S estd C*-encajado, entonces debe ser
cerrado. En un espacio primero numerable, como un espacio métrico, para cada F C X,
x € Clx (F) siy sélo si existe una sucesion {xy, }nee € F que converge a z. Si S C X
estd C*-encajado y no es cerrado, consideramos o = {x,}ney, € S que converge a un
punto 2’ € Clx (S)\ S. Esto implica que en S, o es discreto y numerable. Por lo que
existen dos subconjuntos A y B de o ajenos que a su vez son discretos y numerables.
De esa manera, la funcién f : AUB — [0,1] tal que f[A] = {0} y f[B] = {1} es
continua y acotada de dominio cerrado en S, por lo que, debido al teorema de extension
de Tietze, admite una extension continua F' a todo S. Sin embargo, la funciéon F' no puede
extenderse continuamente a una funcién F’ en X. Para ver esto, basta observar que de

existir, F" (z') € Clig 1 F' [A] N Clyg ) F' [B] = {0} N {1} = (), una contradiccién. O

Existen multiples ejemplos de espacios con conjuntos C*-encajados que no estan C-

encajados. Como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea o un ultrafiltro libre en w. Definimos el espacio ¥ = {o} Uw equipado
con la topologfia en la que todos los puntos de w son aislados y las vecindades de o son de
la forma {c} UU, donde U € o.

Afirmamos que con la topologia generada por esos sistemas de vecindades o es normal.
Para ver esto consideramos dos cerrados ajenos en 3, A y B. Podemos afirmar sin pérdida
de generalidad que o ¢ A, por lo que A es union de puntos aislados y por tanto abierto.
Si o ¢ B, ocurren las mismas condiciones para B y hemos terminado. De otra manera,
o ¢ Cls (A) pues A es cerrado. Deducimos que A ¢ o, pues o pertenece a la cerradura en
YdeY Cw siysolosiYNU # para cada U € o (en particular o estd en la cerradura
de cada uno de sus elementos), y como o es un ultrafiltro, esto ocurre si y sdlo si Y € o.
De nuevo, ya que o es un ultrafiltro, w\ A € o, por lo que existe un abierto VC 3\ A que
tiene a 0. En este caso A y BUV son dos abiertos ajenos que separan a A y a B.

Veremos a continuacion que w estd C*-encajado en X pero no C-encajado. Para em-
pezar, la funcion f : w — R definida por f (i) = i es continua, sin embargo no es
posible definir una extension continua en o. Para ver esto, supongamos que existe F

una extension continua de f, y sea v = F (o). Sea n € w tal que n > r. Entonces
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F1 [(r - % (n—r),r+ % (n— T))] es una vecindad de o que no intersecta al cofinito
w\n € o, esto es una contradiccion pues hemos visto que o estd en la cerradura de cada
uno de sus elementos.

Falta unicamente comprobar que w esta C*-encajado en X. Sea g € C* (w) y digamos
que g [w] C [-M, M]. Observamos que la familia F' = {Cli_yraq (g[U]) : U € o} es una
familia con la PIF porque o lo es. Definimos una extension de g, G : ¥ — [—M, M]

definiendo G (o) = r € NF. Para ver que G es continua, basta ver que para cada A C w si

o € cly (A), entonces r € cli_par) (G [A]). Para lo cual hicimos la eleccion de G (o) € NF.

De hecho existe un resultado que muestra la relacién entre estar C*-encajado y C-
encajado. Tal es el siguiente teorema y su demostracién puede consultarse en [8], capitulo

1, seccion 18.

Teorema 3.4. Un subconjunto S de un espacio topoldgico X que estd C*-encajado en X,
estd C-encajado en X si y sdlo si para cada Z nulo tal que SN Z = 0, S y Z estdn

completamente separados.

Definicion 3.5. Sea X un espacio topoldgico y x un cardinal equipado con la topologia
discreta . Decimos que S C X esta k-encajado en X si toda funcion continua f: .S — &

admite una extensién continua F' : X — k.

Hagamos algunas de observaciones. En el ejemplo anterior, el subespacio discreto de
>, w estd 2-encajado en Y. Por otro lado, w es un subconjunto discreto, denso y numerable
que estd C*-encajado pero no estd C-encajado. En particular, en el ejemplo se muestra que
w no estd w-encajado en Y. Esto debido a que, como veremos en la siguiente seccién, > no

es metrizable. Hecho que se sigue de que ¢ no tiene una base local numerable.

3.1 Espacios métricos separables

En esta seccidon mostraremos cémo extender una funcién continua de un subconjunto S
de un espacio métrico separable X en un espacio discreto Y. Dado que un espacio discreto Y’
de cardinalidad x es homeomorfo al espacio discreto (k, p (k)) en adelante nuestros espacios

discretos seran cardinales.
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Es importante observar que una funcién continua f : S — &k induce una particiéon

de S en cerrado abiertos (uno por cada fibra no vacia de f), y viceversa, a partir de una
particién en cerrado abiertos de S, {C, : @ < Kk} es posible definir una funcién continua de
Senk (sea f: S — k definida por f (z) = a si z € Cy). De tal manera, dada una funcién
continua f : S — k, si {C; : i € I} es la particién que esta genera, una extensién continua
F debe generar a su vez una particién de X, {W; : i € I} tal que W; NS = C;. Esta
relacion entre la estructura de cerrado abiertos de un espacio y la posibilidad de extender
funciones de valor discreto sera fundamental en esta seccion. Como ejemplo tenemos la

siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. Sea X un espacio topoldgico. S C X estd 2-encajado en X si y solo si

S estd n-encajado para cualquier n € w.

Demostracion. Que S esté n-encajado para cada n € w es obviamente una condicién
suficiente. Veamos que es necesaria.

Sea f : S — n con n € w una funcién continua. Definimos para cada i < n,
C; = f~1[{i}]. La familia {C; : i < n} es una cubierta de S en cerrado abiertos ajenos
(podria no ser una particién en caso de existir fibras vacias), de donde f; = x¢, : S — 2
(la funcién caracteristica en C;) es continua. Aplicando las hipétesis, sea F; una extensién
continua para f; y definimos W; = F,L-_1 [{1}]. Se sigue que para cada i < n, W; es un
cerrado abierto y W; NS = C;.

Definimos por recursién la familia V' = {V; : i <n} como Vp = X \ U{W;: 0 < j < n}
y Vi=W;\U{Vi : k < i} para 0 < i < n. Observamos que V es una familia de cerrado
abiertos de X que cumple que V; NS D C;. V no es necesariamente una particién pues
posiblemente consideramos fibras vacias. Sin embargo, F': X — n definida por F (z) =i

siempre que x € V; es una funcién continua que extiende a f. O

Es inmediato preguntarse bajo qué condiciones un subespacio S que esta 2-encajado
estard w-encajado. Responderemos de manera parcial a esta pregunta en cuanto tengamos

el siguiente Lema técnico.

Lema 3.7. Sea X un espacio primero numerable. Si {C, : n € w} es una coleccion de

cerrado abiertos de X ajenos dos a dos y C = U{C, : n € w}, entonces Fr(C) es el
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conjunto

L ={x € X : para toda U, vecindad de x, U N Cy, # () para una infinidad de n € w}.

Demostracion. Sean {Cy, : n € w} y C como en las hipétesis . Consideremos xz € F'r (C) y
supongamos que existe Uy una vecindad de x abierta (sin pérdida de generalidad) tal que
R={new:UyNC, # 0} es finito. Ya que X es primero numerable, existe una base local
de vecindades anidadas en z, {V,, : n € w}, tal que Uy D V.

Para cada k € w definimos Ry, = {n € w: V; N C,, # (}. Se observa que para toda
k € w, Ry # 0, esto porque x € Fr (C), y R D> Ry D Ry D Rz.... De lo anterior podemos
concluir que existe r € R tal que para cada k € w, r € Ry. De esa manera x € Cl (C,) = C,
y entonces z ¢ Fr (C'), una contradiccién. Asi Fr (C') C L

Por otra parte, si € L claramente x € C1(C) pero x ¢ C por lo tanto x € Fr (C), lo

que concluye la demostracion. O

Teorema 3.8. Sea (X, 74) un espacio métrico separable (con métrica d) y S C X. Si S

estd 2-encajado en X, entonces S estd w-encajado en X.

Demostracion. Dada f : S — w continua, sea C; = f~1[{i}]. Construiremos a partir
de {C; : i € w} una particién en cerrado abiertos para X y finalmente definiremos una
extension continua F'.

Dada i € w definimos f; : § — 2 como f; (s) = x¢; (s). Ya que C; es cerrado abierto,
fi es continua. La hipétesis, S estd 2-encajado en X, implica que existe F; : X — 2
continua, tal que si W; = F; ' [{1}], W; NS = C;.

Cada elemento de la coleccion {W; : i € w} es cerrado abierto en X. Es posible que
dicha coleccion aun no sea una particién de X, sin embargo, podemos construir una a partir
de ella.

Definimos por recursién la familia {U; : i € w}, de la siguiente manera: Uy = Wy y en
general, para i € w, U; = W; \ U{Uj, : k < i}. De esta manera los conjuntos U; son cerrado
abiertos, ajenos dos a dos y U; NS = C}, para cada i € w.

En este punto podriamos apresurarnos a definir F' como F (z) =i,siz € U;, y F (z) =0

(u otra constante) en cualquier otro caso. Sin embargo, tal F' no es necesariamente continua,



23
pues U{U; : i € w} podria no ser cerrado. Corregiremos estos detalles enseguida.

De acuerdo con el lemma 3.7, si U = U{U; : i € w},
Fr(U) ={x € X : para toda V, vecindad de x, V NU; # (0 para una infinidad de i € w}.
Para cada z € Fr (U) y cadan € w, n > 1, definimos
By, = {k € w: para toda vecindad cerrado abierta A de Cy, en X, AN S, (x) # 0},

donde S}/, (z) ={y € X : d(z,y) < %} Es inmediato que B} D By ;.

El siguiente paso es observar que para x € Fr (U) fija, existe m € w tal que BZ,
es finito. De otra manera podemos encontrar una sucesion ki, ko, k3, ... tal que k; # k;
siempre que i # j y, para toda i € w, k; € BY. Definimos g : S — 2 como ¢ (z) = 0 si
z € Cy,, para alguna i € wy g(z) = 1 en cualquier otro caso. Ya que {C,, : n € w} es
una particién de S en cerrado abiertos se tiene que g es continua. De tal manera que, por
hipétesis, existe G : X —> 2 una extensién continua de g. Luego, G (z) =06 G (x) = 1.
Consideremos el caso G (x) = 0 (el otro caso es andlogo). Por la continuidad de G existe
n € w tal que G [Syy, ()] = {0}. Por otro lado, por la definicién de BY, y la eleccién de los
kj, podemos hallar i € w tal que la intersecciéon de cada vecindad cerrado abierta de Cy,, ,,
con Sy, (x) es no vacfa. Lo cual es una contradiccién pues G [Ch,,.,| = {1}. Podemos
entonces encontrar para cada z € Fr (U) un natural m para el que By, es finito, digamos
B {0,1,2,3,...,m{}.

Asi, dada x € Fr (U) si m € w es tal que B, es finito, definimos:
Vi = Sijm () \U{U; : 0 <i <mg}

una vecindad abierta de z. De esa manera para cada z € Fr (U) y n € w existe una vecindad
cerrado abierta de Cy,, W tal que W C U, y V; N WZ = (). Esto es, dada z € Fr (U)
existe una vecindad que para cada n € w no intersecta a las vecindades cerrado abiertas de
Ch, en particular, no intersecta a C),. Esto nos permitird encoger a los U; de manera que

su frontera sea vacia y sea posible extender a f como en nuestro primer intento.



24
La coleccién {V, : © € Fr (U)} es una cubierta de F'r (U). Ya que F'r (U) es un cerrado
en X, un espacio métrico separable (entonces Lindel6f), podemos encontrar { Vg, Va,, ...} C

{Vy : x € Fr(U)} una subcubierta numerable de Fr (U). Para cada k € w y k > 1 sea

Ry=n{W :1<i<k}

Observamos que cada Ry C Uy es un cerrado abierto, de donde R = U{Ry : k € w} es un

abierto. Veamos que R es también cerrado. Por el Lema(3.7), Fr (R) es el conjunto

M = {xz € X : para toda V, vecindad de x, V N Ry # 0 para una infinidad de k € w}.

Dado z € X existen tres posibilidades, v € X \U, x € U 6 x € Fr(U), si M # 0, sea
x € M. Es facil ver que no es posible que z € U U (X \ U), entonces = € Fr (U), de donde
x € V,; para alguna j, pero V;, N Ry # si y s6lo si | < j, una contradiccién a la suposicién
inicial x € M. Por tanto M es vacio y R es cerrado.

Finalmente, F': X — w definida por: F (z) = k si x € R y F (x) en cualquier otro

caso, es una extensién continua de f. O

Hacemos notar que la prueba anterior funciona para cualquier espacio Lindel6f primero
numerable. La razon de trabajar con hipétesis mas fuertes se dard después de la siguiente

definicidn.

Definicion 3.9. En un espacio topolégico X, a una familia de abiertos no vacios ajenos
por pares C se le llama una familia celular. La celularidad de X, denotada ¢ (X) es definida
como

sup{|C| : C es una familia celular en X}.

Entonces, un espacio métrico separable X tiene celularidad contable hereditaria. De
tal manera, para todo ordinal no numerable «, ningtin subespacio de X admite una funcién

continua sobreyectiva en «. Es decir, tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 3.10. Si X es un espacio métrico separable y S C X estd 2-encajado, entonces

S estd a-encajado para cualquier ordinal o
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sen(1/x) .

Figure 3.1: Gréfica de s(z) =
x

Demostracion. Sean S C X, X un espacio métrico separable y f : § — « una funciéon
continua. El resultado cuando f [S] es finito fue probado en la proposicién 3.6. Para el caso
f[S] infinito nuestras hipétesis, como hemos dicho en el parrafo previo a este corolario,
implican que existe una funcién biyectiva g : f[S] — w; mds aun, esta funcién es un
homeomorfismo entre espacios discretos. Definimos h = g o f, la cual es continua, y sea H
una extensién continua para h (garantizada por el teorema 3.8). De esta manera F' = g 1o H

es una extensién continua de f. O

Finalmente, es facil ver que si un subconjunto de cualquier espacio estd k-encajado,
para algun cardinal k, entonces estda A-encajado para cualquier A < k.

Antes de seguir, motivaremos el siguiente resultado con un ejemplo.
Ejemplo 3.11. Tomemos X = R?, S C X la cerradura en X de la grdfica de la funcion
in (1
s:(0,00) — R definida como s (x) = sin (1/z) yY =S. Figura 3.1.
x

Consideramos f : S — Y wuna funcion continua y acotada. Entonces se cumple que

f[S] es conexo y pasa sdlo una de las siguientes condiciones: f[S] estd contenida en el
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eje Y 6 f[S] estd contenida en la grdfica de la funcion s (que es el conjunto Y \'Y). De
otra manera, sea M > 0 tal que f[S] C [-M, M]2 y supongamos que A = f[S]NY £ 0
yB=f[SIN(Y\Y) #0. Para (r,s(r)) € B existe t € (0,7) tal que s(t) > M (para

= 0; ademds

por lo que lim

@t Dr k4l o k1) 7

(4]9—12—1)7r)) Sean U = {(z,y) €Y :y <t} y

V={(x,y) €Y :y >t}, U yV son abiertos ajenos no vacios de'Y tales que f [S] C UUV,

cada k € w se tiene que

un cdlculo sencillo muestra que k < s (

una contradiccion.

Por lo anterior, f puede considerarse como una funcion continua de S, un cerrado
en un espacio normal, a un espacio homeomorfo a R. Y concluimos por el Teorema de
extension de Tietze que existe F': X — Y wuna extension continua de f.

Por otro lado la funcion identidad i : S — Y no admite una extension continua a X

pues este es conexo por trayectorias y Y no lo es.

El Ejemplo 3.11 muestra la existencia de un espacio métrico separable X, un espacio
Y y S, un subconjunto de X, para el que toda funcién f : S — Y continua y acotada se
extiende (de manera continua) a todo X, pero tales que no ocurre lo mismo si f se considera
solamente continua. El siguiente resultado muestra que si Y C R, la hipétesis ”toda funcién
continua y acotada de S en Y se extienda a X” implica que cualquier funcién continua de

S en Y se extiende.

Teorema 3.12. Sea X un espacio métrico separable y S un subconjunto de X. Sea Y C R
tal que cada funcion continua y acotada f : S — Y se extiende a una funcién continua
F: X — Y. Entonces toda funcién continua f : S — Y se extiende de manera continua

a una funcion F: X — Y.

Demostracion. Para comenzar, notemos que el caso no trivial es en el que Y es un subcon-
junto no acotado de R. En seguida, ya que para cualquier r € R el espacio {y —r:y € Y}
es homeomorfo a Y, supondremos sin pérdida de generalidad que 0 € Y. Por otra parte
dada f : S — Y continua, definimos f* = max{0, f} vy f~ = max{0, (—f)}, las cuales son
continuas y no negativas. Si ocurre que f* y f~ admiten extensiones continuas a X, F'* y
F~ respectivamente, es claro que F' = F* — F'~ es una extensién continua de f. Podemos

entonces suponer que f es no negativa. Bajo estas condiciones distinguimos dos casos
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Caso 1. Y contiene un intervalo de la forma (b,c0), donde b > 0. La hipdtesis, toda
funcién f : § — Y continua y acotada se extiende a una funcién continua de X en Y dice
en realidad que S estd C*-encajado en X, el cual es un espacio métrico separable. Se sigue
que S es cerrado en X (ver proposicifon 3.2).

Consideramos ahora h : Y — [0,b+ 2) un encaje tal que h(y) = y para cada
y € Y N[0,b+ 1]. De esa manera h(Y) CY y ho f es una funcién continua y acotada de
S en Y. Por hipdtesis h o f se extiende a una funcién continua g : X — Y. Definimos
G:X — [0,b+2] como G =g A (b+2), la que es nuevamente una extension continua de

hof. SiA=G 1([0,b+1])uSy B=G ! ({b+2}), Ay B son dos cerrados de X. La nor-

b+1
malidad de X nos permite hallar una funcién continua k : X — [b——::Q’ 1] tal que k (a) =1
b+1
para cadaa € Ay k(b) = b172 para cada b € B. De esta manera k-G : X — [0,b+ 1),

pues 0 < k-G(z) < G(x),ysise S, (k-G)(s) =1-G(s) = ho f(s). Finalmente sea

F=h"1to(k-G): X — Y, la cual es continua y extiende a f.

Caso 2. Y no contiene un intervalo de la forma (a,o0). De esta manera Y no acotado
en R puede escribirse de la forma Y = U{C),, : n € w}, donde cada C,, es un cerrado abierto
de Y y para toda n € w, los elementos de C,4+1 son méas grandes que cada elemento de
C,. Es decir, cada (), es la interseccién con Y de un intervalo con extremos a,, b, donde
an < by y es posible que b, = an41.

Sea f de X en Y una funcién continua no acotaday B = {B,, = f~1[C,] : n € w}. Para
cada n € w definimos f,, : S — Y como f, (s) = f (s) siempre que s € B, y 0 en cualquier
otro caso. Para toda n € w, f, es una funcién continua (porque B, es cerrado abierto) y
acotada de S en Y y por tanto existe F,, : X — Y que la extiende continuamente. Sea
W, = F, 1[0,

En este caso como en el Teorema 3.8, f genera la familia B, una cubierta de S formada
por cerrado abiertos (de S), ajenos dos a dos. Si seguimos este razonamiento, una extensién
continua para f generard a su vez una familia {A,, : n € w} de cerrado abiertos de X, ajenos

dos a dos, que cubra a X, y cumpla que B, C A, y 4, NS = B, (llamaremos a esta tdltima
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condicién (*)). Mds ain, si existe una familia {A, : n € w} con tales caracteristicas y que
ademés cumpla A, C W, la funcién F' : X — Y definida por F' (z) = F,, (z) siempre
que x € A, es una extensién continua de f. Mostraremos que las propiedades de X son
suficientes para encontrar dicha cubierta y la extensién de f serd muy similar a F.

Empezamos por elegir, para cada n € w, y, € C,. Sea Q = {y, : n € w}. Q, como
subespacio de Y es homeomorfo al espacio discreto w. Dada una funcién continua y acotada
g: S — ), sii denota la inclusién de 2 en Y, i o g es acotada y por hipdtesis se extiende
a una funcién continua ¢’ : X — Y. Definimos la funcién h : Y — Q como h (y) = y,
siempre que y € Cy, la cudl es continua pues h~' [{y,}] = Cy,. De manera que G = hog' es
una extensién continua de g. Lo anterior muestra que S estd n-encajado para toda n € w.
Asi, S estd 2-encajado. Lo anterior y las hipétesis sobre X nos permite concluir, por el
Teorema 3.8, que S esta w-encajado en X. De tal manera, la funcién continua h o f genera
la cubierta B y se extiende de manera continua a una funcién f; : X — Q. La familia
{D, = f{ {yn}] : n € W} es una cubierta de X de cerrado abiertos ajenos que cumple (*).

Para cada n € w sea A, = W,,N D,,. Por construcciéon A = {A,, : n € w} es una familia
de cerrado abiertos de X, ajenos, cumple (*) y ademds A4,, C W,, pero puede que ain no
cubra a X. Afirmamos que UA es cerrado abierto, para ver esto notemos que para cada
x € Cl(UA), x pertenece a un dnico D,, de manera que x € Cl(4,) = A, C UA. Sea
entonces A = AU{X \UA} y F: X — Y definida por F (z) = F,, (x) siempre que xz € A,
y F(x) = yo en otro caso. F extiende a f pues para cada s € S, F (s) = F,, (s) = fn (5).
Y finalmente, F' es continua en cada A, pues F [ A, = F,, y estos son cerrado abiertos
ajenos, y si U C Cp es un abierto que tiene a yo, F~! [U] = (Fcfl [U]N Ap) U(X \ UA) que

es un abierto. O



CAPITULO 4: ESPACIOS PARTICULARES

4.1 El espacio fw

Dado un espacio topolégico X, una compactacion de X es un espacio Y, compacto
de Hausdorff, acompanado de un encaje e : X — Y tal que e[X] es denso en Y. En
general para un espacio topolégico de Hausdorff completamente regular X, SX denota a
su compactacién de Stone-Cech. Como sabemos tal compactacién esté caracterizada tener
a X como un subespacio C*-encajado, corolario 3.6.2 de [5]. En esta seccién revisaremos
algunas propiedades de Sw que nos servirain mas adelante y aprovecharemos para fijar algo
de notacién.

Existen dos maneras comunes de construir a SX. La primera de ellas obtiene a X
como la cerradura de un subespacio del espacio producto [0,1]*, donde A = |C* (X)].
Referimos al lector al primer capitulo de [23] para todos los detalles de esta construccion.
La segunda forma consiste en dar una topologia al conjunto de todos los z-ultrafiltros de X
de manera que cumpla ser la compactacién de Stone-Cech para X. Recordemos que A C X
es nulo siempre que exista f : X — R continua tal que f~1[{0}] = Ay un U C p(X) es
un z-ultrafiltro si y sélo si es una familia no vacia de subconjuntos nulos de X con la PIF
tal que ) ¢ Fysi E € Uy F es un subconjunto nulo de X tal que E C F, entonces F € .
Nosotros trabajaremos de la segunda manera y nos ocuparemos del caso en que X es un
espacio discreto, para la discusién del caso general referimos al lector al capitulo 6 de [8].

Una manera intuitiva de ver a las compactaciones consiste en pensar que estamos agre-
gando puntos con el fin de hacer que cada familia de cerrados con la PIF' tenga interseccién
no vacia. Para un espacio completamente regular basta considerar familias de nulos con la
PIF pues estos forman una base para los cerrados del espacio. Ya que los z-filtros son famil-
ias con la PIF y cada familia de nulos con la PIF puede extenderse a un z-filtro, es normal
pensar que los puntos a agregar tengan que ver con la convergencia de los z-filtros. Maés

sencillo atin, ya que cada z-filtro puede extenderse a un z-ultrafiltro, basta hacer que estos
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tengan interseccién no vacia. La idea detras de todo esto es hacer que cada z-ultrafiltro
converja a él mismo.

Sea 8X la coleccién de todos los z-ultrafiltros de X. Sea X un espacio discreto.
Se cumple entonces que cada uno de sus subconjuntos es un nulo. De esa manera cada
ultrafiltro en X es un z-ultrafiltro y viceversa. Para un conjunto A C X, definimos el

conjunto de Stone de A como:
E:{peﬁX:Aep}.
La topologia de X es la que genera el conjunto:
B={A:AC X},

como base. B se llama la base de Stone para SX. Es inmediato que 0=0 y X = B6X. Las
siguientes afirmaciones dependen unicamente de propiedades de los ultrafiltros y el lector
puede verificarlas facilmente; ANB=An LA?, AUB=AUB y m = pBX\ A. Que B
sea cerrado bajo intersecciones finitas y la igualdad X = BX nos dice que existe una nica
topologia en X que tiene a B por base de abiertos. Llamaremos a ésta la topologia de
Stone.

Es claro que B es cerrada bajo complementos, de donde 5X es cero-dimensional. Por
otro lado, dados p y ¢, dos ultrafiltros distintos en X, podemos afirmar que existe A C X tal
que A € py X\ A € g porlo que A y m son dos abiertos basicos y ajenos que los separan.
Deducimos asi que BX es un espacio de Hausdorff y podemos concluir que es también
completamente regular. De esa manera empezamos a justificar que nombraramos X a
éste espacio. Acabaremos de justificar nuestro abuso después de citar algunas propiedades

bésicas de los conjuntos de Stone cuya demostracién es sencilla.

Proposiciéon 4.1. Para cualesquiera A, B C X, se cumple que:
(a) A=0 siy slosi A=0.
(b) AC B siysdlo si AC B.
() A= B siy sdlo si A= B.
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(d) A= X siy sdlo siA=pBX.

Lema 4.2. 57 X es un espacio discreto y e : X — X es la funcion que asigna a cada
elemento x de X el ultrafiltro principal generado por x, es decir, e (x) = {B C X : {z} C B},

se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) e es inyectiva y su imagen es la coleccion de todos lo ultrafiltros principales en X .
(it) Para cada A C X, Clgx (e[A]) = A

(iii) Para cada AC X, Ane[X]=elA].

(iv) e es un encage.

(v) e[X] es denso en SX.

Demostracion. (i) Yaque z # y, {x} # {y}, de donde e () # e (y). Sip € X es principal,
existe z € X tal que p={B C X : {z} C B} =e(z).

(74) Observamos que A € e(a) si y sélo si e(a) € A\, por lo que A es un cerrado que
contiene a e [A], asi Clgx (e[A]) C A. Para probar que A C Clsx (e[A]), tomamos p € Ay
supongamos que existe U una vecindad de p tal que Une [A] = 0, esto es, para cada a € A,
Uﬂ{e(a)}:ffﬁ{/a\}:@. De donde UN A = ), asiUQX\AypE(AJQm, lo que es
una contradiccién.

(7i7) Es directo de (7).

(iv) Por (i) y (iii), e es continua y biyectiva en su imagen, y (ii) asegura que e es cerrada
sobre su imagen. Por lo que podemos concluir que es un encaje.

(v) Sea U un abierto bésico de 8X no vacio. Entonces U es no vacio y es claro que e (u) € U

para cada u € U. O

Corolario 4.3. Para un espacio discreto X, X junto con e es una compactacion de X.

Demostracion. Falta tnicamente comprobar que X es compacto. Sea C una cubierta
abierta de S X y supongamos sin pérdida de generalidad que los elementos de € son bésicos,
esto es, C = {;l\l 24 € I}. Si € no tiene una subcubierta finita, la familia {X \ A4; : i € I}
tiene la PIF, por lo que existe p un ultrafiltro que la contiene. Finalmente, observamos que

paracadai € [, p ¢ j4\i, lo que contradice que € es una cubierta para 5X. ]

Falta sélo ver que X estd C*-encajado en SX para comprobar que, de quién hemos
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estado hablando, es en realidad la compactacién de Stone-Cech para X. Para la prueba
de esto introduciremos una nocién de convergencia para una familia {r; : © € X} C R con

respecto a algun filtro en X.

Definicion 4.4. Dada una funcién entre dos espacios topolégicos o : X — R tal que
o(x) =7,y y pun filtro en X, un punto r € R se llama un p-limite para {r, : z € X} si
y s6lo si para toda vecindad U de 7, ¢! [U] € p. Si r es un p-limite para {r, : € X}, lo

denotaremos por p-limgex ry = 7.
Los hechos que utilizaremos acerca de los p-limites se encuentran en el siguiente Lema.

Lema 4.5. Sean X y R espacios topolégicos y 0 : X — R una funcion y denotemos
o (x) = ry. Son verdaderas las siguientes afirmaciones:

(a) Si R es un espacio compacto de Haussdorff, para cada ultrafiltro p en X, p-limgex 7
existe y ademds es unico.

(b) Dada a € X, sip, denota al ultrafiltro principal egenerado por a, entonces pg-limgex 1, =

Ta-

Demostracion.  (a) Fijemos a p un ultrafiltro en X y supongamos por el contrario que
para cada r € R existe una vecindad de r U, tal que o~ '[U,] ¢ p. La familia {U, :
r € R} forma una cubierta para R, sea entonces {U,,,U,,,Uy,,...,U,, } una subcubierta
finita para ella. Se obtiene que ﬂkgn [R\ U] = 0. Ya que p es un ultrafiltro, para cada
k<n, X\o '[U,] =0 '[R\U,] € p. De esa manera ) = 0! [, (R\Uy,)] =
Ni<n o ' [(R\ Up,)] € p, lo que es una contradiccién.

Si r y s son dos puntos distintos de R, sean un U, y U vecindades ajenas de ellos, ya
que o~ [U]No™ [Us] = 0, se sigue que 7 y s no pueden ser p-limites para un mismo filtro
p.

(b) Dada a € X, a € 0! [U] para toda vecindad U de r,, es decir, 0~ [U] € p, para toda
vecindad U de 7. O]

Teorema 4.6. Dado un espacio discreto X, e [X] estd C*-encajado en 5X.

Demostracion. Nombremos S = e[X] y consideramos f : S — R continua y acotada.

Hagamos f(s) = rs. Definimos F' : X — R como F (p) = p-limgesrs. Ya que, f es
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acotada, el lema 4.5 asegura que F' estd bien definida y extiende a f. Veamos que es
continua.

Sean r € F [5X], r = F (p) para alguna p € X, una vecindad de r U y escogemos V/,
alguna vecindad de r, tal que ClgV C U (recuerde que R es un espacio normal). De tal
forma, f~1[V] € p y ademds f~![V] = e[A] para alguna A C X. Basta ahora probar que

F [zﬂ C U. Por el lema 4.2, (ii) se tiene que:
F 4] = F[Clox (e[A))] = F [Clax (f7 V)] € Cle (V) C U,

lo que termina la prueba. O

Al trabajar con compactaciones es usual identificar al espacio X con su imagen bajo el
encaje, por lo que supondremos ahora a X contenido en SX. El caso particular X = w es
de importancia en este trabajo, pero en general su residuo w* = fw \ w cumple una mayor
cantidad de peculiaridades. En seguida listamos algunas de las propiedades de fw y w* y
referimos al lector a [5] y a [23] para las demostraciones y més informacién.

1. La cardinalidad de Bw es 2°.

2. El peso de Bw es ¢.

3. Cada subconjunto infinito cerrado de Sw contiene un subespacio homeomorfo a Sw.
4. El espacio Sw no tiene sucesiones convergentes no triviales.

5. Ningun punto de w* es aislado.

. Bw no es un espacio secuencial ni secuencialmente compacto.

. w* no tiene la countable chain condition.

co N O

. Ningin punto de w* es un Gs.
Para concluir esta seccién incluimos dos resultados que relacionan a Sw con este trabajo
y sirven de alguna manera como preambulo al teorema 5.9. La proposicién 4.8 nos da otra

manera de construir a W4 en la seccién 4.2.

Proposicién 4.7. p es el minimo cardinal de una familia de cerrado abiertos de w* con la

PIF cuya interseccion tiene interior vacio (en w*).

Demostracion. Si k es el minimo cardinal de una familia con las caracteristicas que describe
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la proposicién, probaremos que i) k < p y ) p < k. Antes de seguir recordemos que
para todo A C w, A representa el conjunto de Stone de A, esto es el conjunto de todos los
ultrafiltros en w que tienen a A como elemento. Durante la prueba denotaremos A* = Anw*
siempre que A C w.

i) Sea € C [w]® una familia centrada de cardinalidad p sin pseudointerseccién. La familia
€ = {C*: C € C} es una familia de cerrado abiertos de w*. Probar que € tiene la PIF

se reduce a mostrar que dada {C§,C7,C5,...,Cr} C €', existe U € Vi<, CF . Esto es,

i<n
existe un ultrafiltro libre U tal que para cada i < n, C; € U, pero claramente la familia
COF (w) U{;<, Ci} tiene la PIF pues C tiene la PIFF. Por lo que es posible extenderla
a un ultrafiltro libre que cumple con los requisitos listados arriba.

Para ver que int,« (ﬂ €/> = () probaremos que de no ser asi es posible encontrar una
pseudo-interseccion para la familia €. Sea entonces U € int,. (ﬂ €/> y D* un cerrado
abierto basico de w* tal que U € D* C int,. (ﬂ (?/>. Se sigue que cualquier ultrafiltro libre
que tenga a D debe tener a C, para todo C' € C. De manera equivalente, no existe un
ultrafiltro libre que tenga a D y al complemento de algin C € €, de donde D N (w\ C) =
D\ C es finito. En otras palabras D es una pseudo-interseccién para €, una contradiccién.

Falta tinicamente observar que |C'| < p, y por ende k < p.
i1) Sea ahora F una familia de cerrado abiertos de w* con la PIF y cuya interseccién tiene
interior vacio, y cuya cardinalidad sea x. Ya que w* es compacto y F tiene la PIF, podemos
encontrar U € (|F. Para cada F' € F sea E} un cerrado abierto bésico de w* tal que
UcELCF. Sean & = {E:x:FeJ}y&={Ep:FcJ} Sinotamos que U € Ef
implica que Er € U, esto para toda F' € T, es facil concluir que € tiene la PIFF. Si
ocurriera que & tiene una pseudo-interseccién D, entonces para toda F € F se tiene que
DN (w\ Er) =D\ Er es finito, por lo que no existe un ultrafiltro libre que extienda a
{D,w\ Ep}, es decir D* C (& C (N F. En seguida, dado que COF (w)U{D} tiene la PIFF,
puede extenderse a un ultrafiltro y D* # ) , por lo que llegariamos a una contradiccién.

Finalmente |€| < &, asi p < k. O

Proposicion 4.8. Sea e : w — PBw el encaje que asigna a cadan € w el ultrafiltro principal

n={BCw:n€ B} ypara cada E Cw sea E = e[E]. Entonces:
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i) A C [w]* es una familia casi disjunta (AD) si y sdlo si la familia {(Clg,A)\ A : A€ A}
es una familia de cerrado abiertos de w* ajenos.
it) A C [w]” es una familia casi disjunta mazimal (MAD) si y sdlo si la familia {(Clg,A) \

A: A€ A} es una familia de cerrado abiertos de w* ajenos cuya union es densa en w*.

Demostracion. i) Sea A C [w]® casi disjunta. Para cada E C w se tiene que Clg,E = E,
donde F representa el conjunto de Stone de E, y ademas Clg,ENe[w] = E. De lo anterior
deducimos que para cada A € A, (Clg,A) \ A = ANw* = A*, de esa forma {(Clg,A)\ A :
A € A} es una familia de cerrado abiertos. Por otro lado si A y B son subconjuntos de
w casi disjuntos, U € AN B si y s6lo si A,B € U, de dénde AN B € U por lo que U es
principal y [(Clg,A) \ A]N[(Clg,B) \ Bl = A* N B* = 0.

Supongamos ahora que A es una familia tal que {(Clg,A)\ A : A € A} es una familia
de cerrado abiertos de w* ajenos. Hemos visto que Clg,A = A por lo que si <2 \ A) N
<§ \ B) = (), podemos afirmar que {A, B} no tiene la PIFF, lo que es equivalente a afirmar
que los elementos de la familia A son casi disjuntos.
i1) Sisuponemos que ademdas A es MAD y consideramos E* un cerrado abierto bésico de w*,
entonces existe A € A tal que |ENA| = w. De esa manera la familia COF (w)U{ENA} tiene
la PIFF' y existe un ultrafiltro libre U que la extiende. Claramente U € E*N[(Clg,A) \ A],
con lo que queda probado que la unién de {(Clg,A) \ A: A € A} es densa en w*.

De la otra manera, si A es una familia tal que {(Clg,A) \ A : A € A} es una coleccién
de cerrado abiertos de w* ajenos cuya unién es densa en w*, ya hemos probado que A es
AD. Si E € [w]”, entonces E* N (Clg,A) \ A # 0 para alguna A € A, es decir, existe U
un ultrafiltro libre tal que F, A € U por lo que |E N A| = w y concluimos que A debe ser

maximal. O

4.2 Espacios de Mréwka-Isbell

En esta seccion discutimos brevemente a los espacios de Mréwka-Isbell que son funda-
mentales para los resultados de la seccion 5.1. Los espacios de Mrowka-Isbell son introduci-
dos en [17] con el fin de, entre otras cosas, dar un ejemplo de que existe un espacio topolégico
con una unica compactacién. A partir de estos resultados los espacios de Mréwka-Isbell han

sido una gran fuente de ejemplos en topologia. Como una muestra, uno de ellos es un ejem-
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plo de un espacio pseudocompacto, no normal y no numerablemente compacto (teorema
4.10 y corolarios 4.12 y 4.13, recordemos que todo espacio normal y pseudocompacto es nu-
merablemente compacto). La frase anterior y el titulo de esta seccién dejaran ver al lector
que hay un gran ntmero de estos espacios.

Como veremos las propiedades de estos espacios estan relacionadas con la familia casi
disjunta, AD por sus siglas en inglés (almost disjoint), que se utilice para construirlo. Este
es uno de los hechos que ha motivado la investigacion en familias casi disjuntas. Encontrar
familias AD con propiedades combinatorias o topoldgicas especiales es notoriamente dificil
de hacer. La relacién entre familias casi disjuntas y la topologia es discutida en [13].

Sea A C [w]” una familia AD. Definimos las vecindades abiertas bésicas para los puntos
de ¥4 = wUA de la siguiente manera: si n € w, n es un punto aislado y si A € A, sus vecin-
dades abiertas basicas son de la forma {A}U (A \ F), donde F € [A]~*. Con esta topologia
es muy facil comprobar que W, es un espacio de Hausdorff, primero numerable y con w
como un subconjunto denso, por lo que es separable. Mostraremos algunas propiedades

mas de W, que seran de utilidad mas adelante.

Lema 4.9. Para cualquier familia AD, V4 es un espacio:
i) cero-dimensional,
i1) localmente compacto y

iit) completamente reqular

Demostracion. i) Basta probar que las vecindades abiertas bésicas son también cerradas.
Lo anterior es claro paran € w. Si A € A y consideramos la vecindad U = {A} U (A \ F)
probaremos que W4 \ U es abierto. Sea z € ¥4 \ U. Si z € w, {z} es una vecindad abierta
de z talque {z} NU =0;sixz € A, V = {2} U[F U (2N A)] es una vecindad abierta de x
que cumple VN U = 0.

i1) Para cada n € w, {n} es una vecindad de n cuya cerradura es compacta. Demostraremos
que si A € A, cualquier vecindad bésica U = {A}U(A \ F) es compacta. Sean C una cubierta
abierta de U, Cy € C tal que A € Cy y Uy una vecindad bésica tal que A € Uy C Cy.
Up={AYU(A\E) con E € [w]*, de esa manera U\ Cy CU\ Uy C FUFE € [w]*. Si

U\ Cy={b1,ba,...,b,}, entonces una coleccién {Cy, C1,Cs,...,C,} C C tal que b; € C; si
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0 < ¢ < n, es una subcubierta finita de C para U.
ii1) Se sabe todo espacio de Hausdorff cero-dimensional (o Hausdorff localmente compacto)

es completamente regular. ]

Teorema 4.10. Si A es una familia MAD, entonces Wy es pseudocompacto.

Demostracion. Consideremos a V4 para A una familia MAD. La demostracion consiste en
probar que toda funcién continua f : ¥, — R es acotada si restringimos su dominio a w.
De tal manera f [¥4] = f [Cly, (w)] C Clg (f [w]) serfa acotada. Para ver esto supongamos
que no es asi, es decir, que existen f: ¥, — R continua y F = {ny : k € w} C w infinito
tal que f(ng) > f(ny) siempre que k > [ y para cada m € w existe k(m) € w tal que
f (nk(m)) > m. Es posible encontrar, ya que A es maximal, A € A tal que ANE es infinito.
Sea r = f (A). Para cada abierto (r —€,7 + €) C R existe ny,) tal que para toda m > ny ),
f(m) ¢ (r —e,r +¢€). Esto dltimo es, no existe una vecindad abierta basica de A contenida

en f~'[(r —e,7 + ¢€)], una contradiccién pues f es continua. O

Proposicion 4.11. Sea A una familia AD. En V4 todo subconjunto E C A es discreto y

cerrado.

Demostracion. Basta observar que para cada FF € A, {F} = ({F}UF)NA. O

Corolario 4.12. Si A es una familia AD infinita, entonces W no es numerablemente

compacto.

Corolario 4.13. Si A es una familia MAD, ¥4 no es normal.

Demostracion. De esa manera si £ C A es numerable, podemos enumeralo sin repeticiones,
digamos E = {A,, : n € w}. Por la proposicién 4.11, f : E — R definida por f (A,) =n es
continua. De ser ¥, normal, por el Teorema de Extension de Tietze, existe una extension

de f, F: V4 — R continua y no acotada, contradiciendo el Teorema 4.10. [

Existe otra manera de construir al espacio ¥4 cuando A es una familia MAD. Esta

consiste en crear un cociente en fw identificando los puntos de Clg, (A) \ A para cada
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A € A en un punto py y dejar a w intacto. Ya que A es MAD, {(Clg,A)\ A : A€ A} es
una familia de cerrado abiertos de w* ajenos cuya unién es densa en w* (proposicién 4.8).
De esa manera cada punto en w* estd en Clg,A para una tnica A € A y concluimos que

tal cociente estd bien definido. Llamaremos a este espacio Sw) .

Teorema 4.14. Si A es una familia MAD, entonces W, es homeomorfo a fw ;4.

Demostracion. Definamos la funcién f: Wy — Bw/y como:

T sir€w,
fla) =
pr siz €A
La cual estd bien definida y es biyectiva por el Teorema 4.8. Para concluir que f es un
homeomorfismo basta comprobar que para cada vecindad abierta basica V de A € A, f[V]
es una vecindad de p4 y viceversa, que para cada vecindad U de pa, f~! [U] es una vecindad
de A.

Para comprobar que f es abierta y continua hace falta considerar tinicamente vecin-
dades de puntos no aislados. Tomemos V = {A} U (A \ F') una vecindad bésica de A en
Vg, fIV] ={pa} UA\ F, cuya imagen inversa bajo la identificacién es el abierto de fw,
A \ F. Por otro lado si U es una vecindad de p, en Sw /4, la imagen inversa de ésta es una
vecindad de Clg, () que intersecta a todos excepto a una cantidad finita de elementos de

x y se sigue el resultado deseado. O

Dado un espacio topoldogico X y U una cubierta abierta para X, para cada x € X se
define la estrella de x con respecto a la cubierta U, denotada por st (x,U), como el conjunto
U{U € U: = € U}. Dado un espacio topolégico X una sucesién de cubiertas abiertas para
X, {U; : i € w} es un desarrollo (para X) siy sélo si para cada € X, {st (z,U;) : i € w}
es una base local de . A un espacio topolégico con un desarrollo se le llama espacio

desarrollable.

Definicion 4.15. Un espacio topoldgico regular desarrollable es llamado un espacio de

Moore.

Para finalizar, relacionaremos un poco mas a los espacios de Mréwka-Isbell con los
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temas del Apéndice A y la Conjetura del Espacio Normal de Moore (NMSC') (ver el Ejemplo
5.6). Para cada z € ¥4 y cada n € w definimos V, (n) como: V, (n) = {z} si z € w y como
Ve (n) ={z} U (z\n) si z € A. La familia U,, = {V, (n) : * € U4} es una cubierta abierta
de Wy, esto para cada n € w. Es ademés facil comprobar que la coleccion {U,, : n € w}
es un desarrollo para Wy (Definicién 6.17), por lo que podemos concluir que ¥y es un
espacio de Moore. Remarcamos ademas el parecido entre la definicién de los espacios ¥ 4 y
la construccién del Plano de Moore. El Teorema 3.9 de [13] es el resultado que cierra esta

seccién.

Teorema 4.16. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. Existe un espacio normal de Moore separable y no metrizable.

2. Existe una familia AD no numerable A tal que ¥4 es normal.



CAPITULO 5: ALGUNOS EJEMPLOS

En este capitulo construiremos, a partir de un espacio primero numerable, un espacio
metrizable con la misma estructura de cerrado abiertos. De esa manera el problema de
encontrar un ejemplo de un espacio métrico con un subconjunto 2-encajado pero no w-
encajado se reduce a exhibir un espacio primero numerable con esas caracteristicas. El
capitulo culmina con la construccién de un espacio de Mréwka-Isbell pseudocompacto con

un subconjunto discreto infinito 2-encajado a partir de la hipdtesis b =5 = ¢.
5.1 Erizos, erizar espacios y un teorema de metrizabilidad

Como primer ejemplo mostraremos un espacio metrizable con un subconjunto 2-encajado
que no esté a la vez w-encajado. Tal espacio serd no separable como consecuencia del Teo-
rema 3.8.

Consideramos en primera instancia un cardinal x y, por cada « € k, seal, = [0, 1] x{a}.

En el conjunto .. I, la relacién

acr
(r,a)R(s,B) siempre quer=0=sor=sya=_
es de equivalencia. Se cumple que 7 # 0siy sélosi [(r, «)] = {(r, a)}. De manera equivalente

(r,a)R(s,B) con a # B siysblosir=0=s. SeaJ el conjunto cociente que resulta.

Definimos la funcién p : J x J — [0, 00)

p([(r, )], [(s,8)]) = r—s| sia=p4,
r+s sia#p.

Afirmacion. p define una métrica en J.

Demostracion. Observemos que (r1, aq) R (ra, az) implica en cualquier caso r; = 73 por lo

que p esta bien definida. Falta comprobar que, en efecto, es una métrica.
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1) [(r,a)] = [(s,8)] si y s6lo si p([(r,a)],[(s, B)]) = 0.
[(r,a)] =[(s,8)] siysélosir=0=sor=sya=p0,siysélosir+s=00|r—s/=0y

a=f,siysélosip([(r,a)],[(s,8)]) =0. Ya que r,s > 0.

2) p([(r; )], [(s, B)]) = p ([(s, B)], (1, @)])-

Es directo de la definicién.

3) p([(r; )], [(s, B)]) < p ([(rs )], (&, )]) + 2 (1)) (5, B)))

Casol.) Si o = 3. Se tiene entonces & =y = o bien a # v # 3, de donde:

p([(r,a)],[(s,8)]) = |r—s|

< fr—tl+t— s

= p(r, )], [(&;V]) + p ()], (5, 8)])

O bien,

p([(r,a)],[(s,8)]) = [r—sl
= |r+t—t—s
= |r+t+(-t—s9)|
< fr4tl =t — s
= |r+t|+t+s|
= (r+t)+(t+s)

= p([(r ][] + o ([E )] (G, B)])

Caso2.) Si a # . La prueba es muy similar al caso anterior.

Por tanto, p es una métrica. O

Hacemos notar que, hasta ahora, el propdsito de x es Unicamente indexar, por lo que
un conjunto S con esa cardinalidad podria reemplazarlo sin mayor inconveniente. A J

con la topologia inducida por p se le conoce como el Hedgehog o Erizo de k espinas (la
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traduccién literal es espinosidad k), que denotaremos como J (k) o simplemente J cuando
no haya lugar a confusiones. Es facil ver algunas de las propiedades bésicas de J (k), como
por ejemplo que es conexo y primero numerable, sin embargo es méas importante que sus
funciones cardinales estan determinadas por el niimero de espinas.

Sea ahora X un espacio topoldgico y A = | X|. Si J = J () es el Erizo de \ espinas
indexado por X, es decir, J es el cociente de |J,x [0,1] x {2} médulo R con la topologia
inducida por p. Definimos S; = {[(r,z)] : (r,z) € [0,1] x {z}}, la espina con punta
pe = [(1,2)].

Lo que ahora haremos es reemplazar los puntos de X con erizos y darle una topologia
conveniente. Definimos las vecindades para (z,y) € X x J fijo de la siguiente manera: si
Y # Da, entonces W = {x} x V con V una vecindad de y en J, y siy = p, W = U x V donde
U y V son vecindades de x y y respectivamente. Definidos esos sistemas de vecindades, al
espacio X x J con la topologia que resulta lo llamaremos el Erizo de X y lo denotaremos
H (X).

Usaremos el siguiente teorema para probar que 3 (X) es metrizable. Una prueba de él

puede hallarse en el Apéndice A.

Teorema 5.1. (Frink) Un espacio topoldgico X es metrizable si y solo si para cada x € X
existe {Vyz(n) € X : n € w} una base local de vecindades numerable con la siguiente
propiedad: Dada una pareja (x,1) fija, existe j(x,i) = j € w tal que si V3 () NV, (j) # 0,

entonces Vy (j) C V, (i).

Teorema 5.2. Si X es primero numerable, H (X) es metrizable.

Demostracion. Para cada x € X, sea {V; (n) C X : n € w} una base local anidada y sea
1
By(n)={heJ:p(h,y) < m} Definimos U, ) (n) como:
i) Uty (n) ={z} x By (n) si y # pg.
i1) Ulzy) (n) = Vg (n) x By (n) siy # pa.
Notamos que en H (X), {z} x J es una copia del espacio J. De manera que si y # p,,

1
U(z,y) (n) es el conjunto de los puntos (z, z) con p (y, 2) < R Por otra parte, U, ,) (n)
b n W

estd formado por puntos de la forma (w, z) con w € V, (n) y p (pz, 2) < , esto ultimo
n

+1
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implica que 2z € S;. Naturalmente {U ) (n) : n € w} es una base local para (z,y) en
H (X). Verificaremos que cumplen la condicién del Teorema 5.1.

Sean (z,y) y n € w fijos. Para (z,y) distinguimos tres casos:
Caso1l) y ¢ S;. Deducimos que y # p, por lo que U, (n) = {z} x By (n). Entonces
existe § € X tal que y € Sy. Elegimos r > n tal que x ¢ V, (r). Si consideramos ahora
m > 1, Ulgy) (M) N Uy 4y (M) # 0 implica que x = 2’ y y' # p, pues p(y,y') <1 (ya que

m > 0). De manera que también U, ) (n) = {x} X By (n).

Sim > r es tal que cumpla supongamos que existe (a,b) € Uy ) (m)N

<
m+1 r+1
Ut gy (m), entonces x = 2'. Sea (x,2) € U,y (m), calculando:

p(y,2) < p(y,b)+p(b2)

< pWb) +p(by) +o (V. 2)

N

Asi U(:v,y’) (m) - U(%y) (n)

Caso2) y € Sy y y # pz- De nuevo U,y (n) = {z} X By (n). Elegimos r > n tal que
2

p(y,pz) > ol De esa manera aseguramos que si U,y (m) N Uy ) (M) # 0, y' # pa.

De donde x = 2’ y si pedimos como en el caso anterior que , el resultado se

< [
m+1 r+1
sigue de manera similar al anterior.

Caso3) y = p. En este caso Uy (n) = Vi(n) x By (n). Tomemos m € w tal que
3 1
m+1 < r+1
(z,y) # («/,y). Por la eleccién para m podemos afirmar que p(p;,y’) < 1, de donde

y supongamos que U,y (m) N Uy (M) # 0. Basta examinar el caso

Ut gy (m) € Vi x Sp por lo que y' # pyr, entonces Uiy ) (m) = {2’} x By (m). Se

concluye que 2’ € V, (m) C V. (n) y si (2/,2) € Uy ) (m), como en los casos anteriores,
y (z'y")

3
py,z)= ——] < R Por lo tanto Uy oy (m) C Uy (0).
Concluimos por el Teorema 5.1 que H (X) es metrizable. O

No es cierto en general que dada una vecindad V' de z en X, {z} x V sea una vecindad
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en la topologia producto, por lo que ésta y la topologia de H (X) no siempre coinciden. A

pesar de eso la primera proyeccién de H (X) en X, w1 es continua para cualquier X. Si

x es un punto de X y V C X una vecindad de z, veamos que para cada (z,y) € 7r1_1 V]

existe una vecindad W C 3 (X) tal que 71 [W] C V. Basta tomar W = {x} x J si y # p,
y V x J en el otro caso.

El siguiente lema muestra la estricta relacién entre la estructura de cerrados abiertos de

X y H (X), pero antes de pasar a ello describiremos un poco a los cerrado abiertos de H (X).

Debido a que para toda = € X, el subespacio {x} x J es una copia de J, podemos afirmar

que es conexo. Se sigue que si (z,y) € C'y C es cerrado abierto, entonces {z} x J C C.

Concluimos que C = K x J, donde K = 7 [C] para ser precisos.
Lema 5.3. K x J es un cerrado abierto de 7 (X) si y solo si K es cerrado abierto de X.

Demostracion. La continuidad de 7 prueba la parte de suficiencia en el Lema. Supong-
amos ahora que K x J es un cerrado abierto de H (X). Tomemos w € X un punto de
acumulacién de K y consideremos (w,p,). Ya que K se acumula en w, para cualquier
vecindad V de w, VN K # 0, de donde (V x U) N (K x J) # () para cada vecindad V' x U
de (w, py). Es decir, K x J se acumula en (w, py,), lo que implica que (w,p,,) € K x J. Asi,
w € K. Deducimos que K es cerrado y observamos que de manera analoga podemos probar
que X \ K también lo es pues la prueba anterior sélo ocupa que K es cerrado abierto y es

claro que (X x J)\ (K x J) = (X \ K) x J. Lo que prueba que K es cerrado abierto. [

El lema 5.3 afirma entre otras cosas que toda particién de X en cerrado abiertos induce

una para H (X)) y viceversa. Para nuestros fines esto es:

Corolario 5.4. Existe una funcion continua de X sobre k si sélo si existe una de H (X)

sobre k.
Estamos cerca de empezar con los ejemplos. Antes un Lema técnico.

Lema 5.5. Sean D un subespacio discreto de X y k un cardinal, entonces D estd k-encajado

en X siy solo si Pp = {(z,pg) : * € D} estd k-encajado en H (X).

Demostracion. Si ¢ : D — H (X) se define como ¢ (z) = (z,py), entonces ¢ es continua

porque D es discreto. Supongamos que cada f : D — k se extiende a una funcién
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F:X — kyseag: Pp — k continua. Consideremos s = gop : D — k, la cual es
continua, y sea ¢ : X — K una extensién continua para ella. Definimos ahora G = ¢ o my
una funcién continua y para (d,pg) € Pp calculemos G (d,pg) = o o m (d,pg) = o (d) =
s(d) =gop(d) = g(d pa).

De la otra forma, supongamos a Pp k-encajado en H (X) y sea f : D — k continua.
Definimos hy : {(x,ps) : * € D} — x como hy = fom [ Pp, de esa forma hy es continua.
Sea Hy : H(X) — k una extensién para hy. Si llamamos C, = Hf_1 [a] para cada « € K,
entonces C, = K, x J por ser cerrado abierto, por lo que {K, X J : a € K} es una cubierta
de cerrado abiertos ajenos para H (X) y ademés {K, : @ € Kk} es una cubierta de X con
las mismas propiedades por el Lema 5.3. Como consecuencia, funcién F': X — k definida
por F'(z) = Hy (x,p,) es continua y si d € D calculamos F'(d) = Hy (d,pq) = hy (d,pq) =

fo(m [ Pp)(d,pq) = f(d). Lo que prueba que F' es una extensién de f. O

Juntos, el teorema 5.2 y el lema 5.5 nos permite encontrar espacios metrizables con
subconjuntos discretos 2-encajados que no estan a-encajados a partir de espacios primero
numerables con esa propiedad. En particular, asumiendo que no existe un modelo interno
de la teoria de conjuntos con un cardinal medible, definicién 2.1, esto es: No existe una
subclase N del universo de la teoria de conjuntos V' tal que N |= ZFC y que contenga a
OR, la clase de todos los ordinales, en el que exista un cardinal medible, Fleissner construyé
un espacio normal de Moore cero-dimensional M y una familia {Cy : A € k} C p (M) de
cerrados que exhibe no ser colectivamente normal. M ademéds puede ser escrito como F'UQ,
donde los puntos de @) son aislados en M y F' es fuertemente zero-dimensional, un espacio es
fuertemente cero-dimensional si cualesquiera dos conjuntos nulos completamente separados
estan separados por cerrado abiertos ajenos tales que, sin pérdida de generalidad, cubren
al espacio.

La construccién de M es delineada en [6], secciones 7 y 8. En 7 se hace una construccion
suponiendo la hipé6tesis del continuo y en 8 se abstraen las propiedades del ejemplo hecho en
7 para describir a M. Son de particular importancia las secciones 7.2, donde se prueba que
M es normal y se afirma que F' es fuertemente zero-dimensional, y 7.3, donde se describe a

la familia {C : A € K} como una familia de subconjuntos de F'.
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Ejemplo 5.6. Si no existe un modelo interno de la teoria de conjuntos con un cardinal
medible, entonces existe un espacio métrico X, un cardinal k y S C X el cual estd 2-
encajado pero no k-encajado en X.
En vista de la discusion anterior, basta entonces hallar un espacio primero numerable
con un subconjunto discreto S que cumpla estar 2-encajado pero no k-encajado en X.
Con base en el espacio M construido por Fleissner, sea Y = M x [0,1]. Definimos la

descomposicion:

X={{(mt)} - meMytel0,1)}U{C\x{1}: A<r}U{{(m,1)}:VA<kr,m¢C\},

y lo equipamos con la topologia cociente.

Si para cada A < Kk hacemos py = Cy X {1}, D = {px : A < K}, es un subconjunto
discreto de X pues la familia {C) : A < Kk} es una familia discreta de cerrados.
1) D no estd k-encajado en X. Si consideramos la funcion continua f : D — k definida
por f (px) = A, una extension continua de f, F': X — Kk genera una particion en cerrado
abiertos de X, {X) : A < k} tal que para cada A < K, py € Xx. De tal manera Y\ = UX),
es un cerrado abierto de'’Y y {Yy: A < k} es una particion de Y tal que py C Y.

Por otro lado el espacio M x {1} es homeomorfo a M y la familia de abiertos YN M x
{1} separa a la familia {Cx x {1} : A < k}. Lo que contradice el hecho de que {Cy : A < Kk}
no podia ser separada por abiertos.
2) D estd 2-encajado en X. Fue observado en el capitulo 3 que extender una funcion
continua f 1 S — «, cuando S es un subespacio de X y a es un espacio discreto, es
equivalente a generar una particion de X en cerrado abiertos que induzca la misma particion
de S en cerrado abiertos (de S) que induce f.

Sean f: D — 2 continua y hagamos S = |J Cx. Definimos g : S — 2 como g (s) =
f (px) siempre que (s,1) € px. Ya que la famili/\a<IEC)\ : A < Kk} es una particion de S, g es
una funcion bien definida. Ademds g es continua pues la familia {Cy : A < Kk} es discreta.
Recordamos ahora que M = F U Q, donde los puntos de () son aislados y F' es un cerrado
fuertemente zero-dimensional. Sean H = g~ [{0}] y K = g~ ' [{1}]. Por la normalidad de

M, H y K estan completamente separados en F. De tal manera, ya que F' es fuertemente
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cero-dimensional, existen cerrado abiertos de de F, HT y KT tales que H C HT y K C K,
H"NKT=0yHTUK' = F. Observamos ademds que H* y K+ son cerrados ajenos en
M. Utilizando de nuevo la normalidad de M, podemos encontrar dos abiertos U’ Y V' tales
que HH CU y Kt CV'. En sequida, M =U UV U (Q\U/ UV/), es decir, M es la
unién de tres abiertos ajenos. Si Uy =U x [0,1] y Vp = (V/ U (Q \ U,>) x [0,1], {Up, Vo }
es una particion de M x [0,1] en cerrado abiertos.

Sean U ={x e X :V(s,t) ex(sely)} yV={re X :V(s,t) cx(seW)}. Para
cada x € X ocurre una y sélo una de las siguientes condiciones: © = {(m,t)} con m € M
yt#1 o0 para alguna A < &, x = py. En el primer caso x € U o x € V y sdlo una de
tales condiciones es verdadera. Por otro lado, supongamos que x = py. Para py ocurre
que f(z) =0 o0 f(x) =1 y sélo una de ellas. Supongamos primero que, sin pérdida de
generalidad, f(x) = 0, entonces para todo m € Cy, g(m) = 0. De donde Cy C H C Uy.
Asipy € U. En el otro caso, cuando f (z) =1, se deduce que py € V. Por lo que {U,V'} es
una particion de X en la que ademds UU = Uy y UV =V, lo que implica que es de hecho
una particion en cerrado abiertos. A continuacion, py € f~1[{0}]] si y sélo si O\ € H C Uy
y esto wltimo ocurre si y solo si py € U, lo que prueba que f~'[{0}] = U N D. De manera

similar se prueba que f~1[{1}] =V N D, lo que termina la prueba.

El ejemplo anterior no muestra como obtener un espacio métrico con un subconjunto 2-
encajado que no esté w-encajado. Mostraremos que asumiendo b = s = ¢ podemos construir
un espacio con estas caracteristicas. Notemos que b = s = ¢ se sigue del Axioma de Martin

(MA implica p = ¢). Antes dos lemas técnicos.

Proposicién 5.7. Eziste f : ¢ — [¢|S tal que:
i) Para cadan € w, f(n) Cw.
i1) Stempre que w < a < ¢, f(a) C a.

iii) Para cada A € []S, [P [{A}]| = c.

Demostracién. El inciso 4ii) nos dice que {f~1[{A}] : A € [(|S*} es una particién de ¢ de
cardinalidad ¢ con elementos también de cardinalidad ¢. Con el fin de definir f crearemos
una particién de ese estilo que ademds haga que f cumpla i) y ii).

Sea {P, : w < a < ¢} una particién de ¢\ w tal que |P,| = ¢ para cada «. Tal particién
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existe como consecuencia de que para todo cardinal infinito k, |k X k| = k.
Definamos R, como P, \ « y coloquemos PC; =Ry sia€ U{R,:w < a<c}ocomo
P = R, U{a} de otra forma. Entonces {P,, : w < o < ¢} es una particién tal que o <
para todo v € P., por lo que podemos suponer que desde un inicio {P, : w < a < ¢} tiene
esas caracteristicas.

Ya que | P,| = ¢, consideremos una particién de P, {Qq (8) : B < ¢} tal que |Q4 (B) | =

¢. Recordemos que ¢ = 2¥ < [7¥| < ¥ = ¢ siempre que 7 < ¢, de esa manera [y]<*

{4a (6): 8 < ¢}
Finalmente, sea {S, : n € w} una coleccién infinita de subconjuntos infinitos de w.

Definimos f : ¢ — [¢]S* como:

fiyy o | Aa(9) sempre que s €Qu (5).

Sy siyew.

La funcién f estd bien definida y es facil ver que cumple las propiedades i) y iii) simplemente
por definicién. Para que f cumpliera i) fue importante hacer que o < y para todo v € P,.

O

Proposicién 5.8. Dadas {S,, : n € w} C [w]* una familia AD y {As : o <w} C [w]™*. Es
posible construir una familia {D, : o < w} tal que:
i) Para toda n € Ay, Sp, C* Dy,

ii) Para cadan € w\ Ay, Sn y Dy son casi disjuntos.

Demostracion. Sean {S,, :n € w} C [w]* una familia AD y {A, : a < w} C [w]=¥. Dada
a < w consideramos tres casos:

Casol) A, finito. Hacemos Dy = J,,c 4. Sn- Es claro que; para toda n € A, Sn € Doy
sin€w\ Ay, DoNS, = UieAa (S;i N Sy) el cual es finito.

Caso2) w\ A, finito. Hacemos Do = (J,,c 4, (Sn \ Unnea . Sm). En este caso para cada

n € Ay, Sn\ Do C U A, Sn N Sy que es finito, es decir, S, € Do, y Do NSy = 0

mew\

siempre que m € w \ Aq.

Caso3) A, vy w\ A, infinitos. Sean {B;:i €w yIn € Ay (B; =5Sp)} y{Ci:i €w yIne€
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w\ Aa (C; = Syn)}. Hacemos Dy = e, (Bi \ Uj<i CZ-). Sin e A,, S, = B; para alguna

i € wy entonces S, C* B; \ (:.,Ci; C* D,. Finalmente si m € w\ Ay, sea C; = Sy,

<1

Do NSy =U,.; Bj N C;j el cual es finito. O

3<i
Teorema 5.9. Asumiendo b = s = ¢, existe una familia MAD & tal que todo subconjunto

numerable de puntos no aislados de V¢ estd 2-encajado en Ve.

Demostracion. Sea {A, : a < ¢} una lista de todos los subconjuntos contables de ¢ que
cumple lo siguiente:

i) Para todan € w, A, Cw,

i1) Siempre que w < a < ¢, 4, C a,

iii) Para cada A € [¢|, [{f <c¢: A= Ag}| =,

(Ver Propsicién 5.7). Sea ademds {Z, : w < a < ¢} una lista de todos los subconjuntos
numerables de w. Consideremos {5, : n € w} una familia AD de subconjuntos infinitos de
w. Para cada a < w construimos D, C w tal que; 1)Para toda n € A,, S, C* D, y para
todan € w\ Aq, Sp ¥y Dg son casi disjuntos, como en la Proposicién 5.8.

Buscamos colecciones {S, : a < ¢} y {D, : a < ¢} que extiendan a las iniciales y que
para cada w < a < ¢ cumplan:

1) {Sa : @ < 7} es una familia AD tal que para cada w < a < 7y, So € Z,, Sa €s no vacia
si y sélo si S, es infinita y Z, N Sp es finito para cada § < «, y finalmente para 8 < a, S,
estd casi contenido o es casi disjunto de Dg.

2) Para cada o < ¢, Do, C w y D, casi contiene a Sg si f € A, y es casi disjunta de cada
Sgcon € a\ A,

Procedemos entonces de manera inductiva, supongamos que v < ¢y {So : a < v} y
{D, : @ < v} han sido definidos y cumplen 1)y 2). Si Z, N Sz es infinita para alguna
B < 7, hacemos S, = (). De otra manera, usando s = ¢, la familia {D, N Z, : @ < 7} no
es separadora en [Z,]”. Es decir, existe S C Z, infinito tal que estd casi contenido en o es
casi disjunto de D, N Z, C D, para cada a < . Hacemos S, = S en este caso. Para elegir
D, hagamos B = {Sq : o € Y\ Ay} y € = {S4 : @« € A,} en la Proposicién[1.18]. De esa
manera, observando que |B| < |y| y que B L € (ver Definicién 1.17) concluimos que B y

C pueden ser separados, esto es, existe D tal que para cada S, € B, |S, N D| < w, y para
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cada Sy, € €, S;, € D. Sea D, = D.
Afirmacionl. € = {Sy : a < ¢} es MAD. Sea X C w, X = Zg para alguna 3 < ¢. Por la
propiedad 1), si Sg = () es porque existe v < f tal que ZgN Sy = X NS, es infinito. De
otra manera Sg C Zg y es infinito por la construccién de Sz para w < 8 < c.
Afirmacion2. Si N es un subconjunto numerable de puntos no aislados de W¢, entonces
N estd 2-encajado en We. Para probar esto, notemos primero que existe H € [¢]* tal que
N={So:a€ H}. Seafp=sup{la:a€ H}y f: N — {0,1} una funcién (cualquiera
de tales f es continua por la Proposicién 4.11). De esa manera, existe una particién de
H en conjuntos Hy y Hj tales que para i € {0,1}, N; = f~'[{i}] = {Sa : « € H;}. Por
la condicién iii) podemos encontrar v > f tal que A, = Hp; se sigue que Hy C v\ A,.
Deducimos que D, casi contiene a cada elemento de [Ny y es casi disjunto de cada elemento
de Ni. Esto es verdad en general para cualquier a < ¢ por la maximalidad de &, cada S,
o bien esta casi contenido en D, o bien es casi disjunto de él. La funcién F': ¢ — {0,1}
definida como F'(z) = 0 siempre que z € Cly,D, y como F () = 1 en otro caso, es una
extensién continua de f si probamos que Cly, D~ es un cerrado abierto de W¢ que contiene
a Ny. Para ello, el primer paso es notar que si S, C* D., entonces S,, € Cly, D, ya que
cualquier vecindad bésica de S,, tiene una interseccién no vacfa con D,. La afirmacién
contraria, S, € Cly, D~ implica que S, C* D, es verdadera en este caso particular debido
a la maximalidad de €. Que Cly, D, es cerrado es evidente, por lo que solo falta probar
que es abierto. Para ello, mostraremos que todo x € Cly, D, es un punto interior, si x € w
una vecindad de x contenida en Cly, D, es {z}; si x € €, x debe estar casi contenido en
D., por una observacién anterior, de esa forma {z} U (2 N D,) hace a « un punto interior.

Esto termina la prueba. O

Una conseciencia del Teorema de Extension de Urysohn es que cualquier subespacio dis-
creto 2-encajado esta C*-encajado, por lo que el ejemplo anterior muestra que es consistente

la existencia de un espacio Ve con un subespacio discreto, infinito y C*-encajado.

Corolario 5.10. Asumiendo b = s = ¢ existe un espacio con un subconjunto 2-encajado

que no estd también w-encajado.

Demostracién. Si N y We son como en el teorema 5.9 una biyeccién entre N y {n € R :
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n € w} es una funcién continua que de extenderse a W¢ contradice la Proposicién 4.10.

O]



CAPITULO 6: UN EJEMPLO ASUMIENDO PMEA

En este capitulo mostraremos que asumiendo el Azxioma de Fxtension de la Medida
Producto, o PMEA por sus siglas en inglés, un espacio pseudocompacto de caracter menor
a ¢ = 2% 1o puede tener un subconjunto discreto, infinito y C*-encajado. En particular, el
espacio del teorema 5.9 no puede ser construido.

Antes de demostrar tal teorema hacemos una breve introducciéon a PMEA, que en su
desarrollo involucra un bosquejo de una prueba de consistencia, la hipdtesis del continuo
y un caso particular de otro de los problemas fundamentales de la topologia general, los

teoremas de metrizabilidad.
6.1 Medida Producto y PMEA

Definicién 6.1. Dado un espacio de medida (X, M, i), llamaremos a p una medida de
probabilidad siempre que p(X) = 1. A un espacio de medida con una medida de proba-

bilidad se le conoce como espacio de probabilidad.

1
Ejemplo 6.2. La medida en X = {0,1} y M = p (X) definida por 1 ({0}) = p({1}) = 3
es una medida de probabilidad. Esta medida es llamada “medida de la moneda justa” (fair

coin measure en inglés).

Sea k un cardinal y para cada « € k, sea (Xa, Mq, fto) un espacio de probabilidad.

Consideramos X =[], Xa ¥ sea M la o-dlgebra generada por la familia de conjuntos &

ack

de la forma [] ., Za, donde para toda « € k, Z, € M, y el conjunto {a < k : Z, # Xo}

aER
es finito. Para el conjunto X y la g-algebra M existe una tUnica medida u tal que para cada
[Tock Za € & 1 (ITack Za) = [uex ta (Za) (ver [10] Capitulo 7, seccién 38, Teorema B).
A 11 se le conoce como la medida producto usual. Hacemos notar que el cardinal x tiene

Unicamente la funcién de indexar y puede ser reemplazado por cualquier otro conjunto de

indices.
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Ejemplo 6.3. Sea I un conjunto de indices y para cada i € I, sea X; = {0,1}, M =
©({0,1}) y p; la medida de la moneda justa. De esa manera X = 12 y M estd generada

por la familia de todos los conjuntos de la forma E; = {t €' 2:t (i) = 0}.

La medida producto usual en 2° vista en el Ejemplo 6.3 es de particular interés. Se
prueba en [7] 254K que la medida producto en 2% es isomorfa médulo un conjunto nulo a la
medida de Lebesgue en [0, 1]. Esto es, dados los espacios de medida (2, M, ) y ([0, 1], £, \),
donde p es la medida producto en 2¢ y A la medida de Lebesgue en [0, 1], existen conjuntos
de medida cero Ay C 2¥ y Ay C [0,1]; y una funcién biyectiva ¢ : 2¢\ 47 — [0, 1] \ Ay tal

que:
1. Paracada L€ £, ¢~ [L] € My p (o7 [L]) = A (L),
2. Para cada M € M, ¢ [M] € Ly XN(¢p[M]) = p(M).

De tal manera la medida producto en 2* adopta las consideraciones conjuntistas del
problema de la medida de Lebesgue. Por ejemplo, ; cuiando es posible extender la medida
producto a todo 2“?7. Igual que con el problema de la medida, responder esta pregunta
involucra resultados de consistencia y llevé a lo que se conoce con el nombre de Axioma de
Extensién de la Medida Producto (PMEA por sus siglas en inglés) o Axioma de Fisher.
Product Measure Extension Axiom: Para cada cardinal A, la medida producto usual
en *2 puede extenderse a una medida c-aditiva definida en todo *2.

Es decir, si identificamos A C X con la funcién caracteristica x4 € *2, entonces PMEA
dice lo siguiente: Para cada cardinal \ existe una medida c-aditiva, u, definida en todo @ (\)
tal que para cada F € [\, u({AC X: F C A}) =27IF,

Kunen prueba que la consistencia de PMEA se sigue de asumir que existe un cardi-
nal fuertemente compacto (Definicién 2.12), sin embargo PMEA no se sigue de la teoria
ZFC pues éste implica la existencia de un cardinal medible. Ambos, cardinales medibles y

fuertemente compactos, son grandes cardinales como se prueba en el Capitulo 2.
6.2 Consistencia de PMEA

Un conjunto de enunciados del lenguaje de la teoria de conjuntos (LTC), X, es consis-

tente si para ningin enunciado ¥ del LTC se cumple que ¥ -1 y ¥ = —). La consistencia
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de ¥ se denotard con Con (X). Un enunciado ¢ es independiente de la teoria ZFC si y
solo si la consistencia de ZFC implica tanto la consistencia ZFC+¢ como la de ZFC+—p.
Probar que un enunciado ¢ es consistente con los axiomas de la teoria ZFC se reduce, por
el Teorema de Correctud-Completud, a mostrar un modelo de ZFC+p.

Haremos un esbozo de la prueba de que Con (3 fuertemente compacto ) = Con (PMEA)
haciendo uso de la técnica de Forcing introducida por Paul Cohen en 1963. De esta manera
podremos mostrar la estrecha relacién entre el PMEA y la Conjetura del Espacio Normal
de Moore (NMSC por sus siglas en inglés) que se hace presente en parte del trabajo de
Peter Nyikos. No buscamos profundizar en los detalles formales y técnicos del Forcing, que

son numerosos, y referimos al lector a consultarlos en [14] y [16].
6.2.1 Un poco de Forcing: reales aleatorios

A grandes rasgos (y de manera informal), la idea del método forcing consiste en anadir
un objeto nuevo a un modelo transitivo de la teoria de conjuntos, obtener una extension
de él que a su vez sea modelo de ZFC (es decir, la extensién genérica resulta de anadir el
objeto y cerrar al modelo bajo los axiomas de ZFC) y observar si la existencia de ese objeto
produce consecuencias negativas en el universo de la teoria de conjuntos. De no hacerlo,
podemos asegurar que es consistente ”ZFC+ 3 tal objeto”. Como veremos, usualmente no
agregamos el objeto como tal, sino un filtro genérico sobre un algebra de Boole o sobre
un orden parcial conveniente que de existir nos permita construirlo. Antes seguir, el lector
debe estar consciente sobre algunos hechos que nuestra nocién intuitiva de forzar pasara
por alto.

Como consecuencia del segundo Teorema de Incompletud de Godel: En toda teoria
aritmética recursiva consistente T, T ¥ Con (T), la teoria de conjuntos no puede demostrar
su propia consistencia, por lo que no podemos exhibir un modelo de ZFC que sea un
conjunto. Sin embargo, cualquier objeto matemdtico (como un orden parcial, un algebra
de Boole o el filtro genérico que deseamos agregar al universo) precisa unicamente una
cantidad finita de axiomas para ser descrito. Y para cualquier cantidad finita de enunciados
podemos encontrar un modelo transitivo (ver [16] capitulo IV, seccién 7). De tal manera,

no necesitamos un modelo de toda la teoria ZFC y podemos considerar desde un inicio que
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nuestro modelo es suficiente para describir cualquier objeto que tratemos al hacer forcing.

Las nociones basicas sobre dlgebras de Boole que necesitaremos mas adelante pueden
encontrarse en el Apéndice B.

Dada un &lgebra booleana completa 8, un modelo booleano del universo de la teoria

de conjuntos es una generalizacion del modelo V' de los conjuntos bien fundados. Definimos

por recursién sobre ordinales el modelo booleano valuado V® como:

VO% = 0,
Vaﬁl = {z:z es funcidn ,dom (x) C V.2 ran (z) C B},
VP = |J VP SiaeLiM,
B<a
vt o= | vE
acOR

Notemos que V{%1} = V. El objetivo detras de esto es asignar a cada enunciado ¢ del LTC
un elemento del algebra B, su valor booleano, esto es, crear una asignacién ¢ — ||p||, donde
ll¢]] € B. Esto con el fin de que la "verdad” en el modelo V¥ esté determinada por un
ultrafiltro U. De manera un poco més precisa; VT = ¢ si y sélo si ||¢|| € U. En el modelo

v =v{l u=1{1}.

Definicion 6.4. Si 91 es un modelo transitivo numerable de ZFC y B es un &lgebra de
Boole completa, un ultrafiltro G en 95 es llamado genérico (sobre 9) siy sélosi X C Gy

X € M implica que [[ X € G.

Hacer forcing con un élgebra de boole consiste en crear un modelo booleano valuado
con un algebra completa conveniente y agregar un ultrafiltro genérico, G, al modelo V'
para que decida la verdad en la extensién genérica V' [G]. Para cada conjunto z en la
extensién genérica VT [G], existe un nombre & para él en el modelo base V', de tal man-
era el Teorema de Forcing dice lo siguiente: V?®[G] & ¢ (zg,21,...,2,) si y sélo si
|l (Zo,Z1,...,3n) || € G. Puede revisarse la prueba del Teorema de Forcing y el resto de
los detalles de la técnica de forcing para algebras de Boole en [14], seccién 18.

Supondremos ahora la existencia de un cardinal medible x y delinearemos la con-

struccién de un modelo de ZFC + 7280 = k7. Para tal fin anadiremos x ”nimeros reales”



56
(en realidad agregaremos subconjuntos de w) a un modelo transitivo numerable de (una
cantidad suficiente de enunciados de) ZFC. Sea A un cardinal medible tal que A¥ = ).
Consideramos el conjunto X = **¥2 y sea u : M — [0, 1] la medida producto en X. Sea
Juy={A e M: pu(A) =0} el o-ideal de conjuntos de medida cero en M y sea B = Mg .
Para probar que la cardinalidad de M/;, es A necesitaremos el siguiente Lema, cuya de-

mostracién puede consultarse en [11], Teorema 10.23.

Teorema 6.5. Si X es un conjunto y € C o (X) una familia de cardinalidad k > 2 tal que
() € &, entonces la menor o-dlgebra que contiene a &, M (&), tiene cardinalidad menor o

igual a kKN,

Lema 6.6. Son verdaderas las siguientes afirmaciones:
1. M es un dlgebra de Boole numerablemente completa y |M| = A,

2. B =M, es un dlgebra de Boole completa, satisface la c.c.c. y IB| = A

Demostracion. 1. La o-algebra M es un algebra de conjuntos o-completa. Por otro lado,
como vimos en el ejemplo 6.3, M estd generada por la familia € = {E,; : x € A x w}. De
donde A < |M|. La desigualdad M| < A = X es consecuencia del Teorema 6.5 y las
hipétesis.

2. Ya que el espacio (X, M, i) tiene una medida finita (y entonces o-finita), B es un édlgebra
booleana completa como consecuencia del Teorema 6.36 y la Proposicién 6.34.

Si consideramos la familia £ definida en el punto 1., entonces la proyeccién 7 (A) = [A]
restringida a & es inyectiva y por tanto |B| > A. Ademds, la proyeccién es suprayectiva,
por lo que |B| es exactamente \.

Finalmente, si existe una familia ajena en 8 de cardinalidad Np, entonces existe una
familia de cardinalidad ¥; de subconjuntos de X incomparables de medida positiva en M,

lo que contradice que J, sea Ni-saturado (Proposicién 6.34). ]

Sea 9 un modelo numerable transitivo de ZF(C, consideramos un ultrafiltro 971-
genérico sobre B. Ya que B tiene la c.c.c., la extensién genérica M [G] preserva cardi-
nales ( [14] Lema 19.1). Argumentaremos ahora por qué en M [G], 280 = ). El siguiente

lema establece una relacion entre el cardinal de la potencia de un conjunto en la extensién
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genérica y el cardinal de las funciones del conjunto en el dlgebra 8 en el modelo base. Su
demostracién hace uso de nombres en 9P para los subconjuntos de un cardinal A y puede

ser consultada en [14] Lema 19.4.

Lema 6.7. Sea \ un cardinal en un modelo numerable transitivo de ZFC, M. Si G es un

ultrafiltro OM-genérico en un dlgebra booleana B, entonces:

()" < ()"

De esa manera, tenemos que (2NO)W[G] < (|‘BN0])Em = A. Falta ahora dnicamente
exhibir A subconjuntos distintos de w en M [G].

Para cada o« < X\ y cada n < w, definimos uq, = [Uan), donde Uy, € M se define

como:

Upn = {t € ¥{0,1} : t (a,n) = 1}.
Para cada a < A, sea &o = {n < w : || € &4|| = Ua,n}. Sea ahora z, la interpretacién
bajo G de &, es decir, n € x4 siy sélo sin € &q y ||t € &4 = Uan € G. Afirmamos que
To # xg siempre que « # (8, mas aun, ||Z, = @g|| = 0.

Sea k € w. Entonces:

lZa Nk =dgNE|l = [Nasil

donde:
Na,ﬁ,k = {t : VTL < k? t(aan) = t(ﬁvn)}

Esto tltimo ocurre pues t(a,n) = t(B,n) si y sélo si uan ¥y ug, son compatibles
o sus complementos lo son, y esto ocurre si y s6lo si n € zo Nag 0n ¢ x4 Uzs en la
extension genérica. En seguida, N, g es la interseccién de k conjuntos de la forma U,
(si t(a,n) = 1) 0o X \ Uy (si t(a,n) = 0). Como cada uno de ellos tiene medida %,

1
t(Nag k) = 55-

2k
Finalmente, ||[£q = @5|| = [[1eo ||a Nk = 35 N k|| = [Tiew Nagk] = [Niew Nagr] =
0, pues p (ﬂkew Na,ﬁ,k) = 0. Lo que termina la prueba de que en M [G], A = 2%0,

Puede probarse que para cada o < A, el nimero real asociado a z, C w en M [G] no
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estaba en el modelo base. A estos reales se le llama reales aleatorios (random reals) o
reales de Solovay. En [21] Solovay introduce el random forcing como una variante del forcing
de Cohen con la finalidad de probar la consistencia de un modelo de la teoria de conjuntos

en el cudl todo subconjunto de niimeros reales es Lebesgue medible.

Teorema 6.8 (Solovay). Sea k un cardinal medible en el modelo base M, sean ademds B
un dlgebra de medida (en M) y G un ultrafiltro M-genérico en B. Entonces en M[G],

existe una medida no trivial s-aditiva sobre k.
A partir de esto, K. Kunen prueba que:

Teorema 6.9 (Kunen). Si M [G] es un modelo construido anadiendo k reales aleatorios,

donde k es un cardinal fuertemente compacto en MM, entonces PMEA es verdadero en 9 [G].

Las demostraciones de los dos teoremas anteriores involucran un mayor conocimiento
de la técnica de forcing y escapan del alcance de nuestra discusién previa. Se refiere al lector

interesado en consultarlas a [6].
6.2.2 FEl Teorema de Nyikos

En el capitulo 5, se hace uso de un espacio normal de Moore no colectivamente normal,
M, construido en [6] como la base para la construccién de un espacio con un subconjunto
infinito 2-encajado y no a-encajado para un « particular. Tal espacio se construye asum-
iendo que no existe un modelo interno con un cardinal medible. M es no metrizable pues
un espacio X es metrizable si y s6lo si es un espacio de Moore colectivamente normal, [19]
teorema 5.5. De tal manera, que no exista un modelo interno con un cardinal medible
implica la negacién de la conjetura del espacio normal de Moore (NMSC), esto es, existe
un espacio normal de Moore que es no metrizable.

En la seccién anterior delineamos la construccion de un modelo donde PMEA es ver-
dadero bajo la suposicién de que existe un cardinal fuertemente compacto (y entonces un

cardinal medible). Tal hecho no es extrano pues Peter Nyikos prueba que:

Teorema 6.10 (Nyikos). Asumiendo PMFEA. Cualquier coleccion normalizada en un es-
pacio de cardcter menor a ¢ estd separada. En particular, los espacios normales de Moore

son metrizables.
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Estos dos hechos muestran que NMSC requiere al menos de la existencia de un cardinal
medible para ser consistente, y ya que la existencia de cardinales medibles es independiente
de la teoria ZFC, lo mismo ocurre con NMSC.

La NMSC fue por muchos anios uno de los problemas mas estudiados, debido a que el
problema de la metrizabilidad (asi como el de la extensién de funciones continuas) es uno
de los problemas més importantes en topologia general. De la misma manera el interés
en la NMSC es probablemente debido a que, en palabras de Franklin D. Tall, ha estado
"at the cutting edge of set-theoretic topology, very frequently being the first topological
consumer of a new set-theoretic technique”, [19] pag. 1811. Prueba de tal relacién es uno
de los primeros acercamientos a dar una solucién a la NMSC hecho por Burton Jones, quién
probé que un espacio normal de Moore separable es metrizable haciendo uso de la hipdtesis
adicional 28 < 281 que es una consecuencia de la Hipétesis del Continuo y al mismo tiempo
independiente de la teoria ZFC.

Para una descripcién detallada de la historia de NMSC hacemos referencia a [19], un

texto del mismo Peter Nyikos.
6.3 Consecuencias de PMEA

En esta seccién probaremos que, como consecuencia de PMEA, ningin espacio pseu-
docompacto de cardcter menor a ¢ puede tener un subconjunto discreto e infinito que esté
(C*-encajado en él. De esa manera, un espacio pseudocompacto de caracter menor a ¢ puede

tener un subconjunto discreto e infinito 2-encajado. Si tenemos en cuenta que:

Proposicién 6.11. Un espacio X es pseudocompacto si y sélo si no tiene un subespacio

homeomorfo al espacio discreto w que esté C-encajado.

De esa manera podemos caracterizar a los espacios pseudocompactos de caracter menor

a ¢ en términos de sus subconjuntos C*-encajados. Probemos primero la proposicién 6.11.

Demostracion. [De la proposicién 6.11] Supongamos que X es pseudocompacto y sea S =
{si 1 € w} C X homeomorfo a w y C-encajado en X. La funcién f : S — R definida por
f (si) = i es continua, por lo cual tiene una extensién continua F': X — R con imagen no

acotada, una contradiccién.
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Por otro lado, si existe f : X — R continua y no acotada, es posible hallar 7" = {¢; :

i € w} C f[X] C R un discreto numerable. Consideramos el conjunto S = f~1[{t;}], que
es de igual manera un discreto numerable, esta vez de X. De esa forma, h = f~! | T
es continua. Veamos que S estd C-encajado en X. Consideramos g : S — R continua.
La composiciéon g o h es una funcién continua de 7', un cerrado de R, en R. Ya que todo
subconjunto cerrado de R estd C-encajado (como consecuencia del Teorema de Extensién
de Tietze-Urysohn), existe ¢ una extensién continua de g o h. Definimos G : X — R como

po f,la cual es continua y extiende a g pues, para cada s € S:

G(s)=pof(s)=p(f(s)) =goh(f(s))=g(s).

O]

La siguiente es una caracterizacién de los espacios de Tychonoff pseudocompactos. Una
familia {As : s € S} de subconjuntos de un espacio X se llama localmente finita si y sélo
si para todo x € X existe una vecindad U de z tal que {s € S : U N A # (0} es finito. En

particular, una familia discreta es localmente finita

Teorema 6.12. Un espacio de Tychonoff X es pseudocompacto si sélo si toda familia

localmente finita de abiertos es finita.

Teorema 6.13. Asumiendo PMEA, para un espacio Tychonoff X de cardcter menor a ¢
son equivalentes:
1. X es pseudocompacto,

2. Ningun subconjunto discreto e infinito de X estda C*-encajado.

Demostracion. 2 = 1. Si suponemos que toda funcién de S C X en R se extiende a todo
X, ésto ocurre en particular para toda funcién continua y acotada de S en R. De tal forma,
que S esté C-encajado en X implica que también esta C*-encajado en X. Por lo que, si X
no tiene subconjuntos discretos e infinitos C*-encajados, X no tiene subconjuntos discretos
e infinitos C-encajados y la implicacién se sigue de la proposicién 6.11.

1 = 2. Utilizaremos la caracterizacién del teorema 6.12. Supongamos que existe P = {p,, :
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n € w} un subconjunto discreto C*-encajado de X. Construiremos una familia discreta de
abiertos {O; : i € w} tal que para toda i € w, p; € O;.

Para cada S C P consideramos fg : X — [0, 1] continua tal que f[S] =0y f [P\ S] =

1. Tales funciones se consiguen, por ejemplo, al considerar las funciones continuas hg :

P — [0, 1] definidas por hg (p) =1 — xs (p), donde xg es la funcién caracteristica en S, y

el hecho de que P estd C*-encajado en X. Definimos para cada S C Py x € X fija, Ng (x)

como:

Ne(@) = 15| (fs0) - §oss@r+ )]

= f5' [Sys(fs ()]

1
De tal manera el didmetro en R de fg[Ng (z)] es menor que T

Utilizando PMEA y el hecho de que hay una biyeccién entre o (P) y ©'2, afirmamos

que existe una medida c-aditiva definida en Z = p(p(P)), p : Z — [0, 1], que cumple
1

Pk

Mostraremos ahora que utilizando la c-aditividad de p y que el caracter de X es menor

i (p (P)) =1y tal que para todo F' C P finito, u({AC P: F C A}) =

que ¢, para cada x € X podemos encontrar una vecindad N (x) tal que:

15

p({S S P:N(z) S Ns(2)}) > ¢

En particular, {N (p;) : i € w} es la familia discreta que buscamos. Probaremos la primera
afirmacién. Para ver esto fijemos x € X y consideramos una base local V (z) = {V, : a <
A < ¢}. Definimos la funcién ¢ : p (P) — A como ¢ (S) = min{a : V, C Ng(z)}, con
el fin de generar una particién de p (P) en A conjuntos. De manera explicita Q = {Q, =
¢ 1 [{a}] : @ < A} es una particijon de p (P).

Ahora, para cada a € A, sea roq = (Qq). Afirmamos que {& < A : 74 > 0} es
numerable. Supongamos que la afirmacién es falsa y derivemos una contradicciéon. Para
cadan € w,sea B, = {a < X:rq > %} Ya que la unién numerable de conjuntos contables

es contable, podemos encontrar ng € w tal que E,, es no numerable, de tal manera por la
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c-aditividad de pu:

L=pu(p(P)) = u(U Qa)

a<A

= ZM(Q&)

a<<

> Y p(Qa),

OCEEnO

donde el dltimo término de la desigualdad no converge. La contradiccion que buscabamos.
Sea Q' la subfamilia de Q con elementos de medida positiva y E = {a; 1 i € w} una

numeracién del conjunto {a < A : Q4 € Q'}. De tal manera:

l=pu(p(P) = u(U Qa)

a<

= ZN(Q&)

a<\

= Z M(Qa)"‘ZM(Qa)

IV ) ack

= ZM(Qa)'

ackE

1
Por lo que para — = ¢ > 0 existe m € w tal que > ;0 11 (Qq;) < Colocamos

1
16 16
N () = (\j<m Va,- Se sigue que N (z) es una vecindad abierta de z. Haciendo el célculo

tenemos:

USSP N@ S Ns@) > | U Q
= ZN(Qaj)
Jjsm
= 1_ZM(Q%)
s i>m
> E

Finalmente probaremos que {N (p;) : i € w} es una familia discreta de abiertos. Hemos
observado ya que para cada x € X, N (x) es una vecindad abierta, veamos que si ocurre

que N (z) N N (p;) # 0, entonces para toda i # j, N (z) N N (p;) = (. Para cada z € X
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hacemos K, = {S C P : N(x) C Ng(z)}. Notemos primero que, para cada S € K, y
para cada T € K,,, Ng(x) N Nr(p;) # 0. Ademds pu (K, NKp,) > % De esa forma
PSSP fsIN @] S (fs p)}) > w(Ka Ky > 1o = o
Por otro lado, para i # j, n ({S € P: fs(pi) # fs (pi)}) =n({S S P:pi €S yp; ¢S} =
%. Por lo que o ({S € P : Ng () N Ng (p;) = 0}) > g Pero hemos visto que para cualquier
n € w,si N(z) NN (p,) # 0, entonces pu (K, NK,,) > g Por lo que N (z) N N (p;) = 0.

O

Corolario 6.14. Asumiendo PMEA no existe una familia MAD A tal que el espacio de

Mrowka-1sbell W 4 tiene un subconjunto discreto infinito 2-encajado.

Esto ultimo es, asumiendo PMEA el espacio We del teorema 5.9 no puede ser construido.

Lo que prueba el siguiente resultado.

Teorema 6.15. ZFC+MA+PMEA no es consistente.



APENDICE A: DOS TEOREMAS DE METRIZABILIDAD

Durante el desarrollo de esta seccién supondremos que todos los espacios topolégicos
considerados cumplen el primer axioma de separacién, es decir, para todo par de elementos

distintos = y y de un espacio X, existe una vecindad abierta U de = tal que y ¢ U.

Definicion 6.16. Dado un espacio topologico X y U una cubierta abierta para X, para
cada x € X se define la estrella de x con respecto a la cubierta U, denotada por st (z,U),

como el conjunto U{U € U: z € U}.

Definicién 6.17. Sea X un espacio topoldgico y {U; : i € w} una sucesién de cubiertas
abiertas para X.
i) {U; : i € w} esun desarrollo para X siy sélo si para cadaz € X, {st (z,U;) : i € w}esuna
base local de x. A un espacio topolégico con un desarrollo se le llama espacio desarrollable.
i1) Dada i € w fija. Si para cualesquiera Uy, Us € U;11 tales que Uy NUs # ) existe V € U;
que cumple U; U Uy C V', llamaremos a U;11 un 2 — refinamiento de U;.

Si{WU; : ¢ € w} es un desarrollo y para toda i € w U;41 es un 2-refinamiento de U;,

diremos que {U; : i € w} es un desarrollo regular.

Ejemplo 6.18. En un espacio métrico X la sucesion {B; : i € w} donde B; = {Sy-2 () :

x € X} es un desarrollo reqular de X.

Demostracion. Observamos que si Sy—2i—2 (x) , Sy-2i-2 (y) € Bj11 son tales que Sy—2i—2 ()N
Sy—2i-2 () # () entonces la distancia de z a = es menor a 2~% para todo z € Sy—2i—2 (y). De
esa manera Sy-2i—2 () U Sy—2i-2 (y) C Sy—2i-2 (). Y en particular st (z, Biy1) C Sy-2i ().

O

Teorema 6.19. (Alexandroff-Urysohn) Un espacio X es metrizable si y sélo si tiene un

desarrollo regular.

El Teorema de metrizabilidad de Frink es un corolario del Teorema de Alexandroff-
Urysohn. Incluimos primero la prueba del Teorema de metrizabilidad de Frink por su
importancia en este trabajo pero el lector interesado puede encontrar la prueba del Teorema

6.19 inmediatamente después.
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Teorema 6.20. (Frink) Un espacio topoldgico X es metrizable si y sélo si para cada x € X
existe {Vy(n) C X : n € w} una base local de vecindades numerable con la siguiente
propiedad: Dada una pareja (x,1) fija, existe j (x,i) = j € w tal que si V3 () NV, (j) # 0,

entonces Vi (j) C Vy (i).

Demostracion. Si X es un espacio metrizable, definimos V. (n) = Sy /11 (z) y j (2,7) =
4(i+1).

Supongamos ahora que para cada x € X existe V; = {Vz(n) € X : n € w} con la
propiedad descrita en el Teorema. Sea Wi (n) = (,,<, Ve (n). Fijemos i € w, z € X
y colocamos j1 = j(z,1), jo = j(x,2), ..., 7i = j(x,i) v jo = max{j1,Jo2,...,Ji}. Si
suponemos que Wy (jo) N Wy (jo) # 0, entonces V; (ji) NV, (Jk) # 0 para 1 < k < i pues
Wa (j0) € Vo (k) ¥y Wy (Jo) € Vi (jk). Asi mismo para toda z € X, W, (m) C W, (n)
siempre que m = n'y Vy (jx) C Vi (k). De lo anterior Wy (jo) C V, (jx) € Vi (k), esto
para 1 < k < iy podemos deducir que Wy, (jo) € W (i). Lo anterior prueba que podemos
considerar, sin pérdida de generalidad, que V, estd anidada.

Para cada x € X, sea 1(z) =1, 2(z) = j (z,1(x)), 3(x) = j(x,2(x)), etc. Notemos
que, debido a que las bases V, estdn anidadas, podemos pedir que 1 () < 2 (z) < 3(x) < ...
y en consecuencia j < j(z) para cada x € X y j > 1. Definimos para i € w e i > 1, las
cubiertas U; = {U, (i) : € X} donde U, (i) = V, (i(z)). Llamemos U a la sucesién
{U; i € w}.

Afirmacion. U es un desarrollo regular para X.

Empecemos por ver que U4 es un 2-refinamiento para U;. Sean U, (1 +1),U, (1 + 1) €
Uit tales que Uy (i +1)NU, (i+1) # 0. Si(i+1)(x) = sy (i+1)(y) = t, entonces
Vi (s) NV, (t) # 0, por la definicién de U, (i). Para s y t ocurren dos casos:

Casol) s > t. De esa forma V, (s) NV, (t) # 0 implica que V (t) NV, (t) # 0. Ya que
t=(+1)(y) =7(y,i(y)), se obtiene V; (s) C V, (t) C V, (i (y)). Concluimos en este caso
que U (i +1)UU, (i+1) CV, (i(y) =Uy (i) € U,.

Caso2) t > s. De manera analoga concluimos que V,, (t) C V, (s) € V, (i (z)) y en ese caso
Up (i+1)UU, (i +1) C Vy (i (2) = Uy (i) € Us.

En seguida, para ver que U es un desarrollo de X, observemos que para cada ¢ € w\ {0},
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Uz (i) € V, (i), por lo que para cada x € X, {U; (i) : i € w\ {0}} es también una base local
para x. Probaremos que existe una subfamilia de {st (z,U;) : i € w \ {0}} que es ya una
base local para .

Sea j; = (¢ + 1) (z). Afirmamos que la familia {st (z,U;,) i € w\ {0}} es una base local
para x. Para ver esto basta probar que st (z,U;,) C U, (). Si ocurre que = € U, (j;), dado
que Us (4i) = Vz (ji (2)) € Va (4), se tiene & € Vi (ji) N Va (G) # 0 y ya que i = (i + 1) (x),
Va (i) € Ve (i (2)) = Us (3). Asi st (2,;,) = U{U. (i) € Wy, s @ € U (G)} € U (0.

Concluimos entonces que U es un desarrollo regular y, como consecuencia del Teorema

6.19, X es metrizable. O

Demostracion. Del Teorema 6.19
Debido al Ejemplo 6.18 falta sélo comprobar que un espacio X con un desarrollo regular es
metrizable. Si U = {U; : i € w} es un desarrollo regular para X, el proceso a seguir serd
definir una funcién ”distancia” d : X x X — [0,00) que induzca la topologia de X y a
partir de ella una métrica que conserve tal propiedad.
Definimos a d como
0 siyest(z,Uj) pt. jew

d(z,y) = ,
27" donde i = min{n c w:y ¢ st (z,Uy,)}.

La funcion d esta bien definida y para cualesquiera x,y, z € X se cumple:
(1) d(x,y) =0siysélosiz=y.
Directamente de la definicién se tiene que x = y implica d (z,y) = 0. Por otro lado, si
x # y, hay una vecindad abierta de z, sin pérdida de generalidad bésica, st (z,U,) que no
tiene a y. De esa manera d (z,y) = 27" > 0.
(2) d(z,y) = d(y,z).
Inmediato de la definicién.
(3) d(z,y) <2 -max{d(z,2),d(z,y)}.
Si max{d (z,z),d(z,y)} = 0, entonces x = y = z. De otra manera sea n € w tal que

max{d (z,z),d(z,y)} = 27", por hipétesis U,,+1 es un 2-refinamiento de U, y un refi-
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namiento para Uy para toda k < n (esto se sigue de tomar U; = Uy en la Definicién
6.17 inciso 4i)). Deducimos entonces que min{j € w : y ¢ st(z,U;)} > n, de donde
d(z,y) <27 <271 =2.27" =2 . max{d(z,2),d (2,9)}.

) {ye X :d(z,y) <27} =st(z,Uy).
Primero, si d (z,y) < 27", entonces y € st (x,U,). Por lo que {y € X : d(z,y) < 27"} C
st (z,Uy,). De la otra forma, ya que U4 refina a Uy,, min{j € w : z ¢ st(z,U;)} > n
y tenemos que d(z,y) < 27". Por lo tanto st(z,U,) C {y € X : d(z,y) < 27"} y la
afirmacion es cierta.

El problema con esta ”distancia” es que es posible que no cumpla la desigualdad del

tridngulo. Para corregir esto definimos D : X x X — [0, 00| como:

D (z,y) = inf{d (z,z1) + d (z1,22) + - + d(xp—1,Tpn) + d(Tn,2y)}

Donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones finitas de la forma x, 1, o, ..., Ty, y.

Esta nueva funcién cumple lo siguiente:

(5) D(z,y) =0siysélosiz =y
(6) D (z,y) = D (y,z).

(7) D (2,y) < D (2,2) + D (2,y).
8) LY < pay) <dey).

Los puntos (5) y (6) son consecuencia de la definicién de D y las propiedades (1) y

(2) de d. Para el punto (7) observamos que:

inf{d (z,z1) + d(z1,22) + - +d(xn,2y)} < inf{d(z,z1)+d(z1,22) + - +d(Tm, )

+d (vam-i-l) +oot d($n_1,.7jn) + d(fznaxy)}

N

inf{d (z,z1) + d(x1,22) + -+ d(x,2)}
+inf{d (z,21) + -+ d(zj-1,2j) + d(25,y)}

= D(z,2)+D(z,vy).

En (8) la desigualdad D (z,y) < d(x,y) se sigue de la definicién de D. Para probar

la otra desigualdad, probaremos por induccién sobre n la afirmacion: Para cualesquiera
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z,y € X y n € w ocurre que:

d(xz,y) <2d(xz,z1) +4d (z1,22) + - - +4d (xp—1,2n) + 2d (xp,y) .

La cual es trivialmente cierta para cualquier par x,y € X y n = 1 por (3). Supongamos
ahora que para cualquier par z,y € X y cualquier cadena {x1,z2,23,...,2,} € X con
n < N la afirmacion es verdadera, y probémosla para cadenas con N elementos.

Para cada r entre 1 y N ocurre que d (x,y) < 2d (z,x,) o d(x,y) < 2d (x,,y) (posible-
mente ambas) por la propiedad (3). Consideremos k = max{r : d(z,y) < 2d(z,,y)}, se

sigue que:

d(:E,y) < 2d($,$k+1)-

De tal forma tenemos, por lo anterior y la hipétesis de induccién, que:

d(.’E,y) < d(x7xk+1)+d(xk7y)
< (2d(z,m1) +4d (x1,20) + - - + 4d (21, xk) + 2d (g, T2 1))

+ (2d (g, xps1) + 4d (P11, Tpao) + - +4d (xn—1,2N) + 2d (xN,Y)) -

Lo que prueba la afirmacion. Se sigue entonces que:

d(z,y) < 4D (z,y)

y queda establecida la desigualdad. Falta observar que dada i € w:

{yeX d(z,y) <2772} CSyi(z) C{ye X :d(z,y) <27}

Bajo la propiedad (3) esto es:

st (z,Uit2) C Sy-i (x) C st (z,U;)
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Lo que nos dice que la topologia que induce la métrica es la misma que la topologia que
inducen las familias de estrellas en un punto x como bases de vecindades, y esta ultima es

la topologia de X. O

Un tdltimo comentario respecto a esta prueba es que la construccion de d se atribuye a

Alexandroff y Urysohn y la construccién de D a A. Frink (ver [12]).



APENDICE B: ALGEBRAS DE BOOLE

6.4 Algebras de Boole

Definicién 6.21. Una reticula es un conjunto parcialmente ordenado (R, <) donde para
cualquier par de elementos z,y € R, inf{x,y} y sup{z,y} existen. Denotaremos a una

reticula (R, <) simplemente como R cuando no haya lugar a confusiones.

Proposiciéon 6.22. Dada una reticula R, + : RX R — R y-: R x R — R definidas

como:

x -y = inf{z, y},

®
P
I

+(x,y) = x+y=sup{z,y},

son operaciones binarias con las siguientes propiedades:
1. Conmutatividad,

2. Asociatividad,

3. Idempotencia,

4. Absorcion, es decir, para cualesquiera x,y € R, v+ (x-y) =z yz - (x +y) =z.

Demostracion. 1, 2 y 8 son inmediatas de la definicién. Para probar 4 recordemos que

x-y=inf{x,y} y x + y = sup{x, y} estd caracterizados por:

r<r+y;y<r+y oy (@<zy<z)=r+y<z,

ry<zz-y<y y (<z,z2<y)=>z2z<z-y.

De esa manerax < z+ (z-y) y - (z +y) < x. Por otro lado, x <z y -y < = por lo que
x+ (z-y) < x de donde x + (z - y) = x. De manera andloga se concluye que x < z - (z + y)

y por tanto z - (x +y) = . O

Si una reticula tiene minimo, se conviene en llamarlo 0. Asi mismo, el méaximo de una

reticula se denota con 1.

Definicion 6.23. En una reticula con minimo y méximo R, dado z € R, un elemento

1y € R es un complemento para x siysélosiz-y =0y x+y = 1. A una reticula donde
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todo elemento tiene complemento se denomina una reticula complementada Una reticula

es una reticula distributiva si ocurre que 2+ (y-2) = (x+vy) - (x+2) yz-(y+2) =

(- y)+(z-2).

Es posible probar que para que una reticula sea distributiva basta pedir que sea ver-
daderaz+ (y-2)=(z+y) - (x+2)o0x-(y+2)=(z-y)+ (- z). Ademds, si una reticula

es distributiva el complemento de un elemento x de la reticula es tnico.

Definicién 6.24. Un dlgebra de Boole o dlgebra booleana B = (B, <) es una reticula

distributiva y complementada.

Se sigue entonces que en un algebra de Boole cada elemento x tiene un vinico com-
plemento, el cual denotaremos por —z. También se cumple que 0 es el complemento de

1.

Proposicién 6.25. Un dlgebra booleana es una estructura 6 = (B,+,-,—,0,1), donde +
y - son operaciones binarias, — es una funcion de B en B y 0,1 son elementos distinguidos

con las siquientes propiedades, para cualesquiera x,y,z € B:
l.z+y=y+uz, x-y=y-z; (Conmutatividad)
2. (x4+y)+z=z+y+2), (x-y)-z2=2-(y-2); (Asociatividad)
3. x4+ (x-y) ==z, - (x+y) ==x; (Absorcion)
4oz (y+z2)=(x-y)+(x-2);z+(y-2)=(r+vy)- (x+ 2); (Distributividad)
Sb.x-—x=0yx+—2x=1.

De manera inversa, dada una estructura 8 = (B,+,-,—,0,1) que cumple las propiedades
anteriores. La relacion < definida en B como x <y si y solo si x +y =y es orden parcial

y el par (B, <) es una reticula complementada y distributiva.

Demostracion. Hemos argumentado ya la primera parte en la discusién anterior y la
proposicién 6.22. Probaremos que la relacién < en una estructura como la descrita en la
proposicién genera un algebra de Boole. Sean 8 y < como en la proposicion. Empecemos

por ver que < es un orden parcial.
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Reflezividad: x =x+ (v-z)=(z+2z) - (z+2)=(z+2z) 2+ (x+2) -z =2+
Antisimetria: Si ocurre que x < yyy < X, entoncesz=x+y=y+x =1y.
Transitividad: Supongamos que ¢ < yy y < z, entonces t+y =y y y + z = z, entonces
z+z=z+y+z)=(@@+y)+z=y+z2+2

De tal manera, (B, <) es un orden parcial. Ademads de la definicién y la prueba de que
< es reflexiva se tiene que v + (z +y) = (v + ) +ty=a+y=a+y+y) =(r+y)+y=
y+ (z +y). Es decir, z + y es cota superior de x y también lo es de y. Supongamos que
r<zyy<zasi(z+y)+z=(+y) +E+2)=(+2)+y+2) =2+2==z Porlo
que sup{z,y} existe y es x + y.

Para probar que inf{z,y} existe y es igual a z - y necesitamos probar que x < y si y
s6lo si x -y = x. Para ver esto supongamos que x < y, entonces x -y = z - (z +y) = x.
Si suponemos ahora que z -y = x, tenemos que = +y = (x - y) + y = y. Ya que para todo
x € B se tiene = < z, se sigue que z -z = x. Probemos que inf{z,y} = = -y. Primero,
r(z-y)=(r-2)y=zy=2z(y-y) = (v-y)y,ydeducimos que (z-y) <z y (-y) <y.
Finalmente, si w < z y w < y, entonces w- (z-y) = (w-w) - (x-y) = (w-z) - (w-y) =
w - w = w. Concluimos que inf{z,y} =x-y.

Para ver que 0 es minimo y 1 méaximo, basta observar que para todo x € B, x +1 =
z+z+-—2)=(x+z)+—2r=2+—2z=1yz-0=z-(z-—z)=(x-2)-—z=2-—2x=0.
Concluimos que (B, <) es una reticula con minimo y maximo, complementada y distributiva,

ésto dltimo por hipdtesis. O

Proposicion 6.26. En un dlgebra de Boole B el complemento es una operacion idempotente
y son verdaderas las leyes de De Morgan, esto es, para cualesquiera x,y € B:
Q) - (~2) ==,

b) —(z+y)=—z-—y; —(z-y)=—z+—y.

Demostracion. a) Se sigue de que el complemento en una reticula distributiva complemen-
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tada es tnico. b) En primer lugar veamos que —z - —y es el complemento de x + y:

@+y+-z-—y = (@+(1-y)+-z -y
= @+(@+-2)-9)+-2 -y
= @+ (@ y)+(—z-y))+-z —y
= (@+@-y)+-z-y+-z-—y

= z+-z(y+-y)

= z+-z-1

= x4+ —z=1.
@+y)- (o —y) = @~z —y)+(y -~z —y)

= 0.

. Asi —z - —y = — (x + y). De manera andloga es posible probar que — (z - y) = —x + —y.

O

Los ejemplos de élgebras de Boole son numerosos en légica, si bien el més comun
es (p(X),<C) podemos encontrarlos en muchas otras areas. Por ejemplo, la coleccién de
abiertos regulares de un espacio topolégico forma un dlgebra de Boole, al mismo tiempo,
en andlisis las o-algebras son dlgebras de Boole (definicién 2.2), etc. El dlgebra de abiertos
regulares de un espacio topolégico cumple ademés que cada uno de sus subconjuntos no
vacios (no necesariamente finitos) tiene supremo e infimo, a un algebra con esta propiedad
la llamamos un algebra completa. El &dlgebra de abiertos regulares es de particular
importancia pues cada orden parcial se puede ver como un subconjunto denso del algebra
de Boole de abiertos regulares de su cociente separativo ( [14] capitulo 3, seccién 17). Este
dltimo hecho es de notoria importancia en muchos resultados que emplean la técnica de
forcing. El ejemplo que damos nosotros de un algebra de Boole completa tiene que ver
con espacios de medida y es de relevancia en el Caplitulo 6 para mostrar la existencia de
un modelo de ZFC + PM EA. Pero primero necesitamos revisar algunos resultados sobre

cocientes en algebras de Boole.
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Definicion 6.27. Un subconjunto no vacio J de un algebra de Boole B es un ideal si y s6lo
si:
1)1¢7,
2)Sia€Jyb< a,entonces b € J,
3) Sia,bed, también a+b € J.

Por otro lado un conjunto no vacio F contenido en un algebra de Boole B es un filtro
si y sdlo si:
1)0¢37,
2) Sia € Fya<b, entonces b € F,

3) Sia,be T, también a-b € J.
Observemos que 0 € J para cualquier ideal J y 1 € F para cada filtro &.

Ejemplo 6.28. En un espacio de medida (X, M, p) tal que i (X) > 0, el conjunto I,{A €
M : p(A) =0} es un ideal. En efecto, por hipdtesis X ¢ I, y por la monotonia de p se

cumple 2. Finalmente, la aditividad de p implica que se cumple 3.

Definicion 6.29. Un filtro U en un algebra de Boole B es un ultrafiltro si y sdlo si para

todo b € B ocurre que b € U o bien —b € U.

Proposicion 6.30. Dado un ideal J en un dlgebra de Boole B. La relacién ~ definida en
B como:

x~y siysilosi (x-—y)+ (y-—x) €7,

es una relacion de equivalencia y B, el conjunto de clases de equivalencia de B bajo la

relacion ~ es un dlgebra de Boole con operaciones:

[z]+ [yl = [z+yl,
][yl = [z-y],
—[z] = [-a],

y elementos distinguidos [0] y [1].

Demostracion. Veamos que ~ es de equivalencia:
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Reflerividad: Para cada z € B, (z- —z)+ (z- —z) =0 € J. Por lo que z ~ x.
Simetria: Se sigue de la conmutatividad de +.
Transitividad: Supongamos que  ~yy y ~ z, entonces (z-—y)+(y-—z) €Iy (y-—2)+
(z-—y) €J. Ensegudaz-—2 =[z-(y+—-y)]-—2=2x-y-—2+x-—y-—2 Pero
xy-—2<y - —2<(y-—2)+(z-—y)€J. Asiz-y-—2z€J. Porotrolado z - —y-—2 <
r—y<(x-—y)+(y-—x)€d. Asiz-—z=[z-(y+—y)| - —2=2-y-—2+x-—y-—2 € J. De
manera similar probamos que z - —x € J. De donde (z -y - —2) + (2 - —z) € J. Concluimos
que x ~ z.

Veamos que las operaciones entre clases de equivalencia estan bien definidas, para lo
cual basta probar; (1) Six ~ a2’ yy ~ 4/, entonces x +y ~a' +y'; (2)Siz~a' yy~1,
entonces x -y ~ ' - y'; (3) Si x ~ 2/, entonces —x ~ —z’.

(1) Supongamos que x ~ 2’ yy ~y/, ast (z-—2')+ (/- —2) €Ty (y- -y )+ (¥ - —y) € 7.

Entonces:

(z+y)-— (' +y) =

De manera analoga probamos que (' + ') - — (z +y) € J y de tal manera concluimos que
r+y~a +4vy.

(3) Si & ~ 2/, entonces —x ~ —z', es decir, (z-—2') + (/- —z) € J. De tal manera:
(——z-—2)+(——2' - —z)=(—2-——2)+(—2'-——=x) €7. (2) Sesiguede (1), (2)y
las leyes de De Morgan. Por tltimo, es facil notar que las operaciones en el cociente heredan

las propiedades de las operaciones en el dlgebra de Boole por definicion. ]

Definiciéon 6.31. Dados un algebra booleana 6 y un ideal J C B, al algebra descrita en

la proposicién 6.30 se le llama algebra cociente modulo J y se denota B ;.

Definicién 6.32. 1. Un subconjunto A de un algebra booleana B es una familia disjunta

si para cualesquiera a,b € A distintos a,b >0y a-b=0.
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2. La saturacién de un dlgebra booleana B se define como sat (B) = min{\ € CAR :
para toda familia disjunta X C B, A > |X|}. Decimos que el dlgebra booleana % cumple
la condicién de la k-cadena si sat (B) < k. La condicién de la Nj-cadena es llamada la
condicién de la cadena contable o c.c.c.
3. Un ideal J en un algebra booleana B es k-saturado si y sélo si para toda familia C C B

de elementos mutuamente incomparables tal que |C| = k existe ¢ € C N 7.

Definicién 6.33. Una medida p (definicién2.3) se llama o-finita si el espacio es unién

contable de conjuntos medibles de medida finita.

Proposicién 6.34. Si (X, M, u) es un espacio de medida o-finito, entonces el ideal de

conjuntos de medida cero I, es un ideal N1-saturado.

Demostracion. Dadas las hipdtesis, supongamos que X = (J Xy, donde p (X,,) < oo

new
para cada n € w. Supongamos que existe A = {A, : @ € w1} una Nj-sucesién de conjuntos
medibles ajenos de medida positiva. Por la o-aditividad de u, para cada a < w; debe existir
n € w tal que p (A NX,) > 0. Més aln, existe m € w tal que p (A, NX,) > % Sean
g,h 1 w; — w definidas como, ¢ (o) = min{n € w: p (Ao NX,) > 0} y h(a) = min{m €

1
w:p(AaNX,) = E} De tal manera M(AaﬁXg(a)) > Ya que |A| = Ry, debe

1
h(a)
existir una pareja (n,m) tal que {a : g(a) = n, h(a) = m} es infinito. De esa manera,
para tales n y m, existen una cantidad infinita de subconjuntos medibles ajenos de X, con

1
medida mayor o igual que —, lo que contradice el hecho de que X,, tiene medida finita.
m

O]

Definicion 6.35. Si 9B es un édlgebra de Boole y & es un cardinal, 8 se llama k-completa
si cualquier subconjunto de % de cardinalidad menor a k tiene supremo e infimo. A un

algebra de Boole Nj-completa también la llamaremos numerablemente completa.

Teorema 6.36. Si B es un dlgebra booleana numerablemente completa e J es un ideal

numerablemente completo Ny -saturado, entonces el dlgebra *B 5 es completa.

Demostracion. Nuestro objetivo es probar que para cada A C B /5, sup A existe. Supong-
amos sin pérdida de generalidad que 0 ¢ A. Los elementos de A C B /5 son clases de equiv-

alencia de elementos de B\ J. Sea D ={b € B\J:Ja € UA,b < a}. Sea Q la coleccién de
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todas las familias ajenas en D y consideremos el orden parcial (@, C). Consideramos una
cadena C' C @, naturalmente C' cumple las hipotesis del Lema de Zorn, por lo que existe F
un elemento maximal en Q). Ya que E C D C B\ J, E estd compuesto de elementos incom-
patibles y ademés J es Wj-saturado, |E| = V. Puesto que B es numerablemente completo,
concluimos que sup E existe. Sea w = supE. Si w: B — B /5 es la proyeccion candnica
() ={yeB:(x-—y)+ (y-—x) € I}, afirmamos que 7 (w) = sup A. Veamos primero
que 7 (w) es cota superior de A. Sea 7 (a) € A, y supongamos que 7 (a) < 7 (w), entonces
7 (a)-—7 (w) # 7 (0), por lo que a- —w ¢ J. Ademés a-—w < a € UA por loque a-—w € D
y a - —w es incompatible con w = sup E. De esa manera, la familia £ U {a - —w} es una
familia de elementos incompatibles de D que contiene propiamente a E, una contradiccion.

Falta dnicamente probar que 7 (w) es la minima cota superior. Si 7w (z) es una cota
superior para A, entonces para cada 7 (a) € A se cumple que 7 (a) < 7 (2), de tal manera
m(a)-—m(2) =7 (0) ya-—z € J. Paracadav € E, se cumple que existe a € UA tal que v < a,
de tal manera el elemento v-—z < a-—z € J, por lo que la familia V = {v-—z:v € E} CJ.
Debido a que J es numerablemente completo y |V| < |E| = Rg, supV =t existe y t € J. En
seguida, para cada v € E, v < z+ (v- —2) < z +t. Es decir, z + t es cota superior de E.

De manera que w < z+t. Asi, 7 (w) < 7w (z+t)=n(2) + 7 (t) =7 (2). O

6.5 Filtros e Ideales

Los filtros y su concepto dual, los ideales, son objetos combinatorios utilizados en
muchas ramas de las matematicas. Para la teoria de Algebras Booleanas, donde son uti-
lizados probablemente con mayor generalidad, es fundamental el Teorema del Ideal Primo.
Este da lugar al Teorema de representacién de Stone que relaciona a las Algebras de Boole
con algebras de subconjuntos (el dlgebra de cerrado abiertos) del espacio de Stone corre-
spondiente. En Légica son equivalentes el Teorema de Compacidad y que el espacio de
Stone para el algebra de Lindenbaum-Tarsky sea compacto. Para un espacio topolédgico
X completamente regular es equivalente ser compacto y que todo ultrafiltro de conjuntos
nulos de X sea fijo. Los anteriores son sélo algunos ejemplos, veremos su utilidad en més

ocasiones dentro de este texto.

Definicién 6.37. Un filtro sobre un conjunto X es una familia & C p (X) no vacia, que
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cumple:
()0 ¢9,
(ti) SSIFeFy FCGC X, entonces G € F,
(791) Si F, G € F, también FNG € F.

Trataremos algunos resultados relacionados a los filtros. Si F es un filtro sobre X,
ocurre que NF # () o bien NF = . Llamaremos a F un filtro fijo si ocurre la primera
condicién y un filtro libre si ocurre la segunda. Si F es tal que para cada A C X se cumple

que A € F o bien X \ A € F se le conoce como un ultrafiltro.

Ejemplo 6.38. En w, COF (w) = {F C w : |w\ F| < w}, la coleccion de todos los
subconjuntos de w de complemento finito (cofinitos), es un filtro libre, llamado Filtro de
Fréchet. Mas en general. Para un conjunto infinito X, si definimos COF (X) de manera

andloga, éste es un filtro.

Ejemplo 6.39. Para cualquier conjunto X y para cada x € X la coleccion {FF C X : x € F'}

es un ultrafiltro, a un ultrafiltro con esta forma se le conoce como un ultrafiltro principal.

Es facil observar que la interseccién de una familia de filtros sobre un mismo conjunto
es de nuevo un filtro. De manera similar si consideramos familias anidadas de filtros, su
unién sera un filtro. Si consideramos A la familia de todos los filtros sobre w que contienen
al filtro de Fréchet, la unién de una cadena en (A, C) es de nuevo un filtro. Aplicando el
Lema de Zorn podemos encontrar un ultrafiltro U que contiene al filtro de Fréchet. En
general, un filtro sobre X es libre si y s6lo si contiene al filtro COF (X). La existencia de
ultrafiltros libres no es algo que pueda probarse desde la teoria ZF.

A continuacién mostramos cuales son las familias de conjuntos que pueden extenderse

a un filtro.

Definicion 6.40. Decimos que una familia de conjuntos F tiene la propiedad de la
interseccién finita (PIF) si y sélo si para cualquier subfamilia £ C JF finita NE # (.
Diremos que la familia tiene la propiedad de la interseccién finita fuerte (PIFF) si

no sélo NE # (), si no que ademas NE es infinita.
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Lema 6.41. Sea X un conjunto:
i) Si & C p(X) tiene la PIF, entonces existe F un filtro en X tal que & C F.
ii) Si X es infinito y € C p (X) es tal que COF (X) U € tiene la PIFF, entonces existe un
filtro libre en X, U tal que € C U.

Demostracion. i) La familia {G C X : 3H C E(|H|<wy NH CG)} es, por con-
struccién, un filtro que contiene a €.

i1) Aplicamos el inciso i) para obtener U y, como dijimos antes, U es libre si y sélo si contiene

a COF (X). O

Lema 6.42. Para un conjunto X y un filtro F sobre X son equivalentes:
i) F es un ultrafiltro.

1) Para cualesquiera F,GC X si FUGeF, FeF o GeT.

ii1) F es un filtro maximal respecto a la contencion.

w) SiY C X yFU{Y} es una familia con la PIF, entonces Y € F.

Demostracion. 1 = 2. Suponemos 1., que FFUG € F y que por el contrario F,G ¢ F.
Deducimos por 1. que X \ (FUG) = (X \ F) N (X \ G) € F, una contradiccién.

2 = 3. Sea U un filtro tal que ¥ C U. Afirmamos que para cada G € U, G € F. Esto se
debe a que X = (X \G)UG € F, a 2. y a que F estd contenido en el filtro U.

3 = 4. De otra manera, la familia ¥ U {Y} puede extenderse a un ultrafiltro que contiene
propiamente a .

4 = 1. Para cualquier A C X, se tiene que alguna de las dos familias {A}UF o {X \ A}UF
tiene la PIF. De otra manera, scan F,G € F tales que ANF =0y (X \ A)NG = 0 ocurre
entonces que G C Ay F C \A. De donde () € F una contradiccién. El resto se sigue de 4.

O]

Finalmente, observamos que todo filtro es cerrado bajo intersecciones de familias de

cardinalidad menor a w. Esta propiedad motiva el concepto de filtro k-completo.

Definicion 6.43. Sea x un cardinal infinito. Un filtro F se llama k-completo si para toda

A < Kk y toda familia £ C F tal que |E| =\, NE € J.
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Proposicion 6.44. Un ultrafiltro sobre X, U, es k-completo si y solo si para toda particion

de X, P, tal que |P| < k existe P € PNU.

Demostracion. Supongamos primero que U es un ultrafiltro x-completo y sea P = {P, :
a < A < Kk} es una particiéon de X. Si para cada o < A, P, ¢ U, para toda o < A,
Qo =X\ P, € U. De donde ) =N{Q, : a < A} € U, lo que es una contradiccién.

Por otro lado, supongamos que para cada particion P de X de cardinalidad menor a
K, existe P € PN U y considerémos una familia {G, : a < A < k} C F tal que
MGy : a < A} = G ¢ U. De esa manera {X \ G, : @ < A} U{G} es una particién de
X de cardinalidad A < k que no comparte elementos con U. Y obtenemos de nuevo una

contradiccién. O

La existencia de ultrafiltros libres x-completos estd intimamente relacionada con los

grandes cardinales como se observa en el Capitulo 2.
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