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Introduccion

Es la intencién de esta tesis exponer, en primer lugar, como 3 teorias que perte-
necen a marcos tedricos distintos (la teoria de Galois a la teoria de grupos y campos,
los haces principales a la geometria diferencial y la geometria cuantica al analisis
funcional) se encuentran en una estructura matematica, el Haz Principal Cudntico.
En segundo lugar que este trabajo sirva como una exposicién introductoria a estas
teorias para otros estudiantes de los ultimos semestres de la licenciatura en ma-
tematicas; resaltaremos la parte intuitiva, usando razonamientos analégicos, sobre
la parte técnica (que intentaré dejar en lo esencial). Esta tesis es un ejercicio de la
madurez matematica que desarrollé durante mis estudios en la facultad de ciencias
de la UNAM: familiaridad con la abstraccion y la apreciacién de su complejidad y
propia sustancia, ver la unidad de fenémenos distintos como manifestaciones de un
mismo principio, el uso del lenguaje técnico como herramienta del pensamiento niti-
do y, en particular, un camino a la expansion de la intuicién geométrica. A su vez es
el testimonio de mis primeras exploraciones en la mayor parte de los temas expuestos
y un vistazo a horizontes tedricos de gran interés que me fueron presentados por mi

asesor, maestro y amigo Micho Durdevich.

Las discusiones técnicas de este trabajo presuponen conceptos y definiciones ele-
mentales del dlgebra (nimeros complejos, campo y grado de un campo, polinomios
y grado de un polinomio, factorizacion, operaciones con polinomios, isomorfismos,
grupos de matrices, generadores, anillo y médulo), de la topologia (compacidad, co-
nexidad, transformaciones continuas, homeomorfismos) y de la geometria diferencial
(estructura diferencial en una variedad, difeomorfismos, diferencial y pushforward de

un mapeo, campos vectoriales). Hablaremos de transformaciones entre espacios y de

\%



VI INTRODUCCION

espacios cociente, que dependiendo del contexto se refieren a las correspondientes es-
tructuras. A este respecto: los conceptos de categoria y funtor juegan un papel clave,
aunque no central, pues permean implicitamente todo el trabajo. A nivel intuitivo
una categoria es un espacio discursivo de flechas y puntos (transformaciones conti-
nuas y espacios topolégicos, variedades suaves y mapeos suaves, x-homomorfismos y

algebras C*) y un funtor es un mecanismo de traduccion de una categoria a otra.

He dividido esta tesis en 4 capitulos relativamente independientes, aunque su
composicion fue disenada para leerse de forma lineal. En el primer capitulo elabora-
mos la Teoria de Galois hasta la demostracion de su teorema fundamental. El tema
de las simetrias se trata al principio del segundo capitulo, dedicado a los haces. En el
tercer capitulo presuponemos los fundamentos formales de la geometria cuantica en
el andlisis funcional, cuyas herramientas y marco tedrico componen la teoria, pues
el tema es vasto y resulta excesivo para el enfoque de la tesis. El ultimo capitulo es
dependiente de los demas e introduce los haces principales cuanticos con la intencién

de amalgamar lo expuesto en los capitulos anteriores.

Para dar fluidez al texto, y por preferencia personal, he omitido el esquema de
«teorema, demostracion y definicién». En su lugar los conceptos que aparecen en
negritas seran definidos o demostrados en el transcurso del parrafo. Los conceptos
en cursivas son aquellos cuyo significado es contextual e intuitivo, serd senalado mas

adelante en el texto o refiere a una definicion estandar en la literatura del tema.



Capitulo 1
Teoria de Galois

Evariste Galois (1811-1832) logré resolver, antes de su tragica muerte a los 20
anos, el problema de encontrar una férmula general, en término de ciertas operacio-
nes aritméticas, que nos permitiera calcular las raices de polinomios de grado mayor
o igual a 5. Sus trabajos en la teoria de ecuaciones resultaron indescifrables para
la academia y durante su encarcelamiento por activismo politico se dedico a pulir
sus ideas; no fue sino hasta anos después de su muerte que serian, gracias a amigos
que insistieron en su divulgacion, cabalmente reconocidas. Para esos tiempos se tenia
ya las correspondientes férmulas para los grados 2, 3 y 4, en las que se usan sola-
mente las operaciones de producto, suma y toma de radicales, que geométricamente
corresponden a la constructibilidad de la solucién. La imposibilidad de este tipo de
solucién para los polinomios de grado 5 fue probada independientemente por Niels

Henrik Abel, y este resultado es conocido como el teorema de Abel-Ruffini.

Los profundos resultados de Galois, anteriores a estos tltimos, tuvieron a este teo-
rema como consecuencia, ademas de demostrar lo mismo para grados mayores en un
mismo movimiento. Galois fue el primero en utilizar el concepto de grupo al referirse
a la estructura algebrdica de las permutaciones de las raices de un polinomio. En el
lenguaje actual hablamos de un grupo (de automorfismos) que actia sobre el campo
de descomposicion del polinomio. Su trabajo constituye un antecedente histérico al

programa de Erlangen en el que se caracteriza a los grupos cémo conjuntos de si-
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metrias y a la simetria como concepto fundamental de la geometria. En este sentido
la teoria de Galois, en su forma moderna, constituye la descripcion de una geometria
de ecuaciones desarrollada en el lenguaje de teoria de campos y extensiones. En este
capitulo vamos a exponer dicho lenguaje, que nos permitird expresar las relaciones
entre la extensién de un campo y las raices de un polinomio, sus respectivos tamanos

y las simetrias que los unifican.

A lo largo del capitulo trabajaremos con un campo abstracto F', que en el marco

de esta tesis nos basta pensar como R o C.

1.1. Extensiones Finitas y Extensiones Algebraicas

Consideremos un campo F' y el espacio de polinomios en una variable con coe-
ficientes en este campo, que se denota por F[z| := {a,z" + a,_12" ... + 1@ +
ap | n €N, a; € F,a, # 0}. Para f(x) = a,2" + a,_12" ... + a1x + ag € Flx] se
define n € N como el grado del polinomio f(x). El problema fundamental al tra-
bajar con polinomios se reduce a la busqueda de sus raices, al campo (de extension)
donde estas viven y su relacién con el campo de coeficientes F' que llamamos campo

base.

Si tenemos un polinomio f(z) € F[z| de grado n y una raiz a € F entonces
el polinomio puede ser escrito como f(z) = (x — a)h(x) donde h(x) tiene grado
n — 1. Notamos entonces una relacion entre la factorizaciéon y las raices: la existencia
de raices garantiza una factorizacién en F[z]. Por lo anterior, dicho polinomio f(z)
puede tener a lo mas n raices distintas. Una nociéon fundamental es la de polinomio
irreducible: un polinomio p(x) € F[z] es irreducible si no se puede factorizar como
producto de 2 o mas polinomios de grado > 1. Estos son los elementos atémicos de
F[z] o en otras palabras los polinomios primos, en el sentido de que todo polinomio
se puede factorizar en un producto de polinomios irreducibles [10]. Notamos inmedia-
tamente que los polinomios de grado 1 son siempre irreducibles y que un polinomio

irreducible de grado > 2 no tiene raices en F'.
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Consideremos la factorizacién del polinomio (22 + 1) € R[x]: (x —i)(z +1). Esta
factorizacion estd realizada en C[z| donde decimos que el polinomio es reducible,
pero limitando nuestra atencién a R|[z], donde no existe el coeficiente imaginario
de los polinomios x =+ 7, el polinomio es entonces irreducible; fue necesario ir méas
alla del campo base dado. La nocién de irreducibilidad depende intimamente del
campo base. Decimos que un campo F es una extension del campo F' si lo contiene
como subcampo, simbdlicamente ££ > F. En el contexto de este trabajo denotamos
a una extension £ de F' como E/F.

Una primer pieza fundamental de esta teoria es el teorema de Kroenecker
que nos dice que para todo polinomio f(z) € F|x] existe una extensién E/F donde
este polinomio tiene una raiz. Para encontrarla factorizamos f(z) en irreducibles y
construimos una extensién donde alguno de sus factores, digamos p(x), tenga una
raiz. La construccién de dicha extension es muy simple: realizamos el cociente de
F[z] por el ideal generado por este polinomio irreducible, que denotamos < p(z) >.
Resulta que todo polinomio irreducible genera un ideal maximal, cuyos cocientes en
anillos conmutativos con unidad resultan en un campo [10]. Definimos entonces la
extensién como el cociente F = F[z]/ < p(x) >. Nuestro campo base F' posee una
imagen isomorfa en E bajo la proyeccién canénica 7 : Flz| — Flz]/ < p(x) >= E,
viendo a F' C F[z] como el conjunto de polinomios de grado 0. Asi tenemos que E

es una extension de F'y ademas
p(€) = p(z+ < p(z) >) = p(r)+ < p(z) >=0en E

por lo que el elemento { = 7(z) = 2+ < p(x) > € E es una raiz de p(z), entendiendo
a x como una variable en £. [

Dada una extensiéon E/F podemos considerar la dimensién de E como espacio
vectorial sobre F', a esta cantidad le llamamos grado de la extensién y denotamos
por [E : F], en el caso de que la dimensién sea finita (que es el que nos concierne) se
dice que se tiene una extension finita £/F. Para la extension £ = Flz]/ < p(z) >
que acabamos de construir, el grado de E/F se corresponde con el grado del polinomio

p(x). Para verlo supongamos que p(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,z" es irreducible;



4 CAPITULO 1. TEORIA DE GALOIS

podemos interpretar al cociente por < p(x) > como la identificacién del polinomio
p(z) con el cero, haciendo cero a todo polinomio que lo tenga como factor (es decir

a todo < p(z) >), esto es ap + a1 + asx® + ... + a,x™ = 0, que reescribimos como
2" = by + b1x + box® 4 ... + by_12™ !, donde b; = —a;/a,

La ecuacion anterior nos permite reducir cualquier polinomio a un representante
de grado < n—1, visto como elementos de E. En otras palabras: cada clase lateral en
E, de la forma, f(z)+ < p(x) >, contiene un representante de grado < n, pues para
cada polinomio f(x) podemos realizar el algoritmo de la division sobre p(z) en F[z]
que nos dice que f(x) = a(x)p(x) + b(z) con grado(b(x)) < grado(p(z))= n, siendo
b(x) el representante en cuestion. Las operaciones en E estan dadas por la suma y
producto de polinomios mddulo p(x), lo que permite la existencia de inversos a pesar
de su inexistencia en general en F'[z]. Todo esto implica que la imagen del conjunto
{1,z,...,2"7'} bajo la proyeccién 7 genera a todo E, de modo que si escribimos
¢ = m(z) = z+ < p(x) > se tiene que E es generado por {1,¢, ..., "1}, Este conjunto
es linealmente independiente, y en consecuencia una base: de otra forma podriamos
construir un polinomio en F[z] de grado menor que n =grado(p(z)), digamos h(z),
con £ como raiz. Esto lo hacemos usando los coeficientes de una combinacién lineal
que muestre la dependencia lineal. Luego, el algoritmo de la divisién aplicado a p(z)
y h(z) nos dice que p(z) = a(z)h(z) + by(x), con grado(by(z))<grado(h(z))< n,
expresion que al evaluarse en € nos da by(§) = 0. Luego aplicando nuevamente el
algoritmo de la divisién a p(z) y by(z) obtenemos by (x) con by(§) = 0y cuyo grado es
menor al de by(x). Este proceso nos da por induccién una cadena infinita descendente
de naturales, dada por los grados de los consecutivos polinomios b;(x), ¢ € N | y por
tanto una contradiccién. Esto demuestra que {1,¢,...,£" 71} es una base y que p(z)
es el polinomio de menor grado que tiene a £ como raiz. Esta demostracién nos
servird mas adelante para definir el polinomio minimo asociado a un elemento de la

extension. A su vez notamos que bajo esta construccién se tiene que
[E:Fl=n

Un resultado importante y sencillo dice que si tenemos extensiones finitas en
cadena E/L/F (es decir E > L > F) entonces [E : F| = [E : L|[L : F|. Decimos



1.1. EXTENSIONES FINITAS Y EXTENSIONES ALGEBRAICAS 5

que L es un campo intermedio de la extension finita E/F. La demostracién es un
simple conteo al expresar los elementos de cada espacio en términos de una base. Por
induccion este resultado se extiende a cualquier cadena finita de extensiones finitas
F,/F,_1,..., Fy/F; resultando en: [F,,, F1| = [F,, F,_1]...[Fa, Fi].

Si tenemos una extensién E/F y un elemento @ € E podemos considerar al
campo minimo que contenga tanto a I’ como a «, que denotamos por F'(«). Esta
es una extension de F' contenida en E, lo que es decir que se trata de un campo
intermedio de la extensién E/F, y toda extension de este tipo (obtenida a partir de
la adjuncion de un elemento) es llamada extensién simple. Resulta que si o € F
es raiz de un polinomio irreducible sobre F', entonces F'(«) es isomorfo a la extensién

que encontramos en la prueba del teorema de Kroenecker, es decir
F(a) = Flz]/ < p(x) >

esto implica en particular que cualquier raiz de p(x) es algebraicamente indistinguible
de las demas, en el sentido de que producen extensiones isomorfas. Esto tiene que
ver con el hecho més general de que un isomorfismo de campos ¢ : F — F’
induce a su vez un isomorfismo px* : F[x] — F’[x] de los correspondientes anillos de
polinomios, actuando en cada polinomio coeficiente a coeficiente, que se restringe a
un isomorfismo de < p(z) > con el ideal < ¢ * (p(x)) = p'(z) >, de modo que los
correspondientes espacios cociente son también isomorfos. Entonces para una raiz o
de p(z) y una raiz 8 de p'(r) podemos extender ¢ a un isomorfismo 7 : F(a) —
F'(5), incluido el caso en que F' = F'y ¢ = Idp, que nos dice ya que las distintas

raices de un mismo polinomio nos dan extensiones isomorfas.

La discusién anterior nos lleva al siguiente concepto: decimos que o € E/F es un
elemento algebraico sobre F si existe un polinomio en F'[x] que lo tenga como raiz.
Una extensién algebraica es aquella en que todos sus elementos son algebraicos.
En este respecto hay una proposicion 1util que nos dice que a todo o € E algebraico
sobre F' es posible asociarle un tnico polinomio irreducible ménico (es decir, con
su coeficiente de mayor grado igual a 1) denotado por mg p(z) y que llamamos el

polinomio minimo de a en F[z] [5]. Esto es intuitivamente claro, pues si « es raiz
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de un polinomio en F[z| entonces es raiz de alguno de sus factores irreducibles; el
cual queda caracterizado médulo una constante (gracias al algoritmo de la divisién
y el argumento del descenso infinito usado anteriormente). Colapsamos esta tltima
libertad al exigir que el polinomio sea ménico. Todo polinomio en F[z] que tenga a
a como raiz tendrd a m, p(z) como factor (irreducible). Entonces tenemos que para

todo elemento v € E algebréico sobre F' se cumple

F(a) = Flz]/ < mar(x) >

Atin més, para @« € E con E/F finita, de grado n, el conjunto {1,a!,...,a"}
es linealmente dependiente sobre F' por tener n + 1 elementos, lo que nos dice que

existen coeficientes b; no todos cero tales que

bo+b10&+...+bn04n =0

de modo que o € FE es algebraico. Hemos probado que toda extension finita es
algebrdica. A su vez tenemos que para una extension arbitraria F/F si o € FE es

algebrdico entonces F'(a)/F es una extension finita cuyo grado es el grado de m, p(z).

Por otro lado el conjunto de elementos algebriicos de una extensiéon E/F (arbi-
traria) forman un campo: para a, 8 € F elementos algebraicos distintos de cero, los
elementos af, a£ y a/f son algebrédicos también pues forman parte de la extension
F(a,p) := F(«a)(p) finita, que por lo visto anteriormente es algebréica. Hemos de
notar que del grado de la extensién [F'(«, (), F| esta acotado por el producto de los
grados de los correspondientes elementos «, 5 € E. En general podemos construir
para un conjunto finito {«;} de elementos de E/F' la extensién F(ag, ay, ..., a,,) que
resulta finita por induccién pues la adjunciéon de cada elemento algebraico nos da
una extension finita acotada por el grado de su polinomio minimo, se tiene incluso
el converso de esta afirmacién: Si una extension es finita entonces es generada por la

adjuncion de un nimero finito de elementos algebraicos [5].
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1.2. Campo de Descomposicién y Extensiones Se-

parables

El teorema de Kroenecker nos permite encontrar para cada polinomio f(z) € F[z]
una extension de F' en la cual podemos expresarlo como producto de polinomios li-
neales: en la demostracién del teorema construimos Ey = F(§) > F de modo que
f(z) = (z— &) fi(x) donde & es una raiz de f(z), luego si fi(x) se expresa como pro-
ducto de polinomios lineales entonces hemos acabado, de otra forma factorizamos el
polinomio en polinomios irreducibles y realizamos el proceso nuevamente, constru-
yendo una extension F; donde algin factor irreducible no lineal tenga una raiz. Esto
nos da un algoritmo en cadena, descendente sobre el grado del polinomio inicial, que
después de un ntimero finito de pasos nos lleva a una extensién donde el polinomio se
descompone en polinomios lineales. A esta extension se le llama el campo de des-
composicién del polinomio f(x). En este caso el grado de la extension esté acotado
por el producto de los grados de los factores irreducibles no lineales, por lo visto en

el parrafo anterior.

Podemos extender cualquier isomorfismo entre campos a un isomorfismo entre
las correspondientes extensiones de descomposicion pues sabemos que la adjuncién
de cada raiz nos da un isomorfismo entre las correspondientes extensiones simples,
asi que podemos hablar de EL campo de descomposicién (salvo isomorfismo) del
polinomio f(z) € Flx] [5].

Un resultado importante dependiente del lema de Zorn es la existencia, para
todo campo F, de una cerradura algebraica (denotada por F)[10]. La cerradura
algebraica de F' es un campo algebraicamente cerrado, es decir que contiene
todas las raices de los polinomios con coeficientes en el mismo campo, que contiene
a F'. Su construccién equivale a la extension sucesiva del campo base al campo de
descomposicién de cada polinomio en F[z]. Es por la imposibilidad de llevar cuenta
de todas estas extensiones por las que el lema de Zorn es necesario para garantizar su
existencia para cualquier campo. Siempre que trabajamos con raices de polinomios

podemos suponer que estamos manipulando elementos en la cerradura algebraica en
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la cual tiene lugar nuestro discurso.

Sea f(x) € Flz]; sobre su campo de descomposicién podemos construir una

expresion de la forma
flz) =ap(r —a1)" (z — az)™...(x — ag)"™*

donde oy € F' v oy, o, ...,ap son elementos distintos del campo de descomposicion
que corresponden a las raices del polinomio (de modo que el campo de descomposicién
es justamente F'(ayq,...,a4)). Decimos que «; es una raiz maltiple si n; > 1y raiz

simple si n; = 1.

Decimos que tenemos un polinomio separable si todas sus raices son simples.
Tenemos un método eficiente para saber si un polinomio es o no separable: f(z) tiene
una raiz multiple « si y sélo si mq p(x) divide a f(z) y Df(x), donde Df(x) es la
derivada de f(z) [5]. La derivada puede ser definida, en este contexto polinomial,
en términos puramente algebrdicos: para f(z) = > a,2" su derivada es D f(z) =
> g na,x™ . En particular, f(z) es separable si y sélo si es primo relativo con su

derivada.

Tenemos toda una clase importante de polinomios separables: todo polinomio
irreducible sobre un campo de caracteristica cero (como R o C), pues la derivada de
un irreducible p(z) de grado n es un polinomio de grado n — 1, que es primo relativo
a p(x) por su irreducibilidad. Para este tipo de campos tenemos que un polinomio es
separable si y s6lo si es producto de polinomios irreducibles distintos modulo factores
constantes [5]; en efecto 2 irreducibles distintos médulo factores constantes no pueden
compartir raiz ya que esto implicaria que el polinomio minimo de esta raiz divide
a ambos polinomios y entonces cada uno difiere por una constante del polinomio

minimo por ser irreducibles, contradiciendo el ser distintos médulo constantes.

Una extension separable es aquella donde todos los elementos son raiz de

un polinomio separable. Del péarrafo anterior deducimos que todas las extensiones
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de campos de caracteristica cero son separables pues cada elemento es raiz de su

polinomio minimo, que por ser irreducible es también separable.

Ahora podemos investigar algo mas profundo sobre el tamario del grupo de
automorfismos de los campos de descomposicién. Sea f(z) € Flz] y E su cam-
po de descomposicién. Hemos mencionado como podemos extender un isomorfismo
¢ : FF— F’ a un isomorfismo entre los correspondientes campos de descomposi-
cién o : E — E’. Mostraremos por induccién (sobre el grado de la extensién) que
el nimero de tales extensiones de isomorfismos es menor o igual a [E : F], con la

igualdad déndose sélo cuando f(z) es separable.

Esta demostracién se centra en contar las extensiones al campo de descompo-
sicién, primero contando las extensiones del isomorfismo ¢ a un isomorfismo 7 de
extensiones simples intermedias y luego las extensiones de estos isomorfismos 7 a iso-
morfismos o de los campos de descomposicion, para los cuales aplicamos una hipotesis
de induccién sobre el grado de f(x). Enlistamos las transformaciones pertinentes a

este argumento para su referencia rapida:

¢ : F — F’ induce un isomorfismo ¢ : Flz| — F’[z] donde @ : f(z) —
f'(x) y para un factor irreducible ¢ : p(z) — p/(z).

o : F — FE' extension de ¢ entre los campos de descomposicion.

T : F(a) — F'(8) con 7 : @ — (3. Tomando a y 3 raices de p(z) y p/(x)

respectivamente y 7 := 0|p(q) €s un isomorfismo que también extiende a (.

s F<F()<E,F <F()<E.

En el caso [E : F] = 1, se tiene que E = F y E' = F' y por tanto s6lo hay
una extensién o = ¢. Si [F : F| > 1 entonces f(z) tiene por lo menos un factor
irreducible p(z) de grado > 1, con su correspondiente p'(z) factor de f'(z). Sea « es
una raiz fija de p(x). Si o es una extensién arbitraria de @, entonces restringida a
F(a) es un isomorfismo 7 con algin subcampo de E’. Este isomorfismo estd comple-

tamente determinado por su efecto en «, es decir por 7(«), que es necesariamente
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una de las raices de p/(z). De forma inversa para cada raiz § de p/(z) podemos ex-
tender ¢ a un isomorfismo 7 que manda « en (. Tenemos entonces tantas posibles
extensiones 7 como raices distintas de p’(z) y, como el grado de p(z) y p/(x) es igual
a [F(a) : F], esta cantidad esta acotada por [F(«) : F| siendo igual si y sélo si p(z)
(o equivalentemente p'(x)) es separable.

Como E también es el campo de descomposicién de f(z) sobre F(a), y E' de f'(x)
sobre F'(3), junto con [E : F(«)] < [E : F], podemos aplicar la hipé6tesis de induccion
que nos dice que el nimero de extensiones de 7 a o es menor igual que [E : F(a)]
con igualdad si f(x) tiene raices distintas. Al tener [E : F|] = [E : F(a)|[F(«a) : F],
y usando el hecho de que el nimero total de extensiones de ¢ a o se corresponde
al producto del nimero de extensiones de ¢ a 7 multiplicado por el nimero de 7
a @, se sigue finalmente que el nimero de extensiones de ¢ a ¢ es menor igual que
[E : F| con la igualdad si y sélo si p(z) y f(x) tienen raices distintas, i.e. que f(z)

es separable sobre F' (pues p(x) es factor suyo). [

Para el caso particular en que F' = I’ (y por consiguiente £ = E’) en lugar de
isomorfismos hablamos de automorfismos, es decir isomorfismos de un espacio en
si mismo, que fijan el campo F. Asi el resultado anterior nos dice que si E es el

campo de descomposicién sobre F' del polinomio f(z) € F[x], entonces
|{automorfismos de E que fijan F'}| < [E: F]

con igualdad si y sélo si f(z) es separable.

1.3. Automorfismos y Correspondencia de Galois

El conjunto de automorfimos de un campo forman un grupo bajo la composicion y
en el caso de una extensién F/F nos interesa el subgrupo de automorfismos que dejan
fijo el campo base F', que denotamos por Aut(E/F'). Inversamente a cada subgrupo
de automorfismos G < Aut(E) podemos asociarle el conjunto de elementos que
permanecen fijos bajo todos elementos del subgrupo, que resulta ser un subcampo
K < E, conocido como el campo fijo de G. A esta mutua asignacion entre grupos

y campos se le llama correspondencia de Galois.
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Al fijarse los elementos de F' bajo la accion de o € Aut(E/F) la transformacion
inducida ox : F[z] — F[z] por cada automorfismo es la identidad, de modo que si
a € E esraiz de f(z) € Flx] entonces o(«) es a su vez raiz de f(z). Esto nos dice
que los elementos de Aut(E/F) permutan las raices de cada polinomio f(z) € F[z].

A dos elementos relacionados de esta forma les llamamos conjugados.

Claramente la correspondencia de Galois invierte las inclusiones, es decir:

» Si F; < F;, < E entonces Aut(E/F,) < Aut(E/Fy) < Aut(FE).
» SiGy < Gy < Aut(E) entonces Ky < K7 < E, donde K; es el campo fijo de G;.

Veremos el mismo resultado al que llegamos para el campo de descomposicion al
final de la seccién anterior, ahora para una extension finita arbitraria. Cambiando el
énfasis de las extensiones de isomorfismos a la estructura de grupo de los automor-
fismos demostraremos que el niimero de automorfismos asociados a una extensién
finita arbitraria cumple

|Aut(E/F)| < [E : F]

con igualdad si y sélo si F es el campo fijo de Aut(E/F") (pues en principio este grupo
puede fijar un campo més grande que contenga a F'), en lugar de la condicién sobre

la separabilidad de un polinomio.

Suponiendo que G = Aut(E/F) = {0;}!=! y restringiendo cada uno a E* :=
E\ {0}, vemos que estos automorfismos son distintos como caracteres del subgrupo
multiplicativo E* por lo que son linealmente independientes como funciones del
grupo [1], este resultado es conocido como el lemma de Dedekind. Los caracteres
de un grupo son homomorfismos de este en el subgrupo multiplicativo en un campo,
en este caso de E* en si mismo. Para un elemento arbitrario v € E esto significa
que una combinacién lineal 3'=7 2%c;(v) = 0 con z; € E implica 2’ = 0 para toda
i€{1,2,..,n}. Sim = [E : F] entonces podemos tomar una base {wj};:i;” C E, de
modo que v = Zii’{” a’w;, con @’ € F. Sustituyendo esto en la anterior expresién de

las o; llegamos a la expresion Y, x'o; (> i a’w;) = 0 que, gracias a que las o; abren
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sumas por ser automorfismos, podemos ver como la suma de m ecuaciones lineales
de la forma Y, 2'0;(a/w;) = o/ ", #'0;(w;) = 0 con n incdgnitas x;. Asf construimos
un sistema de m ecuaciones Y, z'o;(w;) = 0. Si, contrario a nuestra afirmacion,
suponemos que n = |Aut(E/F)| > [E : F] = m entonces existirfa una solucién no
trivial del sistema que resulta a su vez, siguiendo la construccion en reversa, en una

combinacién no trivial de Y, 2'0;(v) = 0, contradiciendo la independencia lineal. [

Maés aun, ahora procedemos a demostrar por reduccion al absurdo que si F' es
precisamente el campo fijo de G = Aut(E/F) = {0;}\=} entonces |G| = [E : F].
Supongamos pues la negacién de esta proposicion, que dado el resultado anterior
corresponde a n = |G| < [E : F] = m. Existen entonces mas de n elementos de E
linealmente independientes sobre F', de modo que podemos tomar n + 1 elementos
{aj}gjfﬂ linealmente independientes sobre F. Supongamos sin perder generalidad
que o = Id es el elemento neutro del grupo. El sistema de n ecuaciones (indexadas
por i) >, x;oi(a;) tiene n+1 incégnitas {x;}, por lo que existe una solucién no-trivial
{B;}. Por lo menos alguna 3; debe estar fuera de F', ya que de otra manera la primera
ecuacién »_; Bjo1(a;) = >_; Bja; contradirfa la independencia lineal de las a;. De
todas las soluciones 3; de este sistema elijamos una con el menor nimero de elementos
distintos de cero y sea r tal minimo. Renumerando los indices de dicha solucién si
es necesario, podemos suponer que [, ..., 3, son distintos de cero. Dividiendo las
ecuaciones por 3, podemos suponer ademas que 3, = 1. Por lo que hemos ya dicho,
algin elemento en {f, ..., 5,_1,1} no estd en F', supongamos (; ¢ F' . Entonces el

sistema esta dado ahora por ecuaciones

> fyou(a) =0 (11)

Como f; no estda en F, siendo este el campo fijo bajo el grupo G, existe un
elemento oy € G tal que og(f1) # (1. Aplicando oy a las ecuaciones el sistema queda
invariante, con coeficientes o(/3;), pues oy simplemente permuta las o; y por ende

las ecuaciones. Nos queda
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Zao(ﬁj)%(aj) =0 (1.2)

Sustrayendo (1.2) de (1.1) obtenemos: ?:;[ﬁj — 0o(Bj)]oi(aj). Como f, =1 el
término j = r de cada ecuacion se cancela, tenemos entonces:

_Z o0(B))]or(az) = 0

Esto nos da una solucién no trivial al sistema original, con x; = ; — go(51) # 0,

con menos que r variables x; no todas cero, contradiciendo nuestra eleccion de r. Por
tanto |G| = [E : F|. O

Asi, para un subgrupo G < Aut(E) y su campo fijo K, sabemos que G = Aut(E/
K), lo que implica a su vez que dos distintos subgrupos de Aut(F) tienen distintos
campos fijos. Cuando una extensiéon E/F cumple |[Aut(E/F)| = [E : F], decimos que
es una extensién de Galois y denotamos al grupo de automorfismos por Gal(E/
F), el grupo de Galois de la extension E > F', para hacer énfasis en el hecho de

que se tienen suficientes automorfismos.

Existe un teorema importante que nos caracteriza las extensiones de Galois: Una
extension E/F es de Galois si y s6lamente si es el campo de descomposicién de un
polinomio separable. De hecho hemos probado al final de la seccién anterior que el
campo de descomposicion de un polinomio separable es una extension de Galois, por
lo que resta probar el converso de esta afirmacién. Ademés veremos que si una de
las raices a de un polinomio irreducible estd en E entonces todas sus raices estan
en E (pues a priori alguna podria estar en un campo més grande contenido en la

cerradura algebrédica de F') y el polinomio se descompone.

Sea E/F de Galois, p(x) € F[X] irreducible y @ € E una raiz. Nuevamente
escribimos G = Aut(E/F) = {0;}:=". Tomemos los elementos a; := 01(a) = a,ay :=
oo(), ..., := o, () (hacemos o1 = Id , sin perder generalidad). Luego supongamos

que entre ellos hay r < n elementos distintos que volvemos a etiquetar de manera
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que sean los primeros, es decir: a; = o, ao, ..., € E. Por composiciéon cada 7 € G
permuta los elementos de G y del campo E dejando fijo al polinomio p(z) (pues
fija I'), por lo que aplicado al conjunto de las «’s simplemente las permuta entre si.

Entonces estos automorfismos permutan los factores del polinomio

flz)=(z —a)(z — ag)...(r — a;)

de modo que sus coeficientes pertenecen al campo fijo de G, que es precisamente
F pues la extensién es de Galois, asi que f(z) € Flz]. Como p(x) es irreducible
y « es raiz de f(z) entonces p(z) divide a f(x), por otro lado todas las a’s son
intercambiables (conjugadas) una a otra por la accion de los automorfismos, de
modo que todas son raices de p(x) también, lo que implica a su vez que f(z) divide
a p(z) y que por tanto f(x) = p(z) es un polinomio separable en E (con todas sus
raices ahf). Ademds F es una extension separable de F' pues la construccién de este
f(zx) es vélida para cualquier o € E.

Falta ver que F es el campo de descomposicion de algin polinomio separable.
Consideremos una base {w,ws, ...,w,} de E sobre F' y para cada elemento su co-
rrespondiente polinomio minimo p;(z). Por lo que acabamos de probar cada p;(x) es
separable y tiene todas sus raices en E. Si tomamos g(x) como el polinomio obtenido
de remover raices repetidas del polinomio go(x) = p1(x)p2(x)...p.(z), entonces tanto
g(x) como go(x) tienen a £ como campo de descomposicién. Por tanto E' es el campo

de descomposicién del polinomio separable g(z). [

Cabe notar en el argumento anterior que las raices repetidas que quitamos pa-
ra que g(z) fuese separable dependen de la existencia de elementos conjugados en
la base {w1,ws,...,w,}, pues entonces dos o mds elementos comparten un mismo
polinomio minimo. Esta demostracién nos dice también que para una extensién de
Galois E/F las otras raices del polinomio minimo de cualquier elemento o« € E
son precisamente los conjugados del elemento bajo la accién de Gal(E/F'). Ahora,
esto nos indica que las permutaciones vdlidas de las raices del polinomio separable
g(x) que genera la extensién son aquellas que permutan sélo entre raices del mismo
factor irreducible. Cada uno de estos factores nos da, como veremos en la siguiente

seccién, un subgrupo normal del grupo de Galois. Asi tenemos un analisis del grupo
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de automorfimos G = Aut(E/F) de una extension de Galois como la suma directa
de los grupos de permutaciones de las raices de los factores irreducibles de nuestro
polinomio separable g(x). También vemos directamente que si podemos encontrar
un polinomio irreducible con una raiz en F pero con otra raiz fuera (aunque siempre

dentro de la cerradura algebrdica), entonces la extension no puede ser de Galois.
Antes de continuar resumamos esta discusién en 3 caracterizaciones de las exten-
siones de Galois £ > I
» |[Aut(E/F)| = [E : F).
» El campo fijo de Aut(E/F) es precisamente F.

= Si es el campo de descomposicion de un polinomio separable.

1.4. Teorema Fundamental

El llamado teorema fundamental de la teoria de Galois es un compendio
de las relaciones entre los subgrupos del grupo de Galois de una extensién y los
campos intermedios de la extension, dadas por la correspondencia de Galois. Para
una extensién de Galois E/F y el grupo G:=Gal(E/F), H < Gy K = Ky el

campo fijo de H, se cumple lo siguiente:

(1) La correspondencia de Galois establece una relacién biyectiva entre los campos

intermedios K de la extensién y los subgrupos H del grupo de Galois G.
(2) Esta correspondencia invierte inclusiones.

(3) E/K es una extensién de Galois para todo campo intermedio K, con un grupo
de Galois H.

(4) de modo que [E: K| = |H|y [K : F] = |G : H|, donde esta iltima cantidad es
el indice de H en G.

(5) K/F es de Galois si y sblo si H es un subgrupo normal de G. En este caso
Gal(K/F) = G/H.
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Vimos en la seccién anterior que dos distintos subgrupos de GG nos dan distintos
campos fijos, lo que nos dice que esta asignacion es inyectiva. Como E/F es Galois,
entonces E es el campo de descomposicién de un polinomio separable f(z): de modo
que si K es un campo intermedio arbitrario de la extensién, podemos ver a f(x) como
un polinomio separable en K|[z|, y nuevamente E es el campo de descomposicién, por
lo que F/K es Galois, lo que implica que K es el campo fijo de Aut(E/K) < G, de
modo que la asignacion es suprayectiva, demostrando (1). A su vez queda establecido
(3), pues si K = Ky es el campo fijo de H entonces H = Aut(E/K). La inversién de
las inclusiones es consecuencia directa de la definiciéon de la correspondencia, como

se discutié en la seccién anterior, estableciendo (2).

Nuevamente tomando K = Kpg sabemos que, por ser extensiones de Galois,
[E:K|=|H|y|E:F|=|G|,loquenosda[K:F]=I[F:F|]/[E:K|]=]|G|/
|H| = |G : H|, probando (4).

Nos resta probar (5). Sea K = Ky. Para cada 0 € Gal(E/F), 0|k, su restriccién
a K, es un isomorfismo con o(K) < E, un encaje de K en F < F. Conversamente,
sea 7 : K — 7(K) un isomorfismo de K que fija F, cuya imagen es un campo
7(K) contenido en la cerradura algebrdica F, a esto llamamos un encaje de K (o
m4s bien un encaje de la extensién K/F) en F. Resulta que de hecho 7(K) < F
pues la imagen de cada elemento es raiz del mismo polinomio minimo, es decir que
son elementos conjugados, y E contiene a todas estas raices por ser una extension
separable. De modo que podemos extender 7 a un automorfismo o € Gal(E/F) .
Hemos deducido que todos los encajes de K en F se obtienen de la restriccién de

elementos de G.

Por otro lado, dos automorfismos o,0’ € G se restringen al mismo encaje de
K = Ky siy sélo si 0710’ es la identidad sobre K, lo que es equivalente a decir
que o to’ € H, pues estos son precisamente los automorfismos que preservan K.

Entonces los encajes estan en biyeccion con las clases laterales de H en G:

|Encajes(K/F)| =|G: H| =[K : F|
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donde Encajes(K/F) es el conjunto de encajes de K en la cerradura algebraica I
que fijan a F. Claramente Aut(K/F) C Encajes(K/F) de modo que la extensién
K/F es de Galois si y solo si todos los encajes son en realidad automorfismos de K,
que es 0(K) = K para todo o € G. Para dado o € GG el grupo que deja invariante al
campo o (K) es precisamente la clase de conjugacién o Ho ™!, pues todos los elementos
de este grupo lo fijan y tiene tantos elementos como [F : 0(K)|] = [E : K] = |H|. Por
la naturaleza biyectiva de la correspondencia de Galois, sabemos que dos campos
intermedios de la extensién E/F son iguales si y sélo si los subgrupos de G que los
fijan son el mismo. De modo que o(K) = K para toda o € G, lo que implicarfa como
mencionamos antes que K/F es de Galois, si y sélo si cHo™! = H para toda o € G,

lo que es decir que H es un subgrupo normal en G.

Ya hemos identificado Encajes(K/F') con las clases laterales de H en G, de modo
que en este caso el grupo G/H estd identificado con el grupo de automorfismos de
la extensién de Galois K/F por la definicién de la operacién del grupo (que es
simplemente la composicién de automorfismos). De modo que G/H = Aut(K/F)

completando la prueba de (5). O

Pensemos en lo siguiente: Los subgrupos normales del grupo de Galois Gal(E/F)
nos permiten identificar a todos los campos intermedios K que no salen de si mismos
tras la accion de una simetria, siendo a su vez simetria de dicho campo intermedio
como extensiéon del campo base F. Si f(z) € F[z] es el polinomio separable cuyo
campo de descomposicién podemos identificar con la extension de Galois E, entonces
el polinomio separable que define al campo intermedio K es un factor (no necesa-
riamente irreducible) de f(z) en F[z], siempre y cuando su grupo de automorfismos
es normal en Gal(E/F). Esto sucede pues una extensién de Galois es precisamente
aquella extension finita que contiene a todos los posibles conjugados de cada elemen-

to.

La no existencia de grupos normales no triviales define al concepto de grupo
simple. En términos intuitivos la simplicidad del grupo significa que no se lo puede

colapsar a un grupo mas pequeno. Podemos hablar de un objeto geométrico esencial
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respecto de sus simetrias, ya que estas no son a su vez simetrias de algtin sub-objeto
similar. Cuando tenemos un subgrupo normal el grupo se colapsa al cociente, en
cuyo caso podemos encontrar una extension de Galois mas pequena. Cuando no es
posible hallar dicho subgrupo normal la extension de Galois esta dada por el campo
de descomposicién de un polinomio irreducible (que siempre es separable en el caso
de campos de caracteristica cero), relacionando asi la irreducibilidad del polinomio

con la simplicidad del grupo.



Capitulo 2

Haces Principales

Los haces principales son estructuras geométricas de una gran riqueza pues en-
capsulan una idea fundamental: la de simetria interna. Un haz se puede pensar como
un espacio en el que cada punto contiene a su vez un espacio interno de estados, que
se observan alineados localmente (véase mas adelante las trivializaciones locales) y
en que el paso de un estado a otro, en dicha localidad o punto, estd dado por una
simetria. Digamos que esta es una perspectiva desde abajo. Si por otro lado nuestra
perspectiva se ubica desde arriba, el haz corresponde a un espacio que se proyecta
en otro, como un objeto y su sombra. Podemos pensar en una pelota flotando fija en
el aire y la sombra producida por un haz de luz sobre esta: si rotamos la pelota, sin
desplazarla, la sombra es exactamente la misma. Con las simetrias internas de un
espacio (la sombra) nos referimos a las simetrias de un espacio superior (la pelota)

del que aquel se deriva.

Los haces principales constituyen un foco conceptual de este trabajo, siendo una
realizacion ttil del concepto de simetria. En este capitulo construiremos una intui-
cién acerca de su naturaleza, daremos las definiciones pertinentes y expondremos los

elementos basicos de su estructura.

19
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2.1. Simetrias

La teoria de grupos es el lenguaje mateméatico de las simetrias. La palabra
«simetria» significa etimolégicamente «de la misma medida». Esta palabra evoca
la nocién de armonia estética y equilibrio. En su acepcion mas general se refiere a
la relacién de correspondencia caracteristica, de equivalencia o identidad entre los
constituyentes de una entidad o entre diferentes entidades. El hablar de simetrias,
en el sentido matematico legado por el programa de Erlangen, es hablar de la ac-
cton de un grupo sobre un espacio u objeto geométrico; una simetria es un elemento
del grupo que actia en dicho espacio. En la siguiente secciéon daremos la definicién
de accion, pero por el momento atendamos a lo que estd detras: nos interesan las

transformaciones de una entidad u objeto que se pueden componer entre si e invertir.

Estudiamos en el capitulo anterior el grupo de automorfismos de una extensién
que preserva nuestro campo base: los automorfismos son simetrias de la extension, en
el sentido de que preservan las relaciones algebréicas, formando un grupo que actia
sobre dicha extension. En este caso nuestro interés esta centrado en la propiedad de
tener al campo base como invariante, de modo que el polinomio que manipulamos
también lo sea. Se podra objetar que un campo no es un objeto geométrico sino
un objeto algebraico. Esta distincién depende de lo que entendemos por geometria.
El programa de Erlangen de Felix Klein es el que da un sentido esclarecedor al
uso de la palabra geometria en el ambito moderno: su propuesta es un programa
de investigacion que caracteriza la geometria como el estudio de invariantes bajo la
accion de un grupo. Sin embargo hay que entender que esta idea tiene limitaciones:
existen contra-ejemplos (clasicos y cudnticos) a esta definicién de geometria, es decir
espacios distintos con el mismo grupo de simetrias. Se puede incluso sortear este
problema considerando que la diferencia entre espacios con las mismas simetrias
difieren a un nivel mds primitivo que el geométrico, como por ejemplo en su topologia.
Con todo esta perspectiva resultara iluminadora en varias ocasiones. El grupo puede
ser definido a partir de estructuras geométricas conocidas directamente o, a la inversa,
definimos las estructuras geométricas como los invariantes de la accién de un grupo.

En otras palabras: Los invariantes pueden ser referidos de forma explicita o implicita.
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Por ejemplo en el plano euclidiano tenemos definida una métrica dada por el
producto interno y a partir de esta podemos considerar el grupo de transformaciones
del plano que preservan dicha métrica. Todos las estructuras que podamos definir
a partir de esta métrica son entonces invariantes de la acciéon del grupo; angulos
e incidencias, por ejemplo. Por otro lado, si vamos a retratar un rostro humano
imaginario en el plano buscaremos realizar cercanamente una simetria azrial dada
por la reflexion sobre la recta vertical que ha de pasar por el medio de las cejas y la
punta de la barbilla. Esta reflexién junto con la identidad forman un grupo, que de

manera natural define el espacio en que hallaremos ese rostro imaginario.

Los ejemplos del circulo y la esfera resultan especiales: estos objetos son de gran
interés por su naturaleza intuitiva como objetos simétricos y la importancia de sus
grupos de simetrias. Estos tltimos son conjuntos continuos, con estructura topolégi-
ca no trivial, representables como grupos de matrices. Para el circulo tenemos el
grupo completo de rotaciones alrededor de su centro y las reflexiones por rectas que
pasan por este; topoldgicamente se trata de dos circulos disconexos y es denotado
por O(2). Equivalentemente O(3) es el grupo de simetrias de la ésfera, constituidos
por las rotaciones sobre los distintos ejes y las reflexiones por planos ecuatoriales;
topolégicamente se trata de dos copias de la m-esfera (una bola 3-dimensional con los
puntos antipodas de su cascara esférica identificados). Para ver como se llega a esta
realizacién geométrica de O(3), consideramos la componente conexa de la identidad:
SO(3). Este es el subgrupo de las rotaciones, o el subgrupo que preserva la orien-
tacion del espacio. Lo modelaremos con una bola de radio 7 centrada en el origen.
En esta bola un punto z distinto del origen corresponde a una rotacién de la esfera:
un eje dado por su direccién desde el origen y una magnitud de rotacién en radianes
dada por su tamano en el intervalo (0,7]. El origen entra en correspondencia con
la identidad de la esfera, la simetria que deja todo en su lugar inicial (en la vecin-
dad del origen se encuentran las rotaciones infinitesimales; la continuidad obliga a
la identidad a estar ahi). La rotacién dada por —z corresponde a una rotacién en
el mismo eje que x pero con el dangulo de rotacion orientado inversamente. Entonces

toda la linea de 7 a —mp nos da el rango completo de rotacion [—7, 7] sobre el
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eje definido por x. Sélo nos resta una ambigiiedad: los puntos extremos correspon-
den, respectivamente, a una rotacion por m y —m sobre el mismo eje. Estas nos dan
la misma simetria, por lo cudl realizamos la identificacion de puntos antipodales.
La m-esfera es el espacio cociente resultante. Este cociente, restringido a la cascara
esférica, produce el plano proyectivo real. Entonces la m-esfera es un plano proyecti-
vo al que le pegamos una bola abierta. La restante componente conexa de O(3) se
obtiene componiendo todo SO(3) con alguna reflexién por un plano ecuatorial y es

topolégicamente una m-esfera también.

Recordemos que O(n) es en general el grupo de transformaciones ortogonales
de un espacio vectorial n-dimensional. Su representacion estd dada por matrices
cuyos vectores columna forma una base ortonormal del espacio (y cuyo determinante
es igual a 1 6 —1). De forma andloga a los casos de bajas dimensiones anteriores,
este grupo esta dado por rotaciones generalizadas (que forman el subgrupo SO(n)), y
reflexiones por hiperplanos. Es a su vez el grupo de simetria de la esfera de dimensién
n — 1. Todos los anteriores grupos nombrados son grupos de Lie, y en particular
ejemplos de los llamados grupos cldsicos (de matrices) [3] entre los que se incluyen
por ejemplo M,y (R), M, x,(C) y subgrupos suyos como O(n), SO(n), SL(n,C),
U(n) y SU(N). En un haz principal el grupo de Lie describe los grados internos de

libertad de un espacio base.

2.2. Accién de Grupo

La accién (derecha) de un grupo G sobre un conjunto S se define como una

funcién S x G — S cuyas imagenes denotamos (z, g) — x * g y que cumple
(x,e) —> z,¥s €S

(x*g)*h— xx%gh

donde e es el neutro del grupo y g, h € G. Dejando cada valor de g € G fijo produci-
mos un mapeo en el grupo de automorfismos de S que, siendo por ahora un conjunto

sin mas estructura, se trata del grupo de permutaciones de sus elementos. De modo
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que la accién se puede definir de manera equivalente a través de un homomorfismo
G — Aut(95). Esto es consecuencia directa de las propiedades de la accién. Existe a
su vez la nocion de accion izquierda, cuyas propiedades son completamente analogas

a la accién derecha salvo por cambios en la orientaciéon de la notacién.

Un ejemplo es la accién (derecha) G x G — G dada por la conjugacion de
elementos del grupo, es decir: (z,g) — g 'zg. A la imagen del homomorfismo indu-
cido por esta accion, G — Aut(G), se le conoce como el grupo de automorfismos
internos de G. Cada elemento en g € G se mapea al automorfismo definido como
g*(z) = g lxg, es decir, el que se obtiene de fijar g en la accién de conjugacioén.

Simples cdlculos nos muestran que en efecto esto nos da un automorfismo de G-
gr)=gleg=c & 1g=9g & z=c¢

9" (w112) = g 129 = (97 219) (97 229) = g™ (21)g" (22)
Cuando el grupo G es conmutativo entonces el inico automorfismo interno es la

identidad. Intercambiando los papeles de g y ¢! obtenemos la versién izquierda de

esta accion.

El conjunto de imagenes de la acciéon a un punto dado x € S por todos los
elementos del grupo constituyen una clase de equivalencia que llamamos la érbita

de x, simbodlicamente

O, ={zxg|gecG}

A su vez definimos el estabilizador de un punto como el conjunto de elementos

en el grupo cuya acciéon no lo mueve
Lo={9€G|azxg=ur}

Se verifica de inmediato que £, es un subgrupo de GG para cualquier punto x. El
estabilizador nos senala la ambigiiedad que hay entre cada punto en la orbita y el
elemento del grupo que lo produce desde el punto x dado. En efecto, supongamos

xxg = x*g =y para algunos g, ¢ € G, de modo que en particular y € O,, entonces

rxg =xxg & vxgg =1 & g9 €L, & g €Ly
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de modo que tenemos una biyeccién de conjuntos
O, G/L,

Introducimos ahora algunos adjetivos que caracterizan a una accién: Cuando la
orbita de un punto es todo el conjunto decimos que la accién es transitiva. Si el
estabilizador de todos los puntos es trivial, £, = {e},Vz € S, decimos que la accién
es libre. Mientras que si G — Aut(S) es un mapeo inyectivo (sélo e se mapea al

automorfismo identidad) la accién es llamada fiel.

A manera de ejemplo veamos el grupo SO(3) de rotaciones de la esfera. Vista
en representacion matricial mediante la eleccién de una base, la accion esta dada
simplemente por el producto de un punto de la esfera, representado por un vector
(columna), por la matriz que representa la rotacién. Considerando 2 puntos arbitra-
rios en la esfera y el circulo ecuatorial (i.e. aquel obtenido por el corte de un plano
que pasa por el centro de la esfera) que los une, podemos encontrar el eje y dngulo
de rotacion para llevar uno en el otro. De modo que esta accién es transitiva. El es-
tabilizador de un punto es el grupo de rotaciones sobre el eje que define dicho punto.

La accion es fiel, pues toda rotacién no trivial deja fijo s6lo un punto y su antipoda.

En general la accién de G sobre S se denota usando la yuxtaposicién, (z, g) — xg,
siempre que esto no cause confusion con el producto entre elementos del grupo. La

nocién de accion izquierda es completamente analoga.

2.3. Grupos de Lie

Los grupos de Lie son la clase de grupos con los que trata la teoria de haces
clésicos (en contraposicién a los haces cudnticos que veremos posteriormente). Son
espacios con una doble estructura: una algebraica y otra geométrica. Por un lado es
un grupo y por el otro una variedad suave, donde estas estructuras se encuentran
relacionadas por la condicion de que las operaciones del grupo sean funciones suaves
en el espacio. Una funcion suave es aquella que tiene en su dominio derivadas de

todos dérdenes; una variedad suave cumple que las funciones de transicién de su atlas
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son suaves. Si llamamos G a nuestro espacio con sus dos estructuras, serd un grupo

de Lie si y solamente si la siguiente funcion es suave:

GxG—G

(a,b) — ab™!

La yuxtaposicién de elementos de G corresponde a la operacion del grupo, que
llamamos producto (o multiplicacién) del grupo. La suavidad de la funcién es res-
pecto de la estructura diferenciable de G y la estructura diferenciable del producto
cartesiano G X G (dada por el producto de cartas y funciones de transicion del atlas
de G). Si fijamos la primera entrada de este mapeo como a = e, tenemos que la
funcién 0 : G — G dada por b — b~! es también una funcién suave, que llamamos
la funcién antipoda (o de inversién) del grupo, que al ser involutiva es en par-
ticular un difeomorfismo de G. En consecuencia la funcion que describe el producto

del grupo (a,b) — ab es dada también por una funcién suave p : G x G — G.

Del parrafo anterior podemos deducir que el producto de los elementos del grupo
por un elemento fijo a € G define un difeomorfismo del grupo de Lie G visto como
variedad suave. Llamamos a este la traslacién izquierda (derecha) por a y se denota
Lo (Ra):

L,:z—ax VxedG

(Ry : x— za)

La invertibilidad de las traslaciones es consecuencia de que su inversa es dada
por el inverso en el grupo: L, ' = L, 1 (R,”™' = R,1). Tenemos entonces toda
una familia de difeomorfismos indexados por los elementos de G: son simetrias de su
aspecto de variedad, obtenidas de su estructura algebréica sin ser simetrias en este
aspecto. Sin embargo tenemos los automorfismos internos dados por la conjugacion
ara™! = LyR,-1(z), que vemos en términos de la composicién de las funciones sua-
ves e invertibles que acabamos de ver, por lo que estos automorfismos son ademas

difeomorfismos, siendo entonces simetrias de toda la estructura del grupo de Lie.
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El circulo y la m-esfera son ejemplos que ya hemos mencionado. El circulo es la
variedad subyacente al grupo de rotaciones del plano SO(2), o también al grupo de
complejos unitarios U(1). Los cuaterniones unitarios hacen de la 3-esfera también
un grupo de Lie: Sp(1). El circulo S! y la 3-esfera S* son los tnicos casos entre las

esferas S" con esta estructura.

2.4. Algebra de Lie

Por tratarse de un difeomorfismo, la diferencial de L, nos da un isomorfismo del
espacio tangente en la identidad T, al espacio tangente en a, T,. Podemos definir
entonces los campos vectoriales invariantes por la izquierda de la siguiente
manera: Sea X un campo vectorial y X, el vector definido por este sobre el punto a €
G. Decimos que X es invariante por la izquierda si Va € G se tiene que DL,(X,.) =
X,, de modo que el campo invariante es en cierto sentido un campo constante,
obtenido trasladando el vector X, a todos los puntos de G. En efecto, inversamente
podemos representar cualquier vector X, en 7, como un campo vectorial invariante,
dado por X, = DL,(X.) Ya € G. Todo campo invariante es suave pues la diferencial
de la traslacién es un operador que varia suavemente sobre los elementos del grupo.
De esto resulta que el espacio tangente en la identidad y el conjunto de campos

vectoriales invariantes por la izquierda son espacios vectoriales isomorfos.

Propiedades estructurales del grupo de Lie se pueden observar en una vecindad
infinitesimal del elemento neutro/identidad, donde encontramos a los elementos in-
finitesimales del grupo representados geométricamente por los vectores del espacio
tangente a G en ese punto. De hecho, todo grupo topolégico conexo es generado por
una vecindad de la identidad [3]. Esta situacién es nueva respecto a la teorfa de gru-
pos finitos, donde no hay equivalente natural a los elementos infinitesimales; ahora
entra en juego la llamada teoria local de grupos de Lie. El espacio tangente, T, es
llamado el dlgebra de Lie g del grupo (de Lie) G, que hemos caracterizado como el
espacio de campos invariantes por la izquierda. La no-trivialidad de la conjugacién
en el grupo (consecuencia de su no-conmutatividad) se encuentra representada en el

algebra de Lie por la operacion del corchete de Lie, que podemos explicar en el caso
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de grupos de dimensién finita (como los grupos clésicos de matrices) de la siguiente

manera:

Identificando dos elementos, X e Y, del dlgebra de Lie como vectores tangentes
en la identidad a curvas suaves parametrizadas A(t) = {a;;(t)} v B(s) = {b;;(s)} en
un grupo clésico de matrices G de n x n (donde 4,5 € {1,2,...,n}) que pasan por la

identidad, e, en s =t = 0. Esto es simbdlicamente

d d
t=0 t=07 ije{1,2,..n}
' d d
B(0)= —B@)| = {—bi-(s) } _y
ds s=0 SER ije{1,2,...n}

junto con A(0) = ey B(0) =e.

Para cada t consideramos la curva

que pasa a su vez por e en s = ( y produce una curva parametrizada de vectores

tangentes en el algebra de Lie dada por
D(t) = Cj(0) = A(t)B'(0)A™'(t) = A(t)Y A™\(¢)

Cuyo tangente en t = 0 es a su vez un elemento del dlgebra de Lie (un espacio
vectorial es cerrado bajo limites en el caso de dimensién finita), que por regla de la

cadena es precisamente el corchete de Lie de X e Y:
D'(0) = A(0)YAH0) + A(0)Y(-=A2(0)A'(0)) = XY - Y X = [X,Y]

El corchete de Lie es una operacion que podemos realizar dada una pareja de
campos vectoriales para obtener un tercer campo. Todos los campos suaves sobre una
variedad suave M forman un &dlgebra de Lie de forma natural denotada por (M),

equivalente al conjunto de derivaciones del algebra de funciones [14]. Cabe mencionar
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que el algebra de Lie g es una subélgebra de x(G). En términos de la composicién

de derivaciones, el corchete de dos campos vectoriales X y Y es
(X, Y]=XY -YX

En general un algebra de Lie es un espacio vectorial con una operacién binaria
bilineal antisimétrica que cumple la identidad de Jacobi, que expresada en corchetes

de Lie para campos X.,Y y Z es
(X Y], Z1+ [[Z, X)L Y]+ [[Y, 2], X] =0

Al ser un campo vectorial suave sobre el grupo, todo elemento del algebra de Lie
da lugar una foliacion unidimensional en la regién (abierta) donde este no se anula
(conformada por el conjunto de las curvas integrales del campo). Podemos introducir
un pardmetro ¢ real, que nos permita movernos de forma pareja sobre las hojas (cur-
vas integrales), pasando de una a otra por la traslacién por un elemento (finito) del
grupo. El paso de un elemento infinitesimal a un elemento finito del grupo esta dado
por una generalizacion de la funcién exponencial [14]. Si consideramos el espacio
unidimensional generado por un vector tangente X sobre la identidad, la funcién ex-
ponencial se encargara de doblarlo sobre el espacio curvo del grupo exactamente en la
hoja de la foliacion que pasa por la identidad formando un subgrupo uniparamétrico
de G (cuyas clases laterales son precisamente el resto de las hojas). El algebra de
Lie de un grupo de Lie nos permite entonces reconstruir la componente conexa de
la identidad. Sin embargo sélo determina el grupo mddulo cubierta universal [22].

Revisaremos la nocién de foliacion en la seccién sobre conexiones.

2.5. Definicion de Haz

Un haz principal es una triada P(M,G) que consta de una variedad suave P,
llamada espacio total, sobre la que actia un grupo de Lie G, llamado el grupo
estructural y una variedad suave M obtenida como el cociente de la accién de G,

llamada espacio base. Son 3 las propiedades que caracterizan al haz principal:

1. El grupo G acttia libremente por la derecha en P.
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2. M es el espacio cociente de P por la relaciéon equivalencia inducida por G,

M = P/G, y la proyeccién canénica 7 : P — M es diferenciable.

3. P eslocalmente trivial, es decir, cada punto x € M tiene una vecindad abierta U
tal que 71 (U) es difeomorfa a U x G en el sentido de que hay un difeomorfismo
Y1 (U) — U x G tal que ¥(u) = (w(u), p(u)) donde ¢ es una funcién de
77 1(U) en G que satisface p(ua) = (p(u))a.

Notamos al respecto que:

1. Que la accién de G sea libre implica que la orbita de cualquier elemento del

grupo es difeomorfa al grupo G. En el haz tenemos a P foliado en copias de G.

2. La preimagen de cada punto z de M es una orbita completa de la accién de

G, que llamamos la fibra sobre x, lo que es decir 771(x) = G.

3. La restriccion sobre la funcién v nos dice simplemente que las trivializaciones

locales respetan la accion del grupo.

Para relacionar nuestra definiciéon intrinseca con la construccion del haz por me-
dio de una cubierta abierta necesitamos las funciones de transicién (la construccién
a partir de un atlas). El inciso (3) de la definicién implica que podemos tomar
una cubierta abierta {U,} de M para las que 7~ '(U,) cuenta con un difeomor-
fismo u — (7(u), pa(u)) de 771 (U,) en U, x G tal que ¢, (ua) = ¢, (u)a. Vemos
que ps(ua) (pa(ua)) ™ = ps(waa™ (pa(u)™" = @s(u) (pa(w)) ™" lo que muestra
que este valor depende sélo de 7(u) y no de u. Asi podemos definir las funciones
Vo : U NUg — G como 13a((1)) = ps(u) (po(u)) . Esta funcién asigna a cada
punto z € U,NUpg un elemento de G que establece la relaciéon entre una trivializacién
local y otra: (m(u), pa(u)) <> (7(u), ¢s(u)). La familia de funciones {¢3,} (i.e. para
cada par de conjuntos en la cubierta abierta) son llamadas funciones de transicién

del haz P(M, G) correspondientes a la cubierta {U,}. Estas funciones cumplen:

Pya(2) = Y p(2)Ysa(r) para x € U, N Uz N U,

Conversamente, si partimos de una variedad M con una cubierta abierta {U,} tal

que para cada interseccién no vacia U, NUpg existen las funciones ¢g : U,NUz — G
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de modo que se cumpla la relacién anterior entre ellas, entonces podemos construir
un haz principal P(M,G) con funciones de transicién {1s,} [14]. En lo que sigue

usaremos la palabra haz para referirnos a un haz principal.

Es posible también definir los homomorfismos de haces (y hacer de los haces
principales una categoria). Un homomorfismo entre dos haces P(M,G) y P'(M',G")
es una pareja (f’, f”) dada por un mapeo f’ : P — P y un homomorfismo f” :
G' — G tal que para u € P’y a € G’ se cumple f'(ua) = f'(u)f”(a). Estas
transformaciones son mapeos entre haces que mandan fibras en fibras y por lo tanto
inducen a su vez un mapeo entre las correspondientes bases f : M’ — M. Por
simplicidad se denota a las tres transformaciones por la misma f y escribimos f :
P'(M',G") — P(M,G). Un encaje de variedades suaves es una inmersién (i.e. un
mapeo tal que la diferencial es inyectiva en cada punto) suave, inyectiva y propia (i.e.
en que la preimagen de un subconjunto compacto es compacta), lo que se traduce en
un difeomorfismo con la imagen y que esta misma es una subvariedad del codominio
[12]. Si f : P/ — P esun encajey f : G — G es un monomorfismo entonces
decimos que f es un encaje de haces y a su imagen le llamamos un subhaz de
P(M,G), descrito por f(P)(f(M), f(GQ)).

Un primer ejemplo de haz es el producto P = M x G de una variedad M con un
grupo de Lie G. La accién de G sobre P es simplemente el producto sobre la segunda
entrada (para ¢ € G y (p,a) € P, la accién estd dada por g : (p,a) — (p,ag)).
Se verifican de inmediato todas las propiedades y M resulta el espacio base. A este
haz le llamamos haz trivial. No debe sorprendernos que la trivialidad local de un
haz corresponde precisamente a que todo haz es localmente como el haz trivial, de
hecho es intuitivamente util pensar a los haces en términos de productos cartesianos

torcidos o curvados.

El ejemplo tradicional es el haz de marcos de una variedad suave M de dimen-
sion m, construido de la siguiente manera: sobre cada punto x € M consideramos el
espacio de todas las posibles bases para el espacio tangente a la variedad en ese punto.

El paso de una base a otra esta dada por la accién de un operador en GL(m,R). Al
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fijar una base arbitraria tenemos una correspondencia biunivoca entre las distintas
bases y los elementos de GL(m,R), que naturalmente se trata de un difeomorfismo,

siendo asi G = GL(m,R) el grupo estructural.

Una manera de obtener nuevos haces resulta de la restriccién de un haz inicial:
Si tenemos una subvariedad M’ C M podemos restringir el haz P(M,G) al haz
71 (M'")(M’', @), donde las fibras se preservan y restringimos la accién del grupo al
espacio 71 (M')(M’, G), a este haz le llama porcién del haz P(M,G).

Ademas podemos introducir toda una clase interesante de haces: partiendo de
un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado (tambien de Lie) H, podemos construir
un haz G(G/H, H). La accién de grupo es el producto en G, y las distintas fibras
se corresponden con las clases laterales de H. En el caso de que H sea normal en
GG tendremos que la base es a su vez un grupo de Lie. Retomamos los circulos y
las esferas en la fibracién de Hopf S?(S%S!), que es un caso particular de esta

construcciéon. Lo describiremos paso a paso mediante el algebra de cuaterniones:

1. La esfera S® se corresponde con el conjunto de cuaterniones unitarios. Los
cuaterniones H son vectores de R* vistos de la forma & = a + bi + ¢j + dk,
donde a, b, c,d € R y los elementos 7, 7, k son considerados unidades imaginarias
cuya multiplicacién estd dada por las relaciones i2 = j2 = k* = ijk = —1. El
producto de cuaterniones se sigue de la multiplicacién de unidades imaginarias
y el producto de niimeros reales. La condicion de unitario se refiere a su norma
como vector de R, es decir |£]*? = a® + b* + ¢* + d* = 1. Con respecto a
esta norma el producto de cuaterniones cumple [{n| = [€||n| para £,n € H.
Esto implica que el producto por cuaterniones unitarios es una simetria de S?
y en consecuencia la conjugacién por un elemento ¢ unitario también lo es:
€+ g€q~L. Por cierto, tenemos también la conjugacion de cuaterniones en el
sentido de una involucion & = a + bt + ¢j + dk — a — bi — ¢cj — dk = & que
cumple relaciones andlogas al caso complejo: £€* = |€]2 y (&n)* = n*¢*. Para

unitarios ¢ € H se cumple que ¢~* = ¢*

2. Identificamos R? con el conjunto de cuaterniones imaginarios iR + jR + kR y
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vemos a la esfera S? en este espacio (como el conjunto de cuaterniones imagi-
narios unitarios). De esta manera los cuaterniones unitarios S* pueden actuar
en la esfera S%: simples calculos nos revelan que la conjugacién & — ¢éq* por
cuaterniones unitarios manda cuaterniones imaginarios en cuaterniones ima-
ginarios, ddndonos un homomorfismo de grupos S* — SO(3) cuyo kernel es
{1,—-1} (vale la pena mencionar que S* es isomorfo a SU(2); el homomorfimo

SU(2) — SO(3) es bien conocido en mecanica cudntica).

3. Es facil ver que se puede parametrizar a los cuaterniones unitarios ¢, escri-
biéndolos como ¢ = Cos(f) + uSin(f) donde u es un cuaternién imaginario
unitario, es decir elemento de S?, y @ es real. Ademés de que bajo la conju-
gacién por este elemento obtenemos la rotacién de S? por un dngulo 26 con

centro en u.

4. Entonces definimos la proyeccién del haz 7 : S* — S%, tomando un punto
arbitrario en S?, digamos i, de la forma 7(q) = qi¢*. Es decir, la imagen de
nuestro cuaterniéon unitario ¢ bajo la proyeccién es la imagen de i bajo la
isometria inducida en S? por ¢q. Todos los elementos qw para g € S* y w €
{Cos(8) + iSin(f) | 6 € R} C S* constituyen precisamente la fibra por g
de esta proyeccion: si m(q) = w(p) tenemos qiq* = pip* < pqig'p = 1 &
p*qi(p*q)* = i, lo que implica que la isometria inducida por p*q tiene la forma
w = Cos(0) +iSin(f) de modo que p = wq y en efecto m(qw) = (quw)i(qw)* =
quiw*q* = qiq* = w(q). Asi podemos ver la proyecciéon 7w como la funcién
cociente definida por la accién derecha de S' = {Cos(6) + iSin(0) | 6 € R}
sobre S* dada por el producto cuaterniénico q — quw.

2.6. Haz Asociado

Existe la nocién més general de haz fibrado [3], donde la fibra puede ser distinta
del grupo estructural, y el caso particular de los haces vectoriales en donde las fibras
son espacios vectoriales. Es posible derivar estas estructuras a partir de la teoria de

haces principales mediante la construccion de un haz asociado como sigue:



2.6. HAZ ASOCIADO 33

Partimos de un haz principal P(M, G) y una variedad F en que G actua por la
izquierda. La idea es que haremos de F' la fibra estdndar (es decir, la preimagen de
cualquier punto en la base bajo la proyeccién, salvo difeomorfismo) definiendo un
nuevo espacio total y una proyeccion sobre la misma base, construyendo este nuevo
haz con las trivializaciones locales del haz principal original. Sobre el producto P x F'
definimos la accién de g € G por (p, f) — (pg,¢g ' f). Llamemos E = P x¢g F al
espacio cociente que resulta de esta accion y por el momento lo consideramos solo
un conjunto hasta que le demos una estructura diferencial apropiada.

Ahora definimos lo que serd nuestra nueva proyecciéon a través de la proyeccion
principal m : P — M, primero extendiéndola a P x F' — M componiendo la
proyeccién al primer término con m obteniendo (p, f) +— 7(p) y luego induciendo la
correspondiente proyeccién sobre el cociente 7 : £ — M. Llamamos a 75'(7) la
fibra de E sobre x € M. Para cada x € M existe una vecindad U C M en donde el
haz principal se trivializa, es decir 771(U) ~ U x G. Entonces podemos identificar a
75 (U) con el cociente de U x G x F por la accién definida anteriormente, ahora vista
localmente en 71 (U) x F como (x, g, f) — (z,gh, h™f) para h € G. Asf se sigue que
el difeomorfismo 7~ (U) ~ U x G induce un difeomorfismo 7' (U) ~ U x F [14]. A
través de estas trivializaciones locales podemos inducir una estructura diferenciable
para E usando las subvariedades abiertas 7@1 (U) para una cubierta abierta apropiada

de M. Con esta estructura notamos que la proyeccién 7z es una funcion diferenciable.

Para cada elemento (p, f) € P x F denotamos por pf a su clase de equivalencia

en el cociente P X F' vy por su definicion se cumple que

(pg)f =p(gf)

Asi podemos ver a cada p € P como un mapeo que manda a cada f € F en
pf € E y en consecuencia de F en F, = ;' (), donde z = m(p). Un isomorfismo
entre dos fibras F, = 7' (z) y F, = 75" (y) es un mapeo que se pude representar
como gop !, donde p € 77! (x) y ¢ € 7 *(y) son vistos mapeos de F en F, y F,
respectivamente. Entonces cada automorfismo de la fibra F, (isomorfismo de la

fibra en sf misma) se puede ver como ¢q o p~!, donde los elementos pertenecen a la
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misma fibra (p,q € 77'(x)) lo que nos dice que ¢ = pg para una tnica g € G y el
automorfismo se expresa como pogop~! para un elemento fijo arbitrario p € 7—!(z),
de modo que el grupo de automorfismos de la fibra estd dado por G como grupo

estructural.

Hemos construido entonces el haz fibrado asociado con fibra F' al haz principal
P(M,G), que se denota por E(M, F,G, P). Se tiene a E = P X F como espacio

total, mg la proyeccién sobre la base M y G el grupo estructural.

El ejemplo paradigmatico es el haz tangente a una variedad M de dimension n
(donde M es la base y las fibras son el espacio tangente a esta sobre cada punto)
como haz asociado al haz de marcos sobre M tomando por fibra a F' = R" con la
accién izquierda de G = GL(m,R) dada naturalmente, pues este es el grupo de sus

simetrias lineales como espacio vectorial. Ver [14].

2.7. Conexion

Dado un haz principal P(M, G) se tiene una distribucién intrinseca dada por los
espacios tangentes a las fibras {V,},cp. Una distribucién es una asignacién (suave)
de subespacios vectoriales al espacio tangente sobre los puntos de una variedad; se
trata de un arreglo de direccionamientos de cualquier dimensién. La dimension es
una invariante topologica asi que esta no cambia para una distribucion sobre las
componentes conexas de la variedad, por lo que podemos definir la dimensién de
una distribucién sobre una componente como la dimensién de los subespacios que la
definen en esta. Una conexién en un haz principal es una distribucién suave { H, },¢cp
complementaria a esta distribucién intrinseca, en el sentido de que T,P =V, ® H,,.

Ademas esta distribucion debe portarse bien bajo la acciéon del grupo, es decir
Hpy = Ry H,

donde Ry« es la diferencial de la accién derecha de g € G. En otras palabras: se
requiere que la conexién sea invariante bajo la acciéon del grupo. Pensando en las

fibras como espacios verticales del haz (pues se encuentran sobre cada punto de la
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base) la conexién nos permite movernos de una forma determinada de una fibra a
otra de forma horizontal. Una forma de caracterizar a los espacios verticales {V),},ep
es como el nicleo de la diferencial de la proyeccién vista como funcion entre los
correspondientes haces tangentes, dm : TP — T'M. Los espacios horizontales son
entonces isomorfos bajo esta proyecciéon a los espacios tangentes de la base, de modo
que para cada vector tangente a un punto en la base podemos asignarle un tnico
vector tangente horizontal a cada punto de la fibra. A su vez cada campo vectorial (y
vector) en T'P se puede descomponer en sus componentes vertical y horizontal. Para
tener la nocion de movimiento horizontal en el haz, una nocién geométrica primitiva,

basta explicar el procedimiento del levantamiento de curvas por la conexion:

Dada una curva 7 con extremos en {x, y} y la porcién del haz sobre ella podemos
levantar los vectores tangentes a una distribucién 1-dimensional, que siempre es
integrable en dicha porcién (por el teorema de existencia y unicidad de soluciones
para ecuaciones diferenciales). Partiendo de un punto arbitrario en la fibra 7—!(x)
seguimos la curva integral hasta llegar a un punto determinado en la fibra 7= (y). Es
claro que cada una de estas curvas (una por cada elemento en la fibra) se proyecta
bajo 7 a la curva original . Asi estas curvas unen a las fibras de forma horizontal por
las cuales podemos realizar el transporte paralelo de vectores de la fibra 7! (z) ala
fibra 7= !(y), lo que antes mencionamos intuitivamente como movimiento horizontal.
Asi pues una conexiéon en efecto conecta las distintas fibras en forma especifica a lo

largo de una curva en el espacio base.

En esta discusion estd implicito un concepto que mencionamos al final de la
seccién sobre dlgebras de Lie, hablamos entonces de foliaciones. Estas son esen-
cialmente particiones de una variedad suave en variedades disjuntas de dimension
constante localmente: en el caso 1-dimensional hablamos del conjunto de curvas in-
tegrales de un campo suave que no se anule en ningtin punto. La integrabilidad
de una distribucién se refiere a la existencia de una foliacién (mazimal) de la varie-
dad tal que los espacios tangentes a las hojas (estas son las distintas componentes
conexas de la foliacién) son precisamente los subespacios de la distribucién, de la

misma forma en que las curvas integrales tienen como tangentes al campo que las
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define [16].

La integrabilidad de una distribucién suave esta caracterizada por el teorema
de Frobenius. Sabemos que sobre una variedad M el espacio de todas los campos
vectoriales (M) forma un élgebra de Lie. La condicién de integrabilidad dada por
este teorema es que el subespacio de campos vectoriales restringidos a la distribucion
en cuestion sea ademas una subalgebra de Lie. Esto es decir que el corchete de Lie de
dos campos vectoriales contenidos en la distribucion sea un campo también contenido
en ella. No siempre es posible integrar la distribucién de la conexién (de espacios
horizontales) a diferencia de lo que pasa con los verticales donde las fibras mismas
constituyen la foliacién integral. De hecho una condicién necesaria y suficiente para
que esto suceda es que el haz tenga curvatura cero [14]. En el caso antes mencionado
de una distribucién 1-dimensional arbitraria resulta facil comprobar la condicién del
teorema de Frobenius: dos campos vectoriales en esta distribucién se pueden describir
como multiplos escalares de un mismo campo vectorial &, que determina una base
local de los direccionamientos 1-dimensionales. Si los campos en cuestién son f€ y

g€, donde f y g son campos escalares, se tiene que su corchete es

[f€, 9€] = (f(€g) + 9(£f))¢

el cual es nuevamente un miltiplo escalar de &, por lo que la distribucién es integrable.

Para un tratamiento mas detallado sobre los haces principales, conexion, curva-
tura y el teorema de Froebenius refiero al libro Principal Bundles The Classical Case
por Stephen Sontz [20] publicado recientemente en compaiia de un tomo en el que
trata también el caso cudntico de los haces principales [21], mismo que expondremos

en una primera aproximacion en esta tesis.



Capitulo 3
Geometria Cuantica

La geometria cuantica es un entorno en que se extiende la nocién clasica de
espacio. Cuando hablamos de un espacio, en sentido clésico, queremos decir un
conjunto de puntos dotados de cierta estructura. Por ejemplo, un espacio topolégico
es un conjunto de puntos con una topologia dada por una familia de subconjuntos que
llamamos abiertos. En el caso de un espacio métrico se tiene una funcién (valuada
en numeros reales) con parejas de puntos como argumentos, llamada la métrica.
Un espacio de medida toma ciertos subconjuntos como elementos de una sigma-
dlgebra para los que tenemos una funcién de medida valuada en los reales (o a
veces en los complejos). En el caso de una variedad suave; un atlas y funciones
de transicion. Esta formalizacion se llevé a cabo entre los siglos XIX y XX; estos
conceptos han demostrado ser precisas y elegantes formulaciones de propiedades
geométricas de las que estan dotados los modelos y las teorias cientificas, que son
a su vez abstracciones de los sistemas observables en la naturaleza, permitiéndonos
un andlisis profundo que ha dado lugar, por un lado, a grandes avances cientifico-
tecnoldgicos y, por otro, al estudio de espacios abstractos alejados de nuestra intuicién
directa pero que estan al alcance de dichos formalismos, dando lugar a una ampliacién
de los horizontes de la intuiciéon. Trabajar en cierto entorno geométrico limitado
permite identificar relaciones no evidentes a un nivel profundo, fundamentado en el
lenguaje desarrollado. La Geometria Cuantica propone un paso en esta direccion:

reubica las estructuras geométricas bajo otro marco conceptual, del algebra y el
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analisis funcional, y abre una brecha hacia el mundo de los espacios cuanticos, antes
desconocidos, en los cuales, a pesar de su rareza (en contraste con los espacios antes

mencionados, en general un espacio cuéntico no tiene puntos), persiste la geometria.

Como concepto la geometria cuantica surge de la necesidad construir un formalis-
mo coherente para la fisica cuantica. Desde sus inicios hasta su formulacién moderna
(por Schrédinger y Heisenberg) se han reconocido inconsistencias en los fundamen-
tos de la teoria, que fueron siempre solventados por sus resultados experimentales,
particularmente en la epistemologia de la realidad fisica y la medicion [18]. Eins-
tein era consciente de incompatibilidades tedricas entre las variedades suaves usadas
en relatividad y la cualidad discreta del mundo cuantico. Una idea para solucionar
estas complicaciones consiste en introducir en la geometria las nociones cuanticas
de indeterminacion y estocasticidad. La geometria cuantica se propone como dicho
formalismo para la introduccién de estas fluctuaciones cudnticas negligibles a esca-
la macroscépica, pero esenciales en longitudes cercanas a la longitud de Plank [6].
Es notable el hecho de que ejemplos de espacio cuantico surgen en situaciones de
contexto clasico, en los cuales no es posible dar un estructura geométrica coherente
al espacio, como es el caso del espacio cociente de un foliacién ergddica o el de las

teselaciones de Penrose [4].

Un primer paso conceptual que da lugar a la geometria cuantica esta en la re-
presentacion algebraica de las estructuras geométricas clésicas. Sobre un espacio
dado podemos considerar el conjunto de funciones complejo-valuadas definidas so-
bre este espacio restringiéndonos al subconjunto de estas funciones que soportan la
estructura geométrica en cuestién: en el caso de la topologia nos interesan las funcio-
nes continuas complejo-valuadas; sobre la estructura diferencial, las funciones suaves
complejo-valuadas (que forman un subconjunto de las continuas); para una medida
sobre el espacio, las funciones medibles. Gracias a la estructura algebrdica de los
numeros complejos estos conjuntos de funciones, equipados con la norma apropiada,
adquieren una estructura de dlgebra C* (pronunciado c-estrella) en el caso topoldgico,
y de algebra de Von Neumann para las medibles. Resulta que esta algebra determina

de forma biunivoca el espacio al que estd asociado, siendo un invariante algebrdico
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perfecto: Para todo espacio de Hausdorff localmente compacto el algebra de funcio-
nes forma un dlgebra C* conmutativa y toda dlgebra C* conmutativa es el dlgebra
de funciones de algin espacio, dandonos una equivalencia de categorias. La relacion
es andloga entre dlgebras de Von Neumann conmutativas y espacios de medida [4].
En este capitulo discutiremos principalmente aspectos topolégico-diferenciales (la to-
pologia es considerada tradicionalmente la estructura geométrica més primitiva) de
los espacios y su traduccion en algebras conmutativas, por lo que nuestros espacios
clasicos modelo seran las variedades topoldgicas y las variedades suaves (dependien-
do del contexto). Los espacios cudnticos resultan de la generalizaciéon a algebras
no-conmutativas, en las cuales los conceptos geométricos siguen teniendo sentido
y donde los elementos del dlgebra se interpretan como funciones continuas/suaves
complejo-valuadas sobre el espacio cuantico (el cual no conocemos directamente sino
a través de su dlgebra). Se extiende la equivalencia a la més amplia categoria de
espacios cudnticos [23] y dlgebras no-conmutativas. Asi vemos a la geometria clasica
como un caso particular de la cudntica (el caso conmutativo). Es por eso que la geo-
metria cuantica es llamada, de forma mas precisa pero menos sugerente, geometria
no-conmutativa. Al tratar directamente con el algebra de funciones nos vemos obli-
gados a manipular elementos geométricos globales en lugar del enfoque clasico de

coordenadas, conjuntos abiertos y puntos.

3.1. Algebras C*

Un algebra C* es un algebra normada completa sobre C, A, con un operador
(estrella)

x: A— A
x:a+—a*

que cumple (a¢*)* = a (involutividad), (a + b)* = a* 4+ b* (aditividad), (ab)* = b*a*
(anti-multiplicatividad) y (Aa)* = Aa* (anti-linealidad sobre los complejos) donde

a,b € A, ademés de la condiciéon C*:

laa*[| = [|al|?



40 CAPITULO 3. GEOMETRIA CUANTICA

En particular la condicién C* implica que ||a*|| = ||a||. El dlgebra C* es entonces
una *-algebra normada completa sobre los complejos que cumple la condicién C*.
Notamos como el operador * es andlogo a la conjugacién compleja y que sus propie-
dades son condiciones de compatibilidad con el resto de la estructura del algebra. De

hecho se verifica inmediatamente que los complejos C son un algebra C*.

Resulta que para estos espacios los morfismos relevantes son los *-homomor-
fismos (unitales), es decir funciones ® : A — B entre dlgebras C* que son lineales,
multiplicativas y hermitianas (y que, en el caso de dlgebras con unidad, que preservan

dicha unidad), que para z € C y f, g € A significa respectivamente que
(zf +g) = 22(f) + 2(9)

(fg) = 2(f)2(g)
O(fr) = (f)®
(®(14) = 1p)

Un *-homomorfismo unital de un algebra A en los complejos es llamado caracter
de A.

Un hecho interesante es que en un algebra C* la estructura métrica estd com-
pletamente determinada por la estructura algebriica: para cada x-algebra existe a
lo méds una tnica norma que la hace un algebra C*. Se puede demostrar que to-
do *-homomorfismo de dlgebras C* es una contraccién (y en particular es continua

respecto a las correspondientes métricas), es decir que para toda f € A

(Nl < [1f]]a

Esto implica como afirmamos antes que la métrica de un algebra C* es tnica
dada su estructura de x-algebra y ademés que todo isomorfismo de dlgebras C* es

isométrico [13].
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A continuacién daremos unos ejemplos de dlgebras C*. Trataremos las dlgebras
C(X), Co(X) y B(H) que son las relevantes al teorema de Gelfand-Naimark que

expondremos mas adelante.

Para un espacio topolégico X compacto y de Hausdorff consideremos el conjunto
de funciones continuas complejo valuadas C'(X) = {f : X — C}. Este espacio
se enviste de forma natural con la suma, producto y producto por escalares dadas

puntualmente por las operaciones en C
(f+9)(x) = f(x)+ g(x)

(f9)(x) = f(x)g(x)
(af)(@) = af(x)
con f,g € C(X),z € X yaeC.Y junto con un operador * inducido puntualmente
por la conjugacion compleja
[(x) = f(2)
hace de C'(X) una x-dlgebra conmutativa con la funcién constante 1 como unidad.

Luego, s1 envestimos a este espacio con la norma del supremo
[ £1] = sup{|f(2)[}
reX

verificamos que C(X) es un algebra C* conmutativa con unidad. Sabemos ademds
que esta norma esta dada por el maximo en algin punto, ya que toda funcién sobre
un compacto de Hausdorff esta acotada y alcanza dicho maximo. En efecto la norma

del supremo hace de C(X) un espacio completo [19].

De forma andloga el espacio Cy(X) de las funciones continuas sobre un espacio
de Hausdorff localmente compacto que decaen hacia el infinito (i.e. para las que
Ve > 0 3K C X conjunto compacto tal que |f(z)| < e Va € X — K) es un algebra
C* conmutativa sin unidad (la funcién constante 1, la tnica alternativa de unidad
para un espacio de funciones con operaciones puntuales, no es parte de este espacio

pues no decrece al infinito salvo en el caso de que X sea compacto, en cuyo caso

Co(X) = C(X)).
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El otro ejemplo importante, y del que podremos representar a todas las algebras
C*, es el espacio de operadores acotados B(H) de un espacio de Hilbert complejo H.
Recordamos que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno,
completo bajo la correspondiente norma inducida. B(H) esta dado por las transfor-
maciones lineales T' : H — H para los que se existe una constante que limita la

expansion de los vectores, es decir que existe M € R tal que para toda v € H

T ()] < M]v]]

Estos son los operadores para los que se define la norma de operadores, que
estd definida como la minima M que cumple dicha propiedad. El operador * es la
adjuncion de operadores dada por el producto interno, es decir, que T™ es el tinico

operador tal que para todo v,w € H
<T),w>=<v,T"(w) >

Asi, junto con la suma de operadores y composicién de estos como producto se

verifica que B(H) es precisamente un algebra C*.

Como caso particular tenemos el caso en que H es de dimension finita: el algebra
de matrices cuadradas complejas M, (C). Con la suma y producto tradicionales de
matrices, el operador * dado por la adjuncién (transposicién y conjugacion de la
matriz) y la norma de operadores esta es también un algebra C* no conmutativa

(para n > 2).

Hemos de mencionar que la nocién de C*-subdlgebra para algebras C* es di-
recta. Una x-subalgebra es un subespacio vectorial del algebra, cerrado bajo el
producto y el operador x. Claramente una x-subdlgebra de un algebra C* es a su vez
C* si y solamente si es un subespacio cerrado (i.e. estdn contenidos todos los limites

de sucesiones de Cauchy).
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3.2. Teorema de Gelfand y Naimark

El teorema de Gelfand-Naimark nos dice que toda dlgebra C* conmutativa es
precisamente el dlgebra de funciones continuas sobre un espacio localmente compacto
(X) que decaen hacia el infinito (Cp(X)) o el algebra de las funciones continuas
(C(X)) en un espacio (X) compacto en el caso de tener unidad. El articulo que
contiene la demostracion de este resultado fue publicado en 1943 y en general se

considera el lugar de nacimiento de la teoria de dlgebras C* [11].

Si F': X — Y es una transformacion continua entre espacios topologicos com-
pactos, entonces podemos definir un morfismo F C(Y) — C(X) dado por el
pullback:

F(f)=foF , para f € C(Y)

Claramente F' es un x-homomorfismo. Las asignaciones X — C (X)y F — F
definen un funtor contravariante de la categoria de espacios de Hausdorff compactos y
las funciones continuas en la categoria de algebras C* conmutativas con unidad y los
x-homomorfismos unitales. Definiremos ahora un funtor en sentido opuesto: Dado un
s-homomorfismo unital F': A — B obtendremos de este funtor la expresién Q(F) :
Q(B) — Q(A). Q(B) y Q(A) son los correspondientes espacios de caracteres con
la topologia #-débil (definida en los espacios duales de estas dlgebras como veremos
en la siguiente seccién) y Q(F') esta definida por Q(F)(k) = k%, con k* € Q(A) el
pullback de k € Q(B)

k*(a) = ko F(a) paraa € A

Israel Gelfand y Mark Naimark probaron que estos dos funtores son cuasi-inversos
uno del otro, siendo cada uno una equivalencia de categorfas [13]. Esto es equivalen-
te a la existencia, para todo espacio de Hausdorff compacto X y toda dlgebra C*

conmutativa con unidad A, de los isomorfismos naturales
X — Q(C(X))
A — C(QA))

dados por = +— K, y a > a respectivamente (en cada caso estos homomorfismos

llevan a un elemento en la correspondiente funcién de evaluacion).
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La equivalencia de categorias expresada anteriormente aplica también en el caso
(no necesariamente compacto) de los espacios de Hausdorff localmente compactos y
las algebras conmutativas. Sin embargo, para que se dé dicha equivalencia, debemos
restringir los morfismos permitidos a las transformaciones propias (aquellas trans-
formaciones continuas para las que la imagen inversa de un compacto es compacta)
y *-homomorfismos propios, que son los que mandan unidades aproximativas en
unidades aproximativas [13]. Una unidad aproximativa en un algebra A es una red

{e;}icr tal que para cada elemento a € A e;a — a y equivalentemente ae; — a.

Otro de los resultados importantes en este articulo tiene que ver con la represen-
tacion de las algebras C*. El enunciado dice lo siguiente: Toda dlgebra C* es isomorfa
a una C*-subdlgebra del dlgebra B(H) de operadores acotados sobre un espacio de
Hilbert H. En particular toda dlgebra C* A de dimensién finita es isomorfa a la

suma directa de una cantidad finita de espacios de matrices sobre C

A2 M, (C)® My, (C)& ... M, (C)

3.3. Conceptos Geométricos Fundamentales

En lo que sigue de esta exposicién consideraremos en general a X como una
variedad suave, salvo que se diga otra cosa, a razén de que en estos espacios es donde
se desarrolla de manera mas natural la intuicién fisica del espacio y donde es posible
definir la mayoria de los conceptos geométrico-diferenciales. Debemos mencionar que
es en la reconciliacion de las fluctuaciones cudnticas con la estructura suave del
espacio-tiempo en relatividad general donde esta teoria matematica puede resultar
de especial interés [6]. También tenemos la razén secundaria de que no perdemos
nada esencial en el contexto de esta tesis al reducir la generalidad de esta discusion.
De hecho, para nuestras intensiones, resulta indiferente si tomamos el dlgebra de
funciones continuas C'(X) o el dlgebra de funciones suaves C>°(X) de la variedad
suave X pues nuestro interés esta en generalizar las estructuras a algebras arbitrarias

(estas dlgebras pueden a su vez pensarse como funciones continuas o suaves sobre el
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espacio cuantico dependiendo de otras consideraciones).
Punto y Parte

Para un espacio compacto X es posible ver a cada punto x € X como un elemento

del espacio dual de C'(X), es decir una funcién
Kyt C(X)— C

dada por

Estamos viendo entonces a cada punto como una funcion de evaluacion de los
elementos de C'(X) sobre si mismo. Se verifica facilmente que esta funcién de evalua-
cién es un x-homomorfismo unital de algebras, es decir que k, es un caracter. Para

x # y se tiene que K, # Ky, por lo que la asociacién x — K, es inyectiva.

Ya hemos definido a las funciones k : A — C que son *-homomorfismos (uni-
tales) de algebras como caracteres del algebra A. El resultado concreto que nos
da el teorema de Gelfand-Naimark es el siguiente: dada un algebra conmutativa con
unidad arbitraria A, el conjunto de caracteres {2(A) en el espacio dual, A* con la to-
pologia *-débil, es un subespacio X := Q(A) C A* tal que C'(X) = A. La topologia
x-débil es la topologia mas gruesa (es decir, con la menor cantidad de conjuntos
abiertos) en A* que hace a las funciones evaluacién inducidas por los elementos de A
continuas: para f € A, la funcién evaluacién es Ty : A* — C, donde T¢(¢) = &(f)
para ¢ € A*. De esta forma tenemos una generalizacion del concepto geométrico de

punto a la nocién algebraica de caracter.

Con un conjunto cerrado A en un espacio X podemos construir el ideal Jy = {f €
A | fla = 0}, donde A = C(X), de aquellas funciones que se anulan en dicho conjunto
cerrado. De forma inversa podemos pensar que un ideal del algebra es equivalente
a un conjunto cerrado, es decir, a una parte de X. Fijémonos en lo siguiente sobre

el cociente de &dlgebras: Si A y B son algebras C* y tenemos un *-homomorfismo
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suprayectivo F' : A — B, podemos construir un isomorfismo de algebras F: A/
J — B, donde J = Ker(F'), que cumple ﬁOp = Fdondep: A — A/J es la
proyeccion candnica. Con las operaciones por representantes y la norma dada por
l|la|| = infpes{||a+b||}, se tiene que A/J es a su vez un édlgebra C*. En particular, si

F corresponde a la restriccién a A de las funciones en C'(X) tenemos que
C(X)/Jr=C(A)

Sin embargo resulta que casi todas las algebras no-conmutativas son simples, por
lo que no podemos distinguir partes en los espacios cuanticos. A su vez estas algebras

C* no-conmutativas no tienen caracteres, por lo que se trata de espacios sin puntos

[6].

Si bien podria considerarse escandaloso hablar de espacios sin partes o puntos,
los espacios cudnticos presentan estructuras y conceptos a su vez fundamentales en

geometria.
Transformaciones y Simetrias

Las funciones suaves entre espacios inducen a su vez homomorfismos de las alge-
bras correspondientes. Si F': X — Y es una transformacién entre espacios tenemos
el correspondiente homomorfismo F : C (Y) — C(X) dado por el pullback:

F(fy=foF

Resulta entonces que Fes inyectiva si y sélo si F' es suprayectiva, e inversamente
F es suprayectiva si F' es inyectiva. Como consecuencias un homeomorfismo (difeo-
morfismo) entre espacios induce un isomorfismo de las correspondientes &dlgebras.
Asi tenemos que las simetrias de los espacios estan dados por simetrias de las dlge-
bras. Los automorfismos de un dlgebra C* no-conmutativa son entonces simetrias
de un espacio cuantico. Existe también la simetria de un espacio dada por la accién
de un grupo, como vimos en el capitulo anterior, pero abordaremos esta posibilidad

cuando tratemos con los grupos cuanticos.
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Campo Vectorial

Los campos vectoriales también tienen equivalentes cuanticos. Un campo vectorial
suave en una variedad X nos permite derivar los elementos del dlgebra A = C*°(X)
de funciones suaves sobre la variedad (tomando en cada punto la derivada direccional
inducida por el vector en ese punto). En efecto el campo vectorial induce una deri-
vacién. Una derivacion en un algebra es una funcién ¢ : A — A lineal no trivial

que cumple la regla de Leibniz:

o(fg) = ¢(f)g + felg)

Se puede demostrar que el conjunto de derivaciones del algebra de funciones
suaves sobre una variedad suave es isomorfo al conjunto de campos vectoriales
[14], tratdndose en ambos casos de un &lgebra de Lie. Partiendo de un &lgebra
no-conmutativa arbitraria podemos entonces definir los campos vectoriales como

derivaciones del algebra.
Producto Cartesiano y Unién Disjunta

Intuitivamente es claro que el algebra de funciones de la unién disjunta de dos

espacios esta dada por parejas de funciones de cada uno
CXu)eCoX)ae ()

pues de la misma forma en que cada espacio mantiene una topologia propia en la
union, cada funcional esta descrita completamente por su restriccién a cada uno de
los componentes de esta. Asi, la suma directa de dlgebras C* es geométricamente
la unién disjunta de espacios cudnticos (es un algebra C* con las operaciones por
componentes). La situacién es distinta con el producto cartesiano, en el cual ambos
espacios se combinan en un objeto con una topologia no trivial. En este caso el

algebra correspondiente estd dada a través del producto tensorial

CXxY)2COX)eC®Y)
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Sin embargo en el caso no-conmutativo el producto tensorial algebraico de dos
algebras C* puede no ser completo, la identidad anterior se refiere al producto tenso-
rial C* Sean Ay B dos algebras C*, entonces necesitamos que la norma de A®g, B

cumpla

lla @bl = lal[lb]]

y definimos el producto tensorial C* por la cerradura del espacio bajo dicha

norma:

A®B=A®.,B

En general es dificil describir explicitamente el dlgebra C(X) para un espacio
compacto de Hausdorff arbitrario X pero esto es posible para espacios suficientemente

sencillos:

Sea X = {-} el espacio singular de un punto, entonces es evidente que C'(X) = C.

Se sigue entonces que el espacio X = {P;, P,, ..., P,} que consta de n puntos nos da
C(X)=Cnm

En el caso del cfreulo unitario tenemos que C(S') < U >= {3101 U | n €
Z,c; € C} donde U es un elemento unitario, es decir UU* = 1 o equivalentemente
U :S' — C es tal que su imagen es precisamente S! C C (esta algebra se puede
describir como el algebra libre sobre el generador U introduciendo la operacion * y la
relacién UU* = 1). Para verlo evaluamos un caracter en el generador U del dlgebra

lo que nos indica que k(U*) = k(U™!) o equivalentemente x(U) = ﬁ, de modo que

|k(U)|> = 1. Es asf que cada caracter estd determinado por un complejo de médulo

1, es decir que esta dlgebra corresponde precisamente a S'.

Asf podemos calcular el dlgebra de funciones del toro St x S, que es < U > ® <

V' > con U y V elementos unitarios.
Compactificaciones

Dos compactificaciones fundamentales en topologia son la de Alexandrov y la de
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Stone-Cech. Una compactificacion corresponde a la construccién de un espacio com-
pacto a partir de un espacio topologico. En términos mas precisos, se trata de un
espacio compacto en el que podemos encajar de forma densa un espacio topoldgico
inicial. Como lo sugiere el teorema de Gelfand-Naimark, podemos asociar la compa-

cidad de un espacio con la existencia de un neutro/unidad en su élgebra de funciones:

A nivel de las dlgebras C* la compactificacion de Alexandrov corresponde a la
unitalizacién del dlgebra (siendo el dlgebra C* unital mas pequena que contiene al
algebra inicial como un ideal). La compactificacién de Alexandrov consiste en anadir
el infinito al espacio para compactarlo, como es facil visualizar en la proyeccién
estereografica (compactificacién de R? en S'). Por otro lado tenemos que la compac-
tificacion de Stone-Cech, que es la compactificacion més grande en el sentido de que
cualquier funcién continua del espacio en un compacto se factoriza de forma tnica
por esta (su propiedad universal), se realiza al nivel de las dlgebras C* como el espacio
asociado al dlgebra de multiplicadores, definida como el dlgebra C* M(A) més
grande que contiene al algebra inicial A como un ideal esencial o més precisamente
por una propiedad universal dual a la de la compactificacién: para cualquier algebra
B que contenga al algebra A como ideal esencial existe un tnico *-homomorfismo

B — M(A) que se restringe a la identidad en A.

3.4. EIl Toro Cuantico

Consideremos un dlgebra C* generada por dos elementos unitarios Uy V', simbdli-
camente B =< U,V >. Esto es el dlgebra libre en dos generadores (que consta de
todos los productos entre ambos y sus *, y todas las combinaciones lineales finitas
de estos productos) médulo las relaciones UU* = VV* = 1, junto con una condicién
especial de no-conmutatividad: UV = zV'U donde z € C\ {0}. El caso z = 1 corres-
ponde al del dlgebra conmutativa en estos dos generadores, y si k es un caracter de

esta algebra tenemos que:

kK(UU") =k(VV*) =k(l) = k(U)k(U) =c(V)r(V) =1

= [p(U)] =1 = |x(V)]
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Como cada caracter de esta dlgebra esta determinado por sus valores en los gene-
radores, esta 1ltima ecuacién nos dice que cada caracter es descrito por una pareja de
complejos unitarios. Inversamente, dada una pareja de complejos unitarios podemos
definir un caracter definiendo su valor en los generadores como dicha pareja. De este
modo los caracteres entran en correspondencia biunivoca con S* x S!: esta 4lgebra es
el algebra de funciones complejas sobre el toro y de acuerdo a lo que vimos antes del
algebra del toro tenemos < U,V >=< U > ® < V >. Resulta inmediato descubrir

que la definicion de estos caracteres solo es valida para el caso conmutativo:
k(UV) =k(zVU) = k(U)k(V) = 2z6(V)R(U) = 2z6(U)r(V) = 2z =1

Tenemos entonces para z # 1 un algebra no conmutativa B con unidad represen-
tando a un espacio cuantico compacto (por tratarse de un algebra con unidad) cuyo
limite conmutativo es el toro, llamamos a este espacio el toro cuantico. La idea
aqui nos puede recordar a la ruptura de simetrias en teoria cuantica: Woronowicz
expone que la existencia de los grupos cuanticos permite deformaciones continuas no
triviales de grupos de simetria, que describen observables fisicas, que de otra forma
sélo admiten deformaciones triviales [25]. El toro cudntico es un bonito ejemplo de
espacio cuantico pues tenemos el caso del toro clasico a un pardmetro de distancia,

describiendo una cuantizacion del toro.

3.5. Grupo Cuantico y Algebra de Hopf

Supongamos que G es un grupo de Lie compacto. Hemos visto como traducir
al lenguaje de &dlgebras C* ciertas estructuras y construcciones algebrédicas. Entre
estas la mas relevante para nosotros sera la de grupo cuantico como generalizacién
de grupo de Lie. Como vimos en el capitulo anterior, el grupo esta determinado por

una operacion binaria dada por una funcién suave
p:GxG— G

asociativa, con la existencia de un neutro e € Gy una funcion de inversion. Po-
demos enunciar estas propiedades en términos de funciones suaves que realizan la

conmutatividad de ciertos diagramas, en el caso de la asociatividad tenemos
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GXGXGLM)GXG

lldx,) l”

GxG—" @

El neutro se puede definir como una funcion
e:{} —GC

que hace conmutar los siguientes diagramas, donde p; es la proyeccion en el i-ésimo

término del producto cartesiano

exId

{}xG—GxG

~

G

Idxe

Gx{}—GxdC
G

que corresponden al neutro por la izquierda y por la derecha respectivamente. Anélo-

gamente expresamos la existencia de inversos por una funcién
0:G— (G

llamada funcién de inversién, que hace conmutar los siguientes diagramas (nue-
vamente, representando la propiedad izquierda y derecha, de los inversos, respecti-
vamente) donde diag es el mapeo diagonal g — (g, g):

Oxid

G-, axa-X axa

l |

{-} - G
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G&GXGMGXG

l |

{} - G

Ahora, elaborando sobre la teoria expuesta en lo que va de este capitulo, duali-

zamos esta estructura al mundo algebréaico reemplazando cada espacio en estos dia-
gramas (por ejemplo G) por su correspondiente algebra de funciones (A = C(G)) y
cada transformacién por el correspondiente morfismo, que recordamos esta dado por
el pullback. La orientacién de los diagramas quedard invertida por la contravarianza

de este funtor. Entonces tenemos para A = C'(G) morfismos de élgebras
p=p: A—3ARA, e=¢:A—Cy(:=0:A— A

que hacen conmutar los siguientes diagramas

A— 2 s AxA

\P’ l¢®f da

AR A A9 A0 A

A—2 S A0A

b2
\ l&@]dA

CeA

A—2 v A0 A

l( ®Ida

€ AR A
|
C———A

Hemos utilizado que el pullback del producto cartesiano de mapeos se traduce al
producto tensorial del pullback de los mismos, de donde obtuvimos los homomorfis-

1MosSs

pxlde=p@Tdg, Ide x p=1Tdg®p, ex ld=¢@Iday 0 x Idg =0 ® Idg
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en los que hicimos el cambio de notaciéon por ¢, € y (. Ademas usamos que natural-

mente I/dE = Id 4 (esta es una de las propiedades de un funtor).

El primer diagrama corresponde con la asociatividad de la multiplicacién p (des-
cribe la propiedad de co-asociatividad), mientras el segundo y tercero corresponden
a las propiedades izquierdas del neutro y de la funcién de inversién (las derechas se

tienen andlogamente).

Mediante un salto (no trivial como veremos al final de esta seccién) generali-
zamos directamente esta estructura pensando en A como un dlgebra C* arbitraria,
no necesariamente conmutativa, dotada de funciones ¢, € y ¢ (jugando los papeles
de p, éy é), que hacen conmutar estos diagramas; llamamos a estos morfismos la
co-multiplicacion, el co-neutro y la antipoda. Un espacio cuantico dado por un
algebra C* junto con una co-multiplicacién co-asociativa con co-neutro y antipoda es
la nocién de grupo cuantico que usaremos en el siguiente capitulo para las simetrias
del haz principal cuantico. Hay que notar, consecuencia directa de la actual presen-
tacion, que el grupo de Lie resulta un caso particular de grupo cudntico (cuando A

es conmutativa).

Hay que comentar unos detalles importantes de los grupos cuanticos asi definidos.

Al dualizar la estructura como hemos hecho resulta que:

= El co-neutro € es un caracter por lo que cada grupo cuantico tiene por lo menos

un punto.

= El pullback del mapeo diagonal falla en ser un homomorfismo continuo en
general. En ciertos casos podemos representar a este mapeo como el producto

del algebra: z ® y — xy.

» La antipoda es un anti-homomorfismo, queriendo decir que (2 es un homomor-
fismo (de hecho, por corresponder a la funcién de inversién, en el caso cldsico

2= 02 es la identidad). La antipoda para el grupo cudntico cumple

¢(ab) = ¢(b)¢(a)
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¢(a”) = (C"H(a))" & C((a)) =a (3.1)

por lo que es un homomorfismo continuo sélo en el caso en que el algebra es

conmutativa.

La ecuacion (3.1) es llamada condicién de Woronowicz; se refiere al hecho de
que el grupo cuantico es un algebra de Hopf involutiva o x-algebra de Hopf.
Un élgebra de Hopf es al mismo tiempo dlgebra y co-dlgebra asociativa, provista de
un mapeo antipoda [17]. En el caso conmutativo la antipoda es involutiva pues la
definimos a partir de la funciéon de inversién del grupo, pero en general la antipoda
puede ser un anti-homomorfismo no involutivo. La estructura representa la geometria
del espacio (cudntico), mientras la co-estructura su aspecto algebrédico como grupo

de simetrias.

Podemos ver una asimetria conceptual del caso conmutativo y el caso no-conmu-
tativo: En el segundo nuestros morfismos dejan la categoria correspondiente (¢ no es
homomorfismo). Ademds, la existencia de un punto cldsico en cada grupo cuéntico
(dado por el co-neutro) deshomogeiniza la teoria. El trabajo reciente de Durdevich
resuelve esta situacién mediante la categoria trenzada como un modelo general de

simetria que incluye en un mismo marco conceptual a grupos clasicos y cudnticos [9)].

3.6. SU(2) Cuantico

Para cerrar el capitulo presentaremos un ejemplo de grupo cuantico desarrollado
por Woronowicz [24]. Este es un caso particular de su teoria sobre grupo cudnticos
compactos cuya construccion consiste en un algebra C* generada por las entradas de

una matriz cuadrada [25].

El grupo SU(2) clasico consiste en los operadores unitarios con determinante

igual a 1, que podemos representar como un conjunto de matrices de la forma

—b
U:( _>|a,bE(Cy|a|2+]b|2:1
b @
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donde la ultima ecuacion se deriva de la restriccidén sobre el determinante de U.

Con esto en mente consideremos la matriz

o —py”
U ={uij}ijeqnoy = (’y . )

«

cuya forma es andloga a las matrices de SU(2) salvo un pardmetro p € [—1,1] \
{0} de no-conmutatividad o deformacion. La entradas de esta matriz son elementos
abstractos, con los que construiremos el grupo cuantico, a los que aplicamos una
operacién *x en lugar de la conjugacion compleja. Suponer que esta matriz es unitaria
en el sentido usual quiere decir que bajo el producto de matrices cumple UU* =

1y U*U = 1, de donde obtenemos (respectivamente por columna) las siguientes

relaciones
w ot 4 pPyty =1 e o+ y'y=1
Y =yt o Yt = pay*
ot = poty * ay = pya
s Y+ afa=1 o [PyV +aa* =1

que podemos reducir, sin redundancias, al siguiente conjunto (o)

o aat + ptyry =1 o ay = o
0a*a+’y*7=1 O,y,y*:,y*,y
o oyt =yt

La forma de la matriz U no es arbitraria, se deriva de consideraciones concer-
nientes al determinante de la matriz: en lugar de solicitar la unimodularidad de U
(es decir det(U) = 1) se requiere de U una condicién de unimodularidad torcida [24]

que se define para operadores en My(B), el espacio de matrices con entradas en un
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algebra no-conmutativa B. Esta condiciéon nos da tanto la forma de la matriz como

el conjunto de relaciones ©.

Ahora necesitamos de unas construcciones algebréicas que nos seran de utilidad en
el resto de este trabajo: el dlgebra de grupo y el dlgebra libre. Estos objetos, junto con
el grupo libre y espacio vectorial libre, resultan de una operaciéon a nivel conceptual:
el uso de reglas de sintaxis algebraicas sobre un conjunto de elementos para construir
un objeto con los minimos requerimientos para ser compatible con la estructura en
cuestién (grupo, espacio vectorial, dlgebra). Partiendo de un grupo G' = {ga}aea
(indexado por un conjunto de indices A) cuyos elementos llamamos generadores y
un campo de K, denotamos por K(G) al espacio vectorial libre generado por los
elementos de G sobre el campo dado K. A este espacio le damos estructura de algebra
extendiendo linealmente el producto del grupo. Llamamos a K(G) el algebra de
grupo de GG sobre K. Partiendo de menos estructura, con un conjunto D, podemos
realizar la construccién anterior usando el grupo libre generado por este conjunto,
G =< D > (recordamos que el grupo libre es el grupo de palabras utilizando a D
como abecedario). Llamamos a esta estructura el dlgebra libre sobre K generada
por D, la denotamos K[D]. El espacio de polinomios F[x| que vimos en el primer
capitulo se puede pensar como el dlgebra libre generada por el conjunto {x} sobre
un campo F'; de hecho podemos pensar al algebra libre como un equivalente no

conmutativo de los espacios de polinomios (en n variables).

Nuestro interés estd en el dlgebra C* generada por los elementos « y v (de las
entradas de la matriz U) junto con las relaciones ¢, que denotamos A. Esta se cons-
truye como la x-algebra libre sobre C generada por las entradas de U, esto es el
algebra libre Cla,~,a*,v*] junto al operador * (definido como el homomorfismo
anti-multiplicativo que manda « +— a*, v — ~* y viceversa) y las relaciones ¢. In-
troducir relaciones en un algebra (y en otras estructuras algebréicas) corresponde
usualmente a tomar el cociente por el ideal N generado por dichas relaciones. Sin
embargo en este caso haremos algo muy parecido a nivel de las representaciones del

algebra. Sobre la x-dlgebra Cla, v, a*, v*] definimos una métrica dada por

lal] = supz[m(a)l|
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donde el supremo se toma sobre las representaciones m para las cuales w(«) y 7(7)
cumplen las relaciones ¢. Esta métrica nos da una C*-seminorma en Cla, 7y, a*, v*].

Con esto obtenemos un ideal (bilateral)
N ={a € Clo,y,a",7"] | [|a]| = 0}
y llegamos a una *-algebra normada
A= Cla,v,a",7"]/N

de la que, completando, obtenemos nuestra algebra A.

Woronowicz piensa A como el algebra funciones polinomiales sobre un pseudo-
espacio (espacio cudntico), y A como el algebra de funciones continuas sobre dicho
espacio. Para nosotros A es nuestro SU(2) cuantico, que Woronowicz identifica con
los elementos de una familia uniparamétrica S,U(2), donde p € [—1,1]\ {0} es el

parametro de no-conmutatividad.

La co-estructura de A puede ser descrita por el producto (de matrices) de U
consigo misma, salvo que el producto de las entradas es sustituido por el producto
tensorial. Es decir, definimos la co-multiplicacién sobre las entradas de U (generado-

res de A) como
¢(uig) = Z Uik & Uk
k
junto a un co-neutro dado por
€(uij) = 0y

y un operador antipoda (que es como la conjugacién y transposiciéon de matrices)

K (uig) = ug

Ahora demostraremos que A es un grupo cuantico como lo definimos en la seccién
anterior. Calcularemos explicitamente para las propiedades izquierdas, nuevamente

a razéon de que para las derechas todo es analogo:
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El diagrama de co-asociatividad corresponde a la ecuacién

(9@ 1d)(¢) = (1d @ ¢)(¢)

Para un generador evaluamos cada lado de la ecuacién

(p@1d)(d)(uiy) = (9@ 1d) Zum@ukj = Z(Z Uit @ Uggy) @ Upj = Zuil®ulk®uk]‘
k ] Kl

%
(1d®¢)(¢)(us) = (1d®¢) Zuik®ukj = Z%&@(Z U @up;) = Zuik@)ukl@ulj
k k ! k.l

notando que los tultimos términos son iguales pues difieren sélo en la posicién relativa
de los indices k y [. Luego tratamos con el co-neutro, cuya propiedad izquierda se

traduce en
(6 ® [d>(¢) = po

Recordemos que py corresponde a la proyeccion {-} x G — G, que es claramente
un difeomorfismo. A nivel de las algebras py es el isomorfismo natural A — C® A

dado por a — 1 ® a. Dadas estas consideraciones calculamos
(€ ® 1d)(§)(ui) = (e @ Id) (Y win @ ugy) = Y 6 @ ugy = 1@ wgy = p(uiy)
k k

Por ultimo veremos la propiedad izquierda de la antipoda siguiendo el mismo

esquema. Esta propiedad se expresa por la ecuacién

diag(¢ @ 1d)(6) = u(e)

Recordando la relacién del mapeo diagonal con el producto del algebra, evaluamos

en un generador para confirmar nuestra afirmacién

diag(¢ ® 1d)(9)(ui;) = diag(¢ @ 1d)(Y _ usp ® u;) = diag(y_ uf; @ usy)
k k

=) upsukg = 655 = 1(e)(uiy)
k

obteniendo la pentultima igualdad de las relaciones ¢ al calcular directamente los su-

mandos usando las entradas de U (tomando las 4 posibilidades para i, j € {1,2}). O



Capitulo 4

Haces Principales Cuanticos

En este ultimo capitulo hemos de conectar las teorias antes expuestas en una
generalizacion cuantica de los haces principales. El haz principal cuantico esta con-
formado por un espacio cuantico sobre el que actiia un grupo cudntico como grupo
estructural, siendo entonces el grupo de simetrias internas de un espacio cuéntico
base. Procederemos paso a paso guiados intuitivamente por la traduccién algebréica
del caso clasico: pensando inicialmente a los morfismos de algebras como imagenes
funtoriales de transformaciones entre espacios clasicos, las consideramos de inme-
diato como morfismos generales entre dlgebras no necesariamente conmutativas y
por ende correspondientes a transformaciones entre espacios cuanticos. Hallamos la
conexién entre la teoria de Galois y los haces principales cuanticos representando
al haz principal por una extension de Hopf-Galois de algebras C*. Exploramos la
definicién general de una extensién de Hopf-Galois en la que algebras y dlgebras de
Hopf juegan un papel anédlogo a los campos y sus grupos de automorfismos, como
vimos al estudiar las extensiones de campo, descubriendo a las extensiones de Galois

como un caso particular.
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4.1. Accién de Grupo Cuantico

Podemos definir al haz principal en primer lugar, a través de la accién del grupo

cuantico. La accion de grupo clasica esta dada por una funcién
p:PxG— P

que cumple una condicién de asociatividad, que nos dice que la composicion de la
accion de dos elementos esta dada por su producto, que podemos describir como la

conmutatividad del siguiente diagrama

PxGxGMPxG

lfdpx;; P

PXG#P

donde p es el producto del grupo. Representando a G por su x-dlgebra de Hopf
A = C>(G), a P por su algebra C*, B = C*(P) y a las transformaciones por sus

respectivos pullbacks dualizamos el diagrama anterior para obtener

B— % .BxA

F ldea @p

Bo AL BoAg A

donde llamamos a q; la co-accién (derecha) de A sobre B, siempre que sea tal que
haga conmutar este diagrama. Notando que ﬁi; =1Idsy I/d; = Idg. Tomamos las
algebras C'*° simplemente por tomar en cuenta la estructura diferencial del haz y
el grupo de Lie. En el caso del haz principal se requiere que la accién sea libre. En
términos clasicos la libertad nos permite establecer un difeomorfismo del grupo con la
fibra (i.e. la érbita de la accién): Fijando un elemento de P, la accién ¢ : Px G — P
induce un difeomorfismo con la imagen, es decir un encaje, de los que se tienen tantos
como fibras en el haz (i.e. puntos en la base). La condicién de libertad se traduce de

la siguiente forma [7], para toda a € A existen elementos g, by, € B tales que

k
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lo que en palabras significa que podemos recuperar al grupo, representado por el

algebra A, como una subalgebra en B ® A a partir de la co-accién y el dlgebra B.

Asi como representamos al espacio total P por el algebra C* de funciones com-
plejas B, podemos representar al espacio base por la subdlgebra C' de B dada por las
funciones constantes sobre las fibras. Entonces el espacio base puede ser caracterizado

como la subdlgebra C' < B fija bajo la co-accién [7], es decir:
C={beB|¢b)=bx1}

mientras que la proyeccion (funcién suprayectiva) del espacio total en la base estd aho-

ra dada por un *-homomorfismo inyectivo de algebras
C —B

Asi hemos definido el haz principal cuantico de forma completamente analoga
a los haces estudiados en el capitulo 3. Ahora la triada caracteristica B(C, A) es un
algebra C*, B, en la que co-actia (por la derecha) un algebra de Hopf, A, y con base

en un espacio representado por un dlgebra C*, C.

4.2. Otro Acercamiento al Haz

Otro acercamiento a la definiciéon del haz principal resulta reveladora. Consi-
deramos ahora la accién libre de forma implicita, requiriendo la existencia de un

difeomorfismo
V:PxG—PxyP

U (p,g)— (p,p*g)

P X, P es el producto fibrado de P consigo mismo dado por la proyecciéon 7 :
P — M del haz. El producto fibrado es una construccién categorica, es decir aquella
descrita por una propiedad universal, que depende de dos transformaciones con el
mismo codominio. Por ahora sélo nos interesa este caso particular, que podemos
describir como sigue: Son las parejas (z,y) € P X P tales que tienen la misma

proyeccion, es decir w(x) = 7(y), lo que equivale a decir que difieren sélo por la



62 CAPITULO 4. HACES PRINCIPALES CUANTICOS

accion de un elemento del grupo estructural, digamos g € GG, de modo que x = y*g.
Este espacio es entonces un producto cartesiano P x P con estructura extra, su
topologia es la topologia débil inducida por {7 o p;},—12, donde las p; son las
proyecciones canodnicas, esto es la topologia mas gruesa que hace continua a esta

pareja de funciones.

Notamos de inmediato lo siguiente:

U es suave en efecto, pues es la composicién de funciones suaves (la accién de

grupo estd dada por un mapeo suave).

» La suprayectividad ¥ nos dice que cada fibra de P es en efecto una 6rbita de la
accion de G. Corresponderd, al dualizar al caso general de las dlgebras, a una

condicién de regularidad que codifica la trivialidad local del haz [8].

» La inyectividad de ¥ es equivalente a la libertad de la accién y en consecuencia

a la identidad entre el grupo y la fibra.

» El difeomorfismo ¥ de estas caracteristicas describe a un haz principal, pues

codifica la acciéon de G como grupo estructural.

Llevando estas condiciones al nivel de las dlgebras podemos describir el haz por
un espacio cudntico representado por un algebra C* arbitraria, B, una *-subdlgebra
C < B, y un grupo cuantico representado por una x-algebra de Hopf, A, junto con

un isomorfismo

B®cB—B®A

donde ®¢ se refiere al producto tensorial C* factorizado de manera dual al producto
fibrado que vimos antes: ahora factorizamos por el ideal generado por el conjunto
{ac®b—a®cb | a,b € B c € C}. Esta construccién es un ejemplo de una extensién
de Hopf-Galois de algebras C*.
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4.3. Extension de Hopf-Galois

Una extensiéon de Hopf-Galois parte de un algebra A, sobre un campo K, que
es un H-comodulo derecho para un algebra de Hopf H. La estructura de comaddulo se
puede pensar como una co-acciéon de H sobre A, de la misma manera que podemos ver
a un médulo como la accién de un anillo sobre un espacio vectorial (recordando que
el dlgebra es un caso particular de ambas estructuras), pues el comddulo estéd dado
por un mapeo p : A — A @k H. Si consideramos B C A como la subélgebra fija
bajo esta co-accién, es decir la subdlgebra co-invariante de los elementos tales que

p(b) = b® 1, decimos que A es una H-extensién derecha de B.

En general denotamos la co-accién sobre un elemento del algebra por
pla) = Z ap ® ay

usando la notacion de Sweedler en la cual la suma sobre a € A se refiere a sumar
una cantidad de términos dependiente de a y donde ag € A y a; € H representan

los componentes izquierdo y derecho de cada término.

Decimos que dicha extensién es H-Galois (Hopf-Galois) derecha si el mapeo de

Galois

dado por
re@se— (reol)p(s)

es biyectivo.

La forma de este mapeo es precisamente la que obtenemos al dualizar la cons-
truccion del haz que vimos en la seccién anterior. Esto es evidente tomando K = C,
A como el algebra C* del haz, B el dlgebra C* asociada a la base y H el grupo
cudntico (esto es un simple cambio de notacién respecto de la seccién anterior). El
primer factor del mapeo de Galois corresponde a la entrada fija del caso clasico,

(p,g) — (p,p*g), mientras que el segundo a la accién del grupo estructural del haz,



64 CAPITULO 4. HACES PRINCIPALES CUANTICOS

que estd dada ahora por la co-accién del dlgebra de Hopf. Se verifica entonces que
el Haz Principal Cuantico es, como lo definimos en este trabajo, una extension de
Hopf-Galois. La diferencia radica en que en el haz principal cudntico tenemos ademés
la estructura C* en las dlgebras que, podemos decir, es la que codifica la geometria

de los espacios cuanticos.

Para establecer la conexion entre la extensién de Galois (de campos) y la extension
de Hopf-Galois mostraremos como esta se reduce a aquella y viceversa, para ello
debemos enunciar algunos detalles y resultados sobre dlgebras y modulos que nos

permitirdn esta labor [17]:

(1) Se puede demostrar que en el caso del algebra de grupo para un campo y
grupo arbitrarios K y G, se tiene que un algebra A sobre K es K(G)-médulo
si y sOlo si GG es un subgrupo de automorfismos de A; la accién que define al
modulo se deriva de manera directa de la acciéon de G como dicho subgrupo de

automorfismos.

(2) Sea el dlgebra A un H-comédulo derecho y supongamos que H de dimensién
finita, entonces H* (el espacio dual de H) es un dlgebra de Hopf y A es a su vez
un H*-médulo izquierdo. Ademaés se tiene que los elementos co-invariantes bajo
la co-accién de H son exactamente los elementos invariantes bajo la accion de
H*. Naturalmente tenemos proposiciones duales intercambiando derechas por

izquierdas y/o los roles de H y H*.

Para demostrarlo tomamos la co-accién derecha p : A — A ®x H dada por
pla) = >, a0 ® a; y definimos una accién izquierda de H* para f € H*

arbitrario como

fra=>Y" flaag

Por otro lado una accién izquierda de H, (h,a) — h-a, determina una co-accién

derecha de H* via

arr Y (hi-a)® f;
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donde {h;}!=} es una base de H y {f;}:= la base dual. Se verifica que con
esta accién y esta co-accion obtenemos en efecto un moédulo y un comédulo

respectivamente.

Entonces se ha demostrado que para H de dimensién finita: H actia sobre A si
y sblo si H* co-actia sobre A (usamos el hecho de que se tiene un isomorfismo
natural entre (H*)* y H). Considerando lo anterior supongamos que a € A es
co-invariante bajo una co-accién derecha de H, esto es p(a) = >, a9 ® a1 =

a ® 1. Entonces bajo la accién izquierda inducida de f € H* obtenemos
fra= Zf(al)ao =f(l)a=1la=a

dualmente supongamos que a € A es un elemento invariante bajo una accién
izquierda de H, esto es h-a = a Vh € H, de modo que bajo la co-acciéon derecha

de H* sobre este mismo elemento obtenemos

a»—)Z(hi-a)(X)fi:a@Zfi:a@l

Esto de muestra que los elementos invariantes de la accion izquierda de H
(respectivamente H*) y los co-invariantes de la co-accion derecha de H* (resp.

H) son iguales.

El espacio dual de K(G) es K¢, el dlgebra de funciones G — K. La estructura
de élgebra de Hopf de este espacio es la dual formal de la de K(G):

Para f,g € K¢ el producto v : K¢ ® K¢ — K¢ esta dado por
(f v 9)(x) == f(x)g(x)

y el co-producto A : K¢ — K% ® K¢ es
A(f)(x®y) = fley)

mientras que su antipoda ¢ : K& — K¢ esta dada por la antipoda @ : g — ¢!
del grupo
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4.4. Extensiones Geométricas

Cerraremos el circulo de esta tesis recuperando a continuacién las extensiones de
Galois (finitas) que presentamos en el primer capitulo como extensiones de Hopf-

Galois.

A grandes rasgos la situacién es la siguiente. Consideremos el mapeo de Galois
ahora aplicado a una extension de campo E/F con G = Aut(E/F). Todo campo
puede ser visto como algebra sobre algiin subcampo K < F, de modo que E toma
el lugar de A; el espacio co-invariante C' por el campo base F'; el grupo G toma
indirectamente el papel del algebra de Hopf A mediante el dlgebra de grupo sobre
K, K(G). En efecto podemos darle a K(G) una estructura de dlgebra de Hopf de
manera natural, definiendo la co-multiplicacién por ¢(g) = g ® g, el co-neutro por
e(g) = 1y la antipoda 6(g) = g, para luego extender linealmente estas funciones al
resto de los elementos de K (G) (usaremos de hecho el dlgebra de Hopf dual a esta).
Asi tendremos al campo base, su extension y el grupo asociado a la extensién en los

lugares respectivos del espacio base, el haz y el grupo estructural.

Empecemos por suponer que la extension E/F' es de Galois para luego demostrar
que es H-Galois. Basta demostrar que con esta extensién podemos construir un
mapeo de Galois biyectivo. Primero vemos a E como un algebra sobre el campo
base F' de modo que el grupo de Galois GG, que actia sobre E por la izquierda como
subgrupo de automorfismos, lo preserva. Entonces E es un F(G)-médulo izquierdo,
por (1), y como G es una base finita para F(G) sabemos que F'¢ es un édlgebra de
Hopf, de acuerdo a (3), que co-actiia sobre E por la derecha debido a (2). Siendo F’
el campo fijo bajo la accién de G, resulta el dlgebra (sobre si mismo) invariante bajo
la accién de F'(G). Por (2), F' es a su vez el espacio co-invariante de la co-accién de
F¢.

Sea n = [E : F] = |G|, recordando que podemos caracterizar a E/F como una
extensién de Galois como aquella que cumple [E : F| = |G|. Entonces podemos

escribir G = {x1,z3...,2,} (como base de F(G)), {p1,p2;...,pn} la base dual en F¢
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y tomar {by, b, ...,b,} una base de E sobre F. Como ya mencionamos la accién de
G en E determina una accién de F(G) en E, que a su vez nos da una co-accién
p: E — E®p FY del espacio dual dada por

n

pla) = (v a) ®p;
i=1
de modo que el mapeo de Galois B : E®p E — E ®p F sobre un elemento simple

del algebra nos da

n n

Bla®b)=(a@1)p(b) = (@@ 1)> (;-b)@pi =Y a(z;-b) @ p;
i=1 i=1
Notemos que dim(F¢) = |G| = dim(F), de modo que 3 es un mapeo entre espa-
cios de la misma dimensién y por ello nos bastara con demostrar que 8 es inyectivo.
Un elemento arbitrario de F ®p E se escribe como w = ;?1” v; ® 0; para m € N.
Usando la base {b;} descomponemos las d; y escribimos w = . v; ® (32, fi;bi) =
22257 fi7) ® bi, sustituyendo a; = 3, v;fij, podemos escribir a w de la forma

J=n

w=) 5 10;® b;. Supongamos que w esta en el nicleo del mapeo de Galois, es decir

Blw) = a;(x;- b)) @pi =0
1,J
con ambos indices corriendo hasta n. Pensando el factor izquierdo de cada término

como un coeficiente en el campo, esta expresién corresponde a una combinacién lineal

de {p;}\=}, que siendo linealmente independiente implica que para cada i
> aj(wi-b;) =0
J
ecuacién que podemos reescribir en forma matricial
_>
Bd =0

donde [B);; = x; - bj, @ = (a1, ..., an) ¥ 0 = (0, ...,0). Como la accién de G es fiel
el lemma de Dedekind sobre la independencia de automorfismos (que vimos en la

seccién 3 de capitulo 1), en este caso de las z;, implica que las columnas de B son
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linealmente independientes y asi que B es invertible. Entonces tenemos que =10
lo que significa que a; = 0 para todo j y a su vez que w = 0, probando la inyectividad
de 5.

Ahora tratamos el converso suponiendo que la definicién de la extensién de Hopf-
Galois aplica para una extensiéon E/F, esto es, el dlgebra E es un F'“-comédulo con
una co-accién que escribimos como p(a) = >, . an ®@py, (indexando los términos por
los elementos del grupo) donde {py}rec es nuevamente la base dual a F(G), tal que
F < E es el espacio co-invariante y el mapeo de Galois 8: E®p F — E ®p FC es
biyectivo. La accién dual de G a esta co-accion es de la forma g-a =, . < g,pn >
ap = ay. Asi a € I es un elemento fijo de la accién de G si y s6losi g-a =asiy
sélo si ay = a para toda g € G o equivalentemente p(a) =a® ), P = a® 1. Esto
de muestra que el espacio invariante bajo la accién de G es el espacio co-invariante
de la co-accién de F'¢, es decir F. Por otro lado la biyectividad del mapeo de Galois
y la finitud en la dimensién de los espacio nos dicen que [E : F|? = [E : F|dim(F¢),
y como dim(F%) = dim(F(G)) = |G| concluimos que |G| = [E : F], por lo que E/F
es de Galois. [J



Conlusiones

Hemos visto conceptos y resultados basicos de las tres teorias expuestas y usa-
do dicho aparato para presentar las extensiones de Hopf-Galois como un modelo
no-conmutativo del haz principal. Al delinear los principios de la teoria de Galois
elaboramos un lenguaje alrededor del cual se desarrolla un formalismo adecuado pa-
ra ciertos problemas, es decir, la teoria de grupos como herramienta para la teoria
de ecuaciones. Podemos pensar en los grupos de automorfismos como simetrias de
ecuaciones y en este sentido la teoria de Galois describe una geometria de ecuacio-
nes. Los haces principales nacen propiamente de la accién de un grupo, es decir,
del estudio mismo de las simetrias y permiten introducir la nocién de simetria in-
terna importantisima para la geometria diferencial y para la fisica moderna. Hemos
introducido la teoria cuantica a través de la traduccion de conceptos geométrico-
topoldgico-diferenciales a lenguaje algebrdico y extrapolando la categoria de espa-
cios (de Hausdorff localmente compactos) a los espacios cudnticos gracias al teorema
de Gelfand-Naimark. Ello nos permitié introducir una definicién intuitiva de grupo
cuantico que nos llevo de forma natural al haz principal cuantico y a un modelo
de este como extensién de Hopf-Galois. Finalmente recuperamos a las extensiones
de Galois (de campos) como caso particular de extensién de Hopf-Galois, cerrando

circularmente la tesis.

En maés detalle, resulta que cuando el grupo estructural de un haz principal
cuantico es un grupo cudntico compacto de matrices, entonces el haz es descrito por
una extensiéon de Hopf-Galois [8]. A grandes rasgos los grupos cuanticos compac-
tos de matrices se definen como matrices con entradas en un algebra C* unital A,

cuyas entradas generan una subdlgebra densa A, con un co-producto emparentado
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al producto de matrices [25].

La teoria de Galois tiene hoy en dia formas mas abstractas que encontramos
en la teoria de conexiones de Galois y la teoria de Hopf-Galois. Las extensiones de
Hopf-Galois fueron introducidas por Chanse y Sweedler [2] en el caso conmutativo
y por Kreimer y Takeuchi [15] el caso de algebras de Hopf de dimensién finita,
introduciendo generalizaciones directas de los axiomas que definen a una extension
de Galois, reemplazando la acciéon de grupo por la co-acciéon de un algebra de Hopf
H, del que recuperamos el caso de la extension de Galois ordinaria tomando el dual

del algebra de grupo.

Después de este trabajo he descubierto lo profundo que son atin estas teorias para
mi. Me queda adentrarme en las increibles aplicaciones de la teoria de haces en la
fisica, en particular a las teorias de campos gauge en las que las teorias fisicas se
describen como haces con base en el espacio-tiempo con especificos grupos estruc-
turales que llevan a modelos geométricos de las particulas elementales (el modelo
estdndar) o de mas fundamentales fluctuaciones energéticas (teorias de cuerdas). Es
de hecho de la fisica y el mundo observable de donde muchas de las definiciones de la
teoria de haces se han inspirado. La simetria parece ser como un cédigo fundamental
de las fuerzas fisicas y formas materiales, como de la geometria misma. Los haces
principales cuanticos senialan un posible camino hacia la unificaciéon de la mecénica
cudntica con la relatividad general [6], pero su interés como objeto matematico es

intrinseco.

La geometria cuantica es un entorno muy interesante que pone al limite las no-
ciones de geometria. Resulta increible pensar en su sencillez conceptual contrapuesta
a todo el trabajo y la evolucién de las ideas que estan detras y hacen posible la
presentacion que hago en esta tesis de los mismos: desde los trabajos de Riemann
en geometria diferencial y el programa de Erlangen de Feliz Klein que dan lugar a
la geometria de principios del siglo XX como importante factor en el nacimiento de
la relatividad y la mecanica cuantica, la axiomatizacién impulsada por Hilbert y la

formalizacién de Bourbaki, hasta los trabajos de Alain Connes, Woronowicz y las
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investigaciones mas recientes en geometria cuantica como las de mi asesor Micho
Durdevich que ha sido de gran ayuda e inspiracion en la elaboracion de esta tesis y
de mi interés en futuras investigaciones. Invito al lector a referirse al recien publi-
cado Principal Bundles The Quantum Case escrito por mi sinodal de tesis Stephen
Sontz [21], en el que recaba y elabora elementos de la geometria cudntica de los haces
principales de manera autocontenida junto con algunos de los desarrollos recientes
y horizontes. Es increible pensar en toda esta comunidad espacio-temporal, que re-
sulta imposible citar en su totalidad, que invita a que nuevas generaciones podamos

expandir nuestra vision del mundo.
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