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Resumen

El objetivo primordial de esta tesis es la estimacion deaside rendimiento para instrumentos del mercado
mexicano (Bonos M y Udibonos). Poniendo especial ateneibfos diferentes métodos que existen para la
estimacion de estas curvas. Se expone principalmentertéajas y desventajas de utilizar métodos estocasticos
sobre métodos deterministicos. En la segunda parte sanalgegplicacion de la estimacion de las curvas de
rendimientos en valuacion de opciones sobre tasas désnt@xtraccion de informacion implicita. El principal
aporte al mercado financiero es el comparativo entre estimacurva de rendimiento del mercado mexicano
bajo diferentes modelos existentes.
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Abstract

The main objective of this thesis is the estimated of Yieldw€uo Mexican securities (M Bond and Linked-
Inflation Bond). Comparing between differents models thasten the financial market. Also, | show the
advantage and disadvantage between stochastics modet®assiochasticas models to Yield Curve. In the
second part, | applied the estimated Yield Curve with the besdel to valuate interest rate derivatives and
extracting implied information in the estimated Yield Cer{he main contribution in the Mexican’s Financial
Market is the comparative between the differnts modelstimased the Yield Curve with Mexican securities.
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Motivacion

La estimacién de la curva de rendimiento ha sido abordaddifayentes trabajos teéricos y practicos, en
miras de mejorar el ajuste que se obtenga a través del mideloo contra la curva de mercado. Al generar
una curva tebrica consistente con la curva de mercado @isionista puede valuar instrumentos financieros,
el gobierno federal puede usar esta curva para definir a @ze pla que rendimiento quiere emitir un nuevo
bono, el banco central puede medir a través de la curva dewamto los efectos de politica monetaria.

Ademas la curva de rendimiento contiene informacion iaital, tal como inflacion o expectativas de cam-
bios en la tasa de referencia del banco central, mientraargueurva de rendimiento tebrica permite observar
primas por liquidez (si un bono esta muy concentrado parmaftgrticipante del mercado), prima por plazo
(term premiuny, primas de riesgo, etc.

Se busca a largo plazo que este trabajo pueda ayudar a tifeparticipantes del mercado a estimar la
curva de rendimiento bajo el mejor modelo que ajuste a ldsumentos de deuda que emite el gobierno
federal mexicano. Con esto valuar de mejor manera derivdeldasa de tasa de interés, que el banco central
pueda medir de mejor manera los canales de transmisionmtdiioa monetaria en la curva de rendimiento o
que ayude al gobierno federal en la estimacion de la tasendiémiento en nuevas emisiones de bonos.
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Introduccbn

La economia de un pais esta determinada por ciertasblesianacroeconbmicas como lo son tasas de
interés, paridad cambiaria, inflacién, tasa de desemplealucto interno bruto (PIB), etc. De todas estas va-
riables, los bancos centrales pueden incentivar el crentmieconémico alterando la paridad cambiaria o las
tasas de interés, esto a través de politica camtEiaJiaoI’ltica monetaria. Sin embargo, la estructura de tasa
de interés se ve afectada principalmente por las decisique tenga el organismo encargado de la politica
monetaria, concepto que se define a detalle a continuacion.

Definicion 1 (Poltica Monetaria). Por politica monetaria se entiende al uso de la liquidezetaoia como
variable para controlar estabilidad econdmica, es d@aintener una inflacion baja y estable.

Sin embargo, los Banco Centrales o ministros de finanzas edepucontrolar la inflacion directamente,
para esto utilizan instrumentos como la tasa de interés.

Definicion 2 (Tasa de Integs). La tasa de interés es la compensacion que paga el prastaiausar el capital
de un prestador, asi que la tasa de interés puede enterdens una forma de renta que el prestamista paga al
prestador compensandolo por el no uso de su capital.

Una definicion alternativa es que el interés es el predididero por unidad de tiempo, es decir, el porcen-
taje de crecimiento o decrecimiento de este activo en umrdigteda periodo.

Por otra parte, la tasa de interés desempefa un papehfienti en el proceso de ahorro y prestamos, ya
que conforme las tasas de interés se eleve, los demandarftexlos no encontraran redituable pedir préstamos
y se les expulsara del mercado, en tanto que se les induldgiiraversionistas a demandar mas instrumentos
de deuda para aprovechar las tasa de interés mas altas.

Por lo tanto, dado el movimiento que decida el Banco Centtalesla tasa de interés la base monetaria se
vera afectada. La politica montaria tiene dos vertente

Politica Monetaria Expansiva: Si el organismo encargadmanejar la politica monetaria decide aumentar
la cantidad de dinero dentro del sistema, esta institupitede decidir bajar la tasa de interés. Esto fomenta
el gasto y en corto plazo puede incentivar el crecimientm@uiico. A esto se le llama politica monetaria
expansiva.

1 Es una rama de la politica economica la cual se refiere ajmael tipo de cambio. A grandes rasgos esta puede divielirsios
partes:

i) Tipo de Cambio Fijo: La autoridad financiera del pais (Banco Central o Minisgd-thanzas) determina un tipo de cambio
objetivo. Con esto, el organismo competente se encargandieve comprar la divisa extranjera para compensar unalposib
demanda u oferta de esta divisa tal que ocasione que el tipardkio fluctué fuera del objetivo. Este mecanismo implica u
manejo constante de las reservas internacionales paea kEghbjetivo de tipo de cambio.

ii) Tipo de Cambio de Libre Flotacion:El tipo de Cambio esta determinado por la Ley de Oferta y Delaajue se observa
en el mercado cambiario. Los Bancos Centrales no utilizanalgera constante sus reservas internacionales, ya queosolo
empleadas para el apoyar el buen comportamiento del meceaclaiario.
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Introduccion

Politica Monetaria Restrictiva: Si el organismo encacgddl manejo de la politica monetaria decide dis-
minuir su cantidad de dinero en el sistema, la institucioede optar por aumentar la tasa de interés. Este
movimiento implica un mayor ahorro lo que lleva a un menotaadsntro de la economia. A esto se le llama
politica monetaria restrictiva.

Las implicaciones que tiene el manejo de la politica maigeta la inflacion son:

Si las tasas de interés suben, el ahorro se incrementa pges$taduce en un menor gasto. Por ende los
productores deben compensar esta baja en la demanda dedustps con una caida en los precios, es decir
un descenso en la inflacion. Ahora, si las tasa de intefas,bel ahorro se disuado y esto se traduce en mayor
gasto, debido al incremento en la demando de ciertos praglUotofertantes de estos deciden incrementar los
precios, es decir un aumento en la inflacion.

Para el caso Mexicano, Banco de México es el encargado dadjonde la politica monetaria. El mandato
constitucional de Banxico es proveer a la economia dsl g@imoneda nacional y su objetivo primordial es
procurar la estabilidad de precios (inflacion), cuya ppacherramienta es la tasa de interés objetivo, la cual
es empleada como ancla nominal para mantener la inflaci@h mmgo que determine adecuado la Junta de
Gobierno. Actualmente el rango objetivo para la inflaciér8&o +/- 1%.

Sin embargo, la tasa de referencia y la que es empleada esadiveontratos financieros es la tasa TIIE
(Tasa de Interés Interbancaria de Equililﬁj@)ue es la tasa de fondeo bancario (tasa a la cual se realzan |
préstamos interbancarios) mas aproximadamente 30pbase, TIIE se empled a partir de 1995 y su principal
objetivo es reflejar las condiciones de Mercado de Dinegrlhaincario en México, los plazos de esta tasa son
28 dias, 91 dias y 182 dias.

A nivel internacional cada banco central tiene diferentesdatos, por ende sus objetivos estan anclados
en diferentes variables macroeconomicas. Por ejemplo:

Federal Reserve: La Reserva Federal tiene un mandato duaingado el congreso de Estados Unidos le
ha encomendado la estabilidad de precios, asi como preraoventorno de pleno empleo. Por pleno empleo
no se debe considerar un 100% de ocupacion, si no que se detrgizar que el desempleo se mantenga en
niveles minimos. La politica monetaria de Estados Unaomanejada a través de la tasa de interés de fondeo
(Fed Funds) en la cual se fija un rango de operacion (Actudbred rango es 0% a 0.25%).

Bank of England: El Banco de Inglaterra tiene por mandatestabdidad de precios (baja inflacién), asi
como apoyar al gobierno en sus objetivos de crecimiento gndpkeo. La principal herramienta de politica
monetaria es la tasa de interés de referencia (BOE Rateksthhilidad de precios la definen como un objetivo
de inflacion del 2% (Su rango objetivo es del 2% +/- 1%).

European Central Bank: EI Banco Central Europeo tiene pocipal objetivo mantener la estabilidad de
precios. Este banco central busca mantener su inflaciodgi@jo del 2%, su principal herramienta es la tasa
de interés de referencia como ancla nominal.

2En el contexto internacional, la tasa de referencia es &ltHBOR (London Interbank Offer Rate) la cual es usada enrsibse
contratos financieros.
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Introduccion

Tasas de interés de referencia

Banxico

m — ECB
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Grafica 1: Tasa de referencia para paises seleccionados

Como se observa la tasa de interés es empleada en casidsdussb para el manejo de la politica mo-
netaria en el mundo, por ende las tasas de interés (en uextmigieneralizado la curva de tasas de interés o
estructura de plazo de tasa de interés, concepto que se defontinuacion) se ven afectado por el entorno
macroeconotmico de cada pais.

Definicion 3 (Estructura de Plazo de Tasa de Integs.). La estructura de plazo es la relacion que hay entre las
tasas de interés y el plazo de vencimiento. Esta se pueieilumejor con un grafico de los rendimiefitde
varios instrumentos financieros diferidos solo en el plBicho grafico se conoce como Curva de Rendimiento,
la cual se construye siguiendo una serie de pasos:

i) Seleccionar una lista de instrumentos de renta fija dainmisemisor que se encuentren en circulacion a
diferentes plazos.

i) Determinar la tasa de interés que un inversionista gars lo compra en la fecha de emision o de
valuacion y lo mantiene hasta el vencimiento.

iii) Tomar los rendimientos para cada valor y su correspamtdi plazo, marcar este punto sobre el plano.
iv) Definir una funcibn matematica que ajuste de la mejonena estos puntos .

Muchos economistas mencionan que la curva de rendimieatoral” es aquella con pendiente positiva,
dicha curva sugiere que los inversionistas normalmentesitac una tasa de interés mas alta para mantener
dichos instrumentos a plazos largos, ya que el inversimisgjuiere un premio en forma de rendimientos
mayores para compensar el riesgo adicional por perdidaapitalcasociado a plazos mayores. Sin embargo,
en la economia se han presentado curvas de otro tipo, paplejeuna curva con pendiente negativa indica que
el inversionista prefiere tener posiciones largas en im&nios de largo plazo contra aquellos de corto plazo.

3EI concepto de rendimiento se usa algunas veces de manéstiniadcon el de tasa de interés, aun que el primer terminta
referido al prestamista.
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Introduccion

Otro caso que se ha presentado son aquellas curvas quepi@otoamente pendiente cero, lo que sugiere que
al inversionistas le es indiferente el plazo a invertir.

Es decir, en la curva de tasas de interés se reflejan ciemtiables econdmicas, como los son la inflacion.
Ademas la curva de rendimientos no solo se utiliza parati@eion de informacion econbmica, puede ser
utilizada para valuar instrumentos financieros como losBmmos o Derivados. Por esto, es importante tener
un modelo el cual ajuste de manera adecuada a la curva dedoe8mbusca hacer un analisis detallado sobre
los siguientes modelos empleados para la construccidbmrdascde rendimiento teéricas. Los modelos son:
Estimacion lineal, Splines, Nelson-Siegel, SvenssonledweSiegel extendido, Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross.
Para cada uno de estos modelos se comparara el ajuste covdaleumercado y su correspondiente curva de
descuento.

Tipo de curvas de interés

Porcentaje
0O 2 4 6 8 10
l

Norma
- — Invertida
— Flat

| | | | | |
0 2 4 6 8 10

Grafica 2: Diferentes curvas de rendimiento.
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Capitulo

Principio de finanzas matexticas.

1.1. Conceptos hsicos

Los bonos son instrumentos financieros que pueden estatathole a una tasa fija 0 una tasa variable,
son contratos emitidos por instituciones pablicas, pidg bancos y gobierno con el principal fin de obtener
financiamiento en el mercado. El emisor se compromete adavial inversion inicial al comprador mas una
compensacion, llamada intereses o cupones, estos cupoedsn ser del tipo fijo o variable. Los bonos se
pueden clasificar por: entidad emisora, riesgo de me[ﬂ:a’uksgo de contrapae vencimiento, nimero de
cupones que se le entrega al inversionista y tasa de ingée@slo esta ultima variable la mas importante para
la determinacion del precio del bono. A partir de este imsento se desarrolla la mayor parte de la teoria de
Finanzas Matematicas, en el Apéndice 2 se encuentra unrmaaglisis acerca de las variables que afectan
el precio de un bono, método para determinar dicho precés yliferentes medidas de sensibilidad.Ahora, se
describe los principios de finanzas matematicas necegaai@ modelar la estructura de tasas de interés.

Definicion 4 (Cuenta Bancaria). DefinimosB(t) como el valor al tiempé > 0 de una cuenta bancaria, supo-
nemos qudd(0) = 1y la cuenta evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuadiémdcial:

dB(t) =rB(t)dt con B0O)=1 (1.1)
Donder; es una funcién positiva del tiempaoryes llamada tasa corta o tasa spot.

Al analizar la cuenta bancaria al tiemp® At resulta:

B(t + At) = B(t) + B(t)r At
B(t + At) = B(t)[1+ 1At

B(t+At)—B(t)\
()

Esto nos indica que esta cuenta bancaria en el intefivalo At) crece a una tasa de

Se sabe que un concepto importante en matematicas fir@ne®el valor presente o factor de descuento,
para desarrollar esta definicibn suponemosrgggconstante, entonces si en el tiempo cero depositamos

1Es la perdida potencial en el valor de los activos financideisdo a movimientos adversos en los factores que detemrsina
precio, en este caso la tasa de interés.

2Existe cuando una de las partes del contrato financiero apazale cumplir con las obligaciones contraidas, prowicaune la
otra parte incurra en una perdida.



Capitulo 1. Principio de finanzas matematicas.

al tiempot tendremo#\B(t) u.m. , anadlogamente para el tiempe T se tendréAB(T) u.m. , ahora suponiendo
gue al tiempoarl se tendra Li.m. entonces:

AB(T)=1
I 1 : . ,
por lo tanto inicialmente se tuv = ﬁ u.m. de esto se puede concluir que en el tierhpoT se tienen
B(t . . I N
AB(t) = B(b) u.m. . Dado este analisis se introduce la siguiente definicion.

B(T)

Definicion 5 (Factor de Descuento Estdrstico.). El Factor de Descuento Estocastia(t, T) entre dos fechas
ty T es la cantidad al tiempioque es equivalente a una unidad monetaria pagada al ti€mpo

D(t,T):= % = exp<— /tT rsds> 1.2

El bono mas simple que existe en el mercado es el bono cisbneste instrumento cotiza a descuento, es
decir, en vencimiento le da a su poseedorrih sin cupones intermedios, a continuacion se define.

Definiciobn 6 (Bono Cupn Cero o Descuento Puro).Un Bono Cupbn Cero con vencimiento &nes un
contrato que garantiza a su poseedor el pagowmlal tiempoT, sin pagos intermedios, el valor de contrato
en el instanté < T es denotado pd?(t,T) o T —Bono, dondeP(T,T) =1V T.

Tebricamente se asumen como ciertas las siguienteshipot
i) Paratodal > O existe en el mercado un— Bona
i) P(t,T) es diferenciable ef.

El primer supuesto no se ajusta a las condiciones del mergadpie no se negocian bonos para cualquier
maduracidﬁ, el segundo supuesto es meramente técnico ya que esteampé la estructura de plazo del bono
cupbn cero o curva de descuento es una curva suave, comeaseanen la siguiente grafica , la definicion se
da a continuacion.

Definicion 7 (Curva Bono Cupon Cero). La curva de descuento o estructura de plazo del bono cuporese
la grafica de la funcion:
T—P(t,T) conT>t

Para tasas positivas la funcion decrece déxdeT) = 1.

3En México los CETES (Certificados de Tesoreria) normatméanen una maduracion de 28, 91, 182 y 364 dias.



Seccion 1.1. Conceptos basicos

Curva cupon cero

Valor de una unidad monetaria
00 02 04 06 08 1.0

Plazo

Grafica 1.1: Curva cupbn cero.

Nota 1. Sir; es deterministico entonces la funcibi-, -) es una funcion deterministica y se cumplg, T) =
P(t,T) para todo paftt, T).



Capitulo 1. Principio de finanzas matematicas.

Factor de Descuento

1.0

06 0.8

0.4

Valor de una unidad monetaria
0.2

0.0
!

Plazo

Grafica 1.2: Grafica de la funciGn— P(t,T)

Si se tiene un instrumento financiero, por ejemplolunBong en la fechd el tiempo de vencimiento de
dicho contrato es la cantiddd—t de tiempo en afos, ahora §i T estan expresadas en el formato dia/mes/afio,
la cantidad de dias que hay entre estas dos fechas no asyanigie dependera de la forma que lo calcula el
mercado, como se muestra a continuacion.

Definicion 8 (Convencon de mercado para los éhs de descuento) Denotamos por(t,T) la medida de
tiempo elegida entrey T que es la fraccion de afio de dichas fechas, la elecci@rpadir esta cantidad es lo
gue se conoce como convencion de dias y son:

i) Actual/365
En esta convencion se toman los afios de 365 dias y ladradei afio es la diferencia que hay entre las

dos fechas en dias, es decir
dias que hay entrety T

365

i) Actual/360
En esta convencion se toman los afios de 360 dias y ladradei afio es la diferencia que hay entre las

dos fechas en dias, es decir
dias que hay entrety T

360

i) 30/360
En esta convencion los meses se toman de 30 dias y afo$ a@ka36 si las fechas tienen el siguiente
formatot =d;/m /y1 y T = do/myp/y2 entonces se tiene que la fraccion de afio es:

(30—dj)+ + min(dy,30) + 360(y2 —y1) +30(mpy —my — 1) .
360




Seccion 1.1. Conceptos basicos

Nota 2. Inglaterra se basa en la convencion Actual/365 mientrasequMeéxico y Estados Unidos utilizan
Actual/360.

En la siguiente tabla se resume las diferentes formas eneyamglan las tasas spot que aplican del tiempo
t con vencimientdr, esta es una aplicacion directa a las definiciones angsrior

Forma en la que Devenga | Tasa Spot Factor de Descuento
Continua R(t,T) = W P(t,T) = e RETITET)
i I P@LT
Simple L(t,T):= W P(t,T) = m
Compuesta Anualmente Y(t,T):= W -1 | PtT)= W
Compuesta k-veces por &o || YX(t,T) := % —k || P, T) = T
[PE.T)* D

Tabla 1.1: Formas en las que Devenga la Tasa de Interés.

Se define de manera mas formal la estructura temporal de tasa

Definicion 9 (Curva de Rendimiento). La estructura de plazo de tasas de interés o curva de rendorgs
un grafico en el tiempo de todas las tasas simples con maduracidbn menor o igual Boup ®das las tasas
compuestas con maduracion mayor a un afo, es decir:

(1.3)

Lt,T) t<T<t+1afos
T— y
y(t,T) T>t+1afos

Unatasa de interés importante es la llamada tasa forwstadtasa puede ser observada hoy para inversiones
futuras, esta caracterizada por tres tiempas < S en el tiempd se observa la tasa, en el instaftempieza
la inversion y erSmadura; la tasa forward se define a través de un contratadlafrorward Rate Agreement.

Definicion 10 (Forward Rate Agreement.).Es un contrato que involucra tres instantes de tietnpd < S
este le da a su poseedor una tasa que aplica €mré& es pactada eh es decir, al vencimiento recibe el
poseedon(T,S)kN um. y por esto da un pago d€T,S)L(T,S)N, dondeN es el valor nominal del contrato.
Entonces el valor al vencimiento o al tiem@ale dicho contrato es:

NT(T,S[K —L(T,S)] (1.4)

1-P(T,9)

Sabiendo qu&(T,S) = (T.9PT.9

sustituyendo esta expresion en{1.4) resulta

1
P(T,S)

N |[T(T,9K — +1 (1.5)

Dada esta definicion la pregunta natural es ¢ Cuanto valenglato a la fecha de emision?, es decir, en el

instantet. Para esto definimo& :=

TS u.m. en el tiempadS, entonces el montA al instanteT se obtiene

de multiplicarAP(T,S) = P(T,S) =1 por lo tanto al tiempo, AvaleP(t,T).

P(T,
Ahora definiendd := 1(T,Sk+ 1 en el instant&, el valor deB en el tiempd es

X%

P(t,SB = P(t,91(T,9k+P(t,S)



Capitulo 1. Principio de finanzas matematicas.

De esto se concluye que el valor del Forward Rate Agreemegltiegstantet es

F.RAK) := N[T(T,SKP(t,S) + P(t,S) — P(t,T)] (1.6)

Con esta expresion la deduccion de la tasa forward esahgtee da a continuacion.

Definicion 11 (Tasa de Inteés Forward Compuesta de Forma Simple)La tasa de interés forward o tasa
forward es aquella tasa que aplica del tienipaSy es pactada encont < T < S se denota pdF (t;T,S) y

se define como 1 P(.T)
F(t;T,S = TS [P(t,S) — 1} a.7)
Que se obtiene de igualar a cero la exprediod (1.6) y despkja

Nota 3. Sustituyendo er _(11.6) la expresi@n (1.7) resulta

F.RAK) =NP(t,91(T,9k—F(t;T,9)]

Ahora si el contrato Forward Rate Agreement le da a su posee@daasa que aplica del instant&T con
t < T, esto induce una nueva tasa forward.

Definicion 12 (Tasa de Inteés Forward Instantanea.). La tasa de interés forward instantanea que aplica del
instantet aT cont < T, esta definida por:

Pt,T) -1 oP(tT) _aln[P(t,T)]

" ] 1 P(t,S
f(t,T):= lim F(t;T,S =— lim t.9 T ~Pts oT 3T

ST+ s-T+ P(t,9) S

Nota 4. Dada esta definicion se da una nueva caracterizacion deldgdn cero.

Pt,T)= exp<—/tT f(t,u)du) (1.8)

Una tasa de interés clave en todos los modelos y por lo tanttafmental en este trabajo es la tasa dorta
gue se define a continuacion.

Definicion 13 (Tasa Corta). La tasa corta al tiempo t se define como:

(V) = f(t,) = lim f(t,T) (1.9)

Una generalizacion de un Forward Rate Agreement es ekbit®ate Swap, que es un contrato donde dos
partes o patas intercambian una tasa fija por una flotantea(ifgénieria financiera usualmente es LIBOR
para el caso mexicano TIIE) o viceversa, es decir, interaathdtasa flotante a tasa fija, es un instrumento de
cobertura, se presentan dos formas de cotizacion:

i) Swap pagadero de tasa fija Es un contrato que involucra un numero de fechas fuflyasT; < To <
... < T, dondeT, es la maduracion del Swap, una tasaKijael valor nominal del contrato denotado por
N. Al instanteT; coni = 1,...,n el poseedor del contrato

4Para el caso mexicano se le llama tasa de fondeo bancario.



Seccion 1.1. Conceptos basicos

a) Pagat(Ti_1,Ti)N.
b) RecibeF (Ti_1, Ti)T(Ti—1,Ti)N.

Entonces el flujo de efectivo € es[F(Ti_1,Ti) — K|1(Ti—1, Ti)N, es decir Iardﬂ en unF.RA(K), por
lo tanto utilizando[(1J6) se tiene que el valor al tienmipo Ty del flujo enT; esN[P(t,Ti_1) — P(t, Ti) —
kt(Ti—1, Ti)P(t, Ti)], por lo tanto el valor del contrato al tiempec Ty es

e = _ip(tm)([F(m,m ~KT(Ti0, TON) = N[P(t,To) — P(t,To) - k_ip(tm)r(m,m

Donde la ultima igualdad se da utilizando {(1.6) y resolvietadserie telescopica

n

Z[P(I’Ti-l) —P(t,Ti)] = P(t, To) — P(t, Tn)
i=
i) Swap en el cual se recibe tasas fij&s un contrato que involucra las mismas condiciones quegun
mento pasado, pero al instaffteconi = 1,...,n el poseedor del contrato
a) Pager (Ti—1,T)T(Ti—1, Ti)N.
b) Recibekt(Ti_1, T;)N.

Con esto el flujo de efectivo ehes[k— F(Ti_1, Ti)]t(Ti—1, Ti)N lo que implica que el valor del contrato
al instanteg < Tp es

n n
I_IR = Zp(ty-rl)([k_ F(TiflaTi)]T(TiflaTi)N) = N[kzp(ta-l—l)r(-rlfla-rl) + P(tyTﬂ) - P(tyTO)]
i= =
Nota 5. Se tiene la siguiente relacion para estos dos contratos

Mp= MR

En México la manera en que cotizan estos contratos son eéedacal nUmero de revisiones de tasa, normal-
mente TIIE que se da cada 28 dias con plazos de 3 meses haftas3@s decir, en el mercado se encuentran
cotizaciones de swaps que van desgg @x1,9x1,13x1,65x1, 130x1,195«1, 2601 y 391, donde esta no-
menclatura indica el nimero de revisiones de tasa deemf@mcedido dexl”, cabe recalcar que la mayor
liquidez de este instrumento se encuentra en los primerdd® a

La manera en al que se negocian estos contratos es a tral&eflaeada tasa par swap, que se define a
continuacion.

Definicion 14 (Tasa Par Swap).La tasa forward par swap o también llamada tasa par swapatEnpor
Rswag(t) al tiempot < Tp es aquella tasa fijatal quelp = Nr = 0, entonces
P(t,To) — P(t,T,
stap(t) =~ ( 0) ( n)
P(t, T)t(Ti-1, Ti)
2

(1.10)

5Se tiene una posicibn corta en un contrato financiero si ésoemel mismo, se tiene una posicion larga si es poseeddictie
contrato.



Capitulo 1. Principio de finanzas matematicas.

1.2. Modelo Matenaticos para el Precio de un Bono

Se sabe que pdr(1.1) una cantid&d) sigue la siguiente dinamica:

En esta seccion se asume qyg lleva una ley de un proceso estocastico con las caraatagsle tener
trayectorias continuas (c.s.) , ser un proceso markoviantru® esto lleva a afirmar quet) esta descrito
por la siguiente ecuacion diferencial estocastica

dr(t) = v(t,r)dt+p(t,r)dW(t) r(0) =ro (1.112)

dondev(t,r) es la mediap(t,r) es la difusion del procesoW (t) es unP-movimiento browniano.

Por otro lado sabemos que el precio deTun Bonoesta caracterizado por dos variables, fecha de emision
(t) y fecha de maduraciofT) pero este instrumento se puede pensar como una funcibriaalaortai.e.

P, T):=P(t,T,r(t))

Sabiendo que(t) sigue una dinamica estocéasti€a (1.11) entonces fdograh de 16 (Ver apéndice A.3
se tiene que

_ (dP(t,T,r) dPt,T,r) 1, d?P(t,T,r) dP(t,T,r)
dP(t, T,r) = <T V() 5P L) e At Pt — (1.12)
Haciendo
B 1 dP(t,T,r) dPt,T,r) 1, dZP(t,T,r)
HET) = P(t,T,r) [ dr V(L) dr 2p (tr) dr2 (1.13)
1 dP(t,T,r)
0(t7T) - P(t,T,r)p(Lr) dr (114)
resulta
dP(t,T,r) =P(t,T,r)ut, T)dt— P(t, T,r)o(t, T)dW(t) (1.15)

Para simplificar notacion y sabiendo que la fecha de marurass fija se omitira que este instrumento
depende d&.

Otro supuesto a emplear es que no existen costos de trarsgde informacion es simétrica para todos
los inversionistas, entonces suponga que un inversioest tiempa esta corto en uii; — Bonoy largo en
unT, — Bongqi.e. el portafolio ert vale

MN(t) = Pa(t, T, r) — Pu(t, Ty, 1) (1.16)

6Esta caracterizado por el estado actual, sin importaryadtaria que tomo el proceso



Seccion 1.2. Modelo Matematicos para el Precio de un Bono

Utilizando Lema de 16y (1.158) sobre la expresion anterior resulta que el pditaf@ria con respecto al

tiempo de acuerdo a

dr(t) = (Pa(t, KL, T2) — Pa(t, rK(E, Ta))dt — (Pa(t, r)o(t, T2) — Pu(t,r)o(t, T) )dW(1) -
Suponiendo que
- o(t,T2)
Pi(t,r) =M(t) o(t,Ty) — o(t,Tz)]
- o(t,T)
Po(t,r) =T(t) o(t,Ty) — o(t,Tz)]
Result
esulta que an() = ne) [ CL TR T2) O(t,Tz)“(thl)} dt (1.18)
= o(t,T1) —o(t, To) |

de esto se puede concluir que este portafolio es libre dgoriemdemas pol (1.1) se concluye que

o(t, T, To) — c(t,Tz)u(t,Tl)] (1.19)

U(t7T1) — r(t) I“l(taTZ) — r(t)

ot, i)  ot,T)

Ahora comaTy, T, son nimeros fijos podemos definir el proceso

u(t,r(t)) —r(t)
o(t,r(t))
Esta expresion es llamadRrima de Riesgo de Mercatly mide la diferencia de rendimiento de un activo

comparada con una inversion libre de riesgo)j por unidad de riesgo y tomand() = r se tiene la expresion
para la ecuacion diferencial del precio de un bono, llantazacbdn de Estructura de Plazdomando

Alt,r) =

M, T,r)—r =A(t,r)o(t,T,r)

1 _[dPLr) dPt,r) 1, d?P(tr) B -1 dP(t, T,r)
P(t,r) | dr V() =g 5P ) gz | T =ALT) Wp(t,r)T
dP(t,r) dP(t,r) 1 »d2P(t,r)
apir) 1 - e |
g TP Sp gz — Pt =0t<T (1.20)

Resulta una ecuacion diferencial del tipo parabélicdtieb, el precio del bono puede ser obtenido resol-
viendo[12Q con condicion de frontef(T, T,r) = 1.

El siguiente teorema da una expresion probabilista paemebel precio de un bono este es una aplicacion
del teorema déeynman-Kacque en términos generales liga una ecuacion diferenaralg con procesos de

difusion.



Capitulo 1. Principio de finanzas matematicas.

Teorema 1. El precio del bono al ser solucion tiene por expresion:

P(t,T):IE[exp(—/jr(u)du-%/tT)\2(u,r)du+/tT)\(u,r)dW(u)> | ft]

Nota 6. Sip(t,r) =r entonces el valor del bono al tiempesta dado pd?P(t,T) =E [exp(— ST r(uyd u) | Tt}

1.3. Teofia de la estructura temporal

Existen diferentes teorias econbmicas que intentaricexm@l comportamiento de la curva de rendimiento,

estas son llamadda®orias de la Estructura de Plazoy se explican a continuacion:

10

1. Teoria de las Expectativas:Esta teoria fue expuesta por el economistang Fisher en el afio 1896,

en donde indicd que la estructura de plazo esta determipadlas expectativas de mercado, es decir,
la diferencia entre tener una posicion larga en un bono eagimiento de un afio y tener una posicion
larga en un bono con vencimiento de dos afos es la infladébpryma de riesgo, estos factores deben ser
compensados en el rendimiento de esta estrategia. Esldeciados de la curva son sustitutos perfectos.
Ya que se si se define:

ir := la tasa de rendimiento que se obtiene de una inversibn denidad monetaria que inicia ery
vence ert + 1.

ic,1 := la tasa de rendimiento esperada, observada al tiempo t ypljea al tiempot 41 y vence en
t+2.

i := la tasa de rendimiento que se obtiene de una inversion danidad monetaria que inicia ery
vence ert + 2.

El rendimiento que se obtiene al mantener una posiciora lhagta al vencimiento de un bono con
vencimiento dos afos es:
14+r=(1+ix)?=1+2ix+i5
suponiendo quex =~ 0 se tiene que:
r ~ 2iy ahora el rendimiento que se obtiene por mantener una podiziga hasta el vencimiento de

un bono que vence en un afo y después renovar esa posididuifiendo otro bono con las mismas
caracteristicas es:

1+r=1A+i)(1+i )
Si(ig,1)(it) =~ 0 se tiene que ~ iy +if, ;.
Por lo tanto, dada esta teoria el rendimiento de estas ttasega tendria que ser el mismo:

: it"’iteJrl
2=



Seccion 1.3. Teoria de la estructura temporal

En general,

n-1
it + Z iE |
=1

int =
4 n

Se tiene que bajo esta teoria las tasas de largo plazo soomegio aritmético de la tasa de corto plazo

junto con las tasas forward, de esto se concluye que lasdasagyo plazo se mueven junto con las tasas
de corto plazo. Ademas, las tasas de largo plazo presergaarmolatilidad en relacion a las tasas de

corto plazo. La expresion la estructura temporal bajoddaede expectativas es:

1 T
R(t,T) = ﬁ/t Efrs| %]ds (1.21)

. Teoria de Preferencia de Liquidez: Esta teoria fue propuesta por el economilsthn Richards Hicks
en el afio 1946, quien propone que en condiciones normaasversionistas son adversos al riesgo y
prefieren tomar posiciones largas en instrumentos de clazo g solo cambiarian su posicion si reciben
una compensacion. Esta teoria indica que el rendimientmdbono debe estar determinado por inflacion,
un rendimiento libre de riesgo (el cual proviene de la tedé expectativas) y una prima de riesgo, lo que
convierte a este instrumento en un activo riesgoso debidardl&cion y la prima de riesgo. Esta teoria
indica que el rendimiento en la curva de tasas de interésusgiitutos, sin embargo, no pueden llegar a
ser sustitutos perfecto.

Por lo tanto, el rendimiento esta determinado por la sigaiexpresion:

n-1
. e
it + Z IE |
=1

+ It

int =
Dondel; es la prima por riesgo que requiere el inversionista por emamten su portafolio un bonos con
vencimiento em.

Por lo tanto, dada esta expresion se puede concluir quasias tle interés de corto plazo se mueven junto
con las tasas de interés de largo plazo. Otra conclusiporiante es que esta teoria muestra que en casi
todos los casos la curva de interés tiene una pendientivposia expresion para la estructura temporal
de tasas dada la teoria de preferencia de liquidez es:

R, T) = ﬁ [/tTE[rS | F]ds+ /tT L(S,T)ds} (1.22)

dondeL (s, T) > 0.

11
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12

3. Teoria del Habitat Preferido: Esta teoria fue presentada por Modogliani y Sutch en 196&diea
gue la curva de tasas de interés esta determinada por mersagimentados, es decir, los inversionistas
mantienen posiciones largas en plazos determinados deva glestos no cambiaran su portafolio a
menos que reciban una compensacion por este movimienturia de tasas de interés tiene la siguiente
expresion:

T T
R, T) = T(th) [/t E[rs|ft]ds+/t L(S,T)ds] (1.23)

dondelL (s, T) e R.



Capitulo

Estimacon de curvas faricas de tasas de iné

En México la institucidbn encargada de la emision y cobifa de instrumentos de renta fija es la Secretaria
de Hacienda y Crédito Publico (SHCP) y el agente finana@arta colocacion de dicha deuda es el Banco de
México (Banxico). La deuda emitida por el gobierno fedderilominada en pesos cuenta con una gama diversa
de instrumentos de renta fija:

i) CETES (Certificados de la Tesoreria de la Federacion)
Son bonos cupbn cero los cuales tienen vencimiento patmgnte 28,91,182 y 360 dias.Su valor no-
minal es de 10 pesos.

i) Bondes D (Bonos de desarrollo del gobierno federal)
Son bonos que pagan intereses cada 28 dias a una tasa pargefandeo bancario. Estos instrumentos
tienen vencimiento principalmente en 3,5y 7 afios. Su valaminal es de 100 pesos.

i) Bonos M (Bonos de desarrollo del gobierno federal caatde interés fija)
Son bonos que pagan intereses cada 182 dias el cual esidatioran la fecha de emision del instru-
mento. Actualmente la curva de bonos va desde Diciembre tie 28sta Noviembre de 2042, con 20
nodos.

iv) Udibonos (Bonos de desarrollo del gobierno federal esia e interés fija denominados en unidades de
inversion)
Son bonos con las mismas caracteristicas que los bonos Bhiiargo, estos instrumentos estan inde-
xados a las udls Su valor nominal es de 100 udis. Actualmente la curva deoudib va desde Junio
2016 hasta Diciembre 2046, con 9 nodos.

1l as Unidades de Inversion (UDIS) se crearon en 1995 y satades de valor que se basan en el incremento de los precios.

13



Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deeimt

Este trabajo se centra en la estimacion de curvas teqrazados Bonos M. Se muestra la evolucion de las
curvas de rendimientos para estos instrumentos.

Superficie de tasas de interes.

Curvas de 2010-2015

Grafica 2.1: Superficie de tasas de interés. Bonos M.

14



Seccion 2.1. Estimacion de la Curva de Rendimiento &$rae” métodos numéricos.

Ademas, se utiliza la curva de Udibonos para poder anajizamodelos permiten ajustar curvas con nodos
no positivos. Se muestra la evolucion de las curvas demeedios para los Udibonos.

Superficie de tasas de interés.

//
7/ //7
7/4

7 y

Porcentaje

2000

Dias para maduracion

Curvas de 2010-2015

Grafica 2.2: Superficie de tasas de interés. Udibonos.

Para este trabajo se desarrollaron calculadoradseral Basic for Applicatiorde Excel para cada modelo
gue se muestra a continuacion, cada calculadora estaapraga para poder cambiar la convenciébn de dias
(Act/360 o Act/365) y ademas genera solo dias habiledaaonvencion Ne® La curva de rendimiento de
mercado corresponde a la observada el 2 de octubre de 28Idgattts fueron obtenidos a través del portal de
Banco de Méxic%.

2.1. Estimacdn de la Curva de Rendimiento a traes de nétodos nunericos.

En 1977 el economista Milton Fridm8ren su trabajo “Time perspective in demand for Money” mereion
la necesidad de un modelo flexible para el ajuste de la curva@miBmiento, ya que los primeros intentos
para aproximar la curva de rendimientos se basaban enrajostpuntos a través de lineas rectas o piezas
polinbmicas, estos métodos se describen a continuacion

2Esta convencion para generar dias habiles consiste esi gldia a analizar es no laboral o fin de semana se toma ieldéaliato
superior laboral.

Shttp://www.banxico.org.mx/mercsecd/inicia?tabla=N

“Naci6 en Nueva York en 1912, obtuvo el grado de matematiaa afio de 1932 continuando sus estudios de maestria eagohi
en el area de Economia. Sus intereses cientificos saamien la relevancia del dinero y los limites de la politreanetaria. En 1976
fue ganador del Premio Nobel de Economia.
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Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

2.1.1. Interpolacin Lineal

En este método de estimacion de la curva de rendimientsisae que entre cada nodo de la curva existe
una linea recta que los une. Es decir,

Seaf(ti,ri) y (tiy1,ri+1),dondet; := fecha de vencimiento del nodoy r; := rendimiento del bono con
vencimienta.

Entonces la relacion que existe entre el par ordenado ar@esionado, esta dado por la siguiente ecuacion:

I’—I’i:M(t—ti) (2.1)
G-t

La estimacion de las curvas de Bonos M y Udibonos se muesttantinuacion.

Bonos M

La curva de rendimiento y la curva de descuento para los Bdnes|a siguiente:
Poner curvas.

Udibonos

La curva de rendimiento y la curva de descuento para los ddies la siguiente:
Poner curvas.

2.1.2. Splines @bicos.

Esta herramienta de anélisis numérico consiste en miterp nodos de la curvait,ry), ..., (th,ry) utili-
zandon — 1 polinomios de tercer grado. Es decir, la relacion que tmaseeel nodo(t;,ri) y (tit1,rir1) €s la
siguiente:

r=St)=at—t)3+b{t—t)2+ct—t)+d cont<t<tg (2.2)

Por lo tanto, se tiene(d— 1) incognitas, asi que se desea obtener el mismo nUmerondécmmes para
poder resolver el sistema de ecuaciones antes mencioradpacametrosy, b, ¢ y di. Estas condiciones se
mencionan a continuacion.

i) Cada polinomio debe pasar por los puntos dados, es decir
S(t)=riconi=1..,n-1

Con esto se tienem— 1 condiciones.

ii) Esta curva debe ser continua, es decir, el valor extrenpersor del polinomia deber ser el extremo
inferior del polinomioi + 1.

16



Seccibn 2.2. Estimacion de la Curva de Rendimiento &fae modelos parametricos no estocasticos.

S(tiy1) = Sta(tiye) =rigzconi=1,...,n-1
Yy Si-1(tn) =rn. Con esto se generan- 1 condiciones.

iii) La curva debe ser derivable, por lo tanto
S .(t)=S(t)coni=2...n—1

con esto se generam- 2 condiciones.

iv) La curva generada debe ser continua al menos por unapaddg tanto se define las siguientes condi-
ciones de frontera:

Sty) = 2=y g (t) = n—Tnt

b—11 th—th1
Se tienen dos condiciones mas.

v) Las pendientes de los nodos interiores de la curva delvegusdes, se define esta pendiente como el
promedio ponderado de las dos rectas formadas por los ndgasemtes:

{%m_l,i +2miss (Mog)(Myse) >0 23

0 (M_1i)(Miy1) <0
dondem; ;1 = ﬁ Por lo tanto se tiene otras— 2 condiciones.
Con esto, dadas las condiciones mencionadas el sistemaatgaes[(2]2) tiene solucion.

La aplicacion de este método a la estimacion de curvasrdBmiento se muestra a continuacion.

Bonos M

La curva de rendimiento y la curva de descuento para los Bdnesla siguiente:

Poner curvas.

Udibonos

La curva de rendimiento y la curva de descuento para los ddies la siguiente:

Poner curvas.

2.2. Estimacbn de la Curva de Rendimiento a traes de modelos parametricos
no esto@sticos.

En 1987 Charles R. Nelson y Adrew F. Siegel propone un modeanpétrico, es decir, se estima la curva
de tasas forward dada una funcién que depende de ciertameios.

17



Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

R* € x — f(to,to+X) = P(X;2)

En este caso la curva forward tiene por parametros el v&¢teste tipo de funciones son producto de un
polinomio con términos exponenciales, es decir

Pr(x)e "X+ ... + Py(x)e~ %

dondeP, (x) denota un polinomio de gradp, este supuesto viene respaldado ya que las tasas forwand est
asociadas a soluciones de ecuaciones diferenciales dedeegrado con raices reales:

f+oif+af=0 (2.4)

Dichas funciones para tener un ajuste adecuado deben tertas caracteristicas

i) Flexible: Las funciones deben ajustar de manera adedodds las formas que toma la curva de rendi-
miento, estas son: mono6tonas, concava y algunas vecesmnea fle S.

ii) Parsimoniosa: Se debe de ajustar la curva con un mineqmadametros.
iii) Regular: La curva de rendimiento debe ser suave.
iv) Consistente: La familia de funciones debe ser compatibh la dinamica de la tasa de interés.

Los modelos propuestos pbielson & Siegel (1987) y Svensson (196djnplen las caracteristicas antes
mencionadas y se explican a detalle a continuacion.

2.2.1. Modelo de Nelson-Siegel

Si la tasa instantanea forward vista en el instagteon vencimientan esta dada por la solucién de la
ecuacion diferencial de segundo ordenl(2.4) que tieneadoss distintas, entonces esta funcion esta expresada
por medio de:

f(to,m) =Bo+ BleXp<%n> +Bzexp<%n> (2.5)

DondeA1, A, son constantes de tiempo asociadas a la ecuacion difelrgifisi 1, 3> son determinados por
las condiciones iniciales de la misma.

Nota 7. Los parametroZ = (Bo,B1,B2,A1,A2) son lineales.

Nota 8. Esta ecuacion genera las diferentes formas que tieneleest de plazo de la curva de rendimiento
y estan determinadas por los paramefig$1, Bo.

Nota 9. Los parametrofy, 31,32 son funciones del tiempo para simplificar la notacion no gestra, ademas
en lo siguiente denotaremdsto, m) := f(m).

Este modelo no cumple la condicion de ser parsimonioso gd\mlson y Siegel observaron que al variar
los valores d&\;1,A» no mejoraba el ajuste, es decir, los cambios en los valorBg, e, 32 eran despreciables,
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Seccibn 2.2. Estimacion de la Curva de Rendimiento &fae modelos parametricos no estocasticos.

entonces proponen un modelo que es solucion de (2.4) peraomndicion que las raices deben ser iguales,
este ajuste genera una nueva funcion

f(m) = o+ Brexp( 5 ) + Beexp( 5 ) (26)

Una observacion importante para poder generalizar el lnpee el hecho de que puede ser visto como una
constante mas una funcion daguerrgl.

m
Sabemos qu&(0,m) = eXp[—/ f(u)du] (L.8) yR(O,m) = M por lo tanto la curva yield esta
0
dada por

R(O /if )du=Bo+ (B1+PB2)

w] - Bzexp<%n> (2.7)

)
La estructura de plazo de la curva de rendimiento permitataslas expectativas de politica monetaria

y estas se ven reflejadas en este modggoes independiente del vencimiento, esté componente see pued
interpretar como la tasa a largo platre,

lim f(m) = Bo (2.8)

Mm—00

Ahora, los componentds y 1 son términos asociados a la tasa corta, ya que

Tim_f(m) = Bo+ s (2.9)

Nota 10. Dados[(2.8) yl(219) se concluye gfe> 0y Bo+ B1 > 0; ademas > 0.

Estimacion del Modelo

Para estimar los parametros del modelo de Nelson-Sieggls@eme que se conooetasas de mercado
R(t,t) y usando una transformacion de (2.7).

1 =~ 1—exp 5t —t;
—iﬁilrw4—i§bl—w({)]

Se busca calibrdsy, 1,32 y A con la informacion de mercadbe.

R(t,t) = Bo+PB1

1—exq%”) 1—exq%”)

1 = = —€ex p(;tl)
R(t,tl) 1_eXT;12> 1—exT[;i2) ’
R(t,t2) 1 — A = A _eXp(%) Bo
_ = X X Ba
: : : : B2
R(t,t ey =t p——
G g e e o)

SEstas funciones consisten de un polinomio y terminos expciales decrecientes, son utilizadas para aproximaasury
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Y el sistema puede reescribirse de la siguiente manera

R =Xy B (2.10)

DondeR; es un vecton—dimensional X,, es una matriz de tamaiio3 y (3; es un vector 3- dimensional

El encontrar el valor 6ptimo de los parametrss (o, B1,B2,A) en (2.10) implica

mz'ln_i <Bo +B1

En 2008Krishan propone utilizar los precios de los bonos en el mercaidesasumir que se conocen
precios de bonos con diferentes vencimieritos - - - ,m,) y ademas precios generados por el modelo, entonces
se busca

2
= — —exp(%ﬁ)] —R(t,ti)> :mz’ln(XAtBt—Rt)t (X\ Bt —R)

By A

1—exp(‘Tti)] ‘B [l—exp(‘Tt‘)

mzin_i1 (R(m) -~ R(m)” (2.11)

i=
Donde|3t(mi) es el valor tedrico en tiempodel bono con vencimientoy y R (m) es el valor del bono en

el mercado al tiempbcon vencimientary .

Calibracion del modelo Nelson-Siegel con Bonos M.

El método que se empleo para la estimacion de la curva dem&mto, se basa en la minimizar la diferencia
entre el precio tedrico del bono y el precio de mercado deipstrumento, ademas del método donde dichas
diferencias son ponderadas por la Duracion de Maculeypamekplicados en las secciones anteriores. Los
datos se muestran a continuacion.
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Seccibn 2.2. Estimacion de la Curva de Rendimiento &fae modelos parametricos no estocasticos.

Bonos Tasa Cupdn || Vencimiento || Precio Sucio
Bonos M || 8% 17/12/2015 || 10249
Bonos M || 6,25% 16/06/2016 || 10277
Bonos M || 7,25% 15/12/2016 || 10506
Bonos M || 5% 15/06/2017 || 101,70
Bonos M || 7,75% 14/12/2017 || 107,97
Bonos M || 4,75% 14/06/2018 || 100,27
Bonos M || 85% 13/12/2018 || 11248
Bonos M || 5% 11/12/2019 || 99,14
Bonos M || 8% 11/06/2020 || 11117
Bonos M || 6,5% 10/06/2021 || 10491
Bonos M || 6,5% 09/06/2022 || 10490
Bonos M || 8% 07/12/2023 || 11441
Bonos M || 10% 05/12/2024 || 130,10
Bonos M || 7,5% 03/06/2027 || 11165
Bonos M || 85% 31/05/2029 || 12127
Bonos M || 7,75% 29/05/2031 || 11466
Bonos M || 7,75% 23/11/2034 || 11554
Bonos M || 10% 20/11/2036 | 14201
Bonos M || 85% 18/11/2038 || 12489
Bonos M || 7,75% 13/11/2042 || 11659

Tabla 2.1: Datos del Mercado Mexicano de Bonos

El modelo que se implemento fue Nelson-Siegel; para calallarecio teodrico del bono, se utilizd la
hipbtesis de que el precio de cualquier instrumento fimaaaes el valor presente de todos los flujos futuros,
donde la tasa de descuento es la generada por el modelo pdialgjee la tasa cupdon de estos bonos revisa
semestralmente.

Utilizando la herramienta Solver de Excel se minimiza losress para cualquiera de los dos métodos. Los
resultados se encuentran en la tabla 2.2.2.

Diferencia entre el Precio Tebrico y Precio de Mercado 19
Diferencia entre el Precio Tebrico y Precio de Mercado,decado|| 1,16

Tabla 2.2: Minimos de las Funciones Objetivo. Modelo NielSiegel

Mientras que la curva de rendimiento esta determinadaadonkion

1—ex p( 41_9?18>
m
71918

1_eXp(4l_Qn18> —m
F(—2,94%) |\ exp<7>
71918 41918

R(t,m) = 6,95%- (—3,95%)

Nota 11. La tasa a largo plazo segin el modelo €45686, mientas que la tasa corta es 3%.

Dondet = 2 de Octubre del 2015.Las curvas generadasson: 2.6 ,
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Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

Curva Yield estimada con el modelo Nelson-Siegel

— Curva de Mercado
N — Curva Estimada

Porcentaje
4
]

5 10 15 20

Plazo en Afios

Grafica 2.3: Curva Yield Generada por el Modelo Nelson-8ieg

2.2.2. Modelo Svensson

Para incrementar la flexibilidad y mejorar el ajuSteensson en 1994ropone agregar un factor mas al
modelo de Nelson & Siegel, este término le da al modelo unatwa mas, la curva forwﬂaﬂue propone es

f(m) = Bo+ BleXp<%n> +BzA—nlexp<%n> +[33A—r:exp<%n> 2.12)

Utilizando el mismo argumento que én(2.7) la curva de reraita esta dada por

1-exp(3)) ox (—m)]
o O\,
A2

En el grafico siguiente se muestra el efecto que tiene eeirfﬁg%exp(%“) en el modelo.

R(0,m) = Bo+ B2

b b 1

A1 A1

Estimacion del Modelo

Un método para estimar los parametros del modelo Svefiesoana mejora al propuesto prishan,
donde la diferencia entre el precio tetrico y el de mercaduoaderado por lduracion de Maculey

6Este modelo también es conocido como Nelson-Siegel Extend
“Este método también se puede utilizar en el modelo de N&lsBiegel
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Seccibn 2.2. Estimacion de la Curva de Rendimiento &fae modelos parametricos no estocasticos.

Factor de descuento bajo el modelo Nelson-Siegel
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Grafica 2.4: Factor de descuento generado por el Modelmhi&gegel.

1-exp( ™) 1-exp( ™) B 1-exp(7™) B
SeaR(O,m):[30+[31[ S }%—Bz[ S —exp(A—TﬂJchs[ o’ —exp(rgn>]
1 1 2

dondez = (Bo, B1,B2,B3,A1,A2) es estimado mediante el siguiente método

n

mz'm_zl (Wig;)? (2.13)

Y g = Ist(m) —PR(m), n es el nUmero de bonos en el mercado y las ponderaciones dzstas por la
duracion de Maculay denotadas ipr

W= —

S.a

R(07 mmin) 2 O
R(0,0) >0
exp[—R(0,my)my] > exp[—R(0, M 1)Mi1] > 0V My < Mipax

Las restricciones aseguran que la funcion de descuentwsg&ciente, positiva al corto y largo plazo.
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Curva Yield Tebdricas
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Grafica 2.5: Modelo Svensson contra Modelo Nelson-Siegel.

Calibracion del modelo Svensson con Bonos M.

El método que se empleo para la estimacion de la curva demamto, se basa en la minimizar la diferencia
entre el precio tedrico del bono y el precio de mercado deipstrumento, ademas del método donde dichas
diferencias son ponderadas por la Duracion de Maculeypamekplicados en las secciones anteriores. Los
datos fueron extraidos del portal de Banco de Mékecta fecha de 6 de julio del 2015, estos se muestran en

2.2.2.

8http: //wwwbanxicoorg.mx/mercsecdinicia®abla= N&locale= esS
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Seccibn 2.2. Estimacion de la Curva de Rendimiento &fae modelos parametricos no estocasticos.

Bonos Tasa Cupdn || Maduracion || Precio Sucio
Bonos M || 8% 17/12/2015 || 10249
Bonos M || 6,25% 16/06/2016 || 10277
Bonos M || 7,25% 15/12/2016 || 10506
Bonos M || 5% 15/06/2017 || 101,70
Bonos M || 7,75% 14/12/2017 || 107,97
Bonos M || 4,75% 14/06/2018 || 10027
Bonos M || 8,5% 13/12/2018 || 11248
Bonos M || 5% 11/12/2019 || 99,14
Bonos M || 8% 11/06/2020 || 11117
Bonos M || 6,5% 10/06/2021 || 10491
Bonos M || 6,5% 09/06/2022 || 104,90
Bonos M || 8% 07/12/2023 || 11441
Bonos M || 10% 05/12/2024 || 130,10
Bonos M || 7,5% 03/06/2027 || 11165
Bonos M || 8,5% 31/05/2029 || 12127
Bonos M || 7,75% 29/05/2031 || 11466
Bonos M || 7,75% 23/11/2034 || 11554
Bonos M || 10% 20/11/2036 || 14201
Bonos M || 8,5% 18/11/2038 || 124,89
Bonos M || 7,75% 13/11/2042 || 11659

Tabla 2.3: Datos del Mercado Mexicano de Bonos

El modelo que se implemento fue Nelson-Siegel; para calallarecio teodrico del bono, se utilizd la
hipbtesis de que el precio de cualquier instrumento fimaaaes el valor presente de todos los flujos futuros,
donde la tasa de descuento es la generada por el modelo pdialgjee la tasa cupdon de estos bonos revisa
semestralmente.

Utilizando la herramienta Solver de Excel se minimiza losress para cualquiera de los dos métodos. Los
resultados se encuentran en la tébla 2.2.2.

Diferencia entre el Precio Tebrico y Precio de Mercado 19
Diferencia entre el Precio Tebrico y Precio de Mercado,decado|| 1,16

Tabla 2.4: Minimos de las Funciones Objetivo. Modelo NelSiegel

Mientras que la curva de rendimiento esta determinadaadonkion

1—ex p( 41_9?18>
m
71918

1_eXp(4l_Qn18> —m
F(—2,94%) |\ exp<7>
71918 41918

R(t,m) = 6,95%- (—3,95%)

Nota 12. La tasa a largo plazo segin el modelo €45686, mientas que la tasa corta es 3%.

Dondet = 6 de Julio del 2015.Las curvas generadas|[son: 2.6 ,

25



Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

Curva Yield estimada con el modelo Nelson-Siegel

— Curva de Mercado
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Grafica 2.6: Curva Yield Generada por el Modelo Nelson-8ieg

2.3. Estimacbn de la Curva de Rendimiento a traes de modelos est@sticos.

La teoria matematica ha sido una herramienta clave enasunieas de las ciencias como economia, bio-
logia, guimica,fisica y fue hasta 1900 dumuis Bacheliedesarrolld los primeros modelos financieros que se
enfocaban en los precios de las acciones de la Bolsa de ¥aeraris, el modelo que propuso fue una expre-
sion lineal del movimiento brownian&(= S+ ut+ oW), sin embargo el modelo tenia limitantes importantes,
entre el que destaca la probabilidad positiva de que el poogstocastico presente valores negativos, a pesar de
esto, el modelo que propuso Louis Bachelier es la base deslb@use conoce conféinanzas Matefdticas

La aportacion importante a nivel tebrico que marco la paut esta area fue eélculo estoésticodesa-
rrollado porKiyoshi It6 en el afio de 1944 y fue casi 30 afios después que en 1973 pmdgunatematicos
incorporan esta herramienta a las finarizabger BlackMyron Scholesy Robert Mertonlogran calcular el
precio de una opcion europea por medio del movimiento bievengeomeétrico y ecuaciones diferenciales
parciales, esto los llevo a ganar el premio nobel de ecanemel afio de 1995.

Mientras que en el tema central de este trabajo, fue cuatr@eSpués del modelo de Black-Scholes que
Oldrich Vasicekpropone un modelo estocastico para la tasa cdrta< k(6 — ry)dt+ odW) como todo trabajo
pionero, tiene diversas incongruencias con el comportamigue hay en el mercado, el mas importante de
este modelo es el soporte del mismo, toma valores en todeté&areal con probabilidad posit@ael siguiente
modelo incorpora un factor que impide este hecho, el modejel@gersoll-Ross o CIRdf; = k(6 —ry)dt +
o,/ftdW) propuesto en el afio de 1985 planh Cox,Jonatha Ingerssol y Stephe Rassevolucion de estos
modelos ha sido en vias de mejorar el ajuste con las curvasado, la principal caracteristica de estos es que
pertenecen a la familia de modelesdogenosesto significa que lo parametros no dependen de la est@uctur

9Este supuesto implica que la tasa de interés es negatigdesho no es comin en los mercados financieros,sin emleargaises
como México se ha observado bonos con tasas reales negatied corto plazo
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Seccion 2.3. Estimacion de la Curva de Rendimiento &$rae modelos estocasticos.

Factor de descuento bajo el modelo Nelson-Siegel
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Grafica 2.7: Factor de descuento generado por el Modelmhi&gegel.

temporal de tasas observada a la fecha de analisis, adiemés en comin que a largo plazo la tasa corta
converge a una constante, a este comportamiento se lerdarsion a la media

Para obtener modelos eficientes se buscan parametrosaddeaue generan curvas lo mas parecida a las
existentes en el mercado, sin embargo modelos comos VasiC8R no lograr capturar de manera adecuada
todas las formas que tiene la estructura temporal de tasas.

Para mejorar el ajuste se proponen otros tipos de modefolainadosxbgenosque toman la estructura
temporal de mercado como un insumo, se puede transformaelosoghdbgenos a exdgenos haciendo variar
los parametros en el tiempo y que dependa de la estructugotal de tasas y la volatilidad de mercado, ya
sea por medio de modelos estadisticos o econométreos

dry =K(0 —ry)dt+o/rdW = dry =K(6; — ri)dt+ or/redW

Existen modelos especificos para diferentes supuestas losnson:Hull-White que puede ser una exten-
sion del modelo Vasicek o CIR Black-Karasinski.La necesidad de encontrar modelos que ajusten de mejor
manera a las curvas de mercado ha llevado a proponer ecescids robustas como lo son los modelos mul-
tifactores donde la tasa corta ya no solo depende de un mentionibrowniano y la principal ventaja de estos
modelos es que la correlacion entre las tasas de corto plasdasas de largo plazo es menor que en un mode-
lo de un factor donde se tiene que la correlacion es peangote uno , los modelos multifactores se basan en
Vasicek y CIR, alternativamente también se han propuestietos con saltos, estos buscan romper la rigidez
del modelo unifactor ya que cambios bruscos en el mercadograrl ser captados de buena manera, estos
también se basan en los modelos antes menciorizatestrabajo se centra en los modelos Vasicek y CIR,
en los caso endgenos

La pregunta natural es ¢ Qué modelo elegir?, si se desealimaajeiste adecuado a las curvas de mercado lo
mejor es elegir un modelos multifactor, el inconvenienteste es que computacionalmente y analiticamente es
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complicado, ya que expresiones importantes como bonamargro no tienen una expresion analitica sencilla
bajo el supuesto de que la tasa corta tiene un comportang@staoastico multifactorial, por otro lado, elegir un
modelo sencillo como Vasicek conlleva a que posiblemeraguste no sea el adecuado, ya que su soporte es la
recta real; muchas de estas cuestiones han llevado a nauttmenificacié@ en el modelaje de tasa de interés,
ya gque todos los modelos cuentan con ventajas y desvemtajabps textos recomiendan el modelo CIR ya que
cumple con el supuesto de no negatividad y los costos coripatdes no son tan altos como para un modelo
multifactor, a continuacion se presenta una tabla en fatfemeesumen de los modelos mas representativos,
donde EAB indica expresion analitica del bono cupbn ¢ekdM modelo multifactor.Esta tabla esta basada
en [1]

Modelo Dinamica Tasa Positiva || Distribucion || EAB || MM
Vasicek(1977) dry =K[B — r¢]dt + odW No Normal Si Si
CIR(1985) dry = k[0 —r]dt + o,/ dW Si Ji-Cuadrada || Si Si
Dothan(1978) dry = ri[adt+ odW] Si Log-Normal || Si Si
Vasicek Exp.(1990) dry =r¢([n —aln(r;)]dt+odW) || Si Log-Normal || No Si
Hull-White(1990) dry = K[6; — r¢]dt + odW No Normal Si Si
Black-Karasinski(1991) || dr; = r¢([n¢ —aln(r;)]dt+adW) || Si Log-Normal || No Si

Tabla 2.5: Modelos Estocasticos de Tasa Corta.

2.3.1. Marco Tebrico

En el capitulo anterior se demostro la existencia de ungzmttamaddrima de riesgo de mercadienota-
do porA(t), este proceso es clave para los modelos de tasa de intex@syesto importante para llega a la exis-
tencia de este proceso es que la tasa corta tiene una dinastacastica dada pdr; = v(r,t)dt 4 p(r,t)dWF
dondéW es unP-movimiento browniano y recordando quess una tasa para inversiones libres de riesgo.

Asumiendo que todos los precios de los activos estan ehletui.e. los procesos de precios, Y;, I etc.
esta dado por la ley de oferta y demanda de los agentesratms) ademas se asumesencia de arbitraje
esto quiere decir que para ningln tientpge puede construir un portafolio libre de riesgo en el cualase
una tasa de rendimiento mayor;a

SeaX; > 0 un proceso de precios de un activo que no paga dividenda@sdingmica del rendimiento de
dicho activo bajo la medida es

ax _ H(X,t)dt 4 o(x,t)dW

% (2.14)

T
Si es el proceso estocastia¢t) cumple la condicion técnicE" |exp —%/ IA(s)]?ds]) | < o por el
0

teorema de Girsanov existe una medida equival@)te(lP definida por la derivada de Radon-Nikodym al
tiempot

c;% = exp(—%/ot)\z(s)ds— /ot)\(s)d\/\gp> (2.15)

t
entoncesy? = WF +/ A(s)ds, dondeW? es unQ-movimiento browniano.
0

10E| modelo Black-Scholes a pesar de los supuestos sobredaseqapoya ha logrado unificar la valuacion de opciones.
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Seccion 2.3. Estimacion de la Curva de Rendimiento &$rae modelos estocasticos.

Sabiendo que(x,t) = r(t) +A(t)o(xt) resulta quel(2.14) bajo la medidaes

>

% (t)dt+ o (x,t)dWY (2.16)

dondeQ es llamada medida neutral al riesgo.

Las medidad) y IP tienen diversas interpretaciones econémicas, la métljplzede ser interpretada como
la medida demundo reales decir la expectativa de ganancia o perdida que tiene arsimy mientras qu@
es la expectativa de ganancia o perdida en una inveliBi@nde riesgo, cabe recalcar que la clave para pasar
de una medida a otra es el proc&sama de riesgo de mercado

R t
DenotandoX; al proceso descontado con un factor de acumulggfon= exp<—/ r(s)ds>
0

X = —— (2.17)

X
B(t)

Los siguientes dos teoremas son fundamentales en la dintedeiprecios, dada la finalidad del trabajo
estos solo se enuncian.

R t
Teorema 2. El proceso descontadq = exp<—/ r(s)ds> X; es una martingala bajQ.
0

Teorema 3 (Regla Fundamental para la Obtend@n de un Precio).
T Bt
X =EQ {exp(—/ r(s)ds> Xr | ﬁ} =EC [B—XT | ﬁ} (2.18)
t T

Este desarrollo tebrico fue para cualquier contingenterqupaga dividendos, para la teoria financiera un
instrumentos clave es el el bono cupbn cero, ya que la naglerlos contingentes puede ser replicado por este
instrumento entonces definiendip= P(t,T) i.e.un T-bono se tiene que

dP(t,T)
P(t,T)

= rydt+ odw®

por (Z.17) se tiene quie(t,T) = % y por los teoremas anteriores se tiene que

P(t,T) =EY {%P(T,T) y ﬂ}

comof; es %-medible yP(T,T) =1

S P(LT) = BEQ[(Br) ! | #] = BED [exp<—/oTr(s)ds> | ft}

Nota 13. Esta expresion en el capitulo anterior se dedujo utilipashel hipotesis de qu&t) =r.

Por lo tanto se tiene una relacion entre el bono cup6n cetdaxtor de descuento natural y la tasa corta
i.e.conociendo la dinamica estocasticar@le se puede valuar opciones, construir curvas, replicar hatos
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Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

2.4. Modelos de Estructura Afn.

Entre los modelos presentados en la tabld (2.3), existegllaguue presentan una forma cerrada para el
precio del bono cupbn cero, a estos modelos se les llamalosaike estructura afin, esto implica que la tasa de
rendimiento es de la forma

R(t, T)=a(t,T)+B(t, T)r(t)

dondea y B son funciones del tiempo no estocasticas, por lo tantceeigdel bono es de la forma

PE,T) = A(LT)e—B(t,T)r(t) (2.19)

cona(t,T) = ZHALT] y gt T) = BLT),

Existe un criterio para discernir entre modelos de estracifin y modelos que no poseen esta caracteristica,
la siguiente proposicion da una regla para poder deterresta.

Proposicion 1. El modelo de tasa cortdr, = b(t,r)dt+o(t,r)dw@ bajo la medida neutral al riesg®))
pertenece a la familia de estructura afin si y solo si loampatros de difusion y drift son de la forma

o(t,r) =p(t)+n(t)ry b(t,r) =y(t,r)+3(t)r
conp,n,dy yfunciones continuas

Las funcionedA y B pueden ser obtenidas de resolver

%B(t,T)er(t)B(t,T)—%y(t)B(t,T)erl:O (2.20)
%In[A(t,T)] —nB(t,T)+ %6(t)B(t,T)2 =0 (2.21)

con condiciones de frontera pafa (2.BJJ,T) =0y (221)A(T,T) = 1; para la mayoria de los mode-
los resolver las ecuaciones antes presentadas implicaplarmentacion de herramientas numéricas para su
solucion.

Para los casos Vasicek y CIR estas ecuaciones tienen@ullms parametros se encuentraglen 1 .

Vasicek || CIR
p(t) || —k —k
yit) |[ 0 o?
3(t) || o? 0
n() || k6 ko

Tabla 2.6: Parametros que determinan la estructura afmlps modelos Vasicek y CIR.
A continuacion se presenta un analisis a detalle de estomddelos.
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Seccion 2.4. Modelos de Estructura Afin.

2.4.1. Modelo Vasicek

En el afio de 1977 el matematico che&@lrich Alfons Vasicelpropone un modelo de difusion para la
tasa corta que es descrito por el proceso Ornstein-Uhlkrdmt coeficientes constantes, donde su principal
caracteristica es el ser un proceso con reversion a laameslidecir, el proceso tiende en el infinito a una
constante, este supuesto no esta muy distante de losef@oondomicos que afectan a la tasa de interés,
ya que si esta sube los prestatarios no ven redituable stapré esto ocasiona menos demanda de capital,
concluyendo en una baja de tasa de interés mientras quéegia baja los prestatarios solicitarian mas fondos
y esto obliga a los prestamistas a incrementar la tasa a latgiga los fondos.

Definiciobn 15 (Modelo Vasicek bajo la medidaQ). El modelo de Vasicek bajo la medida neutral al riesgo
esta descrito por la ecuacion

dry = k|8 — ri]dt+ adW<® conr(0) =rq (2.22)

0 es la media o constante a la cual converge el proceso.
k la velocidad a la cual converge
o la volatilidad del proceso de difusion bajo el modelo Vakic

Proposicion 2. SeaW, cont > 0, un movimiento browniano, el modelo Vasicek esta dado por
dry = k(8 — ry)dt+ odW
dondek, 8, 0 son constantes positivas. Esta ecuacion diferencia pen solucion:
n=re 9 10(1-e 940 /S t e Kt=slgw2 (2.23)

condicionando al procespcon gy s<t.

Demostraddn. Seaf (t,x) = e ro+0(1—e ) 4 oe Kx, sabemos que

3 =k(6— f(t,x)
af(t,X) — oge kt
0X
2
0 f(t,x) _0

0Xx

t
Por otro lado tomando el proceso estocas¥ce / edeV\é@, ahora aplicando ¢lema de it a este proceso
0
bajo esta funcion, se tiene que

O (t, %) = k(B — f(t,X))dt+oe X (dW) = k(6 — f(t,X))dt+ odw?

Por lo tantof (t,X;) es solucion de€_(2.22)

31



Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

De la solucion antes obtenida y del hecho que la esperanzaratca de la integrdlema de ib es cero se
tiene que¢ es un proceso Gaussiano, con las siguientes expresiorsek paedia y varianza

EQ[r | 7 =ree 79 4 8(1— e K-9)) (2.24)
2
Q _ 971 _ a2kt
varl [ | 7 = o [1 e } (2.25)

Por lo tantaQ[r (t) < 0| %] > O este hecho es el principal inconveniente de este modeloey/taaturaleza
de una tasa de interés no incluye el caso que esta sea negosit

Modelo Vasicek

1 2 3 4 5
|

Porcentaje

-1

|
0 2000 4000 6000

Plazo en dias

Grafica 2.8: Simulacion del Modelo Vasicek con paramstge= 2%k = 0,0450 = 3,4%,0=11%

Por otro lado cuandb— o se concluye que el proceso converdg & tendencia de proceso es positivo
si r; esta por debajo de su media y es negativg ssta por arriba dé , este movimiento eempujadca una
velocidadk para estar lo mas cercan®a

Como se menciono anteriormente este modelo pertenece milafde procesos con estructura afin, esto
guiere decir que el precio del bono cupbn cero esta dado por

P(t,T) = A(t,T)e BETn

COnA(t,T) = exp[(e— 5‘—;2) B(t,T)— (T —t)]— f{—iB(t,T)z] yB(t,T)= %[l— e KT-0).

Seary,ry, ..., observaciones dmercado del procesa; y se desea calibrar el modelo dado estos datos,
la observacion importante que se tiene que hacer es que daestias provienen dehundo real es decir, en
terminos de medida correspond® g@or lo tanto la dinamicd (2.22) no es consistente con lossgg@iara esto
se tiene la siguiente definicion.
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Seccion 2.4. Modelos de Estructura Afin.

Definicion 16 (Modelo Vasicek bajo la medida.). El modelo de Vasicek bajo la medida del mundo real esta
descrito por la ecuacion
dr; = [k8 — (k-+Ao)ry]dt+odW’ conr(0) =ro (2.26)

dondeA es un nuevo parametro, dado por el prodesma de Riesgo de Mercadb
Nota 14. SiA = 0 se tiene que las dinamicas (2.26) y (2.22) concuerdan.

Por lo tanto se tiene que estimar los paramek@A y o con la informacion dada, sin embargo, todos
los precios de mercado estan calculados a través de lalmedutral al riesgo, mas atin cuando se calibra el
modelo para precios de derivados se necesita usar la diadqrajoQ.

Entonces se tiene que combinar estas dos difusiones(estiocentexto de las contantes que definen los
procesos), se tiene que bajo las dos medidas el terminoudaatip) es el mismo, resta calibriy 8 tomando
en cuenta el procederima de Riesgo de Mercagdpor lo tanto el proceso que se tiene que calibrar es

dry = k*[8* — ryJdt+ odW conr(0) =ro

cono* =

= k+)\cr y k* =k+Ao.

Sin embargo, en este trabajo la calibradn es con precios de bonos esto implica que la dimica
utilizada es bajo la medidaQ.

Modelo endogno y su implementaadbn

Para este trabajo se realiz6 la estimacion de los parasnair medio del método transversal el cual consiste
en estimar parametros a través de la curva observada én,@sdlecir los parametros representan la dinamica
observada para el dia de analisis. La estimacion puedarll ser mas satisfactoria comparado con modelos
no estocasticos (método lineal, splines, bootstrapiNglgon-Siegel). En este trabajo este método es utilizado
para la curva de bonos gubernamentalans M y bonos ligado a la inflaciériJdibonog. Los datos fueron
obtenidos de la misma fuente que se uso en lo modelos aeterior

En esta seccion se muestra la calibracion del modelc&asi

dr, = k{8 — ry]dt + odw® (2.27)

por medio del método transversal, para ilustrar mejorwgtaejque puede llegar a generar este modelo se
tomo la curva gubernamental de Udibonos para el 2 de octiéb2915 ya que la parte corta de la estructura
temporal presenta tasas negativas.Ademas se calibrmedo para la curva de Bonos M.

Para la implementacion de este modelo, se busca minindzdifdrencia entre el precio tebrico (precio
generado por el modelo) y el precio de mercagbo.

SeaR, el precio del bono o udibono al tiempo ty &a! precio del bono o udibono generado por el modelo
Vasicek (o0 Cox-Ingersoll-Ross), suponiendo que existendos de la curva entonces la funcibn a minimizar
es

SO

donded; es la duracion de Bono M o Udibor®; con este método se busca ponderar la parte corta mejo-
rando el ajuste y asi con esto estimar de mejor manera enzeet(0,k,o) de parametros de 2.

para este modelo se tiene qug) = Ar(t)
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Capitulo 2. Estimacion de curvas tebricas de tasas deemt

Los precios fueron calculados a través de las formulasrgnogdasVer Ap éndice), finalmente la funcion
(2.28) se minimizo6 con el paqueBmlver de Excel

Ademas de las curvas observadas, el modelo necesita leaidagg), para el caso de la curva de udibonos
esta tasa no es observable directamente en el mercado, Isamgempara su estimacion se utlizé la tasa con
plazo a un dia generada por al estimacion por el métodplaes clbicos.

Mientras que para la curva gubernamental de bonos, la tatsaela tasa de fondeo gubernamental pu-
blicada poBanxico Cabe destacar que diversos autores sugieren estimawatedrica por medio de instru-
mentos de corto y largo plazo, para el caso mexicano estingritentos seria los Cetes y largo plazo los Bonos
M. Sin embargo, la curva de Cetes ha sufrido una distorgi$to, debido a la exceso de demanda, ya que el la
tasa de rendimiento se encuentra muchas veces por debajteda de referencia puesta por el Banco Central.

Udibonos.

Para la siguiente curva de Udibonos y tasa ceyta 0,179 %

Instrumento || Vencimiento | Tasa de Rendimiento| Tasa Cupdn
Udibono 16/06/2016 || —0,12 5

Udibono 14/12/2017 || 0,891 35
Udibono 13/06/2019 || 1,779 4

Udibono 10/12/2020 || 2,198 2,5
Udibono 09/06/2022 || 2,509 2

Udibono 04/12/2025 || 2,886 4.5
Udibono 22/11/2035 || 3,447 4.5
Udibono 15/11/2040 || 3,597 4

Udibono 08/11/2046 || 3,603 4

Con esto minimizando el precio de mercado con respecto eiopobtenido por el modelo se obtuvieron
los siguientes parametros:

Parametro || Valor

ro 0,179%
0 431%
k 30,53%
o] 0,086 %

las discrepancias entre los precios obtenidos acumulgre3ak a lo largo de toda la curva

Por lo tanto el modelo Vasicek para la curva de Udibonos es

dr, = 30,53%(4,31%-— r)dt + 0,0860 %eW"
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Curva de rendimiento estimada con el modelo Vasicek
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Grafica 2.9: Curva de rendimiento de Udibonos estimadaddajwdelo Vasicek.

PONER GRAFICAS

Bonos M.

Para la siguiente curva de Bonos M y tasa cogta 3%

se obtiene los siguientes parametros
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Bonos Vencimiento || Tasa de Rendimiento|| Tasa Cupon
Bonos M || 17/12/2015 || 3,222% 8%
Bonos M || 16/06/2016 || 3,539% 6,25%
Bonos M || 15/12/2016 || 3,84% 7,25%
Bonos M || 15/06/2017 || 4,14% 5%
Bonos M || 14/12/2017 || 4,37% 7,75%
Bonos M || 14/06/2018 || 4,58% 4.75%
Bonos M || 13/12/2018 || 4,80% 8,5%
Bonos M || 11/12/2019 || 5,08% 5%
Bonos M || 11/06/2020 || 5,20% 8%
Bonos M || 10/06/2021 || 5,50% 6,5%
Bonos M || 09/06/2022 || 5,73% 6,5%
Bonos M || 07/12/2023 || 5,96% 8%
Bonos M || 05/12/2024 || 5,98 % 10%
Bonos M || 03/06/2027 || 6,22% 7,5%
Bonos M || 31/05/2029 || 6,34% 8,5%
Bonos M || 29/05/2031 || 6,48% 7,75%
Bonos M || 23/11/2034 || 6,60% 7,75%
Bonos M || 20/11/2036 || 6,64 % 10%
Bonos M || 18/11/2038 || 6,72% 8,5%
Bonos M || 13/11/2042 || 6,73% 7,75%

Parametro || Valor

lo 3%

0 9,40%

k 2313%

o 416%

Asi se tiene que las discrepancias entre los precios oloeacumulan 3.8 pesos a lo largo de toda la curva.
El modelo Vasicek ajustado a la curva de Bonos es

dr, = 23,13%(9,40%— r;)dt + 4,16 %W

PONER GRAFICAS

2.4.2. Modelo Cox-Ingersoll-Ross

En el afio de 1985 los matematicos John C. Cox, Jonatharg&rsinll y Stephen A. Ross proponen una
mejora al modelo Vasicek. Este principal ajuste se da erpeftodel proceso de la tasa corta, ya que el modelo
Cox-Ingersoll-Ross (CIR) es no negativo, este modelo esaslpopular dentro del mercado financiero debido
a este hecho. Sin embargo, la distribucion de probabiligledasume (Ji-cuadrada) este modelo ocasiona que
computacional y tebricamente sea mas robusto.

Definiciobn 17 (Modelo CIR bajo la medida@). El modelo de CIR bajo la medida neutral al riesgo esta
descrito por la ecuacion
dr, = k[6 — r]dt + ,/FiodW® conr(0) =rg (2.29)
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Curva de rendimiento estimada con el modelo Vasicek
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Grafica 2.10: Curva de rendimiento de Bonos estimada bajmdelo Vasicek.

Proposicion 3. Seaw, cont > 0, un movimiento browniano, el modelo CIR esta dado por

dry = k(6 —ry)dt + /Frodw®

dondek, 8,0 son constantes positivas.Se tiene que la esperanza ntiageméa varianza estan dadad por las
expresiones que se muestran a continuacion,asumiends puecesa; es s — medibley s <t.

Demostraddn. Seaf (t,x) = éx,aplicando eLema de I6 para el proceso de la tasa corta descrita por el mo-
delo CIR, se tiene quaéf (t,x) = €kadt + o,/FidW e por lo tantodex = ekddt + o, /fdW2e, ahora
integrando des at resulta que

1
e —redS— B[t — 1 + 0 / U /Frdn@
S
Tomando la esperanza y sabiendo que la el valor esperad@detegral ddtd es cero resulta que:
EQ[ry | o) = rse =9 1 g[1— e k-9

Por otro lado, para el calculo de la varianza se define eisitriproceso estocastip=r;e y la siguiente
funcion continuaf (t,x) = x?, aplicando eLema de 16 resulta que:

dX2 = 2% & k0 dt+ 20 X2 dwY)
Ahora integrando la ecuacion diferencial estocasticaalese tiene que:
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Xt2:X52+(2k6+02)/tekuxudu+20/tek”/2 X% dw@

tomando el operador esperanza matematica

2k0 + 02 2k8 + 02
Qry2 _ .2 _ (t—s) k(t—s)
E2 (X2 | #s] =re+ = —(rs—6) (ek 1)+ o 6<e2 1)

Finalmente, com¥ar(r;] = EQ[r?] — (EQ[r,])? resulta que:

2 90'2

o
Varr, | ] = o' <efk(tfs) _ e72k(tfs)> i = (1_ 2ak(t-9) _|_e72k(tfs)>

O

Asumiendo la condicion técnica d&®> o se tiene que el proceqs;} es no negativo con probabilidad
positiva.

El factork(6 —r;) es el mismo que el modelo Vasicek. Por lo tanto, la tasa coewa a una velocidad de
k .El termino de volatilidady es multiplicado pox/T; , con esto se elimina la principal "desventaja’que tiene
el modelo Vasicek.

Cabe destacar que cuando la tasa corta se aproxima a gef@s practicamente despreciable, con esto el
término aleatorio es nulo, implicando una tasa corta natieg Por otro lado, cuando la tasa de interés es alta
el termino aleatorio tiene una mayor fluctuacion.

Modelo Cox-Ingersoll-Ross

O _
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0
° o
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Grafica 2.11: Simulacion del Modelo CIR con parametges, 3%k =2,1108 =32%,0=3,7%
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Como ya se menciono, la funcién de densidad del modelo Ggersoll-Ross es udi-Cuadrada, con la
siguiente expresion:

Prt (t) = CtPXZ(V,)\t)(CtX) (230)

con
4k

4= (1 exp—&)

4k0
V= ?
At = Groexp(—kt)

dondex? es una funcion de densidddcuadradaconv — gradosde libertad.

Este modelo al igual que el modelo Vasicek pertenece a ldifatei modelos de estructura afin, esto implica
gue existe una expresion cerrada para el bono cupon céeongiot con maduracionm y esta dado por

P(t,T) =A(t,T)e BETr (2.31)

2hex((k+h)(T —t)/2) |8/

A(t>T) = 2h+ (k—|— h)(EXF((T _t)h) - l)

_ 2(ex(T —th)—1)
BT = o (k- Py (expl(T —Oh) = 1)

h= v/k?+ 202

Definicion 18 (Modelo CIR bajo la medidaP). El modelo Cox-Ingersoll-Ross bajo la medida del mundo real

esta descrito por
dr; = (k8 — (k++Ao)ry)dt + o\ /FrdW"

dondeA es un nuevo parametro, dado por el prodesma de Riesgo de Mercdtfo

Por lo tanto, bajo cambios de variables se tiene que los goedd8) y[(2.30) son equivalentestsi=
kfﬁ,k* =k+Aoyo* =0 /M.

Cabe recordar que para la estimacion de los parametrosliza al proceso bajo la medid@. Para la
estimacion de parametros se emplearon los dos métoitleadds en Vasicek.

En esta seccion se muestra la estimacion del modelo CtRdajedida neutral al riesgo

dr, = k[0 — ry]dt + ,/Frodw® (2.32)

No se logrb calibrar la curva de Udibonos para el 9 julio d&2¢a que en la parte corta de la curva las
tasas son negativas, esto es un punto en contra para el nileetontra el modelo Vasicek.Mientras que para
Bonos se utilizo la curva del dia antes mencionado, lanesiibn se realizd minimizando la ecuacién (2.28)
antes descrita.

2dado por\(t) = A/t
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Bonos M.

40

Para la curval9 de Bonos M y tasa carga= 3%

se obtiene los siguientes parametros

Parametro || Valor

ro 3,0%

9 8,58%
K 24.42%
o 1203%




Seccion 2.5. Conclusion

Curva de rendimiento estimada con el modelo CIR
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Grafica 2.12: Curva de rendimiento de Bonos estimada bajmdelo CIR.

Asi se tiene que las discrepancias entre los precios oloacumulan 3.7 pesos a lo largo de toda la curva.
El modelo CIR ajustado a la curva de Bonos es

dr, = 24,429%(8,58 % ry)dt + 12,03 %dW
2.5. Concluson

Los modelos Nelson & Siegel y Svensson juegan un rol muy itapte en la politica monetaria del mundo,
esto se resume en la siguiente tabla, donde se muestra qetomethpleados en cada banco central y el tipo
de método de estimacion empleada.
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Banco Central || Modelo Método de Estimaocdbn
Bélgica Nelson & Siegel y Svensson Precio del Bono Ponderad
Canada Svensson Precio del Bono Ponderad
Finlandia Nelson & Siegel Precio del Bono Ponderad
Francia Nelson & Siegel y Svensson Precio del Bono Ponderad
Alemania Svensson Tasas Yield

Italia Nelson & Siegel Precio del Bono Ponderad
Japbn Splines Precio del Bono

Noruega Svensson Tasas Yield

Espafia Svensson Precio del Bono Ponderad
Suecia Svensson Tasas Yield

Gran Bretafla || Svensson Tasas Yield

Estados Unidos| Spline$ Precios del Bono

aSon funciones definidas por polinomios, se utilizan parpaiar puntos y ajustar curvas.

Tabla 2.7: Modelo Empleados por los Bancos Centrales.

O O O O
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Capitulo

Valuacibn de opciones sobre tasas de ieser

Los mercados financieros han sido parte de la globalizaaidmversionista hoy en dia tiene en su portafo-
lio diversos instrumentos financieros los cuales estanrdarado en diferentes divisas y por ende en diferentes
tasas de interés, esto lo expone a diversos riesgos. Dabaoecesidad de cubrir futuras pérdidas por mo-
vimientos en el mercado (tipo de cambio y tasas de inteeebpn desarrollado los instrumentos financieros
derivados.

Los derivados financieros pueden ser empleados no solo gaministracion de riesgos, con un buen
manejo de estos instrumentos, un inversionista puedeirezhstos, mejorar rendimientos y les permite ma-
nejar su cartera con mayor certidumbre y precision. Sinaggth usados con fines especulativos pueden ser
instrumentos muy riesgosos, ya que le permite al poseeder éxposiciones a diferentes riesgos de mercado
a cambio de un monto inicial (prima), lo cual es llamado apadaniento. Por otra parte, la liquidez de estos
instrumentos ha generado que diversos inversionistasentilos productos financieros derivados como medi-
da de posicionamiento del mercado sobre un activo, por é&emp inversionista puede extraer informacién
implicita a cerca de la volatilidad ,sesgo (Risk Reversaljtosis (Butterfly) del peso mexicano a través de las
opciones cambiarias vigentes en el mercado. Por otro laayés del posicionamiento en swaps de tasas de
interés el inversionista puede interpretar que el mereagera que el Banco Central mueva o deje sin cambios
su tasa de referencia a un horizonte temporal dado.

Los primeros instrumentos financieros derivados se désaaim en Estados Unidos cerca del afio 1850
(aunque se consideraban mas una apuesta que un instrufimamntciero), estos fueron principalmente for-
wards sobre materias primas (inicialmente maiz). Sin egabdue hasta 1919 donde se crearon reglas para la
transaccion de estos instrumentos, con esto MdwdChicago Mercantil Exchange, CMBn evento importan-
te para que el mercado de derivados dejase de ser casi ealglatbsobre materias primas, fue el rompimiento
del tratado de Bretton Woodscon esto la creacion de estos instrumentos sobre divisamaga mayor im-
portancia. Los productos financieros derivados son negogia través de dos diferentes mercados: Mercado
organizado o Mercado bursatil, Mercado extrabursatifiC@Over The Counter).

Estos cambios y la necesidad de un mejor manejo de los riégsgofievado a desarrollar instrumentos
financieros sobre otros activos o derivados mas complegosvolucion de estos instrumentos no ha parado, en
estos dias el principal cambio viene por modificacioned amaeco regulatorio, lo que se ha visto reflejado en
cambios en la valuacion asi como nuevos supuestos paesairdllo de estos instrumentos( ej: Credit Value
Adjustment, CVA).

1En este acuerdo se habia pactado una equivalencia entoeyedladolar, con esto se buscaba mantener fija la diviseaorericana
y las divisas europeas tendrian que fluctuar en una band®@ebn respecto al dolar
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3.1. Mercado de Derivados

El Banco Internacional de Pagos (BIS) realiza una encugatauél acerca de los contratos vigentes en el
mercado OTC de derivados, en los Gltimos datos (Diciemér20d4) se muestra que el volumen de operacién
en este mercado ha caido aproximadamente 9%, de 691,6101&63nil millones de doblares.

Contratos vigentes en el mercado OTC por subyacente

Jun.06 Dec.07 Jun.09 Dec.10 Jun.12 Dec.13

6e+05

3e+05
| | |

Oe+00

Nocional,Miles de millones de délares

Grafica 3.1: Tipo de subyacente:Tipo de Cambio;— Tasas de interés; Acciones, Materias primas,-
CDS,— No identificado.
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Sin embargo como se observa en la grafica anterior, el pahsubyacente en estos instrumentos es una
tasa de interés, el cual representa el 80% del total deadimsvvigentes, es decir, 505,454 mil millones de
dolares. En el detalle, los swaps sobre tasas de intgréssentan mas del 50% de este volumen (381,028 mil
millones de dolares).

Derivados con subyacente una tasa de interés por instrumento

Jun.06 Dec.07 Jun.09 Dec.10 Jun.12 Dec.13

2e+05 4e+05
| |

Oe+00

Nocional,Miles de millones de ddlares

Grafica 3.2: Vencimiente:- FRA— Swaps,— Opciones.
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La mayor liquidez de los derivados sobre tasas de interebserva en aquellos instrumentos con venci-
mientos menores a un afo, que en su mayoria son swaps yrdsrwaentras que las opciones tienen en su
mayoria vencimientos entre uno y tres afos.

Derivados con subyacente una tasa de interés por vencimiento

Jun.06 Dec.07 Jun.09 Dec.10 Jun.12 Dec.13

1.0

0.4 0.6
|

0.2
!

0.0

Porcentaje

Grafica 3.3: Vencimiente- Un afilo 0 menos;- Entre un afio y cinco afics, Un afio o menos,.

Este trabajo se centra en la valuacion de opciones solae dasinterés, dado los datos publicados por el
BIS se muestra la importancia que tienen estos instrumentes mercado financiero. Se busca presentar una
forma de valuacion distinta a la valuacion clasica dediersvados sobre tasas de interés (Black 76).

3.2. Derivados sobre tasas de intés

Definicion 19 (Derivado Financiero). Un producto financiero derivado es un instrumento que le da a s
poseedor el derecho mas no la obligacion de comprar @al@nder (put) un bien subyacente a una fecha
pactada.

A continuacion se define estos instrumentos cuando el sahy@es una tasa de interés

Definicion 20 (Cap). Un cap es definido a través de una serie de caplets concasereddecir una serie de
instrumentos que la fecha vencimiento del titutmrresponde a la fecha de operacion del instrumientb.

Un caplet con fecha de operacibry fecha de liquidaciom ;A paga a su poseedor a la fecha de liquidacién
el siguiente flujo de efectivo:

NT(ti,tiva) (F (i tia) —K), (3.1)
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dondeN es el valor nominat, es la fraccion de tiempo que hay entre tj a,F es la tasa forward del
subyacente X es la tasa strike.

Nota 15. Se entiendo pofa), como elmaxa,0).

Por lo tanto, el precio de un cap al tiempecont < T, esta dado por:

cap(t) = % D(t,t)NT(ti-1,t) (F(ti-1,t) — k), (3.2)

i=a+1

dondeD(t,t;) es el factor de descuento que aplica ehyrd,.

Un cap le da a su poseedor la proteccion ante futuras sulsidagasa de interés, por ejemplo, una compaiia
tiene una deuda denominada en tasa LIBOR, esta compafi@due hacer pagos ¢y 1,..., Tg} por un
monto nocional de uno. Por otro lado, los economistas decestpafiia tienen la expectativa de que la tasa
LIBOR se incrementara en un futuro, por ende buscan custdr gosicion. Para esto pactan un cap con tasa
strikek con fechas de liquidacion iguales a las fechas de pago @eitiagdcon esto su pasivo queda denominada
en la siguiente tasa:

LIBOR— (LIBOR—k), = min(LIBORK)

Nota 16. Un cap puede ser analizado como un swap pagadero de tasanfiia opcionalidad de ejercer el
intercambio en los flujos.

de la misma manera que un cap, un floor esta definidos a trevitmodets concatenados.

Definicion 21 (Floor). Un floorlet con fecha de operacitny fecha de liquidaciom . o paga a su poseedor a
la fecha de liquidacién el siguiente flujo de efectivo:

NT(ti,tiin) (K= F(ti,tiva)) (3.3)

Por lo tanto, el precio de un floor al tiempoont < T, esta dado por:

floor(t) = % D(t,ti)NT(ti_l,ti)(k—F(ti_l,ti))+ (3.4)

i=0+1

Un floor le da a su poseedor la proteccion ante futuras bajadéa tasa de interés.

Nota 17. Un floor puede ser analizado como un swap pagadero de taahleazon la opcionalidad de ejercer
el intercambio de flujos.

Una relaciobn importante es la paridad put-call, cuandaubyacente es una tasa de interés esta relacion
cambia de manera sustancial.

Definicion 22 (Paridad Put-Call para derivados con subyacente una &a de inteies). Seacap(t) y floor(t)
el precio de estos instrumentos al tiemipentonces se cumple la siguiente relacion:

cap(t) — floor(t) = Mp(t) (3.5)

dondell,(t) es la prima de un swap pagadero de tasa fija con misma tasg #ka de revision y fecha
de maduracion que el cap y el floor.
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Por lo tanto se dice que un cap o un floor estan ATM (at the ma@iey

P(t,Ta) —P(t,Tg)

k= stap(t) = (3.6)

P, T)t(Ti-1, Ti)
i=a+1

dondeRswapes la tasa par swap.

A continuacibn se muestra una tabla donde se observa cusndap o floor estan ITM (in the money) u
OTM (out the money).

Tipo de Derivado || ITM OTM
Cap K < Rswap(t) || K> Rswap(t)
Floor K> Rswapt) || K< Rswap(t)

Tabla 3.1: Opciones sobre tasas de interés dentro y fubedingeo.

3.3. Modelo Black 76

En el afio de 1973 los economistas Fisher Black y Myron Sehateel trabajorhe princing of options
and corporate liablitiegdesarrollaron una formula analitica para la valuaciéopt@ones financieras, con este
avance cientifico los traders tenian una herramientaatdlafcon la cual podian valorar estos instrumentos, los
principales supuestos en este modelo es que la distribuigbsubyacente lleva una ley log-normal y que no
existe oportunidades de arbitraje. Tres aflos despubsrAack busco desarrollar una mejora en el modelo
antes mencionado, el principal ajuste que presenta el m8tktk 76esta en el termino de tendencia y que la
volatilidad depende del tiempo. Con estos cambios se @diéda valuacion de opciones sobre bonos y tasas
de interés (Caps, floors y swaption).

Este modelo es el mas empleado en el mercado OTC para l&ialde opciones con subyacente tasa de
interés. Cuando se desea valuar un cap se asume que lateesafde este instrumento se distribuye log-normal
y si se desea valuar un swaption se asume que la tasa swapribeiybsde la misma manera. Sin embargo,
diversos trabajos indican que si se vallan estos instiiaad@jo el modelo Black 76 estas tasas no se pueden
distribuir simultaneamente log-normales, esta mismarisistencia tebrica se presenta en la distribucion del
precio de un bono el cual se distribuye log normal, lo queicagia que la tasas swap se distribuye normal.

A pesar de estas incongruencias teoricas, la popularidasie modelo en el mundo financiero no se ha
visto limitada. Ya que los traders siguen utilizando el nlodie Black 76 para valuar opciones, sin embargo,
dada su experiencia en el mercado de renta fija realizarogiajtistes al modelo, ya sea en la volatilidad
implicita o directamente en la prima.

Proposicion 4. Seal, cont > 0, unQ movimiento browniano,si la tasa forwalFdsigue la siguiente ecuacion
diferencial estocastica

OF (t; Ty, T2) = O(t)F (t; Ty, T2) o<

el precio de un caplet al tiemfg con fecha de liquidaciom, y tasa strikeX esta dado por la siguiente ecuacion

capletX,F, To, Ty, To] = 1(T1, T2)P(To, T2) <F(T0;T1,T2)exp(m— %UZT)q’(dl) —Xq’(d2)> (3.7)
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donde

para simplificar la notacion se torkdTo; Ty, T2) = F»(T1)

Demostraddbn. Se desea calcular el precio de un caplet que esta dado por

E®[(Fa(T2) —X)+]
aplicando eLema de i6 para la difusion de la tasa forward y la funcib(x) = In(x) se tiene que

0f(F2(Ty)) =

0ROV | + OF2(T1)9F(Th)

1 l{
F2(Ty) 2 [F2(M)

= UtaWQ - —Ut

. 0In(Fx(Ty)) = oo™ — % tot

integrando de 0 & se tiene que

/0 T aIn(Ra(Ty)) = /0 ! <otav\4@ _ %ofdt)

resulta

;
|n(%) :/0 <0t6V\4Q——0t6t>

por lo tanto

Fo(T) = Fz(O)exp[/OT (crtaV\(@ - }ct at>

Se observa que el exponente de la expresion pasada tiedestritaicion normal, o que implica que la tasa
forward se distribuye log-normal. Calculando la esperanatematica y la varianza para saber los parametros
de esta distribucion se tiene que:
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-1,
—Oat
o 2 !

EQ {/OT <0taV\4Q - —otzat>

ya que la esperanza de una integrait@ess cero.

Por otro lado, la varianza esta dado por:

var® [/OT <otaV\4Q - —ot >] =Var® /OT otOV\(Q}

Ya que la varianza de una constante es cero, ahora utilizardidinicion de varianza se tiene que:

T T 2 T 2
/O otaw@} _EQ ( /O otOWQ> - (EQ /O ota\M@D
T T 2
/0 O'taWQ:| =EQ (/o OtOWQ> . Ahora aplicando la isometria i@ se tiene que

T 2 T 2 T
( / ctOWQ> ] - / EC [orow?] dt = / oot
0 0 0
Definiendol (T) ::/ <0taV\4Q——ot6t> se tiene qué(T) ~ m+VN(0,1); dondem= / ooty
0

;
V2= / o2ot.
0

Se tiene qué(T) = F(0)exp(I(T)) = F»(0)expgm+V N(0, 1)), ahora calculando el precio de la opcion
dada esta expresion

var?

Por lo tantoVar@

EQ

B2 [(Ra(T) — X)) = E2 (Ra(O)expm-+VN(0,1)) ~X),] = [ (Fa(0)exp(m-+Vy) — X). Ao ()dly

dondePyo,1) () es la funcion de densidad de una distribucion normahelsta

se tiene qué,(0)expgm+Vy) — X > 0 siy solo si

_|n(F2(0)) -m

entonces

/;(Fz(o)exr(erVy) —X)+Pnoy) (Y)dy= Fz(O)eXr(m—Vz)\/%T/y exp(;(y—Vf) dy—X(1-9(y))

realizando cambios de variable

FaO)expim-v3)— [ exp( 5 (2 ) dz- X(1- 0(5) = FolO)expm-VZ)(1- 0(§-V)) - X(1- &(5)
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por lo tanto
F2(0)expm—V2)®(V —9) — X®(9)
finalmente
Fo(0)expm—V?2)d(d;) — XP(dy) (3.8)
con
FloTuTa)y 1 [ 2
In( x7)+§/ o?dt
dy = 0
=
1// 1otzdt
0
y

T1
= dy — / o?dt
0

multiplicando por el factor de descuento a la expredioB) (8 obtiene el precio de un caplet.

La deduccion de la formula para valuar un floorlet es argalog

Proposicion 5. SeaM, cont > 0, unQ movimiento browniano,si la tasa forwalfdsigue la siguiente ecuacion
diferencial estocastica
OF (t:T1, T2) = O(t)F (t: T1, T2) W

el precio de un floorlet al tiemp®, con fecha de liquidacio, y tasa strikeX esta dado por la siguiente
ecuacion

flooret X, To. Ty T = T(To T P(To, o) XO( k) - F(To Ty Texg(m— 50°T)( ) ) (3)

donde

A partir de [3.8) y[(3.P) se tiene que:

51



Capitulo 3. Valuacion de opciones sobre tasas de interés

Definicion 23 (Formula para la valuacbn de un cap). Sea un cap con fecha de inicio del contratolgry
fecha de vencimient® ,tasa strikek y nocionalN , el precio de un cap al tiemgcesta dado por la siguiente
expresion:
B
cap(t) = z D(t,ti)Nr(ti,l,ti)(caplet[k, F,t,tifl,ti]) (3.10)
i=0+1

Definicion 24 (Formula para la valuacbn de un floor). Sea un floor con fecha de inicio del contratolgry
fecha de vencimientdg ,tasa strikek y nocionalN , el precio de un floor al tiempiesta dado por la siguiente
expresion:
B
floor(t) = z D(t,ti)NT(ti_1,t)(floorletk, F,t,t_1,t]) (3.11)
i=a+1

3.4. Aplicacion de los modelos en la valuadn de opciones.

En este trabajo se empleb el modelo Black 76 para la valnats opciones sobre Cetes con vencimiento 28
dias, se generb una calculadoravesual Basic for Applicatiompara interpolar sobre la curva de Cetes, ademas,
se crearon funciones para determinar la convencion camelese iba a valuar el derivado (Act/360 o Act/365)
y que la valuacion sea sobre un dia lalcansiderando fines de semana y vacaciones.

Dada la nula liquidez de las opciones sobre Cetes a cualgriermiento, se empleo volatilidad histofca
la cual fue calculada a través de la desviacion estareldosdrendimientos logaritmicos de la tasa Cete con
vencimiento 28 dias anualizada a travées del fagt®b2.

En el capitulo dos se emplearon los modelos Vasicek y Coersngl-Ross para el ajuste de las curvas
gubernamentales (Bonos M y Udibonos). Sin embargo, otiaamidn de estos modelos es la valuacion de
opciones sobre tasas de interés.Sin embargo, bajo esfanidas estocasticas la tasa forward no tiene una
distribucion log-normal. Dadas estas discrepancias elinréumica estocastica se realizd un comparativo entre
valuar opciones bajo diferentes modelos.

El enfoque que tuvo esta valuacion bajo los modelos VasicaR es el calculo de las siguientes expresio-
nes.

Si se desea valuar un caplet:
E2 [(r — k)] (3.12)

donder; es la tasa corta bajo la dinamica del modelo estocastitega €Vasicek o Cox-Ingersoll-Ross).
Mientras que para un floorlet se desea calcular la siguiepiesion:

B2 [(k—r)4] (3.13)

Se valuaron opciones cap y opciones floor sobre el Cete cainviento 28 dias, con los parametros bajo
la medidaQ) mencionados en el capitulo dos, la valuacion se realizéiante simulacibn Montecarlo. Para
calcular las expresionégs (3112)y (3.13) se empled eleaieialgoritmo:

25e empled la metodologhdext la cual consiste en que si el dia de revision es un diabwahla fecha a considerar es la inmediata
superior.

3En mercados liquidos, la valuacién de opciones se realtzaves de volatilidades implicitas. Las cuales puegemistenidas a
través de plataformas electronicas como Bloomberg.
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Seccion 3.4. Aplicacion de los modelos en la valuaciooptzones.

i) Generar una posible trayectoria de la tasa corta ya seaebajodelo Vasicek o el modelo CIR.
ii) Calcular el pay-off de la opcion caplet o floorlet bajatayectoria simulada.

iii) Repetir este procesnveces.

Se generaron 1,000 simulaciones de las difusiones antesanadas, ademas de calcular el valor esperado
del pay-off se necesita multiplicar por el factor de destygpara esto, se descontd con la curva de descuento
implicita en cada modelo.

Las opciones cap y floor fueron revisables cada 28 dias(Pamaodelos Black 76, Vasicek y CIR). La
prima se presenta como proporcion del monto nocional dpdin.

Tomando los parametros del periodo de 8 marzo de 2013 a dieda 2015, los resultados fueron los
siguientes:

Para el modelo Black 76 la volatilidad anualizada fue de 25fntras que la tasa spot del Cete con
vencimiento a 28 dias fue de03%. Esta tasa spot fue tomada como la tasa inicilgara los modelos

Vasicek y CIR.

Namero de revisiones|| Black 76 | Vasicek || CIR

2 0,0560% || 0,0464% | 0,0423%
4 0,2399% || 0,2005% || 0,2020%
6 0,5965% || 0,5083% || 0,4922%
8 1,6721% || 0,9570% || 0,9732%

Tabla 3.2: Prima como porcentaje del nominal de una opapnAd M bajo Cetes 28 dias.

Namero de revisiones|| Black 76 | Vasicek || CIR

2 0,0115% || 0,0428% | 0,0284%
4 0,0506% || 0,1785% | 0,1114%
6 0,1198% || 0,4261% | 0,2498%
8 0,1527% || 0,7679% || 0,4486%

Tabla 3.3: Prima como porcentaje del nominal de una opcamr ATM bajo Cetes 28 dias.

Para periodo de 6 junio de 2014 a 9 de junio de 2015, se peeseatvolatilidad anualizada de 31 %,

los resultados fueron los siguientes:

Namero de revisiones|| Black 76 | Vasicek || CIR

2 0,0581% || 0,0011% || 0,0014%
4 0,2558% || 0,0041% | 0,0041%
6 0,6404% || 0,0087% || 0,0096 %
8 1,7308% || 0,0151% || 0,0153%

Tabla 3.4: Prima como porcentaje del nominal de una opapnAd M bajo Cetes 28 dias.
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NUamero de revisiones|| Black 76 || Vasicek || CIR

2 0,0158% || 0,0304% || 0,0314%
4 0,0686% || 0,1022% || 0,1055%
6 0,1655% || 0,2117% || 0,2190%
8 0,2259% || 0,3648% || 0,3744%

Tabla 3.5: Prima como porcentaje del nominal de una opciimm ATM bajo Cetes 28 dias.

3.5. Concluson

Para los modelos implicitos en el primer periodo, se olisgne la valuacion de un Cap ATM es sumamente
consistente bajo las tres dinamicas estocasticas. Siargmlas discrepancias son proporcionales al nimero de
periodos de revision del cap. Por otro lado, tanto el motlakicek y el modelo CIR arrojan primas inferiores
comparado con el modelo Black 76. Este se debe principaénmpre los modelos Vasicek y CIR son modelos
con reversion a la media,esto implica que el subyacente tima cota superior dada por el paramétien
ambos modelos, mientras que para el modelo Black 76 la difus esta acotada.

Para la valuacién del floor sobre Cetes a 28 dias, las pimegentaron diferencias importantes entre los
tres modelos. Entre los modelos Vasicek y CIR las diferanuiseden ser explicadas principalmente a que para
el primer modelo la velocidad de convergencia a la mekjig (a media de largo plazd®) son menores a lo
observado en el modelo CIR, pero superiores a la tasa strizambos modelos. Esto sugiere que el proceso bajo
la dinamica del modelo Vasicek es mas volatil ocasionamge mas veces el pay-off sea no negativo.Ademas
la forma funcional de la distribucion del modelo CIR (Jaduada) le da mayor probabilidad a incrementos en
la tasa corta sobre decrementos en esta tasa. El modelcane&sdp a Black 76 en términos de prima a cobrar
es el modelo Vasicek, sin embargo las discrepancias sorstke 3@ puntos base.

Para los modelos implicitos en el periodo 6 de junio de 2024le junio de 2015 las discrepancias entre
los modelos Vasicek y CIR son practicamente nulas, tar@lpavaluacion de un cap y un floor. Sin embargo,
comparado con el modelo Black 76 la prima de un cap bajo estelm@s superior en hasta 170 puntos
base. Esto se debe a que los modelos Vasicek y CIR representarico ciclo de politica monetaria (tasa de
referencia igual a 3%), por ende el factor de convergencianaeldia es considerablemente mayor comparado
con el otro periodo, obligando al proceso a converger niddaa una media de largo plazo inferior a la tasa
strike. Por esta misma razon la prima del floor es mas attalpa modelos Vasicek y CIR.
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Apéndice

Fundamentos de Probabilidad

En esta seccion se presentan fundamentos tebricos debgidéd, procesos estocasticos y calculo es-
tocastico, debido al alcance de este trabajo solo se emudahos resultados.Para mas informacion se puede
consultar([4],[15],[116]

A.1. Probabilidad

Definicion 25 (Espacio de Probabilidad).Es una terndQ, 7, IP), dondeQ es un conjunto arbitrarig, es una
familia de subconjuntos d@ que tiene la estructura de— algebra i.e.

i) @ € F.
i) Si A € F entonced° € 7.

iii) Si A,Ag,.. € F = |JA € 7.

i=1
y una funcionP : ¥ — [0, 1] llamada medida de probabilidad y cumple

i) P(g) =0,P(Q) =1.
ii) Si Ag,Ap,... € F son conjuntos disjuntos dos a das ANA; =@, Vi # |, se tiene qué (UA.) =

i=1
émm

Definicion 26 (Variable Aleatoria). Es una funciorX con dominioQ y contradominioR, i.e. X: Q — R,
tal que cualquie boreleanoenR cumpleX—1(B) ¢ ¥.

Las variables aleatorias estan caracterizadas por sibfude distribucion, este concepto se menciona a
continuacion.

Definicion 27 (Funcibn de Distribucion de X). Es una funciorix (x) : R — [0, 1], definida como

Fx(b) := P({w € Q[X(e) < b}) =P(X~*((~o,b]))
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Definicion 28 (Funcibn de Densidad deX). Si existe una funciorix(x) : R — R tal que

(o) = [ ix(y) ay

—00

entoncesfx(-) es la funcion de densidad de

Nota 18. Si Fx(+) es diferenciable entonces se cumple la siguiente relacion

Definicion 29 (Esperanza).La esperanza de una variable aleatotime define como la integral d€ con
respecto a la medidai.e.

E[X] — /Q X () dP(0) / o:odeP’x(x)

Existen diversos criterios de convergencia, en este texfmesentan los dos utilizados para desarrollar la
teoria de modelos estocasticos de tasas de interés.
Teorema 4 (Ley de los Grandes Kmeros). SeaXj, Xy, ... sucesion variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con megiantonces
1 n C.S
= ZN — M

n.%

Teorema 5 (Teorema Central del Limite). SeaXq, Xo, ... sucesion variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas tales qde, E[X,] = py Var(X,) = 0% < o entonces

Giﬁ (i_i)g —nu) 9% N(0,1)

A.2. Procesos Estaasticos.

Un proceso estocastico es una coleccion de variablemabsaindexadas por un conjurifoque puede ser
nimeros naturales o reales no negativos.

Definicion 30 (Filtracion { % }1>0). Una filtracion sobre un espacio de probabilidad es una ifamiéciente
deo — alegebrastal que’/ C %.n C F, conh> 0.

Nota 19. La filtracion al tiempo% intuitivamente modela la informacion o historia del prazestocastico
hasta el momentb

Definicion 31 (Proceso Medible).Se dice que el proceso estocasti¢¥s}i~o es F-medible con respecto a la
filtracion { % }t>o si para todd > 0
EX | H] =%
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Definicion 32 (Proceso Predecible)Se dice que el proceso estocastic }i>o €s un proceso predecible
respecto a la filtraciof % }1>o Si para todd > 0 la variableX; es %_1-medible

Definicion 33 (Movimiento Browniano). Un P-movimiento browniano es un proceso estocasitp}~o que
cumple las siguientes propiedades:

i) Wp=0.
ii) Tiene trayectorias continuds— W (w).
i) Ws.t —Ws ~ N(0,t) y es independiente dg..
Nota 20. W es no diferenciable.s.

Este proceso estocastico es piedra angular de la teosiacfara, sin embargo, el proceso por si solo no
logra modelar de manera adecuada a los contingentes finas)oé siguiente proceso es una transformacion
del movimiento browniano y es utilizado para esta teoria.

Definicion 34 (Movimiento Browniano Geonetrico). Sea{S }i>o proceso estocastico, es un movimiento
browniano geométric& = expoW + pt) si cumple:

i) W es unP-movimiento browniano.
i) pes el drift o tendencia del proceso.
iii) o lavolatilidad del proceso.

La notacidonP-movimiento browniano tomara mas importancia en la sigeiseccion, indica qugi }t>o
es un movimiento browniano bajo la meditla

Definicion 35 (Martingala). Un proceso estocastidavl; } es unaP-martingalasii
i) E[|M;|] <coVt.

Otro proceso estocastico con aplicaciones importanfg®eeso poissofiN; }i>o, €l cual modela un evento
gue ocurre aleatoriamente en un intervalo de tiempo dado.

Definicion 36 (Proceso Poisson)Jn procesdP-Poisson de parametio> 0 es un proceso con trayectorias no
decrecientes y que cumple:

i) No=0
i) Neoh— N; es independiente d&, conh > 0.
i) Niyh— N ~ PoissoriAh) h > 0.

Definicion 37 (Proceso Poisson Compuestopea{N; }i>o0 un procesdP-poisson y seds, Yz, ... una suce-
sion de variables aleatorias independientes e idenéintardistribuidas ademas independientes del proceso, se
defineP-poisson compuesto como:

N
Xt:i;Yn con %=0
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A.3. Calculo Estoastico.

En el calculo newtoniano el resolver una ecuacion difée¢rrdinaria implica aproximar por medio de
rectas una funcién o trayectoria, una generalizaciorstieraodelo es agregar un componente aleatoeio,

dX = f(X)dt+o(X)dW (A1)

dondef (X )dt es el componente de la ecuacion diferencial ordinariafdenista)dW es un incremento
infinitesimal del movimiento browniano, este modelo es #dmecuacon diferencial estoastica la cuestion
importante es que el movimiento browniano es no derivabte pobabilidad 1, para darle mas sentido al
concepto anterior, se define por medio de la representacidmiegrales.

t t
K=&+AN&NHAG%NN (A2)
El ultimo termino de la ultima ecuacion no puede resolvemanedio de una integral de Riemann-Stieltjes,

por la ausencia de derivabilidad del movimiento browniasd,que se desarrolla otro tipo de integral, Integral
Estocastica d& 6, esto da como resultado

i E{/oto(xs)d\/\ls} —0

(/ (Xs) d\/\ls> ] /E Xs ds — Isometia de I16.

Teorema 6 (Formula delt6). Sea{X;} un proceso estocastico que cumge = f (X )dt+ o (X )dW y ¢(-,X)
una funcion suave entonces
a¢ 0

i) E

1%

St 3, dX 557

do(t, %) =
dondedtdt =0, dtdw =0, dWdw = dt.

SdX 5 5o dxdX (A.3)

Para ejemplificar el uso de este teorema, se toma un procesgae los modelos estocasticos de tasa de
interés, proceso d@rnstein-Uhlenbeck

Ejemplo SeadX = (b — aX;)dt+ 0;dW (bajo cambios de variable es el modelo Vacisek), tomaade:
d (X)) = X2, encontrar la ecuacion diferencial e

Sabemos qu% 0, % x = 2% 6x2 = 2, sustituyendo e {6) se tiene

do (%) = 2X[(by — aX)dt+ ordW] + —*2[(bt aX)dt + o dW?

tomandoX; = /Y resultad¥ = (o2 + 20v/Y; — 2a, Y )dt + 20y +/Y;dW, siby = 0 y bajo cambios de variable se
tiene el modelo CIR

Al definir el proceso browniano y poisson, se utilizo la nd@iad-browniano yP-poisson, esto es por que
una variable aleatoria depende de la medida sobre la ceadleshidai.e. posiblemente una variable aleatoria
tiene distinta distribucion, media o varianza si el espala probabilidad esta sobre otra medida, por ejemplo
Q, en general en la teoria de ecuaciones diferenciales seldetotar la medida sobre la cual se esta trabajando

dX = fF(X)dt+ o (X)dw" (A.4)
donde todos los elementos de (A.4) estan sobre la mé&dida
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Seccion A.3. Calculo Estocastico.

Definicion 38 (Medidas Equivalentes).Se dice qué y Q sobre el espaciéQ, 7) son medida equivalentes
si para todo#\ € Q se cumpld?(A) >0 < Q(A) >0

Existe un concepto de Teoria de la Medida que indiaidiorsibn que tiene una variable aleatoria cuando
se pasa de una medi@aa una medid®.

Definicion 39 (Derivada de Radon-Nikodym).Para medidas equivalentey Q se define la variable aleatoria

dQ
ap ¢omo

E@[X]:/Qxd@:/gxz%dpzlﬁzﬂ" [x%}

dondeX es una variable aleatoria.

En la teoria de finanzas matematicas, el teorema que ssguadamental, sin embargo, dado el alcance de
este trabajo se presenta una variante del teorema original.

Teorema 7 (Girsanov). SeaWyy un P-movimiento browniano cof) y P medidas equivalentes entonces existe
un proceso; que es¥ -predecible que cumple

W\ZW‘F/OtVst

yVA\4 es unQ-movimiento browniano y ademas se tiene al tierfipgue
dQ T 1 /7
b _exp<—/0 yidW — E/0 yfdt)

Esto indica en términos diferenciales que el drift es étdielemento que cambia cuando hay un cambio
de medida.

Teorema 8 (Representadin Martingala). Sea{M;}y {N:} procesos martingala con respecto a una megida
tal que la volatilidads; del procesd M } es distinta de cero, entonces existe un Unico proaggo-predecible
tal que

-
/ aZofdt < oo
0
y cumple que t
N = No -+ /0 asdMs
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Apéndice A. Fundamentos de Probabilidad
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Apéndice

Teona de Bonos

Definicion 40 (Bono). Instrumento financiero el cual esta compuesto por cuatrqpoosntes: Maduracion,
tasa de rendimiento, tasa cupbn y Valor Nominal. Existentigbms de bonos principalmente: bono cupbn cero
(tasa cupon igual a cero) y bono con cupones (el cual otem@imientos a su poseedor de manera periodica).
Los componente que caracterizan a un bono, se explican iawacibn:

i) Maduracion: Fecha en la cual el bono vence.

i) Tasa de Rendimiento: Es la ganancia que recibe el poséetlbono por mantener este instrumento hasta
su vencimiento.

iii) Valor Nominal: Es el valor que tiene el instrumento aleswitido.
iv) Tasa cupbn: Es el interés que paga el bono antes de suratiah.

La manera en la que se puede valuar un bono es utilizandorla tovalor presente, es decir, el precio de
un bono sera el valor presente de los flujos futuros queira@bposeedor de este instrumento. Sin embargo,
en la teoria de bonos, existen dos tipos de precio: Predio $uPrecio Limpio.

Definicion 41 (Precio Sucio).Es el valor presente de los flujos futuros que recibira et¢pdsr de instrumento
a la fecha de valuacion

Definicion 42 (Precio Limpio). Es el precio sucio menos los intereses devengados; poesetedevengados
se entiende como la proporcién del pago de cupdn que yaidediposeedor del bono al momento de valuacién

Sea un bono con maduracidp,valor nominalN y {C;}{' ; cupones, por la teoria del valor presente del
bono se tiene que:

P(t) = icip(t,Ti) +P(t,To)N (B.1)

dondeP(t,T;) es el valor presente @énde una unidad monetaria al tiemp asumiendo que se tiene un
interés contind®(t, T;) = e RETTLT) dondeR(t, T;) es la tasa de rendimiento del bono.

Sit € (1, T;] en la ecuacior (Bl1), es decir, se desea valuar el bonofestras de pago de cup6n. El precio
sucio esta dado por la expresion pasada. Sin embargo,etefmel interés devengado como:

: t—Ti1
Al(i,t) =Ci———— B.2

El precio limpio esta dado por:
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Apéndice B. Teoria de Bonos

I:)Iimpio(t) = P(t) - Al(i,t)
Nota 21. En fecha de pago de cupdn el precio limpio y el precio suanl@® mismo

El mercado ha desarrollado diversas herramientas matamgara poder cuantificar el riesgo que tiene un
poseedor de un bono, entre las que destacan son: duraciwexdad.

Definicion 43 (Duracion). Es la medida de riesgo mas famosa en le mercado de rentarfigapara medir la
sensibilidad que tiene un bono ante movimientos en la cuevaiddimiento Sed la tasa de interés del bono
con precioP ,entonces por duracion se entiende por

Ap_ -D
P Ay

dondeAP es le cambio en el precio del bono por movimientos infinitesés en la tasy.
Ay es el cambio infinitesimal en la tasa de rendimiento.
D es la duracion de bono.

Es decir, la duracion mide el cambio porcentual en el préeldono debido a movimientos paralelos en la
curva de rendimiento.

—10P

La duracion también puede ser entendida como el plazo dmigo flujo tal que equivalga a la serie de
todos los flujos a recibir. Es decir, un bono cupbn cero tnaluracion el plazo a maduracion de instrumento.

Por otra parte, se tiene que se puede aproximar el precio benedada la siguiente expresion:
AP = —D «PxAy

Definicion 44 (Convexidad). Existen bonos que pueden tener variaciones similares ereelopdebido a
cambios marginales en la curva de rendimiento. Sin embtagmnvexidad busca medir la sensibilidad del
precio del bono ante movimientos de segundo orden la curaaohvexidad esta dada por

_10%P

Utilizando la aproximacion de Taylor en el precio del bose tiene que el cambio en el precio esta dado
por:

1
AP = —D«PxAy+ Ec:(Ay)2

Nota 22. La duracion del bono juega el mismo papel que tiene la delta opciones y la convexidad es
similar a la gamma.
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Apéndice

Estimacon por netodo hisbrico de los modelos
esto@sticos.

El método histérico busca estimar los parametros &$fa€ una serie de datos historicos, los parametros
representan la dinamica observada durante el periodoadisianLas principales desventajas de este método es
el costo computacional que conlleva hacer la estimaciébnofo lado, los parametros obtenidos dependeran
del nimero de datos utilizados para la estimacion asiocehtomportamiento estadistico de estos (media,
mediana, curtosis y varianza). Mientras que la principaltaja es que con esta estimacion se pueden hacer
diferentes analisis de riesgos y el ajuste es sobre un rotioalirva. En este trabajo se utilizaron los nodos de
la curva de Certificados de Tesoreria (Cetes) con plaza8l60Q,91,182,270 y 365 dias. La cual es construida
por el Proveedor Integral de Precios, donde el nodo a urediastasa correspondiente al fondeo gubernamental
mientras que los demas nodos son calculados a través decigpes realizadas en estos instrumentos.

M étodo Montecarlo.

El método Montecarlo es una técnica de analisis nuroé&nie consiste en generar nUmeros aIeaE)ryros
asi resolver problemas estocasticos y deterministasatierrm aproximada con apoyo al generador de nimeros
pseudoaleatorios de una computadora.

Fue en el afio de 1947 qudehn Von Neumanformalizo el método, donde la principal herramienta es la
Ley de los Grandes INnerosgue consiste en aproximar la esperanza de una variableréeadr medio de la
n

media muestral, es decir, patg Xy, ...X, Una muestra aleatoria se tiene L] ~ % lei en general
i=

1 n
Elgx)] ~ — _Zlg(m)
1=
la popularidad de este método consiste en la gran aproXimagie da a las soluciones y este depende del
tamafio de la muestra, a continuacion se muestra la egimdel error para el método Montecarlo.
Seal = E[g(X)] y x1,%2,...Xn muestra aleatoria de la distribucidi (x) con primer y segundo momento
n
finito, denotamosdy, = % Zlg(xi) y ao como la desviacion estandar g&) , ahora, por eTeorema del Limite
i=

Centralse tiene que:

1De ahi proviene su nombre, Casino Montecarlo, donde sa jaagleta que es por excelencia el juego que genera nlmieanar.
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

<c>:P<|I—fn|<%>%a (C.1)

tomandoo = 1 se tiene los siguientes resultados:

Tamafio de la Muestra | Error || — Iy
1 1.96

100 0.196
10000 0.0196

Tabla C.1: Errores entre el valor estimado y el valor reallenétodo Montecarlo.

de [C.1) se concluye qt]Eé(I}— F<I< I+ %) ~ a i.e.con probabilidadx | € (I} — %,I}ﬁ- %)

Nota 23. Si se desea obtener un intervalo de longitud?l&bn probabilidad de 0.95 entonces utilizando [C.1)
se concluye que el tamafos de la muestra debe s€l,960)%10°.

La aplicacion del método Montecarlo a las finanzas estadwasn resolver problemas que muchas veces no
tiene solucion analitica sencilla o simplemente no exista solucion analitica, como por ejemplo la valuacion
de opciones exobticas (bermuda,americana,est@ste trabajo se emplea para aproximar el valor esperado
de la tasa corta en un horizonte temporal dado y con uniimero de trayectorias del proceso ya simuladas

M étodo hisbrico Vasicek.
Para la estimacion de los parametros del modelo Vasidekesée método se utilizaron nodos de la curva
de Cetes, cabe destacar lo siguiente:

i) Los nodos con plazo inferior a 91 dias son estadisticéensignificativos,e., solo estos nodos pueden
ser ajustados bajo este modelo.

i) Se analizan dos periodos, el primer periodo comprend® de junio de 2014 a 9 de julio de 2015, ya
gue para este periodo no hay cambios en la tasa de referansmincluyeran periodos con cambios en
la decision de politica monetaria de Banco de México deralsian parametros que involucran saltos.
Por otra parte, el periodo del 8 de marzo de 2013 a 9 de julic0d& thcluye cambios en la tasa de
referencia y se utilizb para poder contrarrestar los €lifss resultados.

ii) Paratoda las estimaciones se supone una convencitiasleefct/360

A continuacion se presenta el resumen estadistico de pstmdos.
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Seccibn Estimacion por método histérico de los modekiecasticos.

Plazo || Media || Mediana || Varianza || Curtosis
1 3,03 3,02 0,0278% || 44,89

7 2,92 2,94 0,0771% || 4,6216
28 2,90 2,91 0,0442% || 6,56

60 2,96 2,95 0,0190% || 32,65
91 2,98 2,95 0,0123% || 50,95
180 3,08 3,04 0,0112% || 74,76
270 3,15 3,12 0,0123% || 75,39
360 3,26 3,19 0,0151% || 5154

Tabla C.2: Resumen estadistico de la curva de Cetes pazaad@ del 6 de junio de 2014 a 9 de julio de 2015.

Plazo || Media || Mediana || Varianza || Curtosis
1 3,41 3,49 0,01829% || 53,85

7 3,27 3,15 0,08849% || 3,74

28 3,24 3,16 0,0417% || 3,94

60 3,29 3,28 0,0154% || 24,14
91 3,30 3,31 0,0084% || 51,87
180 341 3,46 0,0072% || 86,72
270 3,46 3,53 0,0084% || 79,08
360 3,53 3,59 0,0105% || 51,32

Tabla C.3: Resumen estadistico de la curva de Cetes paeaietip del 8 de marzo de 2013 a 9 de julio de
2015 .

Tomando la discretizacion de (2]126) por el el método deEsk tiene que:

dry =k(8—ry)dt+0dW = 1y p — it =K(O—1) A+ 0/ Z < % = kB\/D —kri /DA +0Z;conZ ~ N(0,1)
t

dondel; = 2—}30 y o es la volatilidad del proceso de la tasas corta observadé gariedo de medicion,
tomandoy; = “L\/g”, Xt = VDO, X = —rv/Di B = kB y B2 = —k. Se obtiene la siguiente regresion lineal
mdltiple que pasa por el origen:
Yt = B + B¢

. . D (rpt—r 2 .
Por lo tanto, resolviendo la ecuaci@p= Zl <% —kB+/A¢ + kry \/At> se estima el vector de
= t

parametroz = (k,0).Donden es el nUmero de datos que se utilizaron para ajustar el kaldola curva de
Cetes.

Para los datos observados eh 23 se obtuvieron los sigujgai@setros para los diferentes nodos:

Nota 24. Dondef; y 32 son los parametros estimados en la regresion linealfgenkd y B, = —k
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

Plazo | Significancia def3; || Significancia def3; || 6 k o

1 2%10°° 2%x10°° 3,029% || 12273 || 0,57 %
7 1,78+10°° 1,78+107° 292% || 6427 | 1,13%
28 1,17x10°° 1,17%10°° 2,90% || 3562 || 0,86%
60 0,004 0,004 2,96% || 1588 || 0,52%
91 0,048 0,049 2,99% || 8,14 0,39%
180 || 0,163 0,168 3,12% || 4,36 0,37%
270 || 0,118 0,112 317% || 4,64 0,39%
360 || 0,259 0,276 3,38% || 2,68 0,50%

Tabla C.4: Estimacion bajo el modelo Vasicek de la curva ee€para el periodo del 6 de junio de 2014 a 9

de julio de 2015.

Dado los datos anteriores, se observa que los nodos mendtedias resulta en parametros significativos.
Lo cual va en linea con que el proceSp} es una tasa corta y tal como menciomigo-Mercurio, esta tasa
puede ser aproximada por una tasa simple de corto plazo.

Para ilustrar de mejor manera el comportamiento del proggtezastico, se muestran a continuacion diver-
sas graficas del modelo Vasicek ajustado para el Cete caimviento en 28 dias.

Modelo Vasicek

32 34
|

3.0

Porcentaje
2.8

2.6
!

2.4

100 150

Plazo en dias

200

Grafica C.1: Simulacion del comportamiento del Cete carciveiento en 28 dias bajo el modelo Vasicek con

ro = 3% para el periodo correspondiente.

Con la generacion de 1,000 trayectorias del proceso qataglcomportamiento del Cete con vencimiento
28 dias, se tiene que por el Método Montecarlo la tasa esgarada a un afio es de 2.91 %.
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Seccibn Estimacion por método histérico de los modekiecasticos.

Distribucion de la tasa corta bajo el modelo Vasicek

O 2 4 6 8
|

-0.05 0.00 0.05 0.10

Rango de la tasa corta con Vasicek

Grafica C.2: Distribucion a un afio para el periodo comesiEente del Cete con vencimiento en 28 dias bajo el
modelo Vasicek cony = 3%. La linea negra vertical indica el valor inicial de laat@srta ().

Cabe destacar que las dos graficas anteriores muestraataida futura de la tasa del Cete con vencimiento
a 28 dias dado el comportamiento estadistido 23 obsereddoal no recupera expectativas de mercado. Es
decir, si el mercado espera un movimiento a la alza o la bajpate de Banco de México de la tasa de
referencia este modelo no ajustara esas expectativas.
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

Curva de descuento bajo el Modelo Vasicek

Valor de una unidad monetaria
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Grafica C.3: Curva de descuento para el periodo correspatedbajo el modelo Vasicek para el Cete con
vencimiento en 28 dias cap = 3%.

Pard 2B se obtuvieron los siguientes parametros:

Plazo || Significancia deB; || Significancia def3, || 6 k o

1 0,137 0,109 3,18% || 1,85 || 0,69%
7 0,002 0,002 3,21% || 791 || 1,50%
28 0,018 0,014 3,14% || 4,34 || 1,05%
60 0,055 0,042 3,12% || 2,41 || 0,64%
91 0,075 0,055 3,08% || 1,69 || 0,47 %
180 0,088 0,067 3,19% || 1,59 || 0,46%
270 0,116 0,093 3,25% || 1,66 || 0,50%
360 0,072 0,063 3,42% || 2,21 || 0,58%

Tabla C.5: Estimacion bajo el modelo Vasicek de la curva ei@€para el periodo del 8 de marzo de 2013 a9

de julio de 2015.

cabe destacar que el nodo que corresponde al fondeo gukssradmo se ajusta a la dinamica estocastica
del modelo Vasicek. Asi mismo, dado estos datos los Umodes que se pueden ajustar son los correspon-
dientes a 7 y 28 dias. El comportamiento del prodegpbajo estos datos para el Cete con vencimiento 28 dias
se observa a continuacion:
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Seccion Estimacion por método histbrico de los modekiscasticos.

Modelo Vasicek
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Grafica C.4: Simulacion del comportamiento del Cete cartiveiento en 28 dias bajo el modelo Vasicek con
ro = 3% para el periodo correspondiente.

Generando 1,000 simulaciones del proceso estocastioespondiente al modelo Vasicek ajustado al Cete
con vencimiento 28 dias, la tasas esperada en un afio eb4dé.3.
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

Distribucion de la tasa corta bajo el modelo Vasicek
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Rango de la tasa corta con Vasicek

Grafica C.5: Distribucion a un afio para el periodo comesiEente del Cete con vencimiento en 28 dias bajo el
modelo Vasicek cony = 3%. La linea negra vertical indica el valor inicial de lasta®rta ().

Se observa que la tasa esperada tomando este periodo esantdes @ la que se observo en el periodo que
solo corresponde a un solo ciclo de decision de politicaatasia por parte de Banxico. A demas se muestra
gue dado los datos, la probabilidad que la tasa cete de 28elfanegativa es practicamente cero

70



Seccibn Estimacion por método histérico de los modekiecasticos.

g Curva de descuento bajo el Modelo Vasicek
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Grafica C.6: Curva de descuento para el periodo correspatedbajo el modelo Vasicek para el Cete con
vencimiento en 28 dias cap = 3%.

Con esto se puede concluir que el principal cambio al utilitzéos con diferentes tasas de referencia se ve
reflejado en los parametrést. Donde el parametrddtiende a ser mas grande para el periodo del 8 de marzo
de 2013 a 9 de julio de 2015 ya que la media, 24 36 mientras que en el otro periodo la media es,8@ &Por
el contrario, en el periodo del 8 de marzo de 2013 a 9 de julR0d® se observa un parametro de velocidad de
convergencia a la media de largo plakpraas chico lo cual muestra que bajo este periodo el procasdet a
ser mas volatil.
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

M étodo histrico CIR.
M étodo hisbrico.

Para el modelo Cox-Ingersoll-Ross se toman los mismo stgrigsle en el modelo Vasicek. Para ser
consistentes con el modelo Vasicek se utilizaron los migmeasdos, asi se pudo hacer un comparativo entre
los modelos

Tomando la discretizacion de (Z2130) por el el método deEsk tiene que:

Mynt— Tt kBv/A

= —k A Z
\/ﬁ\/A_t \/ﬁ \/ﬂ\/_t+0- {

dry =k(B—ry)dt+0/FdW = e p, — e =K(O—1) A+ 0/ / Dy Zy =

con 4 ~ N(0O,1)
dondel; = z—éo y o es la volatilidad del proceso de la tasas corta observadbpeniedo de medicion bajo
el modelo Cox-Ingersoll-Ross, tomangio= =it xl — %, X = —/fivDi,Br = kB y B, = —k. Se obtiene

. Lo - VAT :
la siguiente regresion lineal maltiple que pasa por ajeani

e = Bt + X

_ ., D rac—re kByA 2 .
Por lo tanto, resolviendo la ecuaciépn= Z( AT L k\/ﬁ\/At> se estima el vector de
8\ VA /Tt VTt

parametrogz = (k,0).Donden es el nUmero de datos que se utilizaron para ajustar el kaldola curva de
Cetes.

Para el periodo de 6 de junio de 2014 al 9 de julio de 2015 se/iebtun estos parametros:

Plazo || Significancia dep; || Significancia def3, || 6 k o

1 2+10°10 2%x10°10 3,03% || 12556 || 3,31%
7 78+10°10 8,19x10°1° 2,92% || 6513 || 6,71%
28 7x10°° 7,2%x10°° 290% || 3642 || 5,10%
60 0,002 0,002 2,96% || 1693 || 3,07%
91 0,04 0,04 2,99% || 8,31 2,28%
180 0,18 0,19 3,12% || 4,12 2,07%
270 0,13 0,13 3,17% || 4,46 2,19%
360 0,30 0,32 3,39% || 2,42 2,71%

Tabla C.6: Estimacion bajo el modelo Cox-Ingersoll-Rosdadcurva de Cetes para el periodo del 6 de junio
de 2014 a 9 de julio de 2015.

Los nodos menores a 91 dias generan parametros sigundeatjo el modelo CIR. El Cete con vencimien-
to 28 dias tiene el siguiente comportamiento bajo del ntoG&R:
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Seccion Estimacion por método histbrico de los modekiscasticos.

Modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Grafica C.7: Simulacion del comportamiento del Cete camcieiento en 28 dias bajo el modelo CIR con
ro = 3% para el periodo correspondiente.

Generando 1,000 simulaciones del proceso estocasticespondiente al modelo CIR para al Cete con
vencimiento 28 dias, la tasas esperada en un afio es de.2.90%
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

Distribucion de la tasa corta bajo el modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Grafica C.8: Distribucion a un afio para el periodo comesiEente del Cete con vencimiento en 28 dias bajo el
modelo CIR corrg = 3%. La linea negra vertical indica el valor inicial de laaasrta (o).

La principal ventaja de utilizar la distribucion del modl€ IR contra el modelo Vasicek, es que ense puede

observar la curtosis de los datos.Se muestra una mayor &iémuen la cola izquierda, lo que supone una
mayor tendencia hacia tasas menores a 2.5% durante el@éegoabservacion.
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Seccibn Estimacion por método histérico de los modekiecasticos.

Curva de descuento bajo el modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Grafica C.9: Curva de descuento para el periodo correspoiedbajo el modelo CIR para el Cete con venci-
miento en 28 dias car = 3%.

Se tiene que la curva de descuento bajo este modelo, no pudeisiada de manera satisfactoria, ya que
para plazos mayores a 6,000 dias el factor de descuentdedmido.
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Apéndice C. Estimacion por método histérico de los nhaglestocasticos.

Para los datos observados en el periodo de 8 de marzo de 201@egulio de 2015 se obtuvieron los

siguientes parametros para los diferentes nodos:

Plazo || Significancia def; || Significancia def, || 6 k o

1 0,0945 0,0779 3,21% || 2,11 || 3,80%
7 0,001 0,0009 3,22% || 8,54 || 8,37%
28 0,014 0,012 3,15% || 4,55 || 5,78%
60 0,004 0,003 3,12% || 2,51 || 3,52%
91 0,06 0,04 3,09% || 1,76 || 2,59%
180 0,07 0,06 3,19% || 1,62 || 2,45%
270 0,10 0,08 3,25% || 1,69 || 2,66%
360 0,07 0,06 3,42% || 2,16 || 3,03%

Tabla C.7: Estimacion bajo el modelo Cox-Ingersoll-Rosdadcurva de Cetes para el periodo del 6 de junio

de 2014 a 9 de julio de 2015.

Se observa que para los nodos de 7,28 y 60 dias los paramsetisignificativos. Se tomo la tasa de Cete
con vencimiento a 28 dias para analizar el comportamiegitprdceso estocastico.Para el peribdb 23 el cual
incluye cambios en la tasa de referencia, el comportamiget@roceso CIR ajustado a la tasa CETE con

vencimiento 28 dias se observa a continuacion:
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Seccion Estimacion por método histbrico de los modekiscasticos.

Modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Grafica C.10: Simulacion del comportamiento del Cete camcimiento en 28 dias bajo el modelo CIR con
ro = 3% para el periodo correspondiente.

Generando 1,000 simulaciones del proceso estocasticespondiente al modelo CIR para al Cete con
vencimiento 28 dias, la tasas esperada en un afo es de.3.14%
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Distribucion de la tasa corta bajo el modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Rango de la tasa corta

Grafica C.11: Distribucion a un afio para el periodo c@oesliente del Cete con vencimiento en 28 dias bajo
el modelo CIR comg = 3%. La linea negra vertical indica el valor inicial de lagta®rta (p).

A diferencia de lo observado en la distribucidbn pasada,dgancurtosis se observa del lado derecho, es
decir, hacia valores mayores que 3%, esto es dado debidolasggigtos presentan un rango entre 3%y 4%.
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Curva de descuento bajo el modelo Cox-Ingersoll-Ross
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Grafica C.12: Curva de descuento para el periodo corresgrirdajo el modelo CIR para el Cete con venci-
miento en 28 dias car = 3%.

Para este periodo se logrd ajustar el comportamiento dedrfale descuento para el modelo CIR, sin
importar el plazo al que se desee analizar. Esta curva esnda soportancia para el analisis de medidas
como tasa forward o tasa esperada, o para la valuaciontdenmentos financieros.
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Apéndice
Codigos

D.1. Cbdigos de teotra de bonos.

Los siguientes codigos fueron utilizados para la valwadé los bonos, asi como el calculo de la duracion
y la tasa de rendimiento a partir del precio de mercado. Ejuaje de programacion adsual Basic for
Application (VBA)

Public Function PrecioBonoLEPT (cupon As Double, Yield Asouble, fechaval
As Date, maduracion As Date) As Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim aux As Double

Dim i As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

N = Application.WorksheetFunction.Weekday(fechaval + 2)

Select Case (N)

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 4
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
=i+ 1

t =t — 182

Loop

NumCupones = i
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cupon = cuponsx (182 / 360)

fechaMaduracion = maduracion

aux = 0

For i = 1 To NumCupones

aux = aux + cuponx (1 + Yield x d) © ((fechaMaduracion— fechaval) /
—182)

fechaMaduracion = fechaMaduracion 182

Next i

PrecioBonoLEPT = aux + 100« (1 + Yield x d) = ((maduracion— fechaval) /
—182)

End Function

Public Function DuracionBonoLEPT (cupon As Double, Yields Mouble ,
fechaval As Date, maduracion As Date) As Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim aux As Double

Dim i As Integer

Dim P As Integer

Dim j As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

Dim cupono As Double

Dim fechavalo As Date

cupono = cupon
fechavalo = fechaval
N = Application.WorksheetFunction.Weekday(fechaval + 2)

P = PrecioBonoLEPT (cupono, Yield, fechavalo, maduracion)

Select Case (N)

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 4
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
=i+ 1
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t =t — 182
Loop
NumCupones = i

cupon = cuponsx (182 / 360)
fechaMaduracion = maduracion

aux = 0
For i = 1 To NumCupones
aux = aux + cuponx ((1 + Yield = d) ~ ((fechaMaduracion— fechaval) /

—182)) x (182 / 360) * ((fechaMaduracion— fechaval) / —182)
fechaMaduracion = fechaMaduracion 182
Next i

DuracionBonoLEPT = (aux + 100« ((1 + Yield x d) ~ (((maduracion—
fechaval) / —182))) * _
(182 / 360) * ((maduracion— fechaval) / —182)) x (-1 / P)

End Function

Public Function NRyieldLEPT (cupon As Double, Precio As &, fechaval
As Date, maduracion As Date) As Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim auxVP, auxdVP As Double

Dim i As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

Dim dVvP, VP As Double

Dim Yield As Double

Dim A As Double

N = Application.WorksheetFunction.Weekday(fechaval + 2)

Select Case (N)

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 4
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
i =i+ 1
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t =t — 182
Loop
NumCupones = i

cupon = cuponsx (182 / 360)
fechaMaduracion = maduracion
Yield = 0.03

A = 182 / 360

While Abs(Precio— VP) > 0.0005

fechaMaduracion = maduracion

auxVP =0

For i = 1 To NumCupones

auxVP = auxVP + cuponx (1 + Yield * A) ° ((fechaMaduracion— fechaval) /
—182)

fechaMaduracion = fechaMaduracion 182

Next i

VP = auxVP + 100x (1 + Yield x A) © ((maduracion— fechaval) / —182)

auxdvP = 0

For i = 1 To NumCupones

auxdVP = auxdVP + ix ((1 + Yield « A) = (—=1)) = A % cupon x ((1 + Yield
x A) 7 ((fechaMaduracion— fechaval) / —182))

fechaMaduracion = fechaMaduracion 182

Next i

dvVP = auxdVP + NumCupones ((1 + Yield = A) ~ (—=1)) = A = 100 % ((1 +
Yield x A) = ((maduracion— fechaval) / —182))

Yield = Yield — ((VP — Precio) / —dVP)

Wend

NRyieldLEPT = Yield

End Function

D.2. Cadigos del Modelo Nelson-Siegel.

Se presentan los codigos utilizados para el ajuste de l@ionercado mexicanos, estos cédigos se pre-
sentan en el lenguajédsual Basic for Application (VBA)

Public Function PrecioTeorico(cupon As Double, fechava$ Pate,
maduracion As Date,._
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betaO As Double, betal As Double, beta2 As Double, lambda Asulle) As
Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim aux As Double

Dim i As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

Select Case (N = Application.WorksheetFunction.Weekdaghaval))

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 41
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
i =i+ 1

t =t — 182

Loop

NumCupones = i

cupon = cuponsx (182 / 360)
fechaMaduracion = maduracion

aux = 0

For i = 1 To NumCupones

aux = aux + cuponx DF_.NS(betaO, betal, beta2, lambda, fechaMaduracien
fechaval)

fechaMaduracion = fechaMaduracion 182

Next i

PrecioTeorico = aux + 100« DF_.NS(betaO, betal, beta2, lambda, maduraci
— fechaval)
End Function

D.3. Cbdigos para los modelos Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross.

D.3.1. Metodo transversal

Funciones que calculan el precio del bono cupbn cero y un bon cupones bajo el modelo Vasicek

Public Function FactorB(theta As Double, sigma As Double ,Ak Double, t
As Double) As Double
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Dim f1 As Double

f1 = Exp(-k * (t / 360))
FactorB = (1 / k) x (1 — f1)

End Function

Public Function FactorA(theta As Double, sigma As Double ,Ak Double, t
As Double) As Double

Dim f1 As Double
Dim f2 As Double
Dim f3 As Double
Dim b As Double

fi = (sigma = 2) / (2% (k ~ 2))
f2 = (sigma =~ 2) | (4% k)
f3 = theta — f1

b = FactorB(theta, sigma, k, t)
FactorA = Exp(f3x (b — (t / 360)) — f2 x (b ~ 2))

End Function

Public Function FactorDescuento(theta As Double, sigma Bsuble, k As
Double, t As Double, r As Double) As Double

Dim A As Double
Dim b As Double

A = FactorA(theta, sigma, k, t)
b = FactorB(theta, sigma, k, t)

FactorDescuento = A Exp(—b * r)

End Function

Public Function PrecioTeorico(cupon As Double, fechavat Pate,
maduracion As Date, theta As Double, sigma As Double, k As ey r
As Double) As Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim aux As Double

Dim i As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

N = Application.WorksheetFunction.Weekday(fechaval + 2)
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Select Case (N)

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 4
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
=i+ 1

t =t — 182

Loop

NumCupones = i

cupon = cuponsx (182 / 360)

fechaMaduracion = maduracion

aux = 0

For i = 1 To NumCupones

aux = aux + cuponx FactorDescuento(theta, sigma, k, fechaMaduracien

fechaval , r)
fechaMaduracion = fechaMaduracion 182
Next i

PrecioTeorico = aux + 100« FactorDescuento(theta, sigma, k, maduracien
fechaval , r)
End Function

Funciones que calculan el precio de un bono cupén cero yeipde un bono con cupones bajo el modelo
Cox-Ingersoll-Ross.

Function DECIR(theta, sigma, k, t, r) As Double
Dim h As Double
Dim A As Double
Dim B As Double

h = Sgr((k = 2) + 2x (sigma ~ 2))
t =t / 360
A= ((2 = h x Exp((k + h) «xt = 0.5)) / _
(2 x h + (k + h) « (Exp(t = h) — 1))) ~ (2 « k x theta / (sigma =~ 2)
)
B = (2 % (Exp(t = h) — 1)) / _

(2 x h + (k + h) = (Exp(t = h) — 1))
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DF.CIR = A x Exp(-B % r)
End Function

Public Function PrecioTeorico(cupon As Double, fechavat Pate,
maduracion As Date, theta As Double, sigma As Double, k As ey r
As Double) As Double

Dim NumCupones As Integer

Dim fechaMaduracion As Date

Dim aux As Double

Dim i As Integer

Dim t As Double

Dim N As Double

Select Case (N = Application.WorksheetFunction.Weekdeghaval))

Case 1 Or 7
fechaval = fechaval + 4
Case Else
fechaval = fechaval + 2
End Select

t = maduracion

i =0

Do While (t > fechaval)
=i+ 1

t =t — 182

Loop

NumCupones = i

cupon = cuponsx (182 / 360)

fechaMaduracion = maduracion

aux = 0

For i = 1 To NumCupones

aux = aux + cuponx DF.CIR(theta, sigma, k, fechaMaduracion fechaval, r
)

fechaMaduracion = fechaMaduracion 182

Next i

PrecioTeorico = aux + 100« DF_CIR(theta, sigma, k, maduracion fechaval

, )

End Function

D.3.2. Metodo Historico

El siguiente codigo corresponde a la estimacion de losetosdestocasticos bajo el método historico, el
lenguaje correspondeRastudio El insumo es la matriz de tasas de Ce@ETES) para el periodo de analisis
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DondeTenor corresponde al nodo que se esta estimando
Casecorresponde a la convencion de mercado que se este uditizarcorresponde a Act/360 y 0 corresponde
a Act/365.

El siguiente coédigo corresponde al modelo Vasicek.

tasacontinua—function (dates ,rate ,casd)
if (case==1Y)
tenor<—dates /360
output<—(1/tenor)*(log(l+(rate/100ktenor))
telse{
tenor<—dates /365
output<—(1/tenor)*x(log(l1+(rate/100tenor))

}

return (output)

}

MatriztasacontCETES—function (case ]
c<—ncol (CETES)
r<—nrow (CETES)
Ma<—matrix (0, r,c-1)
for(i in 1:(c—-1)){
for(j in 1:r){
Mal[j,i]<—tasacontinua (CETES[j,1],CETES[j,i+1],case)
}

}

return (Ma)

}

volatilidadCETES<—function (case ]
tasasc—MatriztasacontCETES (case)
c<—ncol (tasas)
vol<—matrix (0,8,1)
for(j in 1:8){
rendimientosc—matrix (0,c—2,1)
for(i in 1:(c—2)){
rendimientos[i,k—log(tasas]|[j,i+2]/tasas][j,i+1])
}

vol[j,]<—sd(rendimientos)

}

return(vol)

}

RLvaVasicekCETES—function (tenor , case)
#tenor corresponde al numero de renglon de la matriz de tasas
tasasc—MatriztasacontCETES (case)
c<—ncol (tasas)
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vol<—volatilidadCETES (case)

rates<—matrix (0,c—1,1)

output<—matrix (0,c—2,3)

Vol<—vol[tenor]

for(i in 1:(c—1)){rates[ik—tasas[tenor ,i+1]
y<—matrix (0,c—2,1)

xl<—matrix (0,c—2,1)

x2<—matrix (0,c—2,1)

for(i in 1:(c—2)){y[i]l<—(rates[i+1l}-rates[i])}
for(i in 1:(c—2)){x1[i] <—(1/252)}

for(i in 1:(c—2)){x2[i]l<—(—rates[i]x(1/252))}
output[,1l< -y

output[,2]<—x1

output[,3]<—x2

return (output)

}

coefVasicek CETES—function (tenor , casey
datos<—RLvaVasicekCETES (tenor , case)
P<—Im(datos[,1]"(datos[,2]+datos[,3]+0))
betas<—coef (P)
parametrosc—matrix (0,2,1)
parametros[l,&—betas[2]
parametros[2,&—betas[1]/ betas[2]
return(parametros)

}

summaryEstVasicekCETES-function (tenor , cased)
datos<—RLvaVasicekCETES (tenor ,case)
P<—Im(datos [,1]  datos[,2]+datos[,3]+0)
resumenrc—summary (P)

#plot(P)
return(resumen)

¥

volVasicekCETES—function (tenor , casef)

par<—coefVasicekCETES(tenor , case)

kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

tasasc—MatriztasacontCETES (case)

c<—ncol(tasas)

vol<—matrix (0,1,1)

sumandec—matrix (0,c—2,1)

ac=0

for(i in 1:(c—2)){
sumandoi,k —(((tasas[tenor ,i+2} tasas[tenor ,i+1]}(kappartheta

x(1/252)) +(kappatasas|[tenor ,i+14(1/252)))"2)/((c-3)*x(1/252))

ac=ac+sumando][i ,]

}

vol<—ac
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return(sqrt(vol))

}

simulationVasicek CETES—function (tenor ,case , Nsimulaciones , plazo , {0)
#plazo en afos
rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)
par<—coefVasicekCETES(tenor , case)
kappa<—par[1,]
theta<—par|[2,]
sigma<—volVasicekCETES (tenor , case)
plazoDiasc—trunc (plazo«252)
r<—matrix (0O, Nsimulaciones , plazoDias+1)
for(i in 1:Nsimulaciones{r[i,1]]<—r0}
for(j in 1:Nsimulaciones]
for(i in 1l:plazoDias)
r[j,i+l]<—kappax(theta—r[j,i]) *(1/252)+sigmasqrt (1/252)«(rnorm
(1))+r[j,i]
}
¥
tiempo<—c (0: plazoDias)
tasa<—r[1,]
max y<—max(r«100)
min_y<—min (r«100)
plot(tiempo ,tasal00,”l”,col="blue”,ylim=c(min.y,maxy) ,main=expression
("Modelo Vasicek”) ,xlab=expression ("Plazo en dias")lap=expression
(" Porcentaje”) )
for(k in 1:(Nsimulaciones-1)){
x<—runif (1)
if(x<0.5){lines(r[k+1,]«x100,col="yellow ")}
else{lines (r[k+1,]x100,col="blue ")}
}

return(mean(r[, plazoDias+1100)

}

DistribucionVasicek—function (tenor ,plazo, case , r@)

#plazo en dias

rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)

par<—coefVasicek CETES(tenor , case)

kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

sigma<—volVasicekCETES (tenor , case)

mu<—rOxexp(—kappax(plazo/252) )+theta(l—exp(—kappax(plazo/252)))

var<—((sigma“~2) /2 kappa x(1—exp(—2«kappax(plazo/252)))

ds<—sqrt(var)

t<—seq ((mu-3«ds) ,(mu+xds) ,0.00001)

plot(t,dnorm(t,mu,ds) ,”l”,col="blue”,main="Distribagion de la tasa
corta bajo el modelo Vasicek”,xlab="Rango de la tasa cortanc
Vasicek”,ylab="")

abline (v=r0)
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DFVasicek<—function (tenor ,plazo ,case ,r@)

#plazo en dias

rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)

if (case==1)DCF<—360} else{DCF<—365}

par<—coefVasicekCETES(tenor , case)

kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

sigma<—volVasicekCETES (tenor , case)

B<—(1/kappa }(1—exp(—kapparplazo /DCF))

A<—exp ((theta—((sigma”2) /(2 (kappa“2))) x(B—(plazo /DCF) )—((sigma"2) /(4
kappa) xB"2)

DR<-Axexp(—Bxr0)

return (DF)

}

CurvaDFVasicek—function (tenor , case , r0)
DF<—matrix (0,1,10801)
rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)
if (case==1)DCF<—360} else{DCF<—365}
par<—coefVasicekCETES(tenor , case)
kappa<—par[1,]
theta<—par[2,]
sigma<—volVasicekCETES (tenor , case)
for(i in 0:10800){
B<—(1/kappa x(1—exp(—kappaxi/DCF))
A<—exp ((theta—((sigma“2) /(2 (kappa“2))) x(B—(i/DCF)) —((sigma"2) /(4
kappa) xB"2)
DF[1, i+1l]J<—Axexp(—Bxr0)
}
plot(seq(0,10800,1) ,DF,”1"”,col="blue”,main=expressi ("Curva de
descuento bajo el Modelo Vasicek”),xlab=expression ("Pdaen dias"”),
ylab=expression ("Valor de una unidad monetaria”))

El siguiente codigo corresponde al modelo Cox-IngerRoks.

RLvaCIRCETES—function (tenor , casey)
#tenor corresponde al numero de renglon de la matriz de tasas
tasasck—MatriztasacontCETES (case)
c<—ncol(tasas)
vol<—volatilidadCETES (case)
rates<—matrix (0,c—1,1)
output<—matrix (0,c—2,3)
Vol<—vol[tenor]
for(i in 1:(c—1)){rates[ik—tasas[tenor ,i+1]
y<—matrix (0,c—2,1)
xl<—matrix (0,c—2,1)
x2<—matrix (0,c—2,1)
for(i in 1:(c-2)){yl[il<—(rates[i+1l}-rates[i])/sqrt(rates[i]}
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}

coefCIRCETES—function (tenor , casey)

}

summaryEstCIRCETES-function (tenor , cased)

}

VOICIRCETES<—function (tenor , casef)

}

simulationCIRCETES—function (tenor ,case , Nsimulaciones , plazo , f0)

for(i in 1:(c—2)){x1[i]<—(1/252)/sqrt(rates[i]}
for(i in 1:(c—2)){x2[i]<—(—(1/252)xsqrt(rates[i]))}
output[,1l< -y

output[,2]l<—x1

output[,3]<—x2

return(output)

datos<—RLvaCIRCETES(tenor , case)
P<—Im(datos[,1]"(datos[,2]+datos[,3]+0))
betas<—coef (P)

parametros—matrix (0,2,1)
parametros[l,&—betas[2]
parametros[2,&—betas[1]/ betas[2]
return(parametros)

datos<—RLvaCIRCETES(tenor , case)
P<—Im(datos[,1] datos[,2]+datos[,3]+0)
resumerk—summary (P)

return (resumen)

par<—coefCIRCETES (tenor , case)
kappa<—par[1,]
theta<—par[2,]
tasask—MatriztasacontCETES (case)
c<—ncol (tasas)
vol<—matrix (0,1,1)
sumandec—matrix (0,c—2,1)
ac=0
for(i in 1:(c—2)){
sumando[i,]< —((((tasas[tenor ,i+2} tasas[tenor ,i+1])/sqrt(tasas]|
tenor ,i+1]))—(kapparthetax(1/252)/sqrt(tasas[tenor ,i+1]))+(kapp
xsqrt(tasas[tenor ,i+1]3(1/252)))"2)/((c3)x(1/252))
ac=ac+sumando][i,]
}
vol<—ac
return(sqrt(vol))

rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)
#plazo en afos

par<—coefCIRCETES (tenor , case)
kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]
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sigma<—VvoICIRCETES(tenor , case)
plazoDiasc—trunc (plazo«252)
r<—matrix (0O, Nsimulaciones , plazoDias +1)
for(i in 1:Nsimulaciones]r[i,1]]<—r0}
for(j in 1:Nsimulaciones]
for(i in 1l:plazoDias)
r[j,i+l]<—kappax(theta—r[j,i]) *(1/252)+sigmasqrt(r[j,i])*sqrt
(1/252)«(rnorm (1) )+r[j, 1]
}
¥
tiempo<—c (0: plazoDias)
tasa<—r[1,]
max y<—max(r«100)
min_y<—min(r=100)
plot(tiempo ,tasal100,”1”,col="blue”,ylim=c(min.y ,maxy) ,main="Modelo
Cox—Ingersoll-Ross”, xlab=expression ("Plazo en dias”),ylab=
expression ("Porcentaje”))
for(k in 1:(Nsimulaciones-1)){
X<—runif (1)
if(x<0.5){lines(r[k+1,]«x100,col="yellow ")}
else{lines (r[k+1,]x100,col="blue ")}
¥

return(mean(r[,plazoDias+1100)

}

DistribucionCIR<—function (tenor ,plazo,case ,r0,rangg)

#plazo en dias

ro<—r0/100

par<—coefCIRCETES (tenor , case)

kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

sigma<—VvoICIRCETES(tenor , case)

c<—(4xkappa) /((sigma”2}(1—exp(—kappax(plazo/252))))

u<—(4xkappaxtheta)/(sigma”2)

lambda<—cxrOxexp(—kappax(plazo/252))

mu<—rOxexp(—kappax(plazo/252) )+theta(l—exp(—kappax(plazo/252)))

var<—rOx((sigma”2) /kappa}(exp(—kappax(plazo/252) }exp(—2«kappax(plazo
1252)))+(thetax(sigma”2) /2 kappa x((1—exp(—kappax(plazo/252)))"2)

ds<—sqrt(var)

t<—seq((murangexds) ,(mutrangeds) ,0.00001)

plot(t,cxdchisq(ct,u,lambda),”l”,col="blue”,main=expression (”
Distribucion de la tasa corta bajo el modelo Gdxngersoll-Ross”),
xlab="Rango de la tasa corta”,ylab="")

abline (v=r0)

}

DFCIR<—function (tenor ,plazo, case,r()
#plazo en dias
rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)
if (case==1)DCF<—360} else{DCF<—365}
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Seccion D.3. Cbdigos para los modelos Vasicek y Cox-bujkeRoss.

}

CurvaDFCIR<—function (tenor ,case , r0{)

par<—coefCIRCETES (tenor , case)

kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

sigma<—VvoICIRCETES(tenor , case)

h<—sqrt ((kappa“2) +(2(sigma“2)))

B<—2x(exp ((plazo/DCFXxh)—-1)/(2xh+(kappa+hX(exp ((plazo /DCFxh)—-1))

A<—((2«hxexp ((kappa+h¥(plazo/DCF)x0.5))/(2« h+(kappa+hX(exp (( plazo /DCF
)xh)—1))) (2« kappaxtheta /(sigma”2))

DF<—Axexp(—Bx*r0)

return (DF)

DF<—matrix (0,1,10801)

rO<—tasacontinua (CETES[tenor ,1],r0, case)
if (case==1)DCF<—360} else{DCF<—365}
par<—coefCIRCETES (tenor , case)
kappa<—par[1,]

theta<—par[2,]

sigma<—VvoICIRCETES(tenor , case)

h<—sqrt ((kappa“2) +(2(sigma”2)))

for(i in 0:10800)
B<—(2«(exp ((i/DCF)xh)—1))/(2« h+(kappa+h)(exp ((i/DCF)xh)—-1))
A< —((2xhxexp ((kappa+hx(i/DCF)«x0.5))/(2xh+(kappa+hX(exp ((i/DCF)xh)

—-1))) " (2« kappartheta /(sigma”2))

DF[1, i+1l]J<—Axexp(—Bxr0)

¥

plot(seq(0,10800,1) ,DF,”1”,col="blue”,ylim = ¢(0,1) ,Jkm =c(0,6000),
main="Curva de descuento bajo el modelo Gdxngersoll-Ross”, xlab=
expression ("Plazo en dias”),ylab="Valor de una unidad metaria”)
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