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Introduccion

El material que se presenta a continuacién se encuentra inmerso en la Teoria de repre-
sentaciones de grupos del Algebra. Una representacién por matrices de un grupo G es un
homomorfismo de grupos tal que:

X:G— GL,.

donde GL, es el grupo general lineal de grado n, el cual estd conformado por todas las
matrices X = (2;;)nxn que son invertibles con respecto a la multiplicacién de matrices. A
lo largo de este trabajo manejaremos las entradas de las matrices en los complejos.

Es decir, a cada g € G le es asignada una matriz X(g) y por ser un homomorfismo de
grupos se cumple que:

1. X(e) = Id, y
2. X(gh) = X(9)X(h)

donde ¢ es el elemento neutro del grupo G e Id,, es la matriz identidad de tamano n.

Esta definicién serd relacionada con el grupo simétrico de n elementos con el objetivo de
conocer todas las representaciones irreducibles de S,,.

El primer capitulo de este trabajo estd dividido en dos partes, en la primera se presentan
las nociones bédsicas del grupo simétrico, el objetivo de esta primera parte es demostrar que
la cantidad de particiones de un entero n € Z es igual a la cantidad de clases de conjugaciéon
del grupo simétrico S,,. En la segunda parte de este capitulo se presentan los resultados
que serdan usados a lo largo del trabajo de representaciones de grupos y nos enfocaremos en
algunos ejemplos de como vamos a relacionar las representaciones de grupos con el grupo
simétrico, para este capitulo fueron usados principalmente [Av]| y [Sa], también se pueden
encontrar los resultados en [Ja].

El segundo capitulo retoma la definicién de particién de un entero y se presentan la
definicién de diagrama y tabla de Young, asi como las primeras propiedades y resultados.
Al final del capitulo también serd presentado el orden que le daremos a las tablas, el cual
usaremos a lo largo de todo el trabajo. En general los resultados que se presentan en este
capfitulo serdn usados constantemente en las demostraciones del siguiente capitulo facilitando
la mayorfa de las demostraciones.

El tercer capitulo se encuentra dividido en siete secciones, en éste nos enfocaremos en
realizar la construccién que nos llevara al reultado central de este trabajo. En las primeras
dos secciones se presentan los subgrupos de Young, el médulo de permutacion, el médulo
Specht y los elementos Garnir, a través de éstos tltimos serd posible presentar una base para
el médulo Specht, en esta seccion es posible encontrar diversos ejemplos que van mostrando



como es toda la construcciéon. En la tercera seccién se define la representaciéon natural
de Young, se trabajard con el grupo simétrico de cuatro elementos para ejemplificar esta
seccién. El resto del capitulo esta dedicado a dar de modo detallado una base para el
espacio Hom/(S*, M*), a pesar de que la idea para encontrar una base para dicho espacio es
andloga, se presentan nuevas dificultades, por lo cual serd necesario introducir el concepto
de tablas generalizadas estdndar y también mostraremos cémo serdan obtenidas, gran parte
de los enunciados de este de capitulo se pueden encontrar en [Sa], cabe mencionar que en
la tesis se encontraran tanto las pruebas detalladas asi como ejemplos para esclarecer los
resultados. También fueron usadas las notas [Le] y [Pa.

Finalmente el cuarto capitulo estd dedicado a mostrar uno de varios resultados que usa
el lenguaje a base de tablas utilizado a lo largo de toda la tesis, donde es posible obtener
de modo combinatorio uno de los resultados presentados en el tercer capitulo, para ello
serd usado el algoritmo de incersién, éste se puede encontrar en [Ma] y ademds se mostrard
detalladamente que se puede dar un procedimiento inverso a dicho algoritmo, de este modo
es posible completar la prueba y asf presentar la correspondencia RSK.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Grupo simétrico

Antes de comenzar introduciremos algunos conceptos bédsicos que serdn usados a lo largo de
todo este trabajo, es por eso que es conveniente acordar la notacién que manejaremos para
evitar confusiones.

Sea ™ € S, es posible describir a 7 haciendo uso de un arreglo de 2 x n, de modo que en
el primer renglén colocamos a los elementos de su dominio y en el renglén inferior su imagen
bajo la permutacién que apliquemos del siguiente modo:

(71?(1) 721'(2) N :m))

Definimos el grupo simétrico para n elementos como el conjunto de todas las biyecciones
m: {l,...,n} — {1,...,n} con la operacién composicién y serd denotado por S,, sus
elementos seran llamados permutaciones y la cardinalidad estard dada por |S,| = n!.

Ejemplo 1.1 En el caso de Sy podemos considerar w, o € Sy, donde 7(1) = 2, w(2) = 3,
73)=4,7(4)=1yo(l)=1,0(2) =3, 0(3) =2, 0(4) =4 y con la notacion que usaremos

se escriben como
(1 3 4 (1 2 3 4
=1\ 2 4 1)Y=\ 1 3 2 4

Ahora hablemos sobre la composicién de permutaciones, dadas w, o € S,, definimos la
composiciéon como

w N

moo :=m(o(i)) conie{l,... ,n}

la cual serd denotada simplemente como 7o.
Ejemplo 1.2 Retomando el ejemplo 1.1 tendriamos que 7 o o resulta
o ( 1 2 3 4 >
2 4 3 1 )°
Definicién 1.3 Sea m € S,,, diremos que © es un ciclo de longtud k si existen iq,...,

ir, elementos distintos de {1,...,n} tales que w(iy) = iy, w(ia) = i3,..., T(ig—1) = Ik Y
W(Zk) = il'
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Notacién 1.4 Una manera 1til para denotar un ciclo de longitud k a la cual recurriremos
constantemente como en la definicion 1.3 serd:

(i1 i .. dpy ip) = (in dg ... Gp i1) =+ = (ig i1 ... G1_2 Gp_1)-

Definicién 1.5 Una transposicion es un ciclo de longitud dos. La longitud de un ciclo «
se denotard como ().

Definicién 1.6 Dada 7 € S, decimos que 7 fija a i si 7(i) =i y diremos que ™ mueve a i
sim(i) # 1 parai € {1,...,n}.

Definicién 1.7 Definimos el soporte de m como sop(n) ={i € 1,...,n | n(i) #i}.

Ejemplo 1.8 En el ejemplo 1.1 tendriamos que m = (1 2 3 4), 0 = (2 3) y el sop(w) =
{1,2,3.4) y soplo) = {2,3).

Definicién 1.9 Dadas dos permutaciones © y o diremos que son disjuntas si sus soportes
son disjuntos, es decir, sop(m) N sop(o) = 2.

Proposicion 1.10 Sean o, m € S,, dos permutaciones disjuntas, entonces om = 7o.

Demostracién. Sean o, © € S,, permutaciones disjuntas y consideremos j € {1,...,n}, se
presentan tres casos, si 0(j) # jyn(j) =j6c(j)=jyn(j)#J60c(j)=mn()=j. Sin
pérdida de generalidad supongamos que o(j) # j y 7(j) = j, entonces om(j) = o(j), como
o es inyectiva y o mueve a j entonces oo (j) # o(j), i.e. o(j) es un elemento que no queda
fijo al aplicar 0. Como o y 7 son ajenas esto implica que o(j) debe quedar fijo bajo =, i.e.
mo(j) = o(j), por lo tanto o (j) = mo(j). En caso de que las dos permutaciones fijen al
elemento j, se tiene que o (j) = o(j) = j y wo(j) = w(j) = j, por lo tanto wo(j) = on (7).
[

Los ciclos son permutaciones fdciles de manipular y su importancia radica en que toda

pemutacion puede ser descrita en términos de éstas, como veremos a continuacion.
Teorema 1.11 Toda elemento de S,, es un ciclo ¢ un producto de ciclos disjuntos.

Demostracién. Haremos esta prueba por induccién sobre k = |sop()]| .
El paso base de induccién es tener £ = 0 y si éste es el caso entonces:

m=1id=(1)(2)...(n).

Sea k > 0y supongamos como hipétesis de induccién que toda permutacién que mueve menos
de k elementos se puede escribir como un producto de ciclos disjuntos. Ahora consideramos
T €S, con |sop(m)| =k >0y seaic€ sop(m). Sea Y = {n™(i) | m € Z}. Observemos que
j €Y siysolosin(j) €Y, yaque por una parte si j € Y entonces j = 7™(i) con m € 7Z
entonces 7(j) = (7™ (1)) = #™*1(i) € Y y por otra parte si w(j) € Y entonces 7(j) = 7" (i)
lo que significa que j = 7™ 1(i) € Y.

Continuando con la demostracién, consideramos i, 7(4), . .., 7' (), ... 7" (i) con r el primer
entero positivo para el cual el elemento se repite el cual existe pues Y es finito. Supongamos

X. Estrada 5
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que (i) = 7"(i) con 0 < [ < r asf i = 7""'(i) entonces r — [ = r por lo que | = 0 y asf
7" (i) = i, esto significa que Y = {i,7(i),...,7 (i)} tiene r elementos. Consideramos el
r—cicloo = (i w(i) ... 7"71(i)), si # = o entonces ya terminamos, si no, entonces definimos
' =07lr €8, ytomamos j € {1,...,n}.Sij €Y entonces 7'(j) = o7 n(j) =7 n(j) =
y si j € Y entonces 7'(j) = o 'n(j) = 7(j) por lo tanto sop(n’) = sop(w) \ 'Y y asi
tenemos que 7’ mueve menos de k elementos y es disjunta con o, por hipétesis de induccién
7’ = [y...0; con [3; ciclos disjuntos y asi m = on’ = o3 ...[; es una descomposicién en
ciclos disjuntos. m

Teorema 1.12 Toda permutacion o € S, es producto de transposiciones.

Demostracién. Sea (i; i3 ... ix_1 i) un ciclo no no trivial de S, éste se puede escribir
como

(il ig Z'k,1 Zk) - (21 Zk)(ll ’L'kfl) te (Zl Zg)(Zl ig),
y por el teorema 1.11 podemos concluir el resultado. =
Definicién 1.13 Diremos que una permutacion o de S, es par si en cualquier factorizacion

como producto de transposiciones, el nimero de éstas es par. En caso contrario se dird que
o es 1mpar.

Teorema 1.14 La permutacion identidad sdlo se puede escribir como un producto de una
cantidad par de transposiciones.

Hay diferentes formas de probar este teorema, una de ellas se puede encontrar en [Con].

Definicién 1.15 Se define el signo de o como

sgn(c) = 1 st o es par
g | =1 si o esimpar

Veamos con ayuda del siguiente teorema que las definiciones anteriores tienen sentido.

Teorema 1.16 Sea 0 € S, con o # €, el nimero de transposiciones que aparecen en
cualquier factorizacion del teorema 1.12, siempre es par 6 siempre es impar.

Demostracién. Sea o € S, y supongamos que es par e impar, entonces existen transposi-
ciones s; y t; tales que
O'Ztl...tkzsl...sm

con k par y m impar, por definicién de transposicién se concluye que 0= = s, ---s; esto

significa que € = oo~ por tanto
g:tl...tksm...sl
lo que es una contradiccién pues la identidad es par. m

Definicién 1.17 Sea m € S,,. Una factorizacion completa de w en S, es una descomposicion
en producto de ciclos disjuntos, incluyendo a todos los 1—ciclos correspondientes a cada
elemento fijado por .

X. Estrada 6
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Lo siguiente es probar que salvo por el orden de los ciclos, existe una tnica factorizacién
completa.

Lema 1.18 1. Seanm € S, ym™ = 0102...0; una factorizacion en permutaciones ajenas.
Si 01(i) # i para algin i € {1,2,...,n}, entonces (i) = o} (i) para todo k € N.

2. Sean o yy € S, ciclos. Si existe i € Sop(c) tal que o*(i) = v*(i) para toda k € Z™,
entonces o = 1.

Demostracion.

1. Sean m € S, y m = 0105...0; una factorizacién en permutaciones ajenas, sea ¢ €
{1,2,...,n} tal que 01(i) # i y k € N, como los factores son ajenos por la proposicién
1.10 se tiene que

(i) = ¥ (oy. .. 0k () = ok (4).
por lo que al aplicar la permutacion al elemento 7 se obtiene que

2. Ahora sean o y v € S, ciclos y consideremos i € Sop(c) tal que o*(i) = v*(i) para
toda k € Z". En particular se tiene que (i) = (i) # i y entonces i € Sop(7y), por que
loque o = (iiy -+ i) yy=(ij1 - is), de donde o*(i) = i para k € {1,...,7},
o™ (i) = i, ¥*(i) = i para k € {1,...,s} y ¥*T1(i) = i. Si r # s, podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que r < s, y entonces 0" 1(i) = i # j,.1 = 7" 71(i) lo que
contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto se debe tener que r = s, de hecho se cumple
que iy = o*(i) = v*(i) = ji, por lo cual concluimos que o = 7.

Teorema 1.19 La factorizacion completa de una permutacion en S, es unica salvo por el
orden de los factores.

Demostracién. Sea m € S,,. Procederemos por induccién sobre el nimero k£ de elementos
que son movidos por 7.

Si k = 0 se tiene que m = Idg, y de este modo toda factorizacién completa consiste de
1— ciclo por cada elemento en {1,2...,n} por tanto se cumple el resultado.

Notemos que cualquier factorizaciéon completa de 7 tiene un 1—ciclo por cada elemento
fijado en ella, de modo que verificaremos que los ciclos de longitud mayor que uno aparecen
en una factorizacién completa de 7 son siempre los mismos, con esto en mente, supongamos
ahora que k£ > 0, y que toda permutaciéon que mueva menos de k elementos, satisface que los
ciclos de longitud mayor que uno, que aparecen en una factorizaciéon completa de ella, son
siempre los mismos salvo por el orden en que aparecen.

Sean m = [10s...0; = Y17Y2...7s dos factorizaciones de 7 en ciclos ajenos de longitud
mayor que uno. Veamos que los factores coinciden, salvo por el orden en que aparecen. Como
k >0, tomemos i € {1,2,...,n} un elemento movido por 7. Sabemos que debe existir algin
factor que mueva a 7 en cada una de las dos descomposiciones anteriores, sin pérdida de
generalidad digamos que f;(7) # i # 71(4), por el primer inciso del lema 1.18 obtenemos que

X. Estrada 7



Capitulo 1. Preliminares 1.1. Grupo simétrico

Br(i) = 7k (i) = (i) para toda k € Z. Por lo tanto (i) = v¥(i) para toda k € Z y usando
el segundo inciso del lema 1.18 se concluye que (3; = 71, por lo tanto By...0;, = vo...7s
son dos factorizaciones en ciclos ajenos de longitud mayor que dos, de una permutacién que
mueve menos de k elementos, por hipétesis de induccion, tienen los mismos factores salvo por
el orden en que aparecen, por lo que los factores de las dos descomposiciones de 7 también
son los mismos salvo por su orden. m

Definicién 1.20 Sean w,0 € S,,, diremos que ™ y o tienen la misma estructura ciclica en
Sy, 8i su factorizacion completa tiene el mismo nimero de k — ciclos para toda k € Z™.

Definicién 1.21 Sean G un grupo y g,h € G, diremos que g y h son conjugados si g =
khk=! para algin k € G. Al conjunto de todos los elementos conjugados a g le llamaremos
la clase de conjugacion de g y serd denotada como K,.

Proposicion 1.22 La relacion dada en la definicion 1.21 es una relacion de equivalencia
en el grupo G.

Demostracion.
1. Es reflexiva pues g = ege~! por lo que g es conjugado de g.
2. Es simétrica; si ¢ = khk™! entonces k~'gk = h con k~' € G.

3. Estransitiva; Si hy = k1hok 'y hy = kphsk; * entonces hy = ky(kohsky ')kt = K hak'~?
con k' = k1ky € G.

- Veamos ahora que los elementos conjugados tienen la misma estructura ciclica.
Teorema 1.23 Dado (i iy ... 9,) € S, unr — ciclo y © € S,, entonces w(iy iy ... i,)7 '
también es un r — ciclo y
m(iy iy ... ip)m t = (w(iy) w(ia) ... 7(i,)).
Demostracién. Evaluemos la permutacion m(iq i . .. ir)ﬂ_l en cada elemento de
{1,2,...,n} ={n(1),n(2),...,7(n)}.
Caso 1. Sea j =m(iy) cont =1,...,r — 1, entonces
m(iy iy ... 07 1(j) = w(iy iy ... )7 H(w(iy))
=m(iy g ... i) (i) = m(l4s1).

Caso 2. Sea j = (i, ), entonces
w(iviy...i,)m *(j) = n(iria...1,)(i,) = 7(i1).
Caso 3. Sea j = w(k), con k ¢ {iy,1is,...,1,}, entonces
m(iy gy ... i) H(j) =7w(iv iy ... i) (k) =7(k) =7

asi concluimos que
m(iy iy .. i) = (7(ih) ... 7(ip)).

X. Estrada 8
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Proposicion 1.24 Dadas dos permutaciones w, o € S, y supongamos que o tiene una
descomposicion en ciclos disjuntos o = (xy...2x)(yr...y) ... (21...2m). Entonces mon™?
tiene la misma estructura ciclica que o y se obtiene aplicando 7 a los simbolos en cada ciclo
de o, es decir,

ron b = (m(xy) ... w(xwp)) (7 (y1) .. 7w () ... (m(21) .. 7w(z).

Demostracién. Denotaremos a los ciclos de o como ¢; = (z1...2;) de modo que o =
c1Cy . .. ¢;. Entonces,

mon ' =n(cicy...c)m !
= (mein Y. (et

por el teorema 1.23 cada factor (mc;7~') es un ciclo que se obtiene de aplicar 7 a los elementos
del ciclo ¢;. m

Teorema 1.25 Dos permutaciones w,0 € S, tienen la misma estructura ciclica si y solo si
son conjugadas.

Demostraciéon. Soélo hace falta probar que si 7 y o tienen la misma estructura ciclica,
entonces son conjugadas. Para esto, supongamos que

m=(z1...2) (1. y) (21 2m),
o= (... ).y (2. 2.

Necesitamos encontrar un elemento v € S,, tal que ymy~! = o, pero por el lema anterior
tenemos que

vyt = (v(@1) (@) (v () () - (1(21) -y (z)

es decir queremos 7 tal que

(Y1) () (v(y) () - (v(z1) v (2) = (@1l ) (Y y) - (21 2)
por lo que sélo debemos probar que existe v € S,, tal que
v(@) =23 y() = yis v(z) = 2

la cual existe pues los ciclos de 7 y de ¢ son disjuntos, por lo que el nimero de elementos
que 7 deja fijos es igual al nimero de elementos que o deja fijos, entonces podemos definir
v(z) = 2’ si 2’ no aparece en a y donde z’ es cualquier elemento que no aparece en 0. m

1.1.1 El nimero de k — ciclos en S,

Retomemos el concepto de ciclo. Por cémo se define k—ciclo se tiene que resulta ser una
ordenacién sin repeticién de elementos del conjunto {1,2,...,n} de nimeros naturales y de

X. Estrada 9
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2 | . . . ] .
éstos hay ﬁ de estas ordenaciones, sin embargo, cada k — ciclo se puede escribir de k

maneras distintas, de modo que la totalidad de k — ciclos de .S, es

()

La siguiente definicién serd usada para hablar de la cantidad de estructuras ciclicas en S,, y
serd retomada mds adelante.

Definicién 1.26 Sea n € Nt. Diremos que X = (A1, A2, A3, ..., \;) es una particion de n
st se cumplen las siguientes condiciones:
1. \; e N\ {0},
2. M1 > Xy > ... > N\ t.e. forman una sucesion de enteros mo negativos no creciente y
3. 3 N=n.
Definicién 1.27 Dada una permutacion o en S,, diremos que es del tipo (c1,...,cx) sila

factorizacion de o en ciclos disjuntos de S,, se tienen c; ciclos disjuntos de longitud i, i.e.

c1 c2 Ck
7\ 7\ 7\

U:(o)---(oﬁoo)---(oo)---(oooo)(oooo)

donde (e ® ®8) denota un k — ciclo.

Como por cada elemento de {1,2,...,n} que estd fijo bajo o se cuenta el 1 — ciclo
correspondiente entonces se tiene que

1Cl+202+"'—|—k0k:n (11)

y si escribimos los ciclos de o de menor a mayor longitud y hacemos ¢; = 0 siempre que no
haya j — ciclos en o entonces la igualdad anterior se escribe como

leg +2¢9 4 -+ - + ne,, = n.

Ahora consideremos
Wi t=¢Ci+ Cip1+ -+ Cp
entonces se tiene que g > g > -+ > p, > 0y ademds por (1.1) tenemos que
Tt gt e =10

es decir que los enteros y; > 0 forman una particién del entero n.
Por otro lado, dada una particién (pq, ..., pux) de n podemos considerar ¢; := p; — i1

k
de modo que los ¢; > 0y > ic; =n.
i=1
De este modo podemos concluir el siguiente teorema:

Teorema 1.28 El numero de tipos distintos de permutaciones en S, es igual al nimero de
particiones del entero n.

Observacion 1.29 Por el teorema 1.25 este niimero es igual al nimero de clases de conju-
gacion.
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1.2 Representaciones de Grupos

Definicién 1.30 Una representacion por matrices de un grupo G es un homomorfismo de
grupos tal que:
X:G— GL,.

donde GL, es el grupo general lineal de grado n, el cual estd conformado por todas las
matrices X = (;j)nxn que son invertibles con respecto a la multiplicacion de matrices.

Es decir, a cada g € G le es asignada una matriz X(g) y por ser un homomorfismo de
grupos se cumple que

1. X(e) =Idy, y
2. X(gh) = X(g9)X(h)

donde ¢ es el elemento neutro del grupo G e Id,, es la matriz identidad de tamano n.
El niimero n que denota el tamano de las matrices serd llamado el grado 6 dimensién de
la representacion.

Ejemplo 1.31 Todos los grupos tienen la representacion trivial, ésta consiste en mandar a
todos los elementos de G a la matriz (1).

Ejemplo 1.32 Una representacion de grado uno no trivial de S,, es la representacion signo,
estd dada por el homomorfismo

X(m) = (sgn(m)).

Ejemplo 1.33 Dada m € S,, podemos definir X(m) = (ai;)nxn donde
G = { 1, sim(j) =1

0 en otro caso’
esta representacion es conocida como la representacion que define a S, y su grado es n.

La matriz X (m) es conocida como la matriz de permutacion asociada a 7, estd conformada
por ceros y contiene un unico uno en cada renglén y en cada columna.

Observemos el caso particular de S3, por como se define, las matrices de permutacion
resultan ser

100 010
X@E)=1[0 1 0], X(12)=1[1 0 0
00 1 0 0 1]

00 1 1 0 0]
X(@3)=1]01 0], X(23)=10 0 1
100 0 1 0]

00 1 010
X((123)=1{1 0 0|, X((132)=1{0 0 1
010 100
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1.2.1 CG-moddulos y el dlgebra de grupo

En esta seccién definiremos lo que es un édlgebra de grupo, un CG — modulo y observaremos
cémo se relacionan con las representaciones del grupo, para ello empezaremos recordando
la definicién de CG — médulo y daremos una equivalencia en términos de homomorfismo
de grupos, es importante hacer notar la equivalencia pues nos permitira trabajar con mayor
facilidad. Primero definiremos lo que es una accién de un grupo G en un conjunto A, mds
adelante la usaremos sobre un espacio vectorial.

Definicién 1.34 Sean G un grupo y A un conjunto, decimos que G actia en A ¢ que es A
es un G conjunto si existe una funcion

a: GxA — A
a(g,a) — gea

tal que
1. alg,a)=ay
2. Yg,h € G a(h,a(g,a)) = a(hg,a).

Recordemos que las matrices corresponden a transformaciones lineales, por tanto podemos
pensar a las representaciones en estos términos y usar las herramientas del dlgebra lineal para
estudiarlas, de aquf surge la idea de CG — mddulo donde F' es el campo sobre el que esta-
mos trabajando, concepto que presentamos a continuacién mostrando su conexién con las
representaciones de G.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre C. Sea GL(V) el conjunto de
transformaciones lineales invertibles de V' en si mismo, si la dimensién de V' es n, entonces
GL(V) y GL,(C) son C—espacios vectoriales, en particular, son grupos abelianos isomorfos,
donde GL,(C) es el grupo lineal general complejo.

Definicién 1.35 Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre F' y G un grupo, diremos
que V' es un CG — modulo si existe un homomorfismo de grupos

p:G— GL(V).

De modo equivalente, diremos que V' es un CG —maodulo si para todov € V, g € G hay una
accion de G en 'V tal que se cumplan las siguientes propiedades:

1. gveV
2. g(Mv+ Aw) = Ai(gv) + Ae(gw)

3. (gh)v=g(hv) y

4. ev = 0.
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La equivalencia anterior se debe a lo siguiente, observemos de dado p : G — GL(V) un
homomorfismo de grupos, para todo v,u € V, A € F y g,h € G, se cumple que

p(g)v € F"
(p(gh))v = (p(9))(p(h))v
p(e)v =v

(Ap(g))v = Alp(g)v)
p(9)(u+v) = p(g)u + p(g)v

Si definimos gv = p(g)v para todo v € F™ y g € G entonces tenemos que V' es un CG —
maodulo.

A la inversa, si tenemos un producto gv definido con las condiciones anteriores, definimos
p(g) : V — V como p(g)(v) = gv. El inciso uno nos dice que la transformacién lleva a V' en
sf mismo, es decir, que es cerrada bajo la operacion, el segundo inciso nos dice que el mapeo
es lineal, la propiedad tres nos dice que la segunda condicién de la definicién 1.30 de repre-
sentaciones de grupos se cumple y la cuarta condicién combinada con la tercera condicién
nos dice que g y g~! deben ser mapeos inversos, por lo tanto todas las transformaciones son
invertibles.

Observemos que dada una matriz de representacién X de grado n, podemos considerar
el espacio vectorial V' = C" de todos los vectores por columna con n entradas. Asi para todo
v € V, podemos definir dado g € G

gv == X(g)v

donde la operacion del lado derecho es la multiplicaciéon de matrices.

Ahora si V' es un CG — mddulo escogemos una base 3 de V, entonces X (g) serd la matriz
de la transformacién lineal de g € G en la base (5.

Hablemos ahora de acciones de grupos.

Retomando los axiomas de CG — mddulo, tenemos que si un conjunto A cumple las
propiedades 1, 3 y 4 de la definicién 1.35 entonces podemos decir que GG actia en A. Con
esta idea en mente veamos que siempre es posible considerar un conjunto A sobre el que esté
actuando un grupo G y obtener un CG — maédulo.

Sean A = {ai,...,a,} y el espacio vectorial CA = C{ay,...,a,} que consiste en las
combinaciones de la forma

Aar + ...+ A\ay

con \; € Cy a; € A para toda i, con las siguientes operaciones.
La suma y producto por escalar estdn definidas como sigue:

(Aar + ...+ Aay) + (Brar + ...+ Buan) = (M + Br)ar + ...+ (A + Br)an

y
/\()\1&1 + ...+ )\nan) = ()\)\1)&1 + ... ()\)\n)an

Ahora, la accién de G sobre A puede ser extendida linealmente a CA, es decir, definimos
gAar + ...+ May) = M(gar) + ...+ A\n(gan)
para toda g € GG. Mediante este proceso tenemos que CA es un CG — mddulo de dimensién

igual a la cardinalidad del conjunto A.
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Definicion 1.36 Sea un grupo G actuando sobre un conjunto A finito, entonces el CG —
maodulo asociado CA serd llamado la representacion permutacion asociada a A. Ademds los
elementos de A forman una base para CA a la cual llamaremos la base estindar.

Ejemplo 1.37 Para ejemplificar la definicion anterior consideremos el grupo simétrico S,
con la accion usual en A = {1,2,...,n}, en este caso

CA={M1+X24+...+\n |\ €CVi}
entonces extendiendo la accion a CA tendriamos
7M1+ X2+ ...+ \n) = \7(1) + Xem(2) + ... + A\pm(n)
para toda ™ € S,,.

Ejemplo 1.38 Un caso particular del ejemplo anterior seria trabajar con G = Sz, el cual
estd actuando en el conjunto {1,2,3}, en particular para la permutacion = = (2 3) para
obtener la matriz X (m) debemos realizar el siguiente calculo

23)1=1, (23)2=3, (23)3=2

realizando el mismo procedimiento para el resto de las permutaciones se obtienen todas las
matrices, las cuales resultan:

1 00 [0 1 0]

X(E) =10 1 0], X((12)=110 0
00 1 0 0 1]

001 [1 0 0]
X(@3)=101 0, X(23)=100 1
1 00 0 1 0]

001 010
X(123)=11 00|, X((132)=1(0 0 1
010 1 00

coinciden con las matrices obtenidas en el ejemplo 1.33.

Ejemplo 1.39 Otra representacion importante es la representacion reqular. Sea G un grupo,
entonces G actia en st mismo con la operacion definida en G y las propiedades 1, 3 y 4 de
la definicion 1.35 se siguen de los axiomas de cerradura, asociatividad y la existencia del
neutro en el grupo G. Entonces si G = {q1,...,g.} el CG — mdédulo correspondiente seria

este CG — médulo recibe el nombre del dlgebra de grupo de G. El producto en C[G] estard
dado a partir del producto en G, es decir g;9; = g, en C[G] si g;g; = g en G. La accion de
G en el dlgebra de grupo estd dada como

9Aig1 + o+ Aagn) = Mi(g91) + - -+ Aul99n)
para todo g € G.
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Definicién 1.40 Sean G un grupo y H < G, diremos que el conjunto {g....,gx} es una
transversal para H si tenemos que

H= {nga' .- agnH}
es un conjunto completo de clases laterales de H en G.

Definicién 1.41 Definimos la accion de G en H por g(g;H) = (99:)H para todo g € G. El
correspondiente mddulo serd

y la accion se extiende linealmente, de modo que
gMgH + .o+ Mg H) = M99 H) + ...+ Aulggn ).

A esta representacion se le conoce como representacion clase lateral de G con respecto a H
y resulta una generalizacion de la representacion reqular. Cabe mencionar que si H = G
entonces se obtiene la representacion trivial y en el extremo opuesto, si H = {} entonces
H = G y en este caso se obtiene la representacion reqular.

Ejemplo 1.42 Podemos pensar en un caso particular, sea G = Sz y H = {&,(2 3)}, y
consideraremos H = {H, (1 2)H, (1 3)H} y CH = {\H + X\2(1 2)H + X\3(1 3)H | \; € C}.
Para formar la matriz asociada a (1 2) respecto a la base estindar obtenemos

(12)H=(12)H, (12)(12)H=H, (12)(13)H=(132)H=(13)H
por tanto
010
X(@2)=1[1 0 0
0 01

que coincide con la matriz obtenida en el ejemplo 1.38, esto serd explicado mds adelante
cuando trabajemos con isomorfismos de mddulos.

1.2.2 Reducibilidad

Definicién 1.43 Sea V un CG — mddulo. Un submddulo de V' es un subespacio W de V
que es cerrado bajo la accion de G, es decir si w € W entonces para todo g € G se tiene que
gw € W.

Ejemplo 1.44 SiV es un CG — mdédulo, entonces W =V ¢ W = {0} son submddulos de
V.

Ejemplo 1.45 Consideremos G = S,, con 2 < n yV = C{1,2,...,n}. Ahora tomamos

W=C{l1+2+...+n}={A1+2+...4n) | A € C}, entonces W es un espacio generado
por el vector 1 +2+4...4n, por lo tanto tiene dimension uno. Para probar que W es cerrado
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bajo la accion de S, es suficiente probar que m(1+ 2+ ...+ n) € W para toda © € S,,, sin
embargo esto sucede pues

T14+2+...+n)=n1)+72)+...+7(n)=1+2+...+necW.

dado que 7 es una biyeccion. De este modo tenemos un submddulo de V' no cero de dimension
uno.

Ejemplo 1.46 Ahora veamos qué sucede con la representacion reqular. Supongamos que
G ={g1,...,9n} y consideremos el dlgebra de grupo V = C[G], usando la idea del ejemplo
anterior, sea W = Clg1 + g2 + ... + gn] el espacio de dimension uno generado por el vector
g1+ g2+ ... + gn. Para verificar que W es submddulo, tomemos g € Gy notemos que

g +g+. . o) =90+90+. .. . Fggm=0+gp+. .. tg. €W

pues multiplicar por g sélo permuta los elementos, por tanto G actia trivialmente en W.

Observemos que st G = S, yW =C [ > sgn(m)m| entonces recuperamos la representacion
TESH
51gno.

Definicién 1.47 Dado V un CG — madulo, diremos que V es irrreducible si no contiene
algin submaodulo que no sea el trivial ¢ el total. En cualquier otro caso diremos que V es
reducible. De modo equivalente diremos que V' es reducible si tiene una base 3 tal que si X
es la accion de G en V', a todo g € G le pueda ser asignada una matriz de la forma

xig) = | . (12)

donde W (g) son matrices cuadradas del mismo tamano.

Veamos la equivalencia entre las dos definiciones. Supongamos que V' es un CG —maodulo
de dimensién n reducible, entonces existe W un CG — submddulo tal que 0 < dim W < dim V'
con dim W = m. Ahorasea § = {w;....,Wn, Vi1, ..., v, } una base de V donde los primeros
m vectores corresponden una base de W. Podemos calcular la matriz para cualquier g € G
con respecto a la base §, como W es un submédulo entonces gw; € W para todo 1 < i < m,
de modo que los tultimos n — m escalares en su vector de coordenadas serdn cero, ademaés
W (g) con g € G serén las matrices que corresponden a la restriccién de la accién de G a W,
por tanto son matrices cuadradas y del mismo tamano.

Para ver lo que resta de la equivalencia, supongamos que X(g) tiene la forma de (1.2)
con W(g) de tamano m x m. Sea V = C" y consideremos W = C{ey,...,e,} donde ¢; es
el vector columna tal que en la i — ésima columna tiene un 1 y el resto son ceros, por como
acomodamos los ceros en X (g) aseguramos que X (g)e; € W para 0 < i < m y para todo
g € G. Por tanto W es un CG —mddulo y es no trivial pues la matriz de ceros es de al menos
1x1.
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Ejemplo 1.48 Sea G = S5 y V = C{1,2,3} y W el submddulo con base 5 = {1 + 2 + 3},
buscamos extender ésta a una base de V. Escogemos 3 = {1+ 2+ 3,2,3}. En este caso

X(e) =

O O =
O = O
_ o O

para obtener X ((12)), debemos averiguar cémo actia (1 2) en la base 3, por tanto realizamos
los siguientes cdlculos (1 2)(1+2+3)=1+2+3,(12)2=1=(14+2+3)-2-3,(1
2)3 = 3. Entonces

1 1 0
X((12)=10 —1 0
0 -1 1

Andlogamente podemos calcular el resto de las matrices y obtener

1 0 17 1 00
X(13)=10 0 —1|, X((23)=10 0 1
0 1 —1] 010
(1 0 1] 1 1 0
X(123)=10 0 -1, X((132)=1]0 -1 1
0 1 —1] 0 -1 0

debido a que la base se obtuvo de extender la base de W, submddulo en el que la accion es la
trivial.

1.2.3 Teorema de Maschke

Al final de la seccién pasada empezamos con el uso de matrices y vimos cémo se relacionan
con los médulos irreducibles, asi que si pudieramos obtener siempre matrices con bloques
en la diagonal correspondientes a ciertos submédulos obtendriamos informacién acerca de
dichos submédulos y por lo tanto podriamos obtener una descomposicién en submdédulos
irreducibles del médulo original. Buscamos entonces que las matrices tengan la forma X (g) =

{Yég ) Z?g)} para toda g € G, ésta es la nocién que da pie a la definicién de suma directa

de matrices.

Definicién 1.49 Sea V' un espacio vectorial con subespacios U y W. Entonces V' es la suma
directa interna de U y W, la cual se escribe como V = U & W, si para todo v € V, éste se
puede escribir de modo unico comov =u+w conu € U yw € W. §i V' es un CG —maédulo
y U, W son CG — submoddulos diremos que U y W son complementos uno del otro.
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Definicién 1.50 Si X es una matriz entonces diremos que X es suma directa de matrices
A O}

A y B, escrito como X = A® B si X es una matriz de la forma X = [0 B

Para ver la relaciéon entre un CG — mddulo y la ltima definicién de suma directa de
matrices, tomemos V un CG —maddulo tal que V. =U @ W con U y W dos CG—submddulos
de V. Como es una suma directa de espacios vectoriales, podemos escoger una base de V,
digamos

B = {ur,ua,y ... Uy U1y - - -, Uk}

tal que {uy, ug, ..., uy} sea base de U y {umi1,...,u} sea base de W. Como U y W son
CG'—submédulos, tenemos gu; € U y gw; € W para toda g € G, w; € U y w; € W. De este
modo, para toda g € G se tiene que

X(g) = [Yég ) Z(()g)}

donde Y (g) v Z(g) son las matrices que resultan de aplicar la accién de G restringida a W
y a U respectivamente.

Retomando la representaciéon que define a S3, habfamos visto que V' = C{1,2,3} =
C{142+43}8C{2, 3} como espacios vectoriales. Sin embargo, C{1+2+3} es un S3 submédulo
mientras que C{2, 3} no lo es, esto debido a que (1 2)2 = 1 ¢ C{2, 3}, de modo que buscamos
encontrar un complemento U para C{1 + 2 4 3} tal que C{1,2,3} = C{1+2+ 3} ® U, de
modo que U sea un CS3—submddulo.

Para resolver el problema de encontrar un complemento, introducimos un producto in-
terno en C{1,2,3}. Dados dos vectores, digamos i, j en la base {1,2,3}, denotamos el
producto interno de 4, j por (i,i) = ¢; ; donde d; ; es la delta de Kronecker'. A continuacion,
extendemos linealmente en la primera variable y via la conjugacién en la segunda entrada
para obtener un producto interno en todo el espacio vectorial.

De modo equivalente pudimos haber comenzado por definir el producto en cualesquiera
dos vectores, digamos v = al + b2+ c3 y w = x1 + y2 + 22 como sigue:

(v,w) = aT + by + ¢z

donde la barra superior denota conjugacién compleja. Es posible comprobar que esta defini-
cién cumple los axiomas de producto interno. Ademsds, se cumple la propiedad de ser in-
variante bajo la accién de G, es decir, (gv, gw) = (v,w) para todo g € G y v, w € V. Para
comprobar la invariancia, es suficiente comprobarlo en los elementos de la base. Por tanto,
sea T € S, entonces como 7 es una biyeccién (i) = 7(j) si y sélo si ¢ = j por lo cual

<7Ti,71'j> = 5#(2'),7r(j) = 6i,j == <Zaj> .

Ahora ya definido el producto interno en V', dado un subespacio W podemos definir el
complemento ortogonal

Wh={veV|{vw)=0VvweW}.

Leopold Kronecker. (1823-1891) Se doctoré en la Universidad de Berlin, tuvo como tutor a Gustav
Dirichlet y trabajé con Karl Weierstrass.
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Sabemos que V = W @& W+ como espacios vectoriales, sin embargo, si tenemos un CG —
modulo invariante es posible decir méds, lo cual se resume en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.51 Sea V un CG — modulo con un producto interno que es invariante bajo
la accion de G. Si W es un CG — submdédulo entonces W+ también es un CG — submédulo.

Demostracién. Debemos mostrar que para todos los elementos ¢ € G 'y u € W+ se tiene
que gu € W+. Sea w € W, entonces

(gu, w) = (g~ gu, g™"w)
= (u,g"'w)
=0
Esto significa que W+ es cerrado bajo la accién de G. =
Retomando el ejemplo que hemos estado manejando, tenemos que ver quién es C{1+2+

3}t
C{1+2+3} ={v=al+b2+c3|(v,1+2+3) =0}
={v=al+02+c3|a+b+c=0}

Para formar las matrices de la suma directa debemos escoger una base para C{1+2+ 3} y
otra para C{1+2+3}*. Elegimos {1+ 2+ 3} como base de C{1+2+3} y {2b—1a,3c—la}
para C{1 + 2+ 3}+. Por tanto la base resulta ser 3 = {la + 2b + 3¢, 2b — 1c,3c — la} y las
matrices que se obtienen son

1 0 0] 1 0 O 1 0 O
X(E) =101 0|, X((12)=1]0 -1 —1], X(@3)=10 1 0],
0 0 1 0 0 1 0 -1 -1
[1 0 0] 1 0 O 1 0 0
X((23)=10 0 1|, X((123)=|0 -1 -1}, X((132)=1(0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 -1 -1
Todas éstas son matrices de la forma buscada, es decir:
Y(g) | 0 0
X(g) = 0
(9) X Z(9)

donde la representaciéon dada por las matrices Y (g) es irreducible y més adelante veremos que
la representacién dada por las matrices Z(g) también es irreducible, por tanto lo que hemos
logrado es descomponer la representacion que define a S; en representaciones irreducibles.
Esto da pie al siguiente teorema en el cual formalizaremos esta idea para cualquier grupo
finito.

Teorema 1.52 (Maschke® ) Sea G un grupo finito y V un CG —médulo no trivial. Entonces
V=uwWew®e. . owh

donde cada WO es un CG — médulo irreducible.

?Heinrich Maschke (1853-1908) Naci6é en Breslou, Alemania. Se debe a él la prueba del teorema de
Maschke.
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Demostraciéon. Realizaremos esta prueba por induccién sobre la dimensién de V. Sea
= dimV, si k = 1, entonces V es irreducible, basta tomar V = W1 Ahora supongamos
que k > 1y que el resultado vale para médulos de dimensién menor que k, si V' es irreducible
entonces terminamos, si no, entonces existe un submddulo no trivial, digamos W, lo que
haremos serd construir un submodulo que sea complemento para W asi como lo hicimos en
el ejemplo.
Sea (3 = {v1,vs, ..., v} una base para V' y consideremos el producto interno que satisface
que (v;,vj) = 6;; para los elementos de la base. Este producto en principio podria no ser
CG —invariante, pero podemos escoger uno que si lo sea. Para cualesquiera v, w € V sea

(v,w) =) {gv,qw),

geG

éste cumple con las condiciones de ser producto interno. Para probar que es CG —invariante,
debemos probar que (hv, hw) = (v,w)’ para todo h € G y para todos v, w € V. Y esto se
cumple, pues:

(hv, hw)" = Z (ghv, ghw)

geG

= " {fv, fw)

feaq
= (v,w)’.

Por tanto, sea W+ = {v € V | {(v,w)" = 0}, por la proposicién anterior se tiene que W+ es
un CG — submédulo de V 'y ademds V = W @ W+. Ahora podemos aplicar la hipétesis de
induccion a estos dos submddulos pues son de menor dimensién que V' de modo que podemos
descomponerlos y por tanto obtenemos la descomposicién deseada. m

Como corolario podemos escribir el teorema de Maschke en términos de matrices.

Corolario 1.53 Sea G un grupo finito y sea X una representacion por matrices de G de
dimension n > 0. Entonces existe una matriz fija T invertible tal que para todo g € G se
tiene que

X(l)(g) 0 e 0
TX(9)T " = XBg) 0
0 0 v X (R) (9)

donde cada X (g) es una matriz asociada a una representacion irreducible de G.

Demostracién. Sea V' = C" con la accién gv = X(g)v para toda g € G y v € V. Por
el teorema de Maschke tenemos V = W @ W® ¢ ... @ W® donde cada W@ es un
CG — modulo irreducible de dimension n;. Tomamos  una base de V' tal que los primeros
ny vectores formen una base para W) los siguientes n, vectores formen una base para W ®
y asf sucesivamente. Sea T la matriz que transforma la base estdndar de C" en 3, entonces
se obtiene el resultado pues la conjugaciéon por T nos permite expresar a la transformacién
asociada a X (g) en la base 5. =
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Definicién 1.54 Diremos que una representacion es completamente reducible si puede ser
escrita como suma directa de irreducibles.

De este modo tenemos que el teorema de Maschke se puede escribir como: Toda repre-
sentaciéon de un grupo finito con dimensién positiva es completamente reducible.

1.2.4 CG-Homomorfismos y Lema de Schur

Definicién 1.55 Sean V y W CG — modulos. Entonces un CG — homomor fismo es una
transformacion lineal 0 : V — W tal que

0(gv) = g6(v)
para todo g € G yv € V. Diremos en este caso que 6 preserva la accion de G.

Nuevamente podemos traducir esto a un lenguaje de matrices, sean (3; y 32 bases de V'
y W repectivamente. Sean X (g) y Y (g) matrices de representacién correspondientes y 7' la
matriz de 6 en las bases (5, y (2. Entonces la condicién para tener un CG — homomor fismo
se traduce como T' X (g)v = Y (g)Tv para todo vector columna v y todo g € G, por lo tanto
obtendriamos T'X (g) = Y (g)T para todo g € G, entonces se cumple que la existencia de un
CG — homomor fismo es equivalente a la existencia de la matriz T tal que

TX(g9) =Y(9)T. (1.3)

En resumen, el tener un CG — homomor fismo es equivalente a la existencia de la matriz T’
tal que la igualdad (1.3) se cumple.

Ejemplo 1.56 Sean G = S, V = C{v}, donde v =1+ 2+ ...+ n con la accién trivial de
Sn y sea W =C{1,2,...,n} con la accion que define a S,,. Consideremos 0 :V — W dada
por O(v) =142+ -+ n y extendiendo linealmente 0(Av) = A(1 + 2+ --- 4+ n) para toda
A € C. Para probar que 0 es un CG — homomor fismo es suficiente probar que se preserva
la accion en la base de V. Sin embargo, para toda ™ € S,, se cumple que

O(mv) = 0(v) = Zz = WZi =m0 (v).

i=1

Es posible generalizar esto; sea G un grupo finito actuando trivialmente en V = C{v} y sea
W = CI|G] el dlgebra de grupo. Ahora definimos 0 : V. — W un CG — homomor fismo dado

por 6(v) = > g, andlogamente se prueba que 0 es un CG — homomor fismo.
geG

Sea G = S,, y consideremos G actuando en V' = C{v} por medio de la representacién
signo la cual estd dada por mu = sgn(m)u para toda T € S, y u € V (ver ejemplo 1.32).

En general es importante saber cudando dos representaciones de un grupo son diferentes,
por ejemplo, dos representaciones por matrices que sélo difieran por un cambio de base
son en realidad la misma, esto da pie al concepto de CG — equivalente que presentamos a
continuacion.
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Definicién 1.57 Sean V' y W dos mddulos para G. Diremos que 0 : V. — W es un CG —
tsomor fismo si es un CG — homomor fismo que cumple con ser biyectivo. En este caso
diremos que V- .y W son CG — isomor fos lo que serd denotado como V = W ; en términos
de sus representaciones por matrices X y 'Y, respectivamente, diremos en este caso que son
CG — equivalentes y lo que denotaremos como X =Y.

Definicién 1.58 Sean V' y W espacios vectoriales y 0 : V- — W una transformacion lineal,
definimos el kernel como kerf = {v € V | 8(v) = 0} y la imagen como Imf = {w € W |
w=0(v) p.a. veV}.

En caso de que 6 sea CG'—homomor fismo entonces el ker § y la Im 6 tienen una estructura
conveniente.

Proposicion 1.59 Sea 6 : V — W un CG — homomor fismo. Entonces se cumple

1. ker @ es un CG — submodulo de Vy

2. Im0 es un CG — submddulode W.

Demostracién. Sabemos que el ker 6 es un subespacio de V' pues 6 es una transformacion
lineal, de modo que sélo falta probar que es cerrado bajo la accién de G. Sea v € kerf,
entonces para todo g € GG se tiene que

Probemos la segunda parte de la proposicién, nuevamente sabemos que Im 6 es subespacio
de W pues 0 es una transformacién lineal, dado w € Im# entonces 0(v) = w para algin
v € V, de modo que para todo g € G se tiene que gw = gf(v) = 0(gv) € Im6. =

Teorema 1.60 (Lema de Schur?) Sean V y W dos CG — médulos irreducibles. Si 0 :
V — W es un CG — homomor fismo entonces

1. 0 es un CG — 1somor fismo 6

2. 0 es el CG — homomor fismo nulo.

Demostracion. Como V es irreducible y ker§ es un CG—submdédulo, se debe tener que
kerf = {0} 6 ker = V. De modo similar, por ser W irreducible se tiene que Im6# = {0}
6ImO = W. Si kerf =V 6 Im6 = {0} entonces 0 es el mapeo nulo, por otra parte si
kerf ={0} 6 ImO=W. m

La vesién matricial del lema de Schur queda enunciada de la siguiente manera.

3Issai Schur (1875-1941). Nacié en Mogilev, entonces Rusia. Fue estudiante de Frobenius en Berlin.
Trabajo en Representaciones de Grupos, Teoria de los Numeros, Combinatoria y Fisica Tedrica.
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Corolario 1.61 Sean X y Y dos representaciones irreducibles asociadas de G. Si'T" es una
matriz tal que TX (g) =Y (9)T para toda g € G, entonces

1. T es invertible ¢

2. T es la matriz cero.
La demostracion de la siguiente proposicién puede encontrarse en [Sa).

Proposicién 1.62 Sean V y W dos CG — médulos con V un CG — maodulo irreducible.
Entonces dim Hom(V, W) es la multiplicidad de V' en W.

Corolario 1.63 Sean V y W dos CG — maddulos tales que V' es irreducible. Entonces
dim Hom(V,W) =0
st y solo si W no contiene algin mddulo isomorfo a V.

Corolario 1.64 Sea X una representacion por matrices de G sobre C. Las unicas matrices
T que conmutan con X (g) para todo g € G son aquellas de la forma T' = \ld con A € C.

Demostracién. Sea T una matriz tal que TX(g) = X(g)T para toda g € G, entonces
(T — Md)X(g9) = X(9)(T — Md) para todo A € C. Debido a que C es algebraicamente
cerrado podemos tomar A un eigenvalor de T', por lo que T' — AId cumple las hipétesis del
corolario 1.61 considerando X = Y y es no invertible por la eleccién de A, por tanto debe
ocurrir que T'— Ald =0. m

1.3 Caracteres de Grupos

Definicién 1.65 Sea g € G y X(g) una matriz de representacion. Entonces el cardcter de
X(g) serd

x(g) = tr(X(g)).

StV es un CG —modulo entonces su cardcter es el cardcter de la representacion por matrices
X correspondiente a V.

Observemos que si X y Y son representaciones por matrices de V' un CG — maédulo
entonces Y = T XT~! para alguna matriz fija T, entonces para toda g € G se cumple que

tr(Y(g)) = tr(TX(9)T™") = tr(X(9))
de modo que X y Y tienen el mismo cardcter.

Ejemplo 1.66 Consideremos la representacion que define a S, y denotemos a su cardcter
como X%/, Trabajemos el caso para n = 3, entonces podemos obtener caracteres para las
matrices obtenidas en el ejemplo 1.33:

X(1)(2)(3)) = 3,x*((12)(3)) =1
X*((13)(2)) = Lx™((1)(23)) = 1,
x*((123)) = 0,x*/((132)) = 0

Este ejemplo se puede generalizar, sea m € S, entonces Y%/ (1) es la cantidad de unos que
hay en la diagonal de X (m) o de modo equivalente el nimero de puntos fijos de .

el
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Ejemplo 1.67 Sea G = {g1,92,...,9.} y consideremos la representacion reqular, a su
cardcter lo denotaremos por X", de modo que como X () = Id, por lo tanto x"(¢) = |G]|.
Para obtener los valores de los caracteres asociados a g # €, usaremos las matrices asociadas
a la base estandar, es decir, f = {g1,92,...,9n}. Ahora, X(g) es la matriz de permutacion
para la accion de g en (3, entonces x"*9(g) debe ser la cantidad de puntos que quedan fijos
bajo la accion. Sin embargo, si gg; = g; para toda i entonces g = €, que no es el caso, por
no tanto, no hay puntos fijos si g # €. En resumen,

re G L g =
ot = { 161 52

en otro caso

Proposicién 1.68 Sea X (g) la representacion por matrices de un grupo G de grado n con
cardacter x.

1. x(e) =n

2. Si K es una clase de conjugacion de G, entonces para todos g, h € K entonces x(g) =
x(h).
3. Sea X' una representacion por matrices de G con cardcter x'. St X = X' entonces

x(9) = X'(g) para toda g € G.

Demostracion.
1. Como X (¢) = Id entonces x(¢) = tr(ld) = n.

2. Por hipétesis g = khk~! entonces

X(g) = tr(X(g)) = tr(X (k)X (h)X (k™)) = tr(X (h)) = x(h).

3. Si X = X’ entonces existe una matriz 7" fija invertible tal que X (g) = TX'(g)T~!, esto
significa que tr(X(g)) = tr(TX'(g)T') = tr(X'(g)) por lo tanto X( ) = x(g ) para
toda g € G.

Ms4s adelante probaremos que el regreso del inciso tres de la proposicién anterior también
es verdadero.

Definicién 1.69 Una funcion de clase en un grupo G es una funcion f : G — C tal que
f(g) = f(h) siempre que g y h estén en la misma clase de conjugacion. El conjunto de todas
las funciones de clase de G serd denotado por R(G).

Observacién 1.70 R(G) es un espacio vectorial sobre C, pues la suma y el producto por
escalar de funciones de clase es nuevamente una funcion de clase. Ademds R(G) tiene
una base natural que consiste en todas aquellas funciones tal que su valor es 1 cuando son
evaluadas en una clase de conjugacion y 0 en cualquier otro caso, entonces

dim R(G) = nimero de clases de conjugacion de G.
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Si K es una clase de conjugacién y x es un cardcter, podemos definir xx como el valor
de x en K, es decir, como xx = x(g) para todo g € K. Esto motiva la definicién de tabla
de caracteres de un grupo que presentamos a continuacion.

Definicién 1.71 Sea G un grupo. La tabla de caracteres de G es un arreglo tal que los
renglones corresponden a los caracteres distintos irreducibles de G y las columnas a las clases
de conjugacion. La entrada en la tabla cuyo renglon es x y cuya columna es K es xk :

‘ K
X ... XK

Ejemplo 1.72 En el caso de S3 tenemos tres clases de conjugacion:
Ki={e} Ky={(12.(13).,(23)} Ky={123).(132)} .

y se puede probar que hay tres representaciones irreducibles de Ss, de las cuales hasta el
momento conocemos la representacion trivial y la representacion signo, por tanto podemos
concluir que la tabla por el momento se ve como:

| K1 K, Kjs
YD1 1 1
P11 -1 1

@2 72

Para encontrar el tiltimo renglon es necesario introducir el producto interno de caracteres.

1.3.1 Producto Interno de caracteres

El propésito de esta seccién es estudiar el producto interno de caracteres, de este modo
podremos determinar cudndo una representacion es irreducible.

Definicién 1.73 Sean x1 y x2 dos funciones de un grupo G a los complejos. El producto
interno de x1 y X2 Se define como

<X1 X2 |G| ZXl X2

geG

Proposicién 1.74 Sean x; y X2 caracteres, entonces

(X1, x2) = |G|ZX1 )x2(g7).

geG

Teorema 1.75 Sean x1 y x2 dos caracteres irreducibles de un grupo G. Entonces

<X17 X2> = 5X1,X2'
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Demostracién. Supongamos que y; y X2 son los caracteres de dos representaciones por
matrices A y B de grados m y n respectivamente. Sean X = (z;;) una matriz de tamafo
mxny

ZA )XB(g7h). (1.4)

geG

Primero observemos que se cumple que A(h)Y = Y B(h) para toda h € G.

A(R)Y B(h |G| ZA XB(g)B(h™)

geG

ZA hg)XB(g~'h™Y)

geG

gl

por tanto por los corolarios 1.61 y el corolario 1.64 se tiene que

0 si A% B
Y_{cfdn si A¥B (1.5)

Asi se presentan dos casos, si xy # v, entonces A y B no deben ser equivalentes y eso implica
que y; ; = 0 para todo elemento de Y, de modo que podemos tomar la entrada (7, j) de la
ecuacién 1.4 para obtener

Zzazk Yrpab(g7h) =

kil geG

para todo %, j. Si este polinomio es cero entonces cada coeficiente de los xy; es siempre cero,

an
b 1
a;, k l,j )

gEG’

para todo i, j, k, [. Ahora notemos que esta ultima ecuacién puede verse de un modo simpli-
ficado como
<ai,k> bl,j>/ =0 VZ, j7 ka la

pues la definicién de producto interno aplica a todas las funciones de G a C.
Ahora

X=trA=ai1+aio+ - +aqq

Yp=trB=bi1+bia+- - +bia

entonces

06w = (61) = {aijibiy) =0

i,
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como se queria.

Ahora veamos que ocurre si x = 1, podemos tomar A = B pues sélo estamos interesados
en el valor de los caracteres. Por la ecuacién 1.5 existe un A € C tal que y; ; = Ad; ;. entonces,
como se obtuvo antes tenemos que (a; ;, al,j>' = 0 siempre que i # j. Ahora veamos si i = j,
consideremos

’—é;' > A(9)XA(g") = Aldy

geG

esto significa que

Am = tr(\d,,)

- ﬁ S tr(A(g) X A(g™))

geG

1
=@ z;tr(X)

= tr(X).

Entonces y;; = A = %tr(X ), 1o que puede reescribirse como

é Z Z aik(9)Tr101:(97")

kl geG
1
= E(fpl,l + 22+ + Taa)

Comparando los coeficientes de cada zj,; esto significa que
1
I [ — . . _1 [ p—
(@ij,ari) = G > " air(g)ari(g") = d5k,l>

por lo tanto

Corolario 1.76 Sea X una matriz de representacion de G con cardcter x. Supongamos que
X2mXYeomXPao.. . omx®

donde cada X es una matriz de representacion irreducible y no son equivalentes entre si.
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1. x = myx®W +mox@ 4+ - myy®).

2. (x,x) = m; para toda j,

3. (Gx)=mi+mi+--+m2,

4. X es irreducible si y sélo si (x,x) =1,

5. sea X' otra matriz de representacion de G con cardcter x'. Entonces

X = X' sy solo si x(9) = x'(9) para toda g € G.

Demostracion.

1. Usando el hecho de que la traza de una suma directa es la suma de las trazas se tiene
que

k k
=trX =tr GB m X0 = Z mix?
i=1 i=1
= mlx(l) + m2x(2) +...+ mkx(k)

2. Por el teorema 1.75 tenemos las siguientes igualdades

<Zmzx X > ZW(X X') =m

3. Nuevamente por el teorema 1.75 tenemos que
k k k k
0= (S ) = 3, (00 = Yo
i=1 j=1 ij i=1

4. Como X es irreducible entonces (x, x) = 1. Por otra parte, tenemos que si (x, x) =
> m? = 1, entonces debe haber exactamente un fndice j tal que m; = 1y m; = 0 para

todo i # j y esto significa que X7 = X la cual ya era irreducible.

5. Yase ha probado una parte en la proposicion 1.68 inciso 3. Para el regreso consideremos
X' = GBnZX(Z , como Y = X' entonces <X ! > = <X x® > ,para toda ¢, por la parte

dos de este corolario m; = n; para toda 7, por lo tanto las dos sumas directas son
equivalentes, i.e. X = X',

|

Veamos un ejemplo de céomo estos resultados se aplican en la préctica, consideremos
la representacién que define a S,. Primero observemos que dadas m y 7! € S, éstas se
encuentran en la misma clase de conjugacion, entonces si x es un cardcter de S, entonces
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x(m) = x(771), de modo que la férmula de producto interno para S, puede ser reescrita

)= 3 (1.6)

ﬂ'ESn

Ejemplo 1.77 Sea G = Ss y consideremos el cardcter x = x%f. Sean x,x® 3 los
tres caracteres irreducibles de Sz, donde los primeros dos son el cardcter ascociado a la
representacion trivial y a la representacion signo respectivamente, por el teorema de Maschke,
sabemos que

x = maxW 4+ max® + mgx®.

Podemos usar la ecuacion 1.6 y por el seqgundo inciso del corolario 1.76 para obtener los
valores de my y ms :

1
m = (™) =5 3 x(@x"

= %((3)(1) + (1)(1) + (1)(1) + (1)(1) + (0)(1) + (0)(1) =1
Yy
<X X(2)> _ ! Z (2)
= %((3)(1) — (1)(1) = (1)(1) = (1)(1) + (0)(1) + (0)(1)) =0
Entonces

x = xW +myx@.

Recordemos que ya sabiamos que el cardcter de la representacion de define a S3 contiene
una copia del cardcter trivial, esto pudo ser notado cuando descompusimos las matrices de
representacion como X = A@® B, donde A era la matriz de la representacion trivial.

56 =g 1) 2= ]

B((1 3>>={_11 _OJ B((2 3>>=[(1) ﬂ

-1 -1 0 1
sz =7 ] sasy =
Consideremos 1 el cardcter correspondiente, de ese modo tendriamso que

h(e) =2
»((1

2 ((13))=v((23)=0
(123

(8
) =¢((132)=-1.
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Si 1) es irreducible, entonces ms = 1 y hemos encontrado x®. Observemos que si 1) no fuese
irreducible entonces serta de grado dos y deberia contener dos copias de x®), sin embargo
por el inciso 4 del corolario 1.76 podemos realizar el siguiente cdlculo:

(V,1) = é(?z +024+0°+0%+ (_1)2 + (_1)2) 1

Por tanto hemos encontrado la representacion irreducible que nos faltaba y ahora podemos
completar la tabla

Kl KQ Kg
Pl 1 1
@11 -1 1
@12 0 -1

1.4 Descomposicién del Algebra de Grupo

Sea G un grupo, C[G] el élgebra de grupo y consideremos el cardcter regular x"9. Por el
teorema de Maschke podemos escribir

ClG] = P miv®.

Estamos en condiciones de saber méds respecto a las multiplicidades de la descomposicién, si
V@ tiene un caracter y(?) entonces por la parte dos del corolario 1.76 tenemos que

= é > x@x?(g™).

geG

my;

Sin embargo, sabemos cémo se comporta el cardcter regular, de modo que por la proposicién
1.68 inciso 1 se tiene que la igualdad anterior se ve como

m; = ]_C1¥| Z x(e)x?(e) = dim V®

geG

pues todo CG — mddulo irreducible aparece en C[G] con multiplicidad igual a su dimensién,
en particular aparece al menos una vez.

Proposicién 1.78 Sea G un grupo finito y supongamos que C[G] = @ m;V® donde cada

V@ forma una lista completa de CG — médulos no equivalentes irreducibles, entonces
1. m; =dimV®,

2. 3 (dim VW) = G.

Demostracion.
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L IG\ > x(e)xV(e) = dim V®

geG

2. Como C[G] = @ m;V®, sacando la dimensién a cada lado de la igualdad se obtiene

el resultado

1.4.1 Representaciones Restringidas e Inducidas

Definicién 1.79 Sea H < G y sea X una representacion de G. La restriccion de X a H,
denotada por X |$, estd dada por

X 15 () = X(h)
para toda h € H. Si X tiene un cardcter x entonces denotaremos al cardcter de X |$ por
G
X 1% -

Definicién 1.80 Consideremos H < G y {t1,...,t;} un conjunto completo de represen-
tantes con respecto a H. Si'Y es la representacion de H, entonces la correspondiente repre-
sentacion inducida Y 1% asigna a cada g € G la matriz

Y(tlgt) Y(tlgt) oo Y(igt)
. Tg () = (Y(t;lgtj)) _ Y(t;: gt1) Y(t;: gts) Y(tg_: gty)
Y(t;'gt) Yt gta) -+ Y(t;'gty)

donde Y (g) serd la matriz cero si g ¢ H. Al cardcter asociado a la representacion inducida
Y 1% se le denota por x 1% .

Veamos céomo aplica este nuevo concepto en el grupo simétrico, para ello retomemos a

S.

Ejemplo 1.81 Si G = S; y H = {¢,(2 3)}, entonces G = HW (1 2)H W (1 3)H. Ahora
consideremos Y la representacion trivial de H y X =Y 1% . Acorde a la definicion los
cdlculos que debemos hacer son

V(e (12)e) = V((12)) =0
Y(E(12)(12) =Y(e) =1
Y(Ee1(12)(13)=Y(132)=0

Continuando con el proceso se obtiene

Y((12)(12)e)=Y(e)=1
Y((12)(12)(12)=Y((12)=0
Y((12)(12)(13)) = Y((13) =0
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y finalmente

(1 3)(12)e) =Y ((123))=0
Y((13)(12)(12)=Y((13))=0
Y((13)(12)(13)=Y((23)) =1
por lo tanto
010
X((12)=1(1 0 0
0 01

Proposicién 1.82 Sea H < G tal que G =t HW.. . Wt,H yH = {t1H,...,t;H}. Entonces
las matrices de 1 1% son iguales a aquellas resultantes de hacer actuar a G en la base 'H
para el modulo clase lateral CH.

Demostracién. Sea X = (a;;) la matriz asociada a 1 1% y Z = (b;;) la matriz asociada
para CH, La primera observaciéon que hay que hacer es que ambas matrices contienen sélo
ceros y unos, ademds si g € G entonces

aj(g) =1et'gt;e H
& bij(g) =1

Entonces CH es un médulo para 1 1§ . =

Teorema 1.83 Sea H < G tal que G =t1HW ... Wt H y sea Y una representacion de H,
entonces X =Y 1% es una representacion de G.

Demostracién. Lo primero que debemos probar es que X () es la matriz identidad, sin
embargo esto se cumple gracias a la definicion.

Ahora debemos probar que X (g) es siempre un bloque de la matriz de representacion,
es decir, para todo renglén y columna, éstos contienen exactamente un bloque Y'(¢; ! qgt;)
distinto de cero, para ello consideramos la primera columna, es suficiente probar que en el
conjunto de elementos {t; 'gt1,t5 gt1, . .. ,tl_l gt1} hay un tnico elemento de H, sin embargo
esto sucede pues gt, € t; H para exactamente un ¢; por lo tanto el elemento que buscamos es
justamente t; 'gt; € H y esto sucederd en el resto de las columnas.

Finalmente hay que verificar que la igualdad X (gh) = X(g)X(h) para todos ¢g,h € G.
Es suficiente probar la igualdad

Y (17 gt)Y (1 hty) = Y (87 ght;).
k

Tenemos dos posibles casos, si Y (t;'ght;) = 0 esto significa que ¢; 'ght; ¢ H por lo tanto
t7 gt ¢ H 6t,'ht; ¢ H para toda k, de modo que Y (¢; 'gty) = 0 6 Y (¢, 'ht;) = 0 para toda
k y de este modo toda la suma anterior es cero. Si Y (t;'ght;) # 0 entonces t; 'ght; € H.
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Sea m el tinico fndice para el cual t; *gt,, € H entonces t; 'ht,, = (t; 'gty) " (t; *ght;) € H
por lo tanto

S Yt gt)Y (5 hty) = Y (£ gtn)Y (4, bt ;) = Y (7 gtwt ) hty) = Y (7 ght;).
k

Proposiciéon 1.84 Sean H < G y Y wuna representacion por matriz de H. Consideremos
dos conjuntos completos de representantes {t1,...,t;} y {s1,...,s} para H, de las cuales
consideremos a X y 'Y dos representaciones por matriz Y, entonces X y Z son equivalentes.

Demostracién. Sean Y, v, ¢ los caracteres asociados a X, Y y Z respectivamente. Por el
quinto inciso del corolario 1.76 es suficiente probar que x = ¢. Observemos que

= (Y (8 gt) = S wlt gt (1.7)
donde Y (g) = 0 si g ¢ H. De modo similar,
=Y 0(s;'gsi).

Podemos renombrar a los elementos ty,...,% y s1,...,s; de modo que t;H = s;H para toda
1, de este modo t; = s;h; con h; € H y entonces tendrfamos que

t;lgti = hi_lsl-_lgsihi

por lo tanto t; 'gt; € H si y s6lo si s; *gs; € H y si ambos caen en H esto significa que estan
en la misma clase de conjugacién, por lo tanto (t; ' gt;) = 1(s; *gs;) pues 1) es constante en
las clases de conjugacién de H y se anula fuera, de este modo las sumas para x y ¢ son las
mismas. |

Nos preguntamos ahora si existe alguna relacion entre las representaciones inducidas y
restringidas, la respuesta estd en el teorema que presentaremos més adelante, antes deduz-
camos algunas férmulas.

Nuevamente sean H < G, ty,...,t; elementos tales que G = tiHW ... W t;H y ¢ el
caracter asociado a Y con Y una representacién por matriz de H. Entonces para toda h € H
tendriamos que (t; 'gt;) = w(h_lti’lgtih), por lo tanto la ecuacién 1.7 puede ser escrita

como

i heH
Sin embargo como h € H entonces el producto t;h corre sobre todos los elementos de G
exactamente una vez, por tanto se concluye la identidad

Y 1% (g |H|wa g). (1.8)

reG

Esta tltima identidad nos permite demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 1.85 (Reciprocidad de Frobenius)* Sea H < G y supongamos que ¢ y x son
caracteres de H y G respectivamente. Entonces

W1%.x) = (¥, x 1%)

donde el producto interno del lado izquierdo estd calculado en G y el del lado derecho en H.

Demostracion.
W15x) =6 ZGw 1% (9)x(g™")
ge
= \G\l\m ST S (7 tgr)x(¢g7!) usando la ecuacion 1.8
zeG geG
= \G\l\m S > d(y)x(zy~ta~!) haciendo y =z lgx
zeG yeG
= \G\l\m > wlyx(y™) pues Y es constante
zeG yeG
= Wll > (yx(y™) pues z es constante en la suma
yeG
= W1| > Yyx(y) pues v es cero fuera de H
yeH
= (Y, x 1§).
[

‘Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Matemadtico alemdn, estudié en la Universidad de Géottingen.
Hizo contribuciones en el drea de Teoria de Grupos, Teoria de Numeros y Ecuaciones Diferenciales.
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Capitulo 2

Primeros Auxilios

2.1 Tablas de Young

Definicién 2.1 Sea n € N*t. Diremos que A = (A, A2, A3,...,\;) con k € Nt es una
particion de n si se cumplen las siguientes condiciones:

1. \; e N\ {0},

2. M1 > Xy > ... > N\ i.e. forman una sucesion de enteros no megativos no creciente y
3. S Ni=n.

Al hecho de ser particion lo denotaremos como A = (A1, A2, A3, ..., Ag) Fn. A los N.s se

les llamard las partes de .

Definicién 2.2 Dadas A\ y i particiones de n, diremos que son iguales si \; = p; para toda

ie{l,... k}.

Observacion 2.3 Con el fin de abreviar notacion, si X = ()\1,'. c Ay Aty ey A) CON A =
Aj1 = ... = Ajyi poa. i € N\ {0} escribiremos A = (Mg, ..., NP 00 A,

Ejemplo 2.4 Si A\ = (3,2,2,1), escribiremos A = (3,2% 1).

Definicién 2.5 Sean n € N y A = (A, Ao, A3, ..., \p). Definimos el diagrama de Young'
asociado a A como el arreglo de celdas justificadas a la izquierda y acomodadas por renglon
de modo que el 1 — ésimo renglon tiene \; celdas.

Ejemplo 2.6 Usando la particion del ejemplo 2.4 se tendria que el diagrama de Young
asociado a \ es:

L Alfred Young (1873-1940) nacié en Widnes, Inglaterra. Estudié matemdticas en Cambridge, es recono-
cido por su estudio en la teorfa de grupos e introdujo en 1900 el concepto de diagrama y tabla los cuales, en
su honor, llevan su nombre.
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Capitulo 2. Primeros Auxilios 2.1. Tablas de Young

Luego de estas dos definiciones podemos definir la tabla de Young. Dada A - n, una
tabla de Young asociada a A es una asignacién biyectiva entre {1,2,...,n} y las distintas
celdas del diagrama de Young. Este tipo de tablas sera una de las principales herramientas
a lo largo de este trabajo y nos servird para visualizar la mayoria de los resultados que aqui
se presenten.

Ejemplo 2.7 Algunas tablas de Young asociadas a la particion del ejemplo 2.4 son:

1]2]3] 1[2]4] 8[2]3] 3[7]6]
415 316 516 24

h=rg17 B2=5T3 ts = =17 t=rgT3 (2.1)
8 7] 4 1

Observemos que t; y to a diferencia de las otras dos tablas, cumplen que tanto sus
renglones como sus columnas estdn acomodados de modo creciente, a este tipo de tablas se
les llama tablas de Young estdndar y aunque por el momento vamos a empezar trabajando sin
hacer distincion respecto del orden de los renglones y las columnas, més adelante se revelard
que este tipo de tablas son de suma importancia. Por razones de comodidad llamaremos a las
tablas de Young simplemente tablas y de modo similar a los diagramas de Young. Ademads
observemos que una tabla ¢ se puede ver como el conjunto de entradas de la forma ¢; ; donde
7 indica la entrada en el ¢ — ésimo renglén y j la entrada en la j — ésima columna, de aquf
que a una tabla ¢ la denotemos como ¢ = (¢; ;). Esta notacién nos ayudara a definir la tabla
transpuesta.

Notacién 2.8 Con el fin de hacer lo mds amena posible la notacion, al conjunto de tablas
ascociadas a una particion A - n lo denotaremos como T).

Definicién 2.9 Sea t € Ty, sit' = (t;;) definimos la tabla transpuesta como la tabla cuyas
entradas se ven como t' = (t;;).

Ejemplo 2.10 Retomando la primer tabla del ejemplo 2.7 tendriamos que su tabla transpuesta
es

1/4]6]8]
¢ =[2157
3

Definicién 2.11 Dadas dos tablas ty y to, diremos que son del mismo tipo si estdn asociadas
a una misma particion A.

Observacion 2.12 En las tablas de (2.1), las tablas ty, to, t3 y ty son todas del mismo tipo.

X. Estrada 36



Capitulo 2. Primeros Auxilios 2.1. Tablas de Young

En la introduccién se dijo, que uno de los objetivos de usar tablas es construir todas
las representaciones irreducibles de \5,,, asi que el lector con justa razén podria estarse pre-
guntando cémo relacionamos las tablas y S, y la respuesta se encuentra en la accién que
definiremos a continuacién la cual surge de un modo muy natural.

Afirmacién 2.13 Consideremos 0 : S, x T\ — Ty dada por 0 (7,t) = (7 (t;;)) , entonces 6
€s UNa accion.

Demostracién. Sean ¢, o, m € S, y t € T),

L 0(e,t) = (e(tiy) = (tiy) =t
2. 0(0,0(m,t) =0(o,7(ti;)) = (o (t;;)) =0(om,t;;)

]
: 3[4]1]
Ejemplo 2.14 Sean A = (3, 1) -4, t = 5 ym=(312)€ Sy, entonces
3[4]1] 1]4]2]
) =
(312 : .

La siguiente definicién sirve para establecer tablas equivalentes, de modo que podamos
trabajar con un representante y no con todas las tablas.

Definicién 2.15 Dadas dos tablas t1 y to € T\ diremos que son equivalentes por renglon
st los renglones de dichas tablas contienen los mismos elementos, esto lo denotaremos por
t1 ~, ta. Entonces un tabloide por renglon de tipo \ asociado at es {t} = {t; | t; ~, t}. Al
conjunto de tabloides por renglon tipo \ se le denotard por {T'},.

Notacién 2.16 Para denotar a un tabloide {t} usaremos la tabla t pero eliminaremos las
lineas verticales para indicar que estamos usando el tabloide por renglon asociado a esa tabla.

Observacion 2.17 FEs importante observar que estamos considerando el conjunto de todas
las tablas de tipo A cuando tomamos un tabloide de tipo )\, de modo que dos tablas distintas
pueden tener el mismo tabloide asociado.

11416 |411|6
2(3[51Y2 352
distintas sin embargo por tener los mismos elementos en los mismos renglones los tabloides
asociados son iguales, usando la notacion definida para tabloide, el tabloide asociado a las
tablas ty y ty seria

Ejemplo 2.18 Sean t; =

, es posible ver que como tablas son

1 6 4
2 5 3°

Lema 2.19 Sea A = (A1, A2, ..., \x) F n, entonces la cantidad de tabloides por renglon que
hay es ﬁ
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Demostracién. Como estamos trabajando con un llenado de tablas sin repeticién hay
n! formas de asignar biyectivamente {1,2,...,n} en el diagrama y hay \;! permutaciones
que preservan el primer renglén, si consideramos esto en cada uno de los renglones, hay \;!
permutaciones que preservan el ¢ — ésimo renglén, por lo tanto dividiendo los casos posibles
entre los casos favorables, es decir, los que preservan el renglén se obtiene el resultado. m

Ejemplo 2.20 A continuacion examinaremos todos los tabloides por renglon tipo A = (3,1) :

([1]2]3][1][3][2][2]1]3])

4 ' 4 ' 4 —_—
(= _ 123

2[3[1][3]1]2]|3]2]1] —

[ |4 ' 4 ' 4 )

([2[3[4]2[4]3][3][2]4])

1 11 11 -
() — _ 231

3[4]2)[4[2]3][4]3]2] —

L[] 11 11 )

([1[3[4][1[4]3][3][1]4])

2 [ 2 [ 2 S
{13} - SRR

3[4]1)[4[1]3][4]3]1] —

[ [2 [ 2 [ 2 )

([1]2]4][1]4]2][2]1]4])

3 ’ 13 ——
(h) = 12

2[4]1][4a]1]2][4]2]1] —

[ [3 13 13 )

Observacion 2.21 FEs importante recordar que bien podriamos tomar cualquier otra tabla
de la clase como representante para describir al tabloide asociado.

Asi que podemos olvidarnos de trabajar con todas las tablas y podemos identificarlas
con un representante. Diremos que {t1},...,{t;} es una lista completa de A—tabloides por
renglén irreducible si son tabloides diferentes y toda tabla de forma A\ pertenece a algin
tabloide de esta lista de la particién.

Definicién 2.22 Supongamos que A = n. Sea {t1},...,{tx} una lista completa de \—tabloides
por renglon irreducible entonces M» = C{{t,},...,{tr}} es el médulo de permutacion
correspondiente a \.
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Ejemplo 2.23 Usando el ejemplo anterior tendriamos que

MOY =C{{t:}, {t2}, {ts}, {ta}}

—C123 2 3 4 1 3 4 1 2 4
[ S R E

y sus elementos son de la forma

3 4 2 4

1 1
+)\31 +)\4i

1 2 3 2 3 4
/\1i —i—)\2L

con )\1, )\2, )\3, )\4 e C.

Definicién 2.24 Diremos que M es un maodulo ciclico si existe un elemento x € M tal que
(x) = M, es decir, si existe un elemento tal que genera a M.

Proposicién 2.25 Sea A\ F n, con n € N*. El mddulo de permutacion M> es ciclico como
C[S,] mddulo y estd generado por cualquier A — tabloide.

Demostracién. Acorde a la definicién de ser médulo ciclico, consideremos {t} € {T},.
Dado {s} € {T'}\, sea m € S, tal que 7(t;;) = s;; para toda i,j entonces 7t = sy
asi m{t} = {nt} = s de modo que si aplicamos todas las permutaciones de S, a {t}, los
tabloides resultantes son la lista completa de A—tabloides por renglén irreducible. m

Ejemplo 2.26 Sea A\ = (2,1) - 3, entonces todas las posibles tablas que podemos formar
son

tlz 1 2‘7t2:§ 3‘7t3:; 3‘7
21 3] 2] 3]1]
Z54* 3 7t5* 1 7t6* 2

y por tanto la lista completa de tabloides asociados es:

73, {t3}: 9

1 2 2 1 3
{tl}_Ta {tQ}_L

de este modo se tiene que

1 2 2 3 1 3
(21) _
M (C{3 LT }

Sabemos que
Sg = {(1)7 (1 2)7 (1 3)7 (2 3)7 (1 2 3)7 (1 3 2)}7

2 3
1

tomemos {ta} = , aplicando la accion de Ss en {ts} se obtienen los siguientes

tabloides:

Wit} = 0> =22
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(12 =129 =
(13){t} = (13) 2> =2
@3t} = 3T =
123)fn= (232> =2
(132){152}:(132)? & :; 2

Aunque obtenemos tabloides repetidos, lo que importa es que obtenemos a todos de nuevo.
Podemos hacer este proceso con {t1} y {ts} y obtenderemos de nuevo todos los tabloides
cuando apliquemos la accion.

Ahora bien, asi como es posible definir una relacién de equivalencia sobre los renglones,
es posible definir una relacién de equivalencia sobre las columnas, la definicién es andloga
y los resultados que més adelante se presentan para renglones son igualmente validos para
columnas.

Definicién 2.27 Dadas dos tablas t1 y to € Ty diremos que son equivalentes por columna
st las columnas de dichas tablas contienen los mismos elementos, esto lo denotaremos por
t1 ~c ta. Entonces un tabloide por columna de tipo A asociado a la tabla t es [t] = {t; | t; ~.
t}. Al conjunto de tabloides por columna tipo A se le denotard por [T1,.

Notacién 2.28 Para denotar a un tabloide [t] usaremos la tabla t pero eliminando las lineas
horizontales para no confundir con los tabloides por renglon de la definicion 2.15.

A continuacién todos los tabloides por columna de A = (3,1) :

SR ETEE EYEIEN S R
[tﬂ:{l 3\2\7411 3\2\}231 3]2]
o = (LTI |12 14]
= (AT EEEN 1121
o = (LR 1) ¢19]
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- {EPIEIELE 1 a4
S /Een WH N
o= {FPIO[EETI 24 1]
- {FPTE[EITE) |21 )2]
ol - {ZEIOTET 2211
ol - {ETEIDETIIEN |21 2]
ot - {ETEDPTEI |22

Ahora definiremos 6rdenes en las particiones, usaremos dos, uno de ellos es un orden
parcial sobre las particiones y el otro es el orden lexicografico, si bien cuando empecemos a
desarrollar el tema no lo usaremos fuertemente, en algtin punto el orden parcial nos ayudara
a concluir de modo elegante y con mayor facilidad la mayoria de las pruebas. M&s adelante
definiremos un nuevo tipo de tablas en las que, a pesar de no ser muy distintas, podremos
definir un orden que resulta una generalizacién de lo que a continuacién veremos, por tanto
nos detendremos para entender bien lo siguiente.

2.2 Orden en las particiones

Definicién 2.29 Sea A un conjunto, un orden parcial en A es una relacion en el conjunto
< tal que para cualesquiera a,b € A se cumple:

1. a < a,
2. Sia<byb<a entoncesa==by

3. Sia<byb<centoncesa<c.

Definicién 2.30 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que b es elemento
mdzrimo de A si b > ¢ para todo ¢ € A. Diremos que b es un elemento maximal si no existe
c € A tal que ¢ > b. Se define de modo andlogo ser elemento minimo y minimal.

Definicién 2.31 Sea n € NT y sean A = (A1,..., \x) y o = (@1, - - -, ) particiones de n.

Diremos que A domina a p (A > 1) si para toda j > 1 se tiene que Y Aj > > fi;.
i=1 i=1
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Ejemplo 2.32 Sean A = (4,1) y p = (3,1,1) particiones de 5, entonces \ > p pues 4 > 3,
A+1>34+1y4+1>3+1+1.

Sin embargo este orden no es total, consideremos A = (4,3) y = (5,1,1) aunque 5 > 4,
no sucede que 5+ 1 > 4 + 3 y tampoco es posible comprarlas al revés pues 4 < 5, por tanto
estos elementos son incomparables.

Proposicion 2.33 El conjunto T bajo la relacion > es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracion.

1. Reflexividad; queremos demostrar que A > A y esto sucede pues Y A\; = > \; y por
j=1 j=1
lo tanto Y~ A; > >\
j=1 j=1

2. Antisimetria; supongamos que A > p y u > A, por una parte esto significa que A\; +
co N 2> 1+ ..+ para toda ¢, por tanto Ay > g v 1 > Aq, ademads A+ Ay > g+ o
yV i1+ p2 > A1+ Ao, como A\; = pq cancelando se obtiene que Ao > s v s > Ao de
donde py = Ao, siguiendo con este procedimiento se tiene que \; = u; para toda ¢,
entonces A = .

3. Transitividad; Supongamos que A > u y pu > 7, esto quiere decir que para toda 7 se

cumple que Zl)\j > Zl,uj y Zl,uj > ZlTj, por lo tanto Zl)\j > erj para toda 1.
J= J= J= J= j= J=

Lema 2.34 (Dominancia para particiones) Seant € T\ y s € T,,. Si para cada indice i
los elementos del i — ésimo renglon de s estdan todos en diferentes columnas de t, entonces
A D .

Demostracién. Sean t € T\, s € T,. Por hipétesis los elementos del primer renglén de s
se encuentran todos en diferentes columnas de ¢ entonces existe m; € C; tal que todos los
elementos del primer renglén de s aparezcan en el primer renglén de mt y de este modo
tendriamos que \; > iy

Si Ay = u; entonces todos los elementos del segundo renglén de s estdn en diferentes
columnas de 7t y se encuentran en algin renglén inferior al primero, asi que cosideramos
my € C} tal que todos los elementos correspondientes al segundo renglén de s se pueden
acomodar en el segundo renglén, de este modo obtendriamos que Ay > fis.

Si A1 > puy, nuevamente nos fijamos en el segundo renglén, los elementos del segundo
renglén de s estdn todos en diferentes columnas de mt, podria suceder que al menos un
elemento se encuentre en el primer renglén de w1t pues A\; > 1, de cualquier modo tomamos
my € C} tal que todos los elementos del segundo renglén de s se encuentren en algin
renglén inferior al primero en momit, de este modo los elementos quedarian acomodados
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en los primeros dos renglones de momit por lo tanto Ay + Ay > 1 + ue, siguiendo con este
procedimiento tendrfamos que

A1 + ...+ A\; = nimero de elementos en los primeros ¢ renglones de ¢
> ntimero de elementos de s en los primeros ¢ renglones de ¢

=u1+ ...+
Por lo tanto A > . m

Ejemplo 2.35 Sean s € T), yt € T\ dadas por

5[3][4] 8|7]9]3]
s=[6]1 y t=|6[11]4
27 2[5

siguiendo los pasos de la demostracion primero podemos considerar las permutaciones m, = (4
9) y my = (75 1) actuando en t, asi obtenemos

8|5[4]3]
t=[6]7]9
2[1

de esta manera ya hemos acomodado los elementos del primer renglon de s en el primer
renglon de t y hacemos lo correspondiente en el seqgundo renglon.
Consideremos w3 = (1 7) y aplicamos la accion en la tabla resultante

8|5[4]3]
t=[6]1]9
2[7

de modo que es posible ver que si A es la particion asociada at y i es la particion asociada
a s entonces A > .

Definicién 2.36 Sean A = (A1,..., \g) y o = (H1, ..., fm), particiones de n. Diremos que
A < p con el orden lexicogrifico si p.a. i € N\ {0} se cumple que \; = pj para j < iy
A < i -

Proposicién 2.37 Sean A\, n con A > p entonces A > p.

Demostracién. Supongamos que A # p entonces existe j € N\ {0} el primer indice tal que
Ay p difieren en esa entrada, analizando lo que pasa con la suma de los /\’ sy los s, hasta
jf
7 — 1 se tiene Z Aj Z p; y por hipdtesis A > p entonces Z Aj > Z f; y por lo tanto
=1 =1

Aj >,ujya31)\>/¢ ]
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Capitulo 3

La Regla de Young

3.1 Subgrupos de Young y Tabloides

Definicién 3.1 Sea A = (A, A2, ..., A\x) E n. El subgrupo de Young correspondiente es
Sx =S, 001 X St A2 a0} X - XSt gt A1 1A e bt AL .

Acorde a la definicién 3.1, si A = (4,32, 1) entonces Sy = Sp12341 X Sis671 X Siso10p X
Sty =S4 x S3 x S3 x S; visto como producto directo interno de Si;.

Dichos subgrupos nos ayudaran a manejar las tablas a través de sus renglones y sus
columnas, por simple comodidad usaremos columnas para la mayoria de resultados, esto no
deberia causar conflicto pues los renglones de una tabla coinciden con las columnas de la
tabla transpuesta y por tanto no perdemos informacién.

Definicién 3.2 Sean A Fn, n € N y t € T\, denotaremos como R; al subgrupo de Young
de S, tal que estabiliza los renglones de t, esto es, sit tiene renglones cuyas entradas estdn

dadas por los conjuntos r1,...,ry, entonces Ry = S,, X ... x S, y C, serd el estabilizador
de columnas de t, dadas cy,...,c, los conjuntos formados por las entradas de las distintas
columnas de t se tiene que Cy =S¢, X ... xS, .

Ejemplo 3.3 Sea

412][1]5]
t=[3]6]7
8

entonces R; = 5{172,475} X 5{3,6,7} X S{g} y Cy = 5{3,4,8} X 5{2,6} X 5{177} X 5{5}.
Proposicion 3.4 Seant € Ty y ™ € S, entonces:
1. Rﬂ-t = 7TRt7T_1

2. Cﬂ—t = 7TCt7T71

Demostracion.
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l. 0 € Ry & ofnt} ={rt} © orf{t} =r{t} nlor{t} ={t} & rlon e R, & 0 €
TRyt

2. Andloga a la anterior; o € Cpy & o[nt] = [rt] & on[t] = 7[t] & 7 lon[t] = [t] &
7 lor € C, & o e nCm L.

|

Podemos pensar que la accién de S,, en T es una forma de visualizar la accién regular
izquierda de S,, en si mismo, de este mismo modo la accién de S,, en {T'}, es una forma de
visualizar la accién izquierda de S,, en %’t‘ para toda t € T}, esto se resume en la siguiente
proposicién.

Proposicién 3.5 Consideremos la biyeccion f; : S, — Ty dada por fi(7) = wt, entonces los
elementos del subgrupo de Young %’: se corresponden bajo f; con las clases de equivalencia
por renglones de T\ coinciden.

Demostraciéon. Queremos demostrar que si 7/, 7 € S, son tales que 7’ = 7o con o € R,
entonces 7't es equivalente por renglones a 7t y esto sucede pues 't = (7o)t = won(rt)
y por la proposicién 3.4 inciso 1, sabemos que mor ! € R,;. Por otra parte si 7't y 7t son
equivalentes por renglones existe p € R, tal que 7't = p(wt) para alguna o € R;, de donde,
7't = won'(mwt) = wot por lo cual 7' = wo con o € R, y asi ' y 7 pertencen a la misma clase
lateral de S,, con respecto a Ry, que es lo que se queria demostrar. m

Recordemos ahora la estructura de algebra de grupo que mencionamos en la seccién
1.2.1, estudiamos la forma de algunos de sus elementos, en particular cuando los elementos
provienen de .S,,, a continuacién revelaremos la importancia de ellos. Sea H < .5,,, definimos

ahora H* = Y 7 y la suma signada como H~ = Y sgn(m), este ultimo elemento lo
meH meH
usaremos en la siguiente definicién, también es importante observar que los elementos del

algebra de grupo no juegan el papel principal sino que los haremos actuar sobre elementos
de M* (ver corolario 2.22).

Definicién 3.6 Dada t € T\, se define la suma signada por columnas como el elemento
del dlgebra de grupo C[S,] obtenido mediante la suma de los elementos del estabilizador de
columnas Cy; multiplicados por el signo correspondiente de cada permutacion, es decir

C; = Z sgn(m)m. (3.1)

TeCy

Definicién 3.7 Sit € Ty, entonces el politabloide asociado es el elemento en M* dado por

e = C; {t}.

Ejemplo 3.8 Seat = ‘, entonces

Cr=1-0B4)-12+B4(12 y{t}zw
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por lo que el politabloide asociado viene a ser

Cr{t=((1)-B49-012+E 41 2))3?5
- (1>§§5_ (3 4);1,?5— (1 2);‘?5+ (12)(3 4);)1?5
_ 425 325 415 315
3 1 4 1 3 2 12

Esta iltima definicién juega un papel de suma importancia pues con este elemento lo-
gramos conectar a una tabla cualquiera con un elemento del médulo de permutacién M?,
veamos algunos resultados antes de dar un ejemplo explicito mostrando el papel que tendran
los politabloides.

Proposicion 3.9 Seant € Ty y w € S,, entonces:
1. C,=nC;n %

2. me; = €.

Demostracion.
1. La parte derecha de la igualdad se escribe como
Crrmt=m (Z sgn(0)0> = <Z sgn(a)mf) 7!
oeCy oeCy

como 0 € C, y C; = 7 1Cy7 se tiene que mo € Cryr, entonces la tltima expresién se
escribe como

— ( Z sgn(a)ﬂa) a7t = Z sgn(mor Hmror !

o €CHT ron—1eCre

sea /i = Tom !, entonces

rCrm =Y sgn(pp=Cy

.U'ec'lrt
2. en = Cmt} = nCynHrt} = nC; {t} = mey.
u

Observacion 3.10 Dada t € T\ tal que tiene columnas dadas por las tablas cy,...c es
posible factorizar a Cy = C; ... C, .

X. Estrada 46



Capitulo 3. La Regla de Young 3.1. Subgrupos de Young y Tabloides

Ejemplo 3.11 Seat = ‘, entonces haciendo el cdlculo directo

Cr=1)-B4)-0652+B4)(62)

y por otro lado pensando sélo en sus columnas

== Ch= (1)~ (34)
== Ch= (1)~ (52)

por lo tanto obtenemos

3 4)((1) = (52)

C,C, = (1) -
1) —(34)—(52)+ (34)(52)

= (1)

Observacion 3.12 Dada t € T\ con A = (A1, ..., ), la estructura de los subgrupos R y
Cy dependen sdlo de \ pues R, = Sy, x ... x S, y Cy = Ry.

Teorema 3.13 Sea A = (\y,..., \¢) Fn y M* el médulo permutacion asociado entonces se
satisfacen:

1. M* es isomorfo a la representacién inducida a S, por la representacion trivial del
subgrupo Sx, X ... x Sy,.

2. dim M* =[S, : Sy, x...x S\ = )\1!?.!)\,6!'

Demostracion.

1. Se sigue del hecho de que R {t} = S, x ... x S,,, por la proposicién 3.5, por la
observacion anterior y por lo visto en la seccién 1.4.1 sobre representaciones inducidas.

2. Es inmediato de la demostracién anterior y de la proposicion 3.5

|

Vamos a estrenar nuestras definiciones y proposiciones con un ejemplo explicito en el
cual ademds obtendremos todos los tabloides de M* y mostremos la funcién que cumplen
los politabloides.

Ejemplo 3.14 Consideremos A = (3,1) entonces tenemos en total 24 tablas, las cuales
ya hemos calculado, (ver ejemplo 2.1), asi podemos obtener todos los tabloides por renglon
asociados, los cuales son:

2 4

1 2 3 2 1
thh =7 thl =7 3

3 4 1 3 4
B {t3}227> {ta} =
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es una lista completa de A — tabloides irreducibles por el inciso 2.del teorema 3.18 Ahora
podemos obtener algunos politabloides y obtener su expresion en términos de la lista completa
de \ — tabloides irreducible.

_ 1 2 3
Gr=()— () y {0} =G
_ 1 2 3 1 2 3
S =22 a2t
1 2 3 2 3 4
= en = — = {t1} — {t2}
de ese modo es posible deduglos otros po%fabloides,
_ 2 3 4 1 3 4
CGr=(-@h=e,=2 >t L34 6y gy
_ 1 3 4 2 3 4
Ci=()-(12=e,=1 2t 23 0 6y @)
_ 1 2 4 2 3 4
Co=1)—-(13)=e,=—3 — = {ta} —{t2}

Ejemplo 3.15 Eraminemos ahora A = (2,2), una base para M* es

=g} =2 {th =,
(=g (s} =5 e} =1

realizando algunas cuentas tenemos que los politabloides asociados son:

1 2 2 3 1 4 3 4

eh=a—g 1 1 5 3 T 1 5 = bt~ {l+{l}
S U Wl i W o ey I b A DRSO
S W Nl Tt ey I b A DR R DY
S Tl i T I e e b R DS O RR D)
I Wals i W s o s ke A U VR L)
o =~ g~ g g = {fe} = {ta} — {12} + {ts)
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Al final de este capitulo se dard una descomposicién de M?, el cual al ser un S,, —médulo
contiene muchos subespacios, en particular nos es de gran interés estudiar aquél que estd
generado por los politabloides, este médulo serd conocido como médulo Specht S*, en el
camino que vamos a construir iremos viendo la importancia de este médulo.

Es posible observar en el ejemplo que los politabloides asociados a tablas que son equiva-
lentes por columna son iguales salvo por el signo, esto no es una casualidad del ejemplo y lo
demostraremos més adelante, sin embargo, si uno de nuestros objetivos es dar una base para
S* el hecho de que tablas equivalentes por columna nos den politabloides que difieren sélo
en el signo nos ayuda a empezar a construir un conjunto que sea base pues para empezar
deberiamos considerar un representante por tabla tal que retiremos todas las que tienen
columnas equivalentes.

Proposicién 3.16 Sea (a b) una transposicion de Cy, entonces (1—(a b)) es factor en C[S,)]
de C; .

Demostracién. Sean C; < S, y H = {¢, (a b)} < C; de modo que podemos encontrar la

clase lateral tal que C; = |{ k; H, de modo que la suma signada se puede reescribir como
i

C; = Z sgn(m)m = Z(sgn(k:z)kzl + sgn(ki(a b))(k;(a b)))

TeCh i

= (sgn(ki)ki — sgn(k;)(ki(a b))
= Z(sgn(/ﬂ)&)(l —(a b))
= <Z sgn(k‘i)k:i> (1—(ab)).

Lema 3.17 (El Lema del Signo) Sean t; y to € T\ tales que t; = wty p.a. ™ € Cyy,
entonces e, = Ley,.

Demostracion.

e, = Y sgn(o)of{tiy = Y sgn(o)o{nty}

O'ec’tl UECT(t2

por la proposicién 3.4 inciso 2 tenemos que 7Cy, 71 = Cpy,,

= Z sgn(o)o{mty}

n~loreCy,

1 1

haciendo 7 = 7~ o, tenemos 77~ = o, de modo que la igualdad anterior se escribe como

Z sgn(rrr Yrrr Hnty}

TEC,

= sgn(nm 1) Z sgn(mr)mT{ts}

T€C,
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dado que m € Cy, y 7 € Cy, siy solo si 77 € (Y, por lo que tenemos la siguiente igualdad
= sgn(m) Z sgn(mT)nT{ts} = Ley,
mT€C,

[ ]

Ahora ya hemos desarrollado la herramienta suficiente para empezar a estudiar a S*
a fondo, queremos concluir que este médulo es irreducible y es un conjunto completo de
representaciones de S,,.

Definicién 3.18 Sea n € N y consideremos A - n, entonces S* es el submddulo de M*
generado por los politabloides e, con t € T, es decir,

SA={ciey +...+cney, | Clyoocn €C, .ty € T}
Proposicién 3.19 El mddulo S* es un C[S,|submddulo de M*.

Demostracién. Para ver que es submoédulo es necesario ver que es invariante bajo la accién
de S, por lo tanto, sean A - n, t € T) y e; un politabloide, observemos qué sucede al aplicar

la accién de S,,.
TeL = Z sgn(o)o{t} = Z sgn(o)mo{t}

oeCly oeCy

recordemos que 7 'Cm = C, de modo que si 0 € C; = 7 1C 7, entonces o € Cpym

= sgn(m 1) Z sgn(mo)mo{t}

o €CrT

consideramos p = wo, de modo que

= sgn(n™") Y sgn(pp{t} = sgn(z™") Y sgn(ppm{rt}

pECr™ nECTT

ahora consideremos el cambio v = ur~!

= sgn(m™") Y sgn(ym)yrrH{mth = sgn(r 7 1) Y sgn(V){7t} = e € S,
veCrt veCrt

Por lo tanto S* es cerrado bajo la accién de S,. m

Observacion 3.20 Como parte de la demostracion anterior se observa que we; = e, esta
tqualdad serd usada en varias ocasiones a lo largo del capitulo.

Ejemplo 3.21 Sea A\ = (2,1) F 3, para obtener todos los politabloides asociados a A tenemos
que empezar por cosiderar las tablas:

1]2] 1]3]

3 7t2: 3‘

t1: 7t3:
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donde los tabloides asociados a cada tabla son

{tl}—{l 2’21}’{@}_{; 3,31}’“3}_{21’;2}

Yy asi

v ~f1 213 23
M_C{?, 2 1

Ahora para calcular los politabloides necesitamos la suma signada por columna
Cp=1)—-(013), C,=0)-(12) yC,=01)-(21)

y por lo tanto los politabloides asociados son

1 2 3 2
S
1 3 2 3
T T
2 3 1 3
T T2

de aqui es posible obtener una base para S*, para empezar debemos retirar a ey, pues la tabla
asociada es una permutacion de la tabla to de modo que por el lema del signo los politabloides
resultan maltiplos el uno del otro, por otra parte e;, no es multiplo de ey, y estos politabloides
fueron obtenidos de elementos en una base de M*, por tanto se tiene que:

1 2 3 2 2 1 3 1
(2,1) _ _ _
5 C{i% T 3 2 }

es una base para SV, pues ya tenemos un conjunto que genera y los dos tabloides que
quedan son linealmente independientes.

Ejemplo 3.22 En el ejemplo 3.15 se obtuvo una base para M®? la cual estaba dada por el
conjunto

1 2 2 3 3 4
{t:.} = sty =it =
, (3.2)
2 4
{t4}_ 2 3 7{t5}_ 2 7{t6}_ 1 3
para obtener una base para S*?, como el conjunto 3.2 ya es una base para M3 basta con

retirar las tablas equivalentes por columna para asegurar que los elementos que quedan son
linealmente independientes y de ese modo tendremos que una base son los politabloides e, y
et Asi:

5(272) =C {th, ets} .
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Ejemplo 3.23 Vamos a obtener una base de S®Y, en el ejemplo 3.14 obtuvimos todos los
politabloides, solo queda ver cudles debemos retirar para quedarnos con un conjunto lineal-
mente independiente, usando los mismos argumentos que en los ejemplos anteriores se tiene
que una base de S es:

{{tl} _ 41123’ (ts} = 334, {ts} = ;’24} (3:3)
Ejemplo 3.24 Sea A = (1") y
;
t=r
n

entonces
C; = Z sgn(m)m = Z sgn(m)mw
meCy TESH
por lo que e; es la suma signada de las n! permutaciones.
Ademds por el Lema del Signo tenemos que e = sgn(m)ey, por lo tanto SU") = C{e,},
jésta es la representacion signo de la que se habld en el ejemplo 1.32!

Nos llevard un tiempo y nueva herramienta poder probar que el conjunto de politabloides
asociados a una tabla estdndar y que no son equivalentes por columnas es base de {S* |
A n}, lo que s podemos probar ya es que S* es un conjunto completo de S,, — médulos
irreducibles, gran parte de la demostracién se la debemos al Teorema del submdédulo de
James. A partir de ahora todos los resultados seran trabajando en un campo de caracteristica
cero.

Lema 3.25 Seant; € T\ yty € T, con A, 1= n entonces:

1. Si C; {ta} # 0 entonces A > pu.

2. Si ademds t, y ty son del mismo tipo entonces C; {ta} = £C; {t1} = *ey,.

Demostraciéon. La primera parte del lema la resolveremos por contradiccién, supongamos
que A I i, recordando el lema 2.34, esto quiere decir que existen un par de elementos a, b que
estdn en el mismo renglén de 5 y en la misma columna de ¢, considerando la transposicion
tenemos que (a b) € Ry, N Cy,.

Como (a b) € Ry, entonces (a b){ta} = {t2} por lo tanto ((a b)—1){t2} = 0, por otra parte
(a b) € Cy, por la proposicién 3.16 ((a b) —1) es factor de Cy,, sin embargo ((a b) —1){t2} =0
y al ser {t2} # 0 se tendria que ((a b) — 1) = 0 por lo tanto C; {to} = 0 lo cual contradice
la hipétesis, por lo tanto A > p.

Para la segunda parte usaremos el mismo argumento con el cual se demostré el lema de
dominancia, como por hipétesis Cy {t2} # 0 entonces A > i, entonces existe 7 € Cy, tal que
{t2} = m{t1}, de otro modo existirfan dos elementos en la misma columna de t; que bajo

X. Estrada 52



Capitulo 3. La Regla de Young 3.1. Subgrupos de Young y Tabloides

alguna entonces los elementos del primer renglén de t5 estdn todos en diferentes columnas
de t;, por ser del mismo tipo existe 7 € Cy, tal que {to} = 7{t;}, con el mismo argumento
hacemos lo mismo con el segundo renglén, existe my € C}, tal que el segundo renglén de
{mamit1} es igual al segundo renglén de {to} sin alterar el primer renglén, podemos hacer

esto con todos los renglones de ¢, al final tendremos que {my...mt;} = {t2}, entonces
Ci{ta} = Ci{mi ... mit1} = Cp ... mi{t1} por el lema 3.17 se tiene que es igual a +C; {t;}.
]

Corolario 3.26 Si A\ Fn y M?*, entonces dado v € M* se tiene que para todat € Ty, C; v
es maltiplo de e;.

k

Demostracién. Sea kla dimensién de M* y consideremos v € M*, entonces v = Y ¢;{t;}
i=1

con {t;} € {T'}r y ¢; € C para toda i, por el lema anterior se tiene que

k k k
Ct_U = Ct_ Z Cl{tl} = chCf{tz} = Z :|:Ci€t
i=1 =1 =1

[ ]

Para continuar debemos utilizar ahora el producto interno, si consideramos el médulo
M* con {T}, una base y considaremos a C; como un operador, entonces por cémo estd
definido C;” podemos llevar a cabo la siguiente cadena de igualdades

(Cyu,v) = <Z 39n(7r)7ru,v> = Z ((sgn(m))mu,v)

7eCy meCy
— Z (u, (sgn(m))m o) = <u, Z 39n(7r)7rv>
TeCt TeCt
= (u,C;v)

para cualesquier u,v € M?, i.e. podemos ver a C;” como un operador simétrico.

Teorema 3.27 (Teorema del Submddulo de James) Sean \ = n y V € Sub(M?) in-
variante, entonces S* CV 6V C (SH)*.

Demostraciéon. Si existe v € V' no nulo tal que C; v # 0, entonces por el corolario anterior
C; v = keg, por lo tanto como v € V, V € Sub(M?) invariante y k # 0 se tiene que e; € V.
Dado que S* estd generado por los politabloides se tiene que S* C V.

Por otra parte si para toda t € T\ y para todo v € V' tenemos que C; v = 0, por ser C;
un operador simétrico tenemos

<U7 et> = <U’Ct_{t}> - <Ot_v7 {t}> = <07 {t}>
de este modo se obtiene que v € (S*)t. =

Corolario 3.28 S* es irreducible.
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Demostracién. Supongamos que existe W € Sub(S?), entonces W es invariante bajo
la accién de S,, de modo que por el teorema 3.27 se tiene que S* C W ¢ W C (S*)*.
Ahora recordemos que en caracteristica cero (u,u) = 0 implica u = 0, as{ en el primer caso
tendrfamos W = S* y en el segundo caso W = {0}. =

Con estos resultados finalmente es posible probar que {S* | A F n} es un conjunto
completo de representaciones de S,,, de hecho ya sabemos que, si no hay repeticiones, tenemos
el nimero correcto de representaciones pues la cantidad de particiones de n es igual a la
cantidad de la clases de conjugacién de S, (ver teorema 1.28) y ademds sabemos que todos
los S son irreducibles de modo que sélo falta probar que si S* = S* entonces \ = u.

Lema 3.29 Si existe p € Hom(S*, M*) no nulo entonces N\ > u y si A\ = u entonces p
coincide con la multiplicacion por escalar.

Demostracién. Como p # 0 entonces existe e; € S* tal que p(e;) # 0, como M* =
S* @ (S*)1, pues estamos en caracteristica cero, definiendo p((S*)*) = 0 tenemos que p se
extiende a (S*)* por lo tanto p € Hom(M?*, M*), por como lo hemos definido en (S*)* a
este elemento lo podemos pensar en Hom(S*, M*) y ademds

k

0 # pler) = p(Cy {1}) = Crp({t}) = C; (D e{ts})

=1

=caCi{t1i}+ ...+ Cr {tn}

por lo tanto, existe i € {1,...,k} tal que ¢;C; {t;} # 0 con {t;} € {T'}, por el lema 3.25
inciso 1, A > p.
Si A = p entonces por el lema 3.25 inciso 2, tenemos que p(e;) = ke; para alguna k € C,
por lo tanto
pler) = p(mey) = mpley) = mhey = kmey = keyy YV € S,

Asi p(v) = kv Vv € M*. =
Teorema 3.30 Sea \ - n, si S* = S* entonces \ = pu.
Demostracién. Si S* 2 S* entonces existe p € Hom(S*, M*) no nulo, pues S* C M*, por
la proposicién anterior A > y. Andlogamente, si S* = S existe p' € Hom(S*, M) y por la

proposicién anterior p > A, asi finalmente por la proposicién 2.33 obtenemos A = y. =

Corolario 3.31 FEl mddulo permutacion se descompone como M* = € m,\uS’\ donde m,, =
A>p

1.

Demostracién. Si S* aparece en M* con algtin coeficiente distinto de cero entonces A > .
Si A = u entonces aplicando la proposicién 1.62 obtenemos lo siguiente

my,, = dim Hom(S*, M*) = 1.
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3.2 Una base para S*

Con el ejemplo 3.23 pudimos observar que es necesario eliminar cierto tipo de tablas para
obtener una base, de hecho si uno observa con detenimiento los ejemplos puede notar que
los conjuntos estdn formados por lo que llamamos tabla estdndar, los cuales definiremos a
continuacién, esto no es una coincidencia, una base para S* estd dada por el conjunto de
politablides asociados a una tabla estdndar. Probaremos este teorema por partes, primero
definiremos un orden para los tabloides con miras a probar que dicho conjunto es linealmente
independiente y para ver que genera necesitaremos ver que todo politabloide se puede ex-
presar en términos de politabloides estdndar y para ello usaremos los llamados elementos de
Garnir de los cuales nos preocuparemos en su momento.

Definicién 3.32 Diremos que t € T\ es una tabla estandar si los elementos que forman los
renglones y las columnas estan ordenados de modo creciente. Los tabloides y politabloides
que surgan de t serdn llamados tabloide y politabloide asociado a la tabla estinda t.

. - . 4
Ejemplo 3.33 De acuerdo con esta definicion se tiene que t = BE ‘ no es estandar,
mientras que t = L i ‘ st lo es.

Ahora generalizaremos el concepto de particién y su orden para dar un orden en los
tabloides.

Definicién 3.34 Una composicion de n es una sucesion ordenada de enteros no negativos
A= (A1, Aoy ..o, Ag) tal que Zle Ai =n. Alos N.s se les llamara las partes de la composicion.

Definicién 3.35 Dadas A\ y . composiciones de n, diremos que A > p si Y Ay > > p; para
toda 1.

Definicién 3.36 Sean t € T\ y {t} un tabloide asociado, para cada i con 1 < i < n,
definimos {t'} igual al tabloide formado con los elementos menores o iguales a i en {t}. En
el caso en que {t'} sea tal que no exista un elemento menor o igual a i en algin renglén se
astgnard un cero para indicarlo.

Ejemplo 3.37 Consideremos {t} :m , entonces todos los tabloides que se forman
son [ o
0 2
n__ Y 2 _ 4
2 2 4
37 _ a4 _
2 4 2 4 6
51 61
=735 =737
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Antes dada una particién obteniamos una tabla asociada y por ende el tabloide asociado,
para definir el orden en los tabloides utilizaremos el proceso inverso, es decir, a partir del
tabloide rescataremos la composicién.

Definicién 3.38 Sea t € T\ y {t} un tabloide, al conjunto de composiciones que se pueden
formar para {t} le llamaremos la lista de composiciones y a esta sucesion la denotaremos

por A = (\Y,... ) \F) donde cada \' corresponde a la composicion que describe la forma del
tabloide {t}.

Ejemplo 3.39 Retomando el ejemplo 3.37 tendriamos que las composiciones resultan
A =(0,1), A= (1,1)
A= (1,2), M= (2,2)

A = (2,3), A= (3,3)
y por tanto la lista de composiciones seria A = ((0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)).

Definicién 3.40 Sean {t1} y {t2} tabloides con listas de composiciones A y M respectiva-
mente. Diremos que A domina a M (A w M) si X' > pu' para toda i.

Ejemplo 3.41 Sean {t,} y {t2} con composiciones A y M respectivamente, entonces

Ty 10

3 2 ;
AM=(1) p=(Q1)
A= (1,1) p2=(1,1)
N=(L2) 4= (L2)
X =(2,2) pt=(1,2,1)
No=(3,2) 10 =(221)

entonces \' = 1 para 1 < i < 3 y es posible observar que \* > u* y X3 > u®, por lo tanto
AD> M.

Lema 3.42 (De dominancia para Tabloides por renglon) Si k < | y k aparece en
algun renglén inferior al renglon en el que aparece | en el tabloide {t}, entonces

{ty < (k D{t}.

Demostracién. Supongamos que A = (A',... ) \*) y M = (p',..., ™) son las listas de
composiciones de {t} y (k [){t} respectivamente, con k en el renglén r y [ en el renglén q.
Para i < k y para [ < i se tiene que las composiciones son iguales pues ningiin elemento ha
sido permutado por tanto Mes igual a p'.

Ahora si k < i < [ tenemos que en \' la entrada k estd en r mientras que en i se
encuentra en ¢, de modo que p’ es igual a A\’ con la parte de ¢ aumentada en 1 y la parte r
disminuida en 1, como k se encuentra en algin renglén inferior al de [ en {t}, esto significa
que r < ¢ de modo que A" < 1 por lo tanto {t} < (k [){t}. =m
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Corolario 3.43 Sean t € Ty — estandar y {t;} es sumando de e; entonces

{t} = {t:}.

Demostracién. Sea m € () tal que t; = wt, aplicamos induccién sobre el nimero de
inversiones,de t; es decir, la cantidad de pares tales que k < [ estdn en la misma columna de
t; con k en algin renglén inferior al de [. Por el lema 3.42 se tiene que

{t:} < (k D{ti},

sin embargo notemos que (k [)t; tiene menor cantidad inversiones que t;, como k y [ se
encuentran en la misma columna podemos aplicar la hipétesis de induccion, pues (k 1){t;}
también es sumando de e; y de este modo obtenemos (k [){t;} < {t} y por lo tanto {t;} < {t}.
[

Proposicién 3.44 Dado el conjunto {T'}, siempre podemos encontrar un {t} tal que sea
maximo.

Demostracién. Sea {t;} € {T'},, para empezar podemos acomodar los renglones de modo
creciente. Ahora vamos a acomodar las columnas usando el lema 3.42; si en alguna columna
hay elementos tales que k < [ y k se encuentra en algin renglén inferior al renglén donde se
encuentra [, por el lema 3.42 tenemos que {t;} < (k [){t;}, repitiendo este proceso podemos
llegar a un tabloide estandar {t}y como t; = 7t para alguna 7 € C}, {t;} es sumando de e,
por el corolario 3.43 tenemos que {t} > {t;}. =

Proposicién 3.45 Sean vy, vy, ..., v, € M*. Supongamos que para cada i existe un {t;} —
tabloide por renglon en la descomposicion de v; como suma de tabloides por renglon tal que

1. {t;} es maximo en v,
2. Todos los {t;}'s son distintos.

Entonces v1, vy ..., vy, es una lista linealmente independiente.
Demostracién. Tenemos {t1},...,{t,} tabloides por renglén que cumplen las hipétesis,
cada uno asociado al respectivo v;. Sin pérdida de generalidad podemos reetiquetar y suponer
que {t1} es el mdximo de todos, entonces podemos asegurar que {t;} aparece sélo en los
sumandos de vy, pues de no ser asf existirfa un indice ¢ > 1 tal que {¢;} es sumando de v;,
pero esto implicaria que {t;} > {t;} lo que contradice nuestra eleccién de {t;}.

Ahora consideremos

civ1+ ...+ ¢V, =0con ¢ € CVe

como {t;} s6lo aparece en v; el inico modo de anularlo es haciendo ¢; = 0, el siguiente paso
es retirar a v; del conjunto y ahora consideramos

CoUs + ...+ CpUmy = 0
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y escogemos a {ty} como el elemento maximo y repitiendo el proceso es posible concliur que
c¢; = 0 para toda 7. m

Con esto ya podemos probar la primera parte del teorema principal de esta seccién, es
decir que el conjunto {e; | t € T\ —estandar} es linealmente independiente sin mucho trabajo
por hacer pues en realidad resulta un corolario después de la proposicién 3.45 y del Lema de
dominancia para tabloides (ver lema 3.42).

Proposicién 3.46 El conjunto {e; |t € T\ — estandar} es linealmente independiente.

Demostracién. Consideremos conjunto de {e; | t € T\ — estdndar}, por el corolario 3.43
{t} es maximo de todos los tabloides que aparecen en la descomposicién de e; como suma
de tabloides y todos estos tabloides estandar son distintos pues surgen de distintas tablas
estdndar, por la proposicién 3.45 tenemos que el conjunto {e; | t € T\ — estandar} es
linealmente independiente. m

Definicién 3.47 Diremos que a < b es un descenso en una tabla t si a, b estdan en el mismo
renglon y b aparece antes que a. Diremos que ¢ < d es un ascenso de una tabla tsi estdn en
la misma columna y d aparece antes que c.

El objetivo de esta seccién es probar que el conjunto {e; | t € T\ — estdndar} genera
a S* y es linealmente independiente, de lo cual ya se ha probado la independiencia lineal.
Ahora necesitamos politabloides asociados a tablas estdndar, sin embargo, aunque dada
una tabla podemos acomodar sus columnas de modo creciente sin afectar salvo por signo
al politabloide, no podemos hacer algo similar respecto a los renglones; el algoritmo que
a continuacién se presenta soluciona ese problema, pues nos permite asociar a una tabla
arbitraria un politabloide estandar.

Los elementos de Garnir se definen a partir de un proceso llamado algoritmo de en-
derezamiento, la idea del funcionamiento es sencilla: tomamos ¢ € T) arbitraria, podemos
acomodar sus columnas de modo creciente pues el politabloide asociado sélo difiere por signo,
si haciendo esto los renglones ya quedan ordenados de modo creciente entonces ya tenemos
una tabla estandar y hemos terminado, en este caso no usamos el algoritmo pues ya logramos
nuestro objetivo.

Si no, entonces hay un renglén que tiene un descenso (en caso de que haya més de uno
consideraremos el que se encuentre més arriba). Digamos que dicho descenso se encuentra en
el renglén j — ésimo, vamos a considerar los elementos involucrados en el descenso, sean a,
b estos elementos con b < a, si nos fijamos en ese renglén a aparece primero, entonces vamos
a considerar A = {a,aq,...,an} y B = {bo,b1,...,b,b} con ay,...,a, los elementos que
aparecen abajo de a y en la misma columna y con by, by, ..., b, los elementos que aparecen
en la misma columna que b y encima de b.

Definicién 3.48 FEl elemento Garnir asociado al par a, b se define como la suma de las
permutaciones de AUB tales que dejan a la tabla sin ascensos en AUB. Esto lo formalizamos

como
Gap= Z sgn(m)m.

™
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Observacion 3.49 Aunque los elementos de Garnir que se usardn se construyen a partir
de un descenso a < b, las permutaciones utilizadas para construirlo son las que dejan a la
tabla sin ascensos.

Veamos algunos ejemplos de cémo funciona el algoritmo de enderezamiento.

Ejemplo 3.50 Sea A\ = (2,1),

2[1]
3

t= = €y =

2 1 3 1
32

entonces A = {2,3} y B = {1}, pues tenemos que (1), (2 1) y (2 3 1) dejan a la tabla
sin ascensos ya que

;1\ 12\yt3:<321)2 1] 1]3]

ty = (2 1)

y los politablodes asociados son:

= (]. 2)€t
3 2
b

por tanto G4 = (1) — (2 1) 4+ (3 2 1), notemos que

(Gag)ler) =1)er—(21De;+(321)e, =0

2 1 1 3 1 2 3 2 1 3 2 3
B T T U
por lo tanto e, = —ey, + €, i.e. logramos expresar a e, como combinacion lineal de
politabloides estdndar.
Ejemplo 3.51 Sea
. 112 e 12 42 13 n 4 3
—4]3 “T71 3 1 3 1 2 1 2

el descenso se encuentra en el sequndo renglon, por tanto A = {4} y B = {2,3}, observamos

112 13

ty = (3 4)t =
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cuyos politabloides asociados son

_ 12 332 14 314
“ =734 1 4 3 2 1 2

_ 13 23 14 24
“s =9 g 1 4 2 3 1 3

entonces las permutaciones involucradas en los elementos de Garnir son (1), (3 4), (2 3 4),
por tanto

Gap=(1)—(34)+(234)
ademdas por ser una cantidad pequena de permutaciones involucradas es posible visualizar
que G4 pe; = 0, este hecho se demostrard mds adelante, mientras tanto verifiguémoslo en
nuestro ejemplo.

. _ 12 42 13 43
ABC =3 1 3 4 2 1 2
12,32 14 314
34 "1 4 "3 2 1 2
,13 23 14,21
"2 4 1 4 2 3 1 3

:et—€t2+€t3:()

Observemos que la dltima expresion nos dice que e; = ey, — €y,.

Pensemos todo el proceso en términos de las tablas que representan, es decir en lugar
de trabajar con los politabloides pensemos en la tabla a la cual estdn asociados, aunque ya
hemos realizado las cuentas pensemos por un momento que no, partimos entonces de la tabla

112
3

t =

al considerar las permutaciones que dejan a la tabla sin ascensos se tendria que

112 12 113
413 314 24

Con este proceso podemos observar que bastan los politabloides asociados a tablas estan-
dar, ademds en el ejemplo es posible ver que el proceso se complica si n crece y es posible que
las tablas obtenidas aun tengan algin descenso, usaremos el abuso de notacién del ejemplo
anterior de considerar la tabla asociada en lugar de colocar todos los politabloides para pre-
sentar un ejemplo con n méas grande, en el cual el proceso sea mds largo a fin de esclarecer
como proceder a quitar los descensos que surgan y poder visualizar el politabloide expresado
en términos de politabloides asociados a tablas estdandar.
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Ejemplo 3.52 Sea

1]2]3]
t=[5[4
6

el descenso estd en el seqgundo renglon por tanto consideramos A = {5,6} y B = {2,4}, las
permutaciones que mantienen a la tabla sin ascensos son

(1), (45), (245), (465), (2465), (25)(46),

entonces
GA,BZ(1)—(45)+(245)+(465)—(2465)+(2 5)(4 6)

y por lo tanto

1[23] [1[2]3] [1]4]3] [1][2]3] [1]4]3] [1][5][3]
4] =[4]5] —|2]5] ~—[4]6] +[2]6] —[2]6 (3.4)
6 6 6 5 5 4

Entonces eliminamos el descenso en el seqgundo renglon, pero la expresion queda en tablas
que no son aun todas estandar, por tanto repetimos el proceso ahora en la sequnda, cuarta y
quinta tabla.

1[4]3] [1[3]4] [1]3]5]
215 =25 —-[2]4
6 6 6
1[4]3] [1[3]4] [1]3]6]
216 =126 —-[2]4
5 5 5
1]5[3] [1[3]5] |[1]3]6]
216 =126 —-[2]5
4 4 4

Sustituyendo por la tabla correspondiente en la expresion 3.4 toda la informacion se
tendria que t si queda expresada en términos de tablas estandar y por lo tanto los politabloides
provienen de tablas estdndar.

Probemos ahora el resultado observado en los ejemplos.
Proposicién 3.53 Seant € Ty, A\Fn y Gap un elemento Garnir asociado, entonces
C{&Bet::O.

Demostracién. Consideremos Y sgn(o)o{t}, donde S, p denota las permutaciones
o€SauB
de los elementos en A y B que dejan a la tabla sin ascensos en A U B Para toda o € 5,,, los

elementos involucrados en el descenso, digamos a, b, se tiene que (a b) es una transposicién
tal que o{t} = (a b)o{t}.
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Por un lado se tiene que

sgn((a b)o)(a b)o{t} = —sgn(o)(a b)o{t}

y por otro lado se tiene que

sgn(o)o{t} = sgn(o)(a b)o{t},

al ser ambos sumandos de G4 p éstos se anulan.
Ahora consideremos la igualdad

> sgn(o)of{ty =) > sgn(ro)ro{t},

O'ESAUB ™ O'GCt

tomando 7 tal que las columnas quedan ordenadas de modo descendente obtenemos nueva-
mente a (G4 p)e;, por tanto

> sgn(ro)mo{ty = sgn(m)w (Z sgn(a)a{t}> — (Gap)es = 0.

7 oeCy T oceCy

Corolario 3.54 Dadat € Ty, para todo elemento de Garnir asociado a un descenso siempre
se obtiene la expresion

donde la suma anterior se realiza considerando todas las 7 tales que dejan a la tabla sin
ascensos.

|
Demostracién. Este resultado se da por la proposicién 3.53, pues basta recordar que en la

expresion
(Z 5gn(7r)7r> e, =0

las permutaciones que estamos considerando en la suma son aquellas que dejan a la tabla
sin ascensos y una de ellas es la identidad, entonces

(Z sgn(w)w) e = ((1) + Z 8gﬂ(7r)7r> e =0

T T#e

por lo tanto
e = — Z sgn(m)eny.
TH#E

[ ]

Hasta este momento hemos usado la relaciéon de equivalencia por renglones casi todo el
tiempo y dejamos de lado la equivalencia por columnas, para probar que el conjunto de
politabloides asociados a una tabla estdndar genera es necesario darle orden a los tabloides
por columna, que serd andlogo al usado en tabloides por renglén y el Lema de Dominancia
seguird siendo valido con sus respectivos cambios, veamos cudles son esos cambios.
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Definicién 3.55 Sean t € T\ y [t] un tabloide asociado, definimos [t'] como el tabloide
formado por los elementos menores 6 iguales a i en [t]. En caso de que en [t'] sea tal que no
ezrista un elemento menor en alguna columna se asignard un cero para indicarlo.

112

Ejemplo 3.56 Sea s = 1

entonces [s] = entonces los tabloides que podemos

112
314

formar son:
st=[1] & =|1]2]

s |12 4 |1]2
314

Definicién 3.57 Sea t € T\ y [t| un tabloide asociado, al conjunto de composiciones que

se pueden formar para [t] lo llamaremos la lista de composiciones y a cada sucesion la de-

notaremos por A = (\', ..., \*) donde cada \' corresponde a la composicion que describe la
forma del tabloide [t'].

Ejemplo 3.58 Retomando el ejemplo 3.56
Nl = (170) N2 = (17 1)
pt=(2,1) p'=(22)

Definicién 3.59 Sean [t1] y [ta] tabloides con composiciones A y M respectivamente, dire-
mos que A domina a M (A w» M) si X' > u* para toda i.

Lema 3.60 (De dominancia para columnas) Si k < y k aparece en alguna columna a
la derecha de la columna donde aparece l, entonces

1] < (k DE).

Demostracion. Esta prueba es andloga a la realizada para el lema de dominancia por
renglones. Sean A = (A\,... \*) y M = (u!,..., ") composiciones asociadas a [t] y a (k
[)[t], con k en la columna 7 y [ en la columna ¢. Para i < k y para | < i se tiene que las
composiciones son iguales pues ningtin elemento ha sido permutado por tanto A\’ es igual
a p'. Ahora si k < i < [ tenemos que en )\ la entrada k estd en r mientras que en u’ se
encuentra en ¢, de modo que p' es igual a A\’ con la parte de ¢ aumentada en 1 y la parte
de r disminuida en 1, como k se encuentra en alguna columna a la derecha de la columna
en donde se encuentra [ en [t], esto significa que r < ¢, de modo que \* < p’ por lo tanto
] S (kD] m

Teorema 3.61 El conjunto
{et |t € T\ — estandar} (3.5)

genera a S™.
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Demostraciéon. Realizaremos esta prueba por induccién sobre las clases de equivalencia.
Primero recordemos que por el Lema del Signo (ver 3.17) podemos tomar una tabla con
columnas crecientes, pues cualesquiera dos politabloides que provienen de tabloides en la
misma clase de equivalencia por columnas son multiplos escalares uno del otro, de modo en
lugar de trabajar con todo el conjunto de politabloides, vamos a trabajar con un conjunto
que contiene a un representante de cada clase de equivalencia por columna.

El paso base consiste en considerar una tabla ty, que serd obtenida de llenar la primera
columna de arriba hacia abajo con los valores de 1 hasta n, luego tomaremos la segunda
columna y llenaremos comenzando con n + 1, de este modo obtenemos una tabla estdndar y
es el elemento méximo con el orden de dominancia.

Nuestra hipétesis de induccién serd suponer que dada cualquier otra tabla ¢; tal que
[t1] > [t] estd en el generado, demostremos que [t] también estard en el generado. Sit es
estdndar no hay algo por hacer, pues t ya estd en el generado. Si no, entonces hay un
descenso. Digamos sin pérdida de generalidad que las columnas j y la j + 1 — ésima columna
son las involucradas en el descenso de modo que en al menos un lugar de la tabla se presenta
la siguiente situacién

by
ap | by
a
con b, < a,.
Ahora consideramos los conjuntos A = {a,,...,a,} y B = {b1,...,b,}, el elemento de

Garnir asociado resulta G4 p = > sgn(m)m, de modo que por el corolario 3.54 tenemos la

expresion
e = — Z sgn(m)en (3.6)
TH#E
Sin embargo como b; < ... < b, < a, < ... < a,, pues estamos considerando tablas

con columnas ordenadas de modo decreciente, esto implica, por el Lema de Dominancia por
Columnas (ver lema 3.60) que para toda m # € se tiene [7t] >> [¢] por lo tanto los tanto los
términos de la derecha en la igualdad 3.6 estdn en el generado y por lo tanto e; estd en el
generado. m

En resumen, lo que hemos logrado hasta este punto es, si denotamos por f* a la cantidad
de X tablas estdandar, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 3.62 Sea \ una particion, entonces:

1. {e; | t € T\ — estandar} es una base para S*,
2. dim(S*) = f* v,
3. S (fM2=nl

AFn
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Demostracion.
1. Este resultado se obtiene por el teorema 3.61 y la proposicion 3.46.

2. Si f* es la cantidad de ) tablas estdndar, entonces por la parte uno de este teorema
dim(S*) = f>.

3. Aplicando la proposicién 1.78 de la seccién 1.4 a nuestra situacién tenemos que cada
representacion irreducible de S, aparece en C[S,] con multiplicidad igual a su dimen-

sién, de este modo se tiene que C[S,] = @@ f*S*y tomando dimensién de ambos lados
AFn

ST =3 Pdim(SY) = 1S, = n!

AFn AFn

obtenemos

3.3 La Representacion Natural de Young

Las matrices para el médulo S* en la base estdndar forman lo que se conoce como Repre-
sentacién Natural de Young. En esta seccion el objetivo es mostrar cémo se obtienen estos
arreglos. Para lograr esto notemos que basta con obtener las matrices de representacién
asociadas a las transposiciones de la forma (k k + 1) para k = 1,...,n — 1 ya que éstas
generan al grupo simétrico, por tanto queremos obtener la expresion de e; al aplicarle la
transposicién (k k + 1), esto da pie a tres casos:

1. Si ky k+ 1 estdn en la misma columna, entonces (k k + 1) € C; entonces

(k’ k + 1)615 = —€¢

2. Si ky k+ 1 estdn en el mismo renglén deben encontrarse uno junto al otro entonces
la tabla (k k + 1)t tiene un descenso en el renglén en el que se encuentren k y k + 1,
por tanto debemos usar los elementos Garnir para escribir al politabloide asociado en
términos de politabloides estdndar, de ese modo si hay m tablas estdndar ¢y,...,t,,
obtendremos

(kk+1)ey, =€, ey, o0, ey, Tey,.

3. Sikyk+1 estdn en una columna y en un renglén distinto, entonces la tabla t' = (k
k + 1)t es estandar y asf
ev = e ke = (B K+ 1er.

Esto sucede ya que permutar estos dos elementos en la tabla no produce ascensos ni
descensos, las entradas que se encuentran a la izquierda y encima de k+ 1 son menores
que k41 y ninguna de ellas es k£ por lo tanto son menos que k, de modo similar, todas
las entradas que se encuentran a la derecha y por debajo de k£ son mayores que k y
k + 1 no se encuentra entre ellos, por lo tanto son mayores que k£ + 1 de modo que la
tabla t' es estandar.
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Por comodidad y para evitar confusiones consideraremos la base del médulo Specht or-
denada, es decir {es,,..., e, } donde [t;] > [t;] si i < j, de modo que la primera columna
sera aquella asociada a (k k + 1)e;, y asi sucesivamente.

Ejemplo 3.63 Trabajemos con Sz, tenemos las particiones A = (13), A = (2,1) y A = (3).
Las transposiciones que debemos considerar son (1 2) y (2 3). Empecemos con la particion
A = (13), en este caso el mddulo specht S tiene dimension uno pues la inica tabla estdndar
que se obtiene es

1
t =2
3

Por tanto surgen tres matrices, como el mdédulo Specht asociado tiene dimension uno entonces
las matrices son de 1 X 1 por tanto obtenemos

Evaluando en la permutacion (1 2) tenemos que

X((12) = [-1]
dado que (1 2)e,, = —ey, y resulta igual la evaluacion en la permutacion (2 3) ya que (2
3)ey, = —ey, de modo que
X((23)) = [-1].
Continuemos con la particion A = (2,1), en este caso tenemos los llenados
11]3] 11]2]

de modo que la dimension del mddulo Specht asociado es dos, por lo que las tres matrices
asociadas son de dimension 2 X 2, por el hecho de ser representacion se tiene que X () = Is.
Calculemos ahora la matriz que se obtiene para la permutacion (1 2) :

2
1

a2t = 21305 (129, = —a,

esto nos proporciona la primer columna de la matriz de representacion, ast

-3

2
3
descenso en el primer renglon, lo que nos lleva al seqgundo caso, por tanto debemos usar los
elementos Garnir, consideremos A = {2,3} y B = {1}, las permutaciones que actian sobre
(1 2)ty dejando las columnas crecientes son (2 1) y (3 2 1) por lo tanto el elemento Garnir
es Gap=(1)—(21)4 (3 21), por la proposicion 3.53 se tiene que

(Ga)eq o) = (e oy, — (1 2)eq 2, + (3 2 1)e 2, = 0

4 1 .
Por otra parte para ty tenemos que se obtiene la tabla (1 2)ty = ‘, la cual tiene un
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de modo que
(1 2)€t2 = €t — (3 2 1)6(1 2)tas

ademdas observemos que

(321)ey, = (321) { 2 1 _g 1 ]

3

1 3 2 3
2 L

etl - )

1 3 2 3
2 1
entonces se obtiene la expresion

(1 2)€t2 = €t2 — (3 2 1)6(1 2)to = €t2 — etl

como habiamos comentado anteriormente, por lo que podemos completar la matriz de repre-
sentacion

xan =y

Obtener la matriz asociada a (2 3) es mds sencillo ya que 2 y 3 no estan en el mismo
renglon ni en la misma columna, basta observar que (2 3)t; = ta y (2 3)te = t1 por tanto

xe-|] -

Por dltimo debemos considerar la particion \ = (3), al igual que en el primer caso sélo

tenemos una tabla estandar dada por t; = Yy

X((12)=X((23)=X(e) =[1
ya que (2 3)er, = ey y (1 2)er, = ey
Ejemplo 3.64 Construyamos algunas matrices de representacion para S, para esto debe-
mos considerar A = (15), A = (3,2), A = (3,1,1), A = (2,13), A = (4,1), A = (22,1) y las

transposiciones (1 2), (2 3), (3 4) y (4 5). Realizaremos sélo algunos casos.
Para \ = (1°) existe sélo una tabla estandar, por lo tanto

y como todas las elementos estan en una misma columna se tiene que
X((12)) = X((23) = X((34) = X((45)) = [-1].

Para X\ = (3,2) hay cinco tablas estindar

tlzé 5\’752:124\ ;)25\ 1

w

[\]
S
AN
[\
w
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por lo que la matriz de representacion asociada a X ((1 2)) tendrd tamano 5 x 5, debemos
hacer cédlculos para saber la asignacion en cada una de las columnas.

Para obtener la primera y sequnda columna debemos obtener (1 2)e;, y (1 2)ey,, en ambos
casos resulta ser negativo pues (1 2) € Cy, y (1 2) € Cy,, por lo tanto hasta el momento
sabemos que la matriz de representacion se ve como:

-1 0 7 77
o -1 7?7 77
X({(12)=(0 o0 7 77
o o0 ?7 77
o o0 ?7 77
Para obtener la tercer columna debemos usar los elementos de Garnir pues
2]1]5]
(12)t3 = a1 .

Los conjuntos que debemos considerar son A = {2,3} y B = {1}, ast
G = (1) — (12) + (213),
por lo tanto

(Dea 2y — (1 2)eq oy + (21 3)eq 2 = 0
ets — (2 1 3)eq 26, = (1 2)ey,

Observamos que

(21 3)eq oy, = (211 3)

Por lo que
(]_ 2)6753 = €3 — €4y
de modo que obtenemos la asignacion para la tercera columna

-1 0 -1 77

0 -1 0 ? ?
X(12)y=1]0 o 1 ??
0 0 0 7?7
0 0 0 7?7

Usando el mismo método obtenemos la cuarta y la quinta columna, llegamos a las expresiones
(1 2)ey, = e, — e, y (1 2)ey, = e, — €4, por lo tanto podemos concluir que la matriz de
representacion es:

-1 0 -1 0 0

0 -1 0 -1 -1
X(@2)={0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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Para la particion X = (3,1%) se obtienen seis tablas estindar

1]4]5] 1[3]5] 1[3]4]
t1:2 ,t2:2 ,t3:2 ’
3 4 5
1]2]5] 1]2]4] 1]2]3]
ty=|3 s =3 it =

4 5 5

y consideremos construir la matriz de permutacion para (3 4), obsevando dénde se encuentran
estos elementos en las tablas resulta que solo desconocemos la tercera columna pues habrd
un descenso al aplicar la permutacion a ts, notemos que para ese caso Gap = (1) — (3 4),
por lo tanto (34)e;, = e, de modo que la matriz de representacion resulta

0 10 0 0 0]
100 0 0O
001 0 00
X4 =19 00 -1 0 0
000 0 01
000 0 1 0

Consideremos la particion \ = (4,1), hay cuatro tablas estandar

h:; 3\4\5\’752_21)) 2\4\5\’753: 1 2\3\5\7754: 112]3]4]

La representacion asociada a la permutacion (2 3) es

_— o O O

Finalmente construyamos la representacion para la particion A = (2,1,1,1) evaluada en la
permutacion (4 5), nuevamente debemos considerar cuatro tablas estdndar

1]5] 1]4] 1]3] 1]2]

2 2 2 3

tl_ 3 at2_ 3 7t3_ 4 7t4_ 4

4 ) 5) )

por lo que

01 0 O
10 0 O
X((45)) = 00 -1 0
00 0 -1

X. Estrada 69



Capitulo 3. La Regla de Young 3.4. La Regla de la Bifurcacién

3.4 La Regla de la Bifurcacion

Una ganancia de trabajar con tablas de Young es que serd més sencillo y claro visualizar lo
que sucede tanto con las representaciones inducidas como con las restringidas, el resultado
que exhibimos a continuacién, ademés de sorprender por la conexién entre tablas, muestra
la facilidad con la que podemos trabajar. Olvidémonos por un momento del llenado de la
tabla y trabajemos sélo con el diagrama.

Definicién 3.65 Sea A\ - n, consideremos el diagrama asociado X\, una esquina interior es
una entrada (i,7) en el diagrama tal que al retirarla queda un diagrama vdlido. De modo
andlogo definimos una esquina exterior como una entrada (i,j) tal que al anadirla se forma
un diagrama vélido.

Definicién 3.66 Denotaremos por \* al conjunto de los diagramos que sean obtenidos de
agregar una celda al diagrama asociado a \ y por A~ al conjunto de los diagramas obtenidos
de eliminar una celda al diagrama asociado a .

Ejemplo 3.67 Sea A\ = (4%,2,1) el diagrama asociado es

los diagramas que se pueden obtener anadiendo una celda son:

‘]

y colocando un tache a la celda que se elimina tendriamos que los diagramas que se
obtienen de eliminar una celda son:

X

Observacién 3.68 dim(S*) = > dim(S*"), esto sucede pues una base para S* estd dada
=

por{e; | t € T\ — estandar} y por ser estandar n estd al final de algin renglon, de modo que
st lo quitamos obtenemos una tabla estdndar tipo \~.

Notacién 3.69 Sean r1 < ry < ... < 1 los renglones que tienen una esquina interior, de-
notemos por \' al diagrama obtenido de remover la esquina interior del renglon r;, asimismo
sit € T\ conn en la esquina de algin r; entonces t'serd la tabla obtenida de remover a n,
de igual forma, {t'} serd el tabloide asociado a la tabla que surja de remover a n del renglén
1— ésimo.
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Teorema 3.70 Sea \ - n, entonces

L1g, s @ s,
rex—

S !
2. Tt §A SA .
fs, ,\'eel?+

Demostracién. Comencemos la prueba tomando una particién A con esquinas interiores en
los renglones 71, ...,7; y usemos la notacién mencionada. Lo que haremos para demostrar
el primer inciso del teorema es buscar una cadena de subespacios tales que

{0}=vhCcwnc..c=s5

y tales que para toda i € {0,...,k} cumplan que Vi~ 6N como S,_; — modulos, de este

Vi1
modo veremos que

v
g:,l Sr=V,2Vi, @ ( k ) = Vi1 @S)‘k
Vi1

y de igual forma L
Vi1 2 Vg @SN

y asf sucesivamente.

Comencemos tomando V; como el subespacio vectorial de S* generado por los politabloides
estandar e; tal que n aparece al final de alguno de los primeros ¢ renglones.

Sea {t} € {T*}, definimos 0; € Hom(M*, M*") como:

) = { 87 S

en cualquier otro caso

entonces 6; es un .S,,_1 — homomor fismo pues n queda fijo bajo la accién de S,,_;.

Sea t € Ty — estandar, supongamos que n estd en el renglén r;, sabemos que por ser ¢
estdndar n se encuentra en una esquina inferior, de modo que cualquier permutacién por
columna dejard a n en el renglén r; si y sélo si la permutacion fija a n y estas permutaciones
son precisamente las que aparecen en C,;. Para las permutaciones que muevan a n se tiene
que el sumando de e; correspondiente es enviado a cero bajo 6; por lo cual

bi(er) = 0,(C {t}) = 6, (Z sgn(w)w{t})

7eCy

= Z sgn(m)0;(m{t})

weCy

= Z sgn(m){t'} = e;.

7I'€Cti

Ahora cada politabloide estandar e, en S proviene de algin e; € M? siendo entonces
de la forma e; para alguna t € Ty — estandar por lo que todos los politabloides esténdar

X. Estrada 7]_



Capitulo 3. La Regla de Young 3.4. La Regla de la Bifurcacién

estdn en la imagen de 0;, ademads todos estos politabloides tienen a n en el 7 — ésimo renglén
por lo tanto todos estdn en su respectivo V;, esto nos permite concluir que 6;(V;) = S*'.
Finalmente debemos observar que si ¢ tiene a n en algiin renglén superior de r; se tiene que
0;(e;) = 0, esto significa que V;_1 C ker(#;), asf tiene sentido considerar la cadena:

{0} C ViNker(6;) C Vi C Vanker(hy) C ... C S (3.7)
como ker (0; |v,) = V; Nker(6;) entonces usando el primer teorema de Isomorfismo se tiene

Vi

Wrmkartay ~ 00 =57

esto en términos de dimensiones nos dice que

dim (Vzﬂk—er(&)) = dim (0;(V;)) = dim(S"),

sin embargo por la igualdad presentada en 3.68 tenemos que las dimensiones de los cocientes
suman la dimensién de S*, entonces en la cadena 3.7 no hay lugar para insertar mss médulos
extra, de modo que la contencién V;N ker(6;) C V;_; debe ser una igualdad, por lo tanto

V;' o V; ﬁ'S)‘i
Vi, Vi Nker(6;)

y asf probamos la primera parte del teorema.

Para la segunda parte usaremos el conocido resultado de representaciones de grupos
llamado reciprocidad de Frobenius (ver 1.85). Denotemos por x> el cardcter de S*, entonces
Tg:“ SA =S N con N corriendo en todas las particiones de n+1. Analicemos el producto

X
interno con S*,
Sn Sn
Cu = <Tsn“ XA,X”> = <XA; Le x“>
[ Z ! . .
= < X7, X > (usando el primer inciso del teorema)
WEN

entonces ¢, = 1 si y s6lo si A = ' para alguna p'correspondiente a un diagrama en el
conjunto 1~ y de modo equivalente, si A = A’ se tiene que ¢, = 1 y 0 en cualquier otro
caso, de aqui se concluye que hay exactamente una copia de cada S con X € At en la
representacién inducida. m

Ejemplo 3.71 Trabajemos con A\ = (3,2%) = 7 cuyo diagrama de Young asociado es
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entonces los diagramas que pueden ser obtenidos de agregar una celda son:

[ |

)\+: ) )

(47 22)7 (3272)7 @2271)
ast 155 SB2) = 542 @ 532 @ 56

(23), (3,2,1)

por lo tanto lgg 5322 — g(2%) P SsG21,

3.5 Descomponiendo a M"

Aun quedan algunas preguntas por contestar respecto al espacio en el que hemos estado
trabajando, una de ellas es la descomposiciéon de M*, ahora nos centraremos en conocer la
multiplicidad de S* en M*, para ello definiremos un nuevo tipo de tablas, con las cuales
trabajaremos en esta seccion.

Definicién 3.72 Una tabla de Young generalizada tipo A\, es un diagrama de Young tal que
permite entradas repetidas.

Por el momento y con el fin de explorar este tipo de tablas bajo ciertas condiciones,
no nos interesa el orden de las entradas de los renglones y columnas, sin embargo como
tal vez se sospeche, més adelante las tablas que nos podrian ser de utilidad serdn aquellas
cuyos reglones y columnas sean no decrecientes, esta sospecha resulta bastante acertada,
sin embrargo habrd que tomar en cuenta algunas condiciones, pues en este caso estamos
manejando tablas con entradas repetidas, asi pues, habrd que pedir algunas condiciones
nuevas.

Ejemplo 3.73 T = ?) 1 ‘, es una tabla generalizada de tipo \ = (3,2).

Definicién 3.74 Dada T una tabla de Young generalizada, el contenido de T es una com-
posicion pn = (1, ..., fbm) donde cada p; denotard la cantidad de elementos i que aparecen
enT.

Usando el ejemplo 3.73 tenemos que T" es de tipo A = (3,2) y contenido p = (2,1,2), la
primera observacién que debemos hacer es notar el hecho de que ambas resultan composi-
ciones de n, de aqui que podamos considerar con mayor naturalidad el conjunto:

T, =A{T | T es de tipo X\ y contenido p} .

X. Estrada 73



Capitulo 3. La Regla de Young 3.5. Descomponiendo a M*

El espacio que vamos a considerar en primer lugar es C[7,,], lo valioso de este espacio es
el hecho de obtener una construccién con la cual es posible ver que dicho espacio resulta
isomorfo a M*, sin embargo, antes de comenzar dicha construccién haremos un ejemplo
donde mostremos el modo en que manejaremos a los elementos de 7,,, para ello es necesario
definir la forma en que obtendremos las tablas generalizadas, a partir de una funcién, que
nos servird para mostrar que es posible obtener siempre una tabla de tipo A cuyo contenido
sea [i.

Definicién 3.75 Sean A F n, t € Ty y {s} un tabloide asociado a una particion p, tal
que i es particion de n no necesariamente distinta a A. La funcion evaluacion Tiq(t) :
{1,...,n} = {1,...,n} se denfine como

Tisy(t)(1) = k sii se encuentra en el renglon k del tabloide {s} (3.8)

y Trsy(t) serd la tabla generalizada que se obtiene de t sustituyendo cada entrada i de t por
T3 (t)(i). De modo que T (t) serd una tabla del mismo tipo que t. A esta tabla t se le
llamard tabla de referencia.

1]2
Ejemplo 3.76 Sean A\ = (2,2,2) una particion fija, t = 3 | 4 | una tabla de referencia y
516

{s} € M* con u=(3,3),

5 2 06
s=—1 13 vl = Ti53(3) | Tis3(4) | =] 2

y el contenido de Trqy(t) es p=(3,3).

Sean A F n, t € Ty y {s} un tabloide asociado a una particién p lacorrespondencia
presentada en 3.8 es biyectiva, por una parte es suprayectiva pues dada una tabla generalizada
de tipo A y de contenido pu, basta definir {s} de modo que tenga la cantidad correcta de
elementos en cada renglén y esto se puede hacer pues tanto A como p son particiones de n y
ademads es inyectiva pues dadas dos tablas generalizadas que sean iguales y creadas a partir
de una tabla t fija, entonces los valores de la tabla generalizada nos dicen que provienen de
tabloides que se encuentran en la misma clase de equivalencia por renglones.

Ahora bien, es posible crear espacios vectoriales a partir de 7,,, dado este conjunto
obtenemos C|[7,,|. Anteriormente dijimos que nuestro propésito serfa dar un isomorfismo
entre C[7,,] y M*, pues bien, empezaremos por darle una estructura de S,, —mddulo a C[7,,,]
de modo que podamos conectarla con la accién de M*. Aunque la idea es relativamente
sencilla, es complicado visualizar que la accién resulta bastante natural si consideramos
formalizar este punto antes de verlo en algin ejemplo, por esa razén daremos un ejemplo en
el cual sea posible ilustrar el modo en que funcionars y después formalizaremos el resultado.
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1[2]3] v e
Ejemplo 3.77 Sean A\ = (3,2,1),t =4 | 5 la tabla de referencia y {s} = T 5 3
6

con {s} € M®®. Ahora podemos obtener a Ty (t)

42 5 T [TR)[TB)] [2]1]2
=73 =T =174 | T06) =

—_
—_

Tenemos una particion suficientemente grande para que nos permita jugar un poco mds con
las condiciones que hemos de imponer at y a {s}, por ejemplo, sea ™ = (1 4 6) consideremos

412]3]
como tabla de referencia a 7t = 6 | 5 , esta tabla mo resulta estandar, construyamos
1
T(sy(mt) con el mismo tabloide que anteriormente usamos, ast tendriamos
13 5 T4)[T2) | T3 | 1]1]2]
T(1) 2

lo que obtuvimos no es mds que una permutacion de las entradas de la tabla generalizada

previa y tiene sentido pues lo que hicimos fue evaluar a Tis)(7t) en valores permutados de t.

Ahora vamos a considerar una permutacion actuando en {s}, por ejemplo tomemos 7! =

T 5 5 1[2]3]
(164) e Sg, sea {m's} =61 5 el tabloide que usaremos yt = 4 | 5 , de este
_— 6
modo obtenemos
T 5 & T [T2)|[TE)] [1]1]2]
{7T718} = m = T{ﬂ—ls}(t) = T(4) T<5) =21
_ T(6) 2

De modo que Tir-15(t) = Ty (7).

Ahora ya podemos formalizar lo que vimos, partimos buscando el modo de definir una
accion sobre las tablas generalizadas, es decir el conjunto 7y, el ejemplo sugiere que ademds
es posible definirla en términos de la tabla de referencia o del tabloide que estemos usando,
con esta idea en mente definamos la accién que hemos estado buscando.

Definicién 3.78 Sean A, i = n no necesariamente iguales, t una tabla de referencia y {s}
un tabloide de tipo ju . Definimos la accion de m en Ty (t) como

Sn X 7;\# — 7;\#
WT{S}(t) — T{ﬂ-s} (t)
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Entonces dada 7 € S,,, lo que estd haciendo nuestra accién en {s} es permutar la entrada
i por la entrada i y la accién en 7y, se ve reflejada como mover a Ty, (i) a la posicién de
mTis ().

Ahora procedamos a probar que T (t) = Tiq (7 't), esto lo realizamos como sigue:

Tz (i) es el nimero de renglén en el que i se encuentra en m{s}
que es el nimero de renglén en el que se encuentra = (i) en {s}

es decir Ty (™ 14).

Como esto sucede siempre, no importa cual sea nuestra tabla de referencia. Bajo esta
accién en 7y, se obtiene que C[7,,] ~ M" como S,, — médulos, por lo tanto hemos probado
el siguiente teorema.

Teorema 3.79 Sea A\ n fija, entonces C[T,,] = M* como S,— mddulos.

Antes de continuar definamos lo que serén las clases de equivalencias por renglones y por
columnas en las tablas de Young generalizadas.

Definicién 3.80 Sea T una tabla generalizada, definimos la clase de equivalencia por ren-
glones de T' como todos los tabloides cuyos renglones tengan los mismos elementos que T y
ésta serd denotada por {T}. Andlogamente definimos la clase de equivalencia por columnas
de T'" como todos los tabloides cuyas columnas tengan los mismos elementos que T y serd
denotada por [T)].

El siguiente paso es construir un homomorfismo QT{S}(t) - M — C[7),), sin embargo
usando lo que probamos en el teorema 3.79, este homomorfismo de hecho lo podemos ver
como GT{S}(t) : M* — M*, lo primero que haremos serd definirlo para el tabloide asociado
a la tabla de referencia como sigue.

Notacién 3.81 Sean A y p b n no necesariamente iguales, t € Ty, {s} € {T*}, a la imagen
de Or,,, ) aplicada a {t} la denotaremos como

Or,0{t) = > S

Se{Tys (1)}

Hagamos un ejemplo con lo que tenemos hasta este punto.

2[3]

Ejemplo 3.82 Retomando el ejemplo 3.77, tenemos A = (3,2,1), t = nuestra

Ob‘qk)—\
Ot

, con {s} € MB3. De modo que

tabla de referencia y {s} = m

T |T2) |TB) | [2]1]2]
Ty (t) = T(4) | T(5) =

—_
—_
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Ahora debemos obtener

de modo que

1 2 2
2

Ahora extendemos el homomorfismo a todo M*, como es un médulo ciclico es generado
por cualquier tabloide, en particular es generado por {t} y la accién de C[S,,] de modo que
cualquier otro elemento de M* es de la forma 7{t} para algin 7 € S,,, en base a esto surge
la siguiente definicién.

A partir de ahora siempre que usemos la notacién T (t) daremos por hecho que nos
estamos refiriendo a la tabla generalizada asociada a {s} y a una tabla de referencia ¢, cuyas
particiones son i y A respectivamente donde estas particiones de n no son necesariamente
iguales.

Definicién 3.83 Sea 7 € S,, entonces definimos

GT{S}(t)(W{t}) = 7T@T{L‘;}('f)({t}) = Z TS,

SE{T{S}(ﬂ't)}

Ejemplo 3.84 Continuando con el ejemplo 3.82 se tiene que si consideramos m = (1 4 6) y
evaluamos en w{t} entonces

4 2 3
HT{S}(t) (W{t}) = QT{S}(t) 6 5
1
2 1 2 1 2 2 2 21
—(146) 1T 1  +(146)1 1 +(146)2 1
2 2 1

2 1 2 2 2 2 2 2 2
= 2 1 + 1 1 + 2 1

I T N

Para retomar nuestro camino debemos recordar que a nosotros nos interesa saber cémo
es M* en términos de los submédulos irreducibles S*, por lo que necesitamos entender qué
pasa con S* en M*, asf pues, dado que el mapeo anterior es un isomorfismo, el modo mas
natural de obtener los elementos es considerando la restriccién a S*, es decir, dada ¢ una
tabla de referencia y {s} un tabloide asociados a A, y respectivamente, vamos a considerar

aT{S}(t)({t}) = eT{S}(t) is2-({2})- (3.9)
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Observacién 3.85 Sea t la tabla de referencia, si Tis(t) € T\, entonces si buscamos un
mapeo que cumpla 3.9 gT{S}(t) € Hom(S*, M*), tendriamos lo siguiente:

gT{s}(t)(et) = gT{s}(t)(C;{t} GT{ 3t (Z sgn(m W{t})

TECE

= (Z sgn(ﬂ)ﬂ) Oro{th=C | > T

TEet Tie{Tis3 (1)}

=, Z CrT;

T e{Ts3 (1)}

Esto motiva que surga una prequnta bastante til para nuestros propositos jcudndo sucede
que Cy Sisy(t) =07 La cual se responde con la siguiente proposicion.

Proposicién 3.86 Sean Tiq(t) € T, entonces C; Ty (t) = 0 si y sélo si Ty (t) tiene dos
elementos iguales en alguna columna.

Demostracién. =) Si C; T, (t) = 0 entonces

Tisy(t —i—ngn (T (1) =0
e

de modo que T, (t) = 15 (t) p.a. ™ € Cy con sgn(m) = —1, entonces Tiqy(t) = 714 (1),
esto significa que cualesquiera dos elementos a y b que corresponden a un ciclo no trivial de
7 cumplen que T (t)(a) = T (t)(b) y por tanto estdn en la misma columna.

<) Si T (t)(a) = T(s(t)(b) se encuentran en la misma columna en T4 (t) entonces
(1—(a b)) es factor de C; por la proposicién 3.16, entonces si (1 — (a b))} (t) = 0 entonces
C; =0 por lo tanto C; T(1(t) = 0. m

: 1]2]3] 1 25 1[1]2
Ejemplo 3.87 Seant = s y{s}—ﬁ entonces Tiq(t) = 51T )

Ci T (1) = (1) — (14) — (25) + (14)(25)) ; 1 2‘)

1]1]2] [2]1]2] [1]1]2] [2]1]2]
= - - +
21 1)1 21 1]1

=0

Esto significa que podemos eliminar ciertos elementos gT{S}(t) y sélo trabajar con lo que
vendria a ser el equivalente a las tablas estdndar, esto da pie a nuestra siguiente seccién
donde se presentan las tablas que nos ayudardn a demostrar lo que queremos.
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3.6 Una base semi estandar para Hom(S*, M*)

En esta seccién esta dedicada a exhibir al conjunto que servird como base para Hom(S*, M*),
antes necesitamos definir cierto tipo de tablas que resultan un caso particular de las tablas
generalizadas.

Definicién 3.88 Decimos que T (t) € T, es una tabla de Young generalizada semi es-
tandar si sus renglones son no decrecientes y sus columnas son estrictamente crecientes,
denotaremos por ’]:\(L a el conjunto de tablas semi estdndar tipo \ y contenido .

Esta seccion estd dedicada a probar que el conjunto {gT{s}(t) | Tysy(t) € T)),} es una base
para Hom(S*, M*), la prueba en general tiene cierta semejanza al modo en que se prueba
que {e; | t € T\—estandar} es base para S, sin embargo no es del todo andlogo, como iremos
viendo habra que justificar algunos detalles. Al igual que antes necesitaremos definir cierto
orden para probar la independencia lineal y los elementos Garnir serdn usados nuevamente
para probar que el conjunto genera.

Ejemplo 3.89 Sean A = (3,2), t = i ? 3] y {s} 2151;1 entonces
1]2]1]
4 C . 4 1 2 4
no es una tabla generalizada semi estindar, sin embargo si tomamos {sy} =53 o
1[1]2] . -
tonces Tys,3(t) = 515 si es una tabla generalizada semi estdndar pues sus renglones

son no decrecientes y sus columnas son esctrictamente crecientes.
Teorema 3.90 El conjunto {01, | Tgs)(t) € T),} es una base para Hom(S*, M*).

Empecemos probando que el conjunto {gT{S}(t) | Ty (t) € T3),} es linealmente indepen-
diente, para ello necesitamos primero definir un orden en los tabloides por columna de las
tablas generalizadas.

Definicién 3.91 Sean \, it = n no necesariamente iguales, [Ts,y(t)] y [Tis,3(t)] dos tabloides
por columna con {s1} y{sa} € M" cuyas composiciones son p' y o' respectivamente. Diremos
que [T(s3 (1)) domina a [Ts,1(t)], lo cual serd denotando por ([Ts1(t)] & [Ts,3(t)]), si para
toda 1 se tiene que p' > o,

Ejemplo 3.92 Sean A = (3,2), {s1} 2324 y {s2} :¥ , entonces
1121 2111
T{Sl}(t) = 112 ‘ ) S{sz}<t) - 211 ‘
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entonces ‘ ‘
2111 1121
Tl =] 5|1 [ viseatol=| 1]
las composiciones para [Sis,y(t)] son pt = (2,0,1) y p* = (2,2,1) y para [Tisy(t)] serian
ol =1(0,2,1) y 0® = (2,2,1) por tanto [T(s,;3(t)] < [Sgsny ()]

Lema 3.93 (De Dominancia para Tablas Generalizadas) Sean k, | entradas de Ty (1)
que cumplen k < | y ademds k aparece en alguna columna a la izquierda de la columa en la
cual se encuentra | entonces

[Ty ()] & (k O[Ty ()]

Demostracién. Sean A"y p' las composiciones de [Ty (t)] v (k 1)[T15(t)] respectivamente,
digamos que k se encuentra en la columna r y [ en la columna ¢. Para i < k y [ <1 se tiene
que \' = i’ ya que no hemos permutado algin elemento. Si k < i < [ se tiene que en \° la
entrada k estd en ¢ mientras que en y' la entrada se encuentra en r, esto significa que A es
1¢ més la parte de ¢ aumentada en uno, entonces p’ < A\’ de modo que podemos concluir lo
que se pedia. m

Corolario 3.94 Si T, (t) es una tabla generalizada semi estandar y Ty (t) € {Tys (1)},
entonces [T} (t)] > [Tigs) (t)].

Proposicién 3.95 FEl conjunto {gT{S}(t) | Tysy(t) € T3} es independiente.

Demostracién. Dada Ty (t) € 7)), podemos construir el operador éT{S}(t) € Hom(S*, M*),
queremos que dada la coleccién de tablas distintas en 7)), T(s,y(t),. .., T} (t) entonces
los operadores gT{Sl}(t)v e ng{sm}(t) € Hom(S*, M*") son linealmente independientes con
A, = n y t la tabla de referencia tipo .

Lo primero que probaremos es que los elementos gT{sﬁ(t)(et), e >§T{Sm}(t)(et> € M* son
linealmente independientes y esto mostrard que la lista gT{si}(t) con i € {1,...m} es lin-
ealmente independiente pues de haber dependencia lineal entre estos operadores inmediata-
mente obtendriamos elementos linealmente dependientes, i.e {aT{Si}(t)(v) | i € {1,...m}}
serfa independiente para todo v € S*.

Por el corolario 3.94 tenemos que [Ty, (t)] > [S] para todo S en los sumandos de
Or,., ) ({t}) pues estamos suponiendo que T (t) son semi estdndar para toda ¢, ahora
las permutaciones de C; no alteran las clases de equivalencia por columna, de modo que
también se cumple que [Ty,,3(t)] & [S] para todos los sumandos S € Cy 07, ) ({t}), ademds
notemos que todos los [T{s,}(t)] son distintos pues las clases de equivalencia por columna no
pueden contener més de una tabla estdndar de modo que podemos aplicar la proposicién 3.45
(usada en la prueba sobre la independencia lineal del conjunto {e; | t € T\ — estandar}), ast
tenemos que Cy O, ¢ ({t}) = 0(e;) ya que son una coleccién de vectores en M* y para cada
uno de ellos podemos escoger un [17,,;(t)] es méximo y todos estos elementos son distintos,
de modo que el conjunto de gT{Si}(t)(et) es linealmente independiente. m
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Lema 3.96 Sea 0 € Hom(S*, M*). Notemos que
0(e:) = Z Co AT}
T,e{T:}

con t una tabla fija de tipo A donde T' = T, (t) e igualmente denotemos por Ty = T3 (t) y
T2 - T{sz}(t)

1. Sime CpyTy =nTy entonces Cy Ty = (sgn(m))Cy Ts.

2. Si T es una tabla tal que tiene elementos repetidos en alguna columna cumple que
C; Ty =0.

3. Si 0 # 0 entonces existe una tabla semi estandar Ty tal que CyTy # 0.

Demostracion.

1. Como 7 € C; entonces en general podemos decir que

m(0(er)) = O(nCy {t}) = O(sgn(m)Cy {t}) = sgn(m)f(e.)

sustituyendo (e;) = > C; {T;} se tiene que
TZE{Tl}

m Y Cr{T} = (0(er) = sgn(m)(B(er) = sgn(m) D Ci{Ti}

Ti E{Ti} Ti E{TL‘}

por hipétesis tenemos queT; = w15 de modo que sustituyendo se tiene

Z C; Ty = Z Cy Ty = sgn(m) Z C, Th

comparando los coeficientes del lado izquierdo ydel lado derecho se tiene que C; 17 =
sgn(m)Cy Ts.

2. Como hay elementos repetidos en alguna columa, existe (a b) € C; tal que (a b)T; = T7,
por el inciso 1 tenemos que C Ty = —C T} por lo tanto CT1 =0

3. Si O(e;) = 0 entonces O(er:) = 0 por lo tanto # = 0, de modo que debe existir al
menos un coeficiente de C; T, de modo que hay una tabla 7" tal que [T] es maximal
dentro del orden de dominancia por columnas, veamos que ademds podemos encontrar
una que sea semi estdndar, por la parte dos de este teorema sabemos que todas las
entradas por columna son distintas, ademds podemos acomodarlas de modo creciente
de modo que faltaria verificar que podemos obtener una que ademas tenga los renglones
crecientes para ello recurriremos a los elementos Garnir. Sea 7" una tabla maximal con
las columnas acomodadas de modo creciente y supongamos que tiene al menos un
descenso en algin renglén. Sean a;, b; € R los elementos involucrados en el descenso,
es decir, tal que a; > b; y a; aparece antes que b;, consideremos A = {a;,...,a,} y
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B = {by,...,b;} entonces G4 p = > sgn(m)m es el elemento de Garnir asociado y se
cumple que

Gap | Y C/AT}| = Gan(b(e)) = 6(Gap(er) = 6(0) =0

TZE{TZ}

Como T aparece en G4 g1' con coeficiente igual a uno se tiene que para cancelarla debe
existir una tabla 7" € 7,, tal que 7" # T'y 71" = T" para alguna 7 en los elementos
que conforman al elemento de Garnir, pero 7 intercambia a los elementos a y b por
tanto [T"] > [T] lo que es una contradiccién a que [T] es méximo, por lo tanto no hay
descensos en T' y de este modo cumple lo que se pedia.

[ |
Veamos un ejemplo para exhibir cémo funciona el lema anterior para eliminar las tablas
que nos sirven como base del espacio {07 | T' € 7)), }.

Ejemplo 3.97 Para ejemplificar el inciso uno consideremost = L 2 3 ‘, {s1} :%
y {s2} :% , usando esto tenemos que T} = ; ? L ‘ y Ty = ? ? ‘ , observe-

mos que m = (1 4) € C; cumple las hipdtesis requeridas en el sequndo inciso, finalmente
hagamos el cdlculo,

211

12 1] [2]2]1) 111¢+2 1]1
- B [2]2

CrTy = (1) — (14) — (32) + (14)(32) (112 1‘)

Crt= (1) - 1) - (32)+ (103 (1)

l2]2]1] [1]2]1] [2 11\+1 1]1
REE 21 [1]2 22

Para el inciso dos podemos usar el ejemplo 3.87.
Teorema 3.98 El conjunto {ET{S}@) | Ty (t) € T}),} genera a Hom(S*, M*).

Demostracién. Tomemos § € Hom(S*, M*) y de nuevo escribamos

Ole) = > C AT} (3.10)

TiE{Ti}
y T'=Ti(?)
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Vamos a empecemos por definir Ly como el conjunto de aquellas tablas semi estdndar gen-

eralizadas S tales que [S] < [T] para alguna T" que aparezca en lasuma 0(e;) = > C; {T;}
Tie{T;

con coeficiente distinto de cero, a este orden se le llama el menor orden ideal ge{rle]l;ado por
T en la suma. Probaremos el enunciado por induccién sobre el orden de este ideal.

Si |Lg| = 0 entonces 6 debe ser el mapeo nulo, esto sucede pues el lema 3 muestra que si
f no es el mapeo nulo entonces al menos existe una tabla semi estdndar T que aparece en la
suma y tal que 7" € Ly y el mapeo nulo estd contenido en cualquier generado.

Si|Lg| # 0 entonces en la igualdad 3.10 podemos encontrar una tabla semiestdndar 7" tal
que C; T # 0. Nuevamente el lema 3 muestra que podemos tomar una tabla T tal que [T
sea maximal a lo largo de todos los sumandos en la suma. Ahora consideramos

0 =60 — Crlr

Probaremos que Ly \ T' = Ly, notemos que para toda S tal que aparece en los sumandos
de O7(e;) se cumple que [S] < [T], como T es semi estdndar entonces [T es la mayor clase
de equivalencia en 07({t}), de modo que Ly debe estar contenido en Ly pues no podemos
introducir nuevos coeficientes distintos de cero.

El lema 3 también muestra que si [S] = [T] entonces C; S debe aparecer con el mismo
coeficiente en 0(e;) y C; TOr(e;), lo que significa que puede ser cancelado, como 7" es maximal
no hay nadie por arriba que pudiese estar contenido en el ideal por lo tanto T' ¢ Ly, por
induccién podemos concluir que @ esta contenido en el generado de 67 el cual estd generado
por una tabla semi estdndar por lo tanto # también debe estar generado por una tabla semi
estdndar. m

3.7 Coeficientes de Kostka y la Regla de Young

Ya hemos concluido la prueba respecto a que el conjunto {aT{s}(t) | Tysy(t) € Ty} es base
para Hom(S*, M*), como el médulo Specht es irreducible sabemos que la dimensién de este
espacio es igual a la multiplicidad de S* en M* y por otra parte sabemos que la dimensién es
la cantidad de elementos en la base, es decir, la cantidad de tablas semi estdndar generalizadas
de tipo A y contenido yu, a este nimero lo nombraremos como coeficientes de Kostka.

Definicién 3.99 Los coeficientes de Kostka se definen como Ky, =| T}, |

Hemos visto en el corolario 3.31 que hay una descomposicién de M* dada por M* =

A%}llrn,\ub”\, sabemos que @T{s}(t) | Try(t) € T} es base para Hom(S*, M*) asi que los
coeficientes de Kostka son estas multiplicidades, esto significa que la descomposicion de M*

puede reescribirse como M* = @ K,5*. De hecho, podemos ver que algunos coeficientes
A

son cero y obtener una férmula més especifica. Observemos que si A = p la multiplicidad es
uno, ya que el tinico modo de llenar p; entradas con el valor 7 en una tabla semi estandar de
tipo p es poner las i entradas en el ¢ — ésimo renglon.

Otra observacién que debemos hacer es que si A < p entonces K, = 0, esto sucede pues
se tiene que Ay +...+A; < pyp ...+ p; para alguna ¢ y por lo tanto podemos llenar todas las
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entradas con valor uno en los primeros ¢ renglones de A de modo que debemos tener al menos
una entrada repetida en alguna columna por tanto no hay tablas semi estdndar generalizadas
de tipo A y contenido p en este caso, por lo tanto podemos concluir como corolario de todo
lo realizado la llamada Regla de Young.

Teorema 3.100 (La Regla de Young) La multiplicidad de S en M* es igual a la cardi-
nalidad de Ty),
M =P K,

A>p
Veamos algunos casos en donde ejemplifiquemos las observaciones que realizamos.

Ejemplo 3.101 Supongamos que X\ = (n), para toda p tendriamos que A\ > 1 y en este caso
veremos que K, =1, el tipo de tabla es un renglon con n entradas y el contenido p nos da
una lista de nimeros con posibles repeticiones, hay una sola manera de ordenar estos valores
en una lista con orden no decreciente en un solo renglon por lo tanto Ky, = 1.

Ejemplo 3.102 Supongamos que que p = (1) y X > (1™), en este caso tenemos que el
tipo de tabla estd dada por \ y el contenido es (1) nos da una entrada por cada valor de
1,...,n, dentro de esta lista no hay repeticiones y por lo tanto cualquier tabla semi estandar
generalizada con contenido (17) es estdndar por lo tanto Kyqny = A, que habiamos definido
como la cantidad de tablas estdndar de tipo X\, por lo tanto se puede concluir que

M(ln) _ @f/\s)\’
A
pero también sabiamos que f* = dim(S*) por lo tanto cada mddulo irreducible de S,, aparece
tantas veces como su dimension, esto significa que M (") es la representacion reqular.

Ejemplo 3.103 Finalmente un ejemplo menos especifico, consideremos p = (3,2,1) 6, es
decir debemos buscar todas las particiones A tales que tengan tres valores uno, dos valores
dos y un valor tres y la otra condicion que debemos pedir es que X\ &> i, las cuales son:
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1[1]1
A=(3,21) =[2]2

3

1[1]1
A= (3,3) = 53

1[1]1]2]
A=(4,1,1) =2

3

A=(5,1) = 5 ,

2
A= (6) =|1[1][1]2]2]3]
Para esto debimos eliminar la particion A = (2,2,2) pues no domina a p y en el caso
1[1]1]3]
A = (4,1,1) en principio podriamos considerar el llenado | 2 , sin embargo esta
2

tabla no corresponde a una tabla semi estandar. Por lo tanto concluimos que

M(3’2’1) _ 3(3’2’1) D 5(3,2) D 8(4,1,1) D 25(472) D 25’(5,1) D 5(6)
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Capitulo 4

La correspondencia RSK

Ya hemos dado un conjunto que sirve de base para S* en la seccién anterior, sin embargo a
lo largo de la historia se han exhibido difrerentes modos de llegar al resultado sin salirnos
de nuestro lenguaje a base de tablas, en este capitulo exhibiremos una nueva forma de llegar
al resultado usando las tablas estdandar y el algoritmo de insercién o salto de renglén. El
objetivo es mostrar una biyeccién entre las permutaciones y los pares (s,t) donde s y t son
tablas estdndar del mismo tipo.

4.1 Salto de Renglén

Antes de exhibir la correspondencia necesitamos una nueva herramienta, hay que definir
dos operaciones, la primera de ellas es el salto de renglén también conocido como algoritmo
de insercién o algoritmo de RSK y como podremos apreciar en el ejemplo que daremos es
posible observar que el algoritmo es mads facil de ralizar que de presentar en general, la
segunda operacién es el procediemiento inverso, comencemos con el salto de renglén, este
proceso serd mostrado para tablas semi estdndar, sin embargo méds adelante veremos que
s6lo nos interesa aplicarlo a tablas estdndar. El proceso es como sigue:

Consideremos m € Z* y t € T\, A F n una tabla semi estdndar, denotemos por
Ri, Ry, ..., Ry los renglones de la tabla y por r;; a la entrada del renglén ¢ y entrada j.
Antes que nada nos fijamos en las entradas del primer renglén, si ry ; < m para todo j € N*
entonces procedemos a anadir una celda al final del primer renglén con el valor de m y ahi
terminarfa el algoritmo. De no ser asi, entonces m < r1; p.a. j € N*, como podria haber
repeticion de los 7 ;s lo que haremos serd tomar el primer valor donde la desigualdad se de
(leyendo la tabla de izquierda a derecha), de este modo tendremos ry ;1 < my m < r;; por
tanto vamos a colocar a m en el lugar de r; ;, de este modo si el primer renglén se ve como:

1 :’ T11 ‘ ‘ T1,j-1 ‘ 1,5 ‘ T1,5+1 ‘ ‘

al insertar el valor m se verd asi:

7"1:’7‘1,1 ‘ ...‘rl,j_l‘m‘r17j+1 ‘ ‘

iEntonces ya colocamos a m! Ahora debemos colocar a r;j, para ello repetirmos el
i j u 5 uev i
rocesor anterior, nos fijamos en el segundo renglén y de nuevo se nos presentan dos casos, s
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ra; < 71,; para toda i, entonces anadimos una celda al final del segundo renglén con el valor
de 71 ; y ahf termina el proceso, si no, entonces buscamos la primera entrada tal que ro; > 7y ;
y colocamos ahf el valor de r; ;. El proceso puede concluir de dos modos, o bien anadimos
una celda al final del renglén o bien vamos saltado de renglén en renglén insertando el valor
donde sea necesario y que al final queden k + 1 renglones, donde el iltimo renglén consiste
de una sola celda con el elemento que se quité del renglén anterior en el dltimo paso.

Notacién 4.1 Dada una tabla t, la tabla obtenida de insertar el valor m at la denotaremos
por (m — t).

1[2]2]5]
Ejemplo 4.2 Seat=|3|3|6 y vamos a insertar el valor 4, empezamos comparado
4177

a 4 con los elementos del primer renglon, de modo que debemos colocar al 4 en el lugar del
5 y asi obtenemos la tabla

1]2]2]4]
3[3]6
A[7]7

ahora colocamos el valor 5 en el seqgundo renglon

1[2]2]4]
315 ,
4177
continuando con el proceso se obtiene
1[2]2]4]
313|5
416 |7
y por dltimo tenemos
1]2]2]4]
313|5
4—t)= 16
7

Es importante notar que este procedimiento tiene un proceso inverso si conocemos el
iltimo valor agregado, es decir, dada una tabla podemos volver en nuestros pasos para
recuperar la tabla original.

Sea p € NT, el ultimo valor agregado, entonces p se encuentra el en renglén k — ésimo
6 en el (k+ 1) — ésimo, como no afecta al algoritmo, digamos que tiene k renglones, de
modo que p se encuentra en alguna esquina inferior, queremos colocar a p en el lugar que le
corresponde en el renglén (k — 1) — ésimo.

Tomamos el mayor j € N tal que p > ry_1, es decir leyendo la tabla de izquierda a
derecha colocamos a p en el dltimo lugar donde se de la desigualdad p > r,_; ; entonces p
ocupa el lugar de 751 ;.
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Ahora hay que colocar a ry_1 ; en el (k —2) — ésimo renglén de ¢ y hacemos el mismo
procedimiento, de este modo cuando lleguemos al renglén r;, el valor que de ahi obtenemos
lo ubicamos en la celda de r; y el valor que saquemos de r; es con el que se inicié y asi
recuperamos la tabla original. Veamos un ejemplo para dejar claro cémo funciona.

Ejemplo 4.3 Usando el ejemplo anterior tenemos que la tabla final es

1[2]2]4]

y_|3]3]5
41617
7

primero necesitamos acomodar a el 7 en el tercer renglon, el tultimo lugar donde sucede la
desigualdad estricta es en el sequndo lugar por lo tanto 7 ocupard el lugar de 6, entonces la
nueva tabla que queda es:

1[2]2]4]
3[3]5
AlT]7

repitiendo el procedimiento las siguientes tablas son:

1]2]2]4] 112]2]5]
3[6 —|3[3]6
A17]7 4177

y entonces el valor agregado que se agregd a la tabla original es 4.

4.2 Teorema de Simetria

En esta secciéon mostraremos la correspondencia buscada, la cual es llamada correspondencia
RSK 6 teorema de simetria, éste nos da una prueba biyectiva de la identidad

> () =nl

AFn

Observemos que esta identidad puede interpretarse de modo puramente combinatorio, dice
que el nimero elementos en S, es igual al nimero de pares de tablas estdndar de tipo A,
donde A\ F n. Usaremos los dos algoritmos que fueron presentados anteriormente, antes de
enunciar el teorema hace falta ver un par de obsevaciones.

Observacion 4.4 Sea t € T\ — estandar (semiestandar), si m no es alguna entrada de t,
entonces (t < m) es estandar (semiestandar).

Definicién 4.5 Diremos que una matriz con entradas (2 X n) posee el orden lexicogrifico si

. . ., \ . .
al comparar dos entradas consecutivas (;) 2 (;,) con (;) apareciendo primero en el arreglo
se tiene que 6 bieni <i 6i=1dyj<j'.
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Ahora vamos a considerar arreglos de (2 x n), i € {1,...,n} con el orden lexicogréfico,
este tipo de arreglos por inocentes que se puedan pensar son los que pondremos en corre-
spondencia con pares de tablas esténdar (s,t) y ésta es la correspondencia que buscamos.

Observacién 4.6 Considerando la notacion de permutacion dada por un arreglo de (2 xn),
éste conserva el orden lexicogrifico.

jAhora ya podemos exhibir la correspondencia RSK!

Teorema 4.7 (Teorema de Simetria) Erxiste una biyeccion, llamada la correspondencia RSK,
entre las permutaciones y tablas (s,t) estandar del mismo tipo, dicha biyeccion serd denotada
por

RSK
T (s,1).
Demostracién. Consideremos una permutacion, i.e. (1) (k) ) ademds
s

tomemos dos tablas sy y ty tal que sy contiene una celda con el valor de jy v £y una celda
con el valor de iy, entonces (sg,tg) = (, ), ahora vamos a aplicar a Sy el salto de
renglén en cada entrada insertando a 7(2), de modo que tengamos una tabla s; formada
por dos celdas, una con 7(1) y otra con 7(2), como estamos aplicando el salto de renglén
la tabla que se forma es estdndar, una vez que tengamos a s; crearemos a t; simplemente
anadiendo una celda, en este caso con el valor 2 de modo que las tablas sean del mismo
tipo, continuando de este modo el resultado en el k — ésimo paso serdn dos tablas estdandar
(Sk, tr) = (s,t) del mismo tipo. De este modo hemos asignado a la pareja m — (s,t). Ahora
vamos a mostrar cémo llegar a un arreglo de tipo (2 x k) a partir de dos tablas estdandar del
mismo tipo, para esto usaremos el procedimiento inverso al salto de renglén, ademés para
facilitar la visualizacién del resultado denotaremos por h;; y [;; la entrada ubicada en la
columna 7 renglén j de s y t respectivamente.

Sea (s,t) = (sg,tx) un par formado por dos tablas estdndar, queremos obtener el par
(sg—1,tx—1) y relacionarlo con el arreglo de tipo (2 x k), para ello vamos a considerar el valor
mds grande en la tabla t;, digamos que dicho valor se encuentra es la entrada [; ;, el cual,
debido a que estamos usando tablas estdndar, es k, pero que por el momento tomaremos
como ; ;, para empezar construiremos el arreglo de (2 x k) tal que en el primer renglén el
valor que coloquemos sea [; ;, ahora observemos que en la tabla s; existe la entrada h; ;, lo
que haremos serd aplicar el procedimiento inverso al salto de renglén a la entrada h; ;, asf por
una parte obtendremos la tabla s;_; y ademas el valor obtenido de aplicar el procediemiento
inverso serd el valor asociado a [;; en el arreglo de (2 x k), es decir, supongamos que el
valor que se obtuvo de aplicar el procediemiento inverso es z;, entonces para el primer paso
tendrfamos que el arreglo de tipo (2 x k) en el primer paso se vera como:

l’i,j
2k

Ademss la tabla t;_; serd la obtenida simplemente de remover la entrada [; ;, continuando
con este proceso podemos obtener el arreglo de tipo (2 x k) deseado. m

Veamos un ejemplo para ver el funcionamiento de los algoritmos y apreciar mejor cémo
esta dada la biyeccién.

X. Estrada 89



Capitulo 4. La correspondencia RSK 4.2. Teorema de Simetria

3 4 5 7 8
2 5 1 3 4

~N

Ejemplo 4.8 Sea m = ( é 3 g ) , entonces

(s0,t0) = (6 [ 1)

, ahora debemos insertar el valor 9 en sq y a continuacion agregar el valor 2 en tg de modo
que sea del mismo tipo, por lo tanto se obtiene (sq,11) = (’ 6 \ 9 H 1 \ 2 D , siguiendo con el
proceso se obtienen

219 [1]2
(827t2>: 6 ‘73 ‘)
215 [1]2
1[5][1]2
(847t4): 219 ,3 4
6 5
1[5]7][1]2]6]
(857t5>: 219 ,3 4
6 5
13[7][1]2]6]
(867t6): 215 ,3 4
69 517
1[374] 1126
(sp,tr)=12]5]7]|,[3]4]8
69 517
1[3[4]8][1][2][6]9]
(sgstg) = 112157 131478
69 517

Ahora vamos a partir como si sélo conocieramos el par de tablas estandar

1]3]4[8][1]2][6]9]

)

(@)
N

(S7t) = (587t8> =

W
(0]
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Volviendo sobre nuestros pasos se obtienen las tablas y los arreglos

1[374] [1]2]6 9
(87,t7):257,348 <8>

69 517

1]3[7] [1]2]6]

(s6,16) = 5 | 314 (ig)

69 517

1|5[7] [1]2]6]

(s5,t5) = (129 | 314 <;ig)

6 5

1[5] [1]2

6 7 8 9
(84,t4):29,34 ( )

- - 7 3 4 8
(St)_25 1]2 5 6 7 8 9
3:8)=\6T91 '[3[4 1 7 3 4 8
(t)—29‘12‘ 4 5 6 7 8 9
5272_6 ’ 5 1 7 3 4 8

3456 7 89
(.t = (6T9] [1T2] ) (3:1%537)

2 345 6 7 89
(s0.t0) = (6] .[1] ) <92517348)
6.1 1 23 456 789
% 6 9 25 1 7 3 4 8
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