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Capitulo 1

Introduccion

Una de las principales funciones de un modelo estadistico recae en modelar el com-
portamiento de ciertos fenémenos mediante variables aleatorias. De esta forma resulta
importante contar con métodos que repliquen las relaciones de dependencia existentes
entre dichas variables.

En el presente trabajo buscamos primordialmente analizar la relacién que pueda
existir en el comportamiento de los precios de tres activos financieros que cotizan en
NASDAQ . Se busca un método que nos ayude a describir de forma eficiente la posi-
ble relacion entre el comportamiento de dichos activos. Las copulas se presentan como
una opcidén destacable debido a que mediante ellas podemos construir la estructura de
dependencia que existe entre un conjunto de variables aleatorias, partiendo del conoci-
miento que podamos tener del comportamiento aislado de cada una de las variables.

Las cépulas se han convertido en una herramienta estadistica robusta cuyo uso se ha
incrementado en afios recientes, especialmente en el campo de las matematicas finan-
cieras. Una de las ventajas que las cépulas tienen sobre las distribuciones multivariadas
recae en su flexibilidad, considerando que pueden determinar la relacion de dependen-
cia existente entre cualesquiera funciones de distribucién univariadas, mientras que
dada una funcién de distribucién multivariada las funciones de distribucién marginales
estan completamente determinadas, limitando asi las relaciones de dependencia que
estas ultimas pueden modelar.

El concepto de cépula fue introducido por Abe Sklar en 1959 mediante el teorema
que lleva su nombre. Sin embargo, la investigacion y aplicacién de dicho teorema en
la estadistica y probabilidad se ha manifestado en mayor escala en estudios sobre fun-
ciones de distribucién y modelacién de riesgos en las ultimas dos décadas. De forma
resumida, dicho teorema expresa la relacion existente entre dos funciones de distribu-
cién marginales F y G, en una funcién de distribucién conjunta bivariada H, esto sera
descrito con mayor detalle en el capitulo dos.

En principio se dard una breve descripcion de la teorfa que fundamenta el concepto
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de cépula y posteriormente mostraremos una aplicacién de dicho concepto, realizando
un estudio de la dependencia entre precios de activos financieros.

En el capitulo dos describiremos en las primeras secciones los elementos y propie-
dades que necesitaremos para definir el concepto de cépula y enunciar el Teorema de
Sklar, la base bibliogréfica que se empleard para este capitulo serd “An Introduction to
Copulas” de Roger B. Nelsen [Nel06]. Dichos fundamentos seran expresados primero
en términos de dos variables, y posteriormente se citardn los casos con n variables.

Adicional a la teoria de cOpulas, en este capitulo se definird el concepto de con-
cordancia entre variables aleatorias. Esto nos permitird emplear distintas medidas de
dependencia como la Tau de Kendall. Especificamente para este trabajo, el uso de di-
cha medida presenta una ventaja con respecto a otras, debido a que no depende de las
distribuciones marginales y puede ser expresada a través de una cépula.

La aplicacién del concepto de copula se realizard empleando dos casos particulares
de copulas que se encuentran dentro de la familia de las cépulas elipticas, la gaussia-
nay la t de student. La definicién y propiedades de estos casos serdn descritos en el
capitulo tres.

En este capitulo también presentaremos un método de estimacién del pardmetro
de correlacion asociado a este tipo de copulas. Dicho método es alternativo al método
de maxima verosimilitud empleado cominmente y se basa en el articulo “Maximum
likelihood estimation of the correlation parameters for elliptical copulas” de Lorenzo
Hernandez, Jorge Tejero y Jaime Vinuesa [MLE14]. Dicho método tiene como ob-
jetivo la obtencién de la matriz de correlacién a partir de optimizar una funcién de
log-verosimilitud modificada. Esta funcién se obtiene al proyectar el espacio de ma-
trices simétricas y definidas positivas en el espacio de matrices de correlacién y luego
aplicar la funcién de maxima verosimilitud usual. El algoritmo correspondiente a este
proceso se implementara en el software MATLAB.

Por ultimo, aplicaremos los conceptos de cdpulas descritos y el método de estima-
cion del pardmetro de correlacion presentado para analizar la estructura de dependen-
cia que pueda existir entre los valores de activos de tres empresas que cotizan en el
mercado NASDAQ: Apple, Microsoft y ATML. Con el fin de validar los resultados a
partir del método de estimacién del pardmetro de correlacion propuesto, se realizard
una prueba de bondad de ajuste tipo Kolmogorov Smirnov con la cual realizaremos
una comparacion de los resultados que se obtendrian con la estimacién precargada en
MATLAB.



Capitulo 2

Fundamentos teoricos

El objetivo de esta capitulo es presentar los elementos necesarios con los cuales
podremos definir los conceptos de subcépula y posteriormente cépula. Estos concep-
tos y propiedades serdn la base tedrica de este trabajo y estan basados en [Nel06]. Su
aplicacion sera desarrollada més adelante.

2.1. Preliminares
Empezaremos definiendo los elementos bésicos que necesitamos para definir una

copula.

Definicién 2.1 (H-volumen.). Sean S1,5> C Ry H una funcion tal que H : S; x S, — R.
Sea B = [x1,x2] X [y1,y2] t.q. x1 <x2yy1 <y2, es decir, B es un rectdngulo con verti-
ces (x1,y1), (x1,y2), (x2,y1) ¥ (x2,¥2) en el dominio de H.

Definimos el H-volumen de B como:

Vi (B) = H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,y2) + H (x1,y1) (2.1)
A partir de las siguientes diferencias:
Ajv? :H('XZay) _H(xlvy)

AV} = H(x,y2) — H(x,y1)
Vi (B) = A2 (A H (x,y))

Vi (B) =A¢

—~

H(x,yz) 7H(x7yl))
H(x2,y2) — H(x1,y2)) — (H(x2,y1) — H(x1,y1))
= H(x2,y2) — H(x1,y2) — H(x2,y1) + H(x1,y1)

—~

7



8 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

A partir de la definicién del vélumen de una funcién, introducimos la propiedad
2 — creciente, misma que como puodremos observar es similar a una de las propieda-
des que cominmente se emplean para definir una funcién de distribucion.

Definicion 2.2 (2-creciente.). Sea H una funcion H : S; x S — R con §1,8, C R no
vactos. Se dice que H es 2 — creciente si para todo x1,xy € S1 y para todo y1,y, € S,
tal que x1 < x3 y y1 <y, se cumple que Vg (B) > 0.

Ejemplo 2.1. A continuacion se presenta un ejemplo de funcion 2 — creciente, este se
toma de [Nel06] y se desarrolla de la siguiente forma:

H(x,y) = (2x—1)(2y—1)
Sea 0<x;<x<1 y 0<y;<y»<l1

H(x2,y2)—H (x2,y1) — H(x1,y2) + H(x1,y1)
—(@n—1),@n 1) - 2xu - D)2y — 1) - (20 - 1) (22— 1)
+(2x =12y - 1)
=2x22yy — 2x2y1 — 2x1 2y, + 212y,
:(2)6272)61)(2)1272))1)
=4(x2 —x1)(y2 = 1)
Dado que x» > x1 'y Yy >y entonces

4(x2—x1)(y2—y1) 20,

Por lo tanto H es 2 — creciente.

Observacion 2.1. El hecho de que una funcion sea 2 — creciente no implica necesa-
riamente que sea no decreciente en cada coordenada.

Ejemplo 2.2. Un ejemplo de la observacion 2.1 se presenta si consideramos la funcion
H(x,y) = 2x—1)(2y — 1), la cual comprobamos previamente es 2 — creciente. Sin
embargo no cumple ser no decreciente en cada coordenada, ya que si 'y € (0,1/2)
y x1,x2 € 81 tal que x1 < x3, se tiene que H(x1,y) = (2x1 —1)(2y—1) y H(xz,y) =
(2x; — 1)(2y — 1), entonces:

(2x - 1)(2y—1) > 2~ 1)(2y—1)

=H(x,y) > H(x2,y)

Por lo tanto H es decreciente en S| cuando y € (0,1/2). Esto es analogo para H en el
caso donde x € (0,1/2) y y1,y2 € Sz donde y; <y,

Partiendo de las definiciones anteriores llegamos a los lemas con los cuales defini-
remos cuando una funcién esta fija, asi como el concepto de continuidad que emplea-
remos para la definicién de subcdpulas y posteriormente copulas.
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Lema 2.1. Sea S1,5> C R no vacios, y H una funcion 2 — creciente. Si x1,x € S1 y
y1,¥2 € 8y, tal que x1 < x2 y y1 < Yo, entonces:
t— H(t,y2) —H(t,y1) es crecienteen S|
s — H(xy,t)—H(x),t) escrecienteen S
Demostracion. Seaty,t, € S tal que 1 < fp, entonces:
h(t2) —h(t1) = (H(t2,y2) — H(t2,y1)) — (H(t1,y2) — H(t1,y1))

= H(t2,y2) —H(t2,y1) —H(t1,y2) + H(t1,y1)
=Vu([t1,22] X [y1,52]) > 0

En donde, la tercera igualdad se debe a la definicién 2.1 y la tltima desigualdad se basa
en la definicién 2.2.

Por lo tanto 4 es creciente. La prueba para s — H(x2,¢) — H(x1,t), es andloga. [
Una primer aplicacién del lema 2.1 serd para definir la propiedad fija.

Definicion 2.3 (fija). Sea H : S| x Sy — R, suponemos que aj y ay son los elementos
infimos de S| y Sy respectivamente, es decir,

a; =inf{x|x € S}

ay =inf{yly € S»}
Decimos que H estd fija si H(a1,y) =0=H(x,ay) paratodax€S, y yeES

Lema 2.2. Sea S1,5> C R no vacios, y H : S1 x S» — R una funcién 2 — creciente y
fija, entonces H es creciente en cada coordenada.

Demostracion. Consideremos ap; = inf{y|y € S»}, con y1,y» € S» tal que y; < y». Por
el lema 2.1 sabemos que h(t) = H(t,y2) — H(t,y1) es creciente. Si tomamos y; = a»
entonces h(t) = H(t,y2) —0=H(t,y2), por lo tanto es creciente en S;. Para S», tomando
x1 = ay la prueba es andloga. O

Definicion 2.4. Supongamos que S1,S, C R. Sea by y by elementos supremos en S y
Sy respectivamente, es decir

by = sup{x|x € S}

by = sup{yly € $»}.

Decimos que H : S| x S, — R tiene marginales F(x) y G(y), es decir, F: S| > Ry
G : S — R denotamos
F(x) = H(x,bz)

G(y) =H(b1,y)

Empleando los lemas 2.1 y 2.2 podemos establecer la relacién entre la funcién H 'y
sus marginales, esto se integra en el siguiente lema.
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Lema 2.3. Sean S1,5, CR, y H: S| x S» — R, una funcién fijay 2 — creciente con
marginales F y G. Si x1,x2 € S1 yy1,¥2 € 82, con x1 < x3yy1 <y, entonces:

[H (x2,y2) = H(x1,1)| < [F(x2) = F (1) |+ ]G (y2) = G()|

Demostracion. Tomamos la primera parte de la desigualdad:

|H (x2,y2) — H (x1,y1)| = [H(x2,y2) — H(x1,y2) + H (x1,y2) — H(x1,1)]|

Empleando la desigualdad del tridngulo, tenemos:

|H (x2,y2) — H(x1,y1)| < [H(x2,y2) — H(x1,y2)| + [H(x1,y2) — H(x1,1)]

A partir de esta expresion, si x| < xp y dado que H es fijay es 2 — creciente, emplean-
do los Lemas 2.1 y 2.2 sabemos que es creciente en cada coordenada, por lo que:

0 < H(x2,y2) —H(x1,y2) < H(x2,b2) —H(x1,b2) < F(x2) — F(x1)
Anélogo para el caso xp < x|
0 < H(x1,y2) —H(x2,y2) < H(x1,b2) —H(x2,b2) < F(x1) — F(x2)

Por lo tanto:
|H(x2,y2) — H(x1,y2)| < |[F(x2) — F(x1)]

Si seguimos el mismo razonamiento para los casos y,y2, donde y; <y2y y» <y
tenemos que
|H (x1,y2) — H(x1,y1)| < [G(y2) = Gy1)|

Por lo tanto:

|H (x2,y2) — H(x1,y1)| < |[F(x2) = F(x1)[ +|G(y2) = G1)|

2.2. Subcoépula y copula

Para esta seccion, abordaremos en principio una clase mas general de funciones,
mediante las que posteriormente podamos definir el concepto de cépula.

Definicion 2.5 (2-subcopula). Una subcdpula bidimensional 6 2-subcdpula es una
funcion C' : Sy x S, — R que cumple con las siguientes propiedades:

i) SyxS,cI?P=1[0,1]x[0,1], y {0,1}CS NS,
ii) C'es fijay?2— creciente

iii) Paratodau€eS;, C'(u,1)=u
Paratodav € S,, C'(1,v)=v

Observacién 2.2. Para todo (u,v) € S1 xSz, 0<C'(u,v) <1
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Demostracion. Dado que C' es fija'y 2 — creciente sabemos por el Lema 2.2 que C’
es creciente en cada coordenada, con lo cual asumimos que si v < 1y # > 0 entonces

C'(u,v) <C'(u,1)=u<l

0=C'(0,v) <C'(u,v).
O

Definicion 2.6 (2-cépula). Sea C una subcdopula bidimensional, decimos que C es
copula si S} = S, =1=10,1].

Esta definicion es equivalente a que la funcién C cumpla con las siguientes propie-
dades:

i) Paratoda wu,vel
C(u,0) =0=C(0,v) (2.2)
Clu,1)=u y C(l,v)=v (2.3)
ii) Ces2—creciente,esdecir 0<u; <upy<ly0<v; <1 <1
Vc([ul ,uz] X [Vl,\/z]) = C(MQ,VQ) —C(uz,vl) —C(I/ll,\)2) —|—C(u1,v1) Z 0 (2.4)
Teorema 2.1. Sea C' una subcépula, para todo (u,v) € DomC' se tiene que:
max{u+v—1,0} <C'(u,v) < min{u,v} (2.5)

Demostracion. Si C' es subcépula sabemos que cumple con las propiedades de estar
fijay ser 2 — creciente, por lo que empleando el Lema 2.2, C’ es creciente en cada
coordenada, entonces C'(u,v) < C'(u,1) =u'y C'(u,v) <C'(1,v) = v, por lo tanto

C'(u,v) < min{u,v}
Ahora, para probar C'(u,v) > max{u+v—1,0},como C’ es 2 — creciente, tenemos que:

0 <V,([u,1] x [1,v])
=C'(1,1) = C'(u, 1) = C'(1,v) + C'(u,v)
=l—u—v+C'(u,v)

Despejando C’(u,v), obtenemos que
C'(uv)>u+v—1
y utilizando que 0 < C’'(u,v) < 1, entonces

C'(u,v) > max{u+v—1,0}.
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Los extremos en la desigualdad del teorema 1.1 son conocidos como cotas de
Fréchet-Hoeffding. En el caso de min{u,v} 6 cota superior, es denotada usualmen-
te como M(u,v) y en el caso de max{u+v— 1,0} 6 cota inferior, se denota como
W (u,v)[Nel06].

Es importante mencionar que el teorema 1.1 hace referencia a subcopulas, sin embargo,
tomando en cuenta que las cpulas son una clase particular de las subcépulas podemos
expresar la desigualdad anterior como:

W (u,v) < C(u,v) < M(u,v) (2.6)

donde W (u,v) y M(u,v) son copulas.

Ejemplo 2.3. Sea W (u,v) = max{u+v— 1,0}, entonces W (u,v) es cépula.
Demostracion. i) Probemos que W (u,0) =0=W(0,v)
W(u,0) = max{u+0—1,0} = mix{u—1,0} =0
W(0,v) =mdx{0+v—1,0} =mix{v—1,0} =0
ii) Probemos que W (u,1)=u y W(1,v)=v
W(u,1) =méx{u+1—1,0} = max{u,0} =u
W(l,v) =mix{1+v—1,0} = mix{v,0} =v

iii) Probemos que W (u,v) es 2 — creciente.
Sea0<u; <upy <1, 0<vi<w <1, y B=][uj,up]x[vi,v],tal que:

Vw (B) = [u1,u2] X [vi,v2] = W (uz,v2) — W (up,vi) — W(uy,va) +W(up,vi)
Probando por casos, de acuerdo a las regiones:
Caso D) ur+v, <1
Vw (B) = max{us + vy — 1,0} — max{uz +v; — 1,0} —max{u; +v, — 1,0}
+méx{u; +v; — 1,0}
Vw(B) =0
Caso2)ur+vo>1, up+m <1 y wup+vi <1
Vw (B) = max{uz + vy — 1,0} — max{uz +v; — 1,0} —méx{u; +v, — 1,0}
+méx{u; +v; — 1,0}
=u+v2—1-0-0+0
=u+v2—-12>0
Caso3ur+vo>1, wu+vi>1 y up+v <1
Vw (B) = max{us +v2 — 1,0} — max{up +v; — 1,0} —méx{u; +v, — 1,0}
+méx{u; +v; —1,0}
=(ur+vy—1)—(ua+vi—1)—0+0
=v—v; >0
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Casod)up+vo>1, uy+vr>1 y w+vi<l1

Vw (B) = max{uy + vy — 1,0} — max{us +v; — 1,0} —méx{u; +v, — 1,0}
+méax{u; +v; — 1,0}
=(w+v—1)—0—(uy+v,—1)+0
=uy—u; >0

CasoS)ui+vy>1, w+vi>1 y uy+vi <1

Vw (B) = max{us + vy — 1,0} — max{up +v; — 1,0} —méx{u; +v, — 1,0}
+méx{u; +v; — 1,0}
=wm+v—1)—(m+vi—1)—(u1+v2—1)+0
= 1—141 —V]

:1—(u1—|—v1)>0
Caso 6) u; +vy > 1

Vw(B) :méx{ug +Vvy — 1,0}—méx{u2 +v— 1,0}—méx{u1 +Vvy — 1,0}
+méx{u; +v; — 1,0}
= (u2+v2—1)—(u2+v1 —l)—(u1+v2—l)+(u1—|—v1 —l)
=w+wv—1l—-w—vi+l—u—vy+14+u+vi—1=0

Vw(B) =0

Por lo tanto W (u,v) es 2 — creciente 'y por lo tanto W (u,v) es copula. O

Teorema 2.2. Sea C' una subcépula, para todo uy,uz,vy,vy € DomC' tenemos:
/ /
|C (uz,v2) = C'(ur,v1)| < |uz —ur |+ [v2 —vi|
Por lo tanto C' es uniformemente continua sobre su dominio.

Demostracion. Considerando que C’ es fija y 2 — creciente entonces sus marginales
estan dadas por F(u) =C'(u,1)=u 'y Gv)=C'(1,v)=v.
Empleando el lema 1.3, tenemos

|C" (w2, v2) = C'(wr,v1)| < |F(u2) = F (1) | +|G(v2) = G(v1)]|

=|ug —uy|+|v2 —vi|

2.3. Teorema de Sklar

En la seccién anterior se definid el concepto de copula y sus propiedades. En esta
seccion el objetivo es determinar una funcién de distribucién conjunta multivariada a
partir de sus distribuciones marginales. Se presenta el Teorema de Sklar el cual nos
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ayudard a entender la relacidn que existe entre funciones de distribucién conjunta mul-
tivariada y sus marginales, y a partir de esto poder describir su aplicacién en la cons-
truccién de copulas.

En principio, haremos un breve repaso de las definiciones de funcién de distribu-
cién que emplearemos para presentar el Teorema de Sklar.

Definicién 2.7 (Funcién de Distribucién). Sea F : R — R, decimos que F es funcién
de distribucion si:

i) F es no decreciente, y
ii) F(—0) =0 y F(eo)=1.

Definicién 2.8 (Funcién de Distribucién Conjunta). Sea F : R x R — R, decimos
que H es funcion de distribucion conjunta si:

i) F es2—creciente,y
ii) H(x,—e0) =0=H(—o0,y) y H(oo,00)=1.

Las definiciones 1.7 y 1.8 presentan condiciones mdas débiles que su versién pro-
babilistica, considerando que para la definicién 1.7 se adiciona la condicién de ser
continua por la derecha con limite por la izquierda y en el caso de la definicién 1.8
también se debe cumplir continuidad por la derecha y limite por la izquierda en cada
coordenada.

Observacion 2.3. Si H es funcion de distribucion conjunta, entonces tiene marginales
F(x) = H(x,o0) y G(y) = H(c°,y).

Observacion 2.4. Las marginales F,G de una funcion de distribucién conjunta H son
funciones de distribucion.

Teorema 2.3 (Sklar). Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales F
y G. Entonces, existe una copula C tal que:

H(x,y) = C(F(x),G(y))- 2.7)

Si F y G son continuas entonces C es inica. En caso contrario, C esta determinada de
manera tnica en RanF X RanG.

De manera inversa, si C es copula 'y F y G son funciones de distribucion, entonces H
definida como en 2.7 es funcion de distribucion conjunta.

La demostracién de este teorema requiere de los lemas que se exponen a continua-
cién.

Lema 2.4. Sea H funcion de distribucion conjunta con marginales F y G entonces
existe una tinica subcépula C' tal que:
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i) DomC' = RanF x RanG, y
ii) H(x,y) =C'(F(x),G(y)) para todo (x,y) € R?

Demostracion. Si H es funcion de distribucion conjunta entonces sabemos que es 2 —
creciente y fija, a partir de estas propiedades empleamos el Lema 2.3, por lo que si
(x1,y1) y (x2,y2) € R?, entonces:

|H (x2,y2) = H(x1,y1)| < [F(x2) = F ()| +1G(y2) = Gl

Si F(x1) = F(x2) y G(y1) = G(y2), entonces H(xp,y2) = H(x1,y1), de esta forma el
conjunto {(F(x1),G(y1)),H(x,y)} define una funcién que llamaremos C’, que cumple
C'(F(x),G(y)) = H(x,y), es decir, DomC' = RanF X RanG.

Lo siguiente serd demostrar que C’ es subcépula, por lo que debemos demostrar
que:

i) S1,52 C I, entonces {0,1} C S| x S».
Como RanF C 1y RanG C 1
F(—o) =0 = G(—),entonces 0 € RanF N RanG
F () =1 = G(e),entonces 1 € RanF N RanG

ii) C’ es fija. )
Si v € RanG, entonces existe y € R tal que G(y) =v

CI(O’V> :C/(F(—OO),G(y))
=H(—c0,y) =0

El procedimiento anterior es andlogo para C’'(u,0) = 0.

iii) C' es 2 — creciente.
Siuy,uy € RanF y vi,vy € RanG, donde u; < up y vi < o, entonces

VC([ul,uz] X [V],VQD > 0.

Si u1,uy € RanF entonces 3 x1,x> € R tal que F(x;) = uy F(xp) = up, donde
F(x1) < F(xy) y para vi,v, € RanG entonces 3 y1,y; € R tal que G(y;) =v; y
G(y2) = vy, donde G(y) < G(y2), entonces:

Ver([uy, ua] % [vi,v2]) = C'(ua,v2) — C'(uz,v1) — C'(u1,v2) +C'(uy,v1)
=C'(F(x2),G(y2)) = C'(F(x2),G(y1)) = C'(F(x1),G(y2)) +C'(F(x1),G(y1))
= H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,y2) + H(x1,y1)

= Vi ([x1,x2] x [y1,32]) > 0

iv) ' cumple con C'(u,1) =uy C'(1,v) = v.
Sea u € RanF entonces Jx € R tal que F(x) = u y como G(eo) = 1, entonces:
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C'(u,1) = C'(F(x),G())
~ H(x,e)
=F(x)=u

O

Toda subcépula C' puede extenderse a una copula C.Sin embargo es importante
aclarar que esta extension no es necesariamente tinica. Esto se denotard con el siguiente
lema.

Lema 2.5. Sea C' una subcdpula, entonces existe una cépula C tal que C(u,v) =
C'(u,v) V(u,v) € DomC'.

Demostracion. Sea C' una subcépula con DomC’ = S| x S5. Si C’ es subcGpula sabe-
mos que es 2 — creciente y fija. Adicionalmente, por el Lema 1.2 sabemos que C’ es
creciente en cada coordenada, y por el Teorema 1.2 que es uniformemente continua
sobre su dominio, por lo que C’' puede extenderse de manera tinica a S x S donde
denotamos a S como la cerradura de S.
Recordemos que la cerradura de un conjunto S contiene a todos sus puntos de acumu-
lacion. Recordemos que xj es punto de acumulacién si Ve > 0 existe x € Sy x # xg tal
que x € Ve (xp), donde V¢ (xp) es la vecindad de radio € con centro en xy. De esta manera
para todo punto de acumulacién xy podemos construir una sucesion creciente {x, },>1
tal que _n — oox, = xp. Por lo tanto la extension de subcépula a cépula se plantea me-
diante el limite de los puntos de acumulacidn, y lo expresamos de la siguiente forma:
Sea (x,y) € 1 x $,, tal que x € S1,/S1yy € $2,/5,, definimos C” como la extension
de C' en S; x S5. Entonces,
C"(x,y) = limy, _, limy, _,,, C'(x,,y,) donde {x,} C S1 y {yn} C S», en donde x, y y,
convergen de forma creciente a x y y, respectivamente.

Ahora, dado que buscamos extender C” a I?, sea (a,b) € I, definimos:

aj =mix{c€ S :c<a}, a=min{dec S| :a<d},
ag<a<a y si a€S =a =a=a.
De forma anéloga
by =méx{c€Sr:c<bh}, by=min{deS$,:b<d},

b1 <b<b, y si beS =b =b=b,.

Entonces,

a—a sia; <
a a
M=_ a—a =% 2.8)
1 e.o.c
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b—b .
by <b
w={ b—p 1= (2.9)
1 e.o.c

Con los elementos anteriores definimos a C como una interpolacién bilineal de la
siguiente forma, para todo (a,b) € I?

C(a,b) =(1 = A1) (1 = w)C" (a1, b1) + (1 = A1) C" (ay, b2)

2.10
+ A (1 — p1)C"(az,b1) + A C" (az, b). @10

Mediante esta expresion, nos queda demostrar que C es cépula y extension de C” a I

Empezaremos probando que C es una extensién de la subcépula C”:

Si (a,b) € $; x S, entonces C(a,b) = C"(a,b) ya que aj = a; y implicad; =1y
w1 = 1. Sustituyendo en C

C(a,b) 2(1 — 1)(1 — 1)C"(a1,b1) + (1 — I)C//(al,bz) + (1 — 1)C"(a2,b1)
+C”(a2,b2)
ZC”((lz,bz)

Por lo tanto C(a,b) = C"(ap,by) = C"(a,b).
Probar que es cépula
i) Probar que es C esta fija.

Si acl y b=0€S, entonces by =0=by y u =1.

Tomando en cuenta que C” es subcépula

Si ae€S; entonces C(a,0)=C"(a,0)=0.

Si a¢S) entonces aj<a<a; y C(a,0)=(1-21)C"(ar,0)+C"(az,0)=0.
Anélogamente

Si bel y a=0€S,, entonces C(0,b)=0

Por lo tanto C esta fija.

ii) Por demostrar que cumple C(a,1) =ay C(1,b) =b.
Siacl y b=1¢€S), entonces by =1=bhy y u; = 1. Tomando en
cuenta que C" es cépula,
siae S, entonces C(a,1)=C"(a,1)=a,
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sia ¢ S, entonces

C(a,l) Z(l —ll)C”(al,1)+7LlC”(a2,1)
:(l—ﬂ,l)al—i—klaz
=a; — Aa; +May

=a; —Ay(ap —ay), sustituyendo A

L) (az—ay)

az —ay

a—a

:gl+(

=da

Andlogamente, sib €1 y a=1€S$,, entonces C(1,b) = b y por lo tanto
C(a,1)=ayC(1,b) =b.

Ahora probaremos que C es 2-creciente.

Sean (a,b), (c,d) € I’, tal que a < ¢ y b < d, definimos:

ay,ap,by, by, A1, 1 correspondientes a (a,b) y c1,¢2,d1,da, Ay, lp correspondien-
tes a (c,d). Queremos demostrar que V¢ (B) > 0, donde B = [a,c] X [b,d]. Si to-
mamos el caso donde ningtin valor de los vértices del rectingulo B pertenece a
S1 x S5 y todos los valores son distintos, tenemos que:

Ve(la,c] x [b,d]) = C(c,d) — C(c,b) — C(a,d) +C(a,b)

=[1-2)(1 —,llz)C"(Cl dp) + (1 —)Lz)ﬂzC"(Cl o)+ (1 —uz)C"(Cz,dl)
+ o C" (c2,dr)] — [(1 = M1) (1 — w2)C" (ar,di) + (1 — i) o C” (a1, da)

+ A1 (1= 2)C" (a2, dr) + A paC" (a2, d2)] = [(1 = A2) (1 — w1 )C" (e1, b1)

+ (1 — )Lz),ulcﬁ(cl,bz) Jrﬂ,z(l — ul)CU(Cz,bl) Jr;\,z,ulC”(Cz,bz)]
(=201 = @)C" (@, b1) + (1= A (ar,ba) + A (1 — 1 )C" (az, by
+ 2 C" (az, by)],

desarrollando cada término

Ve([a,c] x

[b,d]) = LoprC" (c2,d2) +C" (c1,d2) (1o — Aapho) + (Mo — A o — 112)C" (a2, o)

+C"(ar,d) (Mo — 2) +C" (c2,dy) (A2 — Ao pn)

(

+C//(C17
+C" (a1,
+C”(Cl7
_"_C//(cl27
+C//(C27
+C"(a,

dy)
dl)
bz)
bz)
by)
b])

(
(
(
(
(
(

—+ N +1—2A) +C"(az,dy)(—muy — Ao+ + 1 — 24 — 1)
—+ Ay — 1+ A1) +C" (c2,02) (=2 + Ar — Aapty)
—1+A+ 1w —L+w)
—1+M+1=m +Aul =14+ w)+C"(ar,ba) (1 — A i)
=D+ Aopul) +C"(c1,b1) (=14 i + A2 — Aoty

1+ A+ —Aul+1—w)+C"(ar,b1)(1— Ay — iy + A )
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agrupando

Ve(la,c] x [b,d]) = [ — M ] [C" (a2,dp) — C" (a2,dy) — C"(ay,d2) +C" (ay,dy)]
+,LL2[C//(6‘1 ,dz) - C//(Cl,dl) - C”(az,dz) —i—C”(az,dl)]
+)1,2/.12[C//(C2,d2) — C”(Cz,dl) — C//(Cl,dz) +C//(Cl7d1)}
[1—M][C"(az,dy) — C"(az,by) — C"(ay,dy) +C" (a1,b7)]
+[C"(Cy,dy) —C"(c1,b2) — C"(az,dy) +C" (a2, b))
+ A [C//(027d1) — C//(Cg,bz) — C”(C17d1) +C//(Cl,b2)]
+[1 =X — i + 4w ][C" (a2, b2) — C" (az,b1) — C"(a1,b2) +C" (a1, by)]
+[1=w][C"(c1,b2) = C"(c1,b1) = C"(a2,b2) +C" (a2, b1))]
[12 — lz,LLlH (Cz,bz) — C//(Cz7b1) — C//(Cl,b2> +C”<Cl,b1)]
= (1= ) weVer(lar, a2] x [d, da]) + m2Ver([az, e1] % [di, da]) + AapiaVier ([c1, ¢2] x [di, da])
+ (1= A)Ver(lar, az] x [b2,di]) + Ver([az, 1] % [b2,d1]) + AaVen ([e1, 2] X [b2,di])
+(1=2A1) (1 =) Ver(lar,a2] x [br,bo]) + (1 — ) Ve ([az, 1] x [br, b))
+ (1= )WV ([er,e2] X by, ba]) = 0

O

La extensién de una subcépula C' no necesariamente es tinica como se muestra en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea C':{0,1}? — [0,1], definida por C'(0,0)=C"(0,1)=C"(1,0)=0
y C'(1,1)=1
Sabemos que C' es subcopula dado que

i) DomC' CI—0,1CSNS,,
ii) Es 2-crecientey fija, y
i) C'(u,1)=u y C(1,v)=w.

Ya que sabemos que C' es subcdpula, notemos que las cépulas W y M son extensiones
de C' y son distintas entre si.

Por otro lado, la copula que se obtiene del lema 2.5 es la copula 11. Sea a,b € I,
siS1={0,1} =5, 81 =81y S, =S5, entonces S} ={0,1} =8$,. Si0O<ayb<l,
tenemos que:

=0,b; =0=4 =a,
a2:0,b2:0:>/i1 =b.
Si sustituimos en la ecuacion 1.9 del Lema 2.5 , tenemos
C(a,b) = (1—a)(1-b)C"(0,0)+ (1 —a)bC"(0,1) +a(1—b)C"(1,0)
+abC"(1,1) = ab
=T1l(a,b).
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Considerando que ya contamos con los elementos necesarios para demostrar el
teorema de Sklar procedemos con la prueba del mismo.

Demostracion. (Teorema de Sklar) Sea H una funcién de distribucién con marginales
F y G, sabemos por el Lema 2.4 que existe una tnica subcopula C’ tal que:

i) DomC' = RanF x RanG
ii) H(x,y) =C'(F(x),G(y)) V(x,y) €R?

Abhora, por el Lema 2.5 podemos extender C' a una subcGpula C tal que H(x,y) =
C(F(x),G(y)) VY(x,y) € DomC.SiF y G son continuas entonces RanF = RanG = 1.
Empleando nuevamente el Lema 2.4 la subcépula C’ se define como una cépula y esta
seria dnica.
Para demostrar el reciproco, sea C copula y F'y G funciones de distribucion. Defi-
nimos H(x,y) = C(F(x),G(y)) Vx,y € R, queremos demostrar que H es funcién de
distribucién conjunta con marginales F' y G, por ende deberia cumplir con:

1) H(oo’oo):l’ H(—oo,y):o, H(x7_°°)zo

ii) H es 2 — creciente.

Para el punto ) tenemos:

Para demostrar que H es 2 — creciente, sean —oo <x1 <xp <oy  —oo <y <y <
oo, Considerando que F y G son no decrecientes, entonces
0<F(x1)<F(x)<1ly0<G(y1) <G(y)<1,porlo tanto
Vi ([x1,x2] X [y1,y2]) = H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,y2) + H (x1,1)
=C(F(x2),G(y2)) = C(F(x2),G(y1)) = C(F (x1),G(y2)) + C(F (x1),G(y1))
= Ve([F(x1), F(x2)] X [G(y1), G(y2)])-
Sabemos que C es 2 — creciente, por lo que

Ve([F (x1), F (x2)] x [G(y1),G(y2)]) = 0
Entonces H es 2 — creciente

Por lo tanto  H es funcién de distribucién conjunta

Ahora, por probar que F y G son marginales de H:

H(x,0) = C(F(x),G()) = C(F(x),1) = F(x),
H(e,y) = C(F(=),G(y)) = C(1,G(y)) = G(y),
Por lo tanto H tiene marginales F y G.
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El teorema de Sklar nos permite relacionar en la expresién (2.7), las funciones de
distribucién conjuntas con sus funciones de distribucién marginales através de copulas.
Sin embargo es posible invertir la expresion (2.7) de manera que podamos definir cépu-
las en terminos de una funcién de distribucién conjunta y las inversas de sus funciones
de distribucién marginales. En los casos donde la funcidnes de distribucién marginales
no son estrictamente crecientes es necesario definir las funciones cuasi-inversas.

Definicion 2.9 (Cuasi-inversa de una funcién). Sea F una funcion de distribucion,
decimos que FY es una cuasi-inversa de F si su dominio es I = [0,1] y cumple lo
siguiente:

i) Sit € RanF, entonces F(=V)(¢) es cualquier valor de x € R tal que F(x) =1, es
decir V't € RanF F(FCV (1)) =1.

ii) Sit ¢ RanF, entonces F\™V) (1) = inf{x € R|F (x) > t}.

Observacion 2.5. Si F es estrictamente creciente entonces existe una tinica cuasi-
inversa F(=1) y coincide con la funcion inversa usual FCD =fF-1,

Ejemplo 2.5. Sea F(x) la funcion de salto unitario en a € R, donde:

0 si x<a
F(x)_{l si x>a

Entonces RanF = {0, 1}, una posible funcion cuasi-inversa, seria:

a—1 si t=0
F(fl)(t): a si O0<r<1
a+1 si t=1

Ejemplo 2.6. Sea ®(x) funcion de distribucion de una variable aleatoria N(0, 1),

oo u2
F(x) =®(x) = 3 \/%eru.

Al buscar su funcion cuasi-inversa sabemos que P (x) es estrictamente creciente en
R. Ademds, ®(—oo) =0y P(c0) = 1. Entonces la cuasi-inversa es tinica y coincide con
la inversa usual, es decir F(=1) = @1,

Corolario 2.1. Sea H funcioén de distribucién conjunta con marginales F 'y G, y C' la
tinica subcopula tal que DomC' = RanF x RanG y

H(x,y) =C'(F(x),G(y)

Sean F(—1) y G-1 funciones cuasi-inversas de Fy G, respectivamente, entonces ¥ (u,v) €
DomC' = RanF x RanG,

C'(u,v) =H(FV (), (v)). (2.11)
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Demostracion. Sean (u,v) € RanF X RanG, entonces existen x,y tal que F(x) =uy
G(y) =v,si F=1 y GV funciones cuasi-inversas entonces F(~) (1) =xy G-V (v) =
y. Tenemos que:

C'(u,v) = C(F(2),G(y)) = Hlx,y) = HF D (u), 6D ().

Si F y G son continuas, entonces RanF = RanG = I, por lo que DomC' = I°.
Por lo tanto

C'(u,v) = HFD (), (v))  define una copula.
O

Si Fy G son continuas entonces C' es cépula y con esta expresién podemos obtener
un método para construir copulas a partir de funciones de distribucién conjuntas. A
continuacidn se presenta un ejemplo de como obtener una cépula a partir de la expre-
sion (2.11).

Ejemplo 2.7. Sea:
x+1)(e¥—1
EEED e -1 x (0.
H(xy)=q [ *5%~

1—e (x,) € [1,00] X [0, 0]
0 e.o.c

En principio calculamos sus marginales:

Cuando x € [—1,1] y y € [0,0]
Usando L’Hopital tenemos

. (x+D(e—1) e (x+1)
F(x)=1lim ——W— = 1) lim — = .
() = Jim = e~ T ImSS ="
Cuando x € [1,00] y y € [0, 00]
Giy)=1-¢.
Entonces las marginales son:
0 Si x<—1
1
F(x) = x; Si —1<x<l
1 Si x>1
|0 Si y<0
G(y)_{ 1-¢  Si y>0

Ahora se calculan las cuasi-inversas de F 'y G. Como F y G son estrictamente crecien-
tes, entonces F(=1) = F~! y G =G
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Para F*-1

si uel0,1] u=
Para GV

si ve[0,1] v=1-¢" =y=—In(1-v)=G ().

Empleando el corolario, la copula de H quedaria definida de la siguiente forma:

Cu,v) = H(FV(w),GV ()
(FED @) +1)(e0 "0 1)
FGED(u) +2e6700) — 1
u—1+1)(e 0= —1)
2u—1+42e-n1-v) —1

o u(l=w)!
S u—1+(1-v)"!
w
Cutv—uy
uy .
Porlotanto C(u,v) = PR copula.
u+v—uv

2.4. Copulas y variables aleatorias

Definicion 2.10. Si X es variable aleatoria (X : Q — R) definimos la funcion de dis-
tribucion de X como Fx(x) =P(X < x) para todo x € R.
Si X,Y son variables aleatorias definimos la funcié de distribucion conjunta

Fxy(x,y)=P(X <x,Y <y) paratodox,y R

Ya definidos los elementos necesarios en relacion a variables aleatorias y funciones
de distribucidén, procedemos a enunciar el Teorema de Sklar en términos de funciones
de distribucion de variables aleatorias.

Teorema 2.4 (Teorema de Sklar para variables aletorias). Sea X,Y variables aleatorias
con funcion de distribucion conjunta H y marginales F y G entonces existe una cépula
Cyy tal que:

H(xvy) :CXY(F(x)vG(y))a Vx,y €R (2.12)

Con base en las definiciones obtenidas, es importante mencionar que si F' 'y G son
funciones continuas entonces Cyy es Unica.

Observacion 2.6 (Independencia). Sea X,Y variables aleatorias continuas entonces
X y Y son independientes si y solo si la subcopula Cxy es la copula T1.
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Demostracion. SeaX yY variables aleatorias independientes entonces H (x,y) = F (x)G(y),
dado que son continuas, empleando el teorema de Sklar sabemos que existe una Unica
copula tal que H (x,y) = C(F (x),G(y)) = F(x)G(y), entonces Cxy (u,v) = uv =TI(u,v).
Para el regreso, si Cxy (u,v) = uv para todo u,v € I, y u = F(x) y v = G(y), entonces
Cxy(F(x),G(y)) = F(x)G(y). Por el Teorema de Sklar H(x,y) = Cxy (F(x),G(y)) =
F(x)G(y), por lo tanto X y ¥ son independientes. O

Teorema 2.5. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula Cxy. Sea o y
B transformaciones estrictamente monotonas sobre RanX y RanY, respectivamente,
entonces:

1. Si oy B son estrictamente crecientes, entonces
Co(x)p(v)(;v) = Cxy (u,v),

es decir, la copula Cxy es invariante bajo transformaciones estrictamente cre-
cientes.

2. Si « es estrictamente creciente y 3 es estrictamente decreciente, entonces
Cax)p(y)(u,v) = u—Cxy(u,1—v).
3. Si a es estrictamente decreciente y 3 es estrictamente creciente, entonces
Cax)p(r)(,v) =v—Cxy(1—u,v).
4. Si ay B son estrictamente decrecientes, entonces
Co)pr)(u,v) =u+v—1+Cxy(1 —u,1—v).

Demostracion. Se demostrara unicamente el numeral 2.

Sea Fy(x)(x) = Plo(X) < x|y Ggyy(y) = P[B(Y) <]
Si o es estrictamente creciente

Fo(x)(x) = Pla(X) <x] = PIX < o™ (x)] = Fx (' (x)).
Si BB es estrictamente decreciente
Gpr)(v) =P[B(Y) <y =Py > B~ ()] = 1Py <p~'(¥)] = 1-G(B~'()).

Entonces,

Ca(x)B(y) Farx) (%), Gy (v)) = Pla(X) <x,B(Y) <]
=PX<a'(x),y =B (y)
—PX<a '(x)]—-PX <a'(x),Yy <B~'()
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Observacion 2.7. Si C es cdpula entonces se puede escribir como
C(u,v) = Ac(u,v) +Sc(u,v)

donde Ac(u,v) = fo T 91 C(s,t)dtds, esta representa la parte absolutamente conti-
nua de la expresion y Sc(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v), representa la parte singular.

A partir de esta expresion podemos identificar si C es absolutamente continua o singu-
lar de acuerdo a los siguientes casos:

i) En el caso donde C(u,v) = Ac(u,v) decimos que C es absolutamente continua.

ii) Si Ac(u,v) =0, ¥(u,v) € I? entonces C(u,v) = Sc(u,v) y decimos que C es sin-
gular.

iii) En el caso donde C tiene parte absolutamente continua y singular entonces ni
Ac ni Sc son cdpula.

Ejemplo 2.8. Sea I1(u,v) = uv, calcular Ac y S¢
Por un lado, la densidad de la copula esta dada por:

az 2

Juay CY) =g,,0
= J u=1
T ou

Ast, podemos calcular Ac como

c—/ / 3501 I(s,t)dtds

—/ / ldtds = uv

=I1(u,v)

Por lo tanto Ac(u,v) = I(u,v)
Finalmente, Sc estd determinada por

Sc(u,v) =C(u,v) —Ac(u,v)
=uv—TII(u,v) =0

Por lo tanto Sc(u,v) = 0.
Entonces la copula 11 es absolutamente continua.
2.5. Simetria e intercambiabilidad

Definicion 2.11 (Simetria). Si X una variable aleatoria y b € R. Decimos que X es
simétrica respecto a b si la funcion de distribucion de la variable aleatoria X — b es



26 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

igual a la funcion de distribucion de la variable aleatoria b — X, lo cual denotare-

mos X —b L b—X, es decir, Vx € R PX —b<x]=P[b—X <x]. Si X es continua
con funcion de distribucion F, podemos expresar la presente definicion de la siguiente
forma:

Fla+x)=F(a—x)

Un ejemplo simple de esta definicién lo tenemos si consideramos una funcién de
distribucién Normal con pardmetros it =0y ¢ = 1, donde de la forma gréfica es facil
probar que X ~ N(0,1) y —X ~ N(0, 1), por lo que podemos decir que X es simétrica
respecto a 0.

Definicion 2.12 (Intercambiabilidad). Sea X y Y variables aleatorias, decimos que
X y Y son intercambiables si y solo si (X,Y) £ (Y,X), es decir H(x,y) = H(y,x),
V(x,y) € R?, donde H es la funcion de distribucién conjunta de (X,Y).

Ejemplo 2.9. Sean 2 variables aleatorias exponenciales independientes con pardme-
tro & >0, Fx(x) = (1 —e ) y Gy(y) = (1 —e ™). Por independencia

H(x,y) =Fx(x)Gy (y) = (1—e ) (1 - ™)

=(1—e™)(1—e ) =Gy(y)Fx (x)
=H (y,x).

Por lo tanto X y Y son intercambiables.

Observacion 2.8. Si X y Y son variables aleatorias intercambiables, entonces son
idénticamente distribuidas:

F(x) =H(x,0) = H(o0,x) = G(x), VxeR

A partir de esta observacion llegamos al siguiente teorema mediante el cual pro-
baremos que si tenemos variables aleatorias idénticamente distribuidas, entonces son
intercambiables si y s6lo si su copula es simétrica, es decir, si para todo u,v € I se
cumple C(u,v) = C(v,u).

Teorema 2.6. Sean X y Y variables aleatorias continuas con funcion de distribucion
conjunta H y marginales F y G respectivamente, y cépula C. Entonces X y Y son
intercambiables si'y sélo si F = Gy C(u,v) = C(v,u), V(u,v) € I?, dada esta expresion
decimos que C es simétrica.

Demostracion. X y Y son intercambiables si y solo si:

H(x,y)=H(yx) Y(xy)€R%,

C(F(x),G(y)) =C(F(y),G(x)) empleando el teorema de Sklar.
Consideramos que son identicamente distribuidas, F(x) = G(x), si y solo si:
C(F(x),F(y)) =C(F(y),F(x))

C(u,v) =C(v,u) conu=F(x) yv=G(y).
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Ejemplo 2.10. Si X y Y son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas entonces son intercambiables.
Si F es la funcion de distribucion de X y Y, y dado que son independientes, entonces

H(x,y) =F(x)F(y)
=F(y)F (x)
= H(y,x), paratoda(x,y) € R%.

Por lo tanto X y Y son intercambiables y

H(x,y) =F (x)G(y)
=C(F(x),G(y))

es decir, C(u,v) =I1(u,v) = uv es la cépula independencia.

Para el caso en el que X y Y son intercambiables pero no necesariamente indepen-
dientes, usamos el siguiente ejemplo:

uy

C(u,v) = (x,y) €I

u+v—uy’
entonces, C(u,v) = C(v,u), por lo tanto X y Y son intercambiables pero no necesaria-
mente independientes.

2.6. Medidas de dependencia

La estructura de dependencia entre variables aletorias puede ser descrita amplia-

mente mediante su funcién de distribucién conjunta. Existen indicadores que miden
la dependencia entre variables, como la correlacién lineal, sin embargo esta presenta
inconvenientes ya que no es invariante bajo transformaciones mondtonas no lineales.
Las cépulas al ser invariantes bajo transformaciones monétonas nos hace contemplar
otros tipos indicadores de dependencia, como la Tau de Kendall, la cual presenta una
expresion definida en términos de cépulas, esto nos ayuda a obtener un anélisis de de-
pendencia mejor enfocado para este trabajo.
En esta seccidn nos enfocaremos en describir el concepto de concordancia en primer
instancia, y posteriormente los métodos que emplearemos para analizar la relacién en-
tre las variables que emplearemos posteriormente: la Tau de Kendall y la dependencia
en colas.

Definicién 2.13 (Concordancia). Sea (x;,y;) ¥ (xj,y;) observaciones aleatorias del
vector (X,Y), decimos que el par de observaciones (x;,y;) y (xj,yj) son concordantes
entre st, si x; <Xx;yy; <yjosix;i>Xx;yy >y De forma andloga los pares serdin
discordantes cuando x; < x; y y; > y; 0 si x; > x; y y; <yj. De igual forma podemos
expresar la concordancia entre las observaciones de la siguiente forma:

(xi—xj)(yi—y;) >0 (2.13)

Por el contrario, serdn discordantes cuando:

(xi—xj)(vi—y;) <0 (2.14)
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Definicion 2.14 (Tau de Kendall (muestral)). Esta medida puede ser entendida co-
mo la diferencia entre la probabilidad de que los datos observados estén en el mis-
mo orden contra la probabilidad de que los datos observados no se encuentren en
el mismo orden.Dicho lo anterior la Tau de Kendall muestral se define como la pro-
babilidad de la diferencia de los pares concordantes (C) y los pares discordantes
(D),© = P(pares concordantes) — P(pares discordantes), esto lo podemos expresar de
la siguiente forma:

o cC-D C-D C-D

Crp WD ()

(2.15)

Donde -1 <7<1

Definicion 2.15 (Tau de Kendall (poblacional)). Sean (X;,Y; y (X2,Y2) vectores alea-
torios independendientes e idénticamente distribuidos con funcion de distribucion con-
junta H, definimos la Tau de Kendall poblacional como:

Txy) = ]P)((Xl ,Xz)(Yl,Yz) > 0) 7]?(()(1 ,Xz)(Yl ,Yz) < 0) (2.16)

Partiendo de las definiciones anteriores, en el teorema que se enuncia a continua-
cién obtendremos una expresién de medida de concordancia en términos de cépulas.

Teorema 2.7. Sea (X1,Y1) y (X2,Y2) dos vectores aleatorios independientes con dis-
tribucion Hy y H,, respectivamente, con marginales comunes F 'y G. Sean las copulas
C1 y Gy, definimos Q como la diferencia entre las probabilidades de concordancia y
discordancia de (X1,11) y (X2,Y2), lo cual expresamos como:

Q :P((X] —Xz)(Y] —Yz) > 0) —]P)((Xl —X2)(Y1 —Yz) < 0)

Entonces

0=0(C,&) = //12 C(u,v)dCy(u,v) — 1
azcl (M,V)

donde dCi = “udy

Teorema 2.8. Sean X y Y variables aleatorias continuas con copula C, definimos la
Tau de Kendall poblacional en términos de copulas como:

Ty = 7 = 0(C,C) = 4 //2 Cu,v)dCu,v) — 1 2.17)
JJT

El resultado anterior manifiesta la conveniencia de utilizar la T de Kendall como
medida de dependencia en este trabajo, ya que puede ser calculada utilizando dnica-
mente la cpula sin necesidad de utilizar la distribucién conjunta o las distribuciones
marginales.

2.6.1. Dependencia en colas

La dependencia en colas se emplea como una medida de dependencia entre los
valores extremos de dos variables aleatorias.
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En esta seccion presentaremos dos expresiones para definir la dependencia en colas,
una es la comunmente encontrada en la literatura y la otra es una expresion alterna, serd
esta ultima la que emplearemos en este trabajo.

Definicion 2.16. Sean las variables aleatorias continuas X y Y cuyas funciones de
distribucion son F y G, respectivamente, definimos la dependencia en colas de acuerdo
a lo siguiente.

Dependencia Superior en colas entre dos valores extremos:

Ay = lim =Py >G (q)|X > F ' (q)] (2.18)

q—1-
Dependencia Inferior en colas entre dos valores extremos:

A= lim =Py <G '(1-¢q)|Xx <F~'(1-¢q)] (2.19)

qg—1-

A continuacién describiremos un enfoque alterno al generalmente empleado pa-
ra modelar dependencia total en colas, propuesto por Ming-Heng Zhang [Zha08]. La
propuesta considera un enfoque basado en la practica, donde es comiin encontrar que
la dependencia en colas de eventos asociados a un vector aleatorio (X,Y) " no se pre-
senta tinicamente dentro de las regiones [x,+o0) X [y,4o0) (UU),y (—o0,x] X (—o0,y)
(LL). También es posible encontrar eventos en las regiones [x,+o0) X (—oo,y] (UL),y
(7007)6] X (ya +°°) (LU)

Definicién 2.17. Sea el vector aleatorio (X,Y)", cuyas variables aleatorias X y Y
son continuas con funcion de distribucion F y G, respectivamente, y copula asociada
C(u,v), definimos la dependencia en las colas sobre sus diagonales como:

_ (Mw(g) Avu(q)
w0 (iite serto) e

Donde

Auu(q) =PV >q|U > ¢
Ar(q) =PV < (1-¢q)|U < (1—q)] '
Mu(q) =PV >qlU < (1-q)]

Es posible denotar la expresion anterior de forma asintética como:
lim, - Ay (g)  limg - Auu(q)

A= lim A(g) = (, 7" . 4! 2.22

A Al) (hmﬁlm@ tim,.1- Aur(4) 222

La estimacion empirica sobre las entradas de A tomando como base el conjunto de
observaciones {x;,y;}!"_; se define a continuacion.

Definicion 2.18. Sea el vector aleatorio (X,Y)", con observaciones {(xi,y;)" ;.
Definimos la dependencia muestral en colas sobre las diagonales como:
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A Aru(g,n)  Auu(g,n)
Alg,n) = ) ’ 223
o= (ten e 229
UU(qvn) 1 —9) Zz<n (X5 >X (g Yi>Ynglin)
AuL(g.n) = 1 -7 Z:<n (> Xnglin Vi <Yn(1—=q))in) (2.24)
ArL(g,n) = 11" 7 Lisn Loi<aiua gy <vpa—gym)
ALU(‘L”) 1 —q) Zl<n xt<x[ (1—q)]: )17yi>y[nq]:n)

Donde el cuantil g € (0,5,1), I corresponde a la funcion indicadora, y x;., y y i
refieren a los estadisticos de orden de la muestra {(x;,y;) " }7_,.

2.7.

Copulas multivariadas.

En esta seccidn presentaremos la generalizacion de los conceptos y resultados so-
bre cépulas antes vistos a un espacio n — dimensional. Se omitirdn las demostraciones
dado que las ideas empleadas para desarrollar las mismas son muy similares a las desa-
rrolladas en el casospl bivariado y la complejidad adicional en la notacién queda fuera
de los alcances de este trabajo.

Notacion. Comenzamos presentando la notacién que se utilizara:

R™ =R x --- x R es el producto cruz de R m veces.
a=(ai, - ,an) ER™
SiQ,QER’"diremosqueggbsiysélosiaigbiparatodai:1,...7m.

Si a < b definimos [a,b] := [ay,b1] X -+ X [am,bpu] C R™ como el rectangulo o
caja m — dimensional.

Los vértices de [a,b] son puntos dela forma ¢ = (cy,...,cy), donde ¢; = a; 6
c¢i =b;paratodoi=1,...,m. Observamos que existen 2" vértices.

Denotamos el cubo unitario m — dimensional como I =1 x --- x I.

Una funcién m — dimensional real valuada serd H : R™ — R con DomH C R™y
RanH C R.

A continuacién generalizamos la definicién del volumen de una funcién.

Definicién 2.19 (H-volumen n-dimensional). Sean S\, ...,S, C R no vacios y H :

S1x--

- X 8y, — R. Sea B = [a,b] tal que sus vétices estdn en Sy X - -+ X S,. Se define el

H —volumen de B como

Vi (B) = ALH(1) = AbnAg! - ADUH(1),
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donde las n primeras diferencias de orden son
by
AaﬁH(L) = H(t17' s lk—1 abk7tk+17 e 7tl’l) _H(tla' s lke—15 Ak Tt 15 - - - 7tl’l)'
La definicién anterior la podemos ejemplificar a continuacién:

Ejemplo 2.11. Sea H : R> = Ry B = [x1,x2] x [y1,¥2] X [21,22], el H —volumen de B
es

Vi (B) =A2A2AN2H (t,t2,13) = AZAN? (H(xp,10,13) — H(x1,1,13))

21Ty 211
=A2 (H(x2,y2,83) — H(x1,y2,13) — H(x2,1,13) + H(x1,y1,13))
=H(x2,y2,22) — H(x1,y2,22) — H(x2,y1,22) + H(x1,)1,22)
—H(x2,y2,21) +H(x1,y2,21) + H(x2,y1,21) — H(x1,1,21).

Definicion 2.20. Sea Sy,...,S, no vacios y H una funcion tal que H : DomH — RanH
donde DomH = §) x --- X S, C R" y RanH C R. Definimos los siguientes conceptos:

1. (n-creciente). Decimos que H es n— creciente si'y solo si para todo B = [a, b]
con vértices en DomH, se tiene que Vg (B) > 0.

2. (Fija) Si a; es el elemento infimo de S, es decir a; = inf{x|x € S} € Sj para
todo k = 1,...,n, decimos que H estd fija si H(¢) = 0 para todo ¢ € DomH tal
que t, = ai para algin k € {1,... n}.

3. (Marginales) Si by, es el elemento supremo de Si, es decir, by = sup{x|x € S; } €
Sy paratodo k = 1,...,n, H tiene marginales unidimensionales dadas por

Hk(x) :H(b],...,bkfl,x,bkfl,...,b,,) parak € {1,...,1’!}.

Completando el punto 3 de la definicién anterior, H también tiene marginales de
dimension r con r € {2,...,n— 1}. Por ejemplo, una de las marginales de dimensién 2
es

Hl,Z(xay) = H()C,y,b3, o abn)

Ejemplo 2.12. Sea H una funcion con DomH = [—1,1] x [0,0] x [0, /2] dada por

(x+1)(e¥ — 1) sen(z) .

Hxyz)=—">5"7

Primero veamos que H estd fija.

x+1)(e"—1
H(x,0,z) = (et x)—(i- 280_)ien(z) =0,y
H(x,y,0) = (x+1)(e” —1)sen(0) _o.

x+2e¥—1
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Las marginales de H son:

(x+1)(e”—1)sen(m/2)

H(x) = H(x,o0,/2) = lim utilizando L’Hopital

y—roo x+2e —1
e x+1
=kt Dlim s =

(1+1)(e¥—1)sen(m/2)
1+2e—1

:2(@2;;1):(1—”), y

Hs(z) = H(1,0,7) :ylfj; (1+ ll)fz;i)ien(Z)

=sen(z) lim (1 —e™) = sen(z).
yroo

Hy(y) = H(L,y,m/2) =

utilizando L’Hopital

Las marginales de dimension 2 de H son:

Hia(ry) = Hixpmj2) = S

)

x+2e¥—1
1)(e—1
Hi3(x,2) = H(x,%0,7) = lim et X)J(fzey _) ien(z) utilizando L'Hopital
_(x+Dsen(z) e _ (x+1)sen(z)
B lim  yse2e¥ 2 ’
B _(I+1)(e" —1)sen(z) .
Hy3(y,2) =H(1,y,2) = a1 = (1—e?)sen(z).

Anélogo al caso de dimensién 2 enunciaremos la definiciéon de subcépula de di-
mension 7.

Definiciéon 2.21 (subcépula n-dimensional). Sea C' una funcién con DomC' = S x
<o+ X 8y, decimos que C' es una subcopula n — dimensional o una n—subcdpula si

i) Sicly{0,1} C i Sk
ii) C' es n— crecientey fija.
iii) C' tiene marginales

Co(u)=C'(1,...,1,u,1,...,1) =u, paratodak=1,...,ny para toda u € S.

Observacién 2.9. Para toda u € DomC' se tiene que 0 < C'(u) <1y C'(u) = Vo ([0,u1] X -+ X [0,u,]) > 0.

Definicion 2.22 (n-copula). Sea C una subcdpula n — dimensional, decimos que C es
copula si DomC = I"'. Equivalentemente, C es copula si 'y solo si C : I" — R tal que

i) Paratodau €I" C(u) =0 sial menosunau; =0,y C(1,...,1,u,1,...,1) = uy
paratodak=1,...,ny paratoda u; € I.
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ii) C' es n—creciente, es decir para toda a,b € I'" tal que a < b, entonces V¢ ([a,b]) >
0.

A continuacién presentamos un ejemplo de una n—cdpula.

Ejemplo 2.13. Sea IT"(u) = u; - - - u, una extension del caso I1 bivariado. Demostre-
mos que IT" es copula. Sea u; = 0 para al menos un i = 1,...,n, entonces I"(u) =
up i Ouge oy, =0y ITM(1,. .0, Ly 1,00, 1) =1, lul .o 1 =

Sea a,b € R" tal que a < b, y el rectdngulo B = [a,b], entonces

by b
Vir (B) =AgAgi) - A0TT (s yun) = Mg A AG! (- )
by
:AZ;A%J “'AZ§(M2"'Mn)(b1 —ay)

=N A A (3 uy) (by — ) (b —a2)

n
:H(b,- —a;) > 0ya que a; < b;.
i=1
Por lo tanto IT" es n—copula.

Observacion 2.10. Si C es n—copulay 1 < ki, <--- < k; <n, entonces
Ckl,...,kj(ukl ...ukj) = C(l,...,l,ukl,l,...,ukj, 1,...,1)
es j-copula.

Teorema 2.9 (Continuidad uniforme). Sea C'una subcopula, entonces para toda
u,v € DomC' se tiene que

IC'(v=C' W) <Y vk — il
k=1

Por lo tanto C' es uniformemente continua en su dominio.

Definicién 2.23 (Funcién de distribucion n — dimensional). Sea H : R" — R, decimos
que H es funcion de distribucion n — dimensional si y sélo si

i) H es n— creciente.

ii) H(t) =0Vt € R" tal que ty = —oo para al menos unk > 1y H(co,... 00) =1,
es decir, H estd fija. Ademds, las marginales son

Finalmente enunciamos la generalizacién del Teorema de Sklar.

Teorema 2.10 (SKlar). Sea H una funcion de distribucion n — dimensional con mar-
ginales Fy,. .., F,, entonces existe una n—copula C tal que Vx € R"

H(xpy...,x,) =C(F1(x1),...,Fy(xn)). (2.25)
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Si Fy,...,F,son continuas, entonces C es unica, en otro caso estd determinada de ma-
nera tinica en RanFy X - -- X RankF;,.
De manera inversa, si C es una copulay Fy, ..., F, son funciones de distribucion univa-

riadas, entonces H definida como en 2.25 es funcion de distribucion n — dimensional.

Corolario 2.2. Sea H funcion de distribucion n— dimensional con marginales Fy, . .. | F,,
) -1 ~1 . .
y sea C una n—cdpula. Sean Fl( ), e ,F,f ) cuasi-inversas de Fi,...,F, respectiva-

mente, entonces Yu € I"
Clur,.oun) = HF (), B ().

Teorema 2.11. Sean X1, ..., X, variables aletorias con funcion de distribucion Fy, ..., F,
respectivamente y funcion de distribucion conjunta H. Entonces, existe una n—copula
tal que

H(xl, e ,xn) = C(Fl (xl), e ,Fn(xn)) Vx e R.

Si Fy,...,F, son continuas, entonces C es iinica, en otro caso C estd determinada de
manera vunica en RankFy X --- X RankF,,.



Capitulo 3

Familias de copulas elipticas y
su estimacion

Dentro de este capitulo definiremos de forma resumida los conceptos relacionados
a las distribuciones elipticas en principio, posteriormente nos enfocaremos en la des-
cripcién de dos tipos de copulas que provienen de esta familia, la gaussiana y la t de
student y finalmente describiremos un método de estimacion para la matriz de correla-
cién que emplearemos para este tipo de copulas.

3.1. Distribuciones elipticas

La clase de distribuciones elipticas puede ser considerada como una extension de
la distribucién normal. Esto a raiz del interés en la generalizacién del modelo de po-
blacién normal a una clase méds amplia de distribuciones que mantenga las principales
propiedades de la misma.

Una de las principales caracteristicas de dichas distribuciones es que presentan una
forma simétrica, ademds de que sus coeficientes de dependencia en colas, superiores e
inferiores, son iguales.

Existen diversas formas de definir una distribucién eliptica, nosotros nos enfoca-
remos en una definicion estdndar con base en la referencia [AF90]. En este trabajo
haremos una breve definicién de estas distribuciones, para mayor detalle se pueden
consultar las referencias.

Empezaremos por recordar que un vector aleatorio X tiene distribucién N(u,X), si y

s6losi X £ W+ AY donde AAT =X y Y se distribuye N(0,1d).
Procedemos a definir una distribucién esférica.
Definicion 3.1 (Distribucion esférica). Decimos que un vector aletorio X tiene una

35
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distribucion esférica si para cada Q € O(n)
d

ox Lx, G.1)

donde O(n) denota el conjunto de matrices ortogonales n X n

A continuacién denotaremos algunas de las propiedades mds representativas de las
distribuciones esféricas

Teorema 3.1. Sea X un vector aleatorio. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. 0X %Xpara toda Q € O(n).

2. La funcion caracteristica de X es una funcion que depende de ||t||?, t € R", es
decir

wx(t) =E{e" X} = 9(:"1) = o (||t|),

donde ¢ es una funcion escalar.

3. La densidad de X puede expresarse como gx(X) = f(X'"X), donde
I [0700) - [07°°)

Al definir la distribucién esférica y sus propiedades contamos con los elementos
necesarios para definir la distribucién eliptica.

Definicion 3.2 (Distribucion eliptica). Sea X un vector aleatorio. Decimos que X
tiene distribucion eliptica con pardmetros L'y ¥ si

X< pu+ay, (3.2)

donde Y tiene distribucion esférica, A es una matriz de n x k tal que AAT =X con
rank(X) = k.

Mediante el teorema a continuacion enunciaremos algunas de las principales pro-
piedades que tienen las distribuciones elipticas.

Teorema 3.2. Sea X un vector aleatorio con distribucion eliptica de pardmetros L y
Y., entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Una transformacion lineal de X también tiene distribucion eliptica. En particu-
lar, todas las distribuciones marginales de X son distribuciones elipticas.

2. Todas las distribuciones condicionales de X son distribuciones elipticas.

3. La funcion caracteristica de X es de la siguiente forma

yx(t) =E{e" ¥} =" Ho (i x0).
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4. SiY se distribuye esférica con funcion de densidad g, entonces X = L +AY tiene
densidad 1
FO) =2 2= ) =7 (- )], xeR" (3.3)
donde ¥ = AA".

Comunmente a la matriz ¥, que cumple ser simétrica y definida positiva, se le iden-
tifica como un pardmetro de dispersién y a (L como un pardmetro de localizacion.

Considerando funciones g particulares podemos obtener distribuciones que serdn
parte de la familia de las distribuciones elipticas, por ejemplo si g(x) = zl—ﬂexp—g

obtendremos la distribucién gaussiana y en caso de que g(x) = (1+ %‘)_HTV tendremos
la distribucién t de student, donde v serdn los grados de libertad, (véase [GVB93]).
Estas distribuciones seran las que emplearemos mas adelante en nuestro ejercicio de
estimacion de pardmetros.

3.2. Cobpulas elipticas

En esta seccidn enunciaremos en principio las caracteristicas de las copulas elipti-
cas, posteriormente nos enfocaremos en describir un algoritmo con el cual se busca op-
timizar el proceso para obtener los estimadores de maxima verosimilitud de los pardme-
tros de correlacion de copulas elipticas. Esta seccién se basa en el articulo [MLE14].

Existen diversas familias de cdpulas paramétricas mediante las cuales es posible
representar diferentes estructuras de dependencia. Con base en lo descrito en el capitu-
lo anterior, si tenemos un vector aletorio X de dimension d con funcién de distribucién
multivariada Fx(x) continua, por el teorema de Sklar sabemos que existe una tnica
copula C con la siguiente propiedad:

C(u) = Fx (Fy,' (1), .....Fy ' (ua)) (3.4)

donde Fy. !es la funcién inversa de la i-esima marginal y uy,.......,ug €1

La copula C(u) recopila la estructura de dependencia del vector aleatorio X, ademds
tiene marginales uniformes que no dependen de la forma particular de las distribuciones
marginales de X. Cuando esta exista, la densidad de la copula esta definida por

P
W = S T o

Las cépulas elipticas son aquellas que en la ecuacion (3.4) Fx es una funcién de
distribucién eliptica multivariada. En particular las cOpulas gaussianas y t de student
corresponden a la distribucién normal multivariada y t de student, respectivamente.

En el caso de las funciones de densidad de cOpulas elipticas estas no dependen de
los pardmetros de localizacion, ya que estardn sujetas a los parametros de dispersién
s6lo a través de la matriz de correlacién, p, determinada de acuerdo a la siguiente
expresion:

C(u). (3.5)

5

Pij = e

(3.6)
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La densidad de la c6pula gaussiana se expresa de la siguiente forma:

1 28 P 's

CGaus(W;p) = — ——— 3.7
G ( p) ﬁ|p|Hﬁlzle*%8? ( )

d . R .
donde g = g; = ! (i);_1, y P corresponde a la funcién de distribucién normal uni-
variada. Por otra parte, la densidad para una cépula ¢ de student se puede expresar de
la siguiente forma:

T -1 d
S e
1 2

PIC(5)T md (14 %) =%

o(wp,v) = (3.3)

donde v corresponde al parametro de grados de libertad, s = {s; =1, ! (u;)}9_, y ty es la
funcién de distribucion ¢ de student univariada. Es importante observar que en el caso
de evaluar la cépula ¢ de student tomando v — oo el resultado serd la expresion de la
cOpula gaussiana descrito en la férmula 2.5.

De las ecuaciones (3.7) y (3.8) se puede observar que las densidades correspon-
dientes a la copula gaussiana y la cépula ¢t de student no dependen de los pardmetros
de localizacién ni de dispersion que describen a las marginales.

3.3. Estimacion

Existen dos enfoques generalmente utilizados en los métodos para estimar los
parametros de correlacién en cépulas elipticas: el método de momentos y el método
de méxima verosimilitud. El método de momentos se basa en igualar rangos de medi-
das de correlacion empiricos y tedricos. El método de maxima verosimilitud, como su
nombre lo indica, se basa en la maximizacion de la funcién de verosimilitud. Sera este
dltimo el que emplearemos para estimar los pardmetros de correlacidn.

En este capitulo se desarrollard un proceso de optimizacion para obtener los estima-
dores de méaxima verosimilitud de los parametros de correlacion p de cépulas elipticas
basados en el articulo [MLE14].

Teniendo en cuenta que no siempre existen expresiones cerradas para las estima-
ciones, el método de méxima verosimilitud generalmente emplea técnicas de optimiza-
ci6n numérica. Estas situaciones pueden representar una complejidad considerable en
los casos donde la dimensién de la cépula eliptica es grande, debido a que el nimero de
parametros en la matriz de correlacién incrementard como el cuadrado de la dimension
de la cépula, por lo que los métodos de optimizacion estdndar presentan deficiencias
de practicidad.

Considerando copulas elipticas con densidad, dada una muestra de la forma U =
{u}"_, donde u, = {u,; € [0,1]}%_, el método de maxima verosimilitud se concentra
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en resolver el siguiente problema de maximizacion con restricciones:

p=max{L(p)lp € 2} (3.9)

donde L(p) es la log-verosimilitud definida como:

L(p) =Y logc(usp) (3.10)
=1

y & es el espacio de matrices de correlacion, es decir, es el espacio de todas las matri-
ces simétricas, definidas positivas y cuyos elementos en su diagonal son iguales a uno.

De acuerdo a [MLE14] no existen métodos eficientes para obtener estimadores por
méxima verosimilitud exactos del pardmetro de correlacién de cépulas elipticas. Sin
embargo, hay métodos de aproximacion ampliamente utilizados tanto para la cépula
gaussiana como para la cépula ¢ de student. En esencia, estos métodos se basan en
la busqueda de una solucién al problema, )i, en un espacio menos restringido, %, el
espacio de las matrices simétricas y definidas positivas, para posteriormente proyectar

esta solucién a & usando el proyector:

n:¢ — <

R . (3.11)
TI(£) — ASA,

S
donde A;; = \/% y &;j es la delta de Kronecker. En particular para la copula gaussiana

el problema de maximizacion en % tiene una solucién exacta dada por

o 1 —
E=-Yag' si=0""(u) (3.12)
=1
. L oy J
Para la cépula rde student, de la condicién de punto critico, F =0, se propone la
siguiente iteracién de punto fijo
N A\ 1 & s8]
> 11 = <1+> — 7t}\_, 5171':[_1(14171‘), (313)
[m+1] v) T t; 1+ %s;p[m]ls, v
donde en cada iteraracion se realiza la proyeccion
Pt 1) = T (Ep))- (3.14)

Observamos que el método para la cépula gaussiana (ecuacién 3.12) es un caso
particular cuando vV — co.

Aunque estos métodos son computacionalmente eficientes, las soluciones obteni-
das no son realmente maximos de la funcién de verosimilitud, ya que en general la
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aplicacion del proyector IT no asigna un maximo en ¢ a un maximo en &. De hecho,
el error en la funcién de verosimilitud y en los pardmetros puede ser signficativo.

Con la finalidad de abordar la maximizacién restringida, la idea bésica del algorit-
mo presentado en [MLE14] se basa en definir una versién proyectada de la funcién de
log-verosimilitud

L* = LoIl, (3.15)

y resolver el problema de maximizacién
$ = argmaxy {L*(2)|Z € €}, (3.16)

tal que la funcién de verosimilitud es evaluada en una matriz valida (pardmetro de
correlacion). El parametro de correlacion de la cépula estimado se obtiene por la pro-
yeccion

p=TI(2). (3.17)

Entonces, la condicion de punto critico necesaria para la log-verosimilitud proyectada,
que tiene que ser satisfecha por la solucién del problema de maximizacidn, es

JL* ()  OL(TI(T))

Sy-T = oy =0. (3.18)
Usando la regla de la cadena y definiendo
JdL
74(p) = 2H2) (3.19)
ap; j
la condicién puede ser escrita como
oL (X op;!
0="2 ) =y 2Py p)
B WOy (3.20)

X
= <5ik5j1 V T — E,-_jlzkizkj\/ Z/i) Du(p),
I

0 en notacion matricial

()

0="—=7 =47 (2(p) —p diag (Z(p))p~")A™ (3.21)

donde diag(X);; = X;;6;;. Con el fin de resolver esta ecuacién, utilizamos el hecho de
que el punto critico también satisface

AL (%)
r=Y—-2A—+ 3.22
T (3.22)
lo cual sugiere el siguiente esquema de iteracion de punto fijo
dL* (%)
T |y,

Zpt1] = Z — A (3.23)
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donde A4 es un pardmetro de medida de paso lo suficientemente pequefio para asegurar
que Xy, 1) sea definida positiva después de la iteracion.
El algoritmo es implementado mediante la derivada, Z(p), correspondiente a la log
verosimilitud de la cépula a estimar. En este trabajo solo se considerardn la cépula
gaussiana y t, sin embargo , el algoritmo puede aplicarse a cualquier cépula eliptica
para la cual Z(p) puede ser calculada de forma cerrada.

El esquema iterativo de la ecuacion 3.23 se asemeja a un método de gradiente
ascendente, pero en lugar de moverse a lo largo de la direccién del gradiente (que
dL*(X)

oxr-1 -
Por esta razon, a partir de este punto lo denotaremos algoritmo de gradiente inverso.
De hecho la derivada direccional de L* en la direccién V es positiva. Para verificar lo
anterior, se puede observar que dado que

en principio pareceria lo 6ptimo), se mueve a través de la direccién V = —

o(T) _ oL(T),

- ox 7 (3:24)

la derivada direccional de L* a lo largo de esta direccion puede ser expresda como

. _ v OIL(X) Vy
ML =Y VI
(3.25)
_ L (o (®)oL(E)
vt Ues o %)

donde tr es el operador traza y ||V || es la norma de V. Ya que X es una matriz real,
simétrica y definida positiva, esta admite la descomposicion £ = 0Q0", donde O es
una matriz ortogonal y Q es una matriz diagonal con entradas positivas en la diagonal,

JL*(X
0;; > 0. Por lo tanto, definiendo M = OTTZ(‘,)

atraza y el hecho de que M es simétrica, se tiene que

0, utilizandola propiedad ciclica de 1

AyL* = ﬁ tr (MOMQ)
| (3.26)

= Vi Y 0i0);(Mij)* > 0.

ij

En particular, esto garantiza que en cada iteracion de la ecuacién (3.23), L* incre-
menta para un valor de A > 0 suficientemente pequefio.
Para muestras de datos paticulares, la eleccién A = % puede generar matrices que no
son definidas positivas, en estos casos sera necesario ajustar a un A mds pequefio.
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3.4. Algoritmo de estimacion para céopulas gaussianas
y t de student

En estd seccion describiremos a detalle el algoritmo de estimacién de la correlacién
para cOpulas gaussianas y ¢ de student. Partimos de un conjunto de n observaciones en
el cubo unitario d-dimensional, {w, = (u1,...,u:4)}/;, u;; € (0,1). En el caso de la
copula ¢ de student v serd el pardmetro correspondiente a los grados de libertad, cuyo
valor suponemos conocido. A continuacién describiremos el algoritmo de estimacion.

= Paso 0. Transformamos las observaciones usando la inversa de la funcién de
distribucién univariada acorde al tipo de cépula de la siguiente forma.
Para la copula ¢ de student:

gri=1y " ().

Para la cépula gaussiana:
-1
St,i = ¢ (um).

Posteriormente calculamos un estimador inicial para la matriz de covarianzas X.
En ambos casos, esta estimacion inicial estara basada en la aproximacion para la
copula gaussiana de la siguiente forma

S = Y 88 -
=1

S| =

= Paso 1. Dado el actual estimador de la matriz de covarianzas, Z[m] , calculamos la
proyeccion al espacio de las matrices de correlacidon y encontramos la direccion
de la gradiente inversa

Pim] =A ) Zim A
IL* (Z)
oy

[m]

=—A, (@(p[m]) — pjydiag (9 (P[m])P[;,]l) P[m]) A

A ==

donde se define la entrada ij de la matriz A}, como

Oi

(Ap))ij = ——==—
(Z‘[m} )l Jj

A continuacién tenemos las expresiones de la matriz derivada de la log-verosimilitud,

2(p) = ‘Z)(f ]) , para las copulas consideradas.

- Copula gaussiana:
n

1 n
2(p) = EP* 5 Zgzng-
=1
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- Cépula ¢ de student:

n V+d & ses,

Pp)=-p— .
() =3P~ t;l—s-%sfp*ls,

= Paso 2. El siguiente estimador, X[, ], es obtenido moviendo la direccién de la
gradiente inversa
Zpor+1) = T + At 18

donde l[m] es una medida de paso adaptada. Elegimos una medida inicial QL[O} Y,
en cada iteracion se evaluan tres prospectos de medida

Ay 1) € 1kt Ay, Ay s k2 Ay 3

donde 0 < k1 < 1 < ky y elegimos aquella con la mayor log-verosimilitud que
cumpla con las siguientes condiciones:

- X[y 41) es definida positiva.

- La log-verosimilitud incrementa, es decir, L*(X(,4.1]) > L*(Z(y))-

En caso de que no se cumpla ninguna de estas condiciones, la medida A, se
reduce, Aj,,) — k1 Ay, y tres nuevas alternativas son evaluadas.

= Paso 3. Si la convergencia en X, ha sido alcanzada en el paso m = M, la pro-
yeccion al espacio de matrices de correlacion resulta en lo siguiente

P =T1(Ep) = ApmZimjApm
y el algoritmo finaliza. De otra forma, se repite a partir del paso 1.

Posterior a realizar pruebas sobre el algoritmo empleando diferentes tipos de tamafio
de los pasos, ki,k;, se encontré que la modificacion de valores en los mismos implica
variaciones solo en el tiempo de ejecucién del algoritmo, por esta razén se confirmaron
como mejores opciones las sugeridas por el articulo [MLE14], las cuales se emplearan
en el ejemplo a continuacidn,
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Capitulo 4
Ejemplo

En este capitulo mostraremos un ejemplo de la implementacion del método de esti-
macién del pardmetro de correlacion descrito en el capitulo anterior para la distribucién
t de student y gaussiana. Dicho algoritmo fue programado en MATLAB, el cédigo del
mismo se presenta en el apéndice del presente trabajo. Posterior a la obtencién del
parametro de correlacion, y mediante el uso de las funciones de cépulas precargadas
en MATLAB (copularnd), se procedera a realizar las simulaciones de la informacidn.
Con dicha informacién se medird la dependencia que existe entre cada variable y pos-
teriormente se efectuard un andlisis de la calidad del ajuste mediante una prueba de
bondad de ajuste.

4.1. Analisis previo de la informacion

Utilizaremos como observaciones los precios de acciones cotizadas en el merca-
do de valores NASDAQ: Apple Inc. (AAPL), Microsoft Corporation (MSFT) y Atmel
Corporation (ATML). El periodo de observacion considerado es del 4 de enero del

2010 al 24 de noviembre del 2015, sélo se consideran dias habiles.

En la figura (4.1) se presentan las graficas de los precios al cierre del dia de AAPL,
MSFT y ATML respectivamente.

Calculamos los log-rendimientos, r;, de cada una de las acciones (variables), de
acuerdo a la siguiente expresion
=108
P

donde B, es el precio de la accidn en la fecha ¢.

En la figura (4.2) se muestran las graficas con los comportamientos de dichos log-
rendimientos.

45
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Figura 4.1: Precios de las acciones
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Figura 4.2: Log-rendimientos de las acciones
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En primera instancia se realizé una transformacidn de los datos, para ello calcula-
mos la distribucién empirica de cada variable de la siguiente forma

R 1 R,,
donde M es el conjunto de observaciones, n es el nimero total de las mismas y ¥ vep I i<,
es el nimero de observaciones en la muestra menores o iguales que r;, representada
tambien como R,,. Mediante esta transformacion logramos obtener observaciones uni-
formemente distribuidas en el intervalo [0,1]. A partir de este momento nos referiremos
a los datos resultantes de esta transformacién como observaciones.

Como un primer andlisis de la posible dependencia entre cada par de variables, en
la figura (4.3) se presentan las graficas de dispersién de las funciones de distribucién
empiricas.

ot i prinin AAPL i NPT Crwhn e Srperon AN 8 ATHL

(a) AAPL vs MSFT (b) AAPL vs ATML

R
o

(c) MSFT vs ATML

Figura 4.3: Gréficas de dispersion por pares

Posterior al andlisis grafico de las observaciones, calculamos la concordancia entre
cada par de variables mediante la T de Kendall utilizando la funcién corr implementada
en MATLAB. En el cuadro (4.1) se muestra la T obtenida por pares, la entrada ij es la
T entre las variable i, j.

Para medir la dependencia en colas, para cada par de variables se calcularon los
estimadores Ay, Ayy, Ayr y ALy definidos en la seccién 2.6.1 considerando el cuantil
g = 0,95. En los cuadros (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) se presentan los resultados obtenidos.
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Cuadro 4.1: 7 de Kendall

AAPL MSFT ATML
AAPL 1 0.268458 | 0.250606
MSFT | 0.268458 1 0.269130
ATML | 0.250606 | 0.269130 1
Cuadro 4.2: Az
AAPL MSFT ATML
AAPL 0.390836 | 0.309973
MSFT | 0.390836 0.296496
ATML | 0.309973 | 0.296496
Cuadro 4.3: Ayy
AAPL MSFT ATML
AAPL 0.229111 | 0.215633
MSFT | 0.229111 0.242588
ATML | 0.215633 | 0.242588
Cuadro 4.4: Ay
AAPL MSFT ATML
AAPL 0.026954 0
MSFT | 0.026954 0.013477
ATML 0 0.013477
Cuadro 4.5: Ary
AAPL MSFT ATML
AAPL 0.013477 0
MSFT | 0.013477 0.013477
ATML 0 0.013477

49
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4.2. Estimacion del parametro de correlacion

Utilizando el algoritmo descrito en la seccién (3.4), estimamos la matriz de corre-

laciones para la cépula gaussiana y la cépula ¢ de student, en este dltimo caso conside-
ramos que el pardmetro de grados de libertad es v = 5.
Es importante mencionar que en el algoritmo de estimacidn, para considerar que el
estimador de la correlacion ha alcanzado la convergencia, fue necesario definir una
variable de tolerancia bajo la cual se considera que la diferencia entre dos cantidades
es no significativa, es decir, detuvimos el algoritmo cuando la diferencia entre la log-
verosimilitud de un paso en comparacion con la del paso anterior era menor o igual a
la tolerancia prestablecida.

4.2.1. Resultados cépula gaussiana

La estimacion del pardmetro de correlacion en el caso de la copula gaussiana genera
los siguientes resultados:

Cuadro 4.6: Estimador correlacién. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL 1 0.401795 | 0.389626
MSFET | 0.401795 1 0.403144
ATML | 0.389626 | 0.403144 1

Para determinar la calidad de la estimacidn, simulamos m observaciones de una
copula gaussiana con la matriz de correlacion del cuadro (4.6),donde m = 10,000. A
partir de la muestra simulada obtenemos la tau de Kendall presentada en el cuadro

4.7).

La variacion de la 7 obtenida de la muestra simulada con respecto a la T obtenida

Cuadro 4.7: T simulacién. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL 1 0.263719 | 0.266224
ASFT | 0.263719 1 0.272110
ATML | 0.266224 | 0.272110 1

de las observaciones originales se presenta en el cuadro (4.8).

Cuadro 4.8: Variacién 7. Cépula gaussiana

AAPL | MSFT | ATML
AAPL 0 -0.57% | 0.08 %
MSFT | -0.57% 0 2.35%
ATML | 0.08% | 2.35% 0
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En los cuadros (4.9),(4.10), (4.11), (4.12)se presentan los coeficientes de depen-
dencia en colas.

Cuadro 4.9: A;;, simulada. Cépula gaussiana

AAPL

MSFT

ATML

AAPL

0.186000

0.196000

ASFT

0.186000

0.192000

ATML

0.196000

0.192000

Cuadro 4.10: Ayy simulada. Cépula gaussiana

AAPL

MSFT

ATML

AAPL

0.186000

0.192000

ASFT

0.186000

0.210000

ATML

0.192000

0.210000

Cuadro 4.11: Ay, simulada. Cépula gaussiana

AAPL

MSFT

ATML

AAPL

0.002000

0.006000

ASFT

0.002000

0.008000

ATML

0.006000

0.008000

Cuadro 4.12: A,y simulada. Cépula gaussiana

AAPL

MSFT

ATML

AAPL

0.002000

0.006000

ASFT

0.002000

0.002000

ATML

0.006000

0.002000

En los cuadros (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) se presenta la varicion de los coefi-
cientes de dependencia en colas de la muestra simulada respecto a los obtenidos de la
muestra original.

Cuadro 4.13: Variacién Az simulada. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL -52.41% | -36.77%
ASFT | -52.41% -35.24%
ATML | -36.77% | -35.24%
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Cuadro 4.14: Variacién Ayy simulada. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL -18.82% | -10.96 %
ASFT | -18.82% -13.43%
ATML | -10.96% | -13.43%

Cuadro 4.15: Variacién Ay, simulada. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL -92.58%
ASFT | -92.58% -40.64 %
ATML -40.64 %

Cuadro 4.16: Variacién Ay simulada. Cépula gaussiana

AAPL MSFT ATML
AAPL -85.16%
ASFT | -85.16% -85.16%
ATML -85.16%

Las graficas de dispersion correspondientes a los datos simulados se encuentran el
la figura (4.4)



4.2. ESTIMACION DEL PARAMETRO DE CORRELACION 53

(a) AAPL vs MSFT (b) AAPL vs ATML

(c) MSFT vs ATML

Figura 4.4: Graficas de dispersion por pares

4.2.2. Resultados copula ¢ de student

La estimacién del parametro de correlacion en el caso de la copula ¢ de student
se realizé con pardmetro de grados de libertad v = 5. El estimador de la correlacién
resultante es:

Cuadro 4.17: Estimador correlaciéon. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 1 0.403015 | 0.374001
MSFT | 0.403015 1 0.408572
ATML | 0.374001 | 0.408572 1

Para determinar la calidad de la estimacion, simulamos m observaciones de una
copula ¢ de student con la matriz de correlacién del cuadro (4.17),donde m = 1,484, es
el tamafo de la muestra original. A partir de la muestra simulada obtenemos la fau de
Kendall presentada en el cuadro (4.18).
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Cuadro 4.18: 7 simulacién. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 1 0.266276 | 0.241921
ASFT | 0.266276 1 0.268070
ATML | 0.241921 | 0.268070 1

La variacion de la 7 obtenida de la muestra simulada con respecto a la T obtenida
de las observaciones originales se presenta en el cuadro (4.19).

Cuadro 4.19: Variacién 7. Cépula ¢ de student
AAPL | MSFT | ATML
AAPL | 0.00% | -0.81% | -3.47%
ASFT | -081% | 0.00% | -0.39%
ATML | -347% | -0.39% | 0.00%

En los cuadros (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) se presentan los coeficientes de depen-
dencia en colas.

Cuadro 4.20: Az, simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 0.248000 | 0.218000
ASFT | 0.248000 0.258000
ATML | 0.218000 | 0.258000

Cuadro 4.21: Ayy simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 0.240000 | 0.206000
ASFT | 0.240000 0.290000
ATML | 0.206000 | 0.290000

Cuadro 4.22: Ay, simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 0.030000 | 0.038000
ASFT | 0.030000 0.020000
ATML | 0.038000 | 0.020000
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Cuadro 4.23: A,y simulada. Cépula ¢ de student

AAPL

MSFT

ATML

AAPL

0.024000

0.024000

ASFT

0.024000

0.026000

ATML

0.024000

0.026000

En los cuadros (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) se presenta la variacién de los coefi-
cientes de dependencia en colas de la muestra simulada respecto a los obtenidos de la
muestra original.

Cuadro 4.24: Variacién Ay simulada. Cépula 7 de student

AAPL | MSFT | ATML
AAPL 8.24% 1.10%
ASFT | 8.24% 12.61 %
ATML | 1.10% | 12.61%

Cuadro 4.25: Variacién Ayy simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL -38.59% | -33.54%
ASFT | -38.59% -2.19%
ATML | -33.54% | -2.19%

Cuadro 4.26: Variacién Ay simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT ATML
AAPL 122.60 %
ASFT | 122.60% 48.40 %
ATML 48.40 %

Cuadro 4.27: Variacién A;y simulada. Cépula ¢ de student

AAPL MSFT | ATML
AAPL -10.96 %
ASFT | -10.96 % 92.92%
ATML 92.92 %

Las graficas de dispersion correspondientes a los datos simulados se encuentran el
la figura (4.5)
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(a) AAPL vs MSFT (b) AAPL vs ATML

(c) MSFT vs ATML

Figura 4.5: Gréficas de dispersion por pares

Con la finalidad de complementar los resultados obtenidos, se presentan coeficien-
tes de dependencia en colas, que a diferencia de los se han utilizado a largo del trabajo,
no dependen de un cuantil ¢ y cuya definicién es un expresion limite. Para el caso de
la cépula r de student existe una expresion en términos de los pardmetros p y Vv, estos
coeficientes, a los que denotaremos A *, tienen su referencia en [JK11]. Dicha expresion
es la siguiente:

« _qx _m 4o Cl1mW) (v+h-p)
A’LL_A’UU_thl_I}(I) u _2IV+1< 1+p

Ay =Af = lim
Lu uL u—0 u

u=Cl—uww) (_ (V+11)_(:)—p)>.

Para el parametro v = 5 y la matriz de correlacion estimada con el método propues-
to en el capitulo 3, los coeficientes de dependencia en colas se presentan en los cuadros
4.28 y 4.29



Cuadro 4.28: A5, (A/) tedrica. Cépula ¢ de student.
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AAPL MSFT ATML
AAPL 0.161199 | 0.149342
ASFT | 0.161199 0.163560
ATML | 0.149342 | 0.163560

Cuadro 4.29: A/, (A5, ) tedrica. Copula ¢ de student.

AAPL MSFT ATML
AAPL 0.009453 | 0.010979
ASFT | 0.009453 0.009178
ATML | 0.010979 | 0.009178
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Dado que los coeficientes A* son calculados mediante un limite, estos no pueden
ser comparados con las versiones empiricas presentadas en los cuadros (4.9-4.12), por
esta razon es necesario obtener un estimador apropiado. De acuerdo al articulo [?],
el cual propone un estimador para el coeficiente de dependencia en la cola derecha,
calculamos A5, el cual se presenta en el cuadro 4.30

Cuadro 4.30: A, no finita. Cépula ¢ de student.

AAPL MSFT ATML
AAPL 0.137290 | 0.083475
ASFT | 0.137290 0.191030
ATML | 0.083475 | 0.191030

4.2.3. Analisis de la calidad del ajuste

En esta seccién introduciremos el estadistico de Kolmogorov-Smirnov el cual nos
ayudard a evaluar la calidad del ajuste propuesto comparado contra la estimacién dis-
ponible en MATLAB, a través de la funcion copulafit. Este contraste se realizard tanto
para la cépula gaussiana como para la cépula ¢ de student.

Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

Comenzamos definiendo los elementos necesarios para determinar el estimador de
Kolmogorov-Smirnov.

Definicion 4.1 (Copula empirica). Sean U = {u;}}_ donde u; = {u; j € [0,1]}_,,

muestra de tamario n, definimos la cdpula empirica valuada en vy = (v1,...,vq)

una

1 n
Cn(V] AR Vd) = ; ZH{ui‘lSvl.“.,u,-?dgvd} (41)
i=1
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Denotaremos Cg, a la cépula paramétrica obtenida mediante algin método esti-
macién de pardmetros, donde 6, es el estimador obtenido. La idea es determinar la
distancia entre la c6pula empirica y la cépula paramétrica.

Definicion 4.2 (Estimador de Kolmogorov-Smirnov). Se define el estimador de Kolmogorov-
Smirnov como

T, = sup [v/n(Ca() — Co, (). “2)

ueld

Resultados

Calculamos los estadisticos correspondientes a la copula parametrica obtenida me-
diante el algoritmo descrito en la seccién 2.4 y la cépula paramétrica obtenida del la
funcién copulafit disponible en MATLAB, los resultados generados son los siguientes:

Cuadro 4.31: Comparativo ajuste K-S. Cépula gaussiana

Copula gaussiana
Ajuste Estimador Kolmogorov-Smirnov
Propuesto 0.026745
MATLAB 0.027455

Es importante mencionar que en el caso de la estimacion generada por MATLAB
para la cépula ¢ de student, el pardmetro de grados de libertad obtenido es de 7.374094.
En contraste, el nimero de grados de libertad considerado en el ajuste propuesto es de
5.

Cuadro 4.32: Comparativo ajuste K-S. Copula ¢ de student

Copula ¢ de student
Ajuste Estimador Kolmogorov-Smirnov
Propuesto 0.017256
MATLAB 0.017956

De lo anterior podemos observar que el método propuesto en ambos casos genera
un mejor ajuste, ya que el estadistico de Kolmogorov-Smirnov es menor. Esto implica
que la diferencia entre la cépula empirica y la la cépula ajustada mediante el algoritmo
de la seccion (2.4) es menor en relacion con la distancia genereda con la cépula ajustada
mediante la funcioén copulafit de MATLAB.



Capitulo 5

Conclusiones

El empleo de copulas en el presente trabajo por si mismo representa una herramien-
ta eficaz al replicar la estructura de dependencia de los datos trabajados. Esto se puede
corroborar al comparar los resultados generados con la medida de concordancia tau
de Kendall ya que al comparar la matriz generada a partir de las observaciones contra
la simulacién de datos obtenida, en el caso de la cOpula gaussiana las variaciones son
muy pequefas, la mayor variacion se presenta en el par MSFT-ATML con un valor del
2.57%.

Ademais, es importante considerar que en el andlisis de dependencia en colas rea-
lizado se confirma el hecho conocido sobre la nula dependencia en colas que presenta
la cépula gaussiana, este comportamiento es correctamente replicado en la simulacién
generada. Sin embargo, es interesante observar que en el caso de la simulacién la va-
riacién porcentual al comparar datos originales contra datos simulados es significativa,
ya que la simulacién generada a partir de la copula gaussiana presenta una dependencia
en colas atin menor que la observada en los datos originales.

Para el caso de la copula t de student, de igual forma que en el la cépula gaussiana,
la diferencia de resultados entre la tau de Kendall observada en comparacioén con la
simulada indica una estructura de concordancia muy similar. Sin embargo, es impor-
tante observar que la variacion porcentual entre los valores originales y los simulados
es mayor en la copula t de student a los observados con la cépula gaussiana. En lo
que respecta a la dependencia en colas se observan variaciones significativas entre los
resultados obtenidos con la informacién original y los datos simulados, principalmente
en Ay y Aur.

Por otro lado en el desarrollo del presente trabajo se generd una estimacion del
pardmetro de correlacién alterna a la estimacién por mdxima verosimilitud. De este
ejercicio se obtienen los siguientes resultados favorables:

1) Tanto para la cépula gaussiana como para la t de student el ajuste observado me-
diante el estimador de Kolgomorov-Smirnov presenta un menor valor respecto a
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la estimacion que genera MATLAB mediante su funcién copulafit.

11) En el caso de la cépula t de student la estimacidn del pardmetro de correlacién
con el método propuesto fue realizado con (v = 5) considerando que a partir de
este valor la bondad de ajuste es menor respecto a la obtenida por MATLAB con
(v =17,3). Ademas de que los resultados con grados de libertad mayores a 5 con
el método propuesto no difieren significativamente.



Apéndice A

Programas de estimacion para
la correlacion

A continuacién se presenta el cédigo empleado en el algoritmo de estimacién por
maxima verosimilitud del pardmetro de correlacién para las cépulas elipticas, especifi-
camente para los casos de distribuciones gaussiana y t de student.

Empezamos por la estimacién mediante la t-student.

% Rho_est_t=estimacion.sigma-t_estudent

cd ('C:\Users\Enrique\Documents\Seminario de Titulacion\Scripts.tesina_prog')
load ('observaciones');

u=observaciones;

n=size (u,1);
d=size(u,2);

o

tamano de observaciones
numero de variables

e}
o
S

nu=5; %Grados de libertad

s=tinv (u, nu); % Transformacidén de los log-rendimientos que estdn en el cuadro unitario mediante una t-_stu
g=norminv(u,0,1); % Transformacidén de los log-rendimientos que estdn en el cuadro unitario mediante una
Sigma-O=zeros(d,d); %Se define la dimensidén de la matriz de covarianza

k_1=1/2;

k_2=4/3;

lambda-m=1/n;

incremento=10; %$Incremento entre los mejores estimadores encontrados entre m y m+1l
positivadefinida=0; $Indicador que emplearemos para definir si la matriz de covarianza con la mejor veros
mejora=0; % Indicador con el que se define si la verosimilitud de la matriz de covarianza m+l es
tolerancia=.001; $Indicador del incremento minimo a considerar entre ala verosimilitud de m+l y m, de
cont=0;

%Paso 0. Se definen las transformaciones en los datos a emplear, en el caso
%de la estimacidn gaussiana, se emplea la
%distribucidén univariada normal inversa.

%Se inicializa la matriz de covarianza a proyectar
$empleando las transformaciones.
for t=1:n
Sigma-0=Sigma-0+g(t, :) "*g(t,:);
end
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Sigma_-0=(Sigma-0) /n;

Sigma.m=Sigma_0;

$PASO 1. A partir de la sigma inicial calculamos la proyeccidn
%del espacio de matrices de correlacidn.

%Se define A_m como delta-ij*/ sqrt(Sigma-ii) (*xdelta de Kronecker), considerando que
%es equivalente 1 cuando i=j y 0 cuando i<>j, se considera solo el caso cuando i=j,

%ya que en los demas casos el resultado seria 0.

%Definidos los elementos a emplear, empieza el proceso de optimizacidn de
%las mejores verosimilitudes de la matriz de covarianza valuadas.

%Este proceso concluye cuando la tolerancia definida sea mayor que la diferencia entre

%la verosimilitud entre el paso m y m+l
while incremento>tolerancia

%Se ingresa el siguiente indicador de los pasos (mejores estimadores de verosimilitud)

%generados antes de encontrar una minima diferencia definida entre los mismos.
cont=cont+1;
disp(['Paso ' num2str (cont)])
%Se define la dimensidén de la matriz A_m, con esta matriz se realizard la
fproyeccidén de la matriz de covarianza (Sigma)a una matriz de correlaciones (Rho).
A_m=zeros (d,d);
%En el siguiente paso se define el cdlculo de la A.m, se reitera la
%delta de Kronecker se considera solo en las entradas correspondientes
%a la diagonal y por ende su valor es igual a 1.
for i=1:d
Am(i,i)=1/sqgrt(Sigmam(i,i));
end
%Definimos la primer log.verosimilitud, tomando en cuenta la Sigma-m
%$inicial y a partir de la misma la primer proyeccidén de Rho
if cont==1
Logverosim-m=logverosimilitud (u, A.m*Sigma-mxA_m) ;
end
$E1l siguiente proceso corresponde a la proyeccidén de la matriz de
%covarianza al espacio de matrices de correlacidn.
%$Iniciamos definiendo una rho inicial
Rho=A_m*Sigma_m*A_m;
%Inicializa la matriz de observaciones transformadas por la t de student
Sum_s=zeros (d,d) ;
%Se define la delta inicial a emplear a partir de la distribucidn t
$Los elementos a continuacidén corresponden a la suma contenida en el
%en el valor de la D(Rho) inicial se presenta una suma de las
%observaciones transformadas mediante la distribucion t de student
for t=1:n
Sum_s=Sum_s+ ((s(t,:) "*s(t,:))/(1+(1/nu) *s(t, :)*inv (Rho)*s(t,:)"'));
end

D_rho=(n/2) *Rho— ( (nu+d) / (2*nu) ) *xSum_s;

%Para el cédlculo de la Delta el algoritmo incluye la expresidn
%de diag(Rho), el cual genera una matriz donde cuya diagonal corresponde a
%la diagonal del producto de D(Rho) y la inversa de (Rho) el resto de las
%entradas equivaldran a 0

auxDiag=diag (D_-rho*inv (Rho)) ;

auxD=diag (auxDiag) ;

%Se define una primer Delta
Delta_m=-(inv (A_m) ) * (D_.rho-RhoxauxD+Rho) xinv (A_m) ;



63

%Considerando los valores obtenidos comienza el proceso de depuracidn se
%entre el mejor estimador considerando 3 "pasos de aproximacidén" definidos
%como lambda, estos pasos cambian su tamafio de acuerdo a dos constantes k_1
%y k-2.

%Con cada Lambda-m se calcula la log verosimilitud de Sigma, el valor con
gmayor verosimilitud es escogido y posteriormente se verifica que esta
fmatriz sea positiva definida y que el valor de verosimilitud en m sea mayor
%que el paso anterior m-1.

while (positivadefinida == 0) | (mejora==0)
lambda_vector=[k_lxlambda.m, lambda_m, k_2xlambda._m];
% Rho_aux=cell (1, length (lambda_-vector))

for 1l=l:length(lambda_vector)
Sigma=Sigma-m+lambda_-vector (1) xDelta.m;
Se calcular una matriz A para la proyeccidén considerando el valor de la lamba
en turno, solo sirve en el proceso de depuracidn para la mejor lambda.
A_aux=zeros (d,d);
for i=1:d
A_aux (i,1)=1/sqgrt (Sigma(i,i));

o
S
2,
!

end
%A su vez tambien se define un valor provisional de Rho, en base a la
fmatriz A generado en el paso anterior.
Rho_aux{l}=A_auxxSigma*A_aux;
%Con la matriz de correlaciones proyectada (Rho), se cdlcula la log
Sverosimilitud. (E1 detalle de esta funcidn se encuentra posteriormente)
Lasterisco(l)=logverosimilitud-t (u, Rho_aux{l}, nu);
end
%A partir de las log verosimilitudes empleando cada lambda, se toma aquella
%con el mayor valor.
indice_lambda= find(Lasterisco==max (Lasterisco));
indice_lambda=indice_lambda (1) ;
Sigma=Sigma._m+lambda_vector (indice_lambda)*Delta_m;
%Validamos que la Sigma seleccionada es positiva definida partiendo del
%criterio en el cual sus eigen valores son mayores dque Cero.
positivadefinida = all(eig(Sigma) > 0);
%Se calcula el incremento entre la log-verosimilitud del estimador
%seleccionado entre m y m-1. Si el valor en m es mayor que m-1, el
%indicador m sera igual a 1.
incremento=(Lasterisco(indice_lambda)-logverosimilitud-t (u, A.m*xSigma_-m+A_m,nu))
mejora=(Lasterisco (indice_lambda)>Logverosimm) ;
if (positivadefinida == 1) & (mejora==1)
Sigma-m=Sigma;
lambda_m=lambda_vector (indice_lambda) ;
Logverosimm=Lasterisco (indice_lambda) ;
Rho_est_t=Rho-aux{indice_lambda};
else
lambda-m=k_1+lambda._m;
end
disp (Logverosim.m)
disp (Rho_est_t)
disp (lambda-m)
disp (positivadefinida)
disp (mejora)
end
positivadefinida=0;
mejora=0;
end

’
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%Con el fin de asegurar que en la Rho resultante el valor de la diagonal
%sea 1, sin decimales, realizo el siguiente proceso:
for i=1:d

Rho_est_t (i,1)=1;

end
for j=1:d
for i=1:d
Rho_est_t (i, j)=(floor (Rho_est_t (i, j)*10e+12))/10e+12;
end
end
disp (Logverosimm) ;
save ('Rho_est_t', 'Rho_est_t', 'nu')

La funcién de verosimilitud empleada y la cépula de la t-student se definen a continua-
cién

fMediante esta funcidn se calcula la log verosimilitud de la estimacidn
%gaussiana, empleando los parametros u, observaciones en el cuadro unitario
%[0,1], la matriz de correlaciones (Rho) y los grados de
$libertad (nu)
function log.verosim_t=logverosimilitud-t (u,Rho, nu)
% u matrix nxd
% rho matriz de correlaciones (dxd)
n=size(u,1);
log_verosim_t=0;
%En el cdlculo a continuacidn se presenta la cdépula Gaussiana esta funcidn
%se define posteriormente
for t=1:n
log-verosim_-t=log.verosim_-t+log(copula-t (u(t,:)"',Rho,nu));
end

%Mediante esta funcidén se calcula el valor de la cdépula t-Student, emplea
%$los parametros u, correspondiente a las observaciones que se encuentran en
%l cuadro unitario [0,1], la matriz de correlaciones (Rho) y los grados de
$libertad (nu)
function c=copula-t (u,Rho, nu)
s=tcdf (u,nu); % observaciones a las cuales se aplica la distribucidn t-student
d=size (u,2); % numero de variables
c=gamma ( (nu+d) /2) * (gamma (nu/2)) ~ (d-1) / (sqgrt (det (Rho) ) x. ..
(gamma ( (nu+1) /2)) “d) * (1+ ((s'*inv (Rho) xs) /nu) " (- (nu+d) /2)) /...
prod((1+(s."2/nu)).” (=(nu+l)/2));

A continuacién se presenta el cddigo correspondiente a la estimacién gaussiana. El
proceso es muy similar a la t-student, se modifica la transformacién de observaciones,
mediante una normal inversa y se incorpora el pardmetro de grados de libertad v

function Rho_est_gaus=estimacion_sigma_normal

cd ('C:\Users\Enrique\Documents\Seminario de Titulacion\Scripts_-tesina_prog')
load ('observaciones');

u=observaciones;

n=size(u,1); % tamafo de observaciones

d=size (u,2); numero de variables

g=norminv(u,0,1); % Transformacidén de los log-rendimientos que estdn en el cuadro unitario me

Sigma_O=zeros (d,d);
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k-1=1/2;

k_2=4/3;

lambda.m=1/n;

incremento=10; %$Incremento entre los mejores estimadores encontrados entre m y m+l
positivadefinida=0; %Indicador que emplearemos para definir si la matriz de covarianza con la mejor veros
mejora=0;

tolerancia=.00000000001;

cont=0;

%Paso 0. Se definen las transformaciones en los datos a emplear, en el caso

%de la gaussiana, se emplea la distribucidén univariada normal inversa.
%Adicionalmente se inicializa la matriz de covarianza a proyectar

%empleando las transformaciones.

%Se inicializa Sigma (matriz de covarianza)
for t=1:n
Sigma-0=Sigma-0+g(t, :) "*xg(t, :);
end
Sigma_0=(Sigma_0) /n;
Sigma-m=Sigma-0;
%PASO 1. A partir de la sigma inicial calculamos la proyeccidn
%del espacio de matrices de correlacidn.

%Se define A_m como delta_ij*/ sqrt(Sigma.ii) (*delta de Kronecker), considerando que
%vale 1 cuando i=j y 0 cuando i<>j, se considera solo el caso cuando i=j,
%en los demas casos el resultado seria 0.

while incremento>tolerancia
cont=cont+1;
disp(['Paso ' num2str (cont)])
A_m=zeros (d,d) ;
for i=1:d
Am(i,i)=1/sqgrt (Sigmam(i,i));
end
if cont==1
Logverosimm=logverosimilitud (u, A.mxSigma_-m*A_m) ;
end
%E1 siguiente proceso corresponde a la proyeccidén de la matriz de
$covarianza al espacio de matrices de correlacidn.
Rho=A_m*Sigma_mxA_m;
Sum_g=zeros (d,d) ; $Inicializa la matriz de observaciones transformadas normal-inversa
for t=1:n
Sum_g=Sum_g+g (t, :) "*xg(t,:);
end

D_rho=(n/2)*Rho-(1/2) *Sum_g;

auxDiag=diag (D_-rhoxinv (Rho)) ;
auxD=diag (auxDiag) ;

Delta_m=-(inv (A_m) ) * (D_rho—-RhoxauxD*Rho) *inv (A_m) ;

while (positivadefinida == 0) | (mejora==0)
lambda_vector=[k_1l+lambda.m, lambda.-m, k_2xlambda_m];
Rho_aux=cell (1, length (lambda_-vector)) ;
for 1=1:length(lambda_vector)
Sigma=Sigma-m+lambda_-vector (1) *xDelta.m;

o

% Calcular A para la proyeccidn
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o

end

A_aux=zeros (d,d);
for i=1:d
A_aux (i,1)=1/sqgrt (Sigma(i,i));

end

Rho_aux{l}=A_aux*Sigma*A_aux;

Lasterisco(l)=logverosimilitud (u, Rho-aux{1l});
end
indice_lambda= find(Lasterisco==max (Lasterisco));
indice_lambda=indice_lambda (1) ;
Sigma=Sigma-m+lambda_-vector (indice_lambda) *Delta._m;

% Comprobar que Sigma es positiva definida

positivadefinida = all(eig(Sigma) > 0);

incremento=(Lasterisco(indice_lambda)-logverosimilitud(u, A.m*Sigma_m*A_m));

mejora=(Lasterisco(indice_lambda)>Logverosim.m) ;

if (positivadefinida == 1) & (mejora==1)
Sigma-m=Sigma;
lambda_m=lambda_vector (indice_lambda) ;
Logverosimm=Lasterisco (indice_lambda) ;
Rho_est_gaus=Rho.aux{indice_lambda};

else
lambda_m=k_1x*lambda_m;

end

disp (Logverosim.m)

disp (Rho_est_gaus)

disp (lambda_m)

disp (positivadefinida)

disp (mejora)

end
positivadefinida=0;
mejora=0;

%Con el fin de asegurar que en la Rho resultante el valor de la diagonal
%sea 1, sin decimales, realizo el siguiente proceso:
for i=1:d

end

Rho_est_gaus (i, 1i)=1;

disp (Logverosim.m) ;
save ('Rho_est_gaus', '"Rho_est_gaus')

En el caso del célculo de la log verosimilitud, 1a modificacidn se realiza en la definicién
de la cépula.

$Mediante esta funcidén se calcula la log verosimilitud de la estimacidn
%gaussiana, empleando los parametros u, observaciones del cuadro unitario

%[0,

1] v la matriz de correlaciones (Rho)

function log_verosim=logverosimilitud (u,Rho)
% u matrix nxd

% rho matriz de correlaciones (dxd)
n=size(u,1);

log-verosim=0;

%En
%se
for

end

el cdlculo a continuacidén se presenta la cdépula Gaussiana esta funcidn
define posteriormente

t=1:n

log-verosim=log.-verosim+log(copula_-gaus (u(t, :)"',Rho));
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$Mediante esta funcidn se calcula el valor de la cdpula gaussiana, emplea

correspondiente a las observaciones que se encuentran en

%los parametros u,
[0,1] v la matriz de correlaciones (Rho)

%el cuadro unitario
function c=copula_gaus (u, Rho)
% u es un vector columna

g=norminv (u,0,1);
c=1/sqgrt (det (Rho) ) * (exp ((-1/2) xg'xinv (Rho) *g) ) /prod (exp ((-1/2) *g.*g)) ;
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