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Prologo

Los fractales surgen en diversas areas de las matemaéticas y pueden ser defini-
dos como objetos altamente irregulares. Muchas veces como ejemplos patologicos
que generan contraejemplos, como es el caso de la curva de Koch que cual es
continua pero es no diferenciable en cada punto de su dominio; y a veces de
forma natural, como en el caso de los atractores de ciertos sistemas dinamicos.

A pesar de que la palabra "fractal" fue acunada por Benoit Mandelbrot
en los ochentas, los ejemplos de conjuntos que podrian ser considerados como
fractales empezaron a surgir en los trabajos de matemaéticos desde Weierstrass y
Cantor; y la definiciéon formal es atin un tema de controversia. Sin embargo, uno
de los aspectos que parece que ayudaré a caracterizar a estos objetos es su raro
comportamiento bajo ciertas definiciones de dimensién; pues a pesar de que el
concepto més usual de dimensién, trabajado en algebra lineal y topologia, s6lo
permite valores naturales o infinito, otras definiciones relacionadas con la forma,
de medir un conjunto permiten que la dimensién de ciertos conjuntos sea cual-
quier nimero no negativo. Estas definiciones coinciden con la definiciéon cléasica
en los espacios euclidianos o en las variedades diferenciables y son comunmente
llamados dimensiones fractales. Las diferentes definiciones de fractal apuntan
a que este concepto debe de ser relacionado con los objetos con dimensiones
fractales estrictamente mayores a su dimensién topologica.

Las dimensiones fractales son usualmente dificiles de calcular, pues depen-
den de las propiedades métricas de conjuntos que son dificiles de visualizar o
expresar algebraicamente; pero existen multiples ejemplos de fractales cuya di-
mension de Hausdorff ha sido calculada, y usualmente es un nimero irracional.
Modificar estas dimensiones mediante funciones continuas puede ser bastante

complicado, pues la estructura métrica puede no variar, en cuyo caso la dimen-



sion no cambia; o la estructura métrica puede cambiar tanto que dificulta el
calculo de dimensiones.

El objetivo de la investigacion que llevo a la escritura de esta tesis fue encon-
trar algunos métodos de construccién de conjuntos cuyas dimensiones fractales
sean arbitrarias; pero conservando algtn patrén topolégico, pues si para obtener
un fractal para cada nimero real no negativo se quisiera buscar una estructura
topolégica diferente, la tarea seria claramente imposible. Esto llevé a una pri-
mera solucién, simple pero con implicaciones relevantes: dado cualquier niimero
real no negativo, es posible contruir un subconjunto de un espacio euclidiano
que tenga ese nimero como dimensién de Hausdorff y sea homeomorfo al con-
junto de Cantor. Este primer resultado se logra con los conjuntos invariantes
de sistemas de funciones iteradas e implica inmediatamente que la dimension
de Hausdorff no es una propiedad topoloégica, como sugiere su naturaleza mé-
trica. En el quinto capitulo, esta tesis presenta un resultado mucho mas fuerte,
encontrado en [§].

Se ha intentado que este texto sea autocontenido, de forma que un estudiante
de mateméticas con conocimientos basicos de topologia sea capaz de entenderlo.
En el primer capitulo se presentan algunos conceptos y resultados de teoria de
la medida, los cuales son necesarios para trabajar las medidas de Hausdorff y
empaque, que a se vez se usaran para definir las respectivas dimensiones. El
segundo capitulo estd dividido en seis secciones que presentan algunas de las
definiciones de dimensién, asi como sus propiedades y la forma en que estas
definiciones se relacionan. El tercer capitulo presenta al conjunto de Cantor,
cuya caracterizacién permite responder a las preguntas centrales de esta tesis.
En el cuarto capitulo se presentan herramientas para el calculo de dimension de
Hausdorff del conjunto invariante de un sistema de funciones iteradas junto con
una primera construcciéon de conjuntos homeomorfos con dimensiones diferentes.

Finalmente, el quinto capitulo representa la parte central de esta tesis, pues
se estudia el teorema presentado por Nilsson y Wingren en [8], el cual construye
conjuntos homeomorfos al conjunto de Cantor ternario, pero con dimensiones de
Hausdorff y conteo de cajas arbitrarias; y cuyos subconjuntos abiertos cumplen
con las mismas propiedades de dimensién. Se agrega una ligera modificacién a

la construccién que facilita demostrar que los conjuntos resultantes son homeo-



morfos al conjunto de Cantor y se agrega esta demostracion, inexistente en el
articulo original. Cabe mencionar que la tltima seccién de este capitulo estéa
dedicada a presentar brevemente algunos resultados relacionados con el teore-
ma de Nilsson-Wingren que aportan respuestas parciales a las preguntas de esta

tesis.
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Capitulo 1

Introduccién a la teoria de la

medida

La teoria de la medida permite establecer diferentes formas de medir un con-
junto, permitiendo su aplicacién en diferentes ramas matematicas. Esto implica
establecer definiciones que, en los casos de interés de este texto, coincidan con
los conceptos ya conocidos de longitud en R, de drea en R? y volumen en R? para
todos los conjuntos que surgen en la geometria clasica; ademéas de que extiendan
estos conceptos a mas conjuntos (deseablemente, todos los subconjuntos abier-
tos y cerrados en R™, asi como sus uniones e intersecciones numerables). Como
se menciona en la introduccién de este texto, algunas definiciones de dimension
fractal surgen al tratar de elegir una medida adecuada para un conjunto, por lo
que en este capitulo se busca presentar las definiciones y teoremas béasicos de la
teoria de la medida. También sera presentado un ejemplo clasico de medida en
los espacios euclidianos: la medida de Lebesgue, la cual usa y extiende la forma
usual de medir conjuntos en un espacio euclidiano (particularmente, la forma
de medir una n-celda o n-rectangulo) y eventualmente pondra en evidencia cual
es la variacién que las medidas de Hausdorff y las medidas de empaque repre-
sentan. Cabe mencionar que este texto se limitard al estudio de los conceptos
de medida en espacios euclidianos. Se omitiran algunas demostraciones que se
pueden encontrar en [1] y [11].

Las definiciones formales en este capitulo comenzaran con la definiciéon de



medida exterior, la cual surge de la idea de aproximarse a la medida de un
conjunto acotandola "por afuera", encerrando al conjunto usando conjuntos que
lo contengan y cuyas medidas ya han sido definidas. Aunque la definicién parece
bastante abstracta para una idea tan intuitiva, uno de los teoremas posteriores

pondra esto en evidencia.

Definicién 1.1. Una funcion @ : P (R™) — [0,00] es una medida exterior en

R™ si:

2. Si A C B, entonces i(A) < u(B),

3. Para toda {A;}ien familia numerable de subconjuntos de R™ se cumple

que i (iLEJNAi) < g:Nﬁ(Ai)-

A partir de esta definicion, se puede observar la importancia que estas con-
diciones tienen para que una medida exterior coincida con la intuicién de apro-
ximarse "por afuera.® un conjunto. La primera condicién es necesaria dado que
el conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto, por lo que deberia medir
menos que todo conjunto (y se considera que la medida de cualquier conjunto
debe ser un namero no negativo); la segunda condicién (llamada monotonia)
tiene sentido debido a que la medida de cualquier conjunto que contenga al que
se quiere medir, acote superiormente la medida del mismo. Por altimo, la tercera
condicion (llamada o-subaditividad o subaditividad numerable) establece que al
cubrir un conjunto con otros (una cantidad numerable), la suma de las medidas
de los conjuntos que lo cubren no serd menor que la del conjunto cubierto.

La siguiente propiedad que se desea que se satisfaga es que si un conjunto
se separa en dos partes ajenas, la suma de las medidas de las partes sea igual
a la medida del conjunto original, y es esta condicién donde las medidas exte-
riores pueden fallar. A pesar de que la medida exterior esta definida para todo
subconjunto de R™, algunos no cumplen con esta propiedad (como se mostraré
en este capitulo).

A continuacion se presentan la definicion de conjunto medible (que es un
conjunto que si cumple con esta condicién), y una equivalencia que es util para

demostrar con mayor facilidad algunos teoremas.



Definicion 1.2. Sea i una medida exterior en R™. Se dice que A C R" es

medible bajo & (o fi-medible) si para todo E C R™ se cumple que:
EANE)+R(E\A)=n(E).

Proposicion 1.3. Sea 1 una medida exterior en R™. Un conjunto A C R™ es
i-medible si y solo si para toda pareja de conjuntos U, V C R"™ tales que U C A
yV CR™\ A, se cumple que:

pUUV)=mU)+uV).

Demostracion. Sean A C R™ un conjunto f-medible, U, V' C R" tales que

UcAyV CR"\ A. Por la definicién de conjunto medible, se cumple que

BUUV)=n((UUV)NA) +a(UUV)\A)).

Ademaés, como U C Ay V C R"\ A, se cumple que (UUV)NA=Uy
(UuV)\ A=V.Por tanto,

AU UV) =@(U) +nuV).

Por otro lado, si A C R™ cumple la segunda condicién y £ C R™, entonces

ENAcAy E\NACR"\ A, por lo que
A(E) =a((ENA)U(E\A)))=aENA)+a(E\A).

Como F fue tomado de forma arbitraria, esto implica que A es -medible.

O

Al saber que la definicion de medida exterior no implica una propiedad
deseable para que el concepto funcione como es deseado, la solucién que presenta
esta teoria es restringir la funcién a los conjuntos medibles. Se comienza dandole
una estructura algebraica a la familia de conjuntos medibles bajo una medida
exterior: la estructura de o-algebra.

A continuacién se presentaran la definiciones de o-algebra y medida en una
o-élgebra, asi como algunas propiedades importantes de estos dos conceptos.
La razon es que al comprobar que la familia de conjuntos medibles bajo una

medida exterior tiene la estructura mencionada, bastara restringir una medida



exterior (en R™) a su familia de conjuntos medibles para obtener una medida

en R™.

Definicion 1.4. Sea X un conjunto. Una familia S de subconjuntos de X es

una o-algebra en X si:
i) gEeS.

it) La familia S es cerrada bajo complementos, es decir, que si A € S, enton-

ces X\ AeS.

i) La familia S es cerrada bajo uniones numerables, es decir, que si {A;}2,
es una sucesion en S, entonces U A, €S.
i=1
La siguiente proposicién establece que las condiciones que se usan para definir
una o-algebra implican que estas familias son también cerradas bajo intersec-

ciones numerables.

Proposicion 1.5. Sea S una o-dlgebra en X. Si {A4;}32, es una sucesidn en

o0
S, entonces [ A; € S.
i=1

Demostracion. Sea {A;}52, una sucesién en S. Ya que toda o-algebra es cerrada

o0

bajo complementos y uniones numerables, se cumple que |J (X \ 4;) € S. Al
i=1

usar una vez mas la propiedad de cerradura de S bajo complementos y las Leyes

de De Morgan, se obtiene que () 4; € S. O
i=1

=

Debe de notarse que la familia de todos los subconjuntos de X es una o-
algebra en X, por lo que para cualquier familia 7~ de subconjuntos de X, existe
al menos una o-algebra que contiene a 7. Considerando esto, seria natural pre-
guntar si existe una minima o-élgebra que contenga a la familia 7. La respuesta
a esta pregunta es afirmativa y surge al observar que la interseccion arbitraria

de o-algebras es también una o-algebra.

Proposicion 1.6. Sea X un conjunto. Si {Sa}aca €s una coleccion de o-

dlgebras en X, entonces (| So es una o-dlgebra en X.
aEA

Demostracion. Primero debe comprobarse que @ € () S,, para lo cual se
acA
observa que @ € S, para todo a € A.



La cerradura bajo complementos en ()| S, se debe a que si A € [ S,
entonces A € S, para todo o € A. La fam?liezi\ S, es cerrada bajo complerr?grftos,
porloque X\ AeS,y X \A N Sa-

Por ultimo, si {A4;}2, es un;es/l\lcesién en () Sa, entonces es una sucesion
en S, para todo a € A. Como cada S, es cgrerlz;da bajo uniones numerables,
Ej A; € S,. Esto implica que Ej A; estd en la interseccién, con lo que se
z:zilcluye que ()] S, es una a—algle:blra. O

A

Teniendo presente el resultado anterior, tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion 1.7. Sean S un conjunto y T wuna familia de subconjuntos de S.
La o-algebra generada por T es la familia de subconjuntos de S obtenida al
intersectar todas las o-dlgebras S’ tales que TC S'. La o-dlgebra generada por

la topologia de un espacio topoldgico es llamada o-dlgebra de Borel.

Definicién 1.8. Sea S una o-dlgebra en R™. Una medida en (R™,S) es una

funcion p: S — [0, 00] tal que:

i) (@) =0.

i) Si{A;}32, es una sucesion de conjuntos ajenos entre si, entonces

(U Ai) =D n(4s).

=1

Esta propiedad es llamada o-aditividad.
Si S es la o-dlgebra de Borel en R™, la medida 1 es una medida de Borel.
Proposicion 1.9. Toda medida p en (R™,S) es:
a) Aditiva: Si A,B€ S y AN B =g, entonces (AU B) = p(A) + p(B).
b) Mondtona: Si A,B €S y AC B, entonces u(A) < u(B).
¢) Sustractiva: Si A,B€ S, AC B y u(A) < oo entonces:

i(B\A) = u(B) - i (A).

Demostracion. Sea p en (R™,S) una medida. Su aditividad no requiere demos-

traciéon al ser consecuencia inmediata de su o-aditividad.



Si A, BeSyAC B, entonces AN(B\A) =2y B\AE€S, asi que al

aplicar la propiedad de aditivad se obtiene que

w(A) < p(A) + p(B\ A) = u(B),

lo cual prueba que u es mono6tona. Ademas, al resolver la ecuacion para u(B\ A)

se prueba que pu es sustractiva. O

Ahora que el lector esta familiarizado con estas definiciones, es posible pre-
sentar el teorema que conecta a todos estos elementos: el Teorema de Carathed-

dory.

Teorema 1.10 (Carathéodory). Si @ es una medida exterior en R™, entonces
la familia S de subconjuntos de R™ que son fi-medibles es una o-dlgebra, y la

funcion p: S — [0,00] dada por

1 (A) =m(A)
es una medida en (R™,S).

Demostracion. Es claro que @ es u-medible. Si A C R™ es fi-medible, entonces
para toda pareja de conjuntos U,V C R" tales que U C Ay V C R"\ A, se
cumple que

AUUY) =) +E(V)

lo cual es equivalente a decir que R™ \ A es f-medible (por tanto, la familia de
conjuntos fi-medibles es cerrada bajo complementos).

Para probar que la familia S es cerrada bajo uniones numerables, primero
se probara que si A, B € S entonces AUB € §. Sean A, Be Sy U,V CR"
tales que U C AUB y V C R"\ (AU B). Dado que A es f-medible, se cumple
que

EUUV)=n((UuV)nAJu[UUV)N([R"\ A)])
=p(UNAJU[UUV)NR"\A)) =pUNA)+r(UuV)n(R"\ A)
=p(UNA)+p([(UUV)NER*"\A)NBJU[UUV)NER"\ A)N([R"\ B)]).

Dado que B es u-medible, esta expresion es igual a

=pUNA)+p(UUV)NR"\A)NB)+p(UUV)N([R"\ 4)N(R"\ B))

10



=p(UNA)+p(UUV)NR*"\A)NB)+7u(V)
=a(UNA)+p(UnNnR"\A)NB)+u(V).
Por dltimo, dado que A es fi-medible, UNAC Ay (UUV)N(R*"\ A)NB C
R™\ A, se sigue que:

—E(UNAUUN R\ AN B) +7(V) = E(0) +E (V).

Con lo que se concluye que S es cerrada bajo uniones finitas. Para probar
que S es cerrada bajo uniones numerables, se consideran {A4;}22; una familia
de subconjuntos de R" 7i-medibles; y U,V C R™ tales que U C [J2; 4; y
V C R\ s 4;. Se considera la familia de conjuntos definidos recursivamente
de la siguiente manera:

By = A
By = Ay U By
B,=A,UB,_1 sin>1
4G 5
i=1 i=1

Se observa que B; € S para todo ¢ € N, pues S es cerrada bajo uniones finitas.

Dado que B; es i-medible para todo ¢ € N,
EUUV)=a((UUV)NBJU[(UUV)N(R"\ B;)])
— (U UV)N B + (U UV) N (R By)

>p(((UUV)NB]) +r(UUV)N R\ B)) =r((UUV)NBi]) + R (V).

Por tanto,
pUUV)ZE(UuV)NB)+u(V)=rU)+u ).
Por otro lado, debido a que iz es una medida exterior, se cumple que
EUUV)<mU)+7a (V).

Por tanto, A es -medible, con lo que se conluye la demostraciéon de que S es

una o-algebra.

11



El siguiente paso es demostrar que p es una medida en (R™,S). Dado que p
es o-subaditiva por ser restriccion de [, y (&) = 1z (@) = 0, basta demostrar

que si {4;}2, es una familia de elementos ajenos de S, entonces

Z(OEDEDIICDE

i=1
Esto se cumple ya que si {A4;}2; es una familia de elementos ajenos de S,

entonces para todo k € N,

Dado que A; es g-medible y Ufﬁ A; CR™\ A;p:

k k

M(UAi) :,U(Al)JF,U(UAz’)-

=1 =2

Repitiendo este procedimiento k veces se obtiene que:

0o k
p(UJA) = 34y

i=1
Como esto se cumple para todo k € N, se concluye que:
oo

w(U

i=1

i=1
con lo que finaliza la demostracion. O

El teorema de Carathéodory es un importante paso para definir una funcién
de medida "decente.®" un espacio euclidiano, pero atun falta algo: una forma de
construir medidas exteriores de las cuales partir. Al introducir el concepto de
medida exterior, se hablé de aproximar la medida de un conjunto acoténdola
superiormente con conjuntos que lo contengan y cuya medida esté ya definida,
lo cual lleva inevitablemente a tomar una familia de subconjuntos de R™ que
sirva para aproximarse exteriormente a cualquier conjunto y definir una funcion
que les asigne un ntimero (el cual sera su medida). Para hacer esto, es necesario
cuidar que la medida asignada inicialmente a estos conjuntos se mantenga al
inducir una medida exterior. Para esto, se comenzard con una definiciéon de

algebra de Boole y de pre-medida en un algebra de Boole.

12



Definicién 1.11. Un algebra de Boole en un conjunto X es una 6-ada orde-
nada (B,A,V,—,0,1), donde B es una familia de subconjuntos de X; N\ , V son
operaciones binarias en B; — es una funcion de B en si mismo; 0 y 1 son ele-
mentos especiales (llamados infimo y supremo, respectivamente) que cumplen,

para todos A, B,C € B, los siguientes axiomas:

1. B es cerrado bajo N, V,—.

2. ANB=BANAyAVvVB=BVA.

3. AN(BANC)=(AANB)ANC yAVv(BVC)=(AVvB)VvC.

4. AV(ANB)=Ay AAN(AVB) = A.

5. AVO=AyAAl=A

6. AV(BANC)=(AVB)A(AVC)yAN(BVC)=(AAB)V(ANC).
7. AV-A=1y AN—-A=0.

Para los intereses de este texto, 0 = @, 1 = X, V=U, A =Ny A serd el

complemento de A, los cuales cumplen con todos los axiomas enunciados.

Definicion 1.12. Fl dlgebra de Boole X generada por la familia F es la inter-
seccion de todas las dlgebras de Boole (B,A,V,—,0,1) en X tales que F C B.

Definicién 1.13. Sea B un dlgebra de Boole. Una funcion 7 : B C P(R") —
[0,00] es una pre-medida en B si para toda familia numerable {A;}3°, de con-

juntos en B ajenos dos a dos tales que | J;=, A; € B, se cumple que

T(UAi) :iT(AZ').

€N i=1
Proposicién 1.14. Sea B un dlgebra de Boole. Si T : B C P (R") — [0,00] es

una pre-medida en B y 7(A) < oo para algin A € B, entonces 7 (&) = 0.

Demostracion. Sea A € B tal que 7(A4) < oo. Es claro que
T(A)=7(AU@)=7(A)+7(9).

Por tanto, 7(@) = 0. O

13



El siguiente teorema permite extender una pre-medida, definida en una clase
conveniente de subconjuntos del espacio en el que se trabaja, a una medida

exterior definida en todo el conjunto potencia del espacio.

Teorema 1.15. Sea 7 una pre-medida en F C R™. Si 7(&) = 0, entonces la

funcion i : P (R™) — [0,00] dada por:

1nf{27’ |ECUF“F€]:}

i=1
es una medida exterior en R™.

Este método para construccion para medidas exteriores es llamado "método

1"

Demostracion. Primero se observa que 7 (&) = 0, puesto que

mf{z |®CUF1,F€}‘} Z

con lo que se prueba la primera condicién necesaria para que 7 sea una medida
exterior.

Para probar la segunda condicion, se consideran A C B C R™. Por definicion,
toda cubierta de B formada por elementos de F es una cubierta de A, lo cual

implica que

1nf{z |ACUF}<1nf{Z |BCUF} (B

con lo que se demuestra la segunda condicién.
Para probar la tercera condicion, se considera una familia numerable {4;}°,

o0
de subconjuntos de R™ y se observa que el resultado es trivial si Y~ 7 (A4;) = oo.
i=1

oo
Si > 1 (A4;) < oo, entonces [i (A4;) < oo paratodo i € N;lo cual implica que para

todo € > 0 existe una familia de conjuntos {Fj(i)}]‘?‘;1 tal que 4; C 72, Fj(i)l y
ST (F@) <Ti(A;) +27
j=1

Se puede obtener una cubierta de [ J;°, A; al reordenar las familias {F( i

en una sola familia numerable de conjuntos {D;}52,, con la cual se obtiene que
o0 o0 o0
H(J4) < 3or (D) < v Yo
i=1 j=1

Jj=1
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y como esto sucede para todo € > 0, se concluye que

Por tanto, 1z es una medida exterior en R™. O

Concluida esta demostracion, es posible hablar de la medida de Lebesgue.
Como ya se mencion6, se comenzara definiendo una pre-medida que use la ma-
nera usual de medir una n-celda: la medida de una 1-celda (intervalo) en R
(longitud) es la distancia entre sus extremos; la medida de una 2-celda (rectan-
gulo) en R? es el producto de las longitudes de sus dos lados, etcétera. Una vez
definida una pre-medida de esta manera, los teoremas estudiados previamen-
te permiten construir una medida exterior usando el método I, y una medida

usando el Teorema de Carathéodory.

Definicién 1.16. Sea F el dlgebra de Boole generada por la familia {A C R™ :
n

A=T1] (ai,b;); a; <b;}. Se define X, : F — [0,00] de la siguiente forma:
i=1

)\:1( H (ai, bz)) = (bl - a1) (bn — an) .

=1

)\:L (Rn \ H (ai, bz)) = Q.

Dado que @ € F y A\ (@) = 0, A es una pre-medida en R", por lo que

induce una medida exterior al usar el método I, la cual sera llamada \,,.

Definicién 1.17. Los conjuntos )\, -medibles son llamados conjuntos Lebesgue-

medibles en R™.

Definicion 1.18. La o-dlgebra generada por la topologia de R™ es llamada o-

algebra de Borel en R™.

Proposicién 1.19. La o-dlgebra de los conjuntos \,-medibles es la o-dlgebra

generada por la topologia de R™.

Definicién 1.20. La restriccion de A, a la o-dlgebra de Borel en R™ es llamada

medida de Lebesgue en R™ y se denotard A\, (y A1 = A).

Debe notarse que todo conjunto cerrado pertenece a esta o-algebra por la

propiedad de cerradura bajo complementos.
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Ejemplo 1.21. La pregunta de si todos los conjuntos son Lebesgue-medibles
parece natural. A continuacion se presenta la construccion de los conjuntos de
Vitali, que son subconjuntos de R que no son Lebesgue-medibles. Se comienza

definiendo una relacion de equivalencia en R de la siguiente manera:
a~bsia—beQ

Un conjunto de Vitali es un subconjunto de R compuesto por uno y sélo un

representante de cada clase de equivalencia de ~.

Proposicion 1.22. Todo intervalo cerrado mo degenerado en R contiene un

conjunto de Vitali.

Demostracion. Sean x € R, [a,b] C R un intervalo no degenerado. Basta probar
que la clase de equivalencia de = con la relacién ~ tiene un representante en
[a, b]; para lo cual observamos que existe ¢ € Q tal que x +¢q =y € [a, b]; lo cual

implica que y ~ x, asi que y es el representante buscado. O

A partir de ahora, se denotard como )V a un conjunto de Vitali contenido
n [0,1]. A continuacion, se demostraran varias propiedades que tendran como

consecuencia que V no es Lebesgue-medible. Se comienza definiendo el conjunto
Vy={z€10,1]: 2 =v+¢(mod 1) para algin v € V}

para cada ¢ € QN [0,1), donde z =v+¢g(mod 1) six — (v+q) €Z .

Proposicion 1.23. Sean p,q € QN [0,1). Si p # q entonces V, NV, = <.

Demostracion. Sean p,q € Q diferentes. Si se supone que z € V, N, enton-
ces x = v1 + p(mod 1) = vy + g(mod 1) para algunos vi,v2 € V. Se observa
que v;1 —vy = q¢ —p € Q, lo cual implica que v; = vy, pues V tiene un solo
representante de cada clase de equivalencia de ~. Se concluye que p = ¢, lo cual
es una contradiccién, originada al suponer que V, NV, # &. Esto termina la

demostracion. O
Proposicién 1.24. [0,1] = U, cqno,1) Va-
Demostracion. Sea x € [0, 1]. Existe v € V tal que v+ ¢(mod 1) = x para algin

q € [0,1), por lo que z € V,. O
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Proposicion 1.25. V no es medible.

Demostracion. Sise supone que V es medible, entonces V, es medible para todo

g € QN[0,1), lo cual genera dos posibilidades:

1. Si A(V) =a > 0, entonces A (V,) = a para todo ¢ € QN [0,1). Por tanto:

3=X((-1,2) = A([0,1)) = A([J Vo) :ZA(Vq):Za:oo

q€Q q€Q

lo cual es una contradiccion.

2. Si A(V) =0, entonces A (V;) = 0 para todo ¢ € QN [0,1); por tanto:

L=2((0,1)) <A ([0, 1) =AU Va) = D_A(Ve) =0

q€Q q€Q

lo cual es una contradiccion.

Se concluye que V no es medible. O
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Capitulo 2

Introduccion a la teoria de

dimension

La primera definicion de dimension que se presenta a un matematico (y pro-
bablemente la més intuitiva) es la de dimensiéon de un espacio vectorial. Es decir,
el maximo nimero de direcciones linealmente independientes que tiene un espa-
cio vectorial. Sin embargo, hay muchas otras definiciones de dimensién que se
traducen en propiedades topologicas o métricas, pero se busca que coincidan con
la definicién vectorial al aplicarlas en R™. En este capitulo se presentan varias
definiciones de dimension, sus propiedades y la forma en que se relacionan (pues
aunque las definiciones son muy diferentes conceptualmente, estan relacionadas
por algunas desigualdades). En este capitulo, todo espacio serd métrico y sepa-
rable, y es importante decir que de no cumplirse estas condiciones, algunos de

estos resultados no necesariamente serdn verdaderos.

2.1. Dimensién topolégica

Dados A un subconjunto cerrado de un espacio métrico X y p € X/A , siem-
pre es posible encontrar otro subconjunto cerrado B de X tal que al quitarlo
separe al espacio en dos subconjuntos abiertos, cuyas cerraduras no se intersec-
tan, y tales que p pertenece a uno de ellos, el otro contiene a A (en este caso,

se dice que B separa a A de p); pero la naturaleza de los conjuntos que separan
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varia respecto al espacio en el que se trabaja. Por ejemplo, en un espacio de
dos puntos, el conjunto vacio separard a los dos puntos; en R, quitar dos pun-
tos (uno de cada lado de p) bastara para separar a un subconjunto cerrado A
de un punto p que no pertenece a A. En R?, puede usarse una curva cerrada
simple para separar a una bola cerrada y un punto p fuera de ella, y no basta
una cantidad numerable de puntos. Esto ejemplifica la manera més natural de
separar un punto y un cerrado en un espacio: tomar la frontera de una vecindad
abierta de p tal que su cerradura no intersecte al conjunto cerrado A, ya que
esta separard a A y a p. La frontera de un conjunto A sera denotada Fr (A).
Debe observarse que al tomar una base local de X en p, la vecindad abierta
buscada existira entre los elementos de la base local.

La dimension topolégica puntual, denotada dim, (X), es un concepto que
dice cémo deben ser los conjuntos que en un espacio separan a los subconjuntos
cerrados y a un punto especifico. La dimensién topolégica de un espacio, de-
notada dim (X), es el supremo de las dimensiones topologicas puntuales en el
espacio. Por conveniencia, se dice que la dimensién topoldgica de un espacio es
—1 si y sélo si es el conjunto vacio. Si basta retirar el vacio para separar a un
punto p € X de cualquier subconjunto cerrado al cual p no pertenece, entonces
se dice que dim, (X) = 0; y si esto se cumple para todos los puntos de X, se
dice que dim (X) = 0. Si basta retirar un subconjunto cerrado de dimensiéon 0
para separar un punto p € X de cualquier cerrado al cual no pertenezca (como
en R), se dice que dim, (X) < 1, y si existe un cerrado en X tal que ningin
cerrado de dimension —1 lo separa de p, se dice que dim,, (X) = 1. Si existe un
punto p € X tal que dim, (X) = 1y dim, (X) < 1 para todo ¢ € X, se dice
que dim (X)) = 1. Siguiendo este razonamiento de forma recursiva, se obtiene la

siguiente definicion:
Definicion 2.1. La dimension topologica se define de la siguiente manera:

i) Se dice que X tiene dimension topoldgica igual a —1 (dim (X) < —1) si y

solo si X = @.

i1) Si se ha definido ya lo que significa que un espacio tenga dimension to-
polégica menor o igual a n — 1 para algin n > 0, se dice que X tiene

dimension topoldgica menor o igual a n en un punto x € X si para to-

19



da vecindad abierta U de z, existe una vecindad abierta V de x tal que

V cU, ydim(Fr(V)) <n—1. La notacidn usada serd dim, (X) <n—1.

i11) Se dice que X tiene dimension topoldgica n en v € X si dim, (X) <n y

dim, (X) £ n — 1. La notacion usada serd dim, (X) = n.

iv) Se dice que X tiene dimension topoldgica menor o igual a n si dim,, (X) <

n para todo x € X. La notacion usada serd dim (X) <n .

v) Se dice que X tiene dimensidn topoldgica igual a n si dim(X) < n y

dim (X) £ n — 1. La notacion usada serd dim (X) = n.

vi) Se dice que X tiene dimension infinita si dim (X) £ n para todo n > —1.

La notacion usada serd dim (X) = oco.

El siguiente teorema establece que la definicion de dimension no varia entre
dos objetos que son iguales desde el punto de vista de la topologia (que son
homeomorfos); lo cual es necesario para que sea una herramienta tutil en esta

area de las matematicas.
Teorema 2.2. La dimension topoldgica es invariante bajo homeomorfismos.

Demostracion. El teorema serd probado por induccién matemaética para el caso
finito, y el caso en el que dim (X) = oo serd una consecuencia inmediata.

Si dim(X) < —1 y X es homeomorfo a Y, entonces X = &g =Y, lo cual
implica que dim (Y) < —1.

Como hipétesis de induccién, se supone que para algin n > 0 ya se ha
mostrado que si dim (X) <n —1y X es homeomorfo a Y, entonces dim (V') <
n— 1.

Sidim(X) <nyf:X — Y es un homeomorfismo, entonces para todo
y € Y y toda vecindad abierta W de y, f~! (W) es una vecindad abierta de
f~1(y), por lo que existe V C f~1 (W) vecindad abierta de f~!(y) tal que
dim (Fr (V)) < n—1; la cual nos da la vecindad abierta necesaria de y en Y, pues
f(V)esabiertoenY,y € f (V) C f(f~1(W)) =W, ydim (Fr(f(V)) <n-—1
dado que Fr (V) y Fr (f (V)) son homeomorfos; y esto implica que dim (V') < n.

Por ultimo, si X y Y son homeomorfos y dim (X) £ n para todo n >
—1, entonces dim (X) £ n para todo n > —1; por lo que dim(X) = oo =
dim (Y). O

20



Se sabe que un subespacio de un espacio vectorial debe tener dimension
(vectorial) menor o igual a la del total. La siguiente proposiciéon establece que
la dimensién topolégica cumple una propiedad anéloga. La demostracién se

encuentra en [7].

Proposicion 2.3. La dimension topoldgica es mondtona bajo la relacion de

contencion entre conjuntos, es decir, que si A C B, entonces dim (A) < dim (B).

Para probar algunos resultados sobre los espacios que se trabajaran en el
capitulo 3, se usaran los siguientes teoremas sobre conjuntos de dimensién 0 y

1.

Definicion 2.4. Sea X wun espacio no vacio. Para cada v € X se define el

conjunto Q, como:

Qz = m{A C X |xe€ A, Aescerradoy abierto en X}.

Lema 2.5. Si X es un espacio no vacio y compacto, entonces el conjunto Q.

es no vacio, conexo y compacto para todo x € X.

Demostracion. Sea x € X. Dado que X es un conjunto abierto y cerrado, Q, #
.

Dado que X es compacto y @@, C X es cerrado por ser intersecciéon de
conjuntos cerrados, (), es compacto.

Si @, no fuera conexo, existirian F y F' subconjuntos no vacios y cerrados
de Q, tales que EUF = Q,, ENF = @. Sin pérdida de generalidad se supondra
que z € E. Dado que E y F son subconjuntos cerrados de @, (el cual es cerrado
en X) E y F son cerrados en X. Por tanto existe un conjunto U C X abierto
talque EC Uy UNF = @ dado que X es un espacio normal por ser métrico.

Dado que Fr(U) =U\ U,y Q. = EUF, se observa que Fr(U)NQ, = @.

Existen dos casos:

1. Si Fr(U) = &, entonces U es subconjunto abierto y cerrado de X tal
que z € U, pero @, no esta contenido en U (pues F NU = &), lo cual

contradice la definicién de U.

2. Si Fr(U) # @, entonces Fr(U) es un subconjunto compacto y no vacio de

X (pues es cerrado dentro de un compacto). Para todo y € Fr(U), existe
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A, abierto y cerrado tal que z ¢ A, y y € A, (si se supone que esto no
es cierto, todo subconjunto abierto y cerrado de X que tiene a x tendria
a y, lo cual diria que y € Q NFr(U) = @). Claramente {A,|ly € Fr(U)}
es una cubierta abierta (y cerrada) de Fr(U) y, como Fr(U) es compacto,
existen yi,...,y, € Fr(U) tales que {A4,,,..., Ay, } cubre a Fr(U); y se
observa que su unién es abierta y cerrada (por lo que su complemento
también lo es) y z € X \ (U;_; Ay,) = B. Debe notarse también que
BNU = B\ (X\U) =B/(X\U) = BNU, pues Fr(U) N B = &;
ademas de que B N U es abierto por ser interseccién de dos conjuntos
abiertos y es cerrado por ser interseccién de dos conjuntos cerrados. Como
x € BNU C U, entonces Q, C BNU C U, lo cual implica que F = @.

Como se habia supuesto que E # & # F, esto es una contradiccion.
Se concluye que @, es conexo. O

El siguiente teorema permitira relacionar una caracterizacién clasica de los
conjuntos de Cantor con una que utiliza su dimensién topologica. Tanto las

caracterizaciones como su relacién seran introducidas en el siguiente capitulo.

Teorema 2.6. Todo espacio no vacio y compacto es totalmente disconexo si y

solo si tiene dimension topoldgica 0.

Demostracion. Sean X un espacio compacto no vacioy x € X. Si X es total-
mente disconexo, @, = {x} (pues es conexo y los tnicos subconjuntos conexos
de un espacio totalmente disconexo son los conjuntos singulares). Esto implica
que para todo y € X tal que y # x existe A, C X abierto y cerrado tal que
x €Ay yy¢ A, puesto que de lo contrario, y perteneceria a todo subconjunto
abierto y cerrado de X al cual x pertenece, lo cual implicaria que y € Q.

Sea U C X tal que x € U. Se observa que Fr(U) es un conjunto compacto
por ser un subconjunto cerrado de U el cual es compacto a su vez por ser
subconjunto cerrado de un espacio compacto. Existe B C X abierto y cerrado
tal que « € By B C U, ya que para todo y € Fr(U) existe A, C X abierto
y cerrado tal que z ¢ A, y y € Ay, los cuales forman una cubierta abierta (y
cerrada) de Fr(U) y, por compacidad, existe una subcubierta finita de Fr(U) de
abiertos y cerrados, los cuales pueden ser unidos para encontrar un conjunto C'

(el cual es abierto y cerrado por ser union finita de cerrados y abiertos) tal que
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x ¢ CyFr(V)CC.Seaahora B=X\(CU(X\U))=X\(CU(X\D)),
el cual es abierto y cerrado, esta contenido en U y x € U. Con esto se concluye
que dim,(X) < 0 para todo € X, por lo que dim(X) < 0y, como X # &,
dim(X) = 0.

La otra implicacion del teorema se sigue de que si dim(X) = 0, entonces
para toda pareja de puntos x,y € X existe U C X abierto tal que z € U y
y ¢ U (pues X es espacio métrico, por lo que es espacio de Hausdorff); y usando
la dimension topologica de X se sabe que existe V' C U abierto y cerrado tal
que z € V; lo cual implica que x y y estan en diferentes componentes conexas,

por lo que X es totalmente disconexo. O
Corolario 2.7. Todo conjunto de puntos aislados tiene dimension topoldgica 0.

Teorema 2.8. Un conjunto X C R tiene dimension topoldgica 1 si y solo si

contiene algun intervalo abierto.

Demostracion. Sea X C R tal que dim(X) = 1. Para mostrar que existe un
intervalo abierto contenido en X, se observa que existe x € X tal que dim, (X)) <
1y dim,(X) £ 0, lo cual implica que no es un punto aislado de X. Si se
supone que X no contiene intervalos abiertos, entonces para todo n € N existen
sn € (=L 2)NR\X)yr, € (z,z+1)Nn(R\X), por lo que la familia
{(sn,Tn)|n € N} es una base local de X en z y la frontera en X de cada
(Sn,Tn) es vacia, lo cual contradice la hipotesis pues implicaria que la dimension
topologica de X en z seria menor o igual a 0.

Para la otra implicacion, basta ver que si (a,b) C X C R, entonces dim(X) =
1 por monotonia de la dimensién topolédgica bajo la relacién de contencién de

conjuntos. O

Este teorema tendra como consecuencia que todo subconjunto no vacio de

R con interior vacio, tiene dimensién topologica 0.

2.2. Medidas y dimensién de Hausdorff

A pesar de que la forma canoénica de medir un subconjunto de un espacio
euclidiano es usando la medida de Lebesgue, existen otras maneras que son con-

venientes desde ciertos enfoques. Cuando se trabaja con conjuntos no vacios y
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acotados, es deseable tener una forma de medirlos tal que el nimero asignado
no sea 0 (pues hay algo dentro del conjunto) y no sea infinito (pues esta aco-
tado). Usualmente, las medidas de Lebesgue no tienen esta propiedad cuando
se trabaja con conjuntos altamente irregulares. Las medidas de Hausdorff y de
empaque son posibles soluciones a este problema. Una forma de medir un con-
junto altamente irregular es medir de forma usual, ignorando irregularidades
pequenas (de tamafio menor a § > 0) y buscar el limite cuando ¢ disminuye. La
primera manera de tratar de medir un conjunto de esta forma es cubriéndolo
con conjuntos de didmetro menor a § y sumar los didmetros de los elementos
de la cubierta elevados a alguna potencia s > 0; observando que para alguna s
obtendremos un limite que no sea 0 o co. Esta s sera la dimensién de Hausdorff

del conjunto.
Definicion 2.9. Sea A C R™. Se define el didametro de A como el supremo del
conjunto {|la —b|| : a,b € A}.

Definicion 2.10. Sea § > 0. Una d-cubierta de un conjunto X C R™ es una
cubierta formada por conjuntos, no necesariamente abiertos, de didmetro menor

o igual a 6.

Definicion 2.11. Sean s >0, F CR™ y § > 0. Se define
H3(F) =inf { Z didm (U;)® : {U;}7_, es una § — cubierta de F'}.
i=1

Esta es una forma de medir un conjunto F' C R™ ignorando irregularidades
pequenas (de didmetro menor a §). Una observacién relevante es que esta canti-
dad depende fuertemente de la s seleccionada. Es sencillo observar que se puede
obtener una medida exterior al tomar el limite de H3(F) cuando § — 0, y esta

consideraria todas las irregularidades del conjunto.

Definicion 2.12. Sean s > 0 y FF C R™. Se define la medida exterior s-

dimensional de Hausdorff como

H(F) = lim H3(F).

Al restringir H® a la o-dlgebra de los conjuntos medibles se obtiene una
medida, [lamada medida s-dimensional de Hausdorff. Debe notarse que si A es

un conjunto finito, entonces H°(A) es la cardinalidad de A.
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Definicién 2.13. Sean A C R y C,a > 0. Una funcion f : A — R! es una
funciéon de Holder con factor C y exponente o si para toda pareja de puntos
p,g €R"

d(f(p), f(q) < Cd(p,q)".

Proposicién 2.14. Sean A C R*, y f : A — R! una funcion. Si f es una

funcion de Hélder con factor C y exponente «, entonces para todo s < 0,

s

M (f(A) < CaH®(A).

Demostracion. Sean f : A — R! una funcién de Holder con factor C > 0y

exponente a > 0, y {U;};en una dé-cubierta de A. Entonces:

didm(f(ANT;)) < Cdidm(ANU;)* < Cdidam(U;)* < C§° para todo ¢ € N.
Por tanto, {f(ANU;)}ien es una Cd*-cubierta de f(A); lo cual implica que

D didm(f(ANT;))s < Cx > didm(U;)*
i=1

i=1

y por tanto,

Hega (f(A)) < H5(A).

Por ultimo, se observa que si 6 — 0, entonces C6“ — 0, por lo que se cumple

la siguiente desigualdad:
H*(f(A) < CTH(A),

que es lo que se queria demostrar. O

Corolario 2.15. Si f : A ¢ R™ — R! es una funcién de Lipschitz con factor

C > 0, entonces para todo s <0,
H(f(A)) < CH*(A).
Corolario 2.16. Las medidas de Hausdorff son invariantes bajo isometrias.

Proposicion 2.17. 5i 0 < § < 1, entonces H3 es no creciente respecto a s.
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Demostracion. Sean E C R™, § € (0,1). Si s < t, entonces a® > a' para todo

a € (0,4], lo cual implica que

> didm(U)* > > didm(U)’

veu veu

para toda U d-cubierta de E. Se concluye que H*(E) > H'(E). O

Proposicion 2.18. Si A C R™, s < t y {U;}}, es una 0-cubierta de A,

entonces . .
> didm(U;)" <670 didm(U;)*.
i=1 i=1

Demostracion.

> didm (U;)" = > didm (U;)"* didm (U;)" < ') didm (U;)".
=1 =1 =1

O
Corolario 2.19. 5i A CR™ y s < t, entonces para todo § > 0,
HE(A) < §"5H(A).
Corolario 2.20. Si A CR™, s <t y H*(A) < oo, entonces H'(A) = 0.
Demostracion. Sean A C R™ y s < t. Si H® (A) < oo, entonces
H5(A) < 0" H5(A)
por el corolario anterior. Tomando limites cuando § — 0,
H = lim HE(A) < lim ST HE(A) = 0.
O

Este dltimo corolario implica que existe un tnico valor critico s donde H*®

"salta" de oo a 0.

Definicion 2.21. La dimensién de Hausdorff de A C R™ es el numero real no
negativo s tal que s = inf{t > 0|H'(A) = 0} = sup{t > O|H'(A) = =}. Se
denota dimpy (A) = s.

La demostracién de la siguiente proposicién puede encontrarse en el segundo

capitulo de [5].
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Proposicion 2.22. La dimension de Hausdorff cumple con las siguientes pro-

piedades:
1. Monotonia: Si A C B, entonces dimy (A) < dimg (B).

2. Estabilidad numerable: Si {A;}; es una familia numerable de conjuntos,

entonces dimp (|J; 4;) = sup{dimpy (4;)}.

3. Propiedad para conjuntos numerables: Si A es un conjunto numerable,

entonces dimy (4) = 0.
4. Propiedad para abiertos de R™: Si U C R™, entonces dimy (U) = n.

5. Propiedad para variedades diferenciales: Si M es una m-variedad diferen-

cial, entonces dimy (M) = m.

Una vez definida la dimensién de Hausdorff definida, el siguiente paso es
compararla con la dimension topolégica. Los siguientes enunciados cumplen con
esta funcion, concluyendo que la dimension topolédgica de un espacio es menor
o igual a su dimensién de Hausdorff. El siguiente lema hace uso de la integral
de Lebesgue, tema que no esta incluido en esta tesis pero puede revisarse en [4]

junto con la demostracion de una forma mas general del lema.

Lema 2.23. Sean s > 1, A C R" yz € A. Si H*(A) = 0, entonces existe
B C (0,00) tal que A1 (B) =0y

H L (Fr (B, (z))NA) =0
para todo r € (0,00) \ B.

Demostracion. Sean A C R™ tal que H*(A) = 0y ¢ € A. Para cualquier

conjunto £ C R” se definen
ri=mf{||z —y|:y € B}, ra=sup{llz —yll:y € E}

que son las distancias minima y méaxima de = a los puntos de E. Es claro que

ro — 11 > didm(FE), por lo que usando la integral superior de Lebesgue

/ didm (Fr (B, (z)) N E)* ! = / didm (Fr (B, (z)) N E)*!
(0,00) (r1,7m2)

< digm (E)*! / 1 < didm(E)*.
(r1,m2)
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Como H*(A) = 0, para cada m entero positivo existe una cubierta U,, de A tal
que
> digm(U)* <27
Uelpm

por lo que aplicando la desigualdad ya demostrada se obtiene que

/ > didm (Fr (B, (2)) NU)"™
>

/ didm (Fr (B, (z)) NU)*"' <27™.
Uel,, * (0:20)

Si se define D,,, = {7 € (0,00)| 3 didm (Fr (B, (z))NU)*"" > L5 enton-
Ueu’ﬂl

ces la medida exterior de Lebesgue de D,, es menor o igual a 27", Al considerar

o0
Fy = U Dy, se observa que la medida exterior de Lebesgue de Fy es menor
m=N
o0

oigual a > m2~™ que es convergente para todo N, por lo que
m=N

Iim m2~™" =0,

N—oc0
m=N

pero

€ (0,00)| > didm (Fr (B, (2)) NU)" ' » o} C Fy
Uel,,

para todo N € N, lo cual implica que

{7“ € (0,00) | Z didm (Fr (B, (z)) NU)* "' —» 0}

Uelm

o0 oo
es un subconjunto de [ Fy. Como la medida exterior de Lebesgue de [\ F
N=1 N=1

es 0, () Fn es Lebesgue-medible. Ademés, para todo r € (0,00) \ () Fu, la
N=1 N=1

suma > didm (Fr (B, (z)) NU)*"" converge a 0 cuando m — oo, por lo que
vel,,

He L (Fr (B, (z)) N A) = 0.

O

Corolario 2.24. Sean m > 0 un nimero entero y A C R". Si H™(A) = 0,

entonces dim(A) < m — 1.

Demostracion. La demostracion se realizara por induccion sobre m. Si H2(A) =

0, entonces A = &, por lo que dim(A) = —1 y se satisface la desigualdad. Si el
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enunciado se cumple para m > 1, se consideran A C R"y z € A. Si H™(A) = 0,

entonces por el lema anterior existe B C (0,00) tal que A\{(B) =0y
H™ (Fr (B, (z))NA)=0

para todo r € (0,00) \ B. Usando la hipotesis de induccion se observa que
dim (Fr (B, (z)) N A) < m—1, por lo que existe una sucesion {r; }°, convergente
a 0 tal que {B,,(z) N A}, es una base local de A en z tal que sus fronteras
tienen dimension menor o igual a m — 1. Por tanto, dim(A), < m y al haber

escogido « € A arbitrario, se concluye que dim(A) < m. O

Corolario 2.25. La dimension topolégica de todo subconjunto de R™ es menor

o0 igual a su dimension de Hausdorff.

Demostracion. Sea A C R™. Si dimy(A) = n, el enunciado se cumple ya que
dim(4) < dim(R™) = n. Si dimy(A) = s < n, se considera el numero entero m
tal que m — 1 < s < m. Como m > dimg(A), entonces H™(A) = 0 y por el
corolario anterior dim(A4) < m —1 < s = dimy(A4).

O

Una pregunta relevante para el estudio de un espacio desde la perspectiva
de la dimension de Hausdorff, es qué tipo de funciones conservan la dimension
de Hausdorff. El teorema al cual esta dedicado el capitulo 5 mostrara que la
continuidad no basta para conservar la dimensiéon de Hausdorff, y dada la na-
turaleza métrica de la definicién, resultard evidente que las isometrias deben
conservarla. Sin embargo, es posible pedir menos que conservar distancias para
que una funcién conserve la dimensién de Hausdorff: basta que la funcién sea
biyectiva y que tanto la funcién como su inversa cumplan con la condicién de

Lipschitz.

Proposicién 2.26. Sea A C R™. Si f: A — R! es una funcion de Hélder con

factor C y ezponente o > 0 entonces, dimy (f(A)) < L dimy(A).

Demostracion. Sean A C R™ y f: A — R! una funcién de Hélder con factor C

y exponente o > 0. Si dimg (A) < s, entonces:

Ha (f(A) <CaH (A) =0.
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Por tanto, dimg (f (4)) < £ paratodo s > dimy (A); por lo que se concluye

s
@

que dimg (f (4)) < L dimg (A). O
Corolario 2.27. Si f: A CR™ — R! es una funcion de Lipschitz, entonces

Corolario 2.28. Si f: ACR™ — B C R! es un homeomorfismo tal que f y
1 son Lipschitz, entonces dimg(A) = dimg (B). Este tipo de homeomorfismos

son llamados bi-Lipschitz.

Por ultimo se agrega un corolario que ayudara a diferenciar espacios desde

este enfoque.

Corolario 2.29. Sidimy (X) # dimpy (Y), entonces ninguna funcion f : X —

Y es una transformacion bi-Lipschitz.

La siguiente proposicién es un ejemplo de la informacién topologica que la

dimension de Hausdorff puede proveer.

Proposicion 2.30. Todo conjunto con dimension de Hausdorff menor a 1 es

totalmente disconexo.

Demostracion. Sean A C R™ tal que dimy (A) < 1y z,y € A puntos diferentes.
Se define f : R™ — [0, 00) dada por z — ||z — z||. Usando la desigualdad del

tridngulo se obtiene que para toda pareja de puntos z,w € A:
|£(2) = f(w)| = [llz = 2| = w—2|]| < |2 = w]|.

Lo cual implica que f es una funciéon de Lipschitz con constante 1. Por tanto,
dimy (f (A)) < dimy (A) < 1; lo cual implica que A\;(A) = H!(f(A)) = 0, por
lo que f(A) no puede contener intervalos abiertos; con lo que se concluye que
ningan abierto con mas de un punto en f(A) es conexo.

Dado que ||z — y|| > 0,  y y estdn en componentes conexas diferentes de
f(A), lo que implica que estdn en componentes conexas diferentes de A (pues
f es continua, y la continuidad preserva la conexidad). Se concluye que A es

totalmente disconexo. O
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2.3. Medidas de red y productos cartesianos

En esta seccién se introduce el concepto de medida de red, usado por prime-
ra vez por Besicovitch en 1952, , [2], en su demostracion de que los conjuntos
cerrados con medida de Hausdorff s-dimensional infinita pueden contener con-
juntos de medida de Hausdorff s-dimensional finita y positiva, y después por
Marstrand , [9], en su trabajo sobre medida de Hausdorff de productos carte-
sianos de conjuntos . Se mostrard que las medidas de red son comparables con
las de Hausdorff, lo cual les dara gran utilidad para estudiar la dimensién de
Hausdorft.

La construccién de las medidas de red es parecida a la de las medidas de
Hausdroff, pero sélo se usaran cubiertas cuyos elementos estén en la familia N

de todos los cubos en R™ de la forma
[27Fmq, 275 (my + 1)) x [27%me, 27 ¥ (ma + 1)) x ... x [27Fmy,, 27 % (m, + 1))
con my,ma, ... ,My € Z.

Definicion 2.31. Sea E C R™. Se define

M5(E) = inf { Z didm(U)® : U C N es una § — cubierta de E}

Ueu
La medida de red s-dimensional de E se define como la restriccion a conjuntos

medibles del limite de M3(E) cuando 6 — 0, es decir,
M?(E) = lim M3 (E).
6—0

Debe notarse que la familia N es cerrada bajo intersecciones finitas y que
cada uno de sus elementos estd contenido en una cantidad finita de otros ele-
mentos de V. Debido a esto, para el calculo de M3 basta considerar cubiertas
cuyos elementos son ajenos dos a dos, y se obtiene una medida exterior en R™

que es finita en subconjuntos acotados.
Proposicion 2.32. M?® es una medida exterior en R™.

Demostracion. Primero, se observa que M*(&) = 0, dado que M3}(2) = 0 para
todo § > 0.

Sean E C F' C R™. Dado que M3(E) < Mj(F) para todo ¢ > 0, entonces
M?*(E) < M*(F).
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Si {F;}ien es una familia de subconjuntos de R™, entonces
M® (U E) < M3 (U E> <Y M;(E)
i€N i€EN i€eN
para todo ¢ > 0, lo cual implica que M* (J,cy Ei) < Y. M*(E;), pues Mj no
ieN

crece cuando 0 decrece. O
La restriccion de M? a su familia de conjuntos medibles da origen a una
medida en R”. El siguiente teorema establece la posibilidad de comparar M?

con H® en R™.

Teorema 2.33. Sea b, = 3n2n’ . Si0< < 1, entonces
H3(E) < M3(E) < bpH3(E)

para todo E C R™, y si E es M?®-medible y H’-medible, entonces
H(E) < M*(E) < b,H*(E).

Demostracion. Sean E C R™ y s,6 > 0. Dado que la familia de d-cubiertas
utilizada para el calculo de M3 esta contenida en la familia usada para calcular
H3, se sigue que H3(E) < Mj.

Por otro lado, si didm(U) < 4§, sea k € N tal que 27571 < didam(U) < 27*.
Si se toma un cubo @ en A de lado 2% que intersecta a U, entonces U esta
contenido en la unién de @ con los 3" — 1 cubos de lado 27% en N que son
adyacentes a @), donde N es la familia usada para el calculo de M3. Cada uno
de estos 3™ cubos (Q y sus adyacentes) puede ser dividido en 2™ subcubos n
veces, para obtener 27" cubos de lado 275" en N, y U esté contenido en la
union de los b, = 372" cubos generados en este proceso. El didmetro de estos
b, cubos es 27F"pl/2 < 21-p1/2didm (U) < didm(U) < 6.

Sean U = {U, }ien una d-cubiertade E; y Q; = {Q;; : 1 < j < b,} la familia
de b,, cubos que cubre a U;. Es claro que |J Q; es una J-cubierta de E, y

1€EN
oo by 0
D) didm(Qi )" < by Y didm(U;)?,
i=1 j=1 i=1

lo cual implica que Mj(E) < H3, lo cual concluye la demostracion de la primera
desigualdad. Si E es medible bajo M? y H*, se obtiene la segunda desigualdad

al tomar limites cuando § — 0. O
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La intencién de los siguientes teoremas es determinar cémo se comporta la
dimension de Hausdorff bajo productos cartesianos, para lo cual es necesario

usar un lema. Su demostracion serd omitida y puede encontrarse en [6].

Lema 2.34. Sean A C R, {a;}ien una sucesion de nimeros reales positivos, y
{I;}ien una S-cubierta de A formada por intervalos de la forma [27%m,27%(m+
1)), para algunas m,k € N (m y k pueden variar entre los elementos de la
cubierta). Si ¢ > 0 cumple que
Z a; > c
{ieN:z€l;}

para todo x € A, entonces
> a;diam(L;)* > eMj(A).
i=1

Para los siguientes teoremas, dados £ C R" y x € R, se usard la notacién

E, ={(z1,....,zn) € E: 21 =z}

Teorema 2.35. Sean E C R?, A un subconjunto del eje X, y s,t € [0,00). Si
existe ¢ > 0 tal que H'(E,) > c para todo x € A, entonces existe b > 0, que

depende solo de s y t, tal que
HTHE) > beH (A).

Demostracion. Dado § > 0, sea {Q;}ien una 2'/26-cubierta de E formada por
elementos de la familia A/ de cubos binarios de R%. Para cada = € A, {(Q;)z }ien

es una d-cubierta de E,; por lo que
MG(E,) < didm((Q)z)"-
i=1

Sean As = {x € A: ML(E,) > ¢}, y Proy(Q;) la proyeccion de Q; sobre el eje
X. Debe observarse que para cada i € N, Proy(Q;) es un intervalo de la forma
[27%m,27%(m + 1)) de longitud menor o igual a §. Para cada = € A, se cumple

que si 27% es la longitud de cada lado de @Q;, entonces

e < M§(E,) < didm((Qi).)" = Sy
i=1

{i€N:z€Proy(Q;)}

— 2—t/2 Z (21/22—ki)t — 2—t/2.
{ieN:z€Proy(Q;)}
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Por tanto,

2t/2¢ < Z didm(Q;)",

{ieN:z€Proy(Q;)}

y o0 o0
D didm(Qi) T =) didm(Q;)* didm(Q;)"
i=1 i=1
= diam(Q,)"(2!/727%)* = 22> " diam(Q;)"didm(Proy(Q:))*.
i=1 i=1
Tomando I; = Proy(Q;) v a; = didm(Q;)* como en el lema 2.30, se obtiene
que

s+t

FME(A).

2s/2 Z didm(Q;)"diam(Proy(Q;))* > c2
i=1

Como esta desigualdad es independiente de la cubierta {Q;};cn escogida, se

cumple que M3/ (E) > ¢2

s+t

2z M?®(A) para todo § > 0, es decir que

METHE) > 275 M3 (A).
Haciendo uso del teorema 2.29, se obtiene que
by (E) > MPH(E) > 23 MP(A) 2 2 1 (4),
por lo que, si b = b;12%, entonces,
HTHE) > cbH(A).
O

Gracias al teorema que se acaba de demostrar, se obtiene el siguiente coro-

lario sobre la medida de Hausdorff de productos cartesianos.

Corolario 2.36. Si A,BCR, ys,t€[0,00), entonces
HTH(A x B) > bH*(A)H(B).

Demostracion. Tomando E = A x B, E, = x X B para todo = € A, lo cual

implica que H!(B) = H'(E,) para todo x € A, y si ¢ > H!(B), entonces

H A x B) > beH (A) > bHS(A)H'(B).
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El enunciado anterior puede interpretarse en términos de dimensiéon de Haus-

dorff para obtener el siguiente corolario.
Corolario 2.37. Si A, B C R, entonces dimpy (A x B) > dimy(A) + dimpy (B).

Demostracion. Sean r = dimpg (A x B), s = dimy(A) y t = dimg(B). Si r <
s+ t, entonces para todo « € (r,s +t), se cumple que

stt—a

0=H"(Ax B)>bH"~ "2 (AH~"="(B).
pero, dado que dimp(A4) > s — =t=2 y dimy (B) > t — ==, se cumple que
Hs~ 5 = 0o y HIT T (B) = 00, lo cual es una contradiccion. O

Estos resultados pueden generalizarse y demostrarse de forma parecida to-

mando A C R" y B C R™, ver [6].

2.4. Medidas y dimensién de empaque

La dimensién de empaque se define de una forma parecida a la dimensién
de Hausdorff, pues ambas dependen de una familia de funciones de medida
asociadas a nimeros reales. La diferencia es que para la dimensién de Hausdorff,
se defini6 una familia de medidas a partir de cubiertas y para la dimensién de
empaque se define a partir de empaques.

Los empaques tienen varias diferencias fundamentales con las cubiertas, pues
para que una familia de subconjuntos empaque a algin otro conjunto, no es
necesario que lo cubra, sino que se toman familias de bolas cerradas y ajenas
centradas en puntos del conjunto las cuales estarén cerca de cubrir el conjunto
(si se toman suficientes) y evitaran los puntos fuera del conjunto (si se toman
suficientemente pequefias). Esto proporciona la misma idea de aproximarse a
un conjunto ignorando las irregularidades de didmetro menor a alguna § > 0, y
buscar el limite cuando § — 0.

Se ha propuesto que los conjuntos que deben ser llamados fractales son aque-
llos tales que sus dimensiones de empaque y conteo de cajas coinciden, con el
inconveniente de que esta coincidencia no es una propiedad topolodgica, como se

muestra en este texto.
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Definicion 2.38. Un J-empaque de A C X es una familia numerable B =
{B;}i donde para toda i, B; es una bola cerrada centrada en algin punto de A,
con radio menor o igual a § y si i # j, entonces B; N B; = @.
Definicion 2.39. Sean AC X, s> 0, § > 0.
Pi(A):=sup{ > didm(B)®|B es un d-empaque de A}.
BeB
P$ es la aproximacién que se buscaba ya que es mayor que . didm(B)® pa-
BeB

ra cualquier empaque cuyos elementos tengan didmetros suficientemente grandes
como para evitar las irregularidades pequenas, y que tenga suficientes elementos
como para poder decir que casi cubre a A.

Una observaciéon importante es que si ;1 < dz, entonces todo d;-empaque de
A es un dz-empaque de A; por lo que cuando § decrece, P§(A) no aumenta. Esto

implica que existe el limite
P§(A) := lim Pj(A).
6—0

Pg es llamada la s-pre-medida en X, y es monénota y finitamente subaditiva,
pero no es una medida debido a que no es numerablemente subaditiva, como se

observa en el siguiente ejemplo:

Proposiciéon 2.40. Sea X = QnN0,1].

ST PP ({2} =0 < P2 (X).

zeX

Demostracion. Es claro que Y 7?3/2({90}) = 0, puesto que para todo J > 0 los
rzeX
unicos d-empaques de {x} son conjuntos con una tnica bola centrada en x de

radio menor o igual a §, de lo cual se sigue que:
1/2 1/2
Py ({e}) < P () = V28

para todo 6 > 0, por lo que 7?5/2({33}) = 0. Por otro lado, si n es un namero
natural mayor a 1, para todo € € (0,2’("“)) existe un 27 "-empaque de X
formado por bolas de radio (27" — ¢) centradas en los puntos {m2~"1 :m ¢

{1,...,2"71 —1}}, por lo cual:

,P1/2 (X) > (2n—1 _ 1)(2—n+1 _ 26)1/2

2—n
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para todo € € (0,27 (1) o cual implica que:

n—1 —n+1
2

Pa2(X) > (27— Y2 > 2" 2 = 1
Como esta cota no depende de la eleccién de n, ’Pé/2(X) > 1. O

Proposicién 2.41. Sis >0y E C R", entonces Pi(E) = P§(E).

Demostracion. Sea s > 0. Es claro que si A C B C R”, entonces Pj(A) <
P;(B), dado que todo d-empaque de A es un d-empaque de B. Por tanto,
PE(A) < P§(B), es decir, que P§ es mondtona bajo contencion. Una consecuen-
cia inmediata de esta propiedad es que si E C R", entonces P§(E) < P§(E).
Sean E C R™, 6 >0y ec (0,1). Si B={B,,(xi)}ien es un J-empaque de £
entonces existe una familia {z}},cny de puntos en E tal que d(z;,z}) < er;
para todo i € N, por lo que B,,1_¢(z;) C By(x;). Debe observarse que
B’ = {B,,(1-¢(x}) }ien es un d-empaque de E, por lo que:

> (1 —e)’didm(B)* = > didm(B')®

BeB B'ep’

< sup{ Z didm(B)*|B" es un (1 — ¢)d-empaque de E} = P _)5(E).
B'eB’

Tomando el supremo sobre los d-empaques de E, se obtiene que:
(1-€)"P;(E) < 7)8176)5(]5) < 7)8176)5(E)-

Como esto se cumple para todo € > 0, entonces P§(E) = Pi(E) para todo

6 > 0. Tomando el limite cuando é — 0, se obtiene la igualdad buscada. O

Debido a que Py no es una medida, falta un paso mas para definir la familia

de funciones de medida necesarias para la dimensién de empaque.

Definicion 2.42. Se define la medida s-dimensional de empaque de la siguiente

manera:
P(A) = inf{d P§(A;)|{Ai}: es cubierta de A}.

Definicién 2.43. La dimension de empaque de A C X, dimp(A), es el nimero

real no negativo tal que

dimp(A) = inf{t > 0|P*(A) = 0} = sup{t > 0|P'(A) = o}.
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Proposicion 2.44. La dimension de empaque cumple las siguientes propieda-

des:
1. Monotonia: Si A C B, entonces dimp(A) < dimp(B).

2. Estabilidad numerable: Si {A;}ien es una familia de conjuntos, entonces

dimp ( U A;) = sup{dimp(4;) | i € N}.
i=1
Demostracion. Sean A C B C R™. Para todo s > 0, P*(A) < P*(B), por lo que
si P*(B) = 0, entonces P?(B) = 0. Por tanto,

dimp(A) = inf{t > 0|P*(A) = 0} < inf{t > 0|P"(B) = 0} = dimp(B).
Ademés, si {A;}ien es una familia de conjuntos, entonces

dimp ( U A;) > sup{dimp(A;) | i € N},

=1

pues A, C U;=, A; para todo r. Por otro lado, si s > dimp(A4,) para todo r,

entonces
(o) (o)
P* (U Ai> <D P(A) =0,
i=1 i=1
lo cual implica que s > dimp (|J;=; 4;). O

2.5. Dimensiones de conteo de cajas

En esta seccién se presenta el concepto de dimensién de conteo de cajas, el
cual existe cuando las dimensiones de conteo de cajas superior e inferior coinci-
den. La dimensién de conteo de cajas es una de las mas usadas en aplicaciones de
la geometria fractal a otras areas pues es, en general, mas facil de aproximar que
las dimensiones de Hausdorff y empaque; al contar con cuantas cajas regulares
de diametro § puede cubrirse un conjunto y calcular la velocidad logaritmica
con la que crece este nimero cuando d — 0; y aunque debe de notarse que este
nimero no siempre existe, puede acotarse entre las dimensiones de conteo de

cajas superior e inferior.

Definicién 2.45. Sea A C R™. Se define Ns(A) como el minimo de las cardi-
nalidades de las §-cubiertas de A, es decir, el minimo nimero de conjuntos de

didmetro menor a § necesarios para cubrir a A.
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Definicion 2.46. Sea A C R™. Se define la dimension inferior de conteo de

caja de A de la siguiente forma:

. . o log(Ns(A))
dimp(A4) =t inf == 5

Andlogamente, se define la dimensiéon superior de conteo de caja de A de la

siguiente forma:

- log(Vs(4))
d A) =1 —_
mp(4) =l sup == @)

Una de las consecuencias del teorema al que esta dedicado el capitulo 5 es
la existencia de conjuntos para los cuales las dimensiones inferior y superior de

conteo de cajas son diferentes.

Definicién 2.47. Sea A C R". Si

iy L08(Vs(A4))
6—0 —log(d)

existe, definimos la dimension de conteo de cajas de A, dimp(A), como este

limite.

Teorema 2.48. Se obtienen definiciones equivalentes a dimp(A), dimp(A) y

dimp(A) al definir Ns(A) como:
1. El minimo de las cardinalidades de las d-cubiertas de A.

2. El minimo de las cardinalidades de las cubiertas de A formadas por bolas

cerradas de radio §.
3. El mdzimo de las cardinalidades de los 6-empaques de A.

4. El minimo de las cardinalidades de las cubiertas de A formadas por cubos

de lado 9.

5. El nimero de cubos de la forma
[0y, 0(my + 1)] X [dma, d(me + 1)] X ... X [dmy,, 6(my, + 1)]
con my,ms, ...,m, € 7Z; los cuales seran llamados cubos coordenados de

lado 6.

39



2.6. Desigualdades entre dimensiones

Teorema 2.49. Todo A C R™ cumple que dimpg(A) < dimg(A) < dimpg(A).

Demostracion. Sea 0 < § < 1. Como A puede ser cubierto por Ns(A) conjuntos
de didmetro menor o igual a d, entonces Hj < Ns(A)d" para todo r > 0.
Sil < H'(A) = lims_,o H5(A), entonces, existe 0 < o < 1 tal que si

0 < € < dp, al tomar logaritmos se obtiene la siguiente desigualdad:

0 <log(H¢(A)) < log(Ne(A)) + rlog(e)

o - Jo8(HI(A)) _ log(N.(4)) + rlog(e)

—log(e)  ~ — log(e)
Por tanto, tomando los limites cuando € — 0,
0 < lfm IHEA) g loIWNA) G IWNA))
B0 —logle) = 0 —log(e) o —log(e
Por tanto,
. log(Ne(A)) . log(Ne(A)) _ ——
<1 f——— = A) <limsup ——F = A).
=R —log(e) dimp(4) < 1r€n:51p —log(e) dimp(4)

Como esto sucede para todo r > 0 tal que 1 < H"(A),
dimy(A) =sup{r >0: 0 < H"(A)} =sup{r > 0:1 < H"(A)} < dimp(A),
con lo que se concluye la demostracion. O

Para la demostraciéon de la desigualdad que vincula la dimensién de Haus-

dorff con la dimensién de empaque debe usarse el siguiente teorema:

Teorema 2.50 (Teorema de Vitali). Sea X un espacio métrico y A C X. Si
U es una cubierta de A formada por bolas cerradas con centros en A tal que

para todo x € A yr > 0 existe € € (0,7) tal que B.(z) € U, entonces se cumple

alguna de las dos siguientes propiedades:
a) Eziste una sucesion de bolas ajenas By, (x;) en U tal que infr; > 0.

b) Eziste una famlia numerable de bolas ajenas By, (x;) en U tal que para

todo j € N:

A\ B () ¢ | B (x).
i=1

i=j+1

40



La demostracion de este teorema (que es posible encontrar en [4]) se omite,

pues es larga y no es relevante para el propoésito de este texto.

Teorema 2.51. Todo subconjunto acotado A de R™ cumple que dimpy(A) <

Demostracion. Basta probar que H®*(A) < P*(A) para todo s > 0, y debe
notarse que si P® = oo, el encunciado es verdadero.

Si P#(A) < oo, se probara primero que H*(A) < P§(A). Una vez maés, si
P5(A) = oo, el enunciado es verdadero; y si P§(A) < oo, existe € > 0 tal que
PE(A) < 0.

Sea U = {B,(x) : x € Ay 0 < r < €}. Claramente, U cumple la hipotesis

del teorema de Vitali, por lo que debe cumplirse alguna de las dos propiedades

establecidas en el teorema. Si existiera una sucesion de bolas ajenas By, (z;) en U
(o)

tal que inf r; > 0, entonces co = > (2r;)° < PZ(A), lo cual es una contradiccion;
i=1

por lo que existe una famlia numerable V de bolas ajenas B, (x;) en U tal que

para todo j € N:

-

A\
i=1 i=j+1
(o)
Por definicion, V es un e-empaque de A, por lo que Y (2r;)* < P2(A) (lo
i=1

o0
cual implica que la serie Y (2r;)® es convergente).
i=1

Por otro lado, { B,, (z;) I U {Bs,,(z:)}

i=1

o0

i—j41 €8 UNA Ge-cubierta de A para

todo j € N; por lo que

Hoe(A) < ) _(2r:)" <P2(A).

i

Il
N

(2

Tomando limites cuando € — 0, se obtiene que H*(A4) < P§(A). Por ultimo,
si se toma una cubierta {A;}5°, de A, por subaditividad numerable de H?® se

observa que:
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Teorema 2.52. Todo subconjunto acotado A de R™ cumple que dimp(A) <
dimp(A).

Demostracion. Si dimp(A) = 0, la desigualdad es clara. Si dimp(A) > 0, y se
toman 0 < ¢t < s < dimp(A), se observa que P(A) = oo, por lo que Pj(A4) = oo.
Como P§(A) = lims_oP3(A), entonces para todo § € (0,1] existe B un

d-empaque de A tal que

1<) didm(B

BeB

Debido a que A es acotado y las bolas en B son ajenas, para cada k € N,

hay un ntmero finito nj de bolas cerradas en B tales que

271 < digm(B) < 27",

Por tanto,

1< Z didm(B)*® < inkr’“.
k=0

BeB

Se observa que existe kg € N tal que ng, > 2F*(1 — 2¢=%), pues de no existir,

o0 o0 o0
an2—ks S Z 2kt—ks(1 _ 2t—s) — 2t s Z 2t s
k=0 k=0 k=0

lo cual es una contradiccién. Cada una de estas ng, bolas contiene una bola

ko—2

cerrada de radio 2~ centrada en algin punto de A, por lo que si se escoge

Ns(A) como el maximo numero de bolas cerradas y ajenas de radio a lo méas §

con centros en A, entonces:

Ny-rg-2(A) (27507 2)" > my, (2700 72)F
> 2]€0t(1 _ 2t75)(27k072)t _ 27275(1 _ 27578).
Por tanto,

lfim sup N5 (A)d" > 272 (1 — 2!7%) > 0.
d—0

Por tanto, dimp(A) > ¢ para toda t < dimp(A). Se concluye que

dimp(A4) > dimp(A).
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Teorema 2.53. Sea A C R™ compacto. Si para todo U C R™ abierto tal que
ANU # @, dimg(ANU) = dimp(A), entonces dimp(A) = dimp(A).

Demostracion. Sea {A;}ieny una cubierta cerrada y numerable de A. Como A
es un conjunto localmente compacto (por ser compacto) y Hausdorff (por ser
meétrico), es un espacio de Baire; por lo que podemos asugurar que existen k € N
y V C X abierto tales que ANV C Ay (pues A no puede ser unién numerable de
conjuntos cerrados con interior vacio); lo cual implica que dimp (A) = dimp(Ay).

Usando esto puede asegurarse que:

inf { sup{dimp(F;) : A C U F; y F; es cerrado } > dimp(A).
ieN
Por otro lado, como {A} es una cubierta cerrada de A,
inf { sup{dimp(F;) : A C | J F; y F; es cerrado }} < dimp(4) = dimp(A).
ieN

Por tanto, ambas expresiones son iguales. Finalmente, basta mostrar que
dimp(A) > dimp(A), pues dimp(A) < dimp(A) por el teorema anterior.

Si s > dimp(A), entonces P*(A) = 0; por lo que existe una cubierta nume-
rable {4;}; de A tales que P§(A4;) < oo para todo ¢; por lo que existe € > 0
tal que si 0 < 0 < ¢, entonces P§(A;) < oo para todo 4; lo cual implica que

Ns(A;)6%, esta acotado cuando § — 0. Por tanto, dimp(A;) < sy

dimp(A) < inf { sup{dimp(F;) : A C U F; y F; es cerrado}} < s.
€N
Como esto sucede para todo s > dimp(A), entonces dimp(A4) < dimp(A).

O

El teorema anterior nos lleva a las preguntas principales de este texto: ;Es
posible encontrar un conjunto tal que sus dimensiones de Hausdorff, de caja
y de empaque sean iguales? ;Es posible encontrar un conjunto en el que sean
diferentes? Las respuestas a ambas preguntas se encontrarédn en conjuntos con
construcciones diferentes pero con una estructura topoldgica comun: todos son

homeomorfos al conjunto ternario de Cantor.
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Capitulo 3

Conjuntos de Cantor

Esta seccion estd dedicada a la construccion clasica del conjunto de Cantor
asi como a la exposicién de algunas de sus propiedades.

El conjunto ternario de Cantor, el cual serd denotado por C, es un ejemplo
de gran importancia en la topologia y el anilisis, pues es uno de los primeros
ejemplos de conjunto fractal y sorprende por la riqueza de propiedades que
tiene. Se comienza la construccion con el conjunto Co = [0, 1], el cual se divide
en tres subintervalos de la misma longitud, y al eliminar el central se obtiene
C1 = [0, ]U[2,1]. Suponiendo que C,, es la unién ajena de 2" intervalos cerrados
de longitud 37", se construye C,,+1 como el conjunto compacto obtenido al unir
los 2"+ intervalos cerrados obtenidos cuando se divide cada componente conexa
de C, en tres intervalos cerrados de longitud 3~ (1) (que sélo se intersectan
en sus fronteras) y se seleccionan solo los que tienen algin punto frontera de
C,. Este conjunto es cerrado por ser unién finita de intervalos cerrados; y es
compacto por ser cerrado y acotado. De esta forma se construye una familia
numerable de conjuntos compactos y anidados; los cuales al ser intersectados
forman C.

A continuacién, se prueban algunas propiedades de C. Debe notarse que para
todo € > 0 existe n € N tal que el didmetro de cada componente de C,, es menor

ae.
Proposicion 3.1. C es compacto.

Demostracion. C es cerrado por ser interseccion de conjuntos cerrados, y es
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compacto por ser un subconjunto cerrado de [0, 1]. O
Proposicion 3.2. C no tiene puntos aislados.

Demostracion. Sea x € C y sea {X;}; la sucesion de subconjuntos de [0, 1] tales
que para todo i € N, x € X; y X, es una componente conexa de C;. El didmetro
de X; es 37" para todo i € N, por lo que existe z; € Fr(X;) \ {z} C C\ {z}; lo
cual genera una sucesiéon en C convergente a z tal que x # x; para todo i € N.
Por tanto, = es punto de acumulacién de C. Se concluye que todos los puntos de

C son puntos de acumulacién, es decir, que ninguno es aislado. O
Proposicion 3.3. La medida de Lebesque de C es 0.

Demostracion. El conjunto ternario de Cantor es cerrado, lo cual lo hace Le-
besgue medible. Para calcular la medida de Lebesgue de C, se observa que para

todo nuimero natural n,

AC) < A(Cy)

debido a la monotonia de la medida de Lebesgue. Por tanto:
_ 2\"
AC) <2"37" = (3) para todo n € N,
lo cual implica que A(C) = 0. O

Ahora se presentard un subconjunto de R que es construido de forma muy
parecida a la del conjunto ternario de Cantor, pero tiene medida de Lebesgue
mayor a 0. El primer paso es el intervalo [0,1] el cual sera dividido en tres
partes: [0, 3], [2,3] y [3,1]. Se considera D; = [0, 2] U[2,1]. En el n-ésimo paso
de la construccién, cada una de las 2" ! componentes conexas de D,,_; y se
dividen en tres intervalos cerrados que solo se intersectan en sus fronteras, de
los cuales la parte de enmedio mide 2727, y se remueve su interior de D,,_; para
formar D,,, el cual es la unién de 2" intervalos cerrados ajenos dos a dos, cada
uno con longitud 2*"(1 — zn: 2*2'). A pesar de que el origen de este nimero
no parece claro, es simplemgje la longitud del intervalo inicial, menos la suma
de las longitudes de los intervalos eliminados hasta el n-ésimo paso, dividido
entre las 2™ componentes de D,,. El conjunto buscado es D = (2, D;, el cual
es cerrado por ser la interseccién de subconjuntos cerrados y, por lo tanto, es

Lebesgue-medible.
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Proposicion 3.4. La medida de Lebesgue de D es mayor a 0.

Demostracion. Para calcular de medida de Lebesgue de D, se le restara a la me-
dida del intervalo [0, 1] la medida de [0, 1]\ D, el cual es la unién de los intervalos
abiertos retirados durante la construccion, es decir, [0, 1]\D = [J;2, ([0,1] \ D;).
Dado que en el n-ésimo paso se remueven 2"~ ! intervalos abiertos de medida
272n

= n—1l—2n o~ —(n 1
A(0,1]\D) =) 2" 7127 =3 "2 (+1):§.
=1 =1

Por tanto,

AD)=1-X(0,1]\ D) = %

Corolario 3.5. La dimension de Hausdorff de D es 1.

Demostracion. Si la dimensiéon de Hausdorff de D fuera diferente de uno, en-

tonces A(D) = H'(D) deberia ser 0 o co. O

A continuacién, se demuestra que la dimensiéon topologica del conjunto ter-
nario de Cantor es 0; y se deducen varias consecuencias importantes de este
hecho, como la caracterizacion de todos los conjuntos homeomorfos a C; entre
los cuales se encuentra el conjunto D. Al observar que C y D son homeomorfos,
esto muestra que la medida de Lebesgue no es una propiedad topoldgica (cabe
mencionar que esto puede mostrarse con ejemplos muchos més simples, como
dos intervalos compactos, pero el interés de este texto se centra en los conjuntos

de Cantor).
Proposicion 3.6. La dimension topoldgica de C es 0.

Demostracion. Por la monotonia de la dimensién topolégica, se cumple que
dim(C) < dim(R) = 1. Ademaés, C # @, por lo que basta mostrar que dim(C) #
1. Esto se cumple dado que C no puede contener algin intervalo abierto, pues
toda componente conexa de C debe estar contenida en una componente conexa
de cada C,, en la construccién; y los didmetros de estas componentes convergen

a 0 cuando n — oo. O

Corolario 3.7. C es totalmente disconexo.
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Demostracion. C es compacto y de dimension topolédgica 0, por lo que es total-

mente disconexo. O

Debe observarse que, de manera anéloga, puede demostrarse que D es com-
pacto, que su dimensién topolégica es 0 y que no tiene puntos aislados; por lo

que el siguiente teorema muestra que es de hecho homeomorfo a C.

Teorema 3.8. Todo conjunto compacto con dimension topoldgica 0, y sin pun-

tos aislados es homeomorfo a C.

Demostracion. Sean X y Y son dos espacios compactos con dimensién topo-
logica 0, y sin puntos aislados. Sin pérdida de generalidad se supondra que
diam(X) = didm(Y) = 1. Para cada n € N se construyen (U),, = {Un,i}:'i(ln)
v V= {Vn,i};z({l ) cubiertas finitas formadas por conjuntos abiertos y cerrados

de X y Y tales que:

i) sup{diam(U,.;) | i € {1,2,....,m(n)} < %

sup{didm(V,, ;) | i € {1,2,...m(n)} <
ii) U, refina ald,—1y V, refina aV,_;.

iii) Site{1,2,...,m(n—1)}yje{1,2,...,,m(n)}, entonces U; C U; siy solo
si V; C Vi

Se empieza la construccion considerando Uy = {X} y V1 = {Y}, las cuales
claramente cumplen con la condicién i). Si se supone que ya se han construido
U, y V, para todo p € {1,2,...,n} con las condiciones deseadas, se consideran

cubiertas abiertas & y F; de U, ; y V,,; respectivamente tales que:

a) & refina a {Bz( - () |z €U,,;}y Firefinaa {B (y) |y € Voi} (lo

cual implica que los diametros de cada elemento de &; y F; son menores

1
a o 3y)

2(n+1)

b) Los elementos de & y F; son ajenos 2 a 2.

Por compacidad de U,; y Vn,i, & y Fi son finitas. Si #& < #F; se

selecciona E, € &;, se consideran z,z € FE, diferentes (los cuales existen,
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pues E; es abierto no vacio y ningin punto es aislado en X); y como X es
un espacio de dimensién topolégica 0, es posible separar E,; en dos subcon-
juntos ajenos, abiertos y cerrados Eg,,F,, tales que x € FEy y 2 € Ey, v
didm(E,, ), didm(E,,) < didm(E,;) < 1, lo que muestra que existe una cu-
bierta & = (&/{E,}) U {E,,Eq} que cumple las condiciones deseadas y
#8; = #&; + 1. Puede repetirse el mismo procedimiento tantas veces como
sea necesario, por lo que puede suponerse que #&; = #F; sin pérdida de gene-

ralidad. Se definen:

Ui = | &, Vi = |J 7
i=1 i=1

Por ultimo, para que las cubiertas U, 1 y Vyus1 cumplan la condicion iii),
basta numerar los conjuntos abiertos de cada cubierta de forma adecuada. Debe
observarse que para toda pareja de puntos z € X y y € Y, y para toda pareja
de abiertos AC X y BC Y talesquex € Ay y € B,existen U € |J &, v
Vel FotalesquexelU C Ayy€B. e

P:;i cada z € X y cada n € N existe un tnico i(n,z) € {1,2,...,m(n)} tal
que z € Uy, i(n,o)- Se debe obervar que la familia {V}, i(n,2) }nen s anidada de
forma decreciente y, dado que Y es compacto y V;, () €s cerrado para todon €
N, N Vaine) # 9 y tiene un solo elemento (pues lim,, o didm(V}, ;n.2)) =

neN

0). Usando el mismo procedimiento partiendo del espacio Y, construimos la

biyeccién entre X y Y:

f(z) =y & paratodon € N (z € Uy ina) < ¥ € Vaitna)),

Se concluye que f~1(V,;) = Uni y f(Uni) = Vi, es decir que f manda
una base topolégica de X en una base topolégica de Y; y la imagen inversa de
cada elemento de una base topolégica de Y es elemento de una base topologica
de X, lo cual implica que f es continua y abierta. Como f es continua, abierta

y biyectiva, es un homeomorfismo. O

Proposicion 3.9. dimgy(C) = dimp(C) = dimp(C) = }gggg

Demostracion. Basta probar las siguientes dos afirmaciones:

) 1% < dimp(C)

48



if) dimp < 12503

Para probar i), sea U = {U, };en una cubierta de C. Sin pérdida de generali-
dad, puede considerarse que cada U; es abierto y cerrado en C y es de la forma
[ai, b;] N C; por lo que U tiene una subcubierta finita {Uq, ..., Uy, }. Para cada
i€{1,2,...,m}, existe k € N tal que

37RFT < didm(U;) < 37

Por tanto, para cada i € {1,2,...,m}, U; intersecta s6lo uno de los intervalos
cerrados de C,, lo cual implica que para todo j > k;, U, intersecta a lo més a

i ki = 979k = 273=ski = 273535(=F=1) < 2735didm(U;)* intervalos cerrados

deCj (sis = EZ%; ). Sik > méx{ky, ..., km }, la suma de los nimeros de intervalos

cerrados de C; que intersecta cada elemento de {U;}[2; debe ser mayor o igual

a 27 pues es una cubierta de C, asi que debe intersectar a todos los intervalos

de cada paso de la construccién, es decir,

2 <Y R <N " 2i3tdiam(U;)° < > 273 didm(U)*
i=1 i=1 Ueu
Por tanto,
1 _ .
3 =37°< Z didm(U)°.
Por tanto, . didm(U)® > % para toda cubierta U de C. Se concluye que

veu
H*(C) > 0, lo cual implica que dimg(C) > s = igggg

Para probar ii), debe notarse que para cada n € N, la familia de 2" intervalos

cerrados y ajenos de longitud 37" de C,, cubre a C; por lo que se obtiene la

siguiente desigualdad:

Ny (C) < 27

Por tanto,

log(N3--(C)) log(2") _ log(2)

dimp(C) = limsu < limsu =
O =P g =P Tlog3 ) T log(3)
Con esto se concluye la demostracion. O
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Capitulo 4

Conjuntos autosimilares

Muchos de los ejemplos famosos de conjuntos fractales son autosimilares, es
decir, estan formados por piezas geométricamente similares al conjunto total a
escalas mas pequenias. Para identificar esto, se buscan funciones que manden el
fractal en una copia mas pequeiia contenida en el mismo objeto. Estas funcio-
nes son llamadas similaridades. En este capitulo se presentara la definiciéon de
conjunto autosimilar, y se demostraran algunos teoremas permiten el calculo de
la dimension de Hausdorff de conjuntos fractales autosimilares. Debe mencio-
narse que la autosimilaridad no es una condicién necesaria para que un objeto
se considere fractal, debido a que excluiria multiples ejemplos de conjuntos con

dimensiones fractales no enteras.

Definicion 4.1. Sean A, B C R". f: A — B es una contraccion si eziste ¢ < 1
tal que || f(z) — f(y)| < cllz — y|| para toda pareja x,y € A. El infimo de los

valores ¢ que cumplen esta propiedad es llamado radio de la contraccion.

Definicién 4.2. f: A — B es una similaridad si eziste ¢ € R tal que ||f(x) —
fW)| = cllx —yl|| para toda pareja x,y € A. Debe notarse que si c < 1, entonces

f una contraccion de radio c.

Debe de observarse que las contracciones son funciones continuas, y las simi-
laridades son homeomorfismos, pues son composiciones de isometrias y homote-
cias. Con el concepto de similaridad definido, es posible formalizar la definicién

de conjunto autosimilar.
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Definicion 4.3. Un conjunto E C R™ es invariante bajo una familia de contrac-
ciones fi,...fm : E — E si E = G fi(E). Si cada una de estas contracciones
es una similaridad y existe s > OZ:tizl que H*(E) > 0 y H(fi(E)N f;(E) =0
para i # j, se dice que E es autosimilar.

El conjunto ternario de Cantor C C R es un ejemplo de conjunto autosimilar,

dado que es invariante bajo las similaridades f1(z) = sz y fo(z) = 2 (x +2), ¥

cumple que si s = iggg;, entonces H5(C) >0y

1 2

He (1@ N £(0) = H* (€. 3) N (e T3, 1) ) = (@) 0.

Ademaés, C es el inico subconjunto compacto de R que es invariante bajo f1 y fa,
debido a un teorema que establece que dada una familia de contracciones, existe
un dnico conjunto compacto invariante bajo esta familia. Para demostrar este
teorema, sera necesario tener algunas definiciones de la teoria de hiperespacios.

En teoria de hiperespacios se dota de estructura métrica a familias de sub-
conjuntos de un espacio métrico, midiendo la distancia entre dos conjuntos con
la distancia de Hausdorff, que consiste en encontrar el infimo de los € mayores a

cero tales que al "e-agrandar.? cualquiera de los dos conjuntos, contiene al otro.

Definicion 4.4. Sea X un espacio métrico. Dado A C X, se define la nube
de radio € alrededor de A, denotada N'(A,€), como la union de todas las bolas

abiertas de radio € centradas en puntos de A.

Definicion 4.5. Sea X un espacio métrico. La distancia de Haussdorff H entre

dos conjuntos A, B C X se define de la siguiente manera:
H(A,B)=inf{e>0: ACN(B,e) y BCN(A,e)}.

Definicion 4.6. Sea X un espacio métrico. El hiperespacio de subconjuntos
compactos de X se define como la pareja ordenada (C(X), H) donde C(X) es
la familia de todos los subconjuntos compactos no vacios de X, y H es la métrica

de Hausdorff en X.

El Teorema 2.5.2 de [3] establece que (C(X), H) es un espacio métrico, como
sugiere su definicion. Los siguientes dos teoremas serviran para probar la exis-
tencia de un conjunto compacto invariante bajo una familia de contracciones, y
corresponden a los teoremas 2.2.21 y 2.5.3 de [3], donde pueden encontrarse sus

demostraciones.
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Teorema 4.7 (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un espacio métrico

completo. Si f : X — X es una contraccion, entonces existe un unico x € X tal
que f(z) = x.

Teorema 4.8. Si X es un espacio métrico completo, entonces el hiperespacio

(C(X), H) es un espacio métrico completo.

Teorema 4.9. Dada una familia de contracciones F = {f1,..., fm} en R™ con
radios de contraccion ri,...,Try, eviste un unico conjunto compacto E C R"

invariante bajo F.

Demostracion. Sea (C(R™), H) el hiperespacio de subconjuntos compactos de

R™. Se define la funcion F' : C(R™) — C(R") dada por
F(A) = fi(4),

la cual esté bien definida, pues la imagen continua de un conjunto compacto es
un conjunto compacto, y la union finita de conjuntos compactos es también un
conjunto compacto.

Sea r = max{ry,...,rn}. Se probara que F es una contraccion de radio r en
C(R™). Sean A, B € C(R™). Si B C N(4,¢), entonces f;(B) C f; (N(4,¢)) C
N (fi(A),rie) y fi(A) C fi N(B,€)) C N(fi(B),ri€). Por tanto,

F(A) c U N(fi(B),rie) € | JN(fi(B),re),

F(B) C [ JN(fi(A),rie) € |JN(fi(4),7e)
=1 i=1

lo cual implica que

H(F(A),F(B)) <rH(A,B).

Dado que F' es una contraccion, por el teorema del punto fijo de Banach, tiene
un tnico punto fijo, el cual es un subconjunto compacto de R", es decir que

existe £ € C(R™) tal que E = |J fi(E). O
i=1

De este teorema se obtiene el siguiente corolario que establece que al tomar
un subconjunto compacto y no vacio de R™ y una familia de contracciones, su
conjunto compacto invariante es el atractor del sistema de funciones iteradas

dado por las contracciones.
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Corolario 4.10. Sea E C R" el conjunto invariante bajo una familia de con-

tracciones {f1,..., fm}. Si F: C(R") — C(R"™) es la funcién dada por

entonces F*(A) converge a E bajo la métrica de Hausdorff cuando k — oo, para

todo A € C(R™).

Debe observarse que el conjunto invariante E puede escribirse también de

la siguiente forma: para cada k € N pueden considerarse todas las sucesiones

finitas de k contracciones, etiquetadas por (ji,72,---,jx) € {1,...,m}¥; para
definir f;, j, = fj. 0...0fj,, y asiescribir E = J{fj, ;. (E) : (j1,Jd2,---,Jk) €
{1,...,m}*.

Para continuar el estudio de los conjuntos autosimilares, se usara el siguiente

lema, cuya demostracion se puede encontrar en [6].

Lema 4.11. Sea F = {f1,..., fm} una familia de contracciones en R™. Si
E C R” es el conjunto compacto invariante bajo F, entonces existe una una

medida de Borel p en R™ tal que:

1. El conjunto sop(p) = {x € R™: u(B(x)) > 0 para todo € > 0}, llamado

soporte de p, estd contenido en E.
2. u(R™) =1

8. w(F) =S rsu(f; ' (F)) para todo F p-medible, donde s estd definida por
i=1

la ecuacion Y ;- ri=1.

Definicion 4.12. Una familia de contracciones en R™ cumple la condicion de

conjuntos abiertos si eziste un U C R™ abierto y acotado tal que

m

1. FlU)= U fi(U) C U, donde esta union es ajena.
i=1

2. Sij1,...,jr €{1,...,m}, entonces
U Firieani@) = fi (Fjn 00 £5, () € U,
i=1 ;

donde esta union es ajena.
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Proposicién 4.13. Sean F = {f1,..., fm} una familia de contracciones en R™
y E CR"™ el conjunto compacto invariante bajo F. Si F cumple la condicion de

o0 R
conjuntos abiertos para el conjunto U, entonces E = (| F'(U).
i=1

Demostracion. Para demostrar esta proposicion basta notar que U es compacto,

por lo cual {F¥(U)}$2, converge a E. O

Lema 4.14. Sea U una familia de subconjuntos abiertos de R™ tales que son
ajenos dos a dos. Si cada U € U contiene una bola de radio c1p, y estd contenida
en alguna bola de radio cop, entonces toda bola de radio p intersecta a lo mds a

(14 2co)"c;™ elementos de la familia {U : U € U}.

Demostracion. Sea x € R™. Si existe U € U tal que U N B,(z) # &, entonces
U C Biyac,(z). Dado que la medida de cada elemento de U es mayor a la de
una bola de radio ¢1p, Bitac,(z) puede contener solo una cantidad finita de
elementos de U, por lo que B,(z) puede intersectar solo a una cantidad finita de
estos abiertos. Atn mas, si a elementos de U instersectan a B,(z), se obtienen
las desigualdades:

al"(Be,p(0)) < L*(Biy2c, (0))-

Por tanto,

a(c1p)” < (14 2¢2)"
de lo cual se obtiene la cota buscada. O
Teorema 4.15. Sean F = {f1,..., fm} una familia de similaridades en R™
con radios r1,...,Tm; y E CR™ el conjunto compacto invariante bajo F. Si F

cumple la condicion de conjuntos abiertos, entonces dimy(E) = s donde s estd

m
. . 2 s __
determinado por la ecuacion § 1ri =1.
i=

Demostracion. Se sabe que Uy, = {fj, . (E) : (j1,72,---,jk) € {1,...,m}*} es
una cubierta de F, y que limy_, o méx{didm(U) : U € Uy} = 0; por lo que estas
cubiertas serviran para calcular la dimension de Hausdorff de FE.

Dado que cada f; es una similaridad, se cumple que:

> didm(f, 5 (B) = Y (rjyrs, o) didm(E)°

Jildotsji J1---Jk
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m
Si > rf =1, al elevar esta expresion a la potencia k se obtiene que
=1

Z (’f‘jl’l“jz ...’I“jk)s =1.

J1---Jk
Por tanto,

> didm(f;,.., (E))* = didm(E)*.
J1---Jk

Usando este hecho, se toman § > 0 y k € N tal que U, es una d-cubierta de FE.

Para calcular la s-medida de Hausdorff de EF debe observarse que

MH3(E) < ) didm(f;,..;, (E))® = didm(E)* < cc.

Ji---Jk
Por tanto, H*(F) < oco. Para demostrar que dimy (E) = s basta mostrar que
H?(E) > 0. Sean p > 0y V un conjunto abierto acotado para el cual F cumple
la condicién de conjuntos abiertos. Existen ¢, co tal que V' contiene una bola
abierta de radio ¢; y estd contenido en una bola de radio c;. Dada cualquier

sucesion {ji,j2,...} € {1,...,m}*°}, existe k € N minimo tal que
pmin{riiZ, <rj ..y < p,

por lo que se puede considerar la sucesiéon finita que termina en este k-ésimo
término. Sea £ la familia de sucesiones finitas obtenidas de esta manera. Dado
que las similaridades son funciones abiertas y V' es un conjunto abierto para el
cual F cumple la condicién de conjuntos abiertos, los conjuntos de la familia
V={fj,o...of;.(V): {j1,...,Jx} € L} son abiertos ajenos dos a dos; y
cada uno contiene una bola de radio c¢;rj, ...7; ¥y, por tanto, contiene una
bola de radio pmin{r;}7,. A su vez, estan contenidos en una bola de radio
CaTj, - .- T4, POI lo que estan contenidos en alguna bola de radio cap. Por el Lema
4.14, cualquier B de radio p intersecta a lo mas (1 4 2¢2)™c; " (min{r;}72,)~"
elementos de la familia V.

Sea u la medida descrita por el lema 4.11. La funcién

Wy g = u((f5 00 1)

es una medida con soporte contenido en fj, o...o f; (E) C f,0...0f;, (V) y

cumple que p;, . 5, (R™) = 1, pues las similaridades son suprayectivas. Haciendo
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uso de la tercera propiedad del mismo lema, se obtiene que para todo F' u-

medible,

pE)= Y ulfite o i N(E) = Y (raris e Ti) i (F)

{j1,dk}EL {J1s ik }EL
S n . S
< D i) e R =Y ()
{j1s ik }EL {j1sdkYEL

En particular, para calcular u(B) sélo se consideran los sumandos asociados a
las sucesiones en £, que seran llamadas £* tales que fj, o...o f;, (V)N B # @,
con lo que se obtiene que si ¢ = (1 + 2¢2)"¢; " (min{r; }77,) ™", entonces
wB)< Y (rprs-.m5)° < gp° = qdidm(B)”.
{1, gktel~
Para terminar la demostracion, se toman § > 0 y {U;}?2, una cubierta de E
donde cada U; est4 acotado. Dado que todo U; estd contenida en una bola que

tiene el mismo didmatero que U;, se obtiene que
H(Ui) < ‘U(Bdizimz(Ui)) < q(ml’n{ri}ﬁl)indiém([]i)s.

Por tanto,

lo cual implica que 0 < 3 didm(U;)®. Como se tomoé una cubierta arbitraria de

conjuntos acotados, 0 < H*(FE). Se concluye que dimpy (E) = s. O

Con este teorema, puede obtenerse el siguiente corolario que establece, en
particular, que si una familia de similaridades cumple la condicién de conjuntos

abiertos, entonces su conjunto compacto invariante es autosimilar.

Corolario 4.16. Si la condicion de conjuntos abiertos se cumple para la familia
de similaridades F = {f1,..., fm}, entonces su conjunto compacto invariante

E cumple que H*(fi(E) N f;(E)) =0 sii# j.

Demostracion. Si r; es el radio de la similaridad f;, y s esta deteminado por la

m

ecuacion »_ rf = 1, entonces

i=1
m

S OHA(fi(E)) = erH%E) =H*(E).

i=1
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Por el teorema anterior, la dimensién de Hausdorff de E es s, lo cual implica
que 0 < H*(E) < oo; y dado que E = [J;~, fi(E), la ecuacién pasada implica
que el conjunto compacto invariante F de la familia F = {f1,..., f,} cumple

que H*(f;(E) N f;(B)) = 0'sii # j. O

En el capitulo anterior se han calculado las dimensiones fractales del conjunto
de Cantor ternario, pero surge la siguiente pregunta: ;Es posible construir un
conjunto homeomorfo al conjunto de Cantor cuyas dimensiones sean diferentes?
La respuesta es afirmativa, y existen muchos ejemplos de construcciones que
permiten hacerlo. A continuacién se presentarda un primer ejemplo de solucién
a esta pregunta, que consiste en la construccién de un conjunto de Cantor con
dimension de Hausdorff arbitraria. Cabe mencionar que dada esta construccion,
se puede demostrar que la dimensién de conteo de cajas de estos conjuntos es

igual a su dimensién de Hausdorff.

Teorema 4.17. Dado 0 < s < n, existe Cs C R™ homeomorfo al conjunto de

Cantor ternario tal que dimg (Cs) = s.

n

Demostracion. Sean s € (0,n) yr=2"5.8Si{e1,...,en} esla base canonica de
R", se definen {vy,...,v,} = { 3 €;: AC {1,...,n}}. Se definen las funciones
i€A

fi,--., fon : R® — R™ de la siguiente manera:
fi(z) =rz+ (1 —1r)v,.

Debe de notarse que cada f; es una similaridadwy una contraccion de radio
r. Dado que el radio de cada similaridad es r, 22 ri = 2"r® = 1, por lo que
el conjunto compacto invariante Cy de la familialjié similaridades {f1,..., fon}
tiene dimension de Hausdorff s. También se observa que C; C [0,1]". Para
mostrar que Cs es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario, debe mostrarse
que es perfecto y que su dimensién topologica es 0.

Para mostrar que Cs es perfecto, se toman un punto = € C5 y € > 0. Se

considera k € N tal que r*\/n < ¢/2. Dado que diam(C,) < v/n, y cada f; es

una contraccién de radio 7, se observa que si (iq, . ..,ix) € {1,...,2"}* entonces

diam ((fi, o...0 fi,) (Cs)) < r*y/n.

Dado que
Co=|J{(fiv 0. 0fi) (Co): (in,... ix) € {1,...,2"}F},
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existe (i1,...,i;) € {1,...,2"}*} tal que x € (fi, o...o fi,) (Cs), por lo que

(fip©...0 fi,) (Cs) C Be(z).

Debe observarse que Cs tiene mas de un punto, pues (0,...,0),(1,...,1) € Cs.
Dado que cada f; es inyectiva, la composicién de ellas también lo es, por lo que
existe y € Cs tal que (f;, o...0 f;)) (y) € C; N Be(x) \ z.

Para mostrar que la dimensién topolégica de C, es 0, se observa que si i # j,

entonces f;(Cs) N f;(Cs) = @, pues:
L didm(f;(Cy)) <y didm(f;(Cs)) <.
2. |jvi — v > 1.
3. v; € fi(Cs) vy v; € f{(Cs).

Dado que f;(Cs) es cerrado en C4 para todo 4, el conjunto Cs es union finita de
subconjuntos cerrados ajenos dos a dos, de didmetro menor o igual a r. Esto a
su vez implica que f;(Cs) es abierto para todo i. Repitiendo este procedimiento,
aplicando composiciones de k funciones se observa que Cs puede verse como
unién de subconjuntos cerrados y abiertos de diimetro menor o igual a r*, para
cualquier k£ € N. Se concluye que C; tiene una base de subconjuntos abiertos y

cerrados, lo cual implica que tiene dimensién topolégica 0. O
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Capitulo 5

Teorema de Nilsson-Wingren

En el capitulo 3 se mostrd que existen dos conjuntos homeomorfos con di-
mensiones de Hausdorff diferentes. En este capitulo se muestra que este resul-
tado puede extenderse, al ver que existen conjuntos homeomorfos al conjunto
de Cantor con dimensién de Hausdorff igual a cualquier nimero no negativo,
y aun mas: asegura la existencia de conjuntos de Cantor con dimensiones de
Hausdorff, caja inferior y caja superior arbitrarias, salvo por las restricciones en

la seccién 2.6.

Teorema 5.1. Dados r,s,t € (0,n], r < s < t existe un conjunto de Cantor

K C R" tal que para todo U abierto en K,
dimy (U) =r, dimg(U) = s, y dimp(U) = t.
La demostraciéon del teorema se compone de 4 partes:

1. Construccién de sucesiones con propiedades especificas para facilitar los

calculos de dimension.

2. Construccion de conjuntos compactos por medio de las sucesiones ya defi-
nidas. Al intersectar estos conjuntos compactos, obtendremos el conjunto

fractal deseado.
3. Demostracién de propiedades de dimensién del conjunto construido.

4. Demostracién de las propiedades topoldgicas del conjunto construido, las
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cuales garantizaran la existencia de un homeomorfismo con el conjunto

ternario de Cantor.

5.1. Sucesiones

Se comienza la construccion definiendo algunas sucesiones y mostrando pro-
piedades que, a pesar de que su finalidad no es evidente, son la clave para la
construccién del conjunto y la demostraciéon de sus propiedades de dimension.
Para esto, se escogen r < s < ¢ que seran, respectivamente, la dimensién de
Hausdorff, la dimension de caja inferior y la dimension de caja superior de K,
y se escoge n € N tal que t < n, que serd la dimensién vectorial del espacio
euclidiano en el que se podré construir el conjunto de Cantor K.

Sea H : R — R la funcion de Heaviside

0 siz<0
1 siz>0

H(z) =

Se define una sucesion {a;} de forma recursiva, y la sucesion {a;} de sus pro-

medios de la siguiente manera:

0 sii=1
a; = i—1
1 ) . .
nH(s—%l aj) sis>1
Jj=1
i
_ 1
a; = — a;.
i =
Jj=1

Debe de observarse que los tinicos dos posibles valores para los términos de la
sucesion {a;} seran 0 y n, y el valor seleccionado para cada i € N dependera de

si el promedio de los términos anteriores es mayor o menor a s, pues si i > 1,

entonces
i—1
= 0 51(s—ﬁ2aj)<0
aZ:nH(s—Zilza])— zi
j=1 n si (sfi a;) >0
=1

La siguiente proposicion afirma que la sucesion {@;} es convergente a s.

I3

Proposicién 5.2. Para todo i € N, |s —a;| <

7
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Demostracion. Claramente el enunciado es vélido para i = 1, pues

|s—ai|=1]s—0]=s<n.

Se supondré ahora que |s — @x| < 7 para alguna k € N.
Para i = k 4+ 1 hay 2 casos posibles: s —ar <00 s—a, > 0.5 s —a, <0,

entonces ap1 = 0 < s. Por tanto,
n _
% <s—ua <0,

lo cual implica que
k

—n < k‘s—Zaj <0,
=1
y asi

k k
—n—i—Zaj <ks< Zaj.
j=1 j=1

Por tanto, se obtiene la desigualdad

k+1 k

—n—l—Zaj_ (k+1 S<Zaj+s

j=1
ya que aiy+1; = 0 < s. Luego,
k

1
—|—ak+1§s<7 Z%—i—s

n
Ck+1 k+

lo cual implica que

n__ _—_— ( ) s __m
———<s-—a s—c =
k+1 - M T MU TR T k1
por lo que se concluye que
s = @i < 7
s—a —_—
LA
La demostracion del otro caso es anéloga. O

El siguiente paso es definir un par de sucesiones {«;} y {8;}, junto con sus

respectivas sucesiones de promedios:

s\H

Todo término de las sucesiones {a;} y {#;} serd n o sera 0, y se definiran

de forma que las sucesiones de promedios oscilen entre r y t, provocando que
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su limite inferior sea r y su limite superior sea t. Para definir estas sucesiones,
se usard el nimero € = 1 min{t — s, s — r}. También ser4 necesaria una sucesion

de ntimeros naturales creciente {0, } tal que para todo nimero natural p:

1 o, > np(p+1)

- €
2. g, 41 =N

Existen sucesiones con estas propiedades, ya que para todo p € N, existe
un namero natural tal que todo ntiimero natural mayor cumple la propiedad 1
(para el mismo valor p); y basta escoger el primero que cumple la propiedad 2,
que existe dado que el conjunto {i € N|a;11 = n} no esta acotado.

Se selecionard el término o7 como el primer nimero natural que cumpla
con las dos condiciones deseadas. Las sucesiones {a;}; y {f8;}i se construiran
de forma recursiva por multipasos. El primer multipaso definira desde el primer
hasta el o1-ésimo término de cada sucesion; y el p-ésimo multipaso definira desde
el (op—1+1)-ésimo y terminara en un nimero natural que seré seleccionado como
Op-

El primer multipaso de la construccion de {«;}; y {Bi}: consiste en escoger
a; = fB; = a; paratodo i € {1,2,...,01}.

Se debe notar que los términos de las sucesiones de promedios correspon-

dientes a o1 cumplen con las siguientes dos propiedades:
a) Ty, = By, = Ui
b) ‘8_0501| < o‘ﬂl y |S_/8<71| < o'il'

Luego, se supondra que se ha seleccionado el término o, que las sucesiones
{a;}: y {B:}i han sido construidas hasta el multipaso p > 1, y que los términos de

las sucesiones de promedios correspondientes a o; cumplen con las propiedades

a) y b) paratodo j € {1,2,...,p}. Se construiran los términos en el (p+1)-ésimo
multipaso.
i) @; = n para todo i € {0, + 1,...,i1} donde i1 es el primer nimero

natural mayor a o, tal que @;, > t — £. Esto implica que la sucesién
p 1 P
de promedios de la sucesion {«;}; crecera en los primeros términos del

multipaso, acercandose a t.
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ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

viii)

ix)

a; =0 para todo i € {i1 +1,...,i2} donde i es el primer ntimero natural
mayor a ¢; tal que @;, < r. Esto implica que la sucesién de promedios

decrecera hasta ser menor que 7.

a; = n para todo i € {ia+1,...,i3} donde i3 es el primer nimero natural
mayor a iy tal que @;, = @;. Esto implica que la sucesién de promedios
crecera hasta ser cercana a s, dado que la sucesion {a;}; converge a s.
Para justificar la existencia de i3, se observa que la funcién i — ia; — iq;
asigna a cada natural un entero miltiplo de n, y debe ser 0 para algan

1> 19,

B; = a; para todo i € {0, + 1,0, + 2,...,i3}. Esto implica que 3, = @;
para todo i € {0, + 1,0, +2,...,i3}.

B; = n para todo i € {is,...,i4} donde i4 es el primer ntmero natural
mayor a iz tal que 3; >t — i.

B; = 0 para todo ¢ € {i4,...,i5} donde i5 es el primer nimero natural
mayor a iy tal que 3, < 7.

B; = n para todo i € {is,...,is} donde ig es el primer ntmero natural
mayor a i5 tal que §3; = @;.

B; = a; para todo ¢ € {ig,...,0p41} donde o,4+1 es el primer nimero
natural mayor a ig tal que o, > w Y Qgpyyt1 =N

a; = a; para todo i € {1,2,...,i3}. Esto implica que 3, = @; para todo

1€ {i3,2, . ,0p+1}.

Por ultimo, notamos que si i € {ig,...,0p+1}, entonces &, = §; = ;. Por

tanto, [s — ag, | < -y [s = Bo,| <

n
o1’

con lo cual concluye el (p + 1)-ésimo

multipaso. Esto define completamente las sucesiones {«;}; y {5:}:-

Proposicion 5.3. Para toda p > 1, se cumplen las siguientes propiedades:

1.

2.

|s — ;| < 2 para todo i € {op_1,13,i3+ 1,...,0p}.

|s — B;| < % para todo i € {op_1,0p-1 +1,...,03,06,06 + 1,...,05}.
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Demostracion. Para demostrar la primera propiedad, basta observar que para

todo i € {op—1,43,93+1,...,0,}, @ = 7; y aplicar la proposicion 2.1. Anéloga-
mente, para todo i € {op_1,0p—1 + 1,...,43,46,i6 + 1,...,0,}, B; = 7, lo cual
demuestra la segunda propiedad. O

Lema 5.4. Para todo p > 1 se cumplen las siguientes propiedades:

1. méx{aili € {op—1,...,0p}} =0 €[t — 5.t — 5.

2. min{@;li € {op_1,...,0p}} =4, € [r — ,7).

3. méX{B,JZ S {0p71, .. ~a0p}} = Bi4 € [t - i’t - Pil)'
4. min{B,i € {op-1,...,0,}} :Bz‘5 elr- %,r).

Demostracion. Primero se probaran las propiedades de la sucesion {@;};.

Entre 0, 1 e i1 la sucesién es creciente dado que @,,_, es estrictamente

menor que n y para todo ¢ € {op,_1 + 1,...,i1}, a; = n. Esto implica que
@;, > a; para todo i € {op—1+1,...,i1}.

Entre i1+1 e i3 la sucesion es decreciente, pues sii € {i;+1, ... i}, entonces
o; = 0. Esto implica que @;, < a; < @;, paratodot € {Up,1 +1,...,i2}.

Entre i3 + 1 e 43 la sucesion es creciente, dado que @,,_, es estrictamente
menor que n y para todo ¢ € {i2 +1,...,i3}, a; = n. Esto implica que @;, <
o, <@, < s+£ para todo i € {ig + 1,...,i3}.

Por la proposicion pasada, @; < s+ $ para todo i € {iz +1,...,0,}.

Para probar que la sucesiéon de promedios alcanza en i; su maximo en el

p-ésimo multipaso, basta observar que s + 2 < ¢ — i < @;, para todo ¢ €

{iz,iz +1,...,0,}. Esto se debe a que & < (pfl)p < t_Té dado que i > gp_1, y
< £22; lo cual implica que 2 + c<t—s.
Por construccién, t — ; < @;,. Por otro lado,

1 1
@iy = iy = Qg =1 + Gy -1 = — E Qi = i@y -1+ By -1
14 1

1 . - L - 1 - -
= 7[041'1 + (1 — D)@, -1 — 1@, —1] + @1 = %[Otil — @iy 1] + @iy 1
1
n € n € € €
gttt S
i1 P op p~ plp+1) p
[1 1 } €
R -
p plp+1) p+1



Por tanto, a;, € [t — ot — pj1)~

Para probar que la sucesiéon de promedios alcanza en i, su minimo en el

p-ésimo multipaso, basta probar que r < @; para todo i € {op_1,i3+1,...,0,};

dado que en estos casos a@; = @;, y @;, < @; para todo i € {i; +1,...,i3}. Esto
a: _n ___€ _ s—=r _ s+r

se debe a que a; > s — %7 > s S St =5 >

Por construccién, @;, < r. Por otro lado,

io—1
n n 1 n
r—— < Qjo1— — = 7 E o — —
12 12 12 —1 4 12
1=1
2
1 22 n io n
= Q; - - Qi —
iy — 1 4 o da—1 7 d9—1
=1
T + _ n <@
=« " Q; (67
t2 12—1 ‘2 1 -1 ‘2

Por tanto, @;, € [r — £,7).
Con esto, se termina la demostracion de las propiedades de la sucesion {a; };.

La demostracion de las propiedades de la sucecion {8;}; es analoga.

O

5.2. Construccion de K

El siguiente paso consiste en construir sucesiones de familias anidadas de
cubos coordenados de lado § en R™ (conjuntos de la forma ﬁ [k;, k;+d] C R™ con
k; € Z), las cuales daran lugar a un conjunto de Cantor al sle:rlintersectadas. Cabe
mencionar que esta parte de la construccién se ha modificado de como aparece
en [8], eliminando la eleccion arbitraria de cubos en ciertos pasos para permitir

la demostracién de que K es homeomorfo al conjunto ternario de Cantor.

Se define

{H?:l[qi,qi—kl] Cc R™ |qi€Z} sit=0

Fi= A .
(I Jas b] CR" |2a+1=2beZ} sii>1

Es decir, Fy es el conjunto de todos los cubos n-dimensionales cerrados de
lado 1 tales que sus vértices tienen coordenadas enteras; y si ¢ > 0, entonces JF;
es el conjunto de los cubos resultantes de dividir cada cubo en F;_; en 2™ cubos

de lado 27%. El didmetro de cada cubo en F; es 27%\/n.
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Se comienza tomando Ay = {II"_,[0,1]}, By = {[1,2] x II?,[0,1]} C Fo;
y Ko = [UAo]U[UBy] C R™. Se construyen las sucesiones {A4;}2,, {B:}2, ¥
{K;}52, de forma recursiva usando los mismos multipasos que se usaron para
la construccion de las sucesiones {152, v {B8:}524.

Para comenzar la construccion en el primer multipaso, sea 0 < i < o7. Si
A;, B C Fj, K; = [UA;]U[UB,;] C R™ ya han sido construidos para todo j < i,
y se cumple que si j; > jo entonces K;, C Kj,; entonces se construyen A;y 1,
Bit1 C Fir1 de la siguiente forma:

Cada cubo en A; contiene exactamente 2" subcubos en F; 1, y puede obser-
varse que si i > 1, entonces uno de estos cubos estd contenido en el interior de
un cubo en A; 1 U B;_;. Para cada @ € A; se escogeran 2%+1 elementos de la
familia F;4, tales que sean subcubos de @), los cuales formaran Ag C Fj4q. Si
a;+1 = n entonces existe una forma de escoger (se escogen todos los subcubos)
perosii > 1y a;11 =0, se estd seleccionando s6lo un subcubo de @) para A,
por lo que puede escogerse de 2" formas diferentes, asi que se seleccionara el que
esta contenido en el interior de un cubo de A;_1UB;_1. Este paso, aparentemen-
te trivial, implica que se ha seleccionado un subcubo aislado del resto, lo cual
ayudara a demostrar que el producto final tiene dimension topoldgica 0. Se de-
fine A;11 = UQGA;, Ag. La cardinalidad de A; 1 es 2%+1 veces la cardinalidad
de A;.

Andlogamente, para cada @ € B;, sea By C F;41 con cardinalidad 26i+1  tal
que Q C Q para todo Q € Bg. Se define B;11 = UQE&; Bg. La cardinalidad de
Bii1 es 25%+1 veces la cardinalidad de B;.

Finalmente, K;11 = [UA;+1] U[UBi+1]. Kir1 C K; por construcciéon. Este
procedimiento define A;, B; y K; para todo i € {0,1,...,01}. Una observacion
relevante es que la cardinalidad de A; es 2!% y la cardinalidad de B; es 2B;
para todo i € {1,2,...,01}.

Se supone que A;, B; y K; han sido definidos para todo i € {1,2,...,0,} ¥y
que #A,, =279%a = 9%Pa, — #B,, para todo g € {1,2,...,p}.

Para definir las familias de cubos en el multipaso p + 1, se considera que
cada cubo en A, U B, tiene 2" subcubos en F, 11, por lo que la mitad seran
seleccionados para A,, 11, y la otra mitad para B, ;1. Se observa que la cardi-

nalidad de A, 1 serd 2"—1 yeces la cardinalidad de Ay, UB;,. Andlogamente,
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#Bo, 11 = 2" (A, UB,,).
Se concluye que #(A,, 1) = 2" H#( A, UB,, ) = 20en+17 12000 4 27700, ]

— 90y +1-190pTa, +1 _ 9001190080, — 9(0p+1)ep+1 — 9(@p+1)Be, 41

Analogamente, #(By, 1) = 2@r+ Doyt — 9 +1)Bopsa,

Para cada i € {0, +2,...,0,11} se supone que A; y B; han sido construidos
para todo j < i y que cumplen que #A; = 2% y #B; = 2385, Cada cubo en
A;_1 tiene 2™ subcubos en F;. Para cada @) € A; se escogeran 2¢i+1 elementos de
la familia F; 1 tales que sean subcubos de @, los cuales formaran Ag C Fiy1. Si
a;+1 = n entonces existe una forma de escoger (se escogen todos los subcubos)
pero si a;4+1 = 0, se estd seleccionando sélo un subcubo de @ para Ag, por lo
que puede escogerse de 2" formas diferentes, asi que se seleccionara el que estéi
contenido en el interior de un cubo de A;_1 U B;_;. Este paso, aparentemente
trivial, implica que se ha seleccionado un subcubo aislado del resto, lo cual
ayudard a demostrar que el producto final tiene dimensién topologica 0. Se define
A1 = UQeAi Ag. La cardinalidad de A;y; es 2%+! veces la cardinalidad de
Ai.

Analogamente, por cada cubo en B;_; se seleccionaran 2% para B;. Dada
esta eleccion, se observa que #.A; = 21% y #B; = 28 Se define K; = A; U B,
con lo que se concluye la construccion de las familias de cubos en el multipaso
p+ 1

Se define K = ),y K;. La ultima parte de la demostracion consiste en

ieN
probar que dimy(U) = r, dimz(U) = s y dimg(U) = t para todo U C K

abierto.

5.3. Propiedades de dimensiéon de K
La siguiente parte de la demostracion consiste en probar que dimgy(U) =7,

dimy(U) = s, y dimp(U) = t para todo U C K abierto.

5.3.1. Dimensién de conteo de cajas
Proposicién 5.5. dimg(K) = s y dimp(K) = t.

Demostracion. Para el calculo de dimensiones de conteo de caja se usard Ns(K)

como el ntimero de cubos coordenados de lado ¢ que intersectan a K. No—i (K) =
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#Q e FIQNK # o} = #(A; UB;).
Sea v; = méx{ay, 5;}.

Por construccién, 27 < Ny—i(K) < 2%+ Tomando logaritmos,

log(Ny-+(K)) _ log(2)
“log2 ) —log(27)

Pero max{a;, 8;|i € {op—1,...,0p}} € [t — St—2q)hy

min{a;, 8;|i € {op—1,...,0,}} € [r — ).
Por tanto,

lim sup 710g(N2_i(K)) =t

ivoo  —log(27%)

+ méax{a;, 3;}

O

Proposicion 5.6. Sea U C K. Si U es abierto y no vacio, entonces dimg(U) =

s y dimp(U) = t.

Demostracion. Si U = K, entonces la afirmacion es cierta por la proposicion

anterior. Si U # K, como U es un abierto y no vacio de K, existe un conjunto

abierto V' C R"™ tal que U = K NV. Para algiin p € N, existe Q € A,, UB,, tal

que Q C V.

Sea i > 0,,. Es posible estimar inferiormente N,-:(Q N K) usando los cubos

en A; U B; que son subcubos de Q.

Como cada cubo en ,Agp U ng contiene el mismo ntimero de subcubos en

AiUB; y #A,, = #B,,,

Ny (QNK) > #AUB) 2742 S 2

Tomando logaritmos,

lOg(NQﬂ'(Q n K)) o lOg(Qﬁi) _ 109(201;6% + QUpEap)
—log(277) N —log(27%)

Luego, B
log(27°%» + 2”"6%)
—log(277)

log(Na-i(Q N K))
—log(2—1%)

> —

68

#(Agp Ung) B 20p%op | QUpBap - 200 %oy 4 QUpEap ’



para todo ¢ > o0,. Tomando limites cuando p — 00, se obtienen las siguientes

desigualdades:
log(Ne-i(Q N K
lim sup 09(N>-:(Q . ) > limsup7y,; = t,
i—00 —log(277) i—o0
y
log(Ne-i(Q N K
lim inf 0g(N2-:(Q y ) > liminf7, = s.
i—00 —log(2—7) =300
Por tanto,

dimp(QNK)>t y dimg(QNK)>s.

Por monotonia de las dimensiones de caja,

tSRB(QﬂK) SMB(U) SMB(K):t

s <dimp(QNK) < dimg(U) < dimg(K) = s.

En conclusién, dimg(U) =t y dimg(U) = s. H

5.3.2. Dimension de Hausdorff
Proposicién 5.7. dimy(K) =r.

Demostracion. En esta prueba se determinard la dimensiéon de Hausdorff de
K usando cubiertas finitas {Q;} C U;en[A; U B;]. Primero se demostrara que
dimg (K) > r.

Sea Q. q) = {{Q:}: cubierta finita de K | Q; € A; U B para alguna o, <
J < o4} para cada p,q € N tales que p < ¢. Debe notarse que Q, . es
siempre una familia finita de cubiertas finitas, por lo que existe una cubier-
ta {Q1,Q2,....Q1} = Up.q € Qp,q due minimiza la suma de Carathéodory
respecto a r, Xl: (didm(Q;))". Sea Q* € Uy, 4y de didmetro méximo en la cubier-
ta, el cual cu;ple que Q* € A; U B; para alguna o, < j < 04. Sin pérdida de
generalidad Q* € A;.

La herramienta fundamental de esta parte de la demostracién consiste en

Tq
inducir una estructura de arbol a los cubos en |J[A; U B;] que son subcubos
i=j

Tq

de un cubo @ € A; U B;. Se considerara a los subcubos de @ en |J [A, U B,]
H=j

como vértices que son adyacentes si y s6lo si uno es subcubo del otro y la
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longitud de los lados de uno es la mitad de la longitud de los del otro, es decir,
que J,I € U_AN U B,, son adyacentes si J C I; y si I € A, U B, entonces
Je A Uﬂlgjﬂ_l. Se define T (Q) como el arbol asociado a @, y se observa que
T(Q) tiene hojas en @, la cual sera llamada hoja inicial, y en los subcubos de
Q que estan en A, U B, , las cuales seran llamadas hojas finales.

Se define para cada cubo @ € A; U B;, la familia ©(Q) como la familia
de cubos en U, ,) tales que son subcubos de Q. Debe notarse que para cada
Q € A;UB;, la familia ©(Q) es una cubierta cerrada finita de (U[A4,, U B,,])NQ
(las hojas finales de T(Q), pues todo punto en este conjunto esta en un cubo
de A,, UB,,, debe ser subcubo I € U, , que a su vez debe ser subcubo de
un unico cubo de A; U B; que debe ser @, por lo que I € ©(Q)). Esto implica
también que O(Q) es una cubierta de Q N K.

Debe observarse que si las hojas iniciales de 7(Q1) y 7(Q2) se encuentran
en A;, tienen el mismo niimero de subcubos en A;; y en Bjy1, lo cual permite
construir una biyeccién ¢, entre ellos, de forma que a cada subcubo de Q1 en
Aji1 le corresponde un subcubo de Q2 en Ajiq, y a cada subcubo de @ en
Bj+1, le corresponde un subcubo de @2 en Bj;q. De la misma forma, se puede
construir una biyeccién ¢ entre los subcubos de Q1 y Q2 en Aj o U B2 tal
que a cada subcubo de cada cubo I C @1 en Aj 42 le corresponde un subcubo de
Qzen Ajoysil CJe[Aj11UBj11], entonces () C ¢1(J) € [Aj41UBj41];
y se cumple la condicién anéloga para subcubos de Q1 en Bjyo. Al repetir este
procedimiento hasta o4, se obtiene un isomorfismo (en el sentido de teoria de
graficas) entre 7(Q1) v T(Q2)-

Haciendo uso del isomorfismo entre los arboles asociados a cada cubo, se
mostrard que si Q*, Q** € A;, entonces

Y didm(L)" = ) didm(J;)".
I;e0(Q**) Ji€0(Q*)
Si se supone que este hecho es falso, entonces existirian @1, Q2 € A; tales que:
> (didm(L)" < Y didm(J)".
1,€0(Q1) J1:€0(Q2)
Sea ¢ : T(Q1) — T(Q2) el isomorfismo ya descrito. Debe observarse que la
familia ® = {¢(I;) : I; € ©(Q1)} es un subconjunto de los vértices de T(Q2)

que cumple:
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1. Z didm(;)" = Z didm(J;)" < Z didm(J;)"
I,€0(Q1) Jie® J;€0(Q2)

debido a que la imagen bajo ¢ de cualquier cubo es otro cubo con el mismo

didmetro.

2. ® es una cubierta cerrada y finita de las hojas finales de 7 (Q2), puesto
que toda hoja final D de T(Q2) cumple que D = ¢(C) para algin C hoja
final de T(Q1), por lo que existe I € O(Q,) tal que C C I, por lo que
D co¢(l)ed.

3.V = Up,g \O(Q2)]UP € Qpp g, es decir, que V es una cubierta de K

Tq
formada por una cantidad finita de cubos en |J [A, U B,].
H=0p

Las observaciones pasadas implican que

> dism(I;)" = > didgm(L)"+ Y didm(L;)"

I,ieumq) IiEU(pyq)\@(QQ) I,€0(Q2)
> ) dism(L)" + Y didm(L)" =) didm(L;)"
Ii€U(p,q)\O(Q2) lie® Liev

Dado que U, ;) minimiza la suma de Caratheédory respecto a r, el resultado
obtenido es una contradiccién, por lo que se concluye que si Q*,Q** € A;,
entonces

Y didm(L) = ) didm(J;)".
I,e0(Q**) J,€0(Q*)

Haciendo uso de este hecho,

Pero sabemos que o; > 7 — ?, por lo que se obtiene la desigualdad:
> didm(Q)" > %2 > YT HaTir =97,
QEUp,q)
Dado que U, 4) minimiza la suma de Carathéodory en Q, ,, esta cota es valida
para todas las cubiertas en Q(, ) y, dado que esta cota no depende de la eleccion
de p y ¢, al hacer que ¢ — o0 y luego p — o0, se concluye que H"(K) > 27",

Se concluye que dimy > r. Si Q* € By, el argumento es analogo.
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Para probar que dimgy < r, se considera una cubierta I/ una cubierta de K
tal que U C A;, UB;, con ig, i5 como en el multipaso p + 1 para alguna p € N.
Debe observarse que #.A4;, = 212%2 < 272 y 43, = 2185 < 275 por lo que se

obtiene la desigualdad:

D didm(Q)" < 27 (Vvn2™)" 4 275 (Vn2 )" = 203,
Qeu
Observando que esta cota no depende de la elecciéon de p, obtenemos que para

toda d > 0, existe una d-cubierta U de K tal que > didm(Q)" < 2n?2; por
QEO

lo que H5(K) < 2n? y tomando el limite cuando § — 0, H"(K) < 2n%. Se

concluye que dimgy (K) <. O

Proposicion 5.8. Para todo U C K abierto no vacio tal que U # K,
dlmH(U) =T.

Demostracion. Como U es un abierto no vacio de K, existe un conjunto abierto
V CR" tal que U = K NV. Para algin p € N, existe Q1 € A,,, U B, tal que
Q1 CV.

Todo cubo en A, UB,,, tiene el mismo futuro, en el sentido de que contienen
la misma cantidad de subcubos en las familias F; siguientes.

Por tanto, dimg (Q1 N K) = dimg (Q2 N K) para todo Q2 € A,, UB,,.

Esto implica que:

dimp (K) = dimy (( {Q N K|Q € Ay, UB,,})
< max{dimy(Q N K)|Q € A;, UB,,} = dimy(Q: N K) < dimg(V N K)

Por tanto, dimy(K) = dimg(V N K) = dimyg(U) =r.

5.4. Homeomorfismo entre K y el conjunto ter-

nario de Cantor

Por dltimo, se debe probar que el conjunto K es homeomorfo al conjunto

de Cantor ternario, para lo cual basta probar que es compacto, de dimensiéon
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topolégica 0 y sin puntos aislados.
Proposicion 5.9. K es compacto.

Demostracion. K que es interseccién de conjuntos cerrados y acotados en R,

por lo que es cerrado y acotado. O
Proposicion 5.10. K es localmente compacto.

Demostracion. Sea x € K y U C K un conjunto abierto tal que x € U. El
conjunto U es igual a la interseccién de K con un conjunto V' abierto en R" y,
por construccién, para alguna j € N existe @ € A; UB; talque x € Q C V.
Q N K es cerrado en K y @ es compacto, por lo que @ N K es compacto y
reQQNK CVNK =U.Se concluye que K es localmente compacto. O

Proposicion 5.11. K es totalmente disconexo.

Demostracion. Sean x,y € K. Sea p el minimo natural tal que existe un n-cubo
QeEA,+1UBy y1talquer € Qyy ¢ Q.

Sin pérdida de generalidad, @@ € A, 1. Por construccion de la sucesion
{a;}ien, existe j € {op, +1,...,0p41} tal que a; = aj41 = 0. Sean Q1 € A; y
Q2 € Ajy1 tales que x € Q2 C Q1 C Q. Para demostrar que K es totalmente
disconexo, basta mostrar que Q2 N K es abierto en K, pues esto implicaria que
x estd en una componente conexa de K diferente de y.

Sea Q" € A;_; tal que Q1 C Q*. Por construccién, ()2 esta contenido en el

interior de QQ*. Se observa que el conjunto
N(Q2,270%2) = {z e R™ : d(2, Q) < 2702}

es abierto en R y esta contenido en el interior de Q*; por lo que basta probar que
N(Q2,27 Ut NK c QuNK (pues es claro que QaNK C N(Q2,2-U+2)NK).

Si z € N(Q2,27Ut2) N K entonces z € Q* N K, lo cual implica que z
estd en algun subcubo de @* en A;, pero en el j-ésimo paso de construccién
se eligi6 s6lo un subcubo de @Q* para Aj;, y fue @1, por lo que z € Q1 N K.
Repitiendo este razonamiento, se obtiene que z € Q2 N K; lo cual implica que

N(Q2,27U+2) N K = Qy N K, concluyendo la demostracion.

Corolario 5.12. K tiene dimension topoldgica 0.
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Demostracion. Dado que K es totalmente disconexo y compacto, su dimension

topologica es 0. O
Proposicion 5.13. K no tiene puntos aislados.

Demostracion. Sean x € K,y € > 0. Existe i € N tal que existe Q € A; U B;
tal que x € Q@ C B.(z). Por construccion de K, existe j > i tal que existen
Q1,...,Q2n € A; UB; subcubos diferentes de Q. Dado que K N Q; # @& para

toda [, se obtienen dos casos:

i) Siz ¢ @, para alguna [, entonces existe y € KNQ; C B.(z) tal que y # z,

por lo que x no es un punto aislado de K.

ii) Size ﬁ Qi, entonces z € Fr(Q1). Por contruccion, existe k > i tal que
Py, .. ,l7312n € Ay UBj, subcubos diferentes de Q1; y existe [ € {1,..,2"} tal
que x ¢ P, (pues si z estuviera en P, para todo [, x estaria en el interior de
@1 y no en su frontera). Dado que PN K # @, existe y € P,NK C B(x)

tal que x # y. Se concluye que x no es punto aislado de K.

Por lo que se concluye que K no tiene puntos aislados.

O

Corolario 5.14. Dados r,s,t € (0,n], r < s <t existe un conjunto de Cantor

K CR" tal que para todo U abierto y no vacio en K,
dimy (U) =r, dimg(U) = s, y dimp(U) = t.

Con esto, se concluye la demostracion del teorema. Dado que los subconjun-
tos abiertos de K tienen las mismas dimensiones de Hausdorff y caja que K, se
obtiene también como un corolario que es posible encontrar un conjunto de Can-
tor con dimensién de Hausdorff, dimensién inferior de conteo de cajas y dimen-

sion de empaque arbitrarias, salvo por la desigualdad: dimy < dimgz < dimp.

Corolario 5.15. Dados r,s,t € (0,n], r < s <t existe un conjunto de Cantor

K CR"™ tal que
dimy(K) =r, dimg(K) = s, y dimp(K) = dimp(K) = t.

A pesar de que este resultado es fuerte ya, no permite separar la dimension

superior de conteo de cajas de la dimensién de empaque.
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5.5. Comentarios finales

En esta seccion se mencionan un par resultados que otorgan otras respuestas
parciales al problema de la construccién de conjuntos con dimensiones arbitra-
rias y son previos al teorema de Nilsson-Wingren. Debe notarse que los dos
teoremas presentados en este capitulo no son casos particulares del teorema de
Nilsson-Wingren, puesto que en general no establecen propiedades de dimensién
de los subconjuntos abiertos del objeto construido, lo cual permite que la di-
mension superior de conteo de cajas y la dimensiéon de empaque sean diferentes
en la construccién dada por el teorema de Spear.

Ambas construcciones se centran en los conjuntos de Cantor, y las demos-
traciones son parecidas a la de Nilsson-Wingren, debido a que construyen su-
cesiones numeéricas que permiten construir familias de compactos anidados que

dan origen a los conjuntos buscados.

5.5.1. Construccion de Pesin-Weiss

En el articulo ”On the Dimension of Deterministic and Random Cantor-
like Sets, Symbolic Dynamics, and the Eckmann-Ruelle Conjecture”, publicado
por Pesin y Weiss , [10], se presenta la construcciéon geométrica de un conjun-
to de Cantor F tal que dimg(F), dimg(F) y dimp(F) no son iguales, y son
arbitrarias, salvo por una cota inferior para la dimensiéon de Hausdorff. La de-
mostracién de las propiedades de dimensién de los conjuntos generados por este

método involucra el uso de herramientas de dindmica simbolica.

Teorema 5.16. Dados 0 < Ay < Ay < 3, 7 € (1, 122&3), existe un conjunto

de Cantor F C R” tal que

3 lo . lo T lo
dimg (F) = 25805, dimp(F) = 72, dimp(F) = 28,

5.5.2. Teorema de Spear

El teorema de Spear publicado en [12] es parecido al teorema de Nilsson-
Wingren, con algunas ventajas y desventajas. El resultado de Spear s6lo permite
construir subconjuntos de R, por lo que todas sus dimensiones estdn acotadas

superiormente por 1, y no incluye propiedades de dimensién de los subconjuntos
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abiertos del conjunto de Cantor construido. Sin embargo, esto permite separar
la dimensién superior de conteo de cajas de la dimensién de empaque, lo cual

no es posible usando la construcciéon del capitulo pasado.

Teorema 5.17 (Spear). Dados 0 < s < u <v <1lys<t<wv, eriste un

conjunto de Cantor' Y C [0,1] C R tal que:

dimg (V) =r, dimp(Y) =t, dimz(Y) = u, y dimp(Y) = v.
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