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Sistemas Lotka-Volterra-Kolmogorov
y sistemas dinamicos
Tesis Doctoral

Resumen
Genaro de la Vega Rivera
Instituto de Matematicas
Universidad Nacional Auténoma de México

El tema de investigacién de esta tesis doctoral fue el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
tipo Lotka-Volterra-Kolmogorov que tienen variedades invariantes. Se estudiaron de dos tipos: va-
riedades algebraicas (en particular cuddricas) o poligonos convexos portadores de la dindmica del
sistema. Estos ejemplos pueden representar dindmicas interesantes de sistemas ecolégicos de varias
especies en competencia, ademés de su interés como sistemas dindmicos abstractos.

Se logro generalizar de forma abstracta la dindmica de poblaciones con presencia ciclica como la
mostrada en 1975 por Robert M. May y Warren J. Leonard en su célebre articulo “Nonlinear
aspects of competition between three species” [9], a cualquier nimero de especies de dos maneras
distintas, una usando las ideas de M. Chaperon y S. Lopez De Medrano y otra usando sistemas
Lotka-Volterra.

Un resultado colateral del estudio de los poligonos es una version explicita y simétrica de los
coeficientes de las ecuaciones que la definen. Se obtuvo una configuracion especial de n puntos en
un espacio de n — 3 dimensiones cuya envolvente convexa contiene al origen. Esta envolvente resulta
ser un politopo especial de dimensién n — 3 que parece ser interesante de estudiar.

Otro resultado importante consiste en que se da a conocer un criterio para reclasificar los 33 casos
estudiados por M. L. Zeeman en [13] para sistemas dindmicos de Lotka-Volterra en competencia
para 3 dimensiones en términos de un conjunto de invariantes asociados a cada una de las matrices
que representan los 33 casos posibles.

Se desarrollé un programa para determinar los casos posibles para los sistemas Lotka-Volterra en

competencia para 4 dimensiones y se concluyd que en términos de la matriz de vértices asociada al
simplejo portador de la dinamica del sistema, hay 218 casos.
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Introduccion

En las siguientes lineas se esbozan las ideas principales utilizadas a lo largo de la tesis asi como su
estructura.

Empezaremos por describir la manera en que se generan campos Lotka-Volterra-Kolmogorov (LVK).
Los sistemas de ecuaciones diferenciales tipo LVK son de la forma:
con F; funciones suaves definidas en el primer ortante R = {z|x; > 0}.

Cuando estas funciones son polinomios de primer grado decimos que tenemos un sistema Lotka-
Volterra (LV):

x'i = xz(bz — Eaijxj)

Los sistemas LV se iniciaron para el caso n = 2 como modelos de interaccién entre dos especies,
los cuales fueron generalizados y estudiados ampliamente. En 1975 Robert May y Warren Leonard
[9] construyeron un sistema Lotka-Volterra (LV) con tres especies, llamado sistema May-Leonard
(ML), en donde hay un tridngulo atractor y dentro de él, la dindmica va favoreciendo ciclicamente
a cada una de las especies. La figura 1 muestra esta dindmica.

Figura 1. Sistema May-Leonard con tridngulo atractor.

Asi, en un momento, la primera de las especies tiene una poblacién muy grande mientras que las
otras dos estan muy reducidas. Pero poco a poco la segunda de las especies empieza a crecer a
costa de la primera y tercera hasta llegar a sobrepasarlas en poblacién, hasta que en un momento
posterior la segunda es dominante y las otras dos estan muy reducidas. Toca el turno entonces a la
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Introduccion

tercera de empezar a crecer hasta dominar a las otras dos y después se repite el proceso en forma
ciclica.

Por un tiempo se pensé que los sitemas tipo LVK podrian tener dindmicas mas sencillas que los
sistemas dindmicos mds generales. El trabajo realizado por Stephen Smale [12] en 1976, mostré que

los sistemas LVK con ‘gf i< 0se pueden construir escogiendo adecuadamente las F; de tal manera
J

que el simplejo estdandar, A, = {z € R"|X! ;z; = 1} sea un atractor global y sobre el cual la
dindmica puede ser especificada. Mediante esta construccion, Smale mostré que los sistemas LVK
pueden ser tan complicados como los sistemas generales, pues cualquier sistema o familia de sistemas
puede ser la parte atractiva de un sistema LVK de una dimension mas grande.

Morris W. Hirsh [7] present6 una serie de trabajos entre 1982 y 2008 en donde considerd los sistemas
que llamé “totalmente competitivos” (LVK-C), demostrando que presentan un conjunto invariante
atractor homeomorfo a A,,. Este conjunto ha sido denominado el “simplejo portador”, nombre que
hace alusién a la capacidad de carga del modelo logistico en una dimension.

En 1991 Mary Lou Zeeman [13], demostré que para los sistemas LVC(3) (de 3 especies) existen 33
casos médulo simetrias del tridngulo, que describen las distintas dinamicas de los sistemas LVC de
competencia. En la tesis, se muestran las vecindades de cada caso y se pudo construir la grafica de
los casos posibles.

E. C. Zeeman y M.L. Zeeman en [4], mostraron que las aristas del simplejo portador determinan
la dindmica de un sistema n-dimensional, usando esas ideas y las de [13] se encontré una extensién
de la clasificacién a los sistemas LVC en 4 dimensiones.

En 2008 Marc Chaperén y Santiago Lépez de Medrano [3] desarrollaron ejemplos de sistemas
dindmicos con variedades dngulo momento invariantes y normalmente hiperbdlicas. Estas varie-
dades estdn estrechamente relacionadas con politopos simples, lo cual sugiere la posibilidad de
construir sistemas dindmicos con los propios politopos como objetos invariantes robustos. En esta
tesis abordamos el problema de extender el sistema de May-Leonard a cualquier niimero de especies
buscando sistemas LVK y LV que tengan poligonos invariantes.

Esta tesis se compone de dos partes, la parte I trata sobre el andlisis riguroso de los sistemas
May-Leonard (ML) y su generalizacién a cualquier nimero de especies.

En el capitulo 1 haremos un estudio detallado y riguroso del sistema cldsico de May-Leonard [9].
La generalizacién del sistema ML se hara en varios pasos:

En el capitulo 2 construiremos sistemas en R? que dejan invariante un poligono convexo dado de n
lados. La frontera del poligono puede ser simplemente invariante al igual que otras curvas de nivel
de una funcién, o puede ser atractor de todos los puntos en el interior del poligono con la excepcién
de un punto fijo repulsor.

En el capitulo 3 daremos una forma de encajar linealmente ese poligono dentro del primer ortante
de R™ de manera que cada uno de sus lados quede dentro de uno de los hiperplanos coordenados
{z; = 0}. El poligono quedard contenido dentro del simplejo estandar de R™. En particular, daremos
una manera de presentar el poligono de una manera canénica que consiste en encajar el poligono
regular isométricamente y daremos de manera explicita los coeficientes de las ecuaciones que lo
definen.

En el capitulo 4 apoydndonos en la teoria descrita en [3] se construye un campo X (un campo LV
que denominamos campo base) en R™, cuya particularidad es que tiene al poligono como conjunto

atractor robusto y que adicionalmente se anula en el hiperplano que contiene al poligono encajado

VI



en R’'. Al tener esta dindmica tan degenerada en el poligono, es posible en principio, encontrar
todo tipo de dindmicas dentro de sus pequenas deformaciones.

En la seccién 4.2.1 construiremos un arquetipo de sistema Lotka-Volterra-Kolmogorov (LVK) en
R"™ de tal manera que el poligono sea un atractor y restringido al poligono mismo sea alguno de
los campos construidos en el capitulo 2 y lo perturbaremos mediante un campo LVK generando
centros y focos repulsores ademads de dejar invariante el subespacio afin que contiene al poligono,
la desventaja es que el grado del sistema aumenta a n y a 2n para centros y focos respectivamente.

En la seccién 5.2 construiremos una perturbacién al campo base X para generar centros y focos,
usando campos LV, la ventaja es que el grado del sistema es constante, pero para generar dinamicas
interesantes con perturbaciones LV, no es posible dejar invariante al poligono, sin embargo encon-
tramos que para valores pequenos de la perturbacién, el poligono recto se deforma en un poligono
curvilineo invariante que generaliza a los sistemas ML.

En la parte IT estudiamos los campos Lotka-Volterra en Competencia (LVC) para 3 y 4 especies.

En el capitulo 6 describimos la forma de clasificar los campos LVC desarrollada en [13] y en la
seccién 6.2 se da una reclasificacion de los campos LV de competencia para 3 especies

En la seccién 6.3 se extendié la clasificacion de los sitemas a 4 dimensiones estudiando los vértices
del simplejo Ay, este estudio nos llevé a encontrar que existen 218 casos posibles.
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Parte 1

Sistemas May-Leonard (ML) y su
generalizaciéon a cualquier niimero
de especies






Capitulo 1

Analisis de los sistemas
May-Leonard

La intencién de este capitulo, consiste en mostrar el tipo de dindmica presente en los sistemas
May-Leonard, asi como precisar y demostrar por qué solamente suceden ese tipo de dindmicas.

Los sistemas May-Leonard, son un caso particular de un sistema Lotka-Volterra de competencia, a
continuacién enunciaremos algunas definiciones y resultados conocidos en la literatura que ayudaran
en las demostraciones que queremos hacer.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales tipo Lotka-Volterra-Kolmogorov (LVK) son sistemas de la
forma:

con F; funciones suaves definidas en el primer ortante R = {z|x; > 0}.
Cuando las funciones F; son polinomios de primer grado, decimos que tenemos un sistema Lotka-

Volterra (LV). En este trabajo nos interesan los sistemas LV que ademds son de “competencia”
(LVC), para esto se debe de cumplir que que:

OF;
<0 para 7 #j. 1.1
s, S0 P # (1.1)
Los sistemas de competencia hacen referencia a la “competencia” entre especies biolégicas, a x; se
le interpreta como el tamafio de la poblacién de la i-ésima especie y F;(z) es su tasa de crecimiento
per capita.

Cuando se habla que las especies estdn en “competencia’, se refiere a que el incremento de una
especie, no se ve favorecido por el incremento per capita de las otras especies.

Por un tiempo se pensod, que los sitemas tipo LVK podrian tener dindmicas mas sencillas que los
sistemas dindmicos més generales. El trabajo realizado por Stephen Smale [12] en 1976, mostré que

los sistemas LVK en competencia, se pueden construir escogiendo adecuadamente las F; de tal
manera que el simplejo estandar,

A, ={xe€ R”|in =1}
i=1

sea un atractor global y sobre el cual, la dindmica pueda ser especificada.



Capitulo 1

Mediante esta construcciéon, Smale mostré que los sistemas LVK pueden ser tan complicados como
los sistemas generales, pues cualquier sistema o familia de sistemas puede ser la parte atractiva de
un sistema LVK de una dimensién mas grande.

Morris W. Hirsh presenté una serie de trabajos entre 1982 y 2008 (en particular, para nuestros
propdsitos nos sirvieron los articulos [6, 7]), en donde consideré los sistemas que llamé “totalmen-
te competitivos” (LVK-C), demostrando que presentan un conjunto dnico, compacto, invariante,
atractor y homeomorfo a A, mediante la proyeccién radial, donde se realiza toda la dindmica
importante.

Este conjunto ha sido denominado el “simplejo portador”, nombre que hace alusién a la capacidad
de carga del modelo logistico en una dimensiéon y lo denotaremos por X.

A continuacién mencionaremos qué es un sistema May-Leonard y demostraremos el tipo de dindmi-
cas que se pueden presentar.

1.1. Generalidades del sistema dinamico de May-Leonard

May y Leonard en [9] propusieron la siguiente familia biparamétrica de ecuaciones diferenciales tipo
Lotka-Volterra:

t=x(1—z—ay—pz)
y=y(l-pz—y—az) (1.2)
Z=z(1—ax— By —2)

con 'y B positivos y donde x,y y z representan a la poblacién de tres especies biolégicas distintas.
Lo mas interesante consistié en que se puede interpretar como sistema dinamico de 3 especies en
competencia, la dindmica se realiza dentro de ¥ y en algunos casos la dindmica va favoreciendo

ciclicamente a cada una de las especies permitiendo su coexistencia, como se muestra en la figura
1.1.

Figura 1.1. Sistema May-Leonard

Asi, en un momento, la primera de las especies tiene una poblacién muy grande, mientras que
las otras dos estdn muy reducidas. Pero poco a poco la segunda de las especies empieza a crecer a
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Andlisis de los sistemas May-Leonard

costa de la primera y la tercera hasta llegar a sobrepasarlas en poblacion, hasta que en un momento
posterior la segunda es dominante y las otras dos estan muy reducidas. Toca el turno entonces a la
tercera de empezar a crecer hasta dominar a las otras dos y después se repite el proceso en forma
ciclica.

De acuerdo con el teorema de Hirsch [6], para el sistema May-Leondard, ¥ es homomeorfo al
simplejo estandar dado por:

As={z,y,2e Rz +y+2=1}.

Para los fines de esta tesis, hablar de ¥ o hablar de Aj serd lo mismo, ya que no estudiaremos a X
en si, mas bien su dindmica.

Queremos hacer notar que si nos restringimos al octante positivo, Az es un tridngulo equilatero.
Esto nos servira para simplificar la explicacién de algunas ideas.

Los sistemas May-Leonard son campos vectoriales, que tienen las siguientes propiedades importan-
tes, independientemente de los valores que tomen a y f3.

i) El origen es un repulsor.
ii) Hay 3 puntos de equilibrio, cada uno sobre un eje coordenado, a los que llamaremos “vértices”.

iii) Existe una curva heteroclinica que pertenece a la frontera de X y estd sobre cada plano
coordenado; esta curva une a cada par de vértices contenidos en dicho plano. A esa curva
la identificamos como la deformacién curvilinea de la arista del simplejo estandar. Cuando
mencionemos “arista”’nos estaremos refiriendo a esa curva o a la arista del simplejo.

iv) Hay un punto fijo dado por:

1 1 1
P: ) )
<a+6+1 a+p+1 a+6+1)

Se dice que un sistema es circulante (ver [8]) si cada una de las ecuaciones diferenciales del sistema,
se puede obtener de la primera ecuacién, permutando de forma ciclica todas sus variables.

Como los sistemas May-Leonard son circulantes, la dinamica presente en un eje coordenado serd la
misma que en los otros. La dindmica en el plano z = 0 se repetira en los otros planos coordenados.
Por esa razén, sin pérdida de generalidad describiremos la dindmica solamente en el eje x, en el
plano z = 0 y en el punto P.

Dependiendo de los valores de v y ( los sistemas May-Leonard tienen otros 3 puntos de equilibrio,
uno de ellos estd en el plano z = 0 (los otros estdn en los otros planos coordenados). Ese punto
estd sobre una arista de X y al punto lo denotaremos como Q.

En cualquier sistema circulante (como se puede ver en [8]), siempre va a existir un tnico punto
critico P en el interior del ortante positivo R™.

Por la linealidad del sistema y por el teorema de Hirsh [6], estos son todos los puntos criticos del
sistema y todos ellos pertenecen a 3.

Para analizar los sistemas May-Leonard, se encontré que la dindmica depende del signo de la
diferencia « + 8 — 2 e involucra a la funcién:
H=_" (1.3)
(x+y+2)3
En la siguiente secciéon demostraremos lo anterior, exhibiendo todos los casos posibles, su relacién
con la ecuacién 1.3 y con a+ 3 — 2.



Capitulo 1

1.2. Constante de movimiento para el sistema May-Leonard
en R3

Teorema 1.1 (Propiedades generales y casos posibles para el sistema May Leonard). Resumimos
las principales propiedades y las variantes dindmicas que se pueden presentar en el sistema May-
Leonard, considerando la funcion 1.3.

El sistema de May Leonard tiene un simplejo ¥ invariante y portador de toda la dindmica
(es decir, atrae a todas las drbitas contenidas en el interior del ortante). ¥ contiene al punto
de equilibrio interior P, a los puntos de equilibrio sobre los ejes (que son sus vértices) y a los
posibles puntos criticos Q sobre sus aristas.

A) Sia+5 =2, % es el simplejo estdndar y tiene a H como integral primera. Salvo sia = =1
(caso degenerado)t, sobre el simplejo unitario P es un centro cuyas trayectorias cerradas
son las curvas de nivel de H y llenan el espacio entre P y el borde del simplejo. Las demds
trayectorias tienden asintdticamente a €stas, girando sobre las superficies de nivel de H.

Si o+ B # 2 el campo no deja invariante al simplejo estandar y H no es la integral primera
y entonces se presentan los siguientes casos:

B) Sia+p <2, P esun atractor y H es creciente a lo largo de las trayectorias. Sobre el simplejo
portador P es un foco, mientras que los vértices son:
B1) Repulsores si «, 3 son ambos menores que 1.
B2) Puntos silla si « o  son mayores que 1. En este caso, cuando t — —oo las trayectorias

tienden asintoticamente en espiral a la frontera del simplejo.

C) Sia+ 8 >2, P esun punto silla y H es decreciente a lo largo de las trayectorias. Sobre el
simplejo portador, P es un foco repulsor, mientras que los vértices son:

C1) Atractores si « y 8 son ambos mayores que 1.

C2) Puntos silla si alguno de ellos es menor que 1. En este caso, cuando t — oo las trayec-
torias tienden asintoticamente en espiral a la frontera del simplejo.

La figura 1.2 muestra la ubicacién de los casos anteriores en el plano de los pardmetros («, ). Por
la simetria respecto de v y S sélo describiremos los casos donde 8 < a.

NOTAS.

= En [9] May-Leonard destacaron las propiedades del teorema y el caso C2).

= En su versién de A) prueban que zyz tiende asintéticamente a una constante sin observar
que su férmula (11), pagina 247 de [9], implica ficilmente que nuestra H es constante de
movimiento. Para la dindmica en el simplejo unitario ambas afirmaciones son equivalentes
porque ahi zyz y H coinciden.

s La argumentacién de May-Leonard respecto a C2) es poco convincente.

ISi o = B = 1, todos los puntos del simplejo estdndar son puntos criticos y el campo vectorial asociado es un
campo radial.



Andlisis de los sistemas May-Leonard

Figura 1.2. Casos ubicados en el espacio de pardmetros «, .

Demostracion del Teorema 1.1.

Lema 1.1. El producto interior X - VH tiene en el interior del primer octante el mismo signo que
a+ -2, salvo en la recta {x =y = z} donde se anula. Por lo tanto, fuera de esa recta H decrece,
es constante o crece a lo largo de las trayectorias sequn si o+ B sea mayor, igual o menor que 2.
En esa recta H alcanza su valor mdzimo 1/27 y tiende a 0 al acercarse a la frontera del octante
(menos en el origen).

Demostracion del lema. Calculando el producto interior se obtiene:

ryz(x? +y? + 22 —xy —yz — z2)(a+ B —2)

X -VH =—
(x+y+2)4

La forma cuadritica 22+ y? + 22 — xy — yz — 2z es positiva semidefinida. De hecho, se puede escribir
como una suma de cuadrados y queda:

2
2 3 3
$2+y2+22—$y—y2—2:17:(m—%—%) —I—(\/_y \/_Z>
Lo que indica que es positiva, salvo cuando x = y = z. Por lo tanto, fuera de ésta, tiene el signo de

a+ B — 2y las demds afirmaciones siguen facilmente de este hecho. O

Las propiedades del teorema, se siguen del teorema de Hirsch [6] sobre la existencia de simplejos
portadores en sistemas de competencia. Todos los puntos de equilibrio necesariamente pertenecen
al simplejo. El hecho de que exista un tnico punto critico P en el interior se desprende de [8].

Para demostrar las otras partes, se calcula la matriz jacobiana del campo en el punto de equilibrio
interior. Multiplicada por el niimero positivo a + g + 1, resulta ser:

1 —a -8
8 -1 -—a
—a -8 -1

Los valores propios de esta ultima son:

a+p—-2+i(a—pB)V3
5 .

—(Oé+ﬂ+ 1)5
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Cuando a +  # 2 las trayectorias son asintéticas al punto fijo y también son asintdticas a la
frontera del tridngulo, ya que como no puede haber otros puntos de equilibrio (por [8]) y tampoco
trayectorias cerradas pues esto contradirfa el hecho de que H crece (decrece) a lo largo de las

trayectorias.
O

1.3. Los sistemas de May-Leonard en R?: El analisis exhaus-
tivo de los casos

1.3.1. Analisis de los puntos criticos

Como se describi en la seccién 1.1, solo hay 3 clases de puntos criticos, los vértices (puntos criticos
sobre los ejes coordenados), puntos sobre las aristas de ¥ o puntos @ y un punto P en el interior
de R3.

En el siguiente andlisis solamente se presentan los resultados relativos al vértice sobre el eje x, al

punto @ de la arista sobre el plano z = 0 y P. Los otros puntos criticos se obtienen permutando
ciclicamente las coordenadas.

Entonces, la dindmica de los puntos criticos es:
a) En el vértice V = (1,0, 0) tenemos las siguientes parejas de valores y vectores propios:
1. -1, (1,0,0).
2. 1—a, (72%,0,1).
3. 18, (%ﬂi,m).

Cabe hacer notar que sobre el eje x, el vértice es un atractor, ya que su valor propio es —1.

Analizaremos el caso en que § < «, ya que si 5 > « solo hace que el sentido del giro de las
soluciones se invierta (como puede apreciarse en las simulaciones).

Los posibles signos para los valores propios se pueden organizar en los siguientes casos:

1. Sia> 1y [ > 1 entonces el vértice es atractor en la direccién de los planos coordenados.
2. Sia>1y g <1 entonces el vértice es punto silla.

3. Sia <1y pB <1 entonces el vértice es repulsor en la direccién de los planos coordenados.
4

. Sia=1o0 =1 entonces el vértice tiene un valor propio 0.

b) El punto critico sobre el plano z = 0 tiene coordenadas:

1+ a —1+8
@= <—1+a6’—1+0¢ﬁ’0>'

Para que el punto @) esté en el primer octante, se necesita que:

i) si o <1 entonces S <1o

ii) si @ > 1 entonces > 1.
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Uno de los vectores propios es transversal a ¥ (que ademds estd sobre el plano z = 0) y tiene
valor propio —1 y nos confirma que ¥ es atractora, pero no aporta mas al andlisis.

El segundo vector propio es tangente a X y es:

<‘5’1’°>

1—a— 6+ fpa
—1+aB8

con valor propio:

Sia <1y f <1 entonces el valor propio es negativo (porque el numerador es positivo), y si
a > 1y > 1 entonces el valor propio es positivo (ya que el numerador es positivo).

Por lo tanto, para el caso i) en la direccién tangente a la arista, @) serd atractor y en el caso
il) @ serd repulsor.

El ultimo vector propio es tangente al simplejo pero z # 0, su valor propio estd dado por

(—24+a+B)2=3(-1+a)(-1+p)
1—ap '

La forma cuadratica del numerador es definida positiva, por lo que el signo del valor propio
depende de 1 — af. Por lo tanto para el caso i) (o < 1, 8 < 1) concluimos que el valor propio
es positivo, esto lo hace atractor y para el caso ii) (a > 1y 8 > 1) el valor propio serd negativo
y por lo tanto el punto critico serd repulsor.

Esto quiere decir que el punto @) siempre es un punto silla.

¢) El tnico punto en R? es:

1 1 1
P < , , ) |
a+f+1a+B+1" a+8+1
La relacion entre sus valores y vectores propios es la siguiente:

El valor propio —1 tiene asociado el vector propio (1,1,1).

Los otros dos valores propios son conjugados dados por:

1 (—2+a+ﬁ .¢Qa—m>
+1 .
a+pB+1 2 2

El signo de la parte real estd dado por a4  — 2 por lo que si a + 3 < 2 serd un foco atractor
y si a+ > 2 serd un foco repulsor.

Si a+ 3 = 2 la parte real se anula, por lo que el punto critico es un centro pues 1.3 es constante
de movimiento.

Tomando en cuenta las posibilidades, nos confirma los resultados del teorema y resumimos que
tenemos los casos:

A) 2=a+p. V] essillay el P es un centro, las drbitas folian todo el simplejo portador, éste
coincide con el simplejo estandar.
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B1)
B2)

B3)

C1)
C2)

C3)

B <1y a<1.V;esrepulsor, @ es silla y P es un foco atractor.

B<1l,a>1y2>a+ . No hay punto Q y V1 es punto silla, con valor propio positivo en
la direccién del plano y = 0 y negativo en la direccién del plano z = 0. El punto P es un foco
atractor y para este caso, las trayectorias convergen asintéticamente a la frontera del simplejo
portador cuando t — —oo. P es un atractor global para x € Ri.

8 <1y a=1.No hay punto Q y Vi es repulsor, pero tienen un valor propio 0 asociado a un
vector propio en el plano z = 0. El punto P es un foco atractor global.

1 < B < a. Vj es atractor, el punto @ es silla y P es un foco repulsor.

8 <1y 2< a+ . No hay punto critico @ y V; se convierte en punto silla, con valor positivo
en la direccién del plano z = 0 y negativo en la direcciéon del plano y = 0. El punto P es
un foco repulsor y para este caso, las trayectorias convergen asintoticamente a la frontera del
simplejo portador. La rapidez con la que se produce la convergencia a la frontera es menor a
medida que o + [ ~ 2.

B8 =1y a > 1. Desaparece ) y V1 es atractor pero tienen un valor propio 0 asociado a un
vector propio en el plano y = 0. El punto P es un foco repulsor.

El caso B3) es un caso de transicién de los casos B1) a B2) y C3) es de transicién para los casos
Cl1) a C2).

NOTAS

1.

El comportamiento del caso A) sélo se cumple cuando el simplejo portador es el simplejo
estandar.

. May y Leonard comentan en [9], después de simplificar su sistema para que sea simétri-

co y dependa de pocos parametros que, Es plausible que las caracteristicas cualitativas de
estas ecuaciones sigan siendo ciertas en casos asimétricos mds generales. El caso A) se pre-
sentard cuando el simplejo portador es plano, porque en ese caso puede llevarse a R? y
aplicarfamos los resultados de la tesis. Los casos B) y C) se presentardn con las mismas
caracteristicas para otros campos asimétricos cercanos a ML.

En las figuras 1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8 y 1.9 se muestran ejemplos concretos asociados a cada dindmica
particular.

De las dindmicas estudiadas, hay una que nos interesa y corresponde al sistema LV que se pre-
sentd sobre el simplejo estandar, es decir sobre el triangulo figura 1.7. Para empezar a la extension
de las dinamicas en dimensiones superiores, empezaremos en el siguiente capitulo a generar dindmi-
cas sobre poligonos convexos definidos en R2.
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Figura 1.3. Caso Cl1) a = 4,5 =2 Figura 1.4. Caso C3) a =3.5,4=1

Figura 1.5. Caso C2) « =3, =1/3 Figura 1.6. Caso B2) a =5/4,8=2/5

11
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Figura 1.7. Caso A) a =3/2,8=1/2

Figura 1.8. Caso B3) a =1,8=1/5

12

Figura 1.9. Caso Bl) a =3/4,5=1/2



Capitulo 2

Campos vectoriales con poligonos
invariantes

El objetivo de este capitulo consiste en construir campos vectoriales polinomiales en el plano y que
dejen invariante un poligono convexo de n lados, formado por un conjunto de n rectas.

La idea es que una vez entendida esta dinamica, podamos encontrar una manera de trasplantarla,
de forma particular en poligonos regulares de n lados inmersos en el simplejo unitario de R™.

Para construir los campos polinomiales, exhibiremos un hamiltoniano y con su derivada simpléctica,
construiremos un campo que cumpla con los objetivos del parrafo inicial, y probaremos que en el
interior de las regiones acotadas por las intersecciones de las rectas, solo hay un punto critico, que
resulta ser un centro, rodeado por trayectorias cerradas que llenan toda la regién y se acumulan en
su frontera.

Los sistemas Lotka-Volterra, estan formados por campos polinomiales de segundo grado, por esa
razén, también probaremos que existen campos vectoriales polinomiales de segundo grado, que
dejan invariante un tridngulo y en algunos casos, en su interior habra un punto critico que es un
centro.

En el caso de poligonos de 4 lados, los campos vectoriales polinomiales de segundo grado que lo
dejan invariante, se reducen a un caso muy simple y no tienen puntos criticos en el interior del
poligono. Para los poligonos de mas lados, no hay campos vectoriales de segundo grado que dejen
invariante al poligono.

Por lo tanto podemos concluir que no existen campos LV en el plano que dejen invariantes un
poligono de mas de 3 lados y que tengan un punto critico en su interior.

2.1. Construccion de campos vectoriales polinomiales con
poligonos convexos invariantes en R?

Consideremos un poligono convexo P de m lados en R?, cuyos lados estan definidos por m ecuaciones
lineales:

L;=a;x+byy+c (2.1)

Se construird un campo simpléctico, definido por el hamiltoniano dado por el producto de las
ecuaciones anteriores:
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H= ﬁ Li (2.2)

La frontera del poligono es invariante como parte del conjunto de nivel H = 0 y sus vértices son
puntos fijos del campo asociado.

Demostraremos que en las regiones acotadas del complemento de estas rectas (en particular en el
interior del poligono) hay un tnico punto fijo, que resulta ser un centro, rodeado por trayectorias
cerradas que llenan toda la regién y se acumulan en su frontera.

Teorema 2.1. En cada region acotada U del complemento de H = 0 hay exactamente un punto
critico de H.

Demostracidn. Supongamos que L; > 0 en U (si no, basta cambiar el signo a las ecuaciones).
Entonces H > 0 toma su maximo en la cerradura de U y ese es un punto critico.

Demostraremos que todo punto critico en U es un méximo.

En cualquier punto critico se cumple lo siguiente:

=1
y
n bz
H,=H — =0

Mientras que

ya que H, = 0.

De la misma manera se llega a que

Denotemos por

v; = 7.
V=(v1,...,0n),
w; = I

W = (wl,...,wn).

Los vectores V' y W son linealmente independientes, porque algin determinante

ViwW; — VW =

m(@iba‘ —ajb;) # 0,

ya que como U no es vacio, entonces no todas las rectas pueden ser paralelas.
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el determinante de la matriz hessiana en el punto critico
es:

H? <Zn:v§> (iuﬂ) — (ivw>2 =H*([VIW]* = (V-W)?) >0,

i=1 =1

luego, el producto de los valores propios es positivo y ambos tienen el mismo signo.

Por otra parte, la traza se escribe:
n n
-H (Z v? + Z wf)
i=1 i=1

y como es negativa, los dos valores propios son negativos, la matriz hessiana es definida negativa y
el punto critico es un maximo.

Si todos los puntos criticos son méaximos en el conjunto convexo U sélo puede haber uno y la
proposicién esta demostrada.
O

Esto implica que el punto critico de H en U es un maximo y el campo hamiltoniano tiene un centro
cuyas trayectorias cerradas llenan todo U y se acumulan en la frontera de U que es un poligono.

Si suponemos que no hay dos rectas paralelas y que tres rectas no pasan por un mismo punto
(condiciones genéricas), podemos ver esto de otra manera', contando los puntos criticos de H':

Los puntos criticos de H son la interseccién de las dos curvas algebraicas H, = 0y H, = 0 de
grado n — 1. Por el teorema de Bézout, no puede haber més de (n — 1)? puntos criticos.

Tenemos ya determinados los siguientes puntos criticos: uno por cada interseccién de dos de las
rectas (ya que tres no se intersectan en un mismo punto) y uno en cada componente acotada.

Al contar los puntos anteriores, por cada par de rectas hay una interseccién y en total son

nin—1)
2

puntos de interseccién.
Por otra parte, para n = 3 hay una sola componente acotada y para n = 4 hay 3.

Probaremos por induccién que el niimero de componentes acotadas es

(n—1)(n—2)
2

de la siguiente manera:

Al agregar una nueva recta L’ a las n que ya estaban, tenemos que L’ las corta a todas. Luego
L’ queda separada en n + 1 intervalos (esto por las condiciones genéricas), de los cuales los dos
extremos no estan acotados y por eso no pueden pertenecer a ninguna regiéon acotada.

1 Este método fue sugerido por Adriana Ortiz.
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Los otros n — 1 restantes, producen cada uno, una nueva regiéon acotada al cortar alguna de las
regiones de la siguiente manera: si corta una region acotada la parte en dos, si corta a una no
acotada, la parte en una acotada y una no acotada. Luego hay n — 1 nuevas regiones acotadas y
esto prueba el paso de induccion.

Por lo tanto, el niimero total de puntos de interseccién mas el nimero de regiones acotadas es:

nn—1) (n—1)(n—2)
2 * 2

=(n— 1)2.

Se concluye nuevamente que, en cada componente acotada, hay un solo punto critico, pero ahora
podemos decir ademds, que en las componentes no acotadas no puede haber ninguno.

En las figuras 2.2,2.2 y 2.3 se muestran algunos ejemplos para algunos poligonos.

(a) Campo con un triangulo in-
variante y
H =1+22% — 6y — 322 — 3y%.

(b) Campo perturbado ya con
foco repulsor.

Figura 2.1. Campo simpléctico de H asociado a 3 rectas (izquierda). Perturbacién del campo
simpléctico, mediante —V H? (derecha).

(a) Campo con un cuadrado in-
variante y H = 444z —8z%y* +
Ayt — 82 — 8y?

(b) Campo perturbado ya con
foco repulsor.

Figura 2.2. Campo simpléctico de H asociado a 4 rectas (izquierda). Perturbacién del campo
simpléctico, mediante —V H? (derecha).

Se puede perturbar el sistema para que el centro se vuelva un punto fijo repulsor y todas las demas
trayectorias salgan de ahi y tiendan hacia la frontera como sigue:
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Si agregamos al campo un miltiplo escalar positivo (que puede ser arbitrariamente pequerno) del
gradiente de la funcién —H?, se obtiene un nuevo campo para el cual H deja de ser una constante
del movimiento para convertirse en una funcién de Lyapunov.

El punto interior del poligono sigue siendo un punto fijo, pero serd repulsor si es un maximo de H
y todas las demés trayectorias del nuevo campo tienen como limite la frontera del poligono.

Hacemos notar que el grado del nuevo sistema aumenta a 2n — 1.

(a) Campo con 5 rectas inva- (b) Campo con 5 rectas inva-
riantes. riantes y con foco repulsor.

Figura 2.3. Campo simpléctico de H asociado a 5 rectas (izquierda). Perturbacién del campo
simpléctico, mediante —V H? (derecha).

2.2. Campos de grado 2 con poligonos invariantes

Los campos polinomiales de grado 2 en R? son especialmente importantes, porque estdn relacio-
nados con los campos LV que preservan un poligono en R™. Veremos que hay muy pocos campos
polinomiales de grado 2 en R? que preservan un poligono y que, por lo tanto, hay muy pocos campos
LV en R™ que preservan un poligono plano. Esto nos llevara a buscar campos LV cuya dindmica se
concentre en poligonos con curvatura.

2.2.1. Campos de grado 2 que preservan el triangulo

Consideremos a tres rectas Ly, Lo y L3 que definen el tridngulo, S la unién de ellas y las componentes
conexas del complemento de S en R? denotandolas de la siguiente manera:

= 7T, el interior del tridngulo
» Uy,Us,Us, las regiones no acotadas adyacentes a una arista del triangulo

= V1, Vs, V3, las restantes regiones no acotadas.

Teorema 2.2. Si X es un campo cuadrdtico, no nulo en R2, que preserva un tridngulo, sus ceros
pueden ser:

A) Los tres vértices y un solo punto de equilibrio P que no estd en S. En este caso, el punto P
solo puede ser:

A1) Un centro, si estd en el interior del tridngulo o en alguna de las regiones V1,Va, 0 Vs.
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A2) Un punto silla cuyos valores propios tienen el mismo valor absoluto, si estd en alguna
de las regiones Uy, Us o Us.

B) Unicamente los tres vértices.

C) Los tres vértices y los puntos de una recta que pasa por dos de ellos.

Vo
New
U Us
T
(0,0) 1,0)
Vs U \Vl

Figura 2.4. Regiones generadas por 3 rectas que definen el tridngulo.

Demostracion. Mediante una transformacién afin, podemos llevar los vértices de cualquier tridngulo
a los puntos (0,0),(0,1),(1,0) y el campo se transforma conservando todas las propiedades que se
van a demostrar. Asi que supondremos que esos son los vértices.

Las componentes de cualquier campo cuadratico se pueden expresar como:

X = A1$2 + 2Bxy + Cly2 + Dix + Fhy + Fy
Xo = A2$2 + 2Bsxy + ng2 + Dox + Eoy + Fb

La condicién de que el campo sea horizontal en el eje z se traduce en Ay = Dy = F» = 0y la
correspondiente al eje y es C1 = Fy = F; = 0. Asi el campo X queda en

X, = A12? + 2B1xy + Dz

Xo =2Bsxy + ngQ + Eoy
La condicién de que en la recta z +y = 1, el campo sea perpendicular al vector (1, 1), implica que
Dy =—-A4y,Cy=—FEy =—(A1 — 2By — 2B3) y el campo se escribe como

X, = Az? +2Biay — Az

Xy = 2Byzy — Eoy® + Eay
con By = Ay — 2B; — 2Bs.

Si A; — 2Bs # 0 podemos suponer que A; — 2By > 0 (si no cambiamos X por —X). Entonces, el
unico punto de equilibrio fuera de S es P = (Py, P») con

E,

pP=—2
Y7 A - oB,
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Ay
Py=——
T A — 2B,
Y A 2B
P+ P —1=2L"271
1+ 2 A, — 28,
de donde

Ay = Py(A1 — 2By)
Ey =P (A —2Bs)
Ay — 2By =(P1+ P, — 1)(A1 — 2Bs)
Calculando el polinomio caracteristico de la matriz jacobiana de X en P se obtiene

_ AlEg(Al — 231)
Ay — 2B,

que se puede reescribir, por las relaciones anteriores como

A2

A2 — Py Py(P, + Py — 1)(A; — 2B5)?

De aqui se concluye que los valores propios de la matriz jacobiana de X en P son:

:E\/Plpg(Pl + Py — 1)(A1 - 232),

es decir, imaginarios puros cuando Py Po(P; 4+ P> —1) < 0 (caso Al del teorema 2.2), reales distintos
de suma 0 cuando Py Py(P; 4+ P, —1) > 0 (caso A2 del teorema 2.2) o ambos 0, (caso C) del teorema
2.2).

Falta ver el caso A1 — 2B5 = 0. El campo es entonces

X1 = LL‘(2BQ$ + 2Bly — 232)
X2 = y(?BgJJ + 2Bly — 231)
Si los numeros By, Bo, By — B son todos distintos de 0, los tnicos puntos de equilibrio son los

vértices del triangulo.

Si exactamente uno de los nimeros By, Bo, B1 — Bs es distinto de 0, entonces los puntos de equilibrio
son todos los puntos de una de las rectas y el vértice opuesto.

Si dos de los nimeros By, By o By — By son cero, entonces el tercero también lo es y el campo es
idénticamente 0. O

2.2.2. Campos de grado 2 que preservan poligonos de mas de tres lados

Si tomamos un poligono de més de tres lados, en general tres de sus lados formardn un tridngulo.
Un campo que deje invariante al poligono, dejard también invariante a ese tridngulo y tendra los
puntos criticos que se describen en 2.2. Pero alguna de las otras rectas que lo definen cortara dos
de los lados del tridngulo y tendrd mas puntos criticos de los ahi descritos. La tnica posibilidad es
que el campo sea nulo.

El tinico caso en que sus lados no formen ningun triangulo, es cuando el poligono es un rectangulo.
Mediante una transformacién lineal se puede suponer que se trata de un cuadrado con dos lados en
los ejes z y y, en ese caso, se puede ver facilmente (por el mismo método que en la demostracién

del teorema 2.2) que el campo tiene que ser de la forma:
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& = az(l—x)
gy = by(l-y) (2:3)

Luego puede ser nulo si a = b = 0, ir en forma paralela a uno de los ejes coordenados, en direccién
de un lado del cuadrado a su lado opuesto si a =0 o b = 0 y por ultimo puede ir de un vértice al
vértice opuesto cuando a # 0y b # 0, como se muestra en el ejemplo de la figura 2.5.

Figura 2.5. Campo cuadratico para valores a =1, b = 2.

Entonces hemos demostrado:

Teorema 2.3. Si X es un campo vectorial, cuadrdtico, no nulo en R? que preserva un poligono de
mds de tres lados, entonces el poligono es un rectdngulo y en su interior, el campo no tiene puntos
de equilibrio.

En el siguiente capitulo mostraremos cémo encajar el poligono de n lados en R’} de forma geométri-
ca, generando las ecuaciones de los vértices que lo definen.

20



Capitulo 3

El poligono de n lados encajado en
Rn

Recordemos que queremos construir un sistema LVK que generalice los sistemas ML, para eso
primero debemos de encontrar ecuaciones que nos generen poligonos regulares de n lados inmersos
en R . Para simplificar los clculos, podemos construirlos de tal forma que cada una de sus aristas
estén contenidas en uno de los hiperplanos coordenados z; = 0.

Un poligono de n lados (de hecho, un politopo de cualquier dimensién con n facetas) se puede
realizar combinatoriamente, mediante uno que esta dentro del simplejo unitario de R’} , de manera
que sus caras se encuentren en los diferentes hiperespacios coordenados.’ M4s interesante es tratar
de ver si se puede realizar geométricamente (o sea, isométricamente) de la misma manera.

En este capitulo vamos a mostrar una forma de hacer esto, en el caso de los poligonos regulares

b )
primero encontrando relaciones entre los vértices del poligono y posteriormente vamos a mostrar
las ecuaciones.

A continuacion se muestran algunos casos sencillos conocidos en la literatura.

3.1. Ejemplos de poligonos inmersos en R’} paran=3,4y 5
Para n = 3 el simplejo unitario, con ecuacion
T1+a9+23=1

y vértices

(1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

cumple las condiciones para generar un tridngulo en R3.

Para n = 4, el poligono se puede obtener facilmente, como el conjunto de puntos en Ri, que
cumplen con las ecuaciones:

X1 —|—ZC2:1/2

T3+ x4 = 1/2

I'Esto puede verse usando la transformacion de Gale (ver [11]) o, directamente por induccién en el nimero de
caras o facetas.
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sus vértices son (1/2,0,1/2,0), (0,1/2,0,1/2), (0,1/2,1/2,0) y (1/2,0,0,1/2) y sus aristas estdn
en cada uno de los hiperplanos coordenados.

Para n = 5, se conoce desde hace tiempo (ver [10]), que tomando las raices quintas de la unidad
(p® = 1), las ecuaciones:

R(p)a1 + R(p®)x2 + R(p®)xs + R(p")wa + 25 =0
S(p)ar + S(p*) w2 + S(p°)ws + S(p!)as =0
T1+ a9+ r3+a4+25=1

generan un poligono regular de 5 lados.

Uno de sus vértices es

Vil VB VA
5772 1072 10’

los otros se obtienen permutando ciclicamente las coordenadas.

Para dimensiones mayores, no es facil obtener la ecuaciones porque en general, los coeficientes seran
n puntos en R"~3, dificiles de visualizar?.

Entonces vamos a empezar por encontrar sus vértices y a partir de estos, sus ecuaciones.

3.2. Los vértices y sus ecuaciones
Suponemos que un vértice en R" se puede escribir de la forma
‘/1 = (alu a2,0a3,...,0an—-3,an—-2, 07 0)

porque, al pedir que cada una de las aristas esté en un hiperplano coordenado z; = 0, cada vértice

debe de tener dos componentes nulas, los demas vértices se obtienen con la permutacién ciclica de
p > p

las coordenadas de V.

Figura 3.1. Relacién entre 4 vértices consecutivos de un poligono.

2,Cuél es la coleccién de 7 puntos en R* que se pueden permutar ciclicamente mediante isometrias de R*?. Los
resultados que siguen responden a este tipo de preguntas, sobre las cuales se abundard un poco més al final del
capitulo.
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El poligono de n lados encajado en R™

Como queremos que los vértices estén en un mismo plano, entre 4 vértices consecutivos debe haber
relaciones lineales y son las siguientes:

Vi—Vz=s(Vo—V1)+t(V3 - V) (3.1)

(v las que se obtienen de las permutaciones ciclicas de los indices 1,...,n, aunque por la simetria
ciclica con la anterior es suficiente).

Para un poligono regular, los valores de s y de ¢t son: t = 27 y s = —1, donde 7 = cos(27/n).
Asi que, para obtener que los vértices V; formen un poligono regular, debemos tener que

Vi=Vs=Vi = Va+27(V3 = Va) (3.2)

o sea,

Vo= Vi =27(Vs = V2) = (Va — V). (3.3)

Aplicando esta relacién, a partir de la segunda coordenada de los vértices, obtenemos las igualdades:

as — a1 = 27’&1

a3 —as = 27(az —a1) — a1 = (4r?-1a
as —az = 27(ag — az) — (a2 —aq) = (87 —41)ay
aiy1 —a; = 27(a; —a;—1) — (@i—1 — a;—2)

Se sigue por induccién, que existe un polinomio ¢;(7) tal que

Aj41 — Aj = Ci(T)al

y que por lo tanto

.

Aj+1 = Cj(T) ai
j=0
Este polinomio debe cumplir que:
co(r) = 1
a(r) = 27
Ci4+1 T) = 27'01'(7') — Ci_l(T)
y
n—2
C; (T) =0
i=0
Cp—1 (T) =0

(ya que ap—1 = a, = 0).

Estas relaciones llevan a pensar en polinomios de Chebyshev y, en efecto, los de segunda especie
U;, definidos por la propiedad:

sen((i + 1)0)
sen(6)

quedan caracterizados por las tres primeras relaciones de recurrencia (ver [1]), luego ¢; = Us.

Ui(cos(0)) =
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Capitulo 3

Para ver que se cumplen las dos primeras relaciones obsérvese que:

Ur-1(7) = sotony =

¥y que

sen((i + 1)2m/n) _ S(p*h)
sen(27/n) S(p)

Ul(T) =

donde p es la raiz n-ésima de la unidad con argumento 27 /n.

Luego
n—2 ) n—2
n2 > St S e
Ui(r) = =2 == = 0.
2 U =50 30)

Entonces tomando

i
ai4+1 = <Z Ul(T)> aq.
i=0
obtenemos que los vértices V; nos definen un n-dgono plano (porque cumplen las relaciones lineales),
regular (porque la distancia entre dos sucesivos es constante) y se localiza dentro de un simplejo

(ya que la suma de todas las coordenadas de cada V; es constante).

Como todas las coordenadas se pueden escribir en términos del valor de aq,

‘/1 = (al, (ZUAT)) Al, «.., (Z Ul(T)> a1,0,0>

y para estar en el simplejo estdndar se tiene que cumplir que

1 n—3
a + (Z Ui(’?')> a+...+ <Z Ui(7)> a; =
i=0

=0

1 n—3
a <1+<Zvi(r)>+...+< UZ-(T)>> =1
i=0 =0

1 n—3
a; =1/ (1 + (ZUM)) o+ <Z Ui(7)>>
i=0 1=0

entonces los vértices pertenecen al simplejo unitario.

entonces

y al despejar queda:

Obsérvese que como sen(27j/n) es la parte imaginaria de las raices de la unidad, se tiene que los
vértices son de la forma:

(a17 az, ..., a2, 01, Oa O)

La coordenada de mayor subindice aparece 1 o 2 veces segin si n es impar o par.

Hemos demostrado el:
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El poligono de n lados encajado en R™

Teorema 3.1. Eziste un n-dgono regular en el simplejo unitario de R™ tal que interseca a cada
hiperplano coordenado en una de sus aristas y sus ecuaciones son:

Tr; — (27’ + 1)$i+1 + (27’ + 1)$i+2 — Ti43 = 0 (34)
parai=1,...,.n—3 y

ixi =1
=1

Demostracion. Sus ecuaciones se derivan de las que cumplen los vértices:

aip1 — a; = 27(a; — ai—1) — (@i—1 — ai—2)
o sea,
i1 — @ =27(x — 1) — (Tim1 — Ti—2)

O renumerando mediante j = ¢ — 2, se obtienen las ecuaciones béasicas que generan el poligono
regular plano en el simplejo unitario de R™ y son:

T — (27’ + 1)1‘j+1 + (27’ + 1)$j+2 — Xjy3 = 0
paraj=1,...,n.
De estas ecuaciones las n — 3 primeras son independientes, por lo cual, junto con la del simplejo

unitario, definen al n-agono.
O

Ejemplificamos esto para algunos valores de n, solamente se describird una coordenada, las restantes
se obtienen con la permutacion ciclica de las coordenadas.

El vértice del triangulo es:

Vi = (1,0,0)
El vértice del cuadrado es:
Vl - (%7 %7 07 0)
El vértice del pentagono es:
_ 1_ V6 VB 1 _ V5
‘/1 - (§_ﬁaT7§_ﬁ5070)
El vértice del hexdgono es:
_ (1111
Vl - (67575767070)
El vértice del heptagono es:
Vi = p(1,1+2cos(3),2cos(3E) — 2cos(3X) + 2,1+ 2cos(%),1,0,0)

con p=1/(6+ 6 cos(2) — 2 cos(22)).
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Capitulo 3

Figura 3.2. Configuracién de 5 puntos en R2.

3.3. La configuracién de los coeficientes y sus camaras cen-
trales

Un resultado colateral de este estudio sobre poligonos, es una versiéon explicita y simétrica de
los coeficientes de las ecuaciones que los definen (3.4). Los coeficientes forman una configuracién
especial de n puntos en R” 3, cuya envolvente convexa encierra al origen. Esta envolvente resulta
ser un politopo especial de dimensién n — 3, que parece ser interesante de estudiar. En el caso del
pentdgono, se obtiene un pentidgono més pequeno, con el origen en el centro de éste, formado por
las diagonales como se muestra en la figura 3.2.

En el caso de un hexdgono obtenemos un prisma triangular. Si consideramos las cdmaras en las
cuales queda dividido por los planos diagonales que pasan por tres de los vértices, resulta que el
origen estd en una pequenia cdmara central que tiene la forma de una bipirdmide triangular (que
no estd en posicién general porque hay cuatro caras que se cortan en un vértice). Para observar
distintas perspectivas se hizo un video que estd en la direccién: http://youtu.be/Wfo5-TaKziQ.

Figura 3.3. Vistas de la cAmara central en R? formada por 6 puntos.

Se observé que cuando se perturban los vértices del prisma (correspondiendo ahora a las ecuaciones
de un hexdgono asimétrico) se pueden obtener cdmaras interiores diferentes a la bipirdmide que
si estan en posicién general, con sélo 3 caras en cada vértice.

Con esto surgen otros prismas centrales que resultan de las intersecciones de los planos, se pue-
den ver los videos de las perturbaciones en las direcciones: http://youtu.be/10UmpLefJrM y
http://youtu.be/ybBORwmAUjo. Se muestran las algunas perspectivas en la figura 3.4.
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El poligono de n lados encajado en R™

Esto da idea de una rica geometria que se podria explorar en dimensiones superiores, tratando de
entender las relaciones entre el politopo y sus posibles camaras centrales, la relacién de éstas con
el poligono, etc.

Pero por el momento no nos desviaremos de los sistemas dinamicos y dejaremos esta investigacion
para un trabajo posterior.

Figura 3.4. Vistas de la perturbacién a la cdmara central en R3 formada por 6 puntos.
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Capitulo 4

Campos vectoriales LVK en R
con poligono portador

En el presente capitulo, se construyen campos Lotka-Volterra-Kolmogorov (LVK) que tienen a un
poligono regular de n lados inmerso en R}, portador de su dindmica.

Para ello se construye en primer lugar, un campo Lotka-Volterra (LV) X al que llamaremos bdsico,
que tiene al poligono como atractor y se anula en él. Este campo es una adaptacion del cons-
truido de manera general en [3] con variedades dngulo-momento invariantes asociadas a politopos.
Desarrollaremos en concreto este campo, especialmente para el caso de poligonos regulares.

Por ser este campo nulo en el poligono, dentro de sus perturbaciones se pueden realizar distintas
dindmicas en su interior. Veremos que podemos modificarlo de manera que tenga un tnico punto
de equilibrio en el interior del poligono, que puede ser un centro o un foco. Esto se realizara con un
campo LVK, que serd de grado alto.

La construccion se hara de acuerdo a los siguientes pasos:

= Usaremos los resultados del capitulo 3 para encajar el n-dgono regular en R’} de manera
que sus aristas estén en los subespacios {x; = 0} y esté contenido en el simplejo estdndar

A, = {(:Cl,IQ,. ..,In) S Rn| Z T; = 1}
i=1

s Usando los resultados de [3], construiremos el campo LV bésico X cuyo atractor es el poligono
y también sus perturbaciones LVK.

4.1. Construccion para dimensiones 2 y 3

Empezaremos con la descripcién para el segmento en R? y para el tridngulo en R?, ademds de
construir el campo basico mostraremos sus perturbaciones LVK que dejan fijo al simplejo y sus
deformaciones que producen un centro o un foco en su interior y extenderemos las ideas para el
caso de un cuadrado en R* y un pentdgono en R® en las siguientes secciones.

4.1.1. El segmento en R?

Consideremos el segmento (simplejo estdndar en R?) Ay = {(z,y) € R |z +y = 1} y el campo X
cuyas componentes son:
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Capitulo 4

z = z(l—z—y)
y(l—z—y) (4.1)

éste es un campo radial y tiene a Ay como atractor global, pero su dindmica sobre él no es muy
interesante, pues se anula ahi.

Ademiés del simplejo, buscamos que los ejes coordenados permanezcan invariantes, por eso se pro-
pone perturbar al campo base agregandole un campo (que puede ser arbitrariamente pequefio si lo
multiplicamos por un escalar), de la forma:

—VH3 = -V(zy)* = —2zy(y, v),

para que el campo deje invariante Ao, debemos de tomar solo la proyeccién del campo anterior,
sobre el simplejo estandar,

~2ayly, ) + 2feyly, ) - (1, D](5,3)

al simplificar, resulta un campo al que le llamaremos Y con componentes:

i o= ayle—y)
) = yely—2) (42)

Si le sumamos a X este campo multiplicado por una constante, se obtiene el campo X +¢ Y dado
por:

& o= r(l-z-y(l-e(x-y)
= y(l-y—z(1l-ely—2a)) (4.3)

El campo anterior es cubico, por lo tanto es LVK y cumple que sigue siendo tangente al simplejo,
pero ahora hay un sélo punto de equilibrio en su interior que es atractor. En el caso de la diferencia
X — Y éste sera un punto silla. En la figura 4.1 se muestran ambas dindmicas.

(a) Campo con un punto atractor sobre el  (b) Campo con un punto repulsor sobre el
simplejo unitario de R2. simplejo unitario de RZ.

Figura 4.1. Simulaciones asociadas al caso bidimensional.
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Campos vectoriales LVK en R} con poligono portador

4.1.2. El tridngulo en R?

Consideremos el simplejo unitario en R? y el campo X con componentes’

z = az(l—xz—y—2)
— y-ay-2)
2 = z(l—-xz—y—2) (4.4)

este campo es radial, tiene al simplejo unitario como atractor global y se anula en él. Observamos
también, que tanto el simplejo como el campo, son simétricos con respecto a la permutacion ciclica
de las coordenadas.

Para hacer més interesante este campo, le podemos agregar como en la secciéon anterior, un campo
que deje invariante a las aristas, en este caso las ecuaciones de las aristas del simplejo estan dadas
simplemente por las variables y por lo tanto podemos buscar un campo que:

= Conserve el producto Hz = zyz

= Preserve el simplejo unitario xr +y+ 2 =1

Como campo perturbador Y, proponemos al producto vectorial de los gradientes de Hs y de z+y+z,
sus componentes son:

i o= a(z-y)
= ylr—2)
2 = z(y—=x) (4.5)

Observando que X también preserva Hj, tenemos que la suma X + ¢ Y preserva tanto a H3 como
al simplejo y que tiene en éste un centro alrededor del cual giran los puntos siguiendo o6rbitas
cerradas.?

El campo X + ¢ Y tiene componentes:

= z(l—2z—(1-2)y—(1+4¢)z2)
= yl—(1+ez—-y—(1—¢)z)
2 = 20—-Q—-¢g)lz—(1+e)y—2) (4.6)

En este caso el campo sigue siendo LV, si —1 < € < 1 es un campo May-Leonard como los estudiados
en el capitulo 1, con valoresa =1—cy f=1+¢y ademds o + 8 = 2.

Tomando en cuenta lo expuesto en el capitulo 1, sabemos que tanto el origen y los vértices del
. [ 111

tridngulo son puntos criticos y el punto (g, 5 g) es un centro.

Buscamos romper el centro del campo X 4 ¢ Y para encontrar las otras dindmicas presentes en los

campos ML. Para esto, le sumaremos un miltiplo escalar del gradiente de H3, pero modificado, de

tal manera que se preserven las ecuaciones del triangulo de la siguiente manera:

Si sélo se toma la proyeccién de VHZ sobre el simplejo, el tridngulo seguird siendo invariante. A
continuacién escribimos la construccién de la proyeccién de VHZ sobre el simplejo:

1Este campo ya fue utilizado por Smale en [12] para el simplejo unitario en general en R".
2Las mismas propiedades que estamos estableciendo valen para cualquier combinacién lineal de aX + bY con
a>0yb#0.
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Z—H, (VHg— (VH3-(1,1,1)(%,%,%))> (4.7)

y se obtiene el campo cuyas coordenadas son:

T = —xyz 2 z— lx — 19cz
e LA R
2 1 1
y o= —xyz (5:102 — 3% - gyz) (4.8)
. 2 1
e At

Para generar la perturbacién al campo X 4+ ¢ Y le sumamos 1Z, de esta forma obtenemos las
componentes del campo perturbado X +¢Y +nZ:

2 1 1
T = x<1—x—(1—5)y—(1+az)—nyz(gyz—ga:y—ga:z)>
. 2 1 1
gy = yll-(O0+e)x—y—(1—-e)z—nzz 382~ 3%~ 3Y2 (4.9)
. 2 1 1
2 = z(1-(Q—-gz—(14+e)y—z—nay | czy — —xz — —yz
3 3 3
En la figura 4.2 se muestra la dindmica de ambas perturbaciones.
(a) Campo X + ¢ Y. (b) Campo X +¢Y +nZ.

Figura 4.2. Caso tridimensional de la perturbacién, centro y foco repulsor.

Este campo tiene un foco repulsor en el punto (%, %, %) pero sigue teniendo las siguientes propie-
dades heredadas del campo X +¢ Y:

= El simplejo unitario es preservado, el infinito y el origen son repulsores porque el campo Z
que se agregé es perpendicular al vector (1,1,1).

= El tridngulo es un atractor global, pero ahora Hj es decreciente a lo largo de las trayectorias
y en particular las del simplejo se separan del punto de equilibrio y tienden todas al borde
del triangulo.
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» Este comportamiento es igual al del modelo de May-Leonard, la desventaja es que tiene grado
mayor y por lo tanto no es de tipo LV.

4.2. El cuadrado en R*

Recordando la ecuacién 3.4 del capitulo 3 con el valor de 7 = cos(27/4) = 0 se obtuvo que para el
cuadrado, el primer vértice es:

11
272
los restantes se obtienen con la permutacién ciclica de las coordenadas y las ecuaciones que lo
definen son:

i = ( 0,0),

1 —rot+ax3—24 = 0
1+ To+a3+24 = 1. (4.10)

Por lo que se mostrara en la seccién 4.4, el campo base estd dado por las ecuaciones:

17.1 = xl(l — 2$1 — 2$3)
,fg = 1'2(1 — 25[:2 — 21‘4)
17.3 = xg(l — 2$1 — 2$3)

17.4 = $4(1 — 2{E2 — 2$4) (411)

El campo X es tipo LV de competencia y cumple las siguientes propiedades:

= El cuadrado es un atractor de todo punto en Ri.
= Sus ecuaciones son ciclicas.

Para demostrar que el cuadrado es atractor, destacamos que la dindmica en las coordenadas 1 y 3
es independiente de las coordenadas 2 y 4, ademéds se cumple lo siguiente:

a) Los unicos puntos criticos son los que estén sobre el cuadrado.

b) Si nos restringimos a las coordenadas 1 y 3, el campo X es radial en las coordenadas z1, 23
y la ecuaciéon 1 — 2z7 — 2x3 = 0 es una superficie atractora para esas coordenadas pues si
1 —2x; — 223 > 0 tanto 21 como x3 son positivos y si 1 — 2x; — 223 < 0 tanto ;1 como x's
son negativos.

¢) Con la restriccién a las coordenadas xo y x4 el campo X se cumplen las mismas propiedades
senaladas en el inciso b) pero con superficie atractora 1 — 2z — 2x4 = 0.

Los argumentos para mostrar que el cuadrado serd atractor de cualquier punto x & Ri, se basan
en lo siguiente: supongamos que las coordenadas x;,x3 cumplen con 1 —2z; — 223 > 0y z2 y
x4 cumplen con 1 — 2x9 — 2z4 > 0 entonces xy y s son positivos haciendo que las coordenadas
x1,x3 converjan a la superficie 1 — 2z — 2x3 = 0 pero también se cumple que x5 y ¥4 son positivos
esto también ocasiona que o, x4 converjan a la superficie 1 — 229 — 224 = 0, haciendo al cuadrado
atractor, los otros casos se demuestran de forma parecida.

El infinito es repulsor ya que el campo es radial en las coordenadas x1,x3 y también en xo, x4,
ademas si z1,z3 cumplen que 1 — 2x; — 2x3 < 0 el campo es atractor, o si x3, 24 cumplen que
1 —2x9 — 224 < 0 también el campo serd atractor en esas coordenadas, por lo que no puede haber
ninguna trayectoria que diverja.
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4.2.1. Perturbacién LVK del cuadrado para generar un centro

En la seccién anterior, se mostré una forma de generar un campo LV que tiene como atractor a un
cuadrado y ya que la dindamica sobre él es muy simple, queremos producir otro tipo de dinamicas,
pero que dejen al cuadrado invariante y siga siendo atractor.

Generaremos un campo perturbador al que llamaremos Y para producir un centro en el cuadrado
y éste seguira siendo invariante.

Queremos que los hiperplanos coordenados x; = 0 (con ¢ = 1...4) y el cuadrado sigan siendo
invariantes, por lo que el campo Y debe ser tangente a ellos.

De las ecuaciones 4.10, que definen al cuadrado y la funcién Hy = zizox3zs se tomaron sus
gradientes para hacer la matriz

€1 €9 €3 €4
1 1 1 1
1 -1 1 -1

T2T3T4 T1T3L4 T1X2T4 T1X2T3

El campo Y estard formado por los menores de esa matriz con su signo (es decir, Y es el producto
vectorial de los tres gradientes), de esta forma se tiene que sus componentes son:

1 = 2z1x3(r2 — 24)
Yo = 2xox4(w3 —21)
¥s = 2x123(T4 — T2)
Yo = 2xoxy4(z1 — 23) (4.12)
asi el campo perturbado X + €Y es:
Z1+eyy = x1(1 — 231 — 2w3 + 2ewomy — 2ex324)
Zot+eys = x2(l — 29 — 2wy + 2ex324 — 26X124)
ZC.3 + Eyg = Ig(l - 2171 - 2173 + 26$1£C4 — 25171172)
Zo+eys = x4(l — 229 — 2wy + 2em 29 — 26X2203) (4.13)

El tinico punto critico en el interior de R* es el punto P = (%, %, %, i) y sus valores propios son:
ie/4
—ig/4
-1
-1

Para demostrar que el cuadrado siguie siendo atractor, nos auxiliaremos de las funciones H, =
r1xox3x4 Yy H1 = ©1 — 29 + 23 — x4, mostraremos que X es transversal a Hy y ademads es creciente o
decreciente respecto a las superficies de nivel de Hy de acuerdo a la posicién relativa con el simplejo
unitario.

Al campo Y lo construimos de tal forma que fuera tangente a las superficies de nivel de Hy y de
H, por lo que:
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(X+¢eY)-VH, = X-VH,=
—2$1$2$3$4(2$1 + 223 — 1) — 2$1$2$3$4(2$2 + 224 — 1) =
—4H4($1 +axotxstas—1) = —4H A (4.14)
donde A, es el simplejo estandar en R* y también,
1
(X+¢eY) -VH) = —(x1 —xa+ 23 — 24)(x1 + 2 + 23 + 24 — 5) (4.15)

De 4.14 tenemos que si x € Ri y satisface la ecuacién

1 +ax2+x3+24—1>0

entonces,

(X +¢eY) - VH, <0
por lo tanto, si el punto x estd en un simplejo mayor a 1, el campo X 4¢Y hard que la curva solucién

cruce transversalmente a las superficies de nivel de H, para aproximarse al simplejo unitario.

Si el punto x estuviera en un simplejo menor a 1, la desigualdad se invierte y el campo X + €Y
hara que la curva solucién sea creciente en H, para aproximarse al simplejo unitario.

4.2.1.1. Constante de movimiento para el cuadrado con un centro

Dentro del simplejo unitario, podemos despejar cualquiera de las variables para ponerla en términos
de las restantes, sin pérdida de generalidad,

T4 =1—21 — 29 — 73,

al sustituir este resultado en 4.15 y simplificar se tiene que:

1

esto indica que se tiene el comportamiento de la subseccién anterior (4.2) y podemos afirmar que
dentro del simplejo unitario, las soluciones tienden al cuadrado.

Para mostrar que sobre el cuadrado se forman centros, hacemos notar que ahi H4 es una constante
de movimiento y ademads los valores del cuadrado, anulan simultaneamente las ecuaciones 4.14 y
4.15 (ya que las ecuaciones del cuadrado son precisamente H; = 0y Ay), los puntos del cuadrado
forman parte de las curvas interseccion del Hy y H; = 0 que son curvas solucién del sistema y la
interseccién forma los centros.

Para observar la interseccién, se puede parametrizar al cuadrado de la siguiente forma:

1 1

(5 — I3, 5 - £C4,£C3,CC4)

conzg € [0,1/2] y x4 € [0,1/2], la figura 4.3 muestra las curvas de nivel de Hy cuyos valores varian
de 0 a 1/4%.
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Figura 4.3. Curvas de nivel de H, intersectando al cuadrado.

4.2.2. Perturbacién LVK del cuadrado para generar un foco

Para generar las otras dinamicas que aparecen en los sistemas ML, se buscé romper el centro.
Para ello, se perturb6 al campo X + €Y con un campo Z, buscando que el cuadrado siguiera
siendo invariante, asi como los hiperplanos coordenados, por esto se eligié al campo definido por

—V(H?) = —H4V Hy, pero como queremos que este campo sea tangente al cuadrado, tenemos que
tomar solamente la proyeccién sobre el cuadrado.

La proyeccién es:

— H,(VHy—VH;-(1,-1,1, —1)% —VH,-(1,1,1, 1)%) (4.16)
al simplificar, sus componentes quedaron asi:
71 = 3621 (12030307 — wiried)
o ?Q(x%xgxg:m x1x3x4)
Z3 = x—;(iﬂﬂ%%fl&l wiwsey)
Zy = x24 (zimox3zy — xiviad) (4.17)
Entonces las componentes del campo X + ¢ Y + nZ son:
1 +ey1+nZ1 = 1 (1 — 2x1 — 223 + 2ex903 — 26374 + gxlxgzzrgxi — ﬁx%x%xi
To+eya+n2a = T9 (1 — 219 — 224 4 2ex304 — 26174 + gxlxgac%m — —x%x%xi)
T3 +eYys+nzs = a3 (1 — 221 — 223 4 2ex 114 — 267122 + gx1x§x3x4 — —xl%xi)
Tya+eys+nzy = x4 (1 — 229 — 224 + 262122 — 262223 + gx1x2x3x4 x1x2:173) (4.18)

El tnico punto critico en el interior de R* sigue siendo el punto P = (1,1 1 1)
1040401

Haciendo un anélisis de sus valores propios se obtuvo:
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N4 ose
1006 T 1
_n_
2096
—1
—1

por lo que P es un foco atractor si n < 0 y foco repulsor si n > 0.

Para demostrar que el infinito es repulsor se utilizé a la funcién Hy = x1 + 22 + x3 + x4, al hacer
el producto punto (X + Y 4+ nZ) - VH; y simplificar quedé:

(X +eY +92)-(1,1,1,1) =
—[(x1 + 23)(221 + 223 — 1) + (22 + 24) (222 + 224 — 1)] < 0

por lo que el campo perturbado es transversal a las superficies de nivel de H; y el infinito es repulsor.

Con los anteriores argumentos sélo podemos afirmar que el cuadrado sigue siendo atractor, para
mostrar que el cuadrado es atractor global, falta demostrar que no hay ciclos limite o algo ma&s
exdbtico, sélo tenemos evidencia numérica de que efectivamente el cuadrado es atractor, presentamos
a continuacién las simulaciones del centro y del foco repulsor asociados al cuadrado en la figura 4.4.

(a) Campo X + €Y (b) Campo X +¢eY +nZ

Figura 4.4. Proyecciones a R? de las perturbaciones al campo X para generar centros y focos.

Hemos demostrado:

Teorema 4.1. Existen campos vectoriales LVK en Ri que tienen a un cuadrado como atractor en
el interior de Ri con un punto de equilibrio en el centro del cuadrado que puede ser:

a) un centro, cuyas trayectorias cerradas folian el cuadrado, (en este caso el cuadrado seria
atractor global)

b) o un foco que puede ser repulsor o atractor y cuyas trayectorias tienen como conjuntos limite
al foco y a la frontera del cuadrado (conjetura basada en evidencia numérica).
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Estos campos vectoriales son invariantes bajo permutaciones ciclicas de las coordenadas y cambian
de signo si se invierte el orden de las mismas.

Este es el arquetipo para construir campos base X LV en R’} con un poligono regular de n lados
como atractor que al perturbarlos con campos LVK dan origen a centros o focos atractores y
repulsores, cuyas trayectorias tiene como conjuntos limite al foco y a la frontera del poligono.

4.3. El pentagono en R®

Para construir el pentdgono regular en Ri se usaron los resultados del capitulo 3, el primer vértice
es:

V5 V5

1
107572

ot

i = (

N =

los restantes se obtienen con la permutacién ciclica de las coordenadas, por lo visto en el capitulo
3 sus ecuaciones estan dadas por:

— @21+ Dzs+ 27+ 1)zs — 24
To — (27’ + 1)$3 + (27‘ + 1)1‘4 — x5 =
1 +rot+ax3trst+as = 1 (419)

con 7 =cos(E£) =+

&

Por el procedimiento general que se mostrara en la seccién 4.4, las componentes del campo base X
estan dadas por:

¥ = (M+1—(3+\/5)x1—(1+\/5)w3—(1+\/5)$4)

iy = (ﬂ+1—(3+\/5)w2—(1+\/5)$4—(1+\/5)x5)

Xy = (£+1—(3+\/5)x3—(1+\/5)x4—(1+\/5)x1)

Ty = (3\—f+1—(3+\/5)x4—(1+\/5)x5—(1+x/5)x2)

e — (ﬂﬂ_m¢5>x5_(1+¢5>x1—<1+¢5>x3> (4.20)

El campo X es un campo LV, para verificar que el pentagono es atractor, se hizo lo siguiente:

X -VHy = (5 + 3\/5),@15[:21:3,@41:5(1 — X1 — Ty — T3 — Tq — 1'5) (421)
donde H5 = X1X2T3T4T5.

Usando 4.21 se puede ver que si un punto x € Ri se encuentra en un simplejo que no es el unitario,
la solucidn es transversal a las superficies de nivel de Hs. Si X estd en un simplejo menor al unitario,
la solucion debera cruzar las superficies de nivel de Hys de forma creciente hasta llegar al simplejo
unitario, en caso de que x esté en un simplejo mayor al unitario el cruce sera decreciente, por lo
que podemos concluir que el simplejo es atractor global de X.
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Dentro del simplejo unitario, hay un conjunto de puntos criticos formando el pentagono, las ecua-
ciones bi-paramétricas del plano que contiene al pentadgono son:

V5 —1

o= (2v5 = 5(1 + V)4 + 1025)
Ty = \/52(; 1(5 +5— 10z4 — 10x5)
T3 = \/52(; 1(2\/5 + 1024 — 5(1 + V5)xs) (4.22)

mientras que los valores propios de los puntos sobre el pentdgono son:

V5
335 1

— 5 4 11/(250 + 50v/5)a% + (250 + 50v/B)a2 — 100v/5aazs — 1002 — 100zs + 20
15— %\/(250 + 50v/5)z3 + (250 + 50v/5)22 — 100v/5z425 — 10024 — 10025 + 20
0
0

El polinomio cuadratico

(250 + 50v/5)z2 + (250 4 50v/5)22 — 100v/5z425 — 10024 — 10025 + 20

es definido positivo, su valor minimo se alcanza cuando todas las coordenadas valen %, el valor del
polinomio en ese punto es 0. El punto coincide con el centro del pentagono y al ser un pentédgono
regular, el valor maximo se alcanza en los vértices, pero ahi el valor de la forma cuadrética es
20 pues x4 = 0 y x5 = 0, lo que implica que el segundo valor propio es negativo, por lo que el
pentagono es atractor.

Para demostrar que el pentagono es atractor global nos faltaria demostrar que el infinito es repulsor
y que no hay ciclos limites dentro del simplejo unitario o algo méas exdtico, sélo podemos tener
evidencia numérica de que es atractor global por las simulaciones que presentamos.

4.3.1. Perturbacién LVK del pentagono para generar un centro

Generaremos un campo perturbador Y para producir un centro en el pentdgono como se hizo para
el cuadrado.

De las ecuaciones que definen al pentdgono 4.19 junto con la funcion Hs = x1zez32475 se tomaron
sus gradientes para hacer la matriz:

€1 €9 €3 €4 €5
3v5+5 3v5+5 3vV6+5 3v5+5 3vV5+5
2 2 2 2 2
R T o e
_1_ V5 1. V5 _
0 1 2 2 2 + 2 1

L2T3T4T5 T1T3T4T5 T1L2L4L5 L1 L2L3L5 L1 L2 L3 L4

El campo Y estard formado por los menores de esa matriz con su signo (es decir, Y es el producto
vectorial de los 4 gradientes), de esta forma se tiene que sus componentes son:
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P 5(\/5; 2) (VB = 1) (s — wa)avs + 20> — w5)asna) i1
b = @ ((VB+ 1) (s — w1)zazs +2(es — w5)0123 ) 23
s = @ ((VB+ 1)(@a = wa)zsan + 2(ws — 21)2w4) 2
o = @ (V5= 1)1 = w)wgws + 25 — w5)2122) 24
g = W ((VB = 1)(@2 = wa)zas + 21 - wa)rzws) @

asi las componentes del campo perturbado son:

3V5

Bt e = (T+1—(3+\/5)x1 — (14 VB)zs — (1 + VB)zs +
e w ((V5 = 1)(w5 — wa)aws + 22 — w5324 )
io+ €y = xg(?’\Terl— (3+V5)w2 — (1 +V5)zy — (1 + V5)as +
: w (V5 +1)(@5 — a)waws + 24 — w5)2123) )
Byt ey = (3\Tf+1—(3+\/5)x3—(1+\/5)14—(1+\/5)xl+
¢ M (VB4 1)(@1 = @)asar + 2z — 21)w201) )
Gatejy = (3\Tf+1—(3+\/5)x4—(1+\/5)x5—(1+\/5);52+
’ m (VB = 1) (@1 — w2)zazs +2(ws — z3)a15) )
O (3\Tf+1—(3+\/5)x5—(1+\/5):z:1—(1+\/5)x3+
¢ @ ((\/5 — 1) (2 — 23)zams + 211 — x4)x2x3) ) (4.23)
El tinico punto critico en el interior de R® es el punto P = (£,2,1 1 1)y sus valores propios son:

V5
35 1

/250 + 1105
—££4/250 + 110v/5

_1_§
15

5

Esto indica que el pentagono sigue siendo atractor y que es posible tener sobre él centros, en la
siguiente subseccion se mostrara que efectivamente hay centros que folian al pentagono.
4.3.1.1. Constante de movimiento para el pentagono con un centro

Para analizar que sobre el pentdgono se generan centros, se usé el hecho de que el pentagono
esta inmerso en el plano generado por las ecuaciones 4.19 y su parametrizacién estd dada por las
ecuaciones 4.22.
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Se propone como constante de movimiento a Hs = zixoxsxsxs. Al hacer el producto punto de
X + €Y con el gradiente de Hj y simplificar quedé:

VH5(X+6Y) = (5+3\/5)(1—£L‘1 —$2—$3—$4—$5)
Esto nos dice que si x pertenece al simplejo unitario, Hs es una constante de movimiento, como

sabemos que hay un plano invariante (donde estd el pentdgono), la interseccién de Hj y el plano
generaran curvas solucion que son centros como lo hacemos notar en la figura 4.5.

Estas curvas se pueden visualizar si se sustituye en Hy la parametrizacién del pentagono 4.22. Los
valores de las curvas de nivel asociadas a Hs varfan de 0 a 1/5° desde el vértice hasta el centro.

Figura 4.5. Curvas de nivel de Hj intersectando al pentagono.

4.3.2. Perturbacién LVK del pentagono para generar un foco

Para romper el centro, se perturbé el campo X + €Y con un campo Z, obtenido de la proyeccion
sobre el pentdgono del campo definido por —H5V Hs como en caso del cuadrado 4.16, al simplificar
quedo:

4 = %8””3””5[((1 — VB)a1 — 6x)zaws + ((3 4+ V5)Ts + 223)a1 72

P %8””4””%[((1 —VB)z3 + (V5 — 3)z1)) 2324 + (4 + 2V6)z3 — (24 2V5)z4)2122]

ty = TR 30 + s )rawams — (V5 + 2)(w + wa)erazs + (25 — 2)araamaas]
L = 7“””%””251”8””4””5 (1 = VB)aa + (VB = 3)as))zazs + (4 + 2V5)as — (2 + 2v/5)wa)aaws)

5 = 7“””1””551”8””4””5 (1= V5)as — 6xa)123 + (3 + VB)a1 + 225)w475)

Al agrupar los 3 campos se obtiene:
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iy +eg+ni = (¥+1—(3+\/5)x1—(1+\/5)x3—(1+\/5)x4
+e W (V5 = 1)(@s = wa)wsws + 2z — w53z )
+n%gix5[((1 — VB)a1 — 6a2)zsas + (3 + VB)as + 2a5)w122) )
o+ e +nip = (%—i—l—(3+\/5)x2—(1+\/3)x4—(1+\/5)x5

+e @ ((\/5 + D)3 — x1)maws + 2(2a — x5)x1$3)

$1$3I4$g

o (A= VB)as + (V5 — 3)a1))wsws +
(44 2v5)z3 — (2+ 2\/5)334)1:13;2])
(%—i—l— (34+VB)x3 — (1 +V5)zs — (1 +V5)2
5(v/5 + 3)
e

I3+ eys +niz =

(\/5 + 1)(xg — w2)xs521 + 2(25 — xl)x2x4)

%[(ﬁ5 + 3)(x1 + x5) w2374
—(2V5 + 2) (22 + z4)z 12375 + (2V/5 — 2)x1x2:174x5])
Ty +€Ya+nia = (%4—1—(3-1—\/5)964—(1-1-\/3)965—(14—\/5)962

+e @ ((\/5 = 1)(z1 — z2)w3ws + 2(25 — x3)x1x2)

%[((1 —VB)zg + (V5 — 3)a5))zows +
((4+2VB)zs — (24 2v/5)a2)azs) )
ds5 +efs + iy = (¥+1—(3+\/5)x5—(1+\/5)x1—(1+\/5)x3
e @ (VB = 1) (s — wa)zazy +2(w1 — w4)33)
+n%[((1 — VB)as — 6za)arzs + (3 + VB)a + 2w5)z4as))

El tinico punto critico en el interior de R® del campo X + €Y +nZ sigue siendo P = (+,1 1 11

Haciendo un anélisis de sus valores propios se obtuvo:
Fo0625 T 55V 250 + 110v/5
To0k55 — 251250 + 1105

-1- ﬁ o 781"250(1 + \/5)
-1 5t 781"250(1 + \/5)

Por lo que P es un foco repulsor si 7 > 0 y es un foco atractor si n < 0.
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Faltaria demostrar que el campo X + €Y + nZ tiene como atractor global al pentagono, pero no
hemos podido encontrar una funcién de Lyapunov que sirva para este propdsito, esto quedard para
un trabajo posterior.

Hemos demostrado:

Teorema 4.2. Fxisten campos vectoriales LVK en Ri que tienen a un pentdgono como atractor
en el interior de Ri_ con un punto de equilibrio en el centro del pentdgono que puede ser:

a) un centro, cuyas trayectorias cerradas convergen a la frontera del pentdgono.

b) o un foco que puede ser repulsor o atractor, y cuyas trayectorias tienen como conjuntos limite
al foco y a la frontera del pentdgono (conjetura basada en la evidencia numérica)

4.4. Construccion del campo base en R’

Los vértices del poligono satisfacen las ecuaciones:

Ij — (27’ —|— l)ijrl —|— (27’ + 1)Ij+2 — Ij+3 = O (424)

para j = 1,...,n. Las primeras n — 3 son independientes y junto con el simplejo estandar, definen
el n-agono.

De estas escuaciones podemos obtener un campo Lotka-Voltera como sigue:

Haciendo un cambio de coordenadas: ¥; = y? obtenemos ecuaciones para una variedad a la que
llamaremos Z en R™ que es una intersecciéon de cuddricas dadas por las ecuaciones

Y- 2r+ Dyl + 2+ )y, — i3 =0, j=1...n-3 (4.25)
> kyl-1=0 (4.26)
1=1

Si denotamos a f; como el lado izquierdo de la j-ésima de esas ecuaciones para j = 1...n — 2,
entonces, se sigue de la construccién general hecha en [3], que el potencial es:

n—2
V= — Z f]?7 (4.27)
j=1
donde V' toma su maximo valor de 0 en Z y es negativa en todo lo demas.

Entonces, el campo Y = VV, tiene a Z como una variedad atractora invariante (de hecho todos
sus puntos son puntos fijos), y como se muestra en [3] sabemos que Z es una variedad invariante
normalmente hiperbédlica de Y.

Las componentes de Y son de la forma

Yvi = yi(bi — Z bwy?) (428)
Jj=1

Regresando a las coordenadas z; se obtiene un campo X en R” con componentes >
p + p

3El campo en las coordenadas x; tendrs un factor de 2 en cada componente, que se quita para obtener X sin que
cambien sus propiedades cualitativas.
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n
Xi = wi(b; — ZbijIj) (4.29)
j=1
Entonces X tiene al poligono como invariante y todos sus puntos son puntos fijos y atractores.

Es claro que por el mismo procedimiento se puede demostrar este resultado para cualquier dimen-
sién, por lo tanto tenemos:

Teorema 4.3. Ezisten campos vectoriales LVK en Rl que tienen un n-dgono invariante, que es
atractor en el interior de R} y con un punto de equilibrio en el centro del n-dgono que posee
cualquiera de las siguientes dindmicas:

a) Un centro cuyas trayectorias cerradas se acumulan en la frontera del n-dgono, o
b) Un foco repulsor cuyas trayectorias son espirales asintdticas a la frontera del n-dgono (en este
caso se tiene la conjetura basada en evidencia numérica).

A continuacién se muestran las simulaciones del centro y del foco repulsor asociados al pentdgono
en R (figura 4.6) y al hexdgono en RS (figura 4.7).

(b) Campo X +€Y +nZ con foco

(a) Campo X + €Y. repulsor.

Figura 4.6. Perturbaciones LVK para el pentagono.

(a) Centro. (b) Foco repulsor.

Figura 4.7. Perturbaciones LVK para el hexagono.
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Perturbaciones LV

Un problema también interesante es el de encontrar perturbaciones que sean de tipo LV para
dimensiéon n > 3 y que se encuentren dindmicas como las expuestas en el capitulo 4 para extender
las ideas de [9].

Para poligonos de mas de 3 lados el problema es dificil, demostraremos en la secciéon 5.1 que, a
diferencia del caso n = 3, con los campos LV que dejan invariante al poligono plano no se obtie-
nen dindmicas interesantes sobre él. Las dindmicas interesantes se pueden encontrar en poligonos
curvilineos cercanos al poligono plano. Esto lo demostraremos usando la teoria de estabilidad de
variedades invariantes normalmente hiperbdlicas.

Se pueden observar en las simulaciones numéricas, campos que tienen un foco repulsor con las
caracteristicas del sistema de May-Leonard, pero no hemos podido demostrar rigurosamente que
se tienen exactamente los comportamientos del sistema de May-Leonard, debido a que