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Índice de cuadros
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A mi comité tutoral el Dr. Héctor Sánchez Morgado y Dr. Gilberto Flores Gallegos por sus consejos y
observaciones pertinentes.

Al Dr. Vı́ctor F. Breña-Medina por sus sugerencias para el enriquecimiento de este trabajo.

vii





Caṕıtulo 1

Introducción

1. Preliminares

El estudio cualitativo de sistemas dinámicos ha sido de fundamental importancia en la ciencia; por ejemplo, en
el entendimiento del caos y de la turbulencia; éste último concepto es de interés en tecnoloǵıas sofisticadas (veáse
[51]). En particular, las teoŕıas y métodos que tienen estructura variacional son utilizados en el análisis de sistemas
gradiente, que pueden ser extendidos a espacios de dimensión infinita, lo cual se logra mediante la utilización de
la teoŕıa de semigrupos de operadores (veáse por ejemplo [28, 45, 47, 51]). En el tipo de sistemas que tienen
estructura variacional, se encuentran aquéllos que están asociados a ecuaciones diferenciales parciales de evolución.
En este contexto, las soluciones de equilibrio de estos sistemas corresponden a puntos cŕıticos de ciertos funcionales.
De esta manera, el estudio y la caracterización de conjuntos ĺımite es especialmente relevante; es decir, sistemas de
este tipo suelen caracterizar propiedades f́ısicas que están generalmente asociadas a un funcional de enerǵıa. Por lo
tanto, a través de conjuntos ĺımite se puede determinar el comportamiento de equlibrio de las soluciones de diversos
tipos de ecuaciones. A lo largo del presente trabajo se abordarán estos temas con detalle.

En el presente proyecto se caracteriza el atractor de la ecuación parabólica asociada a,

(1.1) −ε2∆u+W ′(u) = 0,

es decir,

(1.2) ut = ε∆u− 1

ε
W ′(u),

en una superficie oval M. Una superficie oval es una superficie cerrada y compacta que encierra un conjunto estric-
tamente convexo en R3, (veáse figura 1.1). Aqúı u es la variable dependiente tal que u : M → R y el coeficiente de
difusión es tal que 0 < ε � 1, ∆ representa el operador de Laplace-Beltrami en M y W (u) es un término no lineal
especificado más adelante.

La ecuación (1.2) se origina en una amplia diversidad de contextos, entre los que se pueden mencionar sistemas en
ciencia de materiales, superconductividad, dinámica de poblaciones y formación de patrones, por ejemplo.

En la ciencia de los materiales, la ecuación (1.2) se conoce como la ecuación de Cahn-Hilliard. Esta ecuación fue pro-
puesta en 1958 para modelar algunos fenómenos de transición de fase en aleaciones binarias, por ejemplo, aleaciones
de hierro y ńıquel. Este fenómeno es también conocido como separación espinodal. Si una mezcla de estos metales se
inactiva por debajo de una temperatura cŕıtica, el estado resultante es inestable, apareciendo al principio pequeñas
regiones de estos materiales relativamente puros. A medida que el tiempo transcurre, estas regiones crecen.

En la figura 1.2 se puede observar un ejemplo de una solución numérica de la ecuación de Cahn-Hilliard en dos
dimensiones espaciales. La condición inicial fue una perturbación del estado estacionario u(x) = 0; los colores azul y
rojo representan los valores de u(x) cercanos a -1 y 1 respectivamente. En la primera imagen se ve el compartamiento
de u en un tiempo cercano a cero; la segunda para un tiempo intermedio y la última para un tiempo grande. En el
ĺımite, esto es cuando t→∞, la región que separa a las fases es un semićırculo (veáse [53]).

Una de las teoŕıas más importantes de la supercondictividad es la teoŕıa de Ginzburg-Landau. La superconductividad

1



2 1. INTRODUCCIÓN

Figura 1.1. Ejemplo de una superficie oval en R3.

Figura 1.2. Soluciones bidimensionales de la ecuación de Cahn-Hilliard para un valor cercano a
cero, un tiempo intermedio y un tiempo largo (obtenidas de [53]).

se refiere a la conducción de corriente eléctrica sin resistencia ni pérdida de enerǵıa.

La superconductividad fue descubierta en Leiden, Holanda, en 1911 por Hieke Kamerlingh Onnes. Con los desarrollos
teóricos de van der Waals, Onnes pudo licuar hidrógeno y helio, lo que le permitió estudiar las propiedades eléctricas
de los metales a temperaturas hasta entonces nunca estudiadas. En muestras de mercurio de alta pureza, encontró
que la resistencia del mercurio disminuye abruptamente a cero cuando la muestra es enfriada hasta 4.2 grados Kelvin
(K).

Los primeros resultados publicados por Onnes, mostaron una cáıda abrupta de la resistencia eléctrica con la tem-
peratura. La naturaleza de esta cáıda, es un indicio de la existencia de una transición de fase. Un comportamiento
similar se encontró en otros metales como el plomo y el estaño.
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A partir de estos resultados experimentales, se desprende que para muchos materiales existe una temperatura cŕıtica.
Cuando esta temperatura es alcanzada, ocurre una transición de fase entre dos estados diferentes. En otras palabras,
por encima de esta temperatura cŕıtica, los materiales superconductores se encuentran en estado normal, es decir,
presentan resistencia eléctrica. Por el contrario, debajo de esta temperatura cŕıtica ocurre el fenómeno de supercon-
ductividad.

En 1950, Ginzburg y Landau propusieron una teoŕıa fenomenológica. Esta teoŕıa consiste en incorporar el formalismo
de la teoŕıa de Landau, la cual se refiere a las transiciones de fase de segundo orden. Además la estimación de la
enerǵıa cinética asociada con las corrientes superconductoras fue ampliada; esto debido al uso de analoǵıas con la
descripción de las corrientes en mecánica cuántica.

La propuesta de Ginzburg-Landau para la enerǵıa libre de Helmholtz en la fase superconductora es (veáse [52])

Fs = fn +

∫ [
α(T )|Ψ|2 +

1

2
β|Ψ|4 +

1

2ms

∣∣∣(−ih∇− es
c

A)Ψ
∣∣∣2 +

1

8π
B2

]
dV,

donde fn es la enerǵıa libre de Helmholtz de la fase normal sin incluir la contribución debida al campo magnético,
Ψ es el parámetro de orden de la fase superconductora. Este parámetro fue propuesto como una función de onda
efectiva de los electrones superconductores.

Las ecuaciones de Maxwell (veáse [1]) indican que el campo magnético está dado por B = ∇ ×A, donde A es el
potencial magnético. De esta manera Fs es una función de Ψ y A, por lo que al calcular el extremal de Fs, es decir
el punto cŕıtico de este funcional, respecto Ψ y A, se obtienen las ecuaciones de Ginzburg-Landau,

αΨ + βΨ|Ψ|2 +
h

2ms

(
− i∇− es

ch
A
)2

Ψ = 0,

Js =
ihes
2ms

[Ψ∇Ψ∗ −Ψ∗∇Ψ]− e2
s

msc
|Ψ|2A =

c

4π
∇×B,

con la condición de frontera,

n ·
[(
− i∇− es

ch
A

)
Ψ

]
= 0.

Por otro lado, en el contexto de la dinámica de poblaciones, la ecuación de reacción-difusión para una componente
de la forma

(1.3) ut = f(u) +D∆u,

donde f(u) = u(1 − u), mejor conocida como la ecuación de Fisher-KPP (Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov) fue
estudiada por Fisher en 1937 como una versión determinista de un modelo estocástico de la propagación de un gen
favorable en una población. Esta ecuación puede verse también como una extensión natural del modelo de crecimiento
loǵıstico. En un contexto similar, otra situación en la que se encuentra esta ecuación es el estudio de la propagación
y control de una población de insectos. Usualmente el término cinético toma la forma

f(u) = ru

(
1− u

q

)
− u2

1 + u2
,

donde además del término loǵıstico, se tiene un término asociado a un funcional de respuesta tipo Holling II (veáse
[23]).

La ecuación de Fisher-KPP tiene una solución del tipo onda viajera, esto es, una función de x − ct donde x es la
variable espacial, t la variable temporal y c es una constante llamada rapidez de propagación (veáse [37] para más
detalles de esta ecuación).

Si el término f(u) de la ecuación (1.3) está ausente, obtenemos la denominada ecuación de difusión. El caso
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Figura 1.3. Onda difusiva para una ecuación de difusión, en la que x0 = 0.133 y λ = 0.73.

unidimensional, se resuelve mediante el método de separación de variables, obteniendo una solución de la forma
u(x, t) = x0 exp(−λt) cos(

√
λx) donde x0 y λ son parámetros. La figura 1.3 muestra la solución a la ecuación de

difusión con x0 = 0.133 y λ = 0.73 y condiciones de frontera de cero flujo o Neumann homogénea.

La expresión (1.2) es un ejemplo de las denominadas ecuaciones de reacción-difusión, cuyo modelo sugiere un posible
mecanismo para la generación de patrones en sistemas biológicos. La teoŕıa básica de la morfogénesis, fue propuesta
por Alan M. Turing en 1952 y actualmente representa un amplio campo de investigación. (veáse [38] y las referencias
ah́ı mencionadas para más detalles).

Turing sugirió que, bajo ciertas condiciones, algunas sustancias qúımicas, llamadas morfógeneos, reaccionan y di-
funden de tal manera que ambas sustancias cambian de un estado de equilibrio a un estado fuera del equilibrio
termodinámico. Cuando esto ocurre se dice que emerge un patrón, el cual consiste de regiones espaciales hete-
rogéneas.

Por ejemplo, si consideramos el sistema con dos componentes de ecuaciones diferenciales parciales acopladas y no
lineales, donde A y B son las concentraciones de dos sustancias qúımicas,

∂A

∂t
= F (A,B) +DA∆A,

∂B

∂t
= G(A,B) +DB∆B,

indica que la razón de cambio instantánea de las concentraciones de A y B es directamente proporcional a la rapidez
de difusión de cada sustancia y a la reacción entre ambas. Aqúı DA y DB representan los coeficientes de difusión y las
funciones no lineales F y G representan la cinética entre las concentraciones A y B. Turing propone que suponiendo
la existencia de un estado estacionario y aislado (A0, B0), conocido como punto de equilibrio, en ausencia de difusión,
es decir si DA = DB = 0, entonces A y B tienden a un estado estacionario. Este punto es asintóticamente estable.
Por el contrario, en presencia de difusión, si DA 6= DB , una distribución espacial heterogénea de las concentraciones
de A y B emerge de tal manera que es temporalmente estable. A este cambio local topológico de la dinámica es
conocido como bifurcación de Turing. En otras palabras, este fenómeno puede entenderse como un rompimiento de
simetŕıa y, como consecuencia, conduce a un patrón conrformado básicamente por alguno de los siguientes escenarios:
franjas, triángulos, exágonos, rombos y puntos (veáse [17]) .
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(a) Patrón de franjas (b) Patrón exagonal (c) Otro patrón exagonal

(d) Patrón ocular (e) Patrón de franjas

Figura 1.4. Diferentes patrones obtenidos de la reacción-difusión del clorito yoduro malónico,
(obtenidas de [37]).

La figura 1.4 muestra patrones qúımicos obtenidos de un sistema de reacción difusión del clorito yoduro malónico,
en la que el activador es el ácido malónico. Esta reacción es conocida como reacción CIMA (veáse [35]).

Un caso que merece particular atención es cuando la función W (u) tiene una estructura que refleja un potencial
biestable. En particular la ecuación de Allen-Cahn pertenece a esta clase, que ha sido ampliamente estudiada tanto
anaĺıticamente como numéricamente (veáse [24], [42] y referencias ah́ı contenidas).

Para la ecuación,

(1.4) ut −∆u+ ε−2(u3 − u) = 0,

similar a la que estudiamos aqúı, en un dominio acotado Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, donde el funcional,

Eε[u] =

∫
Ω

[
ε

2
|∇u|2 +

ε−1

4
(u2 − 1)2

]
dx,

es acotado para t = 0 y una condición de frontera del tipo Dirichlet,

uε(x, t) = U ε(x, t) x ∈ ∂Ω,
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en [7] se estudia que cuando ε → 0, la solución u(x, t) de (B.2) separa a Ω en dos regiones; una región en donde
u ≈ 1 y otra donde u ≈ −1. La región en la que la función pasa de los valores cercanos a 1 a los valores cercanos
a -1, llamada región de transición, se mueve con velocidad normal igual a la curvatura media. En otras palabras, la
rapidez de cambio del vector normal a la superficie en un punto es igual a la suma de las curvaturas principales en
ese punto; las curvaturas principales son el valor mı́nimo y máximo de la curvatura normal (curvatura de una sección
normal) en ese punto (veáse [12, 15]).

En una superficie oval, el comportamiento de las soluciones no triviales de (1.1) es similar. Siguiendo los resultados
encontrados en [24, 42], en [21] se establece que en el ĺımite asintótico ε → 0, el mı́nimo distinto de cero de la
correspondiente función de enerǵıa (con una restricción adecuada) tiene una capa de transición localizada en la
geodésica cerrada de menor longitud en M. Este hecho es consecuencia del problema variacional que aqúı se estudia,
pues (1.1) es la ecuación de Euler-Lagrange del funcional

(1.5) Eε(u) =

∫
M

(
ε

2
|∇u|2 +

1

ε
W (u)

)
,

en un espacio de funciones adecuado.

A continuación sentamos las bases para estudiar este problema.

Cuado ε→ 0, las funciones con enerǵıa acotada uniformemente, es decir, Eε(u) < E0, donde E0 > 0, toman valores
cercanos a ±1 excepto en una región de transición estrecha. En virtud de las propiedades de este funcional, estudiado
por di Giorgi (veáse [24, 42]), se muestra que la curva que determina la región de transición es una geodésica cerrada.

El resultado pubicado por de Giorgi se prueba utilizando el Teorema 1.1, que proviene de la geometŕıa diferencial y
garantiza la existencia de una geodésica cerrada en una superficie difeomorfa a la esfera. Este teorema fue conjeturado
por Poincaré (veáse [44]) y demostrado por Birkhoff. (veáse [4]).

Teorema 1.1. Sea γ una curva cerrada en M, tal que bajo el mapeo de Gauss g, divide a la esfera unitaria en
dos regiones con áreas iguales. Si además, entre todas las curvas que cumplen las condiciones anteriores, γ tiene la
longitud mı́nima, entonces γ es una geodésica cerrada.

Esto sugiere una restricción natural para el problema comprendido por (1.5) o (1.1), equivalentemente. La función
u pertenece al espacio de funciones que satisfacen la condición

(1.6)

∫
S2

u(g−1(y))dy = 0,

donde g es el mapeo de Gauss.

Por otro lado, las soluciones de (1.1) corresponden a puntos estacionarios de

(1.7) ut = ε∆u− 1

ε
W ′(u).

Para la ecuación de Allen-Cahn no homogénea en variedades Riemannianas, Du (veáse [13]), considera el problema

ε2∆u+ V (z)u(1− u2) = 0,

en una variedad Riemanniana M suave, compacta de dimensión N , donde ε � 1 y V : M → R es una función
positiva, suave en M. Si K es una subvariedad de dimensión N − 1 que divide a M en dos conjuntos disjuntos M±
y K es estacionaria y no degenerada en relación al funcional

∫
K V

1
2 , entonces existen dos soluciones u

(1)
ε y u

(2)
ε de tal

manera que cuando ε→ 0, u
(1)
ε se aproxima a −1 enM− y a 1 enM+, mientras que la segunda solución lo hace de

manera opuesta. Aqúı la expresión no homogénea, se refiere al caso en el que V (z) 6≡ 1.
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La subvariedad K es estacionaria en relación al funcional

L(f) =

∫
K
V

1
2 =

∫
K
V

1
2 (ỹ, f)

√
det g̃(f),

si su primera variación en f = 0 es igual a cero.

Por otro lado se dice que K es no degenerada si la forma cuadrática de su segunda variación cumple que L′′(0)[h, h] 6= 0
para toda h 6≡ 0.

En el caso no homogéneo,

ε2∆u+ V u(1− u2) = 0, en Ω ⊂ RN ,
∂u

∂n
= 0, en ∂Ω,

Nakashima (véase [40]) demostró que una solución al problema anterior en R con las caracteŕısticas anteriormente
mencionadas, tiene sus ráıces cerca de los extremos del intervalo, donde yacen los mı́nimos y máximos locales de
V (z). En R2, Du y Gui (veáse[14]), demostraron que si Γ es estacionaria y no degenerada en relación a la longitud
de arco, entonces existen dos soluciones como las ya mencionadas.

En variedades Riemmanianas, Pacard y Ritoré (veáse [41]), suponen que K es una subvariedad minimal y no dege-
nerada de dimensión N − 1 y encajada en M, entonces existe una solución uε de

ε2∆u+ u(1− u2) = 0,

con valores cercanos a ±1 en M± y cuya curva de nivel correspondiente al valor 0, es una variedad suave ε-cercana
a K.

Por otro lado, Bai, Elliot, Gardiner, Spence y Stuart (veáse [5]), consideran la ecuación de Cahn-Hilliard viscosa
escrita en la forma

ut = ∆w, x ∈ Ω, t > 0,(1.8)

αut = γ∆u+ f(u) + βw, x ∈ Ω, t > 0,(1.9)

con condición inicial

(1.10) u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

Se establece una condición de Dirichlet

(1.11) u = w = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

o una condición de Neumann

(1.12)
∂u

∂n
=
∂w

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

donde n denota la normal exterior unitaria en Ω. En este último caso se impone una condición de conservación

(1.13)

∫
Ω

u(x, t)dx =

∫
Ω

u(x, 0)dx, t > 0,

de tal forma que la ecuación (1.8) tiene una única solución w en términos de ut, Ω es un dominio acotado de Rd en
la que d = 1, 2, 3, γ ∈ (0,∞), α ≥ 0, β ≥ 0 y

(1.14) f(s) =

2p−1∑
j=1

bjs
j , b2p−1 < 0.

A partir de los valores de α y β se distinguen los casos: (i) α = 0, β 6= 0, (ii) α 6= 0, β = 0, (iii) α 6= 0, β 6= 0. En el
caso (i) las ecuaciones (1.8) y (1.9) se reducen a la ecuación de Cahn-Hilliard; en el caso (ii) se obtiene la ecuación
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de Allen-Cahn, mientras que el caso (iii) se refiere a la ecuación de Cahn-Hilliard viscosa.

Si se hace β = 1−α y se considera α ∈ [0, 1], entonces α puede interpretarse como un parámetro de continuación, de
la ecuación de Cahn-Hilliard (α = 0) a la de Allen-Cahn (α = 1), por lo que la ecuación viscosa puede interpretarse
como una interpolación entre ellas para α ∈ (0, 1).

Los autores demuestran numéricamente, mediante el estudio de las propiedades de las órbitas heterocĺınicas, que el
atractor global A de la ecuación viscosa de Cahn-Hilliard es insensible a los cambios en el parámetro α. De manera
más precisa en Elliot y Stuart (veáse [16]), se demuestra, mediante la teoŕıa de semigrupos, la existencia del atractor
global Aα para cada α ∈ [0, 1] (Teorema 5.1) y la existencia de una constante K > 0 (Teorema 5.2), tal que para
toda ε ∈ [0, 1], d(A0,Aε) ≤ Kε, donde d es la distancia de Hausdorff.

En estos trabajos se demuestra (análiticamente y numéricamente) la existencia del atractor global para este tipo de
ecuaciones y por tener una estructura gradiente el estudio del atractor se reduce al estudio de las órbitas heterocĺınicas.
Mediante la implementación del método de Galerkin se estudia la estrcutura del atractor para cada α aśı como la
transición en las soluciones. Las técnicas empleadas en estos trabajos son las mismas para el caso en cuestión.

2. Descripción general de la tesis

El objetivo del presente trabajo de investigación es demostrar que el atractor de la ecuación parabólica (1.7)
asociada a (1.1) puede caracterizarse en términos de funciones que poseen regiones de transición determinadas por
geodésicas cerradas o arcos de geodésicas. En otras palabras, dada cualquier condición inicial, el semiflujo parabólico
determinado por (1.7) se aproxima a una función con transiciones concentradas en geodésicas. Aqúı consideramos el
caso especial en el que M = S2 y W (u) = (1 − u2)2. De esta manera nuestro objetivo se simplifica dado que toda
superficie oval es difeomorfa a S2.

Estudiaremos el comportamiento de las soluciones de (1.7) sujeta a la restricción (1.6), que bajo todas las conside-
raciones expuestas en el párrafo anterior se transforma en

(1.15)

∫
S2

u = 0.

Caracterizaremos el atractor a través de varias etapas. La primera consiste en demostrar la existencia del atractor
para la ecuación (1.7) sujeta a la restricción (1.15) . Enseguida describimos la estructura de este atractor mediante
una implementación numérica empleando el método de Galerkin.

De esta manera, el presente se divide en los siguientes caṕıtulos. En el caṕıtulo 2, denominado resultados generales
describimos la notación y terminoloǵıa referente a conjuntos invariantes, conjuntos absorbentes y atractores. El
resultado principal de este caṕıtulo es el Teorema 2.1, en el que se prueba la existencia de un atractor a través de la
existencia de un conjunto absorbente.

En el caṕıtulo 3, estudiamos la minimización de un funcional de área generada por una curva bajo la acción de un
flujo definido por una ecuación diferencial autónoma. En el Teorema 3.1 describimos las condiciones para el cual este
funcional tiene un mı́nimo que sea una curva invariante bajo el flujo definido por una ecuación diferencial autónoma.
Mediante el uso del método de descenso máximo se estudian los casos de órbitas heterocĺınicas y ciclos ĺımites para
ecuaciones concretas. De esta forma, mostramos que este método determina los tipos de órbitas de interés, con un
criterio de convergencia apropiado. El mencionado Teorema se encuentra publicado en [36] y forma parte de un
documento de maestŕıa.

Una vez expuestos los resultados en los caṕıtulos anteriores, en el caṕıtulo 4 nos enfocamos en el estudio del atractor
de la ecuación (1.7) sujeta a la restricción (1.15). El resultado que emana de este estudio es enunciado en la forma
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del Teorema 4.3, utilizando espacios de Sobolev en variedades Riemannianas.

Debido a la geometŕıa del dominio, escribimos la ecuación en coordenadas esféricas y aplicamos el método de Galerkin
a la ecuación resultante. Como consecuencia encontramos las funciones que servirán como solución aproximada al
problema en estudio. Esto se aborda en el caṕıtulo 5.

En el caṕıtulo 6 presentamos los resultados numéricos y las conclusiones correspondientes a ejemplos particulares.
De esta manera, concluimos mostrando concordancia entre los resultados numéricos y anaĺıticos de la estructura del
atractor que aqúı estudiamos. Incluimos además los puntos que pueden fortalecer este trabajo aśı como proyectos a
futuro.

Las aportaciones del presente se encuentran entonces en dos rubros, el teorema 3.1 en el estudio de conjuntos
invariantes mediante funcionales de área y en lo referente al atractor de la ecuación en estudio, mostramos la
concordancia de los resultados numéricos y anaĺıticos a través de una solución débil a nuestro problema.

Asimismo se incluyen tres anexos, éstos están divididos de la siguiente manera. En el anexo A, definiendo el semigrupo
de operadores, hacemos un bosquejo de la existencia y unicidad de la solución del presente problema. La propiedad
inyectiva de estos operadores se encuentra en el anexo B; esto permite obtener el Teorema 2.1,y en consecuencia,
el Teorema 4.3. La implementación numérica en Mathematica y en Maple, además del análisis de las soluciones del
método de Galerkin, se encuentran en el anexo C.





Caṕıtulo 2

Resultados generales

1. Semigrupos de operadores

Para demostrar la existencia del atractor que se estudia en esta tesis, se necesitan los conceptos que en este
caṕıtulo desarrollamos. Se caracteriza a los conjuntos ω-ĺımite, los conjuntos invariantes, atractores y conjuntos
absorbentes. La notación y terminoloǵıa utilizada en este caṕıtulo referente a conjuntos ω-ĺımite, α-ĺımite, conjuntos
invariantes, conjuntos absorbentes y atractores puede encontrarse en [51]. Mediante los argumentos en [45, 47] se

demuestra la Proposición 2.1, el Lema 2.1 y finalmente el Teorema 2.1. Éste Teorema permite obtener el resultado
principal de este trabajo referente a la existencia del atractor, el cual se encuentra en el caṕıtulo 4.

Se consideran sistemas dinámicos cuyos estados están descritos por elementos u(t) de un espacio métrico H. En
muchos casos, en particular para sistemas dinámicos asociados a ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias, el
parámetro t (variable tiempo) vaŕıa continuamente en R o en intervalos de R. En algunos casos, t tomará sólo valores
discretos, i. e., t ∈ Z o en algún subconjunto de Z. Usualmente el espacio H será un espacio de Banach o de Hilbert.

Para t ≥ 0, la evolución de un sistema dinámico está descrito por una familia de operadores S(t), donde t ≥ 0, que
transforman H en śı mismo con las propiedades usuales de semigrupo

(2.1)

{
S(t+ s) = S(t) · S(s) ∀s, t ≥ 0

S(0) = I,

donde I ∈ H es la identidad.

Si φ es el estado del sistema dinámico al tiempo s entonces S(t)φ representa el estado del sistema al tiempo t+ s y

φ(t) = S(t)φ(0)(2.2)

φ(t+ s) = S(t)φ(s) = S(s)φ(t), s, t ≥ 0.(2.3)

El semigrupo (2.1) estará determinado por la solución de una Ecuación Diferencial Ordinaria (EDO) o una Ecuación
Diferencial Parcial (EDP). En dimensión finita, los Teoremas de existencia y unicidad son suficientes para la existencia
de los operadores S(t). En el caso de dimensión infinita no hay Teoremas de existencia y unicidad lo suficientemente
generales, por lo que la existencia de los operadores S(t), aśı como sus propiedades es un paso preeliminar en el
estudio de un sistema dinámico dado.

La existencia y propiedades de estos operadores son fundamentales para los conceptos que aqúı presentamos.

Supongamos que S(t) es un operador no lineal continuo

(2.4) S : H → H, ∀t ≥ 0.

Si el operador S es inyectivo, entonces tiene la propiedad de unicidad retrógrada, esto es: cuando S(t), t > 0 es uno
a uno, se denota por S(−t) el operador inverso que mapea S(t)H sobre H. De este modo se obtiene una familia de
operadores S(t) con t ∈ R. Cabe aclarar que para t < 0 los operadores S(t) no necesariamente están definidos en H.

11
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A continuación se listan las siguientes definiciones (veáse [51]).

Definición 2.1. Para u0 ∈ H la órbita o trayectoria que empieza en u0 es el conjunto
⋃
t≥0 S(t)u0.

Una órbita o trayectoria que termina en u0 es el conjunto
⋃
t≥0 S(−t)−1u0, cuando éste exista.

Para u0 ∈ H o para A ∈ H, el conjunto ω-ĺımite de u0 ∈ H (o A ⊂ H) es

ω(u0) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

S(t)u0,

o

ω(A) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

S(t)A.

El conjunto α-ĺımite de u0 ∈ H (o A ⊂ H) es

α(u0) =
⋂
s≤0

⋃
t≤s

S(−t)−1u0,

o

α(A) =
⋂
s≤0

⋃
t≤s

S(−t)−1A.

Notemos que ω(A) no necesariamente es igual a ∪x∈Aω(x). Por ejemplo, para el sistema dinámico ẋ = x− x3 y
el intervalo A = [−2, 2] entonces el conjunto ω-ĺımite es el intervalo [−1, 1] mientras que ∪x∈Aω(x) = {0,±1}.

La siguiente Proposición caracteriza al conjunto ω ĺımite en términos de una sucesión de elementos en un conjunto,
la cual será ingrediente clave para la demostración del Teorema 2.1. Su demostración puede encontrarse en [47].

Proposición 2.1. φ ∈ ω(A) si y sólo existe una sucesión de elementos φn ∈ A y una sucesión tn →∞ tal que

(2.5) S(tn)φn → φ cuando n→∞.
De manera análoga, la caracterización del conjunto α-ĺımite puede escribirse en los siguientes términos φ ∈ α(A)

si y sólo si existe una sucesión ψn que converge a φ en H y una sucesión tn →∞, tal que φn = S(tn)ψn ∈ A, ∀n ∈ N.

Una vez caracterizados los conjuntos ĺımite, definimos una noción fundamental en los sistemas dinámicos.

Definición 2.2. Un punto fijo o un punto estacionario o un punto de equilibrio es un punto u0 ∈ H tal que

S(t)u0 = u0 ∀t ≥ 0.

A continuación haremos una descripción de los conjuntos invariantes.

2. Conjuntos invariantes

Una de las propiedades de un atractor es que es un conjunto invariante. Esta noción permite concluir que el
conjunto ω-ĺımite es un conjunto invariante (veáse Lema 2.1).

Se dice que un conjunto X ⊂ H es positivamente invariante para el semigrupo {S(t)}t≥0 si

S(t)X ⊂ X ∀t ≥ 0.

Por otro lado, se dice que X es negativamente invariante para el semigrupo {S(t)}t≥0 si

S(t)X ⊃ X ∀t ≥ 0.

Cuando el conjunto es positivamente y negativamente invariante, se dice que es un conjunto invariante.
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Definición 2.3. Un conjunto X ⊂ H es un conjunto invariante para el semigrupo {S(t)}t≥0 si

S(t)X = X ∀t ≥ 0.

Algunos ejemplos de conjuntos invariantes son los siguientes

1. Un punto fijo o unión de puntos fijos.
2. Órbitas heterocĺınicas.
3. Ciclos ĺımite.

En el caṕıtulo 3, los ejemplos 2 y 3 son esenciales como para la caracterización de las soluciones que en esta tesis
estudiamos. A continuación se presenta una descripción de tales conjuntos.

Una órbita heterocĺınica es una curva en el espacio fase, que une dos puntos de equilibrio, uno de ellos es el ω-ĺımite
y el otro el α-ĺımite de la curva.

Un ciclo ĺımite es una curva cerrada en el espacio fase tal que toda trayectoria se acerca a ella cuando t (o −t)
tienden a infinito.

El siguiente Lema caracteriza al conjunto ω-ĺımite como un conjunto invariante; este Lema permitirá concluir más
adelante que un ω-ĺımite conjunto será también un atractor.

Lema 2.1. Si para algún subconjunto A ∈ H, A 6= ∅ y para algún t0 ≥ 0, el conjunto
⋃
t≥0 S(t)A es relativamente

compacto en H, entonces ω(A) es no vaćıo, compacto e invariante.

Demostración. Puesto que A es no vaćıo, los conjuntos
⋃
t≥s S(t)A son no vaćıos para cada s ≥ 0. De modo

que los conjuntos
⋃
t≥s S(t)A son conjuntos compactos no vaćıos.

Si s1 ≥ s2 entonces ∪t≥s2S(t)A ⊂ ∪t≥s1S(t)A, por lo que ∪t≥sS(t)A es una familia de conjuntos compactos decre-
ciente, por lo que su intersección, que es ω(A), es entonces un conjunto compacto no vaćıo.

Finalmente veamos que S(t)ω(A) = ω(A) ∀t > 0. Esto se realizará empleando la caracterización del conjunto ω-ĺımi-
te, dada por (2.5).

Si ψ ∈ S(t)ω(A), entonces ψ = S(t)φ, con φ ∈ ω(A).

Tomando en cuenta φn, tn, de la proposición 2.1 y las propiedades de S(t) en (2.1), obtenemos que

S(t)S(tn)φn = S(t+ tn)φn → S(t)φ,

es decir, dado que ψ = S(t)ψ, entonces ψ ∈ ω(A).

Ahora, si φ ∈ ω(A), para las sucesiones φn, tn, si tn ≥ t, la sucesión S(tn− t)φn es relativamente compacta en H, de
modo que existe una subsucesión tni

→∞ y ψ ∈ H tal que

S(tni − t)φni → ψ, t→∞.
Por lo tanto, ψ ∈ ω(A) y, por la continuidad de los operadores S(t)

S(tni)φni = S(t)S(tni − t)φni → S(t)φ = ψ,

cuando ni →∞.

De esta manera, φ ∈ S(t)ω(A), lo que demuestra que este conjunto es invariante. �

La demostración es análoga si los conjuntos S(t)−1A, t ≥ 0 son no vaćıos y para algún t0 > 0, ∪t≥t0S(t)−1A
es relativamente compacto. Bajo estas hipótesis, el conjunto α(A) es no vaćıo, compacto e invariante. Veáse la
demostración del Lema 2.1.
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En el Lema 2.1, para probar la suposición principal, la cual dice que ∪t≥0S(t)A es relativamente compacto, se puede
utilizar el hecho de que si H es de dimensión finita, es también acotado. En otro caso, se verifica que este conjunto
es acotado en un espacio W compactamente encajado en H. En efecto, si el conjunto es acotado en W entonces
toda sucesión que se tome en ese conjunto es acotada. Es decir, existe una subsucesión convergente y por lo tanto,
será relativamente compacto en H. Veáse [18] para una definición de espacios compactamente encajados.

3. Conjuntos absorbentes y atractores

Definición 2.4. Un atractor es un conjunto A ∈ H que cumple las siguientes propiedades

1. A es un conjunto invariante.
2. A tiene una vecindad abierta U tal que, para u0 ∈ U , S(t)u0 converge a A cuando t→∞. Esto quiere decir

que
dist (S(t)u0,A)→ 0, t→∞.

Donde,
dist (x,A) ≡ ı́nf

y∈A
d(x, y),

y d(x, y) denota la distancia de x y y en H.

Si A es un atractor, el conjunto más grande (bajo la relación de inclusión) U en la que existe una vecindad abierta
V tal que para v0 ∈ V, dist (S(t)u0,A)→ 0 se denomina cuenca de atracción de A. De manera alterna se dice que A
atrae los puntos de U .

Además se dice que hay convergencia uniforme si para cada ε > 0, existe tε tal que para t ≥ tε, S(t)B está incluido
en Uε, esto es, una ε-vecindad de A.

Definición 2.5. Se dice que A atrae uniformemente a un conjunto B ⊂ U si

d (S(t)B,A)→ 0, t→∞.

Aqúı d (B0,B1) es ahora la semidistancia de dos conjuntos

d(B0,B1) = sup
x∈B0

ı́nf
y∈B1

d(x, y).

En dimensión infinita en donde se trabaja con diferentes topoloǵıas, se puede pensar en conjuntosA que son atractores
en el espacio W, W ⊂ H. esto significa que A ⊂ W, S(t)A = A y el inciso 2 de la definición 2.4 se satisface con la
topoloǵıa de W. Es decir, U es abierto en W y la distancia en la definición 2.5 es la de W, el cual es espacio métrico.

Otra definición de atractor se encuentra en [47]. A es un atractor si A es el ω-ĺımite de una de sus vecindades abiertas
U0. La cuenca de atracción de A es la unión de conjuntos abiertos U0 tal que U0 ⊃ A y ω(U0) = A. Sin embargo,
esta definición no es esencial aqúı dado que nos concentraremos en los atractores globales.

Definición 2.6. A ∈ H es un atractor global (o universal) para el semigrupo {S(t)}t≥0 si A es un atractor
compacto que atrae los conjuntos acotados de H. Además, A es una cuenca de atracción de H.

Este conjunto es necesariamente único. Tal conjunto es maximal para la relación de inclusión entre todos los atractores
acotados; por esta razón también es llamado atractor maximal.

Definición 2.7. La idea de conjunto absorbente es un concepto que nos permite determinar la existencia de un
atractor (veáse 2.1), por lo que se define a continuación. Sea B un subconjunto de H y U un conjunto abierto que
contiene a B. Se dice que B es absorbente en U si la órbita de cualquier conjunto acotado de U está contenido en B
después de un tiempo finito; el cual puede depender del conjunto mismo.{

∀ B0 ⊂ U B0 acotado

∃ t1(B0) tal que S(t)B0 ⊂ B, ∀t ≥ t1(B0)
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En otras palabras, B absorbe los conjuntos acotados de U .

La existencia de un atractor global A para el semigrupo {S(t)}t≥0 implica la existencia de un conjunto absorbente.
En efecto, para ε > 0, sea Vε la ε-vecindad de A (i. e. la unión de bolas abiertas de radio ε centradas en elementos
de A). Entonces, para cualquier conjunto acotado B0, d(S(t)B0,A) → 0 cuando t → ∞ (pues A es un atractor);
aśı d(S(t)B0,A) ≤ ε

2 para t ≥ t(ε) y S(t)B0 ⊂ Vε. Esto muestra que Vε es un conjunto absorbente.

La existencia de un conjunto absorbente está relacionada con la propiedad de disipación del sistema dinámico; en
el caso de EDOs se dice que el semigrupo {S(t)}t≥0 disipa los conjuntos acotados (compactos o puntos) si existe un
conjunto B que absorbe los conjuntos acotados (o compactos o puntos). Sin embargo, en el caso de dimensión infinita,
para algunos sistemas, que en el sentido f́ısico se consideran disipativos, la existencia de un conjunto absorbente no
es conocida aún, por lo que no está claro que esta propieda sea una definición concreta.

La existencia de un atractor puede probarse a partir de encontrar un conjunto absorbente. Para ello se requieren
condiciones adicionales sobre el semigrupo {S(t)}t≥0, las cuales se describen a continuación.

1. Los operadores S(t) son uniformemente compactos para t suficientemente grande. Esto significa que para
cada conjunto acotado B existe t0 (que puede depender de B) tal que

(2.6)
⋃
t≥t0

S(t)B

es relativamente compacto en H.

Por otra parte, si H es un espacio de Banach, se puede suponer que S(t) es una perturbación de un operador
uniformemente compacto por un operador (no necesariamente lineal) que a su vez, tiende a cero cuando
t→∞.

2. En palabras más precisas, si H es un espacio de Banach y para cada t, S(t) = S1(t) + S2(t), donde S1(·) es
uniformemente compacto para t suficientemente grande y S2(t) es un mapeo continuo de H en śı mismo, tal
que se satisface que para cada conjunto acotado C ⊂ H,

(2.7) rc(t) = sup
φ∈C

|S2(t)φ|H → 0,

cuando t→∞.

Por supuesto, si H es un espacio de Banach, cualquier familia de operadores que satisface la primera condición,
también satisface la segunda para S2 ≡ 0.

Teorema 2.1. Sea H un espacio métrico en el que los operadores satisfacen (2.1), (2.4) y alguna de las suposi-
ciones (2.6), (2.7). Se supone además que también existe un conjunto abierto U y un conjunto acotado B tal que B
es absorbente en U . Entonces, el conjunto ω-ĺımite de B, A = ω(B), es un atractor compacto que atrae los conjuntos
acotados de U . Es el atractor maximal acotado en U (para la relación de inclusión).

Además, si H es un espacio de Banach, U es convexo y el mapeo t 7→ S(t)u0 es continuo de R+ en H, para cada u0

en H, entonces A es además conexo.

Demostración. Probamos primero el caso del inciso 1.

Dado que el conjunto
⋃
t≥t0 S(t)B es relativamente compacto, el Lema 2.1 implica que ω(B) es un conjunto compacto

no vaćıo e invariante. Para probar que A = ω(B) es un atractor en U y que atrae los conjuntos acotados de la familia
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U , procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que para algún conjunto acotado B0 de U , dist(S(t)B0,A) no
tiende a cero cuando t→∞.

Entonces existe δ > 0 y una sucesión tn →∞ tal que

dist(S(tn)B0,A) ≥ δ > 0 ∀n.

Para cada n existe bn ∈ B0 que satisface

dist(S(tn)bn,A) ≥ δ

2
> 0.

Dado que B es absorbente, S(tn)B0 ⊂ B y aśı S(tn)bn ∈ B para n suficientemente grande, es decir, para n ≥ N con
N ∈ N. La sucesión {S(tn)bn}∞n=1 es relativamente compacta, por lo tanto, posee al menos un punto ĺımite β, esto es

β = ĺım
ni→∞

S(tni
)bni

= ĺım
ni→∞

S(tni
− t1)S(t1)bni

.

Debido a que S(t1)bn ∈ B, β ∈ A = ω(B), lo cual contradice la suposición. Por lo que A es un atractor.

Este atractor es maximal. En caso contrario, si A′ ⊃ A es un atractor acotado, entonces A′ ⊂ B ya que S(t)A′ = A′
está incluido en B para t suficientemente grande, debido a que B es absorbente; en consecuencia ω(A′) = A′ ⊂
ω(B) = A.

Finalmente, la conexidad de A se sigue del Lema 2.3 y el Teorema queda demostrado. �

En el Teorema 2.1, la suposición (2.7) puede ser reemplazada por la hipótesis de que para algún t1 > 0, S(t1)
es compacto. De forma adicional, en la prueba del Teorema 2.1, tenemos que ∪t≥t0S(t)B es relativamente compacto
en H cuando B es un conjunto absorbente. Se define t0 por S(t)B ⊂ B, ∀t ≥ t0. Entonces, para t ≥ t∗ = t0 + t1,
S(t)B = S(t1)S(t− t1)B está incluido en S(t1)B ya que S(t− t1)B ⊂ B, y aśı ∪t≥t0S(t)B está en S(t1)B.

Con una ligera modificación en la prueba del Teorema 2.1, se puede suponer que U es conexo.

Proposición 2.2. Si φn es acotado y tn → ∞, entonces S2(tn)φn → 0 y S1(tn)φn es convergente si y sólo si
S(tn)φn converge.

Demostración. Recordemos que S2(t)φn está acotada por rc(t) en la que C es la sucesión {φn}∞n=1. De esta
forma S2(tn) tiende a 0 y

S(tn)φn = S1(tn)φn + S2(tn)φn

converge si y sólo si S1(tn)φn converge. �

Lema 2.2. Si el semigrupo {S(t)}t≥0 satisface alguna de las condiciones (2.6) y (2.7), entonces para todo conjunto
acotado B0 de H, ω(B0) es no vaćıo, compacto e invariante.

Demostración. Supongamos primero que se satisface (2.6); el conjunto
⋃
t≥t0 S(t)B es relativamente compacto

y el Lema 2.1 proporciona la conclusión.

Ahora supongamos que la condición (2.7) se satisface. Utilizando el resultado de la proposición 2.2 repetidamente y
la caracterización del conjunto ω-ĺımite, para mostrar que este conjunto para S(t) (i. e., ω(B0)) es igual al conjunto

ω1(B0) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

S1(t)B0.

En efecto, si φ ∈ ω(B0), existe φn ∈ B0 y una sucesión tn →∞, tal que

S(tn)φn → φ, n→∞.



3. CONJUNTOS ABSORBENTES Y ATRACTORES 17

En consecuencia, S1(tn)φn también converge a φ cuando n→∞ y, por lo tanto φ ∈ ω1(B0). Análogamente, se prueba
la otra inclusión, por lo que

ω(B0) = ω1(B0).

Como en la demostración del Lema 2.1, el conjunto ω1(B0) es no vaćıo y compacto, en virtud de que los conjuntos⋃
t≥s S1(t)B0 son no vaćıos, cerrados y forman una sucesión decreciente y, por hipótesis también es compacto. De tal

suerte que ω(B0) es no vaćıo y compacto.

Ahora probemos que ω(B0) es invariante para S(t). La inclusión S(t)ω(B0) ⊂ ω(B0) ∀t > 0 se demuestra como en
el Lema 2.1. Sea ψ ∈ S(t)ω(B0). De modo que ψ = S(t)φ, φ ∈ ω(B0). Por lo tanto, existen sucesiones {φn}∞n=1 y
{tn}∞n=1 tales que S(tn)φn → φ. Esto implica que

S(t)S(tn)φn = S(t+ tn)φn → S(t)φ = ψ,

lo que afirma que ψ ∈ ω(B0).

Sólo falta demostrar la inclusión ω(B0) ⊂ S(t)B0. Sea φ ∈ ω(B0); entonces, existe una sucesión {φn}∞n=1 ∈ B0 y
tn →∞ tal que

S(tn)φn → φ

cuando n→∞. Para tn ≥ t, la sucesión {S(tn − t)φn}∞n=1 es de la forma

S(tn − t)φn = S1(tn − t)φn + S2(tn − t)φn.

La sucesión {S1(tn − t)φn}∞n=1 forma un conjunto relativamente compacto en H y contiene una subsucesión conver-
gente

S1(tni
− t)φni

→ ψ

cuando ni →∞. También, S2(tni − t)φni → 0 y aśı

S(tni
− t)φni

→ ψ

cuando ni →∞. Esto implica que ψ ∈ ω(B0) y

φ = ĺım
ni→∞

S(t)S(tn1
− t)φni

= S(t)ψ,

el cual pertenece a S(t)ω(B0). �

Para la demostración de la conclusión del Teorema 2.1 referente a la suposición de convexidad de A y a la
conclusión de que A es conexo, necesitamos los siguientes enunciados relativos a conjuntos convexos y conexos en
espacios normados, (veáse [25, 39, 50, 54]).

Definición 2.8. Un conjunto C ∈ X, donde X es un espacio normado, es convexo si para cualesquiera x1, x2 ∈ C,
se tiene que αx1 + (1− α)x2 ∈ C, ∀α ∈ [0, 1].

En otras palabras, un conjunto C es convexo si para cualesquiera x1, x2 ∈ C se tiene que λx1 + µx2 ∈ C si
λ+ µ = 1.

Proposición 2.3. Sea C un conjunto convexo en un espacio normado X. Entonces C es un conjunto convexo.

Demostración. Sean x1, x2 ∈ C. Entonces existen sucesiones {xn}∞n=1 y {x′n}∞n=1 que convergen a x1 y x2

respectivamente.

Entonces para α ∈ [0, 1], se tiene que

‖[αxn + (1− α)x′n]− [αx1 + (1− α)x2]‖ = ‖α(xn − x1) + (1− α)(x′n − x2)‖ ≤ α‖xn − x1‖+ (1− α)‖x′n − x2‖.
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Pasando al ĺımite cuando n→∞,

ĺım
n→∞

‖[αxn + (1− α)x′n]− [αx1 + (1− α)x2]‖ = 0,

lo que muestra que αx1 + (1− α)x2 ∈ C. Por lo tanto C es un conjunto convexo. �

Definición 2.9. Si C es un conjunto no vaćıo, entonces la cubierta convexa, denotada por convC es la intersección
de todos los conjuntos convexos que contienen a C y es el mı́nimo conjunto covexo que contiene a C.

Otra manera de caracterizar a este conjunto es que éste consiste de todas las combinaciones convexas de elementos
de C, esto es,

convC =

{
x |x =

m∑
i=1

αixi, xi ∈ C,
m∑
i=1

αi = 1

}
.

Proposición 2.4. Sean xi, i = 1, ...,m, puntos de un conjunto convexo C ∈ X y αi ≥ 0,∀i = 1, ...,m, con∑m
i=1 αi = 1. Entonces

∑m
i=1 αixi ∈ A.

Demostración. Se procede por inducción sobre m. Para m = 1 el resultado es verdadero.

Se supone ahora que el enunciado es válido para algún entero k . Sea

x = α1x1 + · · ·+ αk+1xk+1,

donde xi ∈ C, ∀ i = 1, ..., k + 1 y
∑k+1
i=1 αi = 1.

Al menos uno de esos coeficientes es menor que uno, sin pérdida de generalidad, tomemos αk+1 < 1. Se escribe

y =

k∑
i=1

αi
α
xi,

donde α =
∑k
i=1 αi = 1− αk+1 > 0.

Por la hipótesis de inducción, y ∈ C. Puesto que C es convexo y contiene a los puntos y y xk+1, la ecuación
x = y + αk+1xk+1 muestra que x ∈ C. Esto completa la prueba. �

Proposición 2.5. Sea C un conjunto convexo en X. Entonces convA es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de puntos de C.

Demostración. Sea B el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de C.

El hecho de que B ⊂ convC se sigue de la proposición 2.4 y A ⊂ convA.

Se demuestra ahora que B es convexo. Si x, y ∈ B, entonces

x =
m∑
j=1

αixi, xi, yj ∈ C ∀i, j

y =

p∑
i=1

βiyi, αj , βi ≥ 0∀i, j.

con
∑m
j=1 αi = 1,

∑p
i=1 βi = 1. Sean λ, µ ≥ 0 con λ+ µ = 1. Entonces

λx+ µy =
m∑
j=1

λαix1 +

p∑
i=1

µβiyi.



3. CONJUNTOS ABSORBENTES Y ATRACTORES 19

Ahora bien

λα1 + · · ·+ λαm + µβ1 + · · ·+ µβp = λ(α1 + · · ·αm) + µ(β1 + · · ·+ βp) = λ+ µ = 1.

Aśı λx+ µy ∈ B, de modo que B es convexo y puesto que B ⊃ C, se sigue que B ⊃ convC. Aśı B = convC. �

Las siguientes definiciones de conexidad establecen las proposiciones y resultados necesarios para concluir esta
propiedad del atractor del Teorema 2.1.

Definición 2.10. Una separación (disconexión) de un espacio métrico X es un par S, T de conjuntos abiertos
disjuntos no triviales de X cuya unión es X. El espacio X es conexo si no existe una separación de X.

Definición 2.11. Un arco en un espacio métrico X es el rango de una función f : [0, 1] → X continua en ese
intervalo. A los puntos f(0) y f(1) se les llama extremos del arco; también se dice que dichos puntos están unidos
por un arco.

Definición 2.12. Un conjunto A en un espacio métrico X es arco-conexo si para todo par de puntos x, y ∈ A
x y y están unidos por un arco contenido en A.

Proposición 2.6. Sea F una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X. Si existe A0 ∈ F tal que
para toda A ∈ F, A ∩A0 6= ∅, entonces B =

⋃
A∈F A es conexo.

Demostración. Sean S y T conjuntos abiertos en X tales que

B = (S ∩B) ∪ (T ∩B), (S ∩B) ∩ (T ∩B) = ∅.

Se toma un A ∈ F arbitrario. Como A ⊂ B se tiene que

A = (S ∩A) ∪ (T ∩A), (S ∩A) ∩ (T ∩A) = ∅;

pero A es conexo y, por lo tanto, no admite disconexión, es decir T ∩ A = ∅; análogamente para S ∩ A = ∅. Esto
implica que

A = S ∩A (o A = T ∩A).

es decir,

A ⊂ S (o A ⊂ T ).

En particular, se supone que

A0 ⊂ S.
Si para algún

A ∈ F con A ⊂ T,
entonces

A ∩A0 ⊂ (S ∩B) ∩ (T ∩B) = ∅,
lo cual contradice la hipótesis. De manera que

∀A ∈ F :A ⊂ S,

lo que implica que B ⊂ S, es decir B = B ∩ S. Por tanto B ∩ T = ∅ y B es conexo por no admitir disconexión. �

A partir de la Proposición 2.6, obtenemos el siguiente Corolario.

Corolario 2.1. Si F es una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X tal que⋂
A∈F

A 6= ∅,

entonces ∪A∈FA es conexo.

Proposición 2.7. En un espacio métrico, todo conjunto arco-conexo es conexo.
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Demostración. Esta Proposición es consecuencia de que un arco es un conjunto conexo.

Sea A un conjunto arco-conexo y sea a ∈ A. Para todo punto x ∈ A existe un arco Sx de extremos a y x, donde
a, x ∈ Sx, y con Sx ⊂ A.

Entonces

A =
⋃
x∈A

Sx.

Debido a que los conjuntos Sx son conexos y su intersección es no vaćıa, ya que a pertenece a todos ellos, el Corolario
2.1 implica que su unión, y consecuentemente el conjunto A, es conexo. �

De todo lo anterior, se observa que todo conjunto convexo es arco-conexo y por lo tanto conexo. Esta observación
será de utilidad cuando estudiemos el Lema 2.3.

Proposición 2.8. Si f : A ⊂ X → F es continua en el conjunto conexo A, entonces f(A) es conexo.

Demostración. Como la restricción de f al rango Z = f(A) es también continua, es suficiente considerar el
caso de una aplicación continua y sobreyectiva g : A→ Z.

Sean S y T una separación de Z. Entonces g−1(S) y g−1(T ) son conjuntos disjuntos cuya unión es X. Además,
g−1(S) y g−1(T ) son abiertos en A, debido a la continuidad de g, y no vaćıos, porque g es sobreyectiva. De esta
forma, constituyen una separación de A, contradiciendo la hipótesis de que A es conexo. �

Lema 2.3. Si U es un conjunto convexo y K ⊂ U es un conjunto invariante que atrae conjuntos compactos,
entonces K es conexo.

Demostración. La cerradura de la cubierta convexa, convK = B es un conjunto compacto, conexo e incluido
en U y aśı K atrae a B. Si K no fuera conexo, se pueden encontrar dos conjuntos abiertos U1, U2 con U1 ∩ K 6=
∅, U2 ∩K 6= ∅, K ⊂ U1 ∪ U2 y U1 ∩ U2 = ∅.

Puesto que K ⊂ B, K = S(t)K ⊂ S(t)B, pero B es conexo y como S(t) es continua S(t)B también es conexo.
Aśı Ui ∩ S(t)B 6= ∅, i = 1, 2 y U1 ∪ U2 no puede cubrir a S(t)B. De modo que para cada t > 0, existe xt ∈ S(t)B, tal
que xt 6∈ U1 ∪ U2. Tomando t = n y se considera la sucesión {xn}∞n=1, que es un conjunto relativamente compacto,
debido a (2.6), mientras que para (2.7) segunda, se escribe xn = S(n)yn, yn ∈ B, es decir, xn = S1(n)yn + S2(n)yn.

La sucesión {S1(n)yn}∞n=1 es un conjunto relativamente compacto y la proposición 2.2 implica que {xn}∞n=1 también
lo es. Por tanto, K atrae a {xn}∞n=1 y esta sucesión contiene una subsucesión (también denotada por xn) la cual
converge a un punto x ∈ K. Necesariamente x 6∈ U1 ∪ U2 lo cual contradice el hecho de que K no es conexo. �

Continuaremos con la demostración del Teorema 2.1.

Demostración. El lema 2.2 muestra que ω(B) = A es no vaćıo compacto e invariante.

El hecho de que A atrae los conjuntos acotados se prueba por contradicción . La única diferencia se origina cuando
se prueba que S(tn)bn es relativamente compacto; sin embargo S1(tn)bn es relativamente compacto y la proposición
2.2, implica entonces que S(tn)bn también lo es. Como anteriormente se hizo, se prueba que A es maximal.

A partir del Lema 2.3 se concluye la conexidad del conjunto A. �

Se puede obtener una ligera generalización del Teorema 2.1 reemplazando la hipótesis (2.7) por la siguiente más
débil.

El semigrupo {S(t)}t≥0 es asintóticamente compacto, i. e., para cada sucesión acotada {xk}∞k=1 en H y cada sucesión
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tk →∞,

(2.8) {S(tk)xk}k,
es relativamente compacto en H.

De esta manera (2.7) y (2.8) son equivalentes. La prueba del Teorema 2.1 se deduce de igual forma si se cambian
las condiciones (2.6) o (2.7), por la condición (2.8). La demostación de que A = ω(B) es la misma en el caso de la
hipótesis (2.6), al incluir una versión modificada del Lema 2.1, esto es porque las sucesiones {tn}∞n=1 consideradas,
son tales que tn → ∞. Observemos que el único cambio radica en probar que A = ω(B) es no vaćıo, lo cual es
verdadero debido a que ω(φ) 6= ∅, ∀φ ∈ B, esto como consecuencia de la condición (2.8). Similarmente se demuestra
que A = ω(B) atrae los conjuntos acotados B0 ∈ H, donde utilizamos el Lema 2.3 para mostrar que A es conexo si
U es convexo.





Caṕıtulo 3

Un enfoque geométrico de conjuntos invariantes

1. Introducción

En este caṕıtulo tomamos en cuenta el área generada por una curva bajo la acción de un flujo definido por una
ecuación diferencial autónoma. Aunque consideraremos R2, el método aqúı presentado puede generalizarse a espacios
vectoriales de dimensiones superiores.

R. Smith establece en [48] una cota para la dimensión de Haussdorff de conjuntos ω-ĺımite. Li y Muldowney [29, 33]
extienden el criterio de Bendixson para la no existencia de soluciones periódicas, aśımismo proporcionan resultados
de estabilidad para algunos tipos de órbitas periódicas basados en funcionales de área.

El objetivo principal de este caṕıtulo consiste en determinar conjuntos invariantes mediante un funcional que describa
el área que genera una curva bajo un flujo. Dicho funcional se anula en curvas invariantes. Conversamente, si el ı́nfimo
de este funcional se alcanza en una curva de longitud finita, entonces ésta curva es invariante (veáse Teorema 3.1
más adelante). Este principio variacional se utiliza para obtener una implementación numérica (en Maple) que dará
una aproximación a esta curva, mediante el método de descenso rápido. Dicha implementación se hace para órbitas
heterocĺınicas y ciclos ĺımite para corroborar la validez de este método.

2. El funcional de área y conjuntos invariantes

Para caracterizar conjuntos invariantes a través de un funcional de área se supone el caso en el que el grupo de
operadores S(t) descritos en la sección 1 del caṕıtulo 2, es generado por la ecuación diferencial

(3.1) ẋ = f(x),

donde f es un campo vectorial en R2.

Dada una curva γ(s) parametrizada por longitud de arco, γ : [s0, s1] → R2. El operador S(t) aplicado a γ(s) para
algún valor fijo t ∈ [0, T ] representa la curva desplazada bajo el flujo generado por S al tiempo t. De manera análoga,
si se considera S(t)γ(s) para toda t ∈ [0, T ] se obtiene una banda en el plano fase, como se muestra en la figura
3.1 (a). Si x0 y x1 son puntos fijos de (3.1) y γ(s) es una función continua que une esos puntos, con γ(s0) = x0 y
γ(s1) = x1, entonces un elemento de área está dado por |f(γ(s))× γ̇(s)|, veáse figura 3.1 (b).

Sea Γ el conjunto de estas curvas. En consecuencia el área, At(γ(s)) está dada por

(3.2) At(γ(s)) =

∫ s1

s0

|f(γ(s))× γ̇(s)|ds+ o(t)

Si esta curva es invariante entonces At(γ(s)) = 0. El converso también es verdadero bajo suposiciones adicionales,
que mencionamos más adelante.

Puesto que este funcional es acotado, una forma natural para estudiar conjuntos invariantes es minimizar el funcional
At.

23
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(a) Área generada por un flujo. (b) Elemento diferencial de área.

Figura 3.1. Área generada por un flujo.

Sea A∗(γ) =
∫ s1
s0
|f × γ̇|, para l fijo y Γl = {γ ∈ Γ|longitud(γ) ≤ l}. Si el ı́nfimo del funcional de área es cero en Γ y

es igual al ı́nfimo en Γl, entonces este ı́nfimo será una curva invariante, como se establece en el siguiente Teorema.

Teorema 3.1. (Medina-Padilla 2010, veáse [36]). Si existe un valor de la cota superior para la longitud de arco
l tal que ı́nfΓA = ı́nfΓl

A∗ y si ı́nfΓA
∗ = 0, entonces ı́nfΓA

∗ se alcanza para alguna curva γ∗ que es invariante bajo
el flujo generado por (3.1).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, consideremos Γl el cual es acotado y equicontinuo. Sea γn una
sucesión minimizante en Γl. Por el Teorema de Arzela - Ascoli existe una subsucesión γnj

tal que γnj
→ γ∗ unifor-

memente. Debido al Lema de Fatou (veáse ([20]),

0 ≤
∫ s1

s0

|f(γ∗)× γ̇∗| =
∫ s1

s0

ĺım inf |f(γnj
)× γ̇nj

| ≤ ĺım

∫ s1

s0

|f(γnj
)× γ̇nj

| → 0.

Por lo tanto |f(γ∗)× γ̇∗| = 0, ∀ s ∈ [s0, s1]. Esto implica que γ̇∗ es paralelo a f(γ∗) de tal forma que γ∗ es invariante
bajo el flujo generado por (3.1). �

En general, la igualdad ı́nfΓA = ı́nfΓl
A∗ no siempre es verdadera, puesto que Γl ⊂ Γ. Esto sólo implica que

ı́nfΓA ≤ ı́nfΓl
A∗.

Si consideramos el plano fase mostrado en la figura 3.2, cualquier curva que una a los puntos x1 y x2 con longitud
finita genera una región con área positiva. El ı́nfimo no puede alcanzarse en una curva de longitud finita, por lo que
ésta no puede ser invariante. Ejemplos similares pueden construirse mediante el flujo irracional en el toro (veáse la
sección 16 de [3]).

3. Método de descenso máximo

El Teorema 3.1, garantiza que el ı́nfimo del funcional de área se alcanza en alguna curva. En esta sección se
muestra cómo emplear el principio variacional descrito en la sección 2 para obtener una aproximación a una curva
invariante γ.

Para la obtención de esta aproximación se usa el funcional

(3.3) Ã(γ(s)) =

∫ s1

s0

|f(γ(s))× γ̇(s)|2ds,

numéricamente más conveniente puesto que si Ã se anula en una curva, también aśı lo hace At.
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Figura 3.2. Una curva no rectificable que no es invariante.

Sea (s, v(s)) una aproximación a la curva invariante γ, la cual debe satisfacer la siguiente condición, dada una órbita
heterocĺınica que une los puntos (a, 0) y (b, 0), la aproximación (s, v(s)) ha de ser de tal manera que v(a) = 0 = v(b).

Para una expresión de v(s) se calcula Ã, en la que los coeficientes de los términos en la expresión de v(s) se consideran
como las variables a encontrar. Para una elección de estos valores, se obtiene una curva parametrizada (s, v(s)). De
esta manera encontramos la mejor aproximación a la curva invariante.

El método de descenso máximo (o método gradiente) es uno de los métodos de optimización más simples. General-
mente es utilizado en los problemas de minimización no restringida. Este método se basa en aproximaciones sucesivas
cuya diferencia es igual a menos el gradiente de la función a minimizar, de tal forma que representa la dirección en
la cual la función decrece más rápidamente.

Las aproximaciones sucesivas son entonces

(3.4) xi+1 = xi − ε∇Ã(xi),

donde xi es la i-ésima iteración, ε es un valor fijo (pequeño ε� 1) y ∇Ã(xi) representa el gradiente del funcional de
área evaluado en la i-ésima iteración. El término inicial x0 se elige arbitrariamente, de aqúı en adelante se denominará
condición inicial. Para determinar la convergencia de (3.4), esto es, la condición necesaria para determinar que se ha
encontrado el mı́nimo, se usa el siguiente criterio.

1. Se selecciona un parámetro δ > 0.
2. Calcular c = ∇f(xi), donde f es la función a minimizar. Si |c| < δ entonces xi es la aproximación buscada,

de lo contrario repetir el procedimiento.

Una descripción más detallada de este método puede encontrarse en [6, 43].

4. Ejemplo 1: órbitas heterocĺınicas

Como primer ejemplo en el estudio de conjuntos invariantes de un flujo asociado a una ecuación diferencial
ordinaria, consideremos el péndulo f́ısico y sus correspondientes separatrices, esto es, las dos órbitas heterocĺınicas
que unen a los puntos (−π, 0) y (π, 0). Tomemos la ecuación diferencial ordinaria

(3.5) ẍ = − sinx,

la cual es equivalente al sistema de EDO’s de primer orden,

(3.6) (ẋ, ẏ) = (y,− sinx).

Notemos que (3.5) y (3.6) constituyen un sistema conservativo (veáse por ejemplo [3]). Una primera integral, mejor
conocida como enerǵıa total, está dada por la ecuación

E =
1

2
ẋ2 + U(x),
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Figura 3.3. Retrato fase del sistema (3.6).

donde

U(x) =

∫ x

0

sin ηdη = 1− cosx.

Notemos que dE
dt = 0, es decir, la enerǵıa total asociada al sistema (3.6) se conserva. El retrato fase se muestra en la

figura 3.3.

Al sustituir las coordenadas de los puntos (−π, 0) y (π, 0) en E = 1
2 ẋ

2 +U(x), se obtiene que estos puntos satisfacen
E = 2, por lo que la separatriz (curva que une a los dos puntos dados) pertenece al nivel de enerǵıa ya mencionado,
y está dada por

(3.7)
1

2
y2 − cosx− 1 = 0.

Primero consideremos y > 0 en (3.7), por lo que la parte superior de (3.7) se parametriza mediante

(3.8) (s,
√

2 cos s+ 2), −π ≤ s ≤ π.
Sea (s, v(s)) una aproximación a (3.8), la cual satisface v(±π) = 0. Una elección para v(s) es

(3.9) v(s) = −(s+ π)(s− π)
n∑
i=0

ais
i.

Bajo esta suposición se calcula el funcional en (3.3). Dado que los puntos (x, y) satisface la ecuación (3.7) también

corresponden a soluciones del sistema (3.6). En consecuencia, obtenemos que Ã está dado por

(3.10) Ã(γ(s)) =

∫ π

−π
(sin s+ v(s)v′(s))2 ds.

Los coeficientes ai en (3.9) son determinados de tal manera que el funcional (3.10) sea mı́nimo.

Por la simetŕıa de la separatriz, se toma n = 2 en (3.9) y utilizamos la condición inicial (2.03, 0,−0.27), ε = 9×10−6

y δ = 1.1× 10−3. Estos valores corresponden a una aproximación a los valores exactos de la expansión de Taylor de
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la segunda coordenada en (3.8).

El cuadro 1 muestra el valor de |∇Ã| para diversas iteraciones. En la iteración 2000, el valor de la norma del gradiente

Iteración Norma
1 65441.73255
10 2362.35568
100 115.87497
500 4.22368
1000 0.25092
1100 0.144890
1200 0.08376
1500 0.01623
2000 0.00106

Cuadro 1. Valor de |∇Ã| para diversas iteraciones en la aproximación (con convergencia) a una
órbita heterocĺınica.

del área es 1.055×10−3, lo que muestra la convergencia de este método de acuerdo al criterio establecido en la sección
2.3. Estos resultados se muestran en la figura 3.5. Los cambios aparentes en las figuras se deben a la escala utilizada.

Por otro lado, si v(s) está dada por la expresión

(3.11) v(s) =
n∑
k=0

aks
k,

en la que no se cumple v(±π) = 0), con n = 11 y la condición inicial (aproximaciones a los valores de la expansión
de Taylor de (3.7))

(3.12) (2.03, 0,−0.27, 0, 6× 10−3, 0,−5× 10−5, 0, 1,95× 10−7, 0,−6× 10−10)

donde ε = 3× 10−10.

El cuadro 2 muestra el valor de |∇Ã| para diversas iteraciones.

Bajo estas consideraciones, se tiene que después de 2000 iteraciones el gradiente del funcional de área es 2.05× 102,

Iteración Norma
1 18746.07388
10 2356.11301
30 259.23968
100 211.62354
500 210.25162
1000 208.54603
1500 206.84985
2000 205.16202

Cuadro 2. Valor de |∇Ã| para diferentes iteraciones en la aproximación (sin convergencia) a una
órbita heterocĺınica.

que es un valor muy grande en comparación con cualquier δ � 1 . Por lo tanto (3.11) no es una elección adecuada
para aproximar la separatriz. La figura 3.5 muestra la aproximación a la separatriz en este caso.
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(a) Curva inicial (b) Primera iteración (c) Iteración 100

(d) Iteración 500 (e) Iteración 1500

Figura 3.4. Aproximaciones sucesivas a la separatriz en el sistema (3.6) mediante una curva que
cumple v(±π, 0) = 0.

5. Ejemplos 2 y 3: ciclos ĺımite

En esta sección se extienden las ideas previas para estudiar ciclos ĺımite. Al ser curvas cerradas, se consideran
series truncadas de Fourier en lugar de polinomios para su aproximación.

Sea el sistema

ẋ1 = −x2 + x1(1− x2
1 − x2

2),(3.13)

ẋ2 = x1 + x2(1− x2
1 − x2

2).(3.14)

Utilizando el cambio a coordenadas polares (r, θ) mediante las relaciones

rṙ = x1ẋ1 + x2ẋ2,

−r2θ̇ = x2ẋ1 − x1ẋ2,
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(a) Curva inicial (b) Primera iteración (c) Iteración 100

(d) Iteración 1000 (e) Iteración 2000

Figura 3.5. Aproximaciones sucesivas a la separatriz en el sistema (3.6) mediante una curva que
no necesariamente cumple v(±π, 0) = 0.

el sitema (3.13) - (3.14) se transforma en

ṙ = r(1− r2),

θ̇ = 1.

De la primera de estas relaciones se obtiene que r(t) = 1√
c exp(−2t)+1

, por lo que para cualquier condición inicial

distinta de r0 = 0, 1 y t → ∞, tenemos que r(t) → 1, lo que afirma que r = 1 o bien x2
1 + x2

2 = 1 es un ciclo

ĺımite estable (veáse figura 3.6 ). Para caracterizar este ciclo ĺımite minimizaremos el funcional Ã dado en (3.3),
consideramos la parametrización usual

(3.15) γ(s) = (cos s, sin s), 0 ≤ s < 2π.
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Figura 3.6. Retrato fase de (3.13) - (3.14).

Tomemos las expansiones de Fourier para u y v,

u(s) =
2∑
k=0

ak cos ks+
2∑
k=1

bk sin ks,(3.16)

v(s) =
2∑
k=0

a′k cos ks+
2∑
k=1

b′k sin ks.(3.17)

Esto implica que Ã está dado por:

Ã(γ(s)) =

∫ 2π

0

((−v + u(1− u2 − v2))v′ − (u+ v(1− u2 − v2))u′)2ds.

Se elige ε = 0.005 y δ = 0.0006. La condición inicial (con valores cercanos a los correspondientes en el ciclo ĺımite) es

(0, 1.3, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.01, 1.3, 0.1).

El cuadro 3.3 muestra el valor de |∇Ã| para diferentes iteraciones.

Al utilzar el método del descenso máximo, en la iteración 110, se tiene que |∇Ã| < δ, por lo que existe convergencia

Iteración Norma
1 60.37285
2 1.57890
10 0.94519
50 0.93634
70 0.11007
100 0.00216
110 0.00057

Cuadro 3. Valor de |∇Ã| para diferentes iteraciones en la aproximación a un ciclo ĺımite estable.

numérica a la curva invariante. Veáse la figura 3.8.

Por otro lado, si se considera ahora,

ẋ1 = −x2 + x1(x2
1 + x2

2 − 1)2,(3.18)

ẋ2 = x1 + x2(x2
1 + x2

2 − 1)2,(3.19)
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(a) Curva inicial (b) Primera iteración (c) Iteración 10

(d) Iteración 50 (e) Iteración 110

Figura 3.7. Aproximaciones al ciclo ĺımite estable de (3.13) - (3.14).

entonces en coordenadas polares se reescribe

ṙ = r(r2 − 1)2,

θ̇ = 1.

De la primera de estas ecuaciones se obtiene que las soluciones cuya condición inicial r(0) = r0 dentro del ćırculo
r = 1 son tales que r(t) → 1 cuando t → ∞; mientras que fuera del este ćırculo son tales que r(t) → 1 cuando
t→∞, por lo que x2

1 + x2
2 = 1 es un ciclo ĺımite inestable. El retrato fase se muestra en la figura 3.8. Como antes se

utiliza (3.16) y (3.17), ε = 0.005, δ = 0.0055 y la condición inicial (valores cercanos a los correctos en el ciclo ĺımite
inestable)

(0, 1.2, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.01, 1.1, 0.1).

El cuadro 4 muestra el valor de |∇Ã| para diferentes iteraciones.

Al utilizar el método antes descrito se tiene que |∇Ã| < δ, por lo que existe convergencia numérica al ciclo ĺımite
inestable. Veáse figura 3.9.
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Figura 3.8. Retrato fase de (3.18) - (3.19).

Iteración Norma
1 15.09362
10 1.18918
20 0.66110
50 0.13987
100 0.01578
200 0.00829
300 0.00663
400 0.00544

Cuadro 4. Valor de |∇Ã| para diferentes iteraciones en la aproximación a un ciclo ĺımite inestable.
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(a) Curva inicial (b) Primera iteración (c) Iteración 50

(d) Iteración 100 (e) Iteración 400

Figura 3.9. Aproximaciones al ciclo ĺımite inestable de (3.18) - (3.19).





Caṕıtulo 4

Existencia y estructura del atractor

1. Introducción

En este caṕıtulo demostraremos la existencia del atractor global para la ecuación en estudio (veáse Teorema 4.3).
Para ello la existencia de un funcional con determinadas caracteŕısticas es clave.

Primero consideremos la definición siguiente.

Definición 4.1. Un funcional (de Lyapunov) del semigrupo {S(t)}t≥0 en un conjunto F ⊂ H es una función
continua F : F → R, tal que,

1. Para toda uo ∈ F , la función t→ F (S(t)u0) es decreciente.
2. Si F (S(τ)u1) = F (u1) para algún τ > 0, entonces u1 es un punto fijo del semigrupo {S(t)}t≥0, es decir
S(t)u1 = u1, ∀t > 0.

El Teorema siguiente ilustra la conexión entre un atractor global y las soluciones de equilibrio de un sistema
dado. Esta conexión está caracterizada de tal manera que el funcional asociado tiene que ser un funcional de Lyapunov.

Teorema 4.1. Sea dado un semigrupo {S(t)}t≥0 con las propiedades (2.1) - (2.3). Si existe un funcional como
en la definición 4.1, continuo en F ⊂ H y un atractor global A ⊂ F . Sea E el conjunto de puntos fijos del semigrupo.
Entonces,

A =M+(E).

Más aún, si E es discreto, A es la unión de E y de las trayectorias que unen puntos de E y

A =
⋃
z∈E
M+(z).

En este enunciado se debe recordar que M+(X) es el conjunto (posiblemente vaćıo) de puntos u∗ los cuales
pertenecen a una órbita completa {u(t), t ∈ R} y tal que d(u(t), X)→ 0 cuando t→∞.

Los detalles pueden encontrarse en (Teorema 4.1 del caṕıtulo 7 de [51], Teorema 10.13 de [45], Teorema 3.2 de [28],
o teorema 72.1 de [47]). Aqúı se expone un bosquejo del Teorema 4.1.

1. Primero se demuestra que si X es un conjunto compacto invariante, entonces M+(X) ⊂ A. Con esto se
concluye que M+(E) ⊂ A, es decir M+(z) ⊂ A para toda z ∈ E .

2. Se prueba que si existe un funcional de Lyapunov, sobre un conjunto absorbente positivamente invariante,
entonces ω(u0) ∈ E para cada u0 ∈ H. En particular, si H es conexo y E es discreto, entonces ω(u0) ∈ E .

3. Se utiliza el punto anterior al conjunto

γ =
⋂
s<0

{u(t) : t < s},

donde u(t) = S(t)u0, u0 ∈ A. Esto implica que γ ∈ E .
4. Finalmente, se observa que si los puntos fijos son discretos y γ es conexo, entonces γ = z para algún z ∈ E .

35
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2. Espacios de Sobolev en variedades Riemannianas

La notación y terminoloǵıa usada en esta sección, puede encontrarse en [2, 22] .

Sea (M, g) una variedad diferenciable. Sea k un entero y p ≥ 1 un número real. Sea

Cpk(M) =

{
u ∈ C∞(M) :

∫
M

|∇ju|pdν(g) <∞, ∀j = 0, . . . , k

}
.

Cuando M es compacta, se tiene que Cpk(M) = C∞(M) para cualquier k y toda p ≥ 1. Para u ∈ Cpk(M) , su p-norma
está definida por,

||u||Hp
k

=
k∑
j=0

(∫
M

|∇ju|pdν(g)

)1/p

.

De esta manera se define el espacio de Sobolev Hp
k como sigue.

Definición 4.2. Dada (M, g) una variedad diferenciable, k un entero y p ≥ 1 un número real, el espacio de
Sobolev Hp

k es la completación de Cpk con respecto a la norma || · ||Hp
k
.

Estos espacios pueden considerarse subespacios de Lp(M), donde la norma || · ||p está dada por,

||u||p =

(∫
M

|u|pdν(g)

)1/p

.

Definición 4.3. Dados (E, ||·||E) y (F, ||·||F ) dos espacios vectoriales normados, siendo E un subespacio de F, se
dice que la inclusión de E en F es compacta si cualquier subconjunto acotado de (E, ||·||E) es relativamente compacto
en (F, || · ||F ). Para denotar este hecho, se emplea la notación E ⊂⊂ F . También se dice que E está compactamente
encajado en F.

Esto significa que cualquier sucesión acotada en (E, || · ||E) posee una subsucesión convergente en (F, || · ||F ). Si
la inclusión es compacta, también es continua en el sentido de que existe una C > 0 de tal manera que para toda
x ∈ E, ||x||F ≤ C||x||E .

Uno de los resultados que se emplearán en la demostración de la existencia del atractor para la ecuación en conside-
ración se enuncia a continuación.

Teorema 4.2. Sea (M, g) una variedad diferenciable compacta de dimensión n ∈ Z+. Entonces para cualesquiera
números reales 1 ≤ q < p y cualesquiera enteros 0 ≤ m ≤ p, si 1/p = 1/q− (k−m)/n, entonces Hq

k(M) ⊂⊂ Hp
m(M).

En particular, para toda q ∈ [1, n), Hq
1 (M) ⊂⊂ Lp(M) donde 1/p = 1/q − 1/n.

En [22] pueden ver los detalles de la prueba del Teorema 4.2; aqúı solamente se presenta un bosquejo.

1. Primero se prueba que si (M, g) es una n-variedad Riemanniana completa, recordemos que toda variedad
Riemanniana compacta, que puede cubrirse con un número finito de cartas, también es completa, como
un espacio métrico. Este hecho se encuentra en el Teorema de Hopf - Rinow, (veáse [2]). Si H1

1 (M) ⊂⊂
Ln/(n−1)(M) , entonces para cualesquiera números reales 1 ≤ q < p y cualesquiera enteros 0 ≤ m < k tal
que 1/p = 1/q − (k −m)/n, Hq

k(M) ⊂⊂ Hp
k (M).

2. Se establece que si q ∈ [1, n) y p tal que 1/p = 1/q − 1/n, entonces para toda u ∈ Hq
1 (Rn),(∫

Rn

|u|p dx
)1/p

≤ p(n− 1)

2n

(∫
Rn

|∇u|q dx
)1/q

.

Esta desigualdad es consecuencia del siguiente Lema: para u ∈ D(Rn) (conjunto de funciones suaves de clase
C1 con soporte compacto en Rn) ,(∫

Rn

|u|
n

n−1 dx

) n
n−1

≤ 1

2

n∏
i=1

(∫
Rn

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣ dx) 1

n

,



4. EXISTENCIA Y ESTRUCTURA DEL ATRACTOR 37

donde dx es el elemento de volumen (Legesgue) de Rn.
3. Debido al inciso 1, sólo basta con probar que H1

1 (M) ⊂⊂ Ln/(n−1)(M) se satisface. Esto se realiza conside-
rando el hecho de que M es compacta y se puede cubrir con un número finito de cartas. Se utiliza el punto
2 a cada elemento de las cartas, concluyendo de esta manera el resultado.

Como consecuencia de la primera parte del Teorema 4.2 se obtiene el siguiente Corolario.

Corolario 4.1. Para toda q ∈ [1, n), Hn
1 (M) ⊂⊂ Hq

1 (M), de modo que Hn
1 (M) ⊂⊂ Lp(M) para toda p ≥ 1.

3. Desigualdades diferenciales

Tomando en cuenta los resultados expuestos en la sección 2, se sigue la existencia del atractor para la ecuación
estudiada, como se enuncia en el Teorema 2.1. En su demostración será útil la siguiente desigualdad diferencial tipo
Gronwall (veáse [51]).

Lema 4.1. Sea y una función absolutamente continua sobre (0,∞), tal que satisface la desigualdad

y′ + γyp ≤ δ,

con p > 1, γ > 0, δ ≥ 0. Entonces, para t > 0,

y(t) ≤
(
δ

γ

)1/p

+ (γ(p− 1)t)−1/(p−1).

Demostración. Si y(0) ≤ (γ/δ)1/p, entonces y(t) ≤ (γ/δ)1/p, ∀t ≥ 0. Si y(t) > (γ/δ)1/p , entonces existe
t0 ∈ (0,∞) tal que y(t) ≥ (γ/δ)1/p para 0 ≤ t ≤ t0, y, y(t) ≤ (γ/δ)1/p, para t ≥ t0.

Para t ∈ [0, t0] se escribe z(t) = y(t)− (γ/δ)1/p ≥ 0 y dado que (a+ b)p ≥ ap + bp para a, b ≥ 0, p > 1, se tiene que,

yp = (z + (γ/δ)1/p)p ≥ zp + γ/δ.

De esta manera obtenemos,

(4.1) z′ + γzp ≤ y′ + γ
(
yp − γ

δ

)
≤ 0.

Integrando (4.1), obtenemos

(4.2) z(t)p−1 ≤ 1

z1−p
0 + γ(p− 1)t

≤ 1

γ(p− 1)t
.

De esta forma, se concluye la demostración del Lema 4.1, debido a que la desigualdad (4.2) es válida para t ∈ [0, t0],
y el resultado es verdadero para toda t. �

4. Existencia y estructura del atractor

El resultado principal de la tesis, es el concerniente a la existencia del atractor para la ecuación (1.7),

ut = ε∆u− 1

ε
W ′(u),

sujeta a la restricción (1.15), ∫
S2

u = 0.

Teorema 4.3. (Medina - Padilla 2010). El semigrupo {S(t)}t≥0 asociado con (1.7) - (1.15) posee un atractor
maximal que es acotado en H2

1 (S2) compacto y conexo en L2(S2). Su cuenca de atracción es todo el espacio L2(S2)
y atrae conjuntos acotados de L2(S2).
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Demostración. La existencia de la solución de la ecuación considerada es equivalente a encontrar el ı́nfimo de
la siguiente expresión,

(4.3) ı́nf Eε(u) = ı́nf

∫
M

(
ε

2
|∇u|2 +

1

ε
W (u)

)
para toda u ∈ H2

1 (M), sujeta a la restricción,

(4.4) G(u) =

∫
M

u(y)f(y) = 0,

donde f(y) es el determinante del Jacobiano de la transformación de S2 a M. Este determinante puede ser considerado
positivo. Esto puede hacerse puesto que para una superficie oval el mapeo de Gauss es un difeomorfismo (veáse [12]),
donde este factor es la curvatura Gaussiana en y.

Para ε > 0 fijo, la existencia del mı́nimo es una consecuencia inmediata del hecho de que el funcional (4.3) satisface
la condición de Palais-Smale (veáse [49]), está acotado por abajo, y en virtud de que la restricción define un espacio
lineal cerrado.

Por otro lado, hay que observar que,
d

dt
Eε(u) = −ε

∫
S2

u2
t ≤ 0.

Esta última afirmación asegura la existencia global de las soluciones para toda t > 0. Esto es suficiente para definir
el semiflujo asociado a la ecuación (1.7).

Otra manera de verificar la afirmación anterior, consiste en demostrar primero la existencia y unicidad de la solución
de (1.7) - (1.15) sujeta a una condición inicial adecuada (veáse Teorema A.1); posteriormente se verifica la unicidad
retrógrada, como se mencionó en el caṕıtulo 2 (veáse apéndice B), lo que permite aplicar el Teorema 4.1 para la
caracterización del atractor global.

Para la existencia del atractor global se procederá de la manera usual. Mostraremos que hay un conjunto absorbente
en L2(S2) y posteriormente, la compacidad del semigrupo de operadores {S(t)}t≥0, de acuerdo al Teorema 2.1 (veáse
[45, 51]).

La ecuación de Euler- Lagrange asociada a (1.7) sujeta a la restricción (1.15) (para cada εi), introduce un multiplicador
de Lagrange λi, quedando de la siguiente manera,

(4.5) ut − εi∆u+
4

εi
(u3 − u) + λif = 0.

Como se puede ver en [11], se demuestra que estos multiplicadores de Lagrange son acotados. Este hecho se em-
pleará más adelante.

Para demostrar la existencia del conjunto absorbente en L2(S2), se multiplica la ecuación (4.5) por u, se integra
sobre S2 y usando la fórmula de Green se obtiene que,

(4.6)
1

2

d

dt
||u||2L2 + εi

∫
S2

|∇u|2 +

∫
S2

(
4

εi
(u4 − u2) + λifu

)
= 0,

donde || · ||L2 denota la norma en L2(S2).

El Corolario 4.1 afirma que H2
1 (S2) ⊂⊂ L2(S2), por lo que existe una constante c0 tal que ||u||L2 ≤ c0||u||H2

1
, de

modo que existe una c1 tal que,

(4.7)

∫
S2

|u|2 ≤ c1
∫
S2

|∇u|2.
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Ahora bien, se requiere una estimación de la tercera integral en (4.6), para lo cual se emplea la desigualdad

−λifu ≤
1

2
λ2
i f

2 +
1

2
u2;

a partir de la desigualdad de Hölder, para una C > 0,∫
S2

(
4

εi
− λifu

)
≤
(

4

εi
+

1

2

)∫
S2

u2 +
1

2
λ2
i

∫
S2

f2 ≤ C

√∫
S2

u4 + C,

por lo que existen A, B > 0 tales que,∫
S2

(
4

εi
(u4 − u2) + λifu

)
≥ 4

εi

∫
S2

u4 − C

√∫
S2

u4 + C =
4

εi

(√∫
S2

u4 −A

)2

−B.

Debido a (4.6) y a la ecuación anterior se concluye que existe una c′1 > 0 de manera que,

1

2

d

dt
||u||2L2 + εi

∫
S2

|∇u|2 +

∫
S2

(
4

εi
u4 − c′1

)
≤ 1

2

d

dt
||u||2L2 + εi

∫
S2

|∇u|2 +

∫
S2

(
4

εi
(u4 − u2) + λifu

)
= 0.

Por tanto,
1

2

d

dt
||u||2L2 + εi

∫
S2

|∇u|2 +

∫
S2

(
4

εi
u4 − c′1

)
≤ 0.

Esto implica que,

(4.8)
1

2

d

dt
||u||2L2 + εi

∫
S2

|∇u|2 +

∫
S2

(
4

εi
u4

)
≤ 4πc′1.

De acuerdo a (4.7) se concluye, a partir de (4.8), que existe una constante c′2 = 2(4πc′1) tal que,

d

dt
||u||2L2 +

2εi
c21
||u||2L2 ≤ c′2.

Utilizando el Lema clásico de Gronwall se obtiene que,

||u(t)||2L2 ≤ ||u0||2L2 exp

(
−2εi
c21
t

)
+
c′2c

2
1

2εi

(
1− exp

(
−2εi
c21
t

))
;

por tanto,

ĺım sup
t→∞

||u(t)||L2 ≤ ρ0, ρ2
0 =

c′2c
2
1

2εi
.

Esto quiere decir que existe un conjunto absorbente B0 en L2(S2), toda bola de L2(S2) centrada en 0 de radio R > ρ0,
puesto que si B es un conjunto acotado de L2(S2), incluido en una bola B(0, R) de L2(S2), entonces S(t)B ∈ B(0, ρ′0)
para t ≥ t0(B, ρ′0), donde

t0 =
c21
2εi

ln

(
R2

(ρ′0)2 − ρ2
0

)
.

Para probar la compacidad uniforme de los operadores, se procede empleando una demostración propuesta por B.
Nicolaenko (veáse [51]). Ah́ı se hace uso del conjunto absorbente en L2(S2), el cual se probó en el párrafo anterior.

Por la desigualdad de Hölder tenemos que, ∫
S2

u4 ≥ 1

4π

(∫
S2

u2

)2

.

De manera análoga a (4.8) se concluye que

y′ + γy2 ≤ δ,
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donde y = ||u||2L2 , γ = 1
π , δ = 8πc′1. El Lema 4.1 muestra que esta desigualdad implica que

(4.9) y(t) ≤
(
δ

γ

)1/2

+
1

γt
, ∀t > 0.

Sea ρ2 un número mayor que (δ/γ)1/2 y

(4.10) T0 =
1

γ

(
ρ2

2 −
(
δ

γ

)1/2
)−1

.

Las relaciones (4.9) y (4.10) muestran que, para todo conjunto B de L2(S2) acotado o no, S(t)B está incluido en una
bola B2 centrada en 0 y de radio ρ2, si t ≥ T0. De esta manera la existencia de un conjunto absorbente en H2

1 (S2)
queda demostrada. La compacidad uniforme de los operadores S(t) radica en el hecho de que todo conjunto acotado
B está incluido en una bola B(0, R) para toda t ≥ t0, la cual es acotada en H2

1 (S2) y relativamente compacto en
L2(S2) (ver cororalio 4.1). La existencia del atractor global se sigue entonces del Teorema 2.1. �



Caṕıtulo 5

Implementación numérica

1. Introducción

Una vez demostrada la existencia del atractor global en el caṕıtulo 4, se busca su caracterización empleando
el método de Galerkin, el cual consiste en obtener un sistema de ecuaciones diferenciales (reducción a dimensión
finita) como aproximación a la solución de la ecuación (1.7) sujeta a la restricción (1.15). Esta reducción a dimensión
finita supone una solución en términos de funciones ortogonales y mediante el producto interno se obtiene dicha
aproximación, como se puede ver en la sección 5.3.

Como se trabaja en S2 se emplean los esféricos armónicos en la implementación de este método.

2. La ecuación en S2

En esta sección se obtendrá una expresión para (1.7) mediante la elección de un sistema de coordenadas esféricas.
Esto permitirá implementar un método numérico para poder caracterizar el atractor que se menciona en el Teorema
4.3.

Parametrizamos a la esfera de radio r en coordenadas esféricas (r cos θ cosφ, r sin θ cosφ, r sinφ), donde 0 ≤ θ < 2π
y −π2 ≤ φ ≤

π
2 (veáse figura 5.1).

El laplaciano en estas coordenadas está dado por,

(5.1) ∆u =
1

r2 cosφ

(
∂

∂r

(
(r2 cosφ)(1)

∂u

∂r

)
+

∂

∂θ

(
(r2 cosφ)

(
1

r2 cos2 φ

)
∂u

∂θ

)
+

∂

∂φ

(
(r2 cosφ)

(
1

r2

)
∂u

∂φ

))
=
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
+

1

r2 cos2 φ

∂2u

∂θ2
+

1

r2

∂2u

∂φ2
− tanφ

r2

∂u

∂φ
.

Haciendo r = 1 en (5.1) se obtiene el operador de Laplace-Beltrami en S2,

(5.2) ∆u =
1

cos2 φ

∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂φ2
− tanφ

∂u

∂φ
.

De esta manera (1.7) se escribe como sigue,

(5.3)
∂u

∂t
− ε
(

1

cos2 φ

∂2u

∂θ2
+
∂2u

∂φ2
− tanφ

∂u

∂φ

)
− 4

ε
u(1− u2) = 0.

Ahora buscamos la implementación de un método numérico que trate de explicar la estructura del atractor. Una
forma es reducir la ecuación (5.3), junto con una condición inicial adecuada, a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. En la siguiente sección implementaremos el método de Galerkin.
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Figura 5.1. Coordenadas esféricas empleando longitud θ y latitud φ.

3. El método de Galerkin

La idea es obtener una reducción a dimensión finita de (5.3). Un método para obtenerla es emplear el método
de Galerkin, para más detalles veáse [18, 27].

De manera más precisa, la intención es encontrar una solución débil del problema de valor inicial,

∂u

∂t
− ε
(

1

cosφ2

∂2u

∂θ2
+

∂u

∂φ2
− tanφ

∂u

∂φ

)
− 4

ε
u(1− u2) = 0 en S2 × (0, T ](5.4)

(5.5) u(θ, φ) = g(θ, φ) en S2 × {t = 0}.
Suponemos que existen funciones wk = wk(θ, φ) con k = 1, . . . ,m, suficientemente suaves. Además éstas constituyen
una base ortogonal en H2

1 (S2) y una base ortonormal en L2(S2). Por ejemplo, se toma wk como las funciones propias
del laplaciano en S2.

Fijamos un entero positivo m y consideramos la función um dada por,

(5.6) um(t) = u(x, t) =
m∑
k=1

dkm(t)wk, 0 ≤ t ≤ T, k = 1, . . . ,m,

donde se espera que los coeficientes dkm(t) satisfacen,

(5.7) dkm(0) = (g, wk)

y

(5.8) (u′m(t), wk) +B[um(t), wk; t] = (f(t), wk).

Aqúı (·, ·) denota el producto interno usual en L2(S2), ′ = d
dt y B[um, wk; t] es la forma bilineal,

(5.9) −
∫
S2

(
ε

(
1

cosφ2

∂2um(t)

∂θ2
+
∂2um(t)

∂φ2
− tanφ

∂um(t)

∂φ

)
− 4

ε
um(t)

)
wk.



3. EL MÉTODO DE GALERKIN 43

Notemos además que,

(5.10) f(t) = −4

ε
(um(t))3.

La función um de la forma (5.6) satisface la proyección (5.8) del problema (5.4) - (5.5) sobre el subespacio de
dimensión finita generado por {wk}mk=1.

Como consecuencia de la teoŕıa sobre existencia y unicidad de sistemas de ecuaciones diferenciales, se tiene el siguiente
Teorema.

Teorema 5.1. Para cada entero m = 1, 2, ..., existe una única función um de la forma (5.6) que satisface (5.7)
y (5.8).

Como consecuencia del Teorema 5.1, se eligen las funciones wk que servirán para la implementación numérica
del método de Galerkin para la ecuación (1.7).

Para ello utilizamos el método de separación de variables para la ecuación ∆u = 0 en S2, suponemos que u =
Θ(θ)Φ(φ); de esta forma obtenemos que

(5.11)
1

cos2 φ

∂2u

∂θ2
− tanφ

∂u

∂φ
+
∂2u

∂φ2
= 0,

1

cos2 φ
Θ′′Φ− (tanφ)ΘΦ′ + ΘΦ′′ = 0,

1

cos2 φ
Θ′′Φ = (tanφ)ΘΦ′ −ΘΦ′,

1

cos2 φ
Θ′′Φ = Θ[(tanφ)Φ′ − Φ′′],

Θ′′

Θ
= −cos2 φ[Φ′′ − (tanφ)Φ′]

Φ
.

Las soluciones correspondientes de (5.11) en Θ es una combinación lineal de las funciones seno y coseno. Mientras que
la correspondiente a Φ con la sustitución x = sinφ es una ecuación de Legendre en coordenadas polares. Utilizamos
entonces el polinomio asociado de Legendre P (k, l, x), el cual se define mediante la relación,

(5.12) P (k, l, x) =
(−1)k

l! · 2l
· (1− x2)

m
2 · d

k+l

dxk+l
(x2 − 1)l,

en la que k ≥ 0 y l ≤ k. Una descripción más detallada de estos polinomios puede encontrarse en [1].

De este modo las funciones um serán de la forma,

um(t) =
m∑
k=1

ak,lm (t) sin(kθ)P (k, l, sin(φ)) + bk,lm (t) cos(kθ)P (k, l, sin(φ)).





Caṕıtulo 6

Resultados numéricos y Conclusiones

1. El atractor en S2

En este caṕıtulo obtenemos la proyección a dimensión finita del problema en estudio, como se hizo en el caṕıtulo
anterior. Se analizan algunas condiciones iniciales. Finalmente se discute otra proyección a fin a de encontrar un
ejemplo de una condición inicial que con el tiempo se transforme en una geodésica.

De acuerdo a lo mencionado en la sección 5.3, y la condición (1.15) se eligen las funciones um (veáse 5.6) como

(6.1) um(t) =

m∑
k=1

ak,lm (t) sin(kθ)P (k, l, sin(φ)) + bk,lm (t) cos(kθ)P (k, l, sin(φ)),

donde P (k, l, sin(φ)) es el polinomio asociado de Legendre de orden k y l, con l ≤ k, como en (5.12).

Con m = 1 y ε = 0.001, el método de Galerkin lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

(6.2) 1110.33a1,0
1 (t)3 + a1,0

1 (t)
(
− 1973.92 + 1110.33a1,1

1 (t)2 + 1110.33b1,01 (t)2 + 370.11b1,11 (t)2
)
+

740.22a1,1
1 (t)b1,01 (t)b1,11 (t) + 4.9348

d

dt
a1,0

1 (t) = 0,

1110.33a1,1
1 (t)3 + a1,1

1 (t)
(
− 1973.82 + 1110.33a1,1

1 (t)2 + 370.11b1,01 (t)2 + 1110.33b1,11 (t)2
)
+

740.22a1,0
1 (t)b1,01 (t)b1,11 (t) + 4.9348

d

dt
a1,1

1 (t) = 0,

1110.33b1,01 (t)3 + 1110.33a1,0
1 (t)2b1,01 (t) + 370.11a1,1

1 (t)2b1,01 (t) + 740.22a1,0
1 (t)a1,1

1 (t)b1,11 (t)+

b1,01 (t)
(
− 1973.92 + 1110.33b1,11 (t)2

)
+ 4.9348

d

dt
b1,01 (t) = 0,

1110.33b1,11 (t)3 + b1,11 (t)
(
− 1973.82 + 1110.33a1,0

1 (t)2 + 1110.33b1,11 (t)2
)

+ 740.22a1,0
1 (t)a1,1

1 (t)b1,01 (t)+

370.11a1,0
1 (t)2b1,11 (t) + 4.9348

d

dt
b1,11 (t) = 0.

Si se considera la condición inicial

(6.3) a1,0
1 (0) = 0, a1,1

1 (0) = 1, b1,01 (0) = 0, b1,11 (0) = 0,

se obtiene que

a1,0
1 (t) = 0, b1,01 (t) = 0, b1,11 (t) = 0,

a1,1
1 (t) =

65794√
2435101734 + 1893748702 exp

(
− 9869100

12337 t
) ,

por lo que

(6.4) u1(t) =
65794√

2435101734 + 1893748702 exp
(
− 9869100

12337 t
) sin θP (1, 1, sinψ).

La figura 6.1 muestra el comportamiento de la solución para diferentes valores de t.
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Si ahora la condición inicial es

(6.5) a1,0
1 (0) = 0, a1,1

1 (0) = 0, b1,01 (0) = 0, b1,11 (0) = 2,

se obtiene

a1,0
1 (t) = 0, a1,1

1 (t) = 0, b1,01 (t) = 0, b1,11 (t) =
4√

9− 5 exp(−8000t)
,

por lo que

(6.6) u1(t) =
4√

9− 5 exp(−8000t)
cos θP (1, 1, sinψ).

La figura 6.2 muestra el comportamiento de la solución para diferentes valores de t.

Si ahora, la condición inicial es

(6.7) a1,0
1 (0) = 0, a1,1

1 (0) = 5, b1,01 (0) = 0, b1,11 (0) = 2,

se obtiene

a1,0
1 (t) = 0, a1,1

1 (t) = 1.2 + 3.8 exp(−15441.31127t), b1,01 (t) = 0,

y

b1,11 (t) = 0.5 + 1.5 exp(−17237.31702t),

por lo que

(6.8) u1(t) = (1.2 + 3.8 exp(−15441.31127t)) sin θP (1, 1, sinψ)+

(0.5 + 1.5 exp(−17237.31702t)) cos θP (1, 1, sinψ).

La figura 6.3 muestra el comportamiento de la solución para diferentes valores de t.

El último ejemplo muestra que mediante la elección de otra expansión en el métdo de Galerkin y una condición inicial,
a medida de que transcurre el tiempo, la curva de transición se acerca cada vez más a una geodésica cerrada. Este
ejemplo también muestra otra elección del valor de ε, mostrando aśı que similares comportamientos a los descritos
aqúı se presentan haciendo cambios en la expansión, en el número de términos de ésta o en el valor de ε.

Si en lugar de utilizar (6.1) se eligen las funciones um como

(6.9) um(t) =
m∑
k=1

ak(t) sin(kθ)P (k, sin(φ)) + bk(t) cos sin(kθ)P (k, sin(φ)),

donde P (k, sin(φ)) es el polinomio de Legendre de grado k.

Con m = 2 y ε = 0.01, la proyección del problema estudiado es,

(6.10) 1110.33a1(t)3 +
(
−1973.92 + 1572.97a2(t)2 + 1110.33b1(t)2 + 1592.97b2(t)2

)
a1(t) + 4.9348

d

dt
a1(t) = 0,

675.162a2(t)3 +
(
−1357.61 + 1572.97a1(t)2 + 1572.97b1(t)2 + 675.162b2(t)2

)
a2(t) + 3.392628

d

dt
a2(t) = 0,

1110.33b1(t)3 +
(
−1973.92 + 1110.33a1(t)2 + 1572.97a2(t)2 + 1572.97b2(t)2

)
b1(t) + 4.9348

d

dt
b1(t) = 0,

675.162b2(t)3 +
(
−1357.61 + 1572.97a1(t)2 + 675.162a2(t)2 + 1572.97b1(t)2

)
b2(t) + 3.392628

d

dt
b2(t) = 0.

Si se considera la condición inicial

(6.11) a1(0) = −0.877583, a2(0) = 0, b1(0) = 0, b2(0) = −0.479426,
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entonces

(6.12) u2(0) = −0.877583 sin θP (1, sin(φ))− 0.479426 cos 2θP (2, sin(φ)).

Al resolver el sistema (6.10) con la condición inicial (6.11), obtenemos las siguientes expresiones de u1(t) para
t = 0.0055 y t = 0.02, dadas por

u2(0.0055) = −1.2858 sin θP (1, sin(φ))− 0.1449 cos 2θP (2, sin(φ)),(6.13)

u2(0.02) = −1.3333 sin θP (1, sin(φ)).(6.14)

La figura 6.4 muestra el comportamiento de esta solución en los tiempos ya mencionados.

Como puede apreciarse en (b), (d) y (f) de las figuras 6.1 y 6.3, la transición de los valores cercanos a -1 a los valores
cercanos a 1 se encuentra en la curva con ecuación θ = π, mientras que para el caso presentado en la figura 6.2 la
transición se encuentra en θ = π

2 y θ = 3π
2 , mientras que en el último ejemplo la transición se encuentra en dos

geodésicas, lo cual queda más claro con las figuras de la siguiente sección.

2. Discusión de los resultados

En las figuras 6.5 a 6.7 se presentan diferentes curvas de nivel para u1(θ, ψ, t) con diferentes valores de t, según
(6.4). En todas las figuras la curva de nivel para el valor cero se muestra en color rojo. En el primer y tercer ejemplo
presentados, la transición se encuentra en θ = π o bien (− cosψ, 0, sinψ) un arco de geodésica. En el segundo caso la
transición es (0,± cosψ, sinψ), que también es una geodésica.

En la figura 6.8 (a) puede apreciarse que inicialmente la curva de nivel para el valor cero no es una recta, la cual al
tiiempo t = 0.03 corresponden a dos geodésicas.

A medida que el valor de t crece, se presenta prácticamente el mismo comportamiento presentado en las subgráficas
(c) de estos ejemplos, lo que sugiere que el atractor puede aproximarse por funciones que poseen regiones de transición
en arcos o curvas completas de una geodésica cerrada.

3. Conclusiones y trabajo futuro

En el presente estudiamos la existencia y estructura del atractor de una ecuación diferencial parcial no lineal en
S2. Al estar definida en una variedad, el espacio de funciones solución pertenecen a un subespacio en la que se impone
una restricción que contiene una integral. Mediante los resultados de espacios de Sobolev se demostró la existencia
del atractor para esta restricción.

La estructura de estos conjuntos, se estudió mediante la implementación del método de Galerkin, empleando sola-
mente una cantidad pequeña de términos, vemos que a medida que transcurre el tiempo, la transición se encuentra
en una geodésica. Uno de los aspectos que mejoraŕıan el resultado presentado, consiste en encontrar ejemplos en los
cuales la transición corresponda a arcos de geodésicas. Una de las opciones a explorar requiere aumentar el número
de términos de la expansión de Galerkin.

Al estudiar los atractores en S2 no queda claro qué situaciones pueden encontrarse en una superficie oval, por lo que
se buscará la caracterización exhaustiva del atractor en una superficie oval.

Para el estudio de conjuntos invariantes mediante un funcional de área, hay distintas opciones para desarrollar un
trabajo a largo plazo, mismas que mencionamos a continuación. Establecimiento de un criterio similar al Teorema
1, del caṕıtulo 3 para la existencia de una variedad invariante o una variedad inercial para EDO’s autónomas. En el
caso de ecuaciones no lineales de evolución representa un interés en campos de la f́ısica matemática o la mecánica
(veáse [19]). En este sentido, también pueden ampliarse este resultado para la interpretación de ı́nfimos del funcional
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de área propuesto y que no representan conjuntos invariantes.

Otra meta es encontrar condiciones necesarias y/o suficientes de las conclusiones establecidas por Bendixson aśı como
una relación con los funcionales de área de Smith.

Otro de los aspectos que seŕıa de interés es el estudio de órbitas heterocĺınicas en Rn cuya amplitud sea finita o
infinita (inclusive), con funcionales similares a los estudiados aqúı. Conjeturamos que a través de las propiedades
variacionales y geométricas de dichos funcionales permitirán demostrar la existencia de conjuntos invariantes en estos
espacios.

La hiperbolicidad de un conjunto de un sistema dinámico suave es una propiedad sensitiva a la órbita y al punto
inicial, de lo cual se plantea la situación de obtener información a partir de una aproximación de una órbita. El
lema de sombreado establece una conexión con la estabilidad estructural: las órbitas de perturbación de un sistema
dinámico son ε-órbitas para el sistema original . De manera alternativa se dice que las primeras ”sombrean.a las
segundas (veáse [26]). El establecimiento de una relación de este lema con el funcional de área estudiado permitirá
un criterio para la existencia de órbitas heterocĺınicas a partir del conocimiento de una órbita aproximada.

Este enfoque permitirá estudiar algunos problemas de la mecánica celeste, como las llamadas coreograf́ıas, entre las
que se encuentran soluciones periódicas al problema de 3 cuerpos sujetos a una fuerza central (veáse [10]).

En el caso de los atractores globales, una de las ĺıneas futuras, consistirá es determinar la existencia del atractor
global para la ecuación que aqúı presentamos con alguna otra función potencial, como el potencial logaŕıtmico y
determinar si las técnicas aqúı utilizadas pueden aplicarse a ecuaciones como las de Navier-Stokes o de Kuramoto
(veáse [51]) .

Los problemas no autónomos son aquellos en los que la no linealidad depende de forma directa del tiempo. En este
caso, la solución depende de la condición inicial, de modo que el sistema dependerá de dos parámetros temporales.
Para ello, la noción de proceso biparamétrico es una extensión a lo que se presenta en este trabajo (veáse [46]). Entre
los trabajos que han estudiado este campo y las aplicaciones a meteoroloǵıa y teoŕıa se oscilaciones se mencionan
[8, 9]. En algunos de ellos el método de Galerkin sigue siendo empleado para la reducción a dimensión finita del
problema en estudio.
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(a) Condición inicial en S2. (b) Gráfica de los valores de u1(0).

(c) u1(0.0001) en S2. (d) Gráfica de los valores de u1(0.0001).

(e) u1(1) en S2. (f) Gráfica de los valores de u1(1).

Figura 6.1. Comportamiento de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.4).
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(a) Condición inicial en S2. (b) Gráfica de los valores de u1(0).

(c) u1(0.01) en S2. (d) Gráfica de los valores de u1(0.01).

(e) u1(0.02) en S2. (f) Gráfica de los valores de u1(0.02).

Figura 6.2. Comportamiento de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.6).
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(a) Condición inicial en S2. (b) Gráfica de los valores de u1(0).

(c) u1(0.01) en S2. (d) Gráfica de los valores de u1(0.01).

(e) u1(0.05) en S2. (f) Gráfica de los valores de u1(0.05).

Figura 6.3. Comportamiento de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.8).
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(a) Condición inicial en S2. (b) Gráfica de los valores de u2(0).

(c) u2(0.0055) en S2 (d) Gráfica de los valores de u2(0.0055).

(e) u2(0.02) en S2 (f) Gráfica de los valores de u2(0.02).

Figura 6.4. Comportamiento de u2(t) para t = 0, 0.0055 y t = 0.02.
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(a) Curvas de nivel de u1(0). (b) Curvas de nivel de u1(0.0001).

(c) Curvas de nivel de u1(1).

Figura 6.5. Curvas de nivel de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.4).
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(a) Curvas de nivel de u1(0). (b) Curvas de nivel de u1(0.01).

(c) Curvas de nivel de u1(0.02).

Figura 6.6. Curvas de nivel de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.6).
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(a) Curvas de nivel de u1(0). (b) Curvas de nivel de u1(0.01).

(c) Curvas de nivel de u1(0.05).

Figura 6.7. Curvas de nivel de u1(t) para diferentes valores de t, según (6.8).



56 6. RESULTADOS NUMÉRICOS Y CONCLUSIONES

(a) Curvas de nivel de u2(0). (b) Curvas de nivel de u2(0.0055).

(c) Curvas de nivel de u2(0.02).

Figura 6.8. Curvas de nivel de u2(t) para t = 0, 0.0055 y t = 0.02.



Apéndice A

Existencia y Unicidad

Probaremos la existencia y unicidad de la solución de la ecuación (4.5),

ut − εi∆u+
4

εi
(u3 − u) + λif = 0.

Como se mencionó en los caṕıtulos 2 y 4 del presente, éste es un paso previo para la definición del semigrupo de
operadores {S(t)}t≥0.

Teorema A.1. La ecuación (4.5) sujeta a la condición inical u(x, 0) = u0(x) tiene una solución única para
t ≥ 0.

Demostración. Sea A el operador lineal asociado a la forma bilineal,

a(u, v) =
4

εi

∫
S2

∇u · ∇v.

Consideramos una base ortonormal de L2(S2) que consiste de los vectores propios de A, i. e.,

Awj = λjwj

y se emplea el método de Galerkin con esas funciones. Para cada m, se hace

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wj ,

de tal manera que

(A.1)

(
dum
dt

, wj

)
+ a(um, wj) + (g(um), wj) = 0, j = 1, . . . , m

y

(A.2) um(0) = u0m,

donde u0m es la proyección ortogonal en L2(S2) de u0 sobre el espacio generado por w1, . . . , wm. Como es sabido
(·, ·) denota el producto interno en L2(S2).

La existencia de um en algún intervalo [0, Tm) se sigue de la existencia de la solución para ecuaciones diferenciales
ordinarias. El hecho de que Tm = +∞ es consecuencia de ese resultado y de las siguientes estimaciones apriori.

Si multiplicamos (A.1) por gjm y se suma para j = 1, . . . , m se obtiene (4.5), en la que u se reemplaza por um.
Siguiendo con los mismos cálculos, se concluye que para T > 0 arbitrario, um es acotada independientemente de m
en L∞(0, T ;L2(S2)), L2(0, T ;H2

1 (S2)) y L4(0, T ;L4(S2)).

Por compacidad débil encontramos una subsucesión también denotada por um en
L∞(0, T ;L2(S2))∩L2(0, T ;H2

1 (S2))∩L4(0, T ;L4(S2)) tal que um → u en L2(0, T ;H2
1 (S2))∩L4(0, T ;L4(S2)) débil-

mente y um → u en L∞(0, T ;L2(S2)) *-débilmente.
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En el ĺımite en (A.1) y (A.2) obtenemos

d

dt
(u, v) + a(u, v) + (g(u), v) = 0, ∀v ∈ H2

1 (S2) ∩ L4(S2).

La dificultad en este paso es mostrar que g(um) converge a g(u) en algún sentido, lo cual se obtiene de un resultado
de compacidad encontrado en J. L. Lions (veáse [34]).

Aśı u satisface
du

dt
+A(u) + g(u) = 0.

En consecuencia u′ = −A(u)− g(u) está en L2(0, T ;H2
1
′
) + L2(0, T ;L4/3(S2)) y mostramos que u está en

C([0, T ], L2(S2)). Aśı u(0) tiene sentido y pasando al ĺımite cuando m→∞, u(0) = u0.

Mediante métodos estándar se prueba la unicidad y dependencia continua con respecto a u0. �



Apéndice B

Unicidad retrógrada

El objetivo es obtener las condiciones para el cual la ecuación general de evolución,

(B.1)
du(t)

dt
+N(u(t)) = 0,

tiene unicidad hacia atrás; esto es, dadas dos soluciones u, v de (B.1) que coincidan para algún t1,

du

dt
+N(u) =

dv

dt
+N(v) = 0, t1 − ε < t < t1,

y
u(t1) = v(t1),

se sigue que u(t) = v(t) para todo t < t1 en la cual u y v están definidas. Sea S(t) el semigrupo asociado a (B.1),

s(t)u(s) = u(t+ s), ∀t > 0, ∀s ∈ R,

entonces para 0 < τ < ε, nos preguntamos cúal es la condición para el cual S(τ)u(t1 − τ) = S(τ)v(t1 − τ) implica
u(t1 − τ) = v(t1 − τ).

Ésta es exactamente la propiedad inyectiva de S(τ), y entonces la unicidad hacia atrás para todo tiempo es equivalente
a la propiedad inyectiva de S(t),∀t > 0.

Queremos demostrar que el semigrupo asociado con la ecuación (1.2)

ut = ε∆u− 1

ε
W ′(u),

tiene unicidad hacia atrás, lo que nos permitirá hablar de conjuntos α-ĺımite, de modo que los resultados presentados
darán la caracterización del atractor. A continuación deduciremos la condición para la unicidad hacia atrás.

Sea H un espacio de Hilbert (con producto escalar (·, ·), norma | · |), y sea A un operador lineal positivo autoadjunto
no acotado en H con dominio D(A) ⊂ H. Denotamos por V el dominio D(A1/2) de A1/2 que está equipado con la
norma,

||v|| = |A1/2v| = (Av, v)
1/2
.

Consideramos una función

(B.2) w ∈ L∞(0, T ;V ) ∪ L2(0, T,D(A)),

que satisface la relación

(B.3)
dw(t)

dt
+Aw(t) = h(t, w(t)), t ∈ (0, T ).
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Si suponemos que h es una función de (0, T )× V en H tal que para toda función w que satisface (B.2),

(B.4) |h(t, w(t))| ≤ k(t)||w(t)||,

para casi toda t ∈ (0, T ), k ∈ L2(0, T ) y t→ h(t, w(t)) es una función medible de (0, T ) en H.

Sea Λ = Λ(t) el cociente de normas,

(B.5) Λ(t) =
||w(t)||2

|w(t)|2
.

Entonces

(B.6) Λ′ ≤ 2k2Λ,

y

(B.7) Λ(t) ≤ Λ(0) exp

(
2

∫ t

0

k2(s)ds

)
, t ∈ (0, T ).

En efecto, se tiene que

1

2

dΛ

dt
=

(w′, w)

|w|2
− ||w||

2

|w|4
(w′, w) =

1

|w|2
(w′, Aw − Λw) =

1

||w||2
(h−Aw,Aw − Λw) =

|Aw − Λw|2

|w|2
+

1

|w|2
(Aw − Λw, h) ≤ |Aw − Λw|2

2|w|2
+

1

2

|h|2

|w|2
≤ |Aw − Λw|2

2|w|2
+ k2Λ.

Entonces

Λ′ +
|Aw − Λw|2

|w|2
≤ 2k2Λ.

De esta última relación concluimos el resultado enunciado.

Lema B.1. Si una función w satisface las condiciones (B.1) a (B.4) y w(τ) = 0 entonces w(t) = 0, 0 ≤ t ≤ T .

Demostración. Se procede por contradicción; si suponemos que |w(t0)| 6= 0 para algún t0 ∈ (0, T ). Por
continuidad, |w(t)| 6= 0 en algún intervalo (t0, t0 + ε) y sea t1 ≤ T el valor más grande para el cual |w(t)| 6= 0, [t0, t1).
Necesariamente |w(t1)| = 0.

En [t0, t1) la función t→ log |w(t)| está bien definida y

d

dt
log

1

|w|
= −1

2

d

dt
log |w|2 =

(w′, w)

|w|2
=

(h−Aw,w)

|w|2
= Λ− (h,w)

|w|2
≤ Λ + kΛ1/2.

Aśı
d

dt
log

1

|w|
≤ 2Λ + k2.

Entonces

log
1

|w(t)|
≤ log

1

|w(t0)|
+

∫ t

t0

(2Λ(s) + k2(s)) ds ≤ log
1

|w(t0)|
+

∫ T

0

(2Λ(s) + k2(s)) ds.

Esta desigualdad muestra que 1/|w(t)| está acotada inferiormente cuando t→ t−1 , lo que es es una contradicción. �
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Al considerar una ecuación de la forma
du

dt
+Au+G(u) = 0,

con A, D(A), V, h como antes. Si hay otra solución v, sea w = u− v, entonces

dv

dt
+Av +G(v) = 0,

dw

dt
+Aw = h, h = G(v)−G(u).

De este modo para demostrar la unicidad hacia atrás de la ecuación (1.2) es suficiente mostrar que si u, v ∈
L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;D(A)),

(B.8) |G(u)−G(v)| ≤ k(t)||u− v||, k ∈ L2(0, T ).

Esto se desprende de lo siguiente

g(u) =
4

εi
(u3 − u) + λif,

y

g(v) =
4

εi
(v3 − v) + λif,

de modo que,

g(u)− g(v) =
4

εi

[
(u3 − u)− (v3 − v)

]
=

4

εi

[
(u− v)(u2 + v2 + uv − 1)

]
.

Utilizando la desigualdad

uv ≤ 1

2
u2 +

1

2
v2,

y de la desigualdad del triángulo, existe una constante c′1 tal que

|u2 + v2 + uv − 1| ≤ c′1(1 + u2 + v2).

De este modo, por la desigualdad de Holder∫
S2

|(u− v)(u2 + v2 + uv − 1| ≤
(∫

S2

|u− v|2
)1/2(∫

S2

|u2 + v2 + uv − 1|2
)1/2

,

de donde se desprende que existe una c2 tal que∫
S2

((
4

εi
(u3 − u) + λif

)
−
(

4

εi
(v3 − v) + λif

))
≤ c2

(∫
S2

|u− v|2
)1/2(

1 +

∫
S2

|u|2 +

∫
S2

|v|2
)1/2

que es equivalente a (B.7), lo que demuestra el hecho de que el semigrupo asociado a la ecuación (1.2) tiene unicidad
retrógrada.





Apéndice C

Código para la implementación del método de Galerkin

El siguiente código en Mathematica es la implementación del método de Galerkin, del que se obtiene el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Junto con una condición inicial Maple las resuelve numéricamente.

En la primeras ĺıneas del código definimos a la función u(ψ, θ, t) en la que mediante el comando LegendreP denota
el polinomio de Legendre asociado como en (5.12). Recordemos que esta función u satisface la condición (1.15).

(* Implementacion del metodo de Galerkin, 7 de mayo de 2012 *)

(* Definicion de la funcion u*)

u[Theta_,Psi_,t_]:=a[1][t]*Sin[Theta]*LegendreP[1,0,Sin[Psi]]+

a[2][t]*Sin[Theta]*LegendreP[1,1,Sin[Psi]]+

b[1][t]*Cos[Theta]*LegendreP[1,0,Sin[Psi]]+

b[2][t]*Cos[Theta]*LegendreP[1,1,Sin[Psi]]

Obtenemos la derivada parcial con respecto a t de u(ψ, θ, t) y la nombramos m.

(*Derivada de u con respecto a t *)

m:=D[u[Theta,Psi,t],t]

Las siguientes ĺıneas corresponden al operador de Laplace-Beltrami en S2 de acuerdo a (5.2).

(* Operador de Laplace-Beltrami en la esfera *)

m1:=(1/Cos[Psi]^2)*D[u[Theta,Psi,t],Theta,Theta]-

Tan[Psi]*D[u[Theta,Psi,t],Psi]+D[u[Theta,Psi,t],Psi,Psi]

Establecemos el valor de ε y escribimos la ecuación (5.3).

(* Establecimiento del valor de epsilon *)

Epsilon=0.001

(* Ecuacion en estudio *)

l:=m-Epsilon*m1-(4/Epsilon)*u[Theta,Psi,t]*(1-u[Theta,Psi,t]^2)

La última parte de este código obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (6.2), de acuerdo a (5.9).

(* Primera ecuacion diferencial *)

Integrate[l*Sin[Theta]*LegendreP[1,0,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},

{Theta,0,2*Pi}]

(* Segunda ecuacion diferencial *)

Integrate[l*Sin[Theta]*LegendreP[1,1,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},

{Theta,0,2*Pi}]

(* Tercera ecuacion diferencial *)

Integrate[l*Cos[Theta]*LegendreP[1,0,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},

{Theta,0,2*Pi}]

(* Cuarta ecuacion diferencial *)

Integrate[l*Cos[Theta]*LegendreP[1,1,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},

{Theta,0,2*Pi}]

El siguiente código en Maple obtiene la solución gráfica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sujeta a
una condición inicial, para posteriormente graficarla en S2.
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# Solucion grafica del sistema de ecuaciones diferenciales en S^2

# Carga el package DEtools que contiene el comando a utilizar

with(DEtools):

#Definicion del sistema

sys:=[11103.3a[1](t)^3+a[1](t)*(-19739.2+11103.3a[2](t)^2+

11103.3b[1](t)^2+3701.1b[2](t)^2)+7402.2a[2](t)*b[1](t)*b[2](t)+

4.9348diff(a[1](t),t)=0,11103.3a[2](t)^3+11103.3a[1](t)^2+

a[1](t)*(7402.2b[1](t)*b[2](t))

+a[2](t)*(-19739.2+3701.1b[1](t)^2+11103.3b[2](t)^2)

+4.9348diff(a[2](t),t)=0,11103.3b[1](t)^3+11103.3a[1](t)^2*b[1](t)+

3701.1a[2](t)^2*b[1](t)+3701.1a[2](t)^2*b[1](t)+

7402.2a[1](t)*a[2](t)*b[2](t)+b[1](t)*(-19739.2+11103.3b[2](t)^2)+

4.93348diff(b[1](t),t)=0,7402.2a[1](t)*a[2](t)*b[1](t)+

b[2](t)*(-19739.2+3701.1a[1](t)^2+11103.3a[2](t)^2)+

11103.3b[1](t)^2*b[2](t)+11103.3b[2](t)^3+4.9348diff(b[2](t),t)=0]:

# Obtencion de la funcion a[1](t) para los valores de t entre 0 y 1,

sujeta a la condicion incial a[1](0)=0,a[2](0)=5,

b[1](0)=0,b[2](0)=2, calculada en 2000 puntos del intervalo [0,1].

DEplot(sys,[a[1](t),a[2](t),b[1](t),b[2](t)],t=0..1,

[[a[1](0)=0,a[2](0)=5,b[1](0)=0,b[2](0)=2]],scene=[t,a[1](t)],

numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion a[2](t)

DEplot(sys,[a[1](t),a[2](t),b[1](t),b[2](t)],t=0..1,

[[a[1](0)=0,a[2](0)=5,b[1](0)=0,b[2](0)=2]],scene=[t,2[1](t)],

numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion b[1](t)

DEplot(sys,[a[1](t),a[2](t),b[1](t),b[2](t)],t=0..1,

[[a[1](0)=0,a[2](0)=5,b[1](0)=0,b[2](0)=2]],scene=[t,b[1](t)],

numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion b[2](t)

DEplot(sys,[a[1](t),a[2](t),b[1](t),b[2](t)],t=0..1,

[[a[1](0)=0,a[2](0)=5,b[1](0)=0,b[2](0)=2]],scene=[t,b[2](t)],

numpoints=2000)

# Definicion del polinomio asociado de Legendre, mediante

el comando proc; el polinomio asociado de legendre se llamara con

la funcion legendrep;

legedrep:=proc(l,m,x)

(-1)^m/(l!*2^l)*diff((x^2-1)^l,x$(l+m))

end proc:

Definicion de la solucion al sistemas de ecuaciones diferenciales;

el comando subs sustituye la primera expresion en la segunda en

el lugar correspondiente a la variable x.

u:=(theta,psi,t)->(1.2+3.8exp(-15441.31127t)*sin(theta)*

subs(x=sin(psi),legendrep(1,1,x))+

(0.5+1.5exp(-17237.31702t)*cos(theta)*subs(x=sin(psi)

,legendrep(1,1,x)):

# Grafica de la esfera segun los valores inciales de u

plot3d([cos(theta)*cos(psi),sin(theta)*cos(psi),sin(psi)]

,theta=0..2*Pi, psi=-Pi/2..Pi/2,color=u(theta,psi,0))
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