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Capitulo 1

Introduccién

1. Preliminares

El estudio cualitativo de sistemas dindmicos ha sido de fundamental importancia en la ciencia; por ejemplo, en
el entendimiento del caos y de la turbulencia; éste dltimo concepto es de interés en tecnologias sofisticadas (vedse
[51]). En particular, las teorfas y métodos que tienen estructura variacional son utilizados en el andlisis de sistemas
gradiente, que pueden ser extendidos a espacios de dimensién infinita, lo cual se logra mediante la utilizacion de
la teorfa de semigrupos de operadores (vedse por ejemplo [28, 45, 47, 51]). En el tipo de sistemas que tienen
estructura variacional, se encuentran aquéllos que estan asociados a ecuaciones diferenciales parciales de evolucién.
En este contexto, las soluciones de equilibrio de estos sistemas corresponden a puntos criticos de ciertos funcionales.
De esta manera, el estudio y la caracterizaciéon de conjuntos limite es especialmente relevante; es decir, sistemas de
este tipo suelen caracterizar propiedades fisicas que estan generalmente asociadas a un funcional de energia. Por lo
tanto, a través de conjuntos limite se puede determinar el comportamiento de equlibrio de las soluciones de diversos
tipos de ecuaciones. A lo largo del presente trabajo se abordaran estos temas con detalle.

En el presente proyecto se caracteriza el atractor de la ecuaciéon parabdlica asociada a,

(1.1) —e2Au+ W'(u) =0,
es decir,
(1.2) up = eAu — 1I/V’(u),

€
en una superficie oval M. Una superficie oval es una superficie cerrada y compacta que encierra un conjunto estric-
tamente convexo en R?, (vedse figura 1.1). Aqui u es la variable dependiente tal que u : M — R y el coeficiente de
difusién es tal que 0 < € < 1, A representa el operador de Laplace-Beltrami en M y W (u) es un término no lineal
especificado mds adelante.

La ecuacién (1.2) se origina en una amplia diversidad de contextos, entre los que se pueden mencionar sistemas en
ciencia de materiales, superconductividad, dindmica de poblaciones y formacién de patrones, por ejemplo.

En la ciencia de los materiales, la ecuacién (1.2) se conoce como la ecuacién de Cahn-Hilliard. Esta ecuacién fue pro-
puesta en 1958 para modelar algunos fenémenos de transicion de fase en aleaciones binarias, por ejemplo, aleaciones
de hierro y niquel. Este fenémeno es también conocido como separacién espinodal. Si una mezcla de estos metales se
inactiva por debajo de una temperatura critica, el estado resultante es inestable, apareciendo al principio pequenas
regiones de estos materiales relativamente puros. A medida que el tiempo transcurre, estas regiones crecen.

En la figura 1.2 se puede observar un ejemplo de una solucién numérica de la ecuacién de Cahn-Hilliard en dos
dimensiones espaciales. La condicién inicial fue una perturbacién del estado estacionario u(x) = 0; los colores azul y
rojo representan los valores de u(z) cercanos a -1 y 1 respectivamente. En la primera imagen se ve el compartamiento
de u en un tiempo cercano a cero; la segunda para un tiempo intermedio y la dltima para un tiempo grande. En el
limite, esto es cuando ¢t — oo, la regién que separa a las fases es un semicirculo (vedse [53]).

Una de las teorias més importantes de la supercondictividad es la teoria de Ginzburg-Landau. La superconductividad

1



2 1. INTRODUCCION

FiGURA 1.2. Soluciones bidimensionales de la ecuacién de Cahn-Hilliard para un valor cercano a
cero, un tiempo intermedio y un tiempo largo (obtenidas de [53]).

se refiere a la conduccion de corriente eléctrica sin resistencia ni pérdida de energfa.

La superconductividad fue descubierta en Leiden, Holanda, en 1911 por Hieke Kamerlingh Onnes. Con los desarrollos
tedricos de van der Waals, Onnes pudo licuar hidrégeno y helio, lo que le permitié estudiar las propiedades eléctricas
de los metales a temperaturas hasta entonces nunca estudiadas. En muestras de mercurio de alta pureza, encontré
que la resistencia del mercurio disminuye abruptamente a cero cuando la muestra es enfriada hasta 4.2 grados Kelvin

Los primeros resultados publicados por Onnes, mostaron una caida abrupta de la resistencia eléctrica con la tem-
peratura. La naturaleza de esta caida, es un indicio de la existencia de una transiciéon de fase. Un comportamiento
similar se encontré en otros metales como el plomo y el estafio.
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A partir de estos resultados experimentales, se desprende que para muchos materiales existe una temperatura critica.
)
Cuando esta temperatura es alcanzada, ocurre una transicién de fase entre dos estados diferentes. En otras palabras
) )
por encima de esta temperatura critica, los materiales superconductores se encuentran en estado normal, es decir,
presentan resistencia eléctrica. Por el contrario, debajo de esta temperatura critica ocurre el fenémeno de supercon-
ductividad.

En 1950, Ginzburg y Landau propusieron una teoria fenomenolégica. Esta teoria consiste en incorporar el formalismo
de la teoria de Landau, la cual se refiere a las transiciones de fase de segundo orden. Ademads la estimacién de la
energia cinética asociada con las corrientes superconductoras fue ampliada; esto debido al uso de analogias con la
descripcién de las corrientes en mecanica cudntica.

La propuesta de Ginzburg-Landau para la energia libre de Helmholtz en la fase superconductora es (vedse [52])
1 1 e 2 1
_ 2, + R TSy a2
F,= fn+/ [a(T)|\II + 5B+ g |(—ihY = A)\y‘ + 4B } dv,

donde f,, es la energia libre de Helmholtz de la fase normal sin incluir la contribucién debida al campo magnético,
U es el parametro de orden de la fase superconductora. Este pardmetro fue propuesto como una funcién de onda
efectiva de los electrones superconductores.

Las ecuaciones de Maxwell (vedse [1]) indican que el campo magnético estd dado por B = V x A, donde A es el
potencial magnético. De esta manera F es una funcién de ¥ y A, por lo que al calcular el extremal de F, es decir
el punto critico de este funcional, respecto ¥ y A, se obtienen las ecuaciones de Ginzburg-Landau,
h e 2
aW + BUNUP? + —(—iV - —A) T =0
pu|Y| 2m ( ch ) ’

iheg

Js =

2
= DS gVTt — UV — — | T2PA = —V x B,
2mg mgC 47

H.K_N_j;lA)@]:o.

Por otro lado, en el contexto de la dindmica de poblaciones, la ecuacién de reaccién-difusién para una componente
de la forma

(1.3) u = f(u) + DAu,

donde f(u) = w(l — wu), mejor conocida como la ecuacién de Fisher-KPP (Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov) fue
estudiada por Fisher en 1937 como una version determinista de un modelo estocastico de la propagaciéon de un gen
favorable en una poblacién. Esta ecuacién puede verse también como una extensién natural del modelo de crecimiento
logistico. En un contexto similar, otra situacién en la que se encuentra esta ecuacion es el estudio de la propagacién
y control de una poblacién de insectos. Usualmente el término cinético toma la forma

2
flu) =ru <1Z> —117,

donde ademads del término logistico, se tiene un término asociado a un funcional de respuesta tipo Holling II (vedse
[23]).

con la condicién de frontera,

La ecuacién de Fisher-KPP tiene una solucién del tipo onda viajera, esto es, una funcién de z — ¢t donde x es la
variable espacial, ¢ la variable temporal y ¢ es una constante llamada rapidez de propagacién (vedse [37] para maés
detalles de esta ecuacion).

Si el término f(u) de la ecuacién (1.3) estd ausente, obtenemos la denominada ecuacién de difusién. El caso
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FicURA 1.3. Onda difusiva para una ecuacién de difusién, en la que zg = 0.133 y A = 0.73.

unidimensional, se resuelve mediante el método de separacién de variables, obteniendo una soluciéon de la forma
u(z,t) = xgexp(—At) cos(v/Az) donde zo y \ son pardmetros. La figura 1.3 muestra la solucién a la ecuacién de
difusién con zo = 0.133 y A = 0.73 y condiciones de frontera de cero flujo o Neumann homogénea.

La expresion (1.2) es un ejemplo de las denominadas ecuaciones de reaccién-difusién, cuyo modelo sugiere un posible
mecanismo para la generacién de patrones en sistemas biolégicos. La teoria basica de la morfogénesis, fue propuesta
por Alan M. Turing en 1952 y actualmente representa un amplio campo de investigacién. (vedse [38] y las referencias
ah{ mencionadas para més detalles).

Turing sugirié que, bajo ciertas condiciones, algunas sustancias quimicas, llamadas morfégeneos, reaccionan y di-
funden de tal manera que ambas sustancias cambian de un estado de equilibrio a un estado fuera del equilibrio
termodindmico. Cuando esto ocurre se dice que emerge un patron, el cual consiste de regiones espaciales hete-
rogéneas.

Por ejemplo, si consideramos el sistema con dos componentes de ecuaciones diferenciales parciales acopladas y no
lineales, donde A y B son las concentraciones de dos sustancias quimicas,

%? = F(A, B) + DAAA,
B
837 — G(A, B) + DpAB,

indica que la razén de cambio instantédnea de las concentraciones de A y B es directamente proporcional a la rapidez
de difusién de cada sustancia y a la reaccién entre ambas. Aqui D 4 y Dp representan los coeficientes de difusion y las
funciones no lineales F' y G representan la cinética entre las concentraciones A y B. Turing propone que suponiendo
la existencia de un estado estacionario y aislado (Ag, By), conocido como punto de equilibrio, en ausencia de difusién,
es decir si D4 = Dp = 0, entonces A y B tienden a un estado estacionario. Este punto es asintéticamente estable.
Por el contrario, en presencia de difusién, si Dy # Dp, una distribucién espacial heterogénea de las concentraciones
de A y B emerge de tal manera que es temporalmente estable. A este cambio local topoldgico de la dindmica es
conocido como bifurcacion de Turing. En otras palabras, este fenémeno puede entenderse como un rompimiento de
simetria y, como consecuencia, conduce a un patrén conrformado basicamente por alguno de los siguientes escenarios:
franjas, tridngulos, exdgonos, rombos y puntos (vedse [17]) .



1. PRELIMINARES 5

(a) Patrén de franjas (b) Patrén exagonal (c) Otro patrén exagonal

N

(d) Patrén ocular (e) Patrén de franjas

FiGURA 1.4. Diferentes patrones obtenidos de la reaccion-difusién del clorito yoduro maldnico,
(obtenidas de [37]).

La figura 1.4 muestra patrones quimicos obtenidos de un sistema de reaccién difusién del clorito yoduro malénico,
en la que el activador es el dcido malénico. Esta reaccién es conocida como reaccién CIMA (vedse [35]).

Un caso que merece particular atencién es cuando la funcién W(u) tiene una estructura que refleja un potencial
biestable. En particular la ecuacién de Allen-Cahn pertenece a esta clase, que ha sido ampliamente estudiada tanto
analiticamente como numéricamente (vedse [24], [42] y referencias ahi contenidas).

Para la ecuacion,
(1.4) up — Au+ e 2(ud —u) =0,

similar a la que estudiamos aqui, en un dominio acotado Q2 C R™, n > 2, donde el funcional,
1

E fu] = / [;Vu|2 + %(u2 —1)?|dz,
Q

es acotado para t = 0 y una condicién de frontera del tipo Dirichlet,
u(z,t) = U(z,t) x € 01,
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en [7] se estudia que cuando ¢ — 0, la solucién wu(z,t) de (B.2) separa a {2 en dos regiones; una regién en donde
u =~ 1y otra donde u &~ —1. La regién en la que la funcién pasa de los valores cercanos a 1 a los valores cercanos
a -1, llamada region de transicién, se mueve con velocidad normal igual a la curvatura media. En otras palabras, la
rapidez de cambio del vector normal a la superficie en un punto es igual a la suma de las curvaturas principales en
ese punto; las curvaturas principales son el valor minimo y méximo de la curvatura normal (curvatura de una seccién
normal) en ese punto (vedse [12, 15]).

En una superficie oval, el comportamiento de las soluciones no triviales de (1.1) es similar. Siguiendo los resultados
encontrados en [24, 42], en [21] se establece que en el limite asintético € — 0, el minimo distinto de cero de la
correspondiente funcién de energia (con una restriccién adecuada) tiene una capa de transicién localizada en la
geodésica cerrada de menor longitud en M. Este hecho es consecuencia del problema variacional que aqui se estudia,
pues (1.1) es la ecuacién de Euler-Lagrange del funcional

€ 1
(1.5 B = [ (§IvaP+twe).,
M \2 €
en un espacio de funciones adecuado.
A continuacion sentamos las bases para estudiar este problema.

Cuado € — 0, las funciones con energia acotada uniformemente, es decir, E.(u) < Ey, donde Ey > 0, toman valores
cercanos a +1 excepto en una regién de transicion estrecha. En virtud de las propiedades de este funcional, estudiado
por di Giorgi (vedse [24, 42]), se muestra que la curva que determina la regién de transicién es una geodésica cerrada.

El resultado pubicado por de Giorgi se prueba utilizando el Teorema 1.1, que proviene de la geometria diferencial y
garantiza la existencia de una geodésica cerrada en una superficie difeomorfa a la esfera. Este teorema fue conjeturado
por Poincaré (vedse [44]) y demostrado por Birkhoff. (vedse [4]).

TEOREMA 1.1. Sea v una curva cerrada en M, tal que bajo el mapeo de Gauss g, divide a la esfera unitaria en
dos regiones con dreas iguales. Si ademds, entre todas las curvas que cumplen las condiciones anteriores, v tiene la
longitud minima, entonces v es una geodésica cerrada.

Esto sugiere una restriccién natural para el problema comprendido por (1.5) o (1.1), equivalentemente. La funcién
u pertenece al espacio de funciones que satisfacen la condiciéon

(1.6) [ o™y =,
S2
donde g es el mapeo de Gauss.
Por otro lado, las soluciones de (1.1) corresponden a puntos estacionarios de
1
(1.7) up = eAu — =W'(u).
€

Para la ecuacién de Allen-Cahn no homogénea en variedades Riemannianas, Du (vedse [13]), considera el problema
EAu+V(2)u(l —u?) =0,

en una variedad Riemanniana M suave, compacta de dimensién N, donde e < 1y V : M — R es una funcién
positiva, suave en M. Si K es una subvariedad de dimensiéon N — 1 que divide a M en dos conjuntos disjuntos M
. . . . 1 . . 1 2
y K es estacionaria y no degenerada en relacién al funcional | « V2, entonces existen dos soluciones ug ) y ug ) de tal
1 . . .,
manera que cuando € — 0, ug ) se aproxima a —1 en M_ y a 1 en M, mientras que la segunda solucién lo hace de
manera opuesta. Aquf la expresion no homogénea, se refiere al caso en el que V(z) # 1.



1. PRELIMINARES 7

La subvariedad K es estacionaria en relacion al funcional

/ Vi = / Vet g,

si su primera variacién en f = 0 es igual a cero.

Por otro lado se dice que K es no degenerada si la forma cuadrética de su segunda variacién cumple que L (0)[h, h] # 0
para toda h # 0.

En el caso no homogéneo,
EAu+ Vu(l —u?) =0,en Q C RY,

2270 en 012,

Nakashima (véase [40]) demostré que una solucién al problema anterior en R con las caracteristicas anteriormente
mencionadas, tiene sus raices cerca de los extremos del intervalo, donde yacen los minimos y maximos locales de
V(2). En R Du y Gui (vedse[14]), demostraron que si I' es estacionaria y no degenerada en relacién a la longitud
de arco, entonces existen dos soluciones como las ya mencionadas.

En variedades Riemmanianas, Pacard y Ritoré (vedse [41]), suponen que K es una subvariedad minimal y no dege-
nerada de dimension N — 1 y encajada en M, entonces existe una solucién u, de

EAu+u(l —u?) =0,

con valores cercanos a £1 en M4 y cuya curva de nivel correspondiente al valor 0, es una variedad suave e-cercana
a lC.

Por otro lado, Bai, Elliot, Gardiner, Spence y Stuart (vedse [5]), consideran la ecuacién de Cahn-Hilliard viscosa
escrita en la forma

(1.8) uy = Aw, z € Q,t >0,

(1.9) auy = yAu + f(u) + fw, z € Q,t >0,
con condicién inicial

(1.10) u(z,0) = ug(x), = € Q.

Se establece una condicién de Dirichlet

(1.11) u=w=0, zed, t>0,

o una condicién de Neumann

(1.12) %:g—::&xeaﬁ,t>0,

donde n denota la normal exterior unitaria en 2. En este dltimo caso se impone una condicién de conservacién
(1.13) / u(z, t)dx = / u(z,0)dz, t >0,
Q Q

de tal forma que la ecuacién (1.8) tiene una tinica solucién w en términos de wu;, 2 es un dominio acotado de R? en
laqued=1,2,3v€(0,00),«>0,8>0y

2p—1
(1.14) f(s) =Y bjs’, bayp1 <0.

j=1
A partir de los valores de « y 8 se distinguen los casos: (i) a =0, 8 #£0, (ii) « #0, 8 =0, (iii) « #0, S #0. En el
caso (i) las ecuaciones (1.8) y (1.9) se reducen a la ecuacién de Cahn-Hilliard; en el caso (ii) se obtiene la ecuacién
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de Allen-Cahn, mientras que el caso (iii) se refiere a la ecuacién de Cahn-Hilliard viscosa.

Si se hace f =1 — a y se considera « € [0, 1], entonces a puede interpretarse como un pardmetro de continuacidn, de
la ecuacién de Cahn-Hilliard (o = 0) a la de Allen-Cahn (a = 1), por lo que la ecuacién viscosa puede interpretarse
como una interpolacién entre ellas para « € (0, 1).

Los autores demuestran numéricamente, mediante el estudio de las propiedades de las 6rbitas heteroclinicas, que el
atractor global A de la ecuacién viscosa de Cahn-Hilliard es insensible a los cambios en el pardmetro a. De manera
més precisa en Elliot y Stuart (vedse [16]), se demuestra, mediante la teorfa de semigrupos, la existencia del atractor
global A, para cada « € [0,1] (Teorema 5.1) y la existencia de una constante K > 0 (Teorema 5.2), tal que para
toda € € [0, 1], d(Ap, Ac) < Ke, donde d es la distancia de Hausdorff.

En estos trabajos se demuestra (anéliticamente y numéricamente) la existencia del atractor global para este tipo de
ecuaciones y por tener una estructura gradiente el estudio del atractor se reduce al estudio de las érbitas heteroclinicas.
Mediante la implementacién del método de Galerkin se estudia la estrcutura del atractor para cada « asi como la
transicion en las soluciones. Las técnicas empleadas en estos trabajos son las mismas para el caso en cuestion.

2. Descripcion general de la tesis

El objetivo del presente trabajo de investigacién es demostrar que el atractor de la ecuacién parabdlica (1.7)
asociada a (1.1) puede caracterizarse en términos de funciones que poseen regiones de transicién determinadas por
geodésicas cerradas o arcos de geodésicas. En otras palabras, dada cualquier condicién inicial, el semiflujo parabdlico
determinado por (1.7) se aproxima a una funcién con transiciones concentradas en geodésicas. Aqui consideramos el
caso especial en el que M = S? y W(u) = (1 — u?)2. De esta manera nuestro objetivo se simplifica dado que toda
superficie oval es difeomorfa a S2.

Estudiaremos el comportamiento de las soluciones de (1.7) sujeta a la restriccién (1.6), que bajo todas las conside-
raciones expuestas en el parrafo anterior se transforma en

(1.15) /S u=0

Caracterizaremos el atractor a través de varias etapas. La primera consiste en demostrar la existencia del atractor
para la ecuacién (1.7) sujeta a la restriccién (1.15) . Enseguida describimos la estructura de este atractor mediante
una implementaciéon numérica empleando el método de Galerkin.

De esta manera, el presente se divide en los siguientes capitulos. En el capitulo 2, denominado resultados generales
describimos la notacién y terminologia referente a conjuntos invariantes, conjuntos absorbentes y atractores. El
resultado principal de este capitulo es el Teorema 2.1, en el que se prueba la existencia de un atractor a través de la
existencia de un conjunto absorbente.

En el capitulo 3, estudiamos la minimizacién de un funcional de area generada por una curva bajo la accién de un
flujo definido por una ecuacién diferencial auténoma. En el Teorema 3.1 describimos las condiciones para el cual este
funcional tiene un minimo que sea una curva invariante bajo el flujo definido por una ecuacién diferencial auténoma.
Mediante el uso del método de descenso maximo se estudian los casos de érbitas heteroclinicas y ciclos limites para
ecuaciones concretas. De esta forma, mostramos que este método determina los tipos de érbitas de interés, con un
criterio de convergencia apropiado. El mencionado Teorema se encuentra publicado en [36] y forma parte de un
documento de maestria.

Una vez expuestos los resultados en los capitulos anteriores, en el capitulo 4 nos enfocamos en el estudio del atractor
de la ecuacién (1.7) sujeta a la restriccién (1.15). El resultado que emana de este estudio es enunciado en la forma
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del Teorema 4.3, utilizando espacios de Sobolev en variedades Riemannianas.

Debido a la geometria del dominio, escribimos la ecuacién en coordenadas esféricas y aplicamos el método de Galerkin
a la ecuacion resultante. Como consecuencia encontramos las funciones que servirdn como solucién aproximada al
problema en estudio. Esto se aborda en el capitulo 5.

En el capitulo 6 presentamos los resultados numéricos y las conclusiones correspondientes a ejemplos particulares.
De esta manera, concluimos mostrando concordancia entre los resultados numéricos y analiticos de la estructura del
atractor que aqui estudiamos. Incluimos ademds los puntos que pueden fortalecer este trabajo asi como proyectos a
futuro.

Las aportaciones del presente se encuentran entonces en dos rubros, el teorema 3.1 en el estudio de conjuntos
invariantes mediante funcionales de area y en lo referente al atractor de la ecuacién en estudio, mostramos la
concordancia de los resultados numéricos y analiticos a través de una solucion débil a nuestro problema.

Asimismo se incluyen tres anexos, éstos estan divididos de la siguiente manera. En el anexo A, definiendo el semigrupo
de operadores, hacemos un bosquejo de la existencia y unicidad de la solucién del presente problema. La propiedad
inyectiva de estos operadores se encuentra en el anexo B; esto permite obtener el Teorema 2.1,y en consecuencia,
el Teorema 4.3. La implementaciéon numérica en Mathematica y en Maple, ademas del andlisis de las soluciones del
método de Galerkin, se encuentran en el anexo C.






Capitulo 2

Resultados generales

1. Semigrupos de operadores

Para demostrar la existencia del atractor que se estudia en esta tesis, se necesitan los conceptos que en este
capitulo desarrollamos. Se caracteriza a los conjuntos w-limite, los conjuntos invariantes, atractores y conjuntos
absorbentes. La notacién y terminologia utilizada en este capitulo referente a conjuntos w-limite, a-limite, conjuntos
invariantes, conjuntos absorbentes y atractores puede encontrarse en [51]. Mediante los argumentos en [45, 47| se
demuestra la Proposicién 2.1, el Lema 2.1 y finalmente el Teorema 2.1. Este Teorema permite obtener el resultado
principal de este trabajo referente a la existencia del atractor, el cual se encuentra en el capitulo 4.

Se consideran sistemas dindmicos cuyos estados estdn descritos por elementos u(t) de un espacio métrico H. En
muchos casos, en particular para sistemas dindmicos asociados a ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias, el
pardmetro t (variable tiempo) varfa continuamente en R o en intervalos de R. En algunos casos, ¢ tomara sélo valores
discretos, i. e., t € Z o en algin subconjunto de Z. Usualmente el espacio H serd un espacio de Banach o de Hilbert.

Para t > 0, la evolucién de un sistema dindmico estd descrito por una familia de operadores S(t), donde ¢t > 0, que
transforman H en si mismo con las propiedades usuales de semigrupo

{ S(t+s)=5(t)-S(s) Vs, t>0

(2.1) S0 —1

donde I € H es la identidad.

Si ¢ es el estado del sistema dindmico al tiempo s entonces S(t)¢ representa el estado del sistema al tiempo ¢t + s y

(2.2) o(t) = S(H)(0)
(2.3) Ot +5) = S()6(s) = S(5)(t), 5.t > 0,

El semigrupo (2.1) estara determinado por la solucién de una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) o una Ecuacién
Diferencial Parcial (EDP). En dimensién finita, los Teoremas de existencia y unicidad son suficientes para la existencia
de los operadores S(t). En el caso de dimensién infinita no hay Teoremas de existencia y unicidad lo suficientemente
generales, por lo que la existencia de los operadores S(t), asi como sus propiedades es un paso preeliminar en el
estudio de un sistema dinamico dado.

La existencia y propiedades de estos operadores son fundamentales para los conceptos que aqui presentamos.

Supongamos que S(t) es un operador no lineal continuo
(2.4) S:H— H, Vvt>0.

Si el operador S es inyectivo, entonces tiene la propiedad de unicidad retrégrada, esto es: cuando S(t), ¢ > 0 es uno
a uno, se denota por S(—t) el operador inverso que mapea S(t)H sobre H. De este modo se obtiene una familia de
operadores S(t) con ¢t € R. Cabe aclarar que para t < 0 los operadores S(t) no necesariamente estén definidos en H.

11
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A continuacién se listan las siguientes definiciones (vedse [51]).

DEFINICION 2.1. Para ug € H la drbita o trayectoria que empieza en ug es el conjunto J,~q S(t)uo.
Una drbita o trayectoria que termina en ug es el conjunto J,~, S(—t) 'ug, cuando éste exista.

Para ug € H o para A € H, el conjunto w-limite de ug € H (0 A C H) es

w(ug) = ﬂ U S(t)uo,

s>0t>s

wA) = JsS®A.

s>0t>s

El conjunto a-limite de up € H (0 A C H) es

Notemos que w(.A) no necesariamente es igual a U, qw(x). Por ejemplo, para el sistema dindmico & = z — 23 y
el intervalo A = [—2, 2] entonces el conjunto w-limite es el intervalo [—1, 1] mientras que Uye qaw(x) = {0, +1}.

La siguiente Proposicion caracteriza al conjunto w limite en términos de una sucesién de elementos en un conjunto,
la cual serd ingrediente clave para la demostracién del Teorema 2.1. Su demostracién puede encontrarse en [47].

PROPOSICION 2.1. ¢ € w(A) si y sdlo existe una sucesion de elementos ¢, € A y una sucesion t, — oo tal que
(2.5) S(tn)pn — ¢ cuando n — oco.

De manera andloga, la caracterizacién del conjunto a-limite puede escribirse en los siguientes términos ¢ € a(.A)
si y s6lo si existe una sucesién 1, que converge a ¢ en H y una sucesion t,, — oo, tal que ¢, = S(t,), € A, Vn € N.
Una vez caracterizados los conjuntos limite, definimos una nocién fundamental en los sistemas dindmicos.

DEFINICION 2.2. Un punto fijo o un punto estacionario o un punto de equilibrio es un punto ug € H tal que

S(t)ug = up VYt > 0.
A continuacién haremos una descripcion de los conjuntos invariantes.
2. Conjuntos invariantes
Una de las propiedades de un atractor es que es un conjunto invariante. Esta nocién permite concluir que el

conjunto w-limite es un conjunto invariante (vedse Lema 2.1).

Se dice que un conjunto X C H es positivamente invariante para el semigrupo {S(t)}i>0 si

S(H)X C X vt > 0.

Por otro lado, se dice que X es negativamente invariante para el semigrupo {S(¢)}i>0 si

S(H)X > X vt > 0.

Cuando el conjunto es positivamente y negativamente invariante, se dice que es un conjunto invariante.
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DEFINICION 2.3. Un conjunto X C H es un conjunto invariante para el semigrupo {S(t)}:>o si
St)X =XVt >0.

Algunos ejemplos de conjuntos invariantes son los siguientes

1. Un punto fijo o unién de puntos fijos.
2. Orbitas heteroclinicas.
3. Ciclos limite.

En el capitulo 3, los ejemplos 2 y 3 son esenciales como para la caracterizacion de las soluciones que en esta tesis
estudiamos. A continuacién se presenta una descripcion de tales conjuntos.

Una orbita heteroclinica es una curva en el espacio fase, que une dos puntos de equilibrio, uno de ellos es el w-limite
y el otro el a-limite de la curva.

Un ciclo lémite es una curva cerrada en el espacio fase tal que toda trayectoria se acerca a ella cuando t (o —t)
tienden a infinito.

El siguiente Lema caracteriza al conjunto w-limite como un conjunto invariante; este Lema permitira concluir mas
adelante que un w-limite conjunto serd también un atractor.

LEMA 2.1. Si para algin subconjunto A € H, A # 0 y para algiin ty > 0, el conjunto |, S(t).A es relativamente
compacto en H, entonces w(A) es no vacio, compacto e invariante.

DEMOSTRACION. Puesto que A es no vacio, los  conjuntos J,, S(t).A son no vacios para cada s > 0. De modo

que los conjuntos |J,~, S(t).A son conjuntos compactos no vacios.

Si s1 > s9 entonces Up>s,S(t)A C Uss, S(t)A, por lo que U;>5S5(t).A es una familia de conjuntos compactos decre-
ciente, por lo que su interseccién, que es w(A), es entonces un conjunto compacto no vacio.

Finalmente veamos que S(t)w(A) = w(A) V¢ > 0. Esto se realizard empleando la caracterizacién del conjunto w-limi-
te, dada por (2.5).

Si ¢ € S(t)w(A), entonces 1p = S(t)¢p, con ¢ € w(A).

Tomando en cuenta ¢, t,, de la proposicién 2.1 y las propiedades de S(t) en (2.1), obtenemos que
S(t)S(tn)¢n = S(t + tn)¢n - S(t)¢a
es decir, dado que ¥ = S(t)1, entonces ¢ € w(A).

Ahora, si ¢ € w(A), para las sucesiones ¢y, tn, si t, > t, la sucesiéon S(t,, — t),, es relativamente compacta en H, de
modo que existe una subsucesion ¢,,, — oo y ¢ € H tal que

S(tn;, —t)Pn;, — ¥, t — 0.
Por lo tanto, ¢ € w(.A) y, por la continuidad de los operadores S(t)
S(tn1)¢n1 = S(t)s(tm - t)¢’m - S(t)(b =1,

cuando n; — oo.

De esta manera, ¢ € S(t)w(A), lo que demuestra que este conjunto es invariante. O

La demostracién es andloga si los conjuntos S(t)~1A, ¢t > 0 son no vacios y para algin ¢y > 0, Uy, S(t) 1A
es relativamente compacto. Bajo estas hipdtesis, el conjunto «(.A) es no vacio, compacto e invariante. Vedse la
demostracién del Lema 2.1.
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En el Lema 2.1, para probar la suposicién principal, la cual dice que U;>0.5(t).A es relativamente compacto, se puede
utilizar el hecho de que si H es de dimensién finita, es también acotado. En otro caso, se verifica que este conjunto
es acotado en un espacio W compactamente encajado en H. En efecto, si el conjunto es acotado en W entonces
toda sucesién que se tome en ese conjunto es acotada. Es decir, existe una subsucesién convergente y por lo tanto,
serd relativamente compacto en H. Vedse [18] para una definicién de espacios compactamente encajados.

3. Conjuntos absorbentes y atractores

DEFINICION 2.4. Un atractor es un conjunto A € H que cumple las siguientes propiedades
1. A es un conjunto invariante.
2. A tiene una vecindad abierta U tal que, para ug € U, S(t)ug converge a A cuando ¢t — oo. Esto quiere decir
que
dist (S(t)ug, A) = 0, t = 0.
Donde,
dist (z,A) = inf d(z,vy),
(@.4) = fnf, d(a.y)

y d(z,y) denota la distancia de z y y en H.

Si A es un atractor, el conjunto mds grande (bajo la relacién de inclusién) U en la que existe una vecindad abierta
V tal que para vy € V, dist (S(t)ug,.A) — 0 se denomina cuenca de atraccion de A. De manera alterna se dice que A
atrae los puntos de U.

Ademsds se dice que hay convergencia uniforme si para cada ¢ > 0, existe t. tal que para t > t., S(¢)B estd incluido
en U, esto es, una e-vecindad de A.

DEFINICION 2.5. Se dice que A atrae uniformemente a un conjunto B C U si
d(S@)B, A) — 0, t = oo.

Aqui d (By, B1) es ahora la semidistancia de dos conjuntos

d(By,B1) = sup inf d(z,y).
x € By yE By

En dimensién infinita en donde se trabaja con diferentes topologias, se puede pensar en conjuntos A que son atractores
en el espacio W, W C H. esto significa que A C W, S(t)A = A y el inciso 2 de la definicién 2.4 se satisface con la
topologia de W. Es decir, U es abierto en W y la distancia en la definicién 2.5 es la de W, el cual es espacio métrico.

Otra definicién de atractor se encuentra en [47]. A es un atractor si A es el w-limite de una de sus vecindades abiertas
Up. La cuenca de atraccién de A es la unién de conjuntos abiertos Uy tal que Uy O Ay w(ldy) = A. Sin embargo,
esta definicién no es esencial aqui dado que nos concentraremos en los atractores globales.

DEFINICION 2.6. A € H es un atractor global (o universal) para el semigrupo {S(t)};>0 si A es un atractor
compacto que atrae los conjuntos acotados de H. Ademas, A es una cuenca de atraccién de H.

Este conjunto es necesariamente tinico. Tal conjunto es maximal para la relacién de inclusion entre todos los atractores
acotados; por esta razon también es llamado atractor mazimal.

DEFINICION 2.7. La idea de conjunto absorbente es un concepto que nos permite determinar la existencia de un
atractor (vedse 2.1), por lo que se define a continuacién. Sea B un subconjunto de H y U un conjunto abierto que
contiene a B. Se dice que B es absorbente en U si la 6rbita de cualquier conjunto acotado de U estd contenido en B
después de un tiempo finito; el cual puede depender del conjunto mismo.

VByCU By acotado
= tl(Bo) tal que S(t)Bo - B, Vit >t (Bo)
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En otras palabras, B absorbe los conjuntos acotados de U.

La existencia de un atractor global A para el semigrupo {S(¢)}:>o implica la existencia de un conjunto absorbente.
En efecto, para € > 0, sea V. la e-vecindad de A (i. e. la unién de bolas abiertas de radio e centradas en elementos
de A). Entonces, para cualquier conjunto acotado By, d(S(t)Bp, A) — 0 cuando t — oo (pues A es un atractor);
ast d(S(t)Bo, A) < § parat > t(e) y S(t)By C V.. Esto muestra que V. es un conjunto absorbente.

La existencia de un conjunto absorbente esta relacionada con la propiedad de disipacion del sistema dinamico; en
el caso de EDOs se dice que el semigrupo {S(t)}1>0 disipa los conjuntos acotados (compactos o puntos) si existe un
conjunto B que absorbe los conjuntos acotados (o compactos o puntos). Sin embargo, en el caso de dimensién infinita,
para algunos sistemas, que en el sentido fisico se consideran disipativos, la existencia de un conjunto absorbente no
es conocida ain, por lo que no esta claro que esta propieda sea una definicién concreta.

La existencia de un atractor puede probarse a partir de encontrar un conjunto absorbente. Para ello se requieren
condiciones adicionales sobre el semigrupo {S(t)}>0, las cuales se describen a continuacién.

1. Los operadores S(t) son uniformemente compactos para t suficientemente grande. Esto significa que para
cada conjunto acotado B existe tg (que puede depender de B) tal que

(2.6) U s®)B

es relativamente compacto en H.

Por otra parte, si H es un espacio de Banach, se puede suponer que S(t) es una perturbacién de un operador
uniformemente compacto por un operador (no necesariamente lineal) que a su vez, tiende a cero cuando
t — oo.

2. En palabras més precisas, si H es un espacio de Banach y para cada t, S(t) = S1(t) + S2(t), donde Sy (-) es
uniformemente compacto para t suficientemente grande y S3(t) es un mapeo continuo de H en s{ mismo, tal
que se satisface que para cada conjunto acotado C' C H,

(2.7) re(t) = sup |S2(t)dlg — 0,
peC

cuando t — oo.

Por supuesto, si H es un espacio de Banach, cualquier familia de operadores que satisface la primera condicién,
también satisface la segunda para Sy = 0.

TEOREMA 2.1. Sea H un espacio métrico en el que los operadores satisfacen (2.1), (2.4) y alguna de las suposi-
ciones (2.6), (2.7). Se supone ademds que también existe un conjunto abierto U y un conjunto acotado B tal que B
es absorbente en U. Entonces, el conjunto w-limite de B, A = w(B), es un atractor compacto que atrae los conjuntos
acotados de U. Es el atractor mazimal acotado en U (para la relacion de inclusion).

Ademds, si H es un espacio de Banach, U es convexo y el mapeo t — S(t)ug es continuo de RY en H, para cada ug
en H, entonces A es ademds conexo.
DEMOSTRACION. Probamos primero el caso del inciso 1.

Dado que el conjunto | J;,, S(t)B es relativamente compacto, el Lema 2.1 implica que w(B) es un conjunto compacto
no vacfo e invariante. Para probar que A = w(B) es un atractor en U y que atrae los conjuntos acotados de la familia
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U, procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que para algin conjunto acotado By de U, dist(S(¢)Bo,.A) no
tiende a cero cuando t — oo.

Entonces existe d > 0 y una sucesion t,, — oo tal que
dist(S(ty,)Bo, A) > 6 > 0 Vn.

Para cada n existe b, € By que satisface

dist(S(tn)bn, A) > 2 > 0.

N

Dado que B es absorbente, S(t,)By C By asi S(t,)b, € B para n suficientemente grande, es decir, para n > N con
N € N. La sucesion {S(t,)bn}52 es relativamente compacta, por lo tanto, posee al menos un punto limite /3, esto es

Debido a que S(t1)b, € B, § € A= w(B), lo cual contradice la suposicién. Por lo que A es un atractor.

Este atractor es maximal. En caso contrario, si A’ O A es un atractor acotado, entonces A" C B ya que S(t)A" = A’
estd incluido en B para t suficientemente grande, debido a que B es absorbente; en consecuencia w(A') = A" C

w(B) = A.

Finalmente, la conexidad de A se sigue del Lema 2.3 y el Teorema queda demostrado. (Il

En el Teorema 2.1, la suposicién (2.7) puede ser reemplazada por la hipétesis de que para algint; > 0, S(t1)
es compacto. De forma adicional, en la prueba del Teorema 2.1, tenemos que U;>4,S(t)B es relativamente compacto
en H cuando B es un conjunto absorbente. Se define tg por S(t)B C B, Vt > to. Entonces, para t > t, = tg + t1,
S(t)B = S(t1)S(t — t1)B esta incluido en S(t1)B ya que S(t — t1)B C B, y asi Uy>, S(t)B estéd en S(t1)B.

Con una ligera modificacién en la prueba del Teorema 2.1, se puede suponer que U es conexo.

PROPOSICION 2.2. Si ¢y, es acotado y t, — oo, entonces Sa(tn)pn — 0 y S1(tn)dn es convergente si y sélo si
S(tn)pn converge.

DEMOSTRACION. Recordemos que Sa(t)¢,, estd acotada por r.(¢) en la que C es la sucesion {d, 122 ;. De esta
forma S (t,) tiende a 0y
S(tn)¢n = Sl(tn)¢n + SZ(tn)¢n
converge si y sélo si Si(t, ), converge. |

LEMA 2.2. Si el semigrupo {S(t)}+>0 satisface alguna de las condiciones (2.6) y (2.7), entonces para todo conjunto
acotado By de H, w(By) es no vacio, compacto e invariante.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que se satisface (2.6); el conjunto Ui, S(t)B es relativamente compacto
y el Lema 2.1 proporciona la conclusion.

Ahora supongamos que la condicidn (2.7) se satisface. Utilizando el resultado de la proposicién 2.2 repetidamente y
la caracterizacién del conjunto w-limite, para mostrar que este conjunto para S(t) (i. e., w(Bp)) es igual al conjunto

wi(Bo) = () | S1()Bo.
s>0t>s
En efecto, si ¢ € w(By), existe ¢, € By y una sucesion t,, — 0o, tal que

S(tn)pn — ¢, N — 0.
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En consecuencia, S1(t,,)d, también converge a ¢ cuando n — ooy, por lo tanto ¢ € wi(By). Andlogamente, se prueba
la otra inclusién, por lo que

W(Bo) = w1 (Bo)

Como en la demostracién del Lema 2.1, el conjunto wi(Bp) es no vacio y compacto, en virtud de que los conjuntos
S1(t) By son no vacios, cerrados y forman una sucesién decreciente or hipétesis también es compacto. De tal
t>s 0 ) y Ys
suerte que w(By) es no vacio y compacto.

Ahora probemos que w(Bp) es invariante para S(t). La inclusién S(t)w(By) C w(By) ¥Vt > 0 se demuestra como en
el Lema 2.1. Sea ¢ € S(t)w(Bp). De modo que ¥ = S(t)p, ¢ € w(By). Por lo tanto, existen sucesiones {¢,,}2; y
{tn}52, tales que S(t,)d, — ¢. Esto implica que

S(t)S(tn)dn = S(t + tn)pn — S(t)p =1,

lo que afirma que 9 € w(By).

Sélo falta demostrar la inclusién w(By) C S(t)By. Sea ¢ € w(By); entonces, existe una sucesién {¢,}52, € By y
t, — oo tal que

S(tn)dn — &
cuando n — oo. Para ¢, > t, la sucesién {S(t, — t)¢,}°2, es de la forma

La sucesién {S1(ty, — t)¢n o2, forma un conjunto relativamente compacto en H y contiene una subsucesién conver-
gente

S1(tn, = t)n, = ¢
cuando n; — oco. También, Sa(t,, —t)Pn, — 0y asi
S(tn, = t)pn, = ¢
cuando n; — co. Esto implica que ¢ € w(By) y
6= lim S(®S(tn, — )b, = S

n;—>00
el cual pertenece a S(t)w(By). O
Para la demostracién de la conclusién del Teorema 2.1 referente a la suposicién de convexidad de A y a la

conclusién de que A es conexo, necesitamos los siguientes enunciados relativos a conjuntos convexos y conexos en
espacios normados, (vedse [25, 39, 50, 54]).

DEFINICION 2.8. Un conjunto C' € X, donde X es un espacio normado, es convezo si para cualesquiera x, zo € C,
se tiene que ax; + (1 — a)zy € C, Va € [0,1].

En otras palabras, un conjunto C es convexo si para cualesquiera z1, xo € C se tiene que Ary + uxs € C si
Ad+p=1

PROPOSICION 2.3. Sea C' un conjunto convexo en un espacio normado X. Entonces C es un conjunto convezo.

DEMOSTRACION. Sean 1, x3 € C. Entonces existen sucesiones {r,,}5°; y {z},}52, que convergen a 1 y o
respectivamente.

Entonces para « € [0, 1], se tiene que

e + (1 = a)ay] = [oxs + (1 = a)zo]|| = ezn — x1) + (1 = @) (2], — 22)|| < @l — 21]| + (1 — )|, — 22|
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Pasando al limite cuando n — oo,

m |[[oz, + (1= a)ay,] — [azy + (1 = a)as]| =0,
n—oo
lo que muestra que az; + (1 — a)zy € C. Por lo tanto C' es un conjunto convexo. ]

DEFINICION 2.9. Si C es un conjunto no vacio, entonces la cubierta convezra, denotada por conv C es la interseccién
de todos los conjuntos convexos que contienen a C'y es el minimo conjunto covexo que contiene a C'.

Otra manera de caracterizar a este conjunto es que éste consiste de todas las combinaciones convexas de elementos
de C, esto es,

m m
convC =< x|z = Zaixi, x; € C, Zai =1
i=1 i=1
PROPOSICION 2.4. Sean z;,i = 1,...,m, puntos de un conjunto convexo C € X y oz > 0,Vi = 1,...,m, con
m m
Yoo = 1. Entonces Y ;" | ojz; € A.

DEMOSTRACION. Se procede por induccién sobre m. Para m = 1 el resultado es verdadero.

Se supone ahora que el enunciado es valido para algun entero k. Sea
T =021 + -+ 1Tk,

donde z; e C,Vi=1,...k+1y Zkill a; = 1.

%

Al menos uno de esos coeficientes es menor que uno, sin pérdida de generalidad, tomemos ay41 < 1. Se escribe
k

Z (&%)
y= — Xy,
«

i=1
donde o = Zle a; =1— a1 > 0.

Por la hipdtesis de induccién, y € C. Puesto que C es convexo y contiene a los puntos y y zpy1, la ecuacion
T =Yy + apyri1rEpr1 muestra que z € C. Esto completa la prueba. O

PROPOSICION 2.5. Sea C un conjunto convexo en X. Entonces convA es el conjunto de todas las combinaciones
convexas de puntos de C'.

DEMOSTRACION. Sea B el conjunto de todas las combinaciones convexas de puntos de C.
El hecho de que B C conv C se sigue de la proposicién 2.4 y A C conv A.

Se demuestra ahora que B es convexo. Si z, y € B, entonces

m
T = Zaixi, zi,y; € C Vi, j

j=1
P
i1
con 37" a;=1,377 B = 1. Sean A, p >0 con A + p = 1. Entonces
m p
AT+ py = Z Az + ZM@‘Z/%

=1 i=1
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Ahora bien
)\a1+"'+)\04m+/151+"'+/15p:)\(al+"'am)+ﬂ(61+"‘+ﬂp):)‘+N:1~
Asi Ax + py € B, de modo que B es convexo y puesto que B D C, se sigue que B D convC. Asi B = conv C. ]

Las siguientes definiciones de conexidad establecen las proposiciones y resultados necesarios para concluir esta
propiedad del atractor del Teorema 2.1.

DEFINICION 2.10. Una separacién (disconexion) de un espacio métrico X es un par S, T de conjuntos abiertos
disjuntos no triviales de X cuya unién es X. El espacio X es conero si no existe una separacién de X.

DEFINICION 2.11. Un arco en un espacio métrico X es el rango de una funcién f : [0,1] — X continua en ese
intervalo. A los puntos f(0) y f(1) se les llama extremos del arco; también se dice que dichos puntos estdn unidos
por un arco.

DEFINICION 2.12. Un conjunto A en un espacio métrico X es arco-conexo si para todo par de puntos z, y € A
x y y estan unidos por un arco contenido en A.

PROPOSICION 2.6. Sea F una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X. Si existe Ag € F tal que
para toda A € F, AN Ay # 0, entonces B =] .p A es conezxo.

DEMOSTRACION. Sean S y T conjuntos abiertos en X tales que
B=(SNB)U(T'nB), (SNB)N(TNB)=40.

Se toma un A € F arbitrario. Como A C B se tiene que
A=(SNAU(TNA), (SNA)N(TNA) =0;

pero A es conexo y, por lo tanto, no admite disconexién, es decir TN A = ); andlogamente para S N A = (). Esto
implica que
A=SNA (0A=TnA).
es decir,
AcCS (0AcCT).

En particular, se supone que
Ag C S
Si para algin
AeF con ACT,
entonces
ANnAoCc (SNB)N(TNB)=0,
lo cual contradice la hipétesis. De manera que

VAe F:ACS,
lo que implica que B C S, es decir B= BN S. Por tanto BNT =0 y B es conexo por no admitir disconexién. [

A partir de la Proposicién 2.6, obtenemos el siguiente Corolario.

COROLARIO 2.1. Si F es una familia de conjuntos conexos en un espacio métrico X tal que

() A#0,

A€F

entonces Uacp A es conezo.

PROPOSICION 2.7. En un espacio métrico, todo conjunto arco-conexo es conezxo.
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DEMOSTRACION. Esta Proposicién es consecuencia de que un arco es un conjunto conexo.

Sea A un conjunto arco-conexo y sea a € A. Para todo punto z € A existe un arco S, de extremos a y x, donde
a,r €8;,yconS, CA.

Entonces
A= S..
z€A
Debido a que los conjuntos S, son conexos y su interseccién es no vacia, ya que a pertenece a todos ellos, el Corolario
2.1 implica que su unién, y consecuentemente el conjunto A, es conexo. O

De todo lo anterior, se observa que todo conjunto convexo es arco-conexo y por lo tanto conexo. Esta observacién
serd de utilidad cuando estudiemos el Lema 2.3.

PROPOSICION 2.8. Si f: A C X — F es continua en el conjunto conexo A, entonces f(A) es conezo.

DEMOSTRACION. Como la restriccién de f al rango Z = f(A) es también continua, es suficiente considerar el
caso de una aplicacién continua y sobreyectiva g : A — Z.

Sean S y T una separacién de Z. Entonces g~ !(S) y ¢~ *(T) son conjuntos disjuntos cuya unién es X. Ademas,
g 1(S) y g7 1(T) son abiertos en A, debido a la continuidad de g, y no vacfos, porque g es sobreyectiva. De esta
forma, constituyen una separacion de A, contradiciendo la hipétesis de que A es conexo. O

LEMA 2.3. Si U es un conjunto convexo y K C U es un conjunto invariante que atrae conjuntos compactos,
entonces K es conezo.

DEMOSTRACION. La cerradura de la cubierta convexa, convK = B es un conjunto compacto, conexo e incluido
en U y asi K atrae a B. Si K no fuera conexo, se pueden encontrar dos conjuntos abiertos U, Us con Uy N K #
@,UQQK#@, K cUu, Ul yl/{l QUQ:@.

Puesto que K C B, K = S(t)K C S(t)B, pero B es conexo y como S(t) es continua S(¢)B también es conexo.
AstU; N SE)B#0, i =1,2y Uy Uls no puede cubrir a S(¢)B. De modo que para cada ¢t > 0, existe z; € S(t)B, tal
que x; € Uy UUz. Tomando t = n y se considera la sucesiéon {z,}52 1, que es un conjunto relativamente compacto,
debido a (2.6), mientras que para (2.7) segunda, se escribe x,, = S(n)yn, yn € B, es decir, x, = S1(n)yn + S2(n)Yn.

La sucesion {S1(n)y, 2 ; es un conjunto relativamente compacto y la proposicién 2.2 implica que {x,, }22 ; también
lo es. Por tanto, K atrae a {x,}52, y esta sucesién contiene una subsucesién (también denotada por z,) la cual
converge a un punto x € K. Necesariamente x & U; UUs lo cual contradice el hecho de que K no es conexo. O

Continuaremos con la demostracién del Teorema 2.1.

DEMOSTRACION. El lema 2.2 muestra que w(B) = A es no vacio compacto e invariante.

El hecho de que A atrae los conjuntos acotados se prueba por contradiccién . La unica diferencia se origina cuando
se prueba que S(t,)b, es relativamente compacto; sin embargo S ()b, es relativamente compacto y la proposicién
2.2, implica entonces que S(t,)b, también lo es. Como anteriormente se hizo, se prueba que A es maximal.

A partir del Lema 2.3 se concluye la conexidad del conjunto A. |

Se puede obtener una ligera generalizacién del Teorema 2.1 reemplazando la hipétesis (2.7) por la siguiente més
débil.

El semigrupo {S(t) }1>0 es asintdticamente compacto, i. e., para cada sucesién acotada {xy}72 ; en H y cada sucesién
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t — o0,
(2.8) {S(tk)l‘k}k,

es relativamente compacto en H.

De esta manera (2.7) y (2.8) son equivalentes. La prueba del Teorema 2.1 se deduce de igual forma si se cambian
las condiciones (2.6) o (2.7), por la condicién (2.8). La demostacién de que A = w(B) es la misma en el caso de la
hipétesis (2.6), al incluir una versién modificada del Lema 2.1, esto es porque las sucesiones {¢,}52; consideradas,
son tales que t, — oco. Observemos que el tinico cambio radica en probar que A = w(B) es no vacio, lo cual es
verdadero debido a que w(®) # 0, V¢ € B, esto como consecuencia de la condicién (2.8). Similarmente se demuestra
que A = w(B) atrae los conjuntos acotados By € H, donde utilizamos el Lema 2.3 para mostrar que A es conexo si
U es convexo.






Capitulo 3

Un enfoque geométrico de conjuntos invariantes

1. Introduccién

En este capitulo tomamos en cuenta el drea generada por una curva bajo la accién de un flujo definido por una
ecuacién diferencial auténoma. Aunque consideraremos R?, el método aqui presentado puede generalizarse a espacios
vectoriales de dimensiones superiores.

R. Smith establece en [48] una cota para la dimensién de Haussdorff de conjuntos w-limite. Li y Muldowney [29, 33]
extienden el criterio de Bendixson para la no existencia de soluciones periddicas, asimismo proporcionan resultados
de estabilidad para algunos tipos de érbitas periddicas basados en funcionales de area.

El objetivo principal de este capitulo consiste en determinar conjuntos invariantes mediante un funcional que describa
el area que genera una curva bajo un flujo. Dicho funcional se anula en curvas invariantes. Conversamente, si el infimo
de este funcional se alcanza en una curva de longitud finita, entonces ésta curva es invariante (vedse Teorema 3.1
mas adelante). Este principio variacional se utiliza para obtener una implementacién numérica (en Maple) que dard
una aproximacién a esta curva, mediante el método de descenso rapido. Dicha implementacién se hace para orbitas
heteroclinicas y ciclos limite para corroborar la validez de este método.

2. El funcional de area y conjuntos invariantes

Para caracterizar conjuntos invariantes a través de un funcional de area se supone el caso en el que el grupo de
operadores S(t) descritos en la seccién 1 del capitulo 2, es generado por la ecuacién diferencial

(3.1) &= f(z),

donde f es un campo vectorial en R2.

Dada una curva «(s) parametrizada por longitud de arco, 7 : [sq, s1] — R2. El operador S(t) aplicado a «(s) para
algin valor fijo t € [0, T] representa la curva desplazada bajo el flujo generado por S al tiempo ¢. De manera anéloga,
si se considera S(t)v(s) para toda t € [0,T] se obtiene una banda en el plano fase, como se muestra en la figura
3.1 (a). Si zp y z1 son puntos fijos de (3.1) y ¥(s) es una funcién continua que une esos puntos, con v(sg) = zg y
v(s1) = x1, entonces un elemento de drea estd dado por |f(v(s)) x ¥(s)|, vedse figura 3.1 (b).

Sea I' el conjunto de estas curvas. En consecuencia el drea, A;(y(s)) estd dada por
s1

(32) Ar(s) = [ 176 % 3(5)lds + oft)

S0
Si esta curva es invariante entonces A;(v(s)) = 0. El converso también es verdadero bajo suposiciones adicionales,
que mencionamos mas adelante.
Puesto que este funcional es acotado, una forma natural para estudiar conjuntos invariantes es minimizar el funcional
Ay

23
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S(t)y(s) SEODY( 5., s 3
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w(s)

(a) Area generada por un flujo. (b) Elemento diferencial de area.
FIGURA 3.1. Area generada por un flujo.

Sea A*(v) = fs‘? |f x 4|, para [ fijoy T'; = {v € T'|longitud(y) < {}. Si el infimo del funcional de 4rea es cero en I' y
es igual al infimo en I';, entonces este infimo serd una curva invariante, como se establece en el siguiente Teorema.

TEOREMA 3.1. (Medina-Padilla 2010, vedse [36]). Si existe un valor de la cota superior para la longitud de arco
1 tal que Infr A = infp, A* y si infr A* =0, entonces infr A* se alcanza para alguna curva v* que es invariante bajo
el flujo generado por (3.1).

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, consideremos I'; el cual es acotado y equicontinuo. Sea +, una
sucesion minimizante en I';. Por el Teorema de Arzela - Ascoli existe una subsucesién 7, tal que ~,; — v* unifor-
memente. Debido al Lema de Fatou (vedse ([20]),

S1 S1 S1
0< / F(v) x 47| = / lminf | £ (7,) X A, | < lim / 1 () X Ay | = 0.
So

S0 S0
Por lo tanto |f(y*) X 4*| = 0, V s € [so, s1]. Esto implica que 4* es paralelo a f(7*) de tal forma que v* es invariante
bajo el flujo generado por (3.1). (|

En general, la igualdad infr A = infr, A* no siempre es verdadera, puesto que I'; C I'. Esto sélo implica que
fnfp A S fnfpl A*.

Si consideramos el plano fase mostrado en la figura 3.2, cualquier curva que una a los puntos x; y z2 con longitud
finita genera una regién con area positiva. El infimo no puede alcanzarse en una curva de longitud finita, por lo que
ésta no puede ser invariante. Ejemplos similares pueden construirse mediante el flujo irracional en el toro (vedse la
seccién 16 de [3]).

3. Meétodo de descenso maximo

El Teorema 3.1, garantiza que el infimo del funcional de area se alcanza en alguna curva. En esta seccién se
muestra cémo emplear el principio variacional descrito en la seccién 2 para obtener una aproximacion a una curva
invariante -y.

Para la obtencién de esta aproximacién se usa el funcional

3:3) 6D = [ 1) x 56)Pas

S

numéricamente mas conveniente puesto que si A se anula en una curva, también asi lo hace A;.
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Xy Xz
FI1GURA 3.2. Una curva no rectificable que no es invariante.

Sea (s,v(s)) una aproximacién a la curva invariante -, la cual debe satisfacer la siguiente condicién, dada una érbita
heteroclinica que une los puntos (a,0) y (b,0), la aproximacién (s, v(s)) ha de ser de tal manera que v(a) = 0 = v(b).
Para una expresién de v(s) se calcula A, en la que los coeficientes de los términos en la expresién de v(s) se consideran
como las variables a encontrar. Para una eleccién de estos valores, se obtiene una curva parametrizada (s, v(s)). De
esta manera encontramos la mejor aprorimacion a la curva invariante.

El método de descenso méximo (o método gradiente) es uno de los métodos de optimizacién mds simples. General-
mente es utilizado en los problemas de minimizacién no restringida. Este método se basa en aproximaciones sucesivas
cuya diferencia es igual a menos el gradiente de la funcién a minimizar, de tal forma que representa la direccién en
la cual la funcién decrece més rapidamente.

Las aproximaciones sucesivas son entonces
(34) Tit1 = T4 — EVA((EZ),
donde z; es la i-ésima iteracién, € es un valor fijo (pequetio € < 1) y VA(x;) representa el gradiente del funcional de
area evaluado en la i-ésima iteracién. El término inicial x se elige arbitrariamente, de aqui en adelante se denominard
condicién inicial. Para determinar la convergencia de (3.4), esto es, la condicién necesaria para determinar que se ha
encontrado el minimo, se usa el siguiente criterio.

1. Se selecciona un parametro § > 0.

2. Calcular ¢ = Vf(x;), donde f es la funcién a minimizar. Si |c| < ¢ entonces z; es la aproximacién buscada,
de lo contrario repetir el procedimiento.

Una descripcién més detallada de este método puede encontrarse en [6, 43].

4. Ejemplo 1: 6rbitas heteroclinicas

Como primer ejemplo en el estudio de conjuntos invariantes de un flujo asociado a una ecuacién diferencial
ordinaria, consideremos el péndulo fisico y sus correspondientes separatrices, esto es, las dos orbitas heteroclinicas
que unen a los puntos (—,0) y (m,0). Tomemos la ecuacién diferencial ordinaria

(3.5) I = —sinz,
la cual es equivalente al sistema de EDO’s de primer orden,
(3.6) (4,9) = (y, —sinx).

Notemos que (3.5) y (3.6) constituyen un sistema conservativo (vedse por ejemplo [3]). Una primera integral, mejor
conocida como energia total, estd dada por la ecuacién

1
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()
4

FIGURA 3.3. Retrato fase del sistema (3.6).

donde
U

—~

x) = / sinndn = 1 — cos .
0

Notemos que % = 0, es decir, la energia total asociada al sistema (3.6) se conserva. El retrato fase se muestra en la
figura 3.3.

Al sustituir las coordenadas de los puntos (—m,0) y (7,0) en E = %a'cZ + U(x), se obtiene que estos puntos satisfacen
E =2, por lo que la separatriz (curva que une a los dos puntos dados) pertenece al nivel de energfa ya mencionado,
y estd dada por

1
(3.7) §y2 —cosz —1=0.

Primero consideremos y > 0 en (3.7), por lo que la parte superior de (3.7) se parametriza mediante

(3.8) (s,V/2coss+2), -t <s<m.

3.8), la cual satisface v(+m) = 0. Una eleccién para v(s) es

n
s—m) Zaisl.

=0

—~

Sea (s,v(s)) una aproximacién a

(3.9) v(s)=—(s+m)

—~

Bajo esta suposicién se calcula el funcional en (3.3). Dado que los puntos (x,y) satisface la ecuacién (3.7) también
corresponden a soluciones del sistema (3.6). En consecuencia, obtenemos que A estd dado por

(3.10) A(y(s)) = /7r (sin s 4 v(s)v'(s))? ds.

—T

Los coeficientes a; en (3.9) son determinados de tal manera que el funcional (3.10) sea minimo.

~

Por la simetria de la separatriz, se toma n = 2 en (3.9) y utilizamos la condicion inicial (2.03,0,—0.27), ¢ = 9 x 1076
y 6 = 1.1 x 10~3. Estos valores corresponden a una aproximacién a los valores exactos de la expansién de Taylor de
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la segunda coordenada en (3.8).

El cuadro 1 muestra el valor de |V/~1| para diversas iteraciones. En la iteracién 2000, el valor de la norma del gradiente

Iteracién Norma
1 65441.73255
10 2362.35568
100 115.87497
500 4.22368
1000 0.25092
1100 0.144890
1200 0.08376
1500 0.01623
2000 0.00106

CUADRO 1. Valor de |V A| para diversas iteraciones en la aproximacién (con convergencia) a una
6rbita heteroclinica.

del drea es 1.055 x 1073, lo que muestra la convergencia de este método de acuerdo al criterio establecido en la seccién
2.3. Estos resultados se muestran en la figura 3.5. Los cambios aparentes en las figuras se deben a la escala utilizada.

Por otro lado, si v(s) estd dada por la expresién
(3.11) v(s) = Z ars”,
k=0

en la que no se cumple v(£7w) = 0), con n = 11 y la condicién inicial (aproximaciones a los valores de la expansién
de Taylor de (3.7))

(3.12) (2.03,0,—0.27,0,6 x 1072,0, =5 x 107°,0,1,95 x 10~7,0, —6 x 1071°)
donde e = 3 x 1019,

El cuadro 2 muestra el valor de |V A| para diversas iteraciones.

Bajo estas consideraciones, se tiene que después de 2000 iteraciones el gradiente del funcional de drea es 2.05 x 102,

Iteracién Norma
1 18746.07388
10 2356.11301
30 259.23968
100 211.62354
500 210.25162
1000 208.54603
1500 206.84985
2000 205.16202

CUADRO 2. Valor de |V A| para diferentes iteraciones en la aproximacién (sin convergencia) a una
6rbita heteroclinica.

que es un valor muy grande en comparacién con cualquier 6 < 1 . Por lo tanto (3.11) no es una eleccién adecuada
para aproximar la separatriz. La figura 3.5 muestra la aproximacién a la separatriz en este caso.
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FIGURA 3.4. Aproximaciones sucesivas a la separatriz en el sistema (3.6) mediante una curva que
cumple v(£m, 0) = 0.

5. Ejemplos 2 y 3: ciclos limite

En esta seccion se extienden las ideas previas para estudiar ciclos limite. Al ser curvas cerradas, se consideran
series truncadas de Fourier en lugar de polinomios para su aproximacién.

Sea el sistema
(3.13) 1 = —xy + a1 (1 — 2} — a3),
(3.14)

By = 21 4+ 22(1 — 22 — 23).

Utilizando el cambio a coordenadas polares (r, §) mediante las relaciones

T = 1‘13.31 + $2i32,

—7“29 = 1‘2.’1.31 — .7311.32,
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-3 -2 -1 ] 1

(%]
w

— — Iteracién 100 Separatriz

Separatriz

— — Curva inicial

(a) Curva inicial (c) Iteracién 100

-3 = -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 ] 1 2 3
X X
— — |teracion 1000 Separatriz |— — Iteracion 2000 Separatrizl
(d) Iteracién 1000 (e) Iteracién 2000

FIGURA 3.5. Aproximaciones sucesivas a la separatriz en el sistema (3.6) mediante una curva que
no necesariamente cumple v(£m,0) = 0.

el sitema (3.13) - (3.14) se transforma en

F=r(l—r?),

0=1.

De la primera de estas relaciones se obtiene que r(t) = ﬁ, por lo que para cualquier condicién inicial
cexp(—

distinta de 79 = 0,1 y t — oo, tenemos que r(t) — 1, lo que afirma que r = 1 o bien 22 + 23 = 1 es un ciclo
limite estable (vedse figura 3.6 ). Para caracterizar este ciclo limite minimizaremos el funcional A dado en (3.3),
consideramos la parametrizacion usual

(3.15) ~v(s) = (cos s,sins), 0 < s < 27.
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FIGURA 3.6. Retrato fase de (3.13) - (3.14).

Tomemos las expansiones de Fourier para u y v,

2 2
(3.16) u(s) = Zak cosks + Zbk sin ks,
k=0 k=1
2 2
(3.17) v(s) = Za§c cosks + Zb;c sin ks.
k=0 k=1

Esto implica que A estd dado por:
27
A(y(s)) = / (v +ul —u® —v*)) — (u+v(l —u® —v?))u')?ds.
0

Se elige € = 0.005 y § = 0.0006. La condicién inicial (con valores cercanos a los correspondientes en el ciclo limite) es
(0,1.3,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.01,1.3,0.1).

El cuadro 3.3 muestra el valor de |[VA| para diferentes iteraciones.

Al utilzar el método del descenso maximo, en la iteracién 110, se tiene que \V/ﬂ < §, por lo que existe convergencia

Iteracién | Norma
1 60.37285

2 1.57890

10 0.94519

50 0.93634

70 0.11007

100 0.00216
110 0.00057

CUADRO 3. Valor de |V/~1| para diferentes iteraciones en la aproximacion a un ciclo limite estable.

numérica a la curva invariante. Vedse la figura 3.8.

Por otro lado, si se considera ahora,
(3.18) X = —xo + a1 (2 + 22 — 1),
(3.19) Ty = 21 + 2o(2F 4+ 23 — 1)
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| Ciclo limite estable — — Curva inicial | Ciclo limite estable — — Primera iteracion | Ciclo limite estable — — lteracion 10
(a) Curva inicial (b) Primera iteracién (c) Iteracién 10

Ciclo limite estable — — lteracion 50 | Ciclo limite estable — — lteracion | lGl

(d) Iteracién 50 (e) Iteracién 110
FIGURA 3.7. Aproximaciones al ciclo limite estable de (3.13) - (3.14).

entonces en coordenadas polares se reescribe

r=r(r?—1)%

0=1.
De la primera de estas ecuaciones se obtiene que las soluciones cuya condicién inicial r(0) = r¢ dentro del circulo
r = 1 son tales que r(t) — 1 cuando t — oo; mientras que fuera del este circulo son tales que r(t) — 1 cuando
t — oo, por lo que 2% + 23 = 1 es un ciclo limite inestable. El retrato fase se muestra en la figura 3.8. Como antes se
utiliza (3.16) y (3.17), e = 0.005, 6 = 0.0055 y la condicién inicial (valores cercanos a los correctos en el ciclo limite
inestable)
(0,1.2,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.01,1.1,0.1).

El cuadro 4 muestra el valor de |V A| para diferentes iteraciones.

Al utilizar el método antes descrito se tiene que |VA| < 4, por lo que existe convergencia numeérica al ciclo limite
inestable. Vedse figura 3.9.
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FIGURA 3.8. Retrato fase de (3.18) - (3.19).

Iteracién | Norma
1 15.09362

10 1.18918

20 0.66110

50 0.13987

100 0.01578
200 0.00829
300 0.00663
400 0.00544

CUADRO 4. Valor de \V[H para diferentes iteraciones en la aproximacién a un ciclo limite inestable.
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Ciclo limite inestable — — Iteracidn 100 Ciclo limite inestable — — Iteracidn 400

(d) Iteracién 100 (e) Iteracién 400

FIGURA 3.9. Aproximaciones al ciclo limite inestable de (3.18) - (3.19).
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Capitulo 4

Existencia y estructura del atractor

1. Introduccién

En este capitulo demostraremos la existencia del atractor global para la ecuacién en estudio (vedse Teorema 4.3).
Para ello la existencia de un funcional con determinadas caracteristicas es clave.

Primero consideremos la definicién siguiente.

DEFINICION 4.1. Un funcional (de Lyapunov) del semigrupo {S(t)}:>0 en un conjunto F C H es una funcién
continua F : F — R, tal que,
1. Para toda u, € F, la funcién t — F(S(t)ug) es decreciente.
2. Si F(S(T)u1) = F(u1) para algin 7 > 0, entonces uq es un punto fijo del semigrupo {S(t)}>0, es decir
S(t)u1 = Ui, vt > 0.

El Teorema siguiente ilustra la conexién entre un atractor global y las soluciones de equilibrio de un sistema
dado. Esta conexién esté caracterizada de tal manera que el funcional asociado tiene que ser un funcional de Lyapunov.

TEOREMA 4.1. Sea dado un semigrupo {S(t)}i>0 con las propiedades (2.1) - (2.8). Si existe un funcional como
en la definicion 4.1, continuo en F C H y un atractor global A C F . Sea & el conjunto de puntos fijos del semigrupo.
Entonces,

A= My (€).
Mas ain, si &€ es discreto, A es la unidon de € y de las trayectorias que unen puntos de € y

A= JMy(2).

ze€

En este enunciado se debe recordar que M, (X) es el conjunto (posiblemente vacio) de puntos u, los cuales
pertenecen a una érbita completa {u(t),t € R} y tal que d(u(t), X) — 0 cuando ¢ — oco.

Los detalles pueden encontrarse en (Teorema 4.1 del capitulo 7 de [51], Teorema 10.13 de [45], Teorema 3.2 de [28],
o teorema 72.1 de [47]). Aqui se expone un bosquejo del Teorema 4.1.
1. Primero se demuestra que si X es un conjunto compacto invariante, entonces M, (X) C A. Con esto se
concluye que M, () C A, es decir M (z) C A para toda z € £.
2. Se prueba que si existe un funcional de Lyapunov, sobre un conjunto absorbente positivamente invariante,
entonces w(ug) € € para cada up € H. En particular, si H es conexo y & es discreto, entonces w(ug) € £.
3. Se utiliza el punto anterior al conjunto

y=NTul <5,
s<0

donde u(t) = S(t)uo, uo € A. Esto implica que v € £.
4. Finalmente, se observa que si los puntos fijos son discretos y 7 es conexo, entonces 7 = z para algun z € £.

35
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2. Espacios de Sobolev en variedades Riemannianas

La notacién y terminologia usada en esta seccién, puede encontrarse en [2, 22] .

Sea (M, g) una variedad diferenciable. Sea k un entero y p > 1 un ntimero real. Sea
Ch(M) = {u eC™®(M): / |ViulPdy(g) < oo, Vj =0,.. .,k}.
M

Cuando M es compacta, se tiene que Cy (M) = C*>°(M) para cualquier k y toda p > 1. Para u € Cj (M) , su p-norma

estd definida por,
k ) 1/p
|u||H,g=Z( / |Vﬂu|ﬁdu<g>) |
j=0 M

De esta manera se define el espacio de Sobolev Hj como sigue.

DEFINICION 4.2. Dada (M, g) una variedad diferenciable, k¥ un entero y p > 1 un ntmero real, el espacio de
Sobolev H} es la completacién de Cj con respecto a la norma || - |-

Estos espacios pueden considerarse subespacios de LP (M), donde la norma || - ||, estd dada por,

lulto = ([ |U|pdu(g)>1/p.

DEFINICION 4.3. Dados (E, ||||g) y (F,||]|r) dos espacios vectoriales normados, siendo E un subespacio de F, se
dice que la inclusién de E en F es compacta si cualquier subconjunto acotado de (F, ||-||g) es relativamente compacto
en (F,||-||r). Para denotar este hecho, se emplea la notacién £ CC F. También se dice que F estd compactamente
encajado en F.

Esto significa que cualquier sucesién acotada en (E, || - ||g) posee una subsucesién convergente en (F,|| - ||r). Si
la inclusién es compacta, también es continua en el sentido de que existe una C' > 0 de tal manera que para toda
z € E, |lz]|p < Cllzllp-

Uno de los resultados que se emplearan en la demostracién de la existencia del atractor para la ecuacién en conside-
racién se enuncia a continuacion.

TEOREMA 4.2. Sea (M, g) una variedad diferenciable compacta de dimensionn € Z+. Entonces para cualesquiera
nimeros reales 1 < ¢ < p y cualesquiera enteros 0 <m < p, si1/p=1/q—(k—m)/n, entonces H}(M) CC HF, (M).
En particular, para toda q € [1,n), H{ (M) CC LP(M) donde 1/p=1/q— 1/n.

En [22] pueden ver los detalles de la prueba del Teorema 4.2; aqui solamente se presenta un bosquejo.

1. Primero se prueba que si (M, g) es una n-variedad Riemanniana completa, recordemos que toda variedad
Riemanniana compacta, que puede cubrirse con un numero finito de cartas, también es completa, como
un espacio métrico. Este hecho se encuentra en el Teorema de Hopf - Rinow, (vedse [2]). Si Hi (M) cC
"/ ("_1)(M ) , entonces para cualesquiera niimeros reales 1 < ¢ < p y cualesquiera enteros 0 < m < k tal
que 1/p = 1/q — (k —m) /n, H{(M) CC HY(M).

2. Se establece que si g € [1,n) y p tal que 1/p =1/q — 1/n, entonces para toda u € Hi (R"™),

1/p _ 1/q
(/ |u|P d:v) < pln—1) </ [Vu|? dx) .
n 2n R

Esta desigualdad es consecuencia del siguiente Lema: para u € D(R™) (conjunto de funciones suaves de clase
C'! con soporte compacto en R") |
1
dsc) ,

" oy 12
n 2 1 R 8131-
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donde dzx es el elemento de volumen (Legesgue) de R™.

3. Debido al inciso 1, sélo basta con probar que Hi (M) cc L™=V (M) se satisface. Esto se realiza conside-
rando el hecho de que M es compacta y se puede cubrir con un nimero finito de cartas. Se utiliza el punto
2 a cada elemento de las cartas, concluyendo de esta manera el resultado.

Como consecuencia de la primera parte del Teorema 4.2 se obtiene el siguiente Corolario.

COROLARIO 4.1. Para toda q € [1,n), H'(M) cC H{(M), de modo que H}*(M) CC LP(M) para toda p > 1.

3. Desigualdades diferenciales

Tomando en cuenta los resultados expuestos en la seccién 2, se sigue la existencia del atractor para la ecuacién
estudiada, como se enuncia en el Teorema 2.1. En su demostracién sera tutil la siguiente desigualdad diferencial tipo
Gronwall (vedse [51]).

LEMA 4.1. Sea y una funcidn absolutamente continua sobre (0,00), tal que satisface la desigualdad
Y +y” <0,
conp>1,~v>0,0>0. Entonces, parat > 0,
s\ /P
v < (2) 4 Gl vy e,

DEMOSTRACION. Si y(0) < (v/8)'/P, entonces y(t) < (v/8)Y/P, ¥t > 0. Si y(t) > (v/5)}/? , entonces existe
to € (0,00) tal que y(t) > (7/5)1/” para 0 <t < tg, v, y(t) < (v/0)Y/P, para t > to.

Para ¢ € [0, o] se escribe z(t) = y(t) — (v/6)/? > 0 y dado que (a + b)? > aP + bP para a,b > 0, p > 1, se tiene que,
Y= (2 + (v/O)VP)P = 2P 4 /6.

De esta manera obtenemos,

(4.1) 24y <y 4y (yp — %) <0.
Integrando (4.1), obtenemos

1 1
(12) A < o <

Tz PHalp-1t T =Dt

De esta forma, se concluye la demostracién del Lema 4.1, debido a que la desigualdad (4.2) es véalida para t € [0, to],
y el resultado es verdadero para toda t. O

4. Existencia y estructura del atractor

El resultado principal de la tesis, es el concerniente a la existencia del atractor para la ecuacién (1.7),

1
up = eAu — =W'(u),
€

/ u = 0.
S2

TEOREMA 4.3. (Medina - Padilla 2010). El semigrupo {S(t)}t>0 asociado con (1.7) - (1.15) posee un atractor
mazximal que es acotado en H?(S?) compacto y conexo en L?(S?). Su cuenca de atraccion es todo el espacio L*(S?)
y atrae conjuntos acotados de L*(S?).

sujeta a la restriccién (1.15),
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DEMOSTRACION. La existencia de la solucién de la ecuacién considerada es equivalente a encontrar el infimo de
la siguiente expresion,

(4.3) inf E.(u) = fnf/

1vul? + 2w (u)
M (2 € )

para toda u € HZ(M), sujeta a la restriccién,

(4.4) Glu) = /Mu<y>f(y> —0,

donde f(y) es el determinante del Jacobiano de la transformacién de S? a M. Este determinante puede ser considerado
positivo. Esto puede hacerse puesto que para una superficie oval el mapeo de Gauss es un difeomorfismo (vedse [12]),
donde este factor es la curvatura Gaussiana en y.

Para e > 0 fijo, la existencia del minimo es una consecuencia inmediata del hecho de que el funcional (4.3) satisface
la condicién de Palais-Smale (vedse [49)]), estd acotado por abajo, y en virtud de que la restriccién define un espacio
lineal cerrado.

Por otro lado, hay que observar que,
d

—FE (u) = —e¢ u? <0.

dt E( ) /52 t=

Esta ultima afirmacién asegura la existencia global de las soluciones para toda t > 0. Esto es suficiente para definir
el semiflujo asociado a la ecuacién (1.7).

Otra manera de verificar la afirmacion anterior, consiste en demostrar primero la existencia y unicidad de la soluciéon
de (1.7) - (1.15) sujeta a una condicidn inicial adecuada (vedse Teorema A.1); posteriormente se verifica la unicidad
retrégrada, como se mencioné en el capitulo 2 (vedse apéndice B), lo que permite aplicar el Teorema 4.1 para la
caracterizacién del atractor global.

Para la existencia del atractor global se procedera de la manera usual. Mostraremos que hay un conjunto absorbente
en L?(S?) y posteriormente, la compacidad del semigrupo de operadores {S(¢)}+>0, de acuerdo al Teorema 2.1 (vedse
45, 51]).

La ecuacién de Euler- Lagrange asociada a (1.7) sujeta a la restriccién (1.15) (para cada €;), introduce un multiplicador
de Lagrange \;, quedando de la siguiente manera,

4(u3—u)+/\1f:O

€

(4.5) Uy — €;Au +

Como se puede ver en [11], se demuestra que estos multiplicadores de Lagrange son acotados. Este hecho se em-
pleard mas adelante.

Para demostrar la existencia del conjunto absorbente en L?(S?), se multiplica la ecuacién (4.5) por u, se integra
sobre S? y usando la férmula de Green se obtiene que,

1d 4

(4.6) T +ei/ |Vu|2+/ —(u* —u?) + Nifu) =0,
2dt S2 Ss2 \ €

donde || - ||z> denota la norma en L?(S?).

El Corolario 4.1 afirma que H?(S?) cC L?(S?), por lo que existe una constante ¢y tal que ||u|z: < collul| g2, de
modo que existe una c; tal que,

(4.7) / |u|? Scl/ |Vu|?
S2 S2
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Ahora bien, se requiere una estimacién de la tercera integral en (4.6), para lo cual se emplea la desigualdad
Ligg 1,
—Aifu < 5/\if + §U ;

a partir de la desigualdad de Hélder, para una C' > 0,

/ éfm’u < 1,1 /u2+1A$ fF<c /u4+C’,
Ss2 \ € €; 2 S2 2 92 S2

por lo que existen A, B > 0 tales que,

/82 (i(u4—u2)+&fu> >i/§2u4—c\/ﬂ+czi<\/ﬂ—A>2—B.

Debido a (4.6 a la ecuacién anterior se concluye que existe una ¢, > 0 de manera que
y ye q 1 que,

1d 2 2 4 4 / l1d 2 2 4 4 2
- . il _ < ) - _ ) =0.
sl e [ v [ (Zuod) < goiira [ v [ (Zatoa) g —o

Por tanto,

1d 4
5 3¢ 1ulz: +€i/52 IVu|2+/S2 (qu‘l—c’l) <0.

Esto implica que,

1d 4
4.8 ——||ullF2 + € v2/f4<4'.
(1) gplllts e [ v+ [ (Zut) <ang
De acuerdo a (4.7) se concluye, a partir de (4.8), que existe una constante ¢, = 2(4wc}) tal que,
d 267;
Gl + 25l < &

Utilizando el Lema cldsico de Gronwall se obtiene que,
2¢; che? 2¢;
lu(®)|[F2 < [luol[Feexp | =5t ) + o=+ (1 —exp | =5t |;
cf 2¢; ct

/2
CaC1

26i '

por tanto,

limsup ||u(t)]|Lz < po, p§ =
t—o00

39

Esto quiere decir que existe un conjunto absorbente By en L?(S?), toda bola de L?(S?) centrada en 0 de radio R > po,
puesto que si B es un conjunto acotado de L?(S?), incluido en una bola B(0, R) de L?(S?), entonces S(t)B € B(0, p})

para t > to(B, p), donde

c% R?
to=-Lin(—> ).
°7 2 ((p6)2—p3>

Para probar la compacidad uniforme de los operadores, se procede empleando una demostracién propuesta por B.
Nicolaenko (vedse [51]). Ah{ se hace uso del conjunto absorbente en L?(S5?), el cual se probé en el parrafo anterior.

Por la desigualdad de Holder tenemos que,

2
/u4>1</ u2> .
S2 T Ar S2

Y +y? <6,

De manera anéloga a (4.8) se concluye que
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donde y = ||ul|2.,y = %, 0 = 8ncy. El Lema 4.1 muestra que esta desigualdad implica que
S\'? 1

4.9 y(t g() T V0.

(49) M=)+

Sea py un nimero mayor que (6/7)/2 y

(4.10) Ty = % <p§ - (iyﬂ)_l.

Las relaciones (4.9) y (4.10) muestran que, para todo conjunto B de L*(S?) acotado o no, S(t)B estd incluido en una
bola By centrada en 0 y de radio po, si t > Tp. De esta manera la existencia de un conjunto absorbente en HZ(S?)
queda demostrada. La compacidad uniforme de los operadores S(t) radica en el hecho de que todo conjunto acotado
B est4 incluido en una bola B(0, R) para toda t > tg, la cual es acotada en H?(S?) y relativamente compacto en
L2(S?) (ver cororalio 4.1). La existencia del atractor global se sigue entonces del Teorema 2.1. O



Capitulo 5

Implementacion numérica

1. Introduccién

Una vez demostrada la existencia del atractor global en el capitulo 4, se busca su caracterizacién empleando
el método de Galerkin, el cual consiste en obtener un sistema de ecuaciones diferenciales (reduccién a dimensién
finita) como aproximacién a la solucién de la ecuacién (1.7) sujeta a la restriccién (1.15). Esta reduccién a dimensién
finita supone una solucién en términos de funciones ortogonales y mediante el producto interno se obtiene dicha
aproximacién, como se puede ver en la seccién 5.3.

Como se trabaja en S? se emplean los esféricos arménicos en la implementacién de este método.

2. La ecuacién en S?

En esta seccién se obtendra una expresion para (1.7) mediante la eleccién de un sistema de coordenadas esféricas.
Esto permitird implementar un método numérico para poder caracterizar el atractor que se menciona en el Teorema
4.3.

Parametrizamos a la esfera de radio r en coordenadas esféricas (r cos 6 cos ¢, 7 sin 6 cos ¢, rsin ¢), donde 0 < 6 < 27
y —5 < ¢ < T (vedse figura 5.1).

El laplaciano en estas coordenadas esta dado por,

(9 (@) 4 P (0 LYY L9 (e (L) 2
(5.1) Au= rgcoscé((% ((r COS¢)(1)8T> + 20 ((r cos @) <r20052¢> 89) + 90 ((r cos @) ) 90

o 2o 1 o 10 o

ar2  ror  r2cos?p 902 r? 0¢? r2 0¢
Haciendo r = 1 en (5.1) se obtiene el operador de Laplace-Beltrami en S2,
1 0%u  *u Ju
(52) AU = COS2 (bw + W — tangf)%.
De esta manera (1.7) se escribe como sigue,
Ou 1 0*u  %u Oou 4 9

Ahora buscamos la implementacién de un método numérico que trate de explicar la estructura del atractor. Una
forma es reducir la ecuacién (5.3), junto con una condicién inicial adecuada, a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. En la siguiente seccién implementaremos el método de Galerkin.

41



42 5. IMPLEMENTACION NUMERICA

FicuraA 5.1. Coordenadas esféricas empleando longitud 6 y latitud ¢.

3. El método de Galerkin

La idea es obtener una reduccién a dimensién finita de (5.3). Un método para obtenerla es emplear el método
de Galerkin, para mds detalles vedse [18, 27].

De manera més precisa, la intenciéon es encontrar una solucién débil del problema de valor inicial,

ou 1 0%u  Ou ou 4
5.4 — |l —=—=—+=— —t — ) - —u(l-u})=0 S? x (0, T
(54 at ¢ <cos¢2 902 " 992 an‘baa;) =) =0 en 5% (0.7]
(5.5) u(8,6) = g(6,6) en 5% x {t =0}
Suponemos que existen funciones wy, = wy (0, ) con k = 1,...,m, suficientemente suaves. Ademds éstas constituyen

una base ortogonal en H7(S?) y una base ortonormal en L?(S?). Por ejemplo, se toma wy como las funciones propias
del laplaciano en S2.

Fijamos un entero positivo m y consideramos la funcién u,, dada por,

(5.6) W () = u(x,t) = di(wg, 0<t<T, k=1,...,m,
k=1

donde se espera que los coeficientes d¥ (t) satisfacen,

(5.7) dy, (0) = (g, wr)
y
(5-8) (w, (8), wi) + Blum (), wi; ] = (£(1), wp).

/

Aqui (-,-) denota el producto interno usual en L?(S?),’ = £ y Blu,,, wy;1] es la forma bilineal,

1 0%u, 0%, o, 4
(5.9) —/52 <e (COS 7 :9192(t) + ;¢2(t) — tan¢ ua¢(t)> - 6um(z€)> W,
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Notemos ademas que,

(5.10) E(t) =~ (un(6)°.

La funcién u,, de la forma (5.6) satisface la proyeccién (5.8) del problema (5.4) - (5.5) sobre el subespacio de
dimensién finita generado por {wy}7- ;.

Como consecuencia de la teoria sobre existencia y unicidad de sistemas de ecuaciones diferenciales, se tiene el siguiente
Teorema.

TEOREMA 5.1. Para cada entero m = 1,2, ..., existe una unica funcién u,, de la forma (5.6) que satisface (5.7)
y (5.8).

Como consecuencia del Teorema 5.1, se eligen las funciones wy que servirdn para la implementacién numérica
del método de Galerkin para la ecuacién (1.7).

Para ello utilizamos el método de separacién de variables para la ecuacién Au = 0 en S?%, suponemos que u =
O(0)®(¢); de esta forma obtenemos que

1 d%u ou  0%u
1
g~ ()0 63" =0,
1
@0 = (1n )0’ — 6’
1
500 = Ol(tang)e’ — ')

0"  cos? ¢[®” — (tan ¢)P’]
e ) '

Las soluciones correspondientes de (5.11) en O es una combinacion lineal de las funciones seno y coseno. Mientras que

la correspondiente a ® con la sustituciéon x = sin ¢ es una ecuacién de Legendre en coordenadas polares. Utilizamos

entonces el polinomio asociado de Legendre P(k, [, x), el cual se define mediante la relacién,

(_ )k‘ dk+l

_ 1 2\ l

" kAl (
en la que k > 0y I < k. Una descripcién més detallada de estos polinomios puede encontrarse en [1].

De este modo las funciones u,, serdn de la forma,

u,(t) = Z akl(t) sin(kO) P(k,1,sin(¢)) 4 b5 (t) cos(kO) P(k, 1, sin(¢)).
k=1






Capitulo 6

Resultados numéricos y Conclusiones

1. El atractor en S?

En este capitulo obtenemos la proyeccién a dimensién finita del problema en estudio, como se hizo en el capitulo
anterior. Se analizan algunas condiciones iniciales. Finalmente se discute otra proyeccion a fin a de encontrar un
ejemplo de una condicién inicial que con el tiempo se transforme en una geodésica.

De acuerdo a lo mencionado en la seccién 5.3, y la condicién (1.15) se eligen las funciones u,, (vedse 5.6) como
(6.1) Z a®l(t) sin(kO) P(k,1,sin(p)) + bE:1(t) cos(kO) P(k, 1, sin(¢)),
donde P(k,l,sin(¢)) es el p011n0m10 asociado de Legendre de orden & y [, con I < k, como en (5.12).

Con m =1y e=0.001, el método de Galerkin lleva al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
(6.2) 1110.33a7°(1)* + a7 (t) ( — 1973.92 4 1110.33a;"" () + 1110.33b° () + 370.11b7" (1)) +

d
740.22@%’1(t)b?[’o(t)b%’l()+49348% 70t =0,

1110.33a;" ()% + ap” (t) ( — 1973.82 4 1110.33ay " (£)? + 370.115;°(£)? + 1110.33b," (£)?) +
740.22a1 0 (£)b1° (£)by ! () + 4.9348%(1%’1(15) =0,
1110.33b1°(¢)? + 1110.33a}° (£)%67° () 4 370.11a;" (£)261° (£) + 740.22a1° (£)ar " ()] (£)+
by°(t)( — 1973.92 + 1110.33b; ()?) + 4.9348%1)}70(75) =0,

1110.33by " (£)% + by (¢) ( — 1973.82 + 1110.33ay°(t)% + 1110.33by " (£)%) + 740.22a1° (t)ay " (¢)by° (£)+

d

370.11a}° (£)%07" () + 4.9348£b}’1(t) =0.

Si se considera la condicién inicial
(6.3) a;°(0) = 0, a;' (0) = 1, b;°(0) = 0, b;"' (0) = 0,
se obtiene que
ar’(t) =0, by°(t) = 0, by (£) = 0,

(1) = 65794
/2435101734 + 1893748702 exp (— 0869100 )
por lo que
64 w(t) = o sinOP(1, 1, sin)).
/2435101734 + 1893748702 exp (— 5521001

La figura 6.1 muestra el comportamiento de la solucién para diferentes valores de t.
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Si ahora la condicidn inicial es
(6.5) a;°(0) =0, a;(0) = 0, b;°(0) = 0, b7 (0) = 2,

se obtiene
4

V9 — 5exp(—8000t)

a;’(t) = 0, ay (t) = 0, by (1) = 0,b7° () =

por lo que

4
(6.6) u(t) = /9 — 5 exp(—8000¢)

La figura 6.2 muestra el comportamiento de la solucién para diferentes valores de t.

cosOP(1,1,sin).

Si ahora, la condicién inicial es
(6.7) at(0) = 0, al(0) = 5, °(0) = 0, b1 (0) = 2,

se obtiene
a;’(t) = 0, a;' (t) = 1.2 4 3.8 exp(—15441.31127t), b;°(t) = 0,

byt (t) = 0.5 + 1.5 exp(—17237.31702t),

por lo que

(6.8) uy(t) = (1.2 + 3.8 exp(—15441.31127t)) sin OP(1, 1, sin ) +
(0.5 4 1.5exp(—17237.31702t)) cos 0P (1,1, sin ).

La figura 6.3 muestra el comportamiento de la solucién para diferentes valores de t.

El dltimo ejemplo muestra que mediante la eleccién de otra expansion en el métdo de Galerkin y una condicién inicial,
a medida de que transcurre el tiempo, la curva de transicién se acerca cada vez mas a una geodésica cerrada. Este
ejemplo también muestra otra eleccién del valor de €, mostrando asi que similares comportamientos a los descritos
aqui se presentan haciendo cambios en la expansiéon, en el niimero de términos de ésta o en el valor de e.

Si en lugar de utilizar (6.1) se eligen las funciones u,, como

(6.9) uy,(t) = i ax(t) sin(k0) P(k,sin(¢)) + by (t) cossin(k6) P(k, sin(¢)),
k=1

donde P(k,sin(¢)) es el polinomio de Legendre de grado k.

Con m =2y e =0.01, la proyeccién del problema estudiado es,

d
(6.10) 1110.33a;(t)® + (—1973.92 + 1572.97ax(t)? + 1110.33by (t)* + 1592.97b2(¢)?) a1 (t) + 4.9348 -ax (t) =0,

d
675.162a2(t)* + (—1357.61 + 1572.97ay (t)* + 1572.97by (t)* + 675.162ba(t)*) aa(t) + 3.392628$a2(t) =0,

d
1110.33by (t)* + (—1973.92 + 1110.33a, (t)* 4 1572.97as(t)* + 1572.97by(t)?) b1 (t) + 4.9348%b1(t) =0,
d
675.162b2(t)° + (—1357.61 + 1572.97a; (t)* + 675.162a2(t)> + 1572.97by (t)*) ba(t) + 3.392628%b2(t) =0.

Si se considera la condicién inicial

(6.11) a1(0) = —0.877583, ax(0) =0, by (0) = 0, by(0) = —0.479426,
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entonces
(6.12) 112(0) = —0.877583 sin t9P(17 sin(qb)) —0.479426 cos 29P(27 sin(¢)).

Al resolver el sistema (6.10) con la condicién inicial (6.11), obtenemos las siguientes expresiones de u;(t) para
t = 0.0055 y t = 0.02, dadas por

(6.13) u2(0.0055) = —1.2858sin O P (1, sin(¢)) — 0.1449 cos 20 P(2, sin(¢)),
(6.14) u2(0.02) = —1.3333 sin §P(1, sin()).

La figura 6.4 muestra el comportamiento de esta solucién en los tiempos ya mencionados.

Como puede apreciarse en (b), (d) y (f) de las figuras 6.1 y 6.3, la transicién de los valores cercanos a -1 a los valores
cercanos a 1 se encuentra en la curva con ecuaciéon 6 = 7, mientras que para el caso presentado en la figura 6.2 la

transicion se encuentra en 8 = S y 0 = 37’7, mientras que en el dltimo ejemplo la transiciéon se encuentra en dos

2
geodésicas, lo cual queda maés claro con las figuras de la siguiente seccién.

2. Discusién de los resultados

En las figuras 6.5 a 6.7 se presentan diferentes curvas de nivel para u;(0,,t) con diferentes valores de ¢, segin
(6.4). En todas las figuras la curva de nivel para el valor cero se muestra en color rojo. En el primer y tercer ejemplo
presentados, la transicién se encuentra en § = 7 o bien (— cos,0,sin ) un arco de geodésica. En el segundo caso la
transicién es (0, & cos ), sin ), que también es una geodésica.

En la figura 6.8 (a) puede apreciarse que inicialmente la curva de nivel para el valor cero no es una recta, la cual al
tiiempo ¢t = 0.03 corresponden a dos geodésicas.

A medida que el valor de t crece, se presenta préacticamente el mismo comportamiento presentado en las subgraficas
(c) de estos ejemplos, lo que sugiere que el atractor puede aproximarse por funciones que poseen regiones de transicién
en arcos o curvas completas de una geodésica cerrada.

3. Conclusiones y trabajo futuro

En el presente estudiamos la existencia y estructura del atractor de una ecuacién diferencial parcial no lineal en
52. Al estar definida en una variedad, el espacio de funciones solucién pertenecen a un subespacio en la que se impone
una restriccién que contiene una integral. Mediante los resultados de espacios de Sobolev se demostré la existencia
del atractor para esta restriccion.

La estructura de estos conjuntos, se estudié mediante la implementacién del método de Galerkin, empleando sola-
mente una cantidad pequena de términos, vemos que a medida que transcurre el tiempo, la transicién se encuentra
en una geodésica. Uno de los aspectos que mejorarian el resultado presentado, consiste en encontrar ejemplos en los
cuales la transicion corresponda a arcos de geodésicas. Una de las opciones a explorar requiere aumentar el nimero
de términos de la expansion de Galerkin.

Al estudiar los atractores en S? no queda claro qué situaciones pueden encontrarse en una superficie oval, por lo que
se buscara la caracterizacion exhaustiva del atractor en una superficie oval.

Para el estudio de conjuntos invariantes mediante un funcional de area, hay distintas opciones para desarrollar un
trabajo a largo plazo, mismas que mencionamos a continuacién. Establecimiento de un criterio similar al Teorema
1, del capitulo 3 para la existencia de una variedad invariante o una variedad inercial para EDO’s auténomas. En el
caso de ecuaciones no lineales de evolucion representa un interés en campos de la fisica matematica o la mecéanica
(vedse [19]). En este sentido, también pueden ampliarse este resultado para la interpretacién de infimos del funcional
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de area propuesto y que no representan conjuntos invariantes.

Otra meta es encontrar condiciones necesarias y/o suficientes de las conclusiones establecidas por Bendixson asi como
una relaciéon con los funcionales de area de Smith.

Otro de los aspectos que seria de interés es el estudio de dérbitas heteroclinicas en R™ cuya amplitud sea finita o
infinita (inclusive), con funcionales similares a los estudiados aqui. Conjeturamos que a través de las propiedades
variacionales y geométricas de dichos funcionales permitiran demostrar la existencia de conjuntos invariantes en estos
espacios.

La hiperbolicidad de un conjunto de un sistema dindmico suave es una propiedad sensitiva a la érbita y al punto
inicial, de lo cual se plantea la situacién de obtener informacién a partir de una aproximaciéon de una drbita. El
lema de sombreado establece una conexién con la estabilidad estructural: las érbitas de perturbacion de un sistema
dindmico son e-Orbitas para el sistema original . De manera alternativa se dice que las primeras ”sombrean.? las
segundas (vedse [26]). El establecimiento de una relacién de este lema con el funcional de drea estudiado permitird
un criterio para la existencia de érbitas heteroclinicas a partir del conocimiento de una érbita aprorimada.

Este enfoque permitird estudiar algunos problemas de la mecanica celeste, como las llamadas coreografias, entre las
que se encuentran soluciones periédicas al problema de 3 cuerpos sujetos a una fuerza central (vedse [10]).

En el caso de los atractores globales, una de las lineas futuras, consistird es determinar la existencia del atractor
global para la ecuacién que aqui presentamos con alguna otra funcién potencial, como el potencial logaritmico y
determinar si las técnicas aqui utilizadas pueden aplicarse a ecuaciones como las de Navier-Stokes o de Kuramoto
(vedse [51]) .

Los problemas no auténomos son aquellos en los que la no linealidad depende de forma directa del tiempo. En este
caso, la soluciéon depende de la condicion inicial, de modo que el sistema dependera de dos parametros temporales.
Para ello, la nocién de proceso biparamétrico es una extension a lo que se presenta en este trabajo (vedse [46]). Entre
los trabajos que han estudiado este campo y las aplicaciones a meteorologia y teoria se oscilaciones se mencionan
[8, 9]. En algunos de ellos el método de Galerkin sigue siendo empleado para la reduccién a dimensién finita del
problema en estudio.
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(b) Grafica de los valores de u1(0).

(c) u1(0.0001) en S2. (d) Grafica de los valores de u;(0.0001).

(e) u1(1) en S2. (f) Grafica de los valores de u;(1).

FIGURA 6.1. Comportamiento de u;(t) para diferentes valores de ¢, segin (6.4).
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(a) Condicién inicial en S2. (b) Grafica de los valores de u1(0).

0 0.5

(c) u1(0.01) en S2. (d) Grafica de los valores de u;(0.01).

(e) u1(0.02) en S2. (f) Gréfica de los valores de u;(0.02).

FIGURA 6.2. Comportamiento de u;(t) para diferentes valores de ¢, segin (6.6).
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05

(a) Condicién inicial en S2. (b) Grafica de los valores de u1(0).

(d) Grafica de los valores de u;(0.01).

(e) u1(0.05) en S2. (f) Gréfica de los valores de u;(0.05).

FIGURA 6.3. Comportamiento de u;(t) para diferentes valores de ¢, segin (6.8).
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(a) Condicién inicial en S2. (b) Grafica de los valores de u2(0).

(c) u2(0.0055) en S? (d) Grafica de los valores de u2(0.0055).

(e) u2(0.02) en S? (f) Gréfica de los valores de uz(0.02).

FIGURA 6.4. Comportamiento de ug(t) para t = 0, 0.0055 y ¢ = 0.02.
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1.0

-05 -05

-0.5

(¢) Curvas de nivel de uy(1).

FIGURA 6.5. Curvas de nivel de uy(t) para diferentes valores de ¢, segin (6.4).
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(c¢) Curvas de nivel de u1(0.02).

F1GURA 6.6. Curvas de nivel de u;(t) para diferentes valores de ¢, segin (6.6).
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-0.5
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1.0

-05 -05

05

(c¢) Curvas de nivel de u;(0.05).

FIGURA 6.7. Curvas de nivel de u;(t) para diferentes valores de t, segin (6.8).
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(c¢) Curvas de nivel de u2(0.02).

FIGURA 6.8. Curvas de nivel de uy(t) para t =0, 0.0055 y ¢ = 0.02.



Apéndice A

Existencia y Unicidad

Probaremos la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (4.5),

4
up — € Au+ —(u® —u) + N\ f = 0.

€;
Como se mencioné en los capitulos 2 y 4 del presente, éste es un paso previo para la definicién del semigrupo de
operadores {S(t) }+>o0.

TEOREMA A.1. La ecuacion (4.5) sujeta a la condicion inical u(x,0) = ug(x) tiene una solucidn dnica para
t>0.

DEMOSTRACION. Sea A el operador lineal asociado a la forma bilineal,

a(u,v) = 4 Vu - V.
€ Js2

Consideramos una base ortonormal de L?(S?) que consiste de los vectores propios de 4, i. e.,
A’LUj = /\j’LUj

y se emplea el método de Galerkin con esas funciones. Para cada m, se hace
m
U (t) = Zgim (t)wj,
i=1

de tal manera que

Ay, .
(Al) (dt’wj) + a(umij) + (g(um)vw]) = Oa J= ]-7 s, M
y
(A.2) U (0) = uom,
donde g, es la proyeccién ortogonal en L?(S?) de wug sobre el espacio generado por wy, ..., w,,. Como es sabido

(-,+) denota el producto interno en L?(S?).

La existencia de u,, en algin intervalo [0,T;,) se sigue de la existencia de la solucién para ecuaciones diferenciales
ordinarias. El hecho de que T}, = +o0 es consecuencia de ese resultado y de las siguientes estimaciones apriori.

Si multiplicamos (A.1) por g;, y se suma para j = 1,..., m se obtiene (4.5), en la que u se reemplaza por .
Siguiendo con los mismos céalculos, se concluye que para T' > 0 arbitrario, u,, es acotada independientemente de m
en L>(0,T5 L*(5%)), L*(0,T; H (S%)) y L*(0,T; L*(S%)).

Por compacidad débil encontramos una subsucesion también denotada por u,, en
L>(0,T; L?(S?)) N L%(0,T; HZ(S?)) N L*(0, T; L*(S?)) tal que u,, — w en L?(0,T; HZ(S?)) N L*(0,T; L*(S?)) débil-
mente y u,, — u en L>(0,T; L?(S?)) *-débilmente.
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En el limite en (A.1) y (A.2) obtenemos

d

%(u, v) +a(u,v) + (g(u),v) =0, Yo € HF(S*) N L*(S?).

La dificultad en este paso es mostrar que g(u,,) converge a g(u) en algin sentido, lo cual se obtiene de un resultado
de compacidad encontrado en J. L. Lions (vedse [34]).

Asi u satisface i
u
E + A(u) +g(u) =0.
En consecuencia u' = —A(u) — g(u) esté en L2(0,T; H2') + L2(0,T; L*/3(S%)) y mostramos que u estd en

C([0,T], L*(S?)). Asf u(0) tiene sentido y pasando al limite cuando m — oo, u(0) = ug.

Mediante métodos estandar se prueba la unicidad y dependencia continua con respecto a ug. O



Apéndice B

Unicidad retrégrada

El objetivo es obtener las condiciones para el cual la ecuaciéon general de evolucién,
du(t
B.1) D) | Ny = o,
dt
tiene unicidad hacia atrds; esto es, dadas dos soluciones u, v de (B.1) que coincidan para algin ¢y,
du

d
EJrN(u):varN(v):O, 1 —e<t<ty,

dt

u(tl) = ’U(tl),

se sigue que u(t) = v(t) para todo t < t; en la cual u y v estdn definidas. Sea S(t) el semigrupo asociado a (B.1),

s(t)u(s) =u(t+s), Ve > 0, Vs € R,

entonces para 0 < 7 < €, nos preguntamos cuial es la condicién para el cual S(T)u(t; — 7) = S(7)v(t; — 7) implica
u(ty — 1) =v(ty — 7).

Esta es exactamente la propiedad inyectiva de S(7), y entonces la unicidad hacia atrés para todo tiempo es equivalente
a la propiedad inyectiva de S(t), V¢ > 0.

Queremos demostrar que el semigrupo asociado con la ecuacién (1.2)

1
up = eAu — =W'(u),
€

tiene unicidad hacia atrés, lo que nos permitird hablar de conjuntos a-limite, de modo que los resultados presentados
daran la caracterizacién del atractor. A continuacién deduciremos la condicién para la unicidad hacia atrés.

Sea H un espacio de Hilbert (con producto escalar (-,-), norma |- |), y sea A un operador lineal positivo autoadjunto
no acotado en H con dominio D(A) C H. Denotamos por V el dominio D(A'/2?) de A'/? que estd equipado con la
norma,

|o]| = |AY20] = (Av,v)"/>.

Consideramos una funcién

(B.2) w € L>(0,T;V) U L*(0,T, D(A)),

que satisface la relacién

(B.3) d%f) + Aw(t) = h(t, w(b)), t € (0,T).
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Si suponemos que h es una funcién de (0,7) x V en H tal que para toda funcién w que satisface (B.2),
(B.4) [h(t, w(t)] < k(E)|[w@)]],

para casi toda t € (0,T), k € L*(0,T) y t — h(t,w(t)) es una funcién medible de (0,7) en H.

Sea A = A(t) el cociente de normas,

_ w@)]P?
(B.5) At) = PR
Entonces
(B.6) A < 2K2A,
Yy

(B.7) A(t) < A(0) exp (2 /Ot k2(s)d5> ,t€(0,7).

En efecto, se tiene que

LA (whw) ] L,
il _ = A A h— Aw., A A
2dr ot W) T s Aw —Aw) = HwIP( w, Aw — Aw) =
|Aw — Awl|? 1 |Aw — Aw|?> 1 |h* _ |Aw — Aw|? 9
12w — AWp Aw — A e I LI i 2 TN
oA A S T T o S g
Entonces
_ 2
w g Aw Al s

De esta ultima relacién concluimos el resultado enunciado.
LEMA B.1. Si una funcion w satisface las condiciones (B.1) a (B.4) y w(t) =0 entonces w(t) = 0,

0<

DEMOSTRACION. Se procede por contradiccién; si suponemos que |w(t0)| # 0 para algin ty € (0

continuidad, |w(t)| # 0 en algun intervalo (to,to +€) y sea t1 < T el valor méds grande para el cual |w(t)| # 0,
Necesariamente |w(t1)| = 0.

T) Por
[to.t1).
En [to, t1) la funcién ¢ — log |w(t)| estd bien definida y

(h, w)

d 1 1d (w',w) (h— Aw,w)
—log — = —=—1 L R P L = A— < A+ EAYZ
@' Tl ~ "2a T T T P Jup =R
Asi
d logi < 2A + K2
dt " Jwl
Entonces
log ! <log L + /t(QA(s) + k%(s))ds < log L + /T(2A(s) + k*(s)) ds
lw(®)] = 7 fw(to)l  Js, = Tlwlo)l - Jo '

Esta desigualdad muestra que 1/|w(t)| estd acotada inferiormente cuando t — ¢, lo que es es una contradiccién. [



B. UNICIDAD RETROGRADA 61

Al considerar una ecuacién de la forma

du
— + Au+ =
; u+ G(u) =0,

con A, D(A), V, h como antes. Si hay otra solucién v, sea w = u — v, entonces

dv
E—i—Av—i—G(v) =0,

Cil—l; + Aw = h, h = G(v) — G(u).

De este modo para demostrar la unicidad hacia atrds de la ecuacién (1.2) es suficiente mostrar que si u,v €
L>(0,T;V)N L%0,T; D(A)),

(B.8) |G (u) = G(v)| < k(t)l|u—vll, k € L*(0,T).
Esto se desprende de lo siguiente

glw) = =~ u) + A,

g(v) = 2 (07 = ) + Adf,

€;

de modo que,
Utilizando la desigualdad

y de la desigualdad del tridngulo, existe una constante ¢} tal que

[u? +v* +uv — 1| < & (1 + u? + v?).

De este modo, por la desigualdad de Holder

1/2 1/2
(u—v)(u2+v2+uv—l<(/ |u—v|2> (/ u2+v2+uv—1|2> )
52 52 52

de donde se desprende que existe una co tal que

/32 <<i(u3u)+w) - (i(v?*v)ﬂif)) <e </S |uv2)1/2 <1+/SQ \u|2+/52 |v|2)1/2

que es equivalente a (B.7), lo que demuestra el hecho de que el semigrupo asociado a la ecuacién (1.2) tiene unicidad
retrégrada.






Apéndice C

Cddigo para la implementaciéon del método de Galerkin

El siguiente cédigo en Mathematica es la implementacion del método de Galerkin, del que se obtiene el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Junto con una condicién inicial Maple las resuelve numéricamente.

En la primeras lineas del cédigo definimos a la funcién u(v, 6,t) en la que mediante el comando LegendreP denota
el polinomio de Legendre asociado como en (5.12). Recordemos que esta funcién u satisface la condicién (1.15).

(* Implementacion del metodo de Galerkin, 7 de mayo de 2012 *)
(* Definicion de la funcion ux)

u[Theta_,Psi_,t_]:=al1] [t]*Sin[Thetal*LegendreP[1,0,Sin[Psi]]+
a[2] [t]*Sin[Theta] *LegendreP[1,1,Sin[Psi]]+

b[1] [t]1*Cos[Theta] *LegendreP[1,0,Sin[Psi]]+

b[2] [t]*Cos [Thetal *LegendreP[1,1,Sin[Psi]]

Obtenemos la derivada parcial con respecto a t de u(1),0,t) y la nombramos m.

(*Derivada de u con respecto a t *)
m:=D[u[Theta,Psi,t],t]

Las siguientes lineas corresponden al operador de Laplace-Beltrami en S? de acuerdo a (5.2).

(* Operador de Laplace-Beltrami en la esfera *)
ml:=(1/Cos[Psi] "2)*D[u[Theta,Psi,t],Theta,Thetal-
Tan[Psi] *D[u[Theta,Psi,t],Psi]+D[u[Theta,Psi,t],Psi,Psi]

Establecemos el valor de € y escribimos la ecuacién (5.3).

(*x Establecimiento del valor de epsilon *)

Epsilon=0.001

(x Ecuacion en estudio *)
1:=m-Epsilon*ml-(4/Epsilon)*u[Theta,Psi,t]*(1-ul[Theta,Psi,t]"2)

La ultima parte de este cédigo obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (6.2), de acuerdo a (5.9).

(x Primera ecuacion diferencial *)

Integrate[1#Sin[Theta] *LegendreP[1,0,Sin[Psil],{Psi,-Pi/2,Pi/2},
{Theta,0,2*Pi}]

(* Segunda ecuacion diferencial *)

Integrate[1*Sin[Theta] *LegendreP[1,1,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},
{Theta,0,2%Pi}]

(x Tercera ecuacion diferencial *)

Integrate[1*Cos[Thetal *LegendreP[1,0,Sin[Psil],{Psi,-Pi/2,Pi/2},
{Theta,0,2*Pi}]

(* Cuarta ecuacion diferencial *)

Integrate[1*Cos[Theta] *LegendreP[1,1,Sin[Psi]],{Psi,-Pi/2,Pi/2},
{Theta,0,2%Pi}]

El siguiente c6digo en Maple obtiene la solucién grafica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias sujeta a
una condicién inicial, para posteriormente graficarla en S2.
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# Solucion grafica del sistema de ecuaciones diferenciales en S°2
# Carga el package DEtools que contiene el comando a utilizar
with(DEtools):

#Definicion del sistema
sys:=[11103.3a[1] (t)"3+a[1] (t)*(-19739.2+11103.3a[2] (t) "2+
11103.3b[1] (£)"2+3701.1b[2] (£) "2)+7402.2a[2] (£)*b[1] (£)*b[2] (£)+
4.9348diff (al1](t),t)=0,11103.3a[2] (t)~"3+11103.3a[1] (t) "2+

al[1] (£)*(7402.2b[1] (t)*b[2] (£))

+a[2] (£)*(-19739.2+3701.1b[1] (£) "2+11103.3b[2] (t)"2)

+4.9348diff (a[2] (t),t)=0,11103.3b[1] (t)"3+11103.3a[1] (t) "2*xb[1] (t)+
3701.1a[2] (t)"2*%b[1] (£)+3701.1a[2] (t) "2xb[1] (t)+

7402.2a[1] (t)*al2] (t)*b[2] (t)+b[1] (£t)*(-19739.2+11103.3b[2] (t)"2)+
4.93348diff (b[1] (t),t)=0,7402.2a[1] (t)*a[2] (t)*b[1] (t)+

b[2] (£)*(-19739.2+3701.1a[1] (£) "2+11103.3a[2] (t)"2)+

11103.3b[1] (£) "2*b[2] (£)+11103.3b[2] (t) "3+4.9348diff (b[2] (t),t)=0]:
# Obtencion de la funcion a[1](t) para los valores de t entre 0 y 1,
sujeta a la condicion incial a[1](0)=0,a[2](0)=5,

b[1](0)=0,b[2] (0)=2, calculada en 2000 puntos del intervalo [0,1].
DEplot(sys, [a[1] (t),al[2] (t),b[1](t),b[2](t)],t=0..1,
[[a[1]1(0)=0,a[2] (0)=5,b[1](0)=0,b[2] (0)=2]],scene=[t,al1](t)],
numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion a[2] (t)

DEplot (sys, [a[1] (t),al[2] (t),b[1]1(t),b[2]1(t)],t=0..1,
[[al1]1(0)=0,a[2] (0)=5,b[1](0)=0,b[2] (0)=2]],scene=[t,2[1]1(t)],
numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion b[1] (%)

DEplot (sys, [a[1] (t),al[2] (t),b[1]1(t),b[2]1(t)],t=0..1,
[[a[1]1(0)=0,a[2](0)=5,b[1](0)=0,b[2] (0)=2]],scene=[t,b[1](t)],
numpoints=2000)

# Obtencion de la funcion b[2] (t)

DEplot(sys, [a[1] (t),al[2] (t),b[1] (t),b[2] (t)],t=0..1,
[[a[1]1(0)=0,a[2] (0)=5,b[1]1(0)=0,b[2] (0)=2]1,scene=[t,b[2] ()],
numpoints=2000)

# Definicion del polinomio asociado de Legendre, mediante

el comando proc; el polinomio asociado de legendre se llamara con
la funcion legendrep;

legedrep:=proc(l,m,x)

(1) "m/(11*2°1)*diff ((x"2-1)"1,x$(1+m))

end proc:

Definicion de la solucion al sistemas de ecuaciones diferenciales;
el comando subs sustituye la primera expresion en la segunda en
el lugar correspondiente a la variable x.
u:=(theta,psi,t)->(1.2+3.8exp(-15441.31127t)*sin(theta) *

subs (x=sin(psi),legendrep(1l,1,x))+
(0.5+1.5exp(-17237.31702t) *cos (theta) *subs (x=sin(psi)
,legendrep(1,1,x)):

# Grafica de la esfera segun los valores inciales de u
plot3d([cos(theta)*cos(psi),sin(theta)*cos(psi),sin(psi)]
,theta=0..2*%Pi, psi=-Pi/2..Pi/2,color=u(theta,psi,0))
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