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NOMENCLATURA 
Vectores y tensores  

σ      Tensor de esfuerzos viscoso [Pa] 

D      Tensor rapidez de deformación [1/s] 

V      Tensor gradiente de velocidad [1/s] 

TV      Tensor gradiente de velocidad transpuesto [1/s] 

V      Vector de velocidad [m/s] 

g      Vector de aceleración de la gravedad [1/s] 

Operadores Matemáticos 

i + j + k
x y z
  

 
  

  Operador Nabla [1/m] 

ix



     Derivada parcial de la coordenada xi [1/m] 

D/Dt = / t +   V   Derivada material [1/s] 

      Operador divergencia [1/m] 

Variables dimensionales 

a     longitud característica asociada al radio del tubo 

                                                      [m] 

L     Longitud del capilar [m]  

r     Coordenada radial adimensional [m] 

V       Velocidad promedio [m] 

Vz     Componente axial del vector velocidad [m/s] 

Q      Flujo volumétrico [m3/s] 
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Variables adimensionales 

Q*  Flujo volumétrico en estado no estacionario [1] 

*Vz       Velocidad axial [1] 

*
rzσ       Esfuerzo cortante [1]  

*

rzγ       Rapidez de deformación rz [1/s] 

τ      Esfuerzo reducido adimensional 

ξ      Coordenada radial adimensional 

φ      Razón entre la fluidez a alto y bajo corte 

*β      Beta adimensional 

Letras Griegas 

α      Exponente del modelo de Ellis [1] 

rzγ       Rapidez de deformación rz [1/s] 

0φ      Fluidez a baja rapidez de deformación [1/Pa s] 

1φ      Fluidez a moderada rapidez de deformación [1/Pa 
sn] 

     Densidad [rad/s] 

rzσ       Componente rz del esfuerzo cortante [Pa] 

wσ       Esfuerzo en la pared [Pa] 

Números adimensionales 

Re      Numero de Reynolds [1] 
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GLOSARIO 
Deformación:  Es el cambio de la posición de una coordenada de 

un sistema con respecto a otra coordenada. 

Esfuerzo: Es la fuerza por una determinada área. 

Esfuerzo en la pared: Es el gradiente de presión evaluado en la frontera 
del sistema (pared). 

Ecuación constitutiva: Ecuación que relaciona las variables dinámicas en 
un sistema (Rapidez de deformación, Esfuerzo, 
Deformación) 

Ecuación de continuidad: Ecuación diferencial parcial que representa la 
conservación de materia en un sistema físico. 

Ecuación de movimiento: Segunda ley de Newton aplicada a un medio 
continuo. 

Ecuación Haggen y Poiseuille: Es la ecuación que relaciona el flujo volumétrico 
con el gradiente de presión.  

Estado estacionario: Estado en el que ninguna propiedad dinámica del 
sistema depende del tiempo. 

Fluido: Es aquel sistema físico que al aplicársele un 
esfuerzo cortante este se deforma continua e 
irreversiblemente. 

Fluido incompresible:  Fluido que tiene una densidad constante. 

Fluido newtoniano: Fluido con viscosidad constante e independiente 
de la rapidez de deformación. 

Fluido no-newtoniano: La viscosidad es una función de la rapidez de 
deformación. 

Fluido adelgazante al corte:  Fluido que decrece su viscosidad por efecto de un 
aumento en la rapidez de deformación. 

Fluido engrozante al corte: Fluido que aumenta su viscosidad por efecto de 
un aumento en la rapidez de deformación. 

Fluido micelar:                          Es aquel que está compuesto por miles o decenas 
de miles de agente tensoactívo. 
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Flujo volumétrico:   Volumen por unidad de tiempo. 

Flujo homogéneo  Es el flujo en el cual las propiedades del sistema 
no dependen de la posición.  

Flujo oscilatorio  Es el flujo que se origina cuando un plato oscila 
por una función periódica de baja amplitud. 

Flujo cortante  Es el flujo que se origina al aplicar una fuerza 
tangencial al sistema (fluido) deformando continua 
e irreversiblemente al fluido. 

Número de Reynolds:  Numero adimensional que relaciona los 
mecanismos inerciales entre los mecanismos 
viscosos y describe las transiciones de flujo 
laminar a turbulento en un sistema físico. 

Perfil de velocidad: La distribución de las velocidades dentro de un 
sistema en función de la coordenada radial. 

Rapidez de deformación: Es la derivada temporal de la deformación de un 
fluido con respecto al tiempo. 

Tensor de esfuerzos: Es una matriz simétrica de nueve elementos (3X3) 
en la cual se describe el estado de fuerzas en un 
elemento de control.   

Tensor rapidez deformación: Es una matriz de 3*3 simétrica que nos describe 
el cambio temporal del vector desplazamiento.  

Factor de fricción: Es el cociente entre dos mecanismos asociados a 
las fuerzas viscosas y cinéticas 

Capa Limite: Es el trabajo que hace un agente externo sobre los 
mecanismos viscosos. 

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de un 
sistema Físico. 

Velocidad promedio: Es la velocidad axial promediada a través del 
área de flujo. 

Densidad:  En una propiedad intensiva que relaciona la masa 
y el volumen en un sistema. 
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Modelo de Newton:  Es la ecuación constitutiva reológica más simple, 
la cual, relaciona el tensor de esfuerzos con el 
tensor rapidez de deformación y contiene una 
función material la cual no depende de la rapidez 
con la que se ha deformado llamada viscosidad.  

Modelo de ley de potencia:  Es una ecuación constitutiva reológica no lineal la 
cual describe la zona de transición en el reo-
grama esfuerzo rapidez de deformación y que 
generaliza al newtoniano. 

Modelo de Ellis:  Ecuación constitutiva no newtoniana que contiene 
como caso particular el modelo newtoniano y el 
modelo de ley de potencia. 

Modelo de Reiner Philippoff:  Ecuación constitutiva que describe la viscosidad 
en función del esfuerzo y que contiene tres 
parámetros materiales asociados a las 
viscosidades a alta y baja deformación y un 
parámetro que asocia las transiciones de mayores 
a menores viscosidades por efecto del esfuerzo 
aplicado. 
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RESUMEN 
En este proyecto de investigación, se estudia la dinámica no newtoniana a 

través de la permeabilidad intrínseca del sistema utilizando cuatro ecuaciones 
constitutivas, llamadas: (i) Newtoniano, (ii) Ley de Potencia, (iii) Modelo de Ellis y 
(iv) Modelo de Reiner Philippoff. Suponiendo estado estacionario, fluido 
incompresible, proceso isotérmico y que los mecanismos inerciales son 
despreciables, i.e. numero de Reynolds bajos, se obtiene un balance mecánico 
entre el gradiente de presión y los mecanismos viscosos, se deducen expresiones 
para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, velocidad media y factor de fricción 
respectivamente. El factor de fricción para un fluido Newtoniano depende del 
inverso del número de Reynolds. Para un fluido no newtoniano, se observa que el 
factor de fricción depende de los mecanismos no newtonianos a través de las 
propiedades materiales. Los resultados implican que la velocidad axial se ve 
modificada por efecto de los mecanismos no newtonianas y de los números  
adimensionales correspondientes. Por otra parte, cuando estas dependen del 
deslizamiento se observa el desfasamiento de las curvas. Finalmente, el factor de 
fricción decrece debido a las propiedades no newtonianas, por su adelgazamiento 
debido al esfuerzo cortante disminuyendo la viscosidad y por ende disminuyendo 
el contacto de fricción entre la tubería y el fluido q transporta. 

Palabra Claves: Velocidad axial, Velocidad promedio, Flujo volumétrico, Factor de 
fricción, Modelo Newtoniano, Modelos no Newtonianos, Ecuaciones constitutivas 
de Ostwald de Waelle, Ellis y Reiner Philippoff. 

ABSTRAC 
            In this resarch work. It is studied the no newntonian dynamic through 
intrinsec permeability of the system using four constitutive equations, namelly: (1) 
Newton, (ii) Power law, (iii) Ellis and (iv) Reinner-Phillipoff. Assuming, Steady state, 
imcopressible flow, isothemic process and the inertial mechanims are neglected, 
i.e Low Reynolds numbers, it is obtained a balance forcé between the pressure 
gradiente and viscous mechanims respectively, the axial velocity, volumetric flow, 
average velocity and Friction factor is obtained. The Newtonian friction factor is 
constant and depend on the inverse of the Reynolds Number. In the case of a Non-
Newtonian Fluid, the friction factor depends on the No-Newtonian mechanims 
thorugh the material properties. The results show that the axial velocity, average 
velocity, voluemtric flow,and friction factor with and whitout slip  wall are function of 
the material properties.  

Key words: Axial velocity, average velocity, Volumetric Rate flow, Friction Factor, 
Newtonian model, Non-Newtonian models, Ostwald de Waelle, Ellis and Reiner-
Phillipoff models.    
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APORTACIÓN AL CONOCIMIENTO 
 Se presenta una metodología general para obtener el factor de fricción 

en fluidos no newtonianos inelásticos, i.e. que la viscosidad cortante 

cambia en función de la rapidez de deformación y que no contiene 

componentes elásticas. 

 Se analiza el caso del factor de fricción para cuatro fluidos: (i) Newton, 

(ii) Ostwald de Waelle, (iii) Ellis and (iv) Reinner-Phillipoff.   En todos los 

casos, se obtiene resultados analíticos para el perfil de velocidades, 

velocidad promedio, flujo volumétrico, Reynolds y Factor de Fricción 

generalizado. 

 Suponiendo que el sistema se encuentra en régimen permanente, flujo 

homogéneo, fluido incompresible, proceso isotérmico y que los efectos 

de deslizamiento en la pared del capilar son diferentes de cero, se 

obtuvieron expresiones analíticas para: (i) Perfil de velocidades, (ii)  

Velocidad promedio, (iii) Flujo volumétrico, (iv) Reynolds no newtoniano 

y (v) Factor de fricción generalizado. 

 La viscosidad del sistema (aparente) involucrada en el número de 

Reynolds fue corregida mediante el formalismo de Weissenberg 

Rabinowitsch respectivamente. Por lo tanto, los cálculos de numero de 

Reynolds y por lo tanto el factor de fricción presenta resultados en donde 

se involucra la viscosidad real del sistema la que se presenta en un 

reómetro.  

 Finalmente se presentan el modelado matemático y las predicciones 

computacionales para dos casos fundamentales: (i) con deslizamiento y 

(ii) sin deslizamiento respectivamente. El efecto del deslizamiento es 

desfasar los estados de mayor a menor velocidad por efecto del 

gradiente de presión. Por otra parte, al incrementar la velocidad se 

obtiene una contribución al flujo volumétrico total.   

 El factor de fricción en función del esfuerzo en la pared, decrece en 

función de los mecanismos deslizantes y este, se modifica por efectos de 
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las propiedades materiales del fluido, a través de los grupos 

adimensionales correspondientes.  
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CAPÍTULO I 
INTRODUCCIÓN 
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1.1. Aplicaciones de los fluidos newtonianos 
La mayoría de las aplicaciones tecnologías que tiene relevancia en la 

industria involucran fluidos no newtonianos, los cuales describen los cambios en la 

función viscosidad por efecto del corte y poseen componentes de tipo elástico a 

través de la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales (Barnes et al. 

1989; Bird et al. 1987,  Bird et al. 2002). La mayoría de estos sistemas son muy 
viscosos por lo que los mecanismos viscosos y cinéticos son muy 

importantes en el cálculo del factor fricción que no es otra cosa, que el trabajo 
irreversible que hace un agente externo en contra de las fuerzas viscosas 

(Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987,  Bird et al. 2002). 

 

Ejemplos de estos sistemas complejos, se puede encontrar en la industria de 

la pintura base agua, en donde agentes reológicos modifican y le dan las 

propiedades viscoelásticas a las pinturas. Estos agentes estabilizan y permiten el 

acabado y textura en las pinturas comerciales y son los responsables del nivelado 

y colgado en las pinturas base agua (Caram et al. 2009). 

 

La reducción de la fricción es un medio de abatir el consumo de energía y 

por ende reducir el impacto en la Industria Química. 

 

La reducción de la fricción en la conducción de fluidos (petróleo, gas, agua, 

sistemas de acondicionamiento de aire, etc.) por medio de ductos, puede inducir a 

un ahorro proporcional de energía que se utiliza en los sistemas de bombeo y de 

compresión. 

 

La fricción de arrastre se produce debido a la interacción del flujo de un fluido 

con una superficie sólida. El fluido viscoso en contacto con la superficie sólida 

produce una zona denominada capa límite dinámica donde se generan gradientes 

de velocidad muy grandes debido a la viscosidad del fluido y es en esta zona donde 

se lleva a cabo el fenómeno de fricción de arrastre que está asociado con el esfuerzo 

cortante. 
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1.2. Fluidos no newtonianos 
En el estudio de la mecánica del medio continuo, la primera aproximación es 

suponer que el fluido es newtoniano, es decir que la viscosidad es independiente de 

la rapidez de deformación, y la dinámica del medio puede ser descrita por las 

ecuaciones de Navier-Stokes (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 

1974).  La segunda aproximación es suponer que los fluidos son no-newtonianos, y 

que la transferencia de momento y reologia pueden ser descritas por un número 

amplio de ecuaciones constitutivas viscosas o viscoelasticas no lineales (Barnes et 

al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 1974).  Sin embargo, la mayoría de fluidos 

interesantes en la industria poseen componentes elásticas y se encuentran en el 

régimen de altas deformaciones por lo que son considerados viscoelasticos no 

lineales (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 1974; Larson 1999). 

 

 Ejemplos de estas ecuaciones reológicas viscosas no lineales son: (i) 

Ostwaeld, (ii) Ellis, (iii) Cross, (iv) Yasuda Cross, etc (Barnes et al. 1989; Bird et al. 

1987, 2002; Currie  1974; Larson 1999).   En el régimen de viscoelasticidad lineal 

(bajas deformaciones): (i) Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii) Burgers, (iv) Maxwell 

generalizado (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 1974; Larson 1999).  

Por último, en el régimen viscoelástico no lineal se tienen los siguientes modelos. 

(i) Oldroyd B, (ii) Giesekus, (iii) Tanner, (iv) Phan-Thien-Tanner, (v) Bautista Manero 

Puig, etc (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 1974; Larson 1999). En 

la Tabla 1 se presentan algunas de las ecuaciones más empleadas en la descripción 

reologia de los fluidos (Barnes et al. 1989; Bird et al. 1987, 2002; Currie 1974; Larson 

1999). En la tabla 2 se define los símbolos de las variables dinámicas de la tabla 1, 

así como sus unidades en el sistema MKS y el nombre de las mimas.  

Tabla 1. Ilustra las diferentes ecuaciones constitutivas empleadas en la 
descripción del flujo y la reología en fluidos no newtonianos en el régimen 
línea y no lineal respectivamente. 

Modelos Modelos Modelo Reológico Función Viscosidad 

A 
Viscoso 

Ostwaeld  D2η IIσ D      n-1
Dη II m 2 D:D  
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B  

Viscoso 

 
Ellis 

 
 D2η IIσ D    0

α-1

1/2

ηη II

1
σ


 

  
 

σ
σ

 

 
C 

Viscoso 

 
Carreau 

 2η II Dσ D   
 

 
0

1-n /22

η ηη II η
1 λ II





 

 
 

D

D

 

D 
Viscoso 

Hershel-
Bulkley 

 2η II Dσ D  
   

n-1ηη II m II
II
 D D
D

 

 
E 

Viscoelástico 
Lineal 

 
Maxwell 0 0λ 2η

t


 


σ σ D  

 

0

0

ηη
1 λ

t







 

 
F 

Viscoelástico 
Lineal 

 
Jeffreys M J 0λ 2 1 λ η

t t
  

   
  

σ σ D  

 

J

0

0

1 λ
tη η

1 λ
t










 

G 
Viscoelástico 

No-Lineal 

Convectiva 
Superior 

de Maxwell 
M 0λ 2η



 σ σ D  En corte es la misma que el 
fluido Newtoniano 

H 
Viscoelástico 

No lineal 

 
Oldroyd-B M J 0λ 2 1 λ η

t

  
   

 
σ σ D  

En corte es la misma que el 
fluido Newtoniano 

 

Tabla 2. Definiciones de las variables dinámicas de la tabla 1. 

Nombre Símbolo  Unidades (MKS) Nombre 

Tensor de 
Esfuerzos  

 Pa Pascal 

Tensor 
rapidez de 

Deformación  

 
D 

 
s-1 

Segundo 

Función 
Viscosidad  

 η IID  Pa s Pascal-segundo 

Segunda 
invariante del 

tensor 
rapidez 

Deformación 

 
IID 

 
s-1 

 

Inverso de segundo 
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Tiempo de 

relajación de 
Maxwell 

 
M 

 
S  

Segundo 

 
Tiempo de 
Retardo de 

Jeffreys 

 
J 

 
S 

 

Segundo 

 
Viscosidades 
a bajo y alto 

corte 

 
0  

 
Pas 

  

 Pascal-segundo
  

 

 
Derivada 

convectiva 
superior de 

Maxwell 
 

 
  

 
 

1/m 

 
Inverso de metro 

Parámetro 
de 

consistencia 
de Otswaeld 

 
k 

 
Pa sn 

Pascal segundo a la 
enésima potencia 

Índice del 
modelo de 
Ostwaeld o 

de Ellis  

 
 

 
1 

 
Adimensional 

 

 
Es importante resaltar que, en esta investigación, solo emplearemos el modelo de 

Ley de Potencia, Ellis y Reiner Philipoff, que es un modelo viscoso no lineal sin 

componentes elásticas, por lo que las ecuaciones reológicas no lineales 

presentadas en la Tabal1 quedan fuera del alcance de esta tesis y serán utilizadas 

en estudios posteriores de posgrado. 

 

1.3. Fluidos complejos 
Las ecuaciones reológicas empleadas, han tenido relativo éxito en reproducir 

la dinámica lineal y no lineal de sistemas complejos como son: (i) Sistemas 

micelares, (ii) Polímeros, (iii) Polímeros asociativos, (iv) Cristales líquidos, (v) 
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Sistemas coloidales, (vi) Fluidos biológicos y (vii) Nanocompuestos  (Calderas et al. 

2009; Caram et al. 2006; Herrer et al. 2009, 2010; Fisher & Rehage et al. 1997; 

Hernandez Acosta et al. 1999; Manero et al. 2002; Moreno et al. 2015; Rey 2007, 

2010, Rey & Herrera-Valencia 2012; Soltero et al. 1999; 2007).  Por ejemplo, los 

sistemas micelares representan un reto en su descripción reológica (Caram et al. 

2006; Herrer et al. 2009, 2010; Fisher & Rehage et al. 1997; Hernandez Acosta et 

al. 1999; Manero et al. 2002; Soltero et al. 1999, 2007). Los agentes micelares están 

conformados por miles o decenas de miles de agente tensoactívo el cual forman 

estructuras complejas cuando su concentración micelar aumenta hasta un valor 

máximo conocido como concentración micelar critica (Caram et al. 2006; Herrer et 

al. 2009, 2010; Fisher & Rehage et al. 1997; Hernandez Acosta et al. 1999; Manero 

et al. 2002; 1999, 2007; Tepale et al. 2006).   

En la concentración micelar crítica, estos sistemas forma estructuras tipo 

cilindro flexible que mimetizan a lo que podría visualizarse como un gusano, por lo 

que son conocidos como sistemas micelares tipo gusano Tepale et al. 2006).  Estas 

estructuras pueden ser modificadas mediante la aplicación de un agente externo 

que modifique su estado, es decir, un flujo cortante simple, en donde rompen su 

estructura por efecto de los esfuerzos internos y se orientan bajo flujo. (Bird et al. 

2002, 2006; Tepale et al. 2006; Herrera 2009,  2010). Estos sistemas son muy 

utilizados en la recuperación terciaria de petróleo y han sustituido a los agentes 

poliméricos a base de agua. Herrera (2009, 2010); Manero et al. (2002); Fisher & 

Rehage (1997). 

 La descripción del flujo de estos sistemas, ha sido modelado en geometrías 

sencillas, como son: cilindros, rendijas, esferas y contracciones de flujo.  En la taba 

1 se presentan algunas ecuaciones reológicas empleadas en la descripción de la 

transferencia de momento y de la reologia del sistema (Alves et al. 2001; Cruz et al. 

2005; Oliveira et al. 1999a, 1999b; Ochoa-Tapia 1995; Pinho & Coelho 2006, Pinho 

& Oliveira 2000, Pinho, F.T. & Whitelaw, Pinho &  Whitelaw 1990).  
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1.4.  Factor de fricción 
En ingeniería es común encontrar dos grandes casos de condiciones de flujo. El 

primero y más común es el flujo a través de conductos, y el segundo es el flujo de 

un fluido alrededor de objetos sumergidos (Bird et al. 2006, 2010). Generalmente, 

el principal objetivo es encontrar la relación existente entre la caída de presión y la 

velocidad volumétrica de flujo para el caso de flujo en conductos, y así mismo 

encontrar la relación entre la velocidad de aproximación del fluido y la fuerza 

residente para el caso de flujo alrededor de objetos sumergidos. (Bird et al 2006, 

2010). Sin embargo, debido a que para muchos sistemas que presentan gran interés 

en ingeniería no es posible calcular los perfiles de velocidad y presión, puesto que 

es necesario recurrir a otros métodos para hallar la caída de presión en función del 

caudal y la fuerza resistente en función de la velocidad (Bird et al 2006, 2010). Para 

ello, se utilizan algunos datos experiméntales de estas variables con el fin de 

construir correlaciones que permiten estimar el comportamiento de flujo de sistemas 

geométricamente semejantes. Para el establecimiento de estas correlaciones 

resulta lógico y conveniente emplear variables adimensionales (Bird et al 2006, 

2010). 

 

1.5. Definición de Factor de Fricción 
Supongamos que se tiene un flujo constante en cada uno de estos dos 

sistemas: (a) fluido en conducciones y (b) flujo alrededor de un objeto sumergido. 

(Bird et al 2006, 2010). El fluido ejercerá sobre las superficies solidas una fuerza F, 

que puede clasificarse en dos: Fk que es la fuerza que ejercería el fluido, aunque 

estuviese en reposo, y Fk la fuerza adicional relacionada con el comportamiento 

cinético del fluido. En los sistemas de tipo (a), Fk tiene la misma dirección que la 

velocidad media v  “a través del conducto”, y en los sistemas de tipo (b), Fk lleva la 

misma dirección “que la velocidad de aproximación” v  (Bird et al 2006, 2010). El 

valor de la fuerza Fk puede expresarse para ambos sistemas arbitrariamente como 

el producto de un área característica A, una energía cinética característica por 
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unidad de volumen K y un número adimensional f  , denominado Factor de fricción 

(Bird et al 2006, 2010): 

kF =AKf                                                               (1.1) 

Resulta útil definir el numero adimensional  f  de esta forma porque puede 

expresarse por medio de una función relativamente sencilla del número de Reynolds 

y la forma del sistema. Para el flujo a través de conductos, regularmente se toma 

para A la superficie mojada y para K la magnitud  21 ρ V
2

 (Bird et al 2006, 2010). 

Para tubos circulares de radio R y longitud L, f  está definido por: 

o L

2

P - P1 D
14 L ρ v
2

f

 
  

   
  

 

                                                     (1.2) 

Esta ecuación muestra explícitamente como se calcula f   a partir de datos 

experimentales. El factor f   se denomina: Factor de Fricción de Fanning. (Bird et 

al. 1998, 2006). 

 

1.6. Factores de fricción para el flujo en tubos 
Con el fin de ver de qué variables depende, vamos a definir f  en términos 

adimensionales. Considerando como sistema una longitud L de tubería lisa 

horizontal. La discusión se limita al flujo estacionario de un fluido de ρ y μ  constantes, 

que circula con una velocidad media v . Se supone que se conoce la presión Po 

para r = 0 y z = 0, así como también la distribución de velocidad en el plano z = 0. 

Para z < 0, es evidente que la distribución de velocidad depende de la naturaleza 

del sistema de flujo. Si esta parte de la tubería es muy larga, Vz  para z =0, de z 

para z > 0. Si la porción de tubería correspondiente a z < 0 es muy corta, o no existe, 

Vz  dependerá de z para z > 0. La fuerza del fluido sobre la pared interna de la 

tubería, tanto para el flujo laminar como turbulento, está dada por: 
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L 2π

0 0 r =R

2

Vzμ Rdθdz
r

12πRL ρ v
2

f

 
 

 


 
 
 

 
                                         (1.3) 

 

 

1.7 Objetivos 
 

En esta sección se presentan el objetivo general, los objetivos particulares y la 

hipótesis de trabajo de esta investigación. 

1.7.1 General  
 

Calcular el factor de fricción de Fluidos No Newtonianos en función del esfuerzo en 

la pared y las propiedades materiales de los sistemas de estudio tomando en cuenta 

que los mecanismos deslizantes.  

 

 

1.7.2 Particular  
 

a) Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de acotar las 

ecuaciones dinámicas del sistema y que aparezcan grupos adimensionales 

que caractericen los principales mecanismos y permitan analizar casos 

asintóticos. 

b) Calcular los perfiles de velocidades, velocidad promedio, flujo volumétrico, 

factor de fricción bajo condiciones de deslizamiento en la interface de sólido 

y líquido. 

 

 

 



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 29  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

1.7.3 Hipótesis  
 

Si el efecto de la incorporación de las propiedades no newtonianas modifica la 

dinámica de flujo entonces estos cambios se verán reflejados en el factor de 

fricción. 
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Figura 1. Diagrama de Flujo de Tesis. 
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2.1. Fluidos complejos 
Los fluidos complejos como su nombre lo indica, son aquellos que presentan 

comportamiento reológico en estado estacionario y no estacionario, muy 
interesantes debido a los agentes externos que apliquen en ellos (Gennes & Prost 
1994; Rey & Herrera-Valencia, 2012a, Rey & Herrera-Valencia 2012b). Algunos 
ejemplos de fluidos complejos son los sistemas poliméricos, micelares, fluidos 
biológicos, cristales líquidos, etc. Los polímeros, por ejemplo, son sistemas en 
donde una unidad llamada monómero se repite y que presentan propiedades físicas 
complejas debido a las interacciones entre sus cadenas y peso molecular (de 
Gennes & Prost 1994; Rey & Herrera-Valencia). Los sistemas micelares contienen 
miles o decenas de miles de agentes tenso activos (un tensoactívo es un sistema 
que abate la tensión superficial de los líquidos) y que contienen una parte hidrofobia 
y una hidrofilia (Rey & Herrera 2012). Los sistemas micelares dependen de la 
concentración y dependiendo de esta, pueden pasar de sistema esféricos a 
cilíndricos por efecto de un agente estos sistemas micelares dependen de la 
concentración y por agente externo entiéndase una fuerza que se aplica en un área 
paralela a la fuerza (Rey & Herrera-Valencia 2012a; Rey & Herrera-Valencia 
2012b). Dependiendo de la naturaleza de los sistemas complejos, estos presentan 
muchos grados de libertad, los cuales pueden describir arreglos dependiendo de la 
concentración de los mismos. En la Fig. (2) se presentan algunos de los arreglos 
más comunes en los fluidos complejos en función de la concentración: 
 

 

Figura 2. " Esquema que clasifica las diferentes fases que se presentan, por 
orden de temperatura”. 

 

2.2. Sistemas micelares 

Las micelas alargadas han recibido mucha atención recientemente debido a su 
compleja reología y a sus potenciales aplicaciones (Rehage et. al. 1982; Tepale et. 
al. 2006) sugirieron que el espesamiento al corte el cual se manifiesta como un 
aumento en la viscosidad con el trascurso del tiempo cuando se ejerce una 
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velocidad de corte superior a la denominada velocidad de corte critica de 

espesamiento  CRγ  es el resultado de la formación de algún tipo de estructura 

inducida por el corte. Por el contrario, para soluciones que exhiben adelgazamiento 
al corte se observa una disminución en la viscosidad al incrementar la velocidad de 
corte debido a que la estructura presente tiende a perder su complejidad ya que las 
moléculas sufren un rompimiento lo que conlleva a la disminución de la viscosidad.  

 

2.3.  Reología 

La reología, es decir la ciencia del flujo y la deformación de la materia, es decir, 
las propiedades mecánicas de los gases, líquidos, plásticos, substancias asfálticas, 
materiales cristalinos y otros. Por lo tanto, el campo de la reología se extiende, 
desde la mecánica de fluidos newtonianos, por una parte, hasta la elasticidad de 
Hooke por otra parte. Su objetivo está restringido a la observación del 
comportamiento de materiales sometidos a deformaciones muy sencillas, 
desarrollando posteriormente un modelo matemático que permita obtener las 
propiedades reológicas del material. Un sistema es capaz de fluir debido a las 
fuerzas de cohesión en sus moléculas y suele deformarse continuamente cuando 
se somete a un esfuerzo cortante (Bird et al. 1987; Bird et al 2010). En su forma 
más simple, la viscosidad μ es una propiedad de transporte, que se puede 
interpretar como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser deformados cuando son 
sometidos a un esfuerzo (Bird et al 1987; Bird et al 2010). 

 

2.3.1.  Tensor de esfuerzos 
 El tensor de esfuerzos, es un tensor de segundo orden, el cual se puede 
describir como una matriz de 3 x 3 formada por nueve elementos. Los elementos a 
fuera de la diagonal principal son llamados esfuerzos cortantes, mientras que los 
elementos en la diagonal principal son llamados esfuerzos normales. Nótese, que 
los esfuerzos cortantes deforman continua e irreversiblemente el material, por lo 
que el sistema fluye (Bird et al. 1987; Bird et al. 2005). Mientras que los elementos 
en la diagonal principal modifican la forma geométrica del elemento de control, pero 
no su volumen. La representación del tensor de esfuerzos se puede expresar como: 

                                  (2.1) 

Matemáticamente, es importante destacar que el tensor de esfuerzos es 
simétrico, es decir los elementos fuera de la diagonal principal, son iguales (Bird et 
al. 1987; Bird et al. 2005). 

xx xy xz

yx yy yz

xx xx xx

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

 
 

  
 
 

σ
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2.3.2. Tensor gradiente de velocidad y su transpuesta 
Los tensores gradiente de velocidad y su transpuesta se definen como (Bird et 

al. 1987; Bird et al. 2005): 

 
T

Vx Vx VxVx Vy Vz
x y zx x x

Vx Vy Vz Vy Vy Vy;
y y y y

Vx Vy Vz Vz Vz Vz
z z z x y z

x z

      
          
       

             
       
  

        

V V                               (2.2) 

 El tensor gradiente de velocidad puede ser descompuesto en dos tensores uno 
simétrico conocido como tensor rapidez de deformación, y el otro anti-simétrico 
conocido como tensor de vorticidad.  

 

2.3.3. El tensor rapidez de deformación 
El tensor rapidez de deformación, es la parte simétrica del tensor gradiente de 

velocidad por lo que, se puede expresar de la siguiente manera:  

  T

Vx 1 Vy Vx 1 Vz Vx
x 2 x y 2 x z

1 1 Vx Vy Vy 1 Vz Vy
2 2 y x y 2 y

1 Vx Vz 1 Vy Vz Vz
2 z x 2 z y z

z

       
     

       
        
          

        
 

                   

D V V

      (2.3) 
 
Es importante notar, que el tensor de rapidez de deformación nos da información 

acerca de la rapidez con la que se deforma el material. 
 

2.3.4. Tensor de Vorticidad 
 

El tensor de vorticidad, es la parte anti-simétrica del tensor gradiente de 
velocidad por lo que, se puede expresar de la siguiente manera:  
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  T

1 Vy Vx 1 Vz Vx0
2 x y 2 x z

1 1 Vx Vy 1 Vz VyW 0
2 2 y x 2 y

1 Vx Vz 1 Vy Vz 0
2 z x 2 z y

z

      
     

      
       
          

       
 

                 

V V     (2.4) 

  

2.3.5. Flujo cortante en estado estacionario 
El flujo cortante se origina cuando una fuerza tangencial al Sistema (fluido) 

de forma continua e irreversiblemente el fluido. En esta prueba, la muestra es 
deformada por medio de un esfuerzo cortante el cual se puede representar por 
medio de dos placas paralelas en las cuales se aplica una fuerza en dirección del 
flujo de tal manera que la transferencia de momento se da en la componente 
ortogonal a la velocidad como se muestra en la Fig.3. 

 

Figura 3. Ilustra el flujo cortante simple en un sistema de placas paralelas. El 
fluido es cortado y se produce un flujo homogéneo (es decir, un Sistema en 

donde las variables dinámicas del sistema no dependen de la posición. 

En este caso, las funciones materiales pueden ser descritas a través de la siguiente 
expresión: 

xy
xy

xy

σ
η γ

γ

 
 

 
                      (2.5) 

xx yy1
1 2

xyxy

σ σN

γγ


  

 
 
 

           (2.6) 
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yy zz2
2 2

xyxy

σ σN

γγ


  

 
 
 

           (2.7) 

La Ec. (2.5) representa la función viscosidad que es básicamente la razón entre el 
esfuerzo que se aplica y la rapidez de deformación. Las Ecs. (2.6, 2.7) son los 
coeficientes asociados a la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales. 
Estos coeficientes, se relacionan con la elasticidad del material. Nótese, que, para 
un fluido newtoniano, los coeficientes  1 2,   valen cero. 

El flujo cortante simple se genera cuando las fuerzas que actúen en el sistema, 
quedan fuera de la diagonal principal de la matriz asociada al tensor de esfuerzos: 

 

xz

zx

1 Vz Vx0 0
0 0 σ 2 x z
0 0 0 ; 0 0 0

σ 0 0 1 Vx Vz 0 0
2 z x

    
  

     
 

   
             

σ D

   (2.8)  
 

2.4. Ecuaciones constitutivas  
En Mecánica del medio continuo, una ecuación constitutiva describe la 

relación entre las variables dinámicas en el sistema, en particular el esfuerzo y la 
deformación. En esta sección, se presentan algunas de las ecuaciones constitutivas 
más utilizadas en Fenómenos de Transporte y Reología de fluidos complejos (Bird 
et al 1987). 

 

2.4.1. Fluidos newtonianos 
Los fluidos newtonianos son fluidos en los que el deslizamiento relativo de los 

elementos de fluido al circular uno sobre otro es proporcional al esfuerzo cortante 
sobre el fluido. Todos los gases, agua líquida y líquidos de moléculas sencillas 
(amoníaco, alcohol, benceno, petróleo, cloroformo, butano, etc.) son newtonianos 
(Bird et al. 2002). Las pastas, emulsiones, fluidos biológicos, polímeros, 
suspensiones de sólidos y otras mezclas son probablemente no-newtonianos. Un 
fluido newtoniano se caracteriza por cumplir la Ley de Newton, es decir, que existe 
una relación lineal entre el esfuerzo cortante y la velocidad de deformación (Bird et 
al. 1987; Bird et al. 2005). La viscosidad de un fluido newtoniano no depende del 
tiempo de aplicación de esfuerzo, aunque sí puede depender tanto de la 
temperatura como de la presión a la que se encuentre. 
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2.4.2. Fluidos no-newtonianos 
Las suspensiones densas, lodos, emulsiones, soluciones de polímeros de 

cadena larga, fluidos biológicos, alimentos líquidos, pinturas, suspensiones de 
arcillas y mezclas de hormigón son, en general, no-newtonianos (Bird et al. 1987; 
Bird et al. 2005). La relación entre esfuerzo cortante y la velocidad de deformación 
para fluidos no newtonianos no es lineal (Bird et al. 1987; Bird et al. 2005), por lo 
cual se ha ajustado el uso de la viscosidad aparente.  La viscosidad aparente es el 
esfuerzo cortante por la rapidez de deformación en un solo punto. A su vez, los 
fluidos no-newtonianos pueden clasificarse como dependientes del tiempo e 
independientes del tiempo; esto quiere decir que al aplicar un esfuerzo cortante 
constante a un fluido que depende del tiempo su viscosidad cambiará, lo cual no 
ocurre con los fluidos que son independientes del tiempo. Asi mismo los fluidos no-
newtonianos vicosos se pueden clasificar en tres tipos: 

(a) Los fluidos pseudoplásticos son fluidos adelgazantes al corte. Conforme se 
aplica un esfuerzo cortante y este incrementa, la viscosidad de este tipo de 
fluidos decrece. Las soluciones poliméricas son un ejemplo de fluidos 
pseudoplásticos. 

(b)  Los fluidos dilatantes presentan un comportamiento espesante. Esta clase 
de fluidos presenta viscosidades incrementan cuando se les aplica un 
esfuerzo cortante. Esta clase de fluidos se presentan frecuentemente en la 
ciencia e ingeniería de los alimentos.  

(c) Los fluidos de Bingham son fluidos que solo requieren aplicar un esfuerzo 
crítico para romper su estructura y comience a fluir/ Debido a todas estas 
diferencias es importante entender la clasificación de los tipos de fluidos no-
newtonianos. 
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Figura 4. Tipos de fluidos no-newtonianos viscosos. 

2.4.3. Fluido newtoniano 
Primero se define la ecuación más simple, el modelo newtoniano, seguida de 

alguno de los modelos no newtonianos más utilizados en la literatura especializada 
en el tema (Bird et al 1987). 

Desde el punto de vista de los fenómenos de transporte y reología, el fluido más 
sencillo es el newtoniano, llamado así porque su comportamiento sigue la ley de 
Newton (Bird et al 1987). El esfuerzo de corte es proporcional al gradiente de 
velocidad de corte: 

 

2
1
2

   T

σ = μD

D V V                                          (2.9) 

 
En esta ecuación tan simple, el esfuerzo cortante y la rapidez de deformación, 

siguen una relación lineal. La constante de proporcionalidad se denomina 
viscosidad newtoniana  μ   y se mide en Pa s (en SI) en la práctica se utiliza 
comúnmente el centipose (cp). Por definición, todos aquellos fluidos que no siguen 
la Ec. (2.9) son newtonianos (Bird et al. 1987). 
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2.4.4. Fluido no- newtoniano 
Desde el punto de vista tecnológico e industrial, los fluidos no-newtonianos, son 

aquellos que presentan propiedades aplicaciones tecnológicas y científicas más 
interesantes. (Herrera et al. 2009; Herrera et al 2010; Bird et al. 1987).  

 
La definición más simple de un fluido newtoniano, es aquella en donde la rapidez 

de deformación, no muestra una relación lineal entre el esfuerzo y la rapidez de 
deformación (Bird et al. 1987). En este punto, la viscosidad no es constante y 
depende de la rapidez con la que se deforme la muestra, temperatura, presión, la 
concentración, el pH, entre otras (Bird et al 1987).  

 

2.4.5. Modelo de Ostwaeld (Ley de potencia) 
El modelo más sencillo después del modelo newtoniano, es el de la ley de 

Potencia, o de Ostwald de Waele, el cual, tiene la siguiente representación 
matemática (Bird et al. 1987). 

     
n-1

D=2η II 2K 2σ D D : D D   (2.10) 

Donde K y n son parámetros empíricos, K es el índice de consistencia y n es el 
índice de comportamiento de flujo (Bird et al. 1987). EL término entre corchetes se 
denomina viscosidad aparente y es evidente que no es constante, dependiendo 
directamente de la velocidad de corte 

rzγ . Debido a que n determina precisamente 

el modo en que se desarrolla el flujo, si n < 1 el fluido se denomina pseudoplastico 
(Adelgazante al corte), estos fluidos fluyen más fácilmente aumentando la 
velocidad de deformación (Bird et al. 1987).  

Por el contrario, cuando n > 1, la resistencia a fluir aumenta con un incremento 
en la velocidad de corte, y el fluido se denomina dilatante (engrozante al corte). La 
mayoría de los fluidos no newtonianos son pseudplasticos: alimentos (jugo, pure 
de frutas, salsas) polímeros fundidos (poliestireno, acrilonitrilo, polipropileno, etc), 
cosméticos, latex, tinta de imprenta (Bird et al. 1987). 

Los fluidos engrozantes al corte son los más raros, entre otros el cemento y 
las suspensiones concentradas (ej: almidón de maíz) siguen este comportamiento 
(Bird et al. 1987). A bajas velocidades de corte, el líquido presente llena los 
espacios libres, a medida que la velocidad de corte aumenta, el material se 
expande o dilata y comienza a aparecer esfuerzos de interacción solido-solido que 
se traducen en un aumento de la viscosidad aparente (Bird et al. 1987).  



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 40  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

Una limitación importante de la ley de la potencia es que es aplicable a un 
rango limitado de velocidades de corte. Además, el valor de K depende del valor 
numérico de n, con lo cual valores de K de distintos fluidos no son comparables.  

 

2.4.6. Modelo de Ellis  
El modelo de Ellis, contiene tres propiedades materiales las cuales describen 

una primera zona newtoniana a bajas rapideces de deformación, y una zona 
intermedia relacionada con el modelo de ley potencia (Bird et al. 1987). Este modelo 
puede ser deducido mediante una combinación del modelo newtoniano y el de ley 
de potencia respectivamente, suponiendo que la rapidez de deformación es aditiva, 
es decir que la rapidez de deformación total es la suma de la contribución 
newtoniana y la contribución del modelo no-newtoniano (Oswald) (Bird et al. 1987).  
La ecuación constitutiva de Ellis, contiene tres parámetros ajustables denotados 
por: {0,1,}, los cuales están relacionados con la fluidez a cortes bajos y 
moderados, y al inverso del índice del modelo de ley de potencia. Este modelo 
admite soluciones analíticas en flujo cortante simple en diferentes situaciones de 
flujo para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, función viscosidad, rapidez de 
deformación, etc.  

 
n-1

0 12 φ  +φD σ σ σ                                          (2.11) 
 

2.4.7. Modelo de Reiner Philippoff  
El modelo de Reiner-Philippoff es un modelo inelástico que contiene tres 

parámetros de ajuste asociados a las propiedades no–newtonianas del sistema.  
Esta ecuación constitutiva, contiene cuatro parámetros ajustables: (i) viscosidad a 
corte bajo, (ii) viscosidad a alto corte, (iii) un tiempo asociado a la fluidez del material 
y (iv) un índice que caracteriza el engrosamiento o adelgazamiento al corte del fluido 

respectivamente  0 Sη ,η ,σ . La expresión matemática que describe el modelo de 

Reiner-Philippoff es la siguiente: 

 

  0
0 2

S

 = 2η II
η - ηη η

1+
σ

 
 
 
 

Dσ D

σ
σ

                         (2.12) 
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Finalmente, los modelos discutidos en esta sección, nos permite establecer, 
las diferencias de los modelos no-newtonianos más comunes de la literatura. Por 
otra parte, los fluidos no-newtonianos presentan un reto en la descripción de 
sistemas complejos. La aplicación de estos fluidos, se presenta en diferentes 
situaciones físicas, como por ejemplo: La ciencia y la ingeniera de nuevos 
materiales como son: (i) fibras sintéticas (utilizadas en la industria espacial), (ii) 
polímeros (plásticos), (iii) polímeros asociativos (utilizados como agentes 
estabilizantes en la industria de las pinturas base agua), (iv) cristales líquidos 
(utilizados por sus propiedades ópticas en pantallas de cristales líquidos, fibras 
sintéticas, y reconstrucción de tejido óseo en bioingeniería), (v) Fluidos biológicos, 
los cuales representan un reto para los ingenieros modernos (Rey 2005, 2006, 2007, 
2008; Rey & Herrera  2012).  En este contexto, los fluidos no- newtonianos 
involucran conocimientos multidisciplinarios, como la física, química, biología, 
matemáticas e ingeniera.  

 

2.5. Fenómenos de Transporte 
Los Fenómenos de Transporte, se define como la rama de la Ingeniería Química 

que estudia los mecanismos de transporte en momento, energía y masa. Los 
fenómenos de transporte pueden ser estudiados a nivel macroscópico, 
microscópico y molecular (Bird et al. 1987; Bird et al. 2006).  La ecuación básica de 
transporte puede ser descrita en término de la derivada material D/Dt (Bird et al 
1987):  

 
D
Dt t

 
      

 

X V X Y f      (2.13) 

 

 

Tabla 3. Ilustra las variables dinámicas involucradas en las ecuaciones 
básicas de transporte de cantidad de movimiento, energía y masa 
respectivamente. 

Mecanismo de 
transporte         X          Y       f  

Momento 

Newton 

 

ρV  

 

ρ  + ρ p   Φ vv T vv I σ  

 

ρg  
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Energía 

Termodinámica 
Irreversible 

 

U=ρCpT  

 

k T  q  

 

:σ D  

Masa 

Conservación 
de los moles 

en un sistema 

 

AC  

 

 AB A AcD x x    A A BN N N  

 

AR  

Continuidad 

Conservación 
de la masa 

 

ρ  

 

ρV  

 

0  

. 

El primer término de la Ec. (2.13), representa la derivada material de la 
propiedad X, la cual es igual a los cambios espaciales del flux a través de la 
divergencia del flux Y y por último la fuente f (Bird et al. 2005). 
 

2.5.1. La ecuación de transporte de cantidad de movimiento 
La ecuación de momento, se basa principalmente en la segunda ley de newton 

del movimiento en un medio continuo, la cual puede ser escrita de la siguiente 
manera (Bird et al. 1987; Bird et al. 2005): 

 
Dρ ρ p + +ρ
Dt t

 
      

 

V V V σ g
               (2.14) 

 
En la Ec. (2.14)  es la densidad del líquido, V es el vector de velocidad, P es el 

gradiente de presión, σ  es el tensor de esfuerzos viscoso, y g es el vector 
aceleración de la gravedad, que en el campo terrestre es constante. Si el fluido que 
describe la relación del tensor de esfuerzos con la rapidez de deformación es lineal, 
la Ec. (2.14) se transforma en la Ec. de Navier-Stokes para los fluidos newtonianos 
(Bird et al. 1987; Bird et al. 2005): 

 

                      2Dρ ρ p +μ +ρ
Dt t

 
      

 

V V V V g         (2.15) 
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3.1. Sistema físico  
El sistema físico que se analiza se describe a continuación. Un líquido 

complejo con estructura estacionaria (sistema micelar el cual está compuesto por 
miles o decenas de miles de agentes tensoactivo), fluye en la dirección axial en un 
capilar de radio r=a y longitud finita z=L, bajo la acción de un gradiente de presión 
constante. 

 

Figura 5. Representación del sistema de estudiado. 

 

3.2. Análisis de Proceso 
Las siguientes restricciones son impuestas con el fin de modelar el flujo y la reología 
en nuestro sistema: 

a) Proceso en estado estacionario (Ninguna propiedad, atributo o característica 

del sistema depende del tiempo).   0
t





  

b) Fluido incompresible (densidad constante, puesto que no depende de la 

posición y del tiempo). 
Dρ 0
Dt

  

c) Sistema geométrico en coordenadas cilíndricas: (r,θ,z)  
d) El sistema de coordenadas es colocado en el centro del tubo, en donde el 

eje axial coincide con la velocidad del fluido. 
e) Simetría-cilíndrica (Ningún atributo o característica del sistema depende de 

la coordenada angular  ).   0
θ





 

f) La reología y el flujo son caracterizados por los modelos constitutivos de Ley 
de Potencia, Ellis y Reiner Philippoff los cuales, son una generalización del 
modelo newtoniano. 

g) Los mecanismos inerciales de la ecuación de movimiento son despreciables, 
i.e. suponemos que el sistema es gobernado por números de Reynolds muy 
bajos. Re = 0. 
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h) Fluido Isotérmico debido a que se desprecia los efectos de temperatura en el 
sistema. Cualquier tipo de transferencia de energía, se desprecia por lo que 
la temperatura se incrementa por efecto del trabajo irreversible sobre las 
fuerzas viscosas (Disipación viscosa). 
 

 

3.3. Transferencia de momento 
A partir de las restricciones del punto 3.2, el sistema fluye por un flujo 

cortante ocasionado por un gradiente de presión en la dirección axial, por lo que se 
tienen las siguientes variables dinámicas para nuestro sistema:  

 

3.3.1. Vector de Velocidad 
El vector velocidad solo tiene una componente axial, la cual depende de la 

posición. Matemáticamente se expresa de la siguiente manera:  
   R Θ z zV= V ,V ,V 0,0,V r                                               (3.1) 

 

3.3.2. Ecuación de continuidad 
A partir del campo de velocidades, y suponiendo fluido incompresible, i.e. la 

densidad es constante pues no depende del tiempo y del espacio ρ / t  , por lo que 
el sistema de flujo es solenoidal:  

 

   
1 1 Vz VzrVr Vθ 0
r r r θ z z
   

     
   

V                             (3.2) 

 

3.3.3. Tensor gradiente de velocidad: 
El tensor gradiente de velocidad para este campo de velocidades toma la 

forma: 
Vr Vθ Vz
r r r 0 0 1

1 Vr 1 Vθ 1 Vz Vz 0 0 0
r θ r θ r θ r

0 0 0Vr Vθ Vz
z z z

   
   

  
        

             
 

   

V          (3.3) 

  

3.3.4. Transpuesta del tensor gradiente de velocidad 
La transpuesta del tensor gradiente de velocidad, puede ser calculada a 

partir del tensor gradiente de velocidad, por lo que se tiene lo siguiente: 
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T

T

Vr Vθ Vz Vr 1 Vr Vr
r r r r r θ z 0 0 0

1 Vr 1 Vθ 1 Vz 1 Vr 1 Vθ Vθ Vz 0 0 0
r θ r θ r θ r θ r θ z r

1 0 0Vr Vθ Vz Vz 1 Vz Vz
z z z r r θ z

        
        

    
                                        

   
        

V          (4.4) 

 

3.3.5. Tensor gradiente de velocidad 
A partir del tensor gradiente de deformación, se construye el tensor rapidez 

de deformación el cual, es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad:  
 

Vr Vθ 1 Vr Vz Vr2
r r r θ r z 0 0 1

1 1 Vr Vθ 1 Vθ 1 Vz Vθ 1 Vz2 0 0 0
2 r θ r r θ r θ z 2 r

1 0 0Vr Vz Vθ 1 Vz Vz2
z r z r θ z

     
      

  
           

                   
     

D          (3.5) 

 

3.3.6. Tensor de esfuerzos y magnitud del tensor de esfuerzos 
El correspondiente tensor de esfuerzos σ   para este sistema, se puede 

escribir como:  

rr rθ rz rz

θr θr θz

zr zθ zz zr

σ σ σ 0 0 σ
σ σ σ 0 0 0
σ σ σ σ 0 0

   
   

    
   
   

σ            (3.6) 

El valor absoluto del tensor de esfuerzos  para este sistema puede ser calculado 

por medio de la siguiente expresión: 

rr rθ rz rr rθ rz rz rz

θr θr θz θr θr θz rz

zr zθ zz zr zθ zz zr zr

σ σ σ σ σ σ 0 0 σ 0 0 σ
1 1σ σ σ : σ σ σ 0 0 0 0 0 0 σ
2 2

σ σ σ σ σ σ σ 0 0 σ 0 0

      
      

        
      
      

σ     (3.7) 

La ecuación del modelo de Ellis en forma tensorial toma la forma: 
α-1

0 12 φ φ D σ σ σ              (3.8) 

Sustituyendo los tensores rapidez de deformación y esfuerzo, se tiene lo siguiente:  
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rz rz
α-1

0 1 rz

zr zr

0 0 1 0 0 σ 0 0 σ
Vz 0 0 0 φ 0 0 0 φ σ 0 0 0
r

1 0 0 σ 0 0 σ 0 0

     
      

            
     

         (3.9) 

Desacoplando las entradas de la matriz, se obtiene la siguiente ecuación escalar;  
α-1

0 rz 1 rz rz
dVz(r)  = σ + σ σ

dr
                (3.10) 

En la Ec. (3.10) rzσ   es la componente rz del tensor de esfuerzos, rzγ   es el escalar 

rz del tensor rapidez de deformación asociado al sistema,  0  es la fluidez (inverso 
de la viscosidad)  a corte bajo del sistema, 1 es otro parámetro material el cual, 
puede ser interpretado como una fluidez generalizada que describe la zona de 
transición o intermedia tipo ley de potencia y finalmente el exponente  que 
relaciona las propiedades adelgazantes y engrozantes al corte en el fluido.  El 
modelo reológico en una prueba de corte en estado estacionario, reproduce la 
primera zona newtoniana y la zona tipo ley de potencia, además acepta soluciones 
analíticas para el perfil de velocidades, velocidad promedio, flujo volumétrico en 
geométricas simples como son: (i) cilindros y (ii) rendijas. Además, todos los 
parámetros pueden ser ajustados mediante pruebas reológicas en estado 
estacionario y no estacionario respectivamente. 
 

3.3.7. Ecuación de momento 
Si suponemos que el fluido se deforma continúa e irreversiblemente por 

efecto de un gradiente de presión en la dirección axial, que los mecanismos 
inerciales y gravitacionales se desprecian en el balance de cantidad de movimiento 
toma la forma: 

p   σ          (3.11) 

Multiplicando por un vector unitario en la dirección z, i.e.  z e 0,01


  y suponiendo 

que el movimiento se da en la dirección z, y que la transferencia de cantidad de 
movimiento se da en la dirección radial, se tiene la siguiente expresión, para la 
componente rz de la Ec. (3.10): 

      zr
1 dprσ
r r dz





                   (3.12) 

 
La Ec. (3.12) es la base de este trabajo y punto de partida en los cálculos del 
perfil de velocidad, flujo volumétrico, velocidad promedio y factor de fricción.  
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3.3.8. Factor de Fricción  
La Ecuación de energía, en término de la derivada material, toma la forma: 

rz r=a w

2 2

-σ σ mecanismos viscosos
1 1 cineticosρ V(r) ρ V(r)
2 2

f           (3.13) 

El factor de fricción es un cociente entre dos mecanismos asociados a los procesos 
viscosos y cinéticos del sistema. Físicamente este factor cuantifica la fricción entre 
las capas del fluido y el movimiento entre ellas. Cuando el factor de fricción es 
mayor a 1, los mecanismos viscosos dominan sobre los cinéticos y cuando es 
menor a 1, los mecanismos cinéticos dominan sobre los viscosos. 
 

3.4. Ecuaciones Constitutivas 

3.4.1. Modelo de Newton  
El modelo Newtoniano es el más simple de todos, este relaciona el tensor de 

esfuerzos con el tensor rapidez de deformación y solamente contiene una propiedad 
material conocida como viscosidad cortante.  

rz 0 rzσ η γ            (3.14) 

3.4.2. Modelo Ostwald de Waele 
El modelo de ley de potencia es una generalidad del modelo Newtoniano, 

este relaciona dos variables {, 1} en el cual,  es el exponente asociado a la parte 
no newtoniana que describe los procesos adelgazantes o engrozantes al corte. Un 
valor de  mayor a 1, i.e.  >> 1 significa que el flujo es adelgazante al corte por lo 
que la función viscosidad decrece en función de la rapidez de deformación dVz/dr. 
Por otra parte, cuando  << 1 el fluido es engrozante al corte, i.e., aumenta su 
viscosidad conforme la rapidez de deformación aumenta dVz/dr. Nótese que cuando 
el valor del exponente =1, se recupera el modelo Newtoniano. El valor de 1 puede 
interpretarse como una fluidez generalizada la cual, describe la zona intermedia en 
un Reograma viscosidad vs rapidez de deformación.  

α-1
1 rz rzrzγ φ σ σ          (3.15) 

 

3.4.3. Modelo de Ellis 
El modelo se puede expresar como una superposición del modelo 

newtoniano y ley de potencia. El modelo de Ellis contiene tres parámetros materiales  
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 0 1φ ,φ ,α  los cuales están asociados a la fluidez a rapidez de deformación baja, 
rapidez de deformación moderada y el exponente alfa que describe la naturaleza 
adelgazante o engrozante del líquido no–newtoniano. 

α-1
0 rz 1 rz rzrzγ φ σ φ σ σ           (3.16) 

3.4.4. Modelo de Reiner-Philippoff 
En este modelo se describe la zona newtoniana a bajo y alto corte y una zona 

intermedia tipo ley de potencia. Esta ecuación tiene tres propiedades materiales {0, 
, s}. Las dos primeras propiedades materiales {0, } son las fluideces a bajo y 
alto corte respectivamente y  s es un parámetro material con unidades de esfuerzo, 
el cual está relacionado con la transición de estados de mayor a menor viscosidad 
por efecto del flujo. El modelo matemático de Reiner-Phillipoff se expresa en forma 
escalar de la siguiente forma: 

rz rz 0 rzrz
0 00

0 22 2
rzrz rz

ss s

1 1 1 1γ = σ σ φ ση -η 1- η / η 1- φη φ +η + η / η +
σσ σ

1+1+ 1+
σσ σ

 
 

 

    
    
    

   (3,17) 

3.5. Condiciones a la frontera 
Las condiciones de frontera que satisfacen las ecuaciones diferenciales parciales no 
lineales de masa, momento y constitutivas, toman la forma: 

          

      

 

w

z

r = 0r = 0

r = a = 0,0,Vz r = a 0,0,βσ

C.F.: Vz r
e 0

r r



 

   

   
   

V

V
                                          (3.18) 

La primera condición obedece a la condición de deslizamiento en la pared, i.e., en la 
pared el fluido lleva una velocidad diferente a la velocidad del sólido. En particular, si 
el sólido no se mueve con respeto a un sistema de referencia inercial, la velocidad del fluido 
es cero, por lo que, el parámetro deslizamiento beta vale cero. Por otra parte, la segunda 
condición está relacionada con la axi-simetría del flujo. En el siguiente capítulo, se utilizarán 
las ecuaciones desarrolladas en Este capítulo con el fin de deducir los perfiles de velocidad, 
flujo volumétrico y permeabilidad intrínseca de los fluidos antes expuestos. 

3.6. Resumen de las ecuaciones obtenidas en este trabajo 
En esta sección se presentaron las ecuaciones dimensionales de 

continuidad y momento, constitutiva que describen la dinámica de un fluido no-
newtoniano como son: (i) Perfil de velocidad, (ii) Flujo volumétrico, (iii) Factor de 
fricción. Las hipótesis básicas para la deducción del modelo son: (i) Régimen 
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permanente, (ii) Fluido incompresible, (iii) Coordenadas cilíndricas, (iv) Fluido no 
newtoniano (Ecuaciones constitutivas de Ley de Potencia, Ellis y Reiner Phillipoff), 
(v) Efectos gravitacionales despreciables.  

 
Balance de momento  

 rz
1 d dprσ  
r dr dz

                    (3.19) 

b) Ecuaciones constitutivas  

 

 

 
 

0 rz

α
1 rz

α
0 rz 1 rz

0 rz
0

0 2

rz

s

dVz(r)  = φ σ
dr

dVz(r)  = φ σ
dr

dVz(r)  = φ σ + φ σE.C: dr
dVz(r) 1 = φ σ

1- φ / φdr φ / φ +
σ1+
σ


















 
 
 

                          (3.20)                                                  

Condiciones de frontera: 

      

 

w

z

r = 0r = 0

r = a = 0,0,Vz r = a 0,0,βσ

C.F.: Vz r
e 0

r r



 

   

   
   

V

V
                                                           (3.21) 

En la siguiente sección, se calculará el esfuerzo en la pared, perfil de velocidades, 
flujo volumétrico, velocidad promedio y factor de fricción en estado estacionario para 
los modelos anteriormente mencionados (modelo Newtoniano, modelo de Ley de 
potencia, modelo Ellis y modelo de Reiner-Philippoff). 

 
 

 
 
 

 

 



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 51  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

 

 

 
 

CAPÍTULO IV  
 MODELADO TEORICO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 52  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

En este capítulo se obtiene las expresiones analíticas para el perfil de velocidades, 

flujo volumétrico, velocidad superficial y la viscosidad aparente en un medio poroso 

a partir de las ecuaciones generales planteadas en el capítulo anterior.  

4.1. Factor de fricción de fluidos viscosos 
En esta sección utilizaremos el flujo de Poiseuille para definir un modelo 

simple para la permeabilidad. Supongamos que tenemos un medio poroso 

completamente lleno con un fluido newtoniano incompresible de viscosidad µ y 

cuyos poros tienen un radio promedio a esto es conocido como un medio poroso 

saturado. Como ya mencionamos, se modelará el medio poroso como un manojo 

de pequeños tubos capilares construyendo una red con una porosidad . Al tener 

un manojo de tubos, podremos calcular el flujo en un tubo y luego multiplicarse el 

resultado por el número de tubos para obtener el flujo total que pasa a través del 

medio poroso, por esta razón es esta sección analizaremos el caso del flujo a 

través de un tubo obteniendo la bien conocida solución analítica debida a Haggen- 

Poiseuille y con este resultado introducir el concepto de permeabilidad y facilitar la 

discusión posterior. 

4.2. Modelo de Newton 
Suponiendo que el fluido de estudio puede ser caracterizado por el modelo 

newtoniano, y que además el sistema se encuentra en estado estacionario y el fluido 

es incompresible, se tiene lo siguiente: 

 rz z
1 d rσ p
r dr

              (4.1) 

Al integrar la Ec. (4.1) con respecto a coordenada espacial r, 

  1
rz z

C1σ p r +
2 r

                  (4.2) 

Como el esfuerzo debe de permanecer acotado en todo el intervalo de integración, 

en particular r = 0, la constante C1 debe valer cero (Consistencia física), i.e. C1= 0: 

 rz z
1σ p r
2

                   (4.3) 

La Ec. (4.3) es la componente rz del tensor de esfuerzos. Es importante señalar que 

la Ec. (4.3) es independiente del fluido y es completamente general porque no 
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depende de ninguna propiedad del fluido, i.e. solo de la fuerza que lo de forma 

continua e irreversiblemente a través del gradiente de presión. 

4.2.1. Cálculo del perfil de velocidad con deslizamiento en la pared 
 Para un fluido Newtoniano, el esfuerzo es una relación lineal con la rapidez de 

deformación del sistema, y solo contiene una propiedad material  denominada 

viscosidad o viscosidad cortante: 

 0 rz z
dVz(r) 1η = σ p r

dr 2
                  (4.4) 

Integrando la Ec. (4.4) con respecto a la coordenada radial r y tomando en cuenta 

los efectos de no deslizamiento en la pared, i.e. que la velocidad en r = a debe ser 

diferente de cero, i.e.  

  wVz r = a βσ          (4.5) 

La Ec. (4.5) se conoce como la condición de no adherencia en la interface entre el 

sólido y el fluido. Integrando la Ec. (4.4), se tiene lo siguiente:  

  2
z 2

0

1Vz(r) = p r C
4η

           (4.6) 

Al aplicar en la Ec. (4.6) la condición de no deslizamiento en la pared (Ec. 4.5), se 

obtiene que el valor de la constante  
2

2 w z
0

aC βσ p
4η

    y el perfil de velocidades 

toma la siguiente forma para un fluido newtoniano: 

 
22

w z
0

a rVz(r) = βσ p 1
4η a

  
    

   
                         (4.7) 

La Ec. (4.7) es el perfil de velocidades para un fluido newtoniano con 

deslizamiento en la pared. Si el coeficiente de deslizamiento es cero, i.e.   = 

0 , se tiene el perfil clásico parabólico descrito en la literatura concerniente al 
tema.  
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4.2.2. Cálculo del flujo volumétrico 
Integrando la Ec. (4.7) con respecto al área de sección transversal, 

 
22π a 2π a 2π a

w z
00 0 0 0 0 0

1 rQ Vz(r) rdrdθ =  βσ rdrdθ p 1  rdrdθ
4η a

  
     

   
        (4.8) 

Para facilitar la integración, se hace el siguiente cambio de variable: u = r/a en la 

Ec. (4.8), se tiene lo siguiente:  

   
2π a 1 1

2 2
w z

00 0 0 0

1Q Vz(r) rdrdθ =2π a  βσ udu + p 1 u udu
4η

 
   

 
              (4.9) 

Realizando la integración de la Ec. (4.9), nos queda el resultado principal de este 

trabajo, la ecuación modificada de Poiseuille por efecto de los mecanismos 

adelgazantes. 

   
4 4

2
w z z

0 0 0

πa πa βQ = πa βσ p 1 4 p
8η 8η a/η

 
     

 
     (4.10) 

Simplificando la Ec. (4.10), se tiene lo siguiente: 

 
4

z
0 0

πa βQ = 1 4 p
8η a/η

 
  

 
        (4.11) 

Si el coeficiente de deslizamiento es cero, i.e.,  = 0, la Ec. (4.11) se reduce a la 

ecuación de Haggen y Poiseuille sin mecanismos deslizantes.  

 
4

z
0

πaQ = p
8η

                  (4.12) 

La Ec. (4.12) obtenida se conoce en la literatura como la ecuación de Haggen y 

Poiseuille el cual fue deducido para estudiar el flujo de un fluido no newtoniano en 

un medio poroso. Esta ecuación es válida en el régimen laminar, gradiente de 

presión constante y fluido incompresible. 

 

4.2.3. Cálculo de la velocidad promedio  
La velocidad promedio puede ser calculada a partir del flujo volumétrico, 

simplemente dividiendo el área característica del sistema por el flujo promedio, i.e.  

 
2

2
0

Q aVz  = zp
πa 8η

          (4.13) 
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La Ec. (4.12) describe la velocidad promedio del fluido para un fluido newtoniano, la 

cual depende de las propiedades geométricas de la tubería, del medio y del 

gradiente de presión. 

 

4.3. Fluidos no newtonianos 

4.3.1. Modelo Ostwald de Waele 
El modelo de ley de potencia es un modelo empírico que describe la zona 

intermedia en un reograma de viscosidad vs rapidez de deformación. Para un fluido 

no newtoniano, esta zona está asociada a los procesos adelgazantes y engrozantes 

debido al flujo. Matemáticamente, este modelo es una generalización del modelo 

newtoniano. Siguiendo los pasos previos del modelo newtoniano, la ecuación 

reológica que describe el esfuerzo cortante en dirección radial está dada por: 
n

rz
dVz(r)σ  = m

dr
 
 
 

                         (4.14) 

El esfuerzo para un fluido, en un tubo sometido a un gradiente de presión y 

suponiendo que los efectos inerciales y las fuerzas externas son despreciables, es 

independiente del fluido, i.e.: 

 rz z
1σ p r
2

                                     

 (4.15) 

Como en el caso newtoniano, el balance de fuerzas nos da la siguiente información: 

 
n

Z
z

dV (r) 1m p r
dr 2

 
  

 
                (4.16) 

Con el fin de simplificar los cálculos, la Ec. (4.18) Arreglando la Ec. (4.18) 

Simplificando la Ec. (4.18) 

   
1/n α

z 1 z
dVz(r) 1 1 1p r φ p r

dr m 2 2
   

      
   

            (4.17) 

En donde se han definido la siguiente combinación de parámetros dimensionales: 
1/n α

1
1 1φ ;α = 1/n
m m

   
    
   

                          (4.18) 
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4.3.2. Cálculo del perfil de velocidad 
Integrando, la Ec. (4.19) con respecto a la coordenada radial: 

 
α

α 11
z

φ 1Vz(r) p r C
α 1 2

 
   

  
                                 (4.19) 

Integrando la Ec. (4.21), y utilizando la condición de deslizamiento  

  wVz r = a βσ          (4.20) 

La constante C2 de la Ec. (4.18) queda completamente determinada: 

 
α α 1

w 1 z
1 aC βσ φ p
2 α 1


 

   
 

                         (4.21) 

Sustituyendo la Ec. (4.20) en la Ec. (4.18), se obtiene el perfil de velocidades para 

el modelo de la ley de potencia modificado por los mecanismos deslizantes 

 
α α+1α+1

1
w z

φ a 1 rVz(r) βσ p 1
α+1 2 a

    
            

             (4.22) 

Es importante resaltar, que la Ec. (4.21) se reduce al modelo newtoniano con 

mecanismos deslizantes cuando  =1. Nótese, que el caso sin deslizamiento se 

obtiene cuando el parámetro  = 0.  

 

4.3.3. Cálculo del flujo volumétrico 
El flujo volumétrico se calcula de la misma manera que en el caso newtoniano: 

 
α α+12π a 2π a 2π aα+1

1
w z

0 0 0 0 0 0

φ a 1 rQ Vz(r) rdrdθ = βσ  rdrdθ p 1  rdrdθ
α+1 2 a

    
       

     
       (4.23) 

Integrando la parte angular y haciendo el siguiente cambio de variable: u = r/a, se 

tiene lo siguiente:  

   
α1 1α+1

α+12 1
w z

0 0

2πφ a 1Q 2πa βσ  udu p 1 u  udu
α+1 2

              
            (4.24) 

Finalmente, integrando la Ec. (4.23), el flujo volumétrico para el modelo de Ley de 

Potencia, puede expresarse como: 
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αα+3
2 1

w z
2πφ a 1Q  πa βσ - p

α+3 2
 

  
 

              (4.25) 

Arreglando la Ec. (4.27), se tiene la siguiente expresión analítica para el sistema: 
αα+3

3 1
z z

2πφ a1 1Q  -πa β p - p
2 α+3 2

   
     

   
             (4.26) 

Introduciendo, el valor absoluto en la Ec. (4.28), se tiene lo siguiente: 
α-1α+3

3 1
z z z

2πφ a1 1 1Q πa β p p p
2 α+3 2 2

   
         

   
           (4.27) 

Aplicando el valor absoluto en el gradiente de presión:  
α-1α+3

3 1
z z z

2πφ a1 1 1Q πa β p p p
2 α+3 2 2

     
            

     
    (4.28) 

La Ec. (4.30) es el flujo del modelo de Ley de potencia modificado por los 

mecanismos deslizantes. La Ec. (4.30) toma la forma:  

   
1 α α+33

α-11
D OW z z

2 πφ aπa βQ Q Q p p
2 α+3

 
      

 
    (4.29) 

4.3.4. Cálculo de la velocidad promedio del modelo de Ostwald de Waale 
De la misma manera que en el fluido newtoniano, la velocidad promedio en el 

sistema, se deduce a partir del flujo volumétrico, por lo que: 

 
2

z2
app

Q aVz p
πa 8η

           (4.30) 

En donde la viscosidad aparente ap  

 
app 4 α α+1

α-11
z

1η
2 φ a4aβ p

α+3




 

                    (4.31) 

Esto implica que la velocidad promedio está determinada por la geometría del 

sistema y que la viscosidad debe ser sustituida por la viscosidad aparente, 

dependiendo de la ecuación constitutiva con la que se caractericé el fluido (Bird et 

al. 1978). Por otra parte, este trabajo solo es válido que no contienen efectos de 

memoria, i.e. que la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales, es igual 
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a cero por lo que se deben de tomar en consideración todos los mecanismos 

posibles incluyendo los elásticos que puedan afectar al flujo poroso. 

 

4.4. Modelo de Ellis 
El modelo de Ellis, es un modelo empírico que contiene como casos 

particulares al modelo de Newton y el de ley de Potencia. El modelo se puede 

expresar como una superposición del modelo newtoniano y ley de potencia, es 

decir: 

 
1/n

1/n
rz rz rz rz rz

0Newtoniano Ley de potencia

1 1γ γ γ σ σ
η m

 
     

 
             (4.32) 

En donde, se han definido las siguientes variables 
α

α

0 1 1 α
α0 0 0 00

1 1 1 1 1φ ;φ ;α=1/n
η G λ m G λG λ

  
           

            (4.33) 

Finalmente, el modelo de Ellis, se puede expresare como: 

 
αz

0 rz 1 rz
V (r,t) = φ σ φ σ

r





                (4.34) 

Despreciando los efectos inerciales y considerando que el sistema fluye debido al 

gradiente de presión. 
α

0 z 1 z
dVz(r) 1 1φ ( p)r φ ( p)r

dr 2 2
   

      
   

              (4.35) 

 

4.4.1. Cálculo del perfil de velocidad 
Integrando la Ec. (4.39), se tiene lo siguiente: 

α
2 α+10 1

z z 1
φ φ1 1Vz(r) ( p)r ( p) r C
2 2 α+1 2
   

       
   

     (4.36) 

Integrando la Ec. (4.21), y utilizando la condición de deslizamiento 

  wVz r = a βσ          (4.37) 

Sustituyendo la Ec. (4.41) en la Ec. (4.40) por lo que: 
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α
2 α+10 1

1 w z z
φ φ1 1C βσ ( p)a ( p) a
2 2 α+1 2
   

       
   

             (4.38) 

Combinando la Ec. (4.38) con la Ec. (4.36). El perfil de velocidades puede ser 

expresado como: 
2 α α+12 α+1

0 1
w z z

φ a φ a1 r 1 rVz(r) βσ p 1 p 1
2 2 a α+1 2 a

          
                             

         (4.39) 

 

4.4.2. Cálculo del flujo volumétrico 
El flujo volumétrico se calcula de la misma manera que en el modelo 

Newtoniano y ley de potencia: 
22π a 2π a 2π a2

0
w z

0 0 0 0 0 0

α α+12π aα+1
1

z
0 0

φ a 1 rQ Vz(r) rdrdθ = βσ rdrdθ p 1  rdrdθ
2 2 a

φ a 1 rp 1  rdrdθ  
α+1 2 a

    
       

     

    
      

     

     

 

    (4.40) 

Integrando la parte angular y haciendo el siguiente cambio de variable: u = r/a, se 

tiene lo siguiente: 
2π a 1 14

20
w z

0 0 0 0
α 1α+3

α+11
z

0

2πφ a 1Q Vz(r) rdrdθ = 2πβσ udu p 1 u  udu
2 2

2πφ a 1 p 1 u  udu   
α+1 2

 
       

 

 
      

 

   



  (4.41) 

Integrando la Ec. (4.41) obtenemos el flujo volumétrico de un fluido que es 

caracterizado por el modelo de Ellis:  

 
 

   
α+34

α-12 1
D N NN w z z zα

0

πφ aπaQ = Q Q + Q = πa βσ p p p
8η 2 α+3

         (4.42) 

Factorizando el gradiente de presión, se tiene lo siguiente: 

 
   

α-14
α-11

0 z zα-3

φ aπa 8βQ =  φ p p
8 a 2 α+3

 
     

 
      (4.43) 

La Ec. (4.43) representa el flujo volumétrico de Ellis tomando en cuenta los 

mecanismos deslizantes. Este modelo es completamente general, e incluye a los 
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modelos: (i) Newtoniano, (ii) Ley de potencia, (iii) Flujo volumétrico inducido por los 

mecanismos deslizantes. 

 

4.4.3. Cálculo de la velocidad promedio y viscosidad aparente 
Finalmente, procediendo de la misma manera que en el caso anterior, se tiene la 

siguiente expresión para el modelo de Ellis. 

2

QVz =
πa

                     (4.44) 

Factorizando la última expresión, se tiene lo siguiente: 

 
2

z
app

aVz p
8η

            (4.45) 

En donde la viscosidad efectiva para el modelo de Ellis toma la forma: 

 
 

app α-1
α-11

0 zα-3

1η
φ a8β φ p

a 2 α+3



  

               (4.46) 

En este punto, la viscosidad aparente, contiene una contribución debido al fluido 

newtoniano y otra al modelo de ley de potencia. El último modelo que se va a 

analizar es el modelo de Reiner Philippoff y a partir de eso, se compararan las 

distintas contribuciones de cada uno. Es importante resaltar, que la viscosidad 

aparente no es la real, debido a que se necesita introducir la corrección de 

Weissenberg Rabinowitsch (Bird et al. 1987). 

 

4.5. Modelo de Reiner Philippoff 
En esta sección, se presenta la velocidad axial, flujo volumétrico, viscosidad 

aparente y velocidad aparente del modelo de Reiner Philipoff respectivamente. El 

modelo de Reiner Philippoff es un modelo reológico de tres constantes materiales, 

dos viscosidades a bajo y alto corte respectivamente y una constante, que tiene 

unidades de inverso de esfuerzo, la cual cuantifica la transición de estados de mayor 

a menor viscosidad por efecto del flujo. 
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4.5.1 Calculo del perfil de velocidad 
La ecuación escalar para la componente rz del modelo de Reiner-Philippofff puede 

ser escrita de la siguiente manera: 

zr
0

2

zr

s

dVz(r) 1= ση - ηdr η  +
σ1+
σ




 
 
 

        (4.47) 

La Ec. (4.47) puede ser descrita en términos del esfuerzo en la pared de la siguiente 

manera: 

w
0 s

s
2

w

s

σdVz(r) 1 r= - φ σ 1- φdr σ aφ +
σ r1+
σ a

 
 
 

                     (4.48) 

La Ec. (4.52) se puede simplificar de la siguiente manera; 

 

*

2

dVz 1= - τξ1- φdξ φ +
1+ τξ

                             (4.49) 

En donde, se han definido las siguientes cantidades adimensionales 

 
* * *w 0

w 2
s 0 s 0 0 s

σ φr Vz β Qτ ;ξ = ;φ ;Vz ; β = ;Q
σ a φ φ σ a φ a φ σ a a

       (4.50) 

Para resolver la Ec. (4.54), se hace la división de polinomios, por lo que  

 

 

2*
w

w2
w w

1+ τ ξdVz 1= - τ ξ
dτξ τ 1+ φ τ ξ  

                            (4.51) 

Si hacemos el siguiente cambio de variable u=w, se tiene: 
* 2

2
w

dVz 1 1 + u= - u 
du τ 1 + φu  

 
 
 

               (4.52) 

Para resolver la Ec. (4.52) se suma y resta u2 en el denominador de la Ec. (4.52) 

y se factoriza u2 del binomio u2 - u2 por lo que: 

 2 2* 2 2 2

2 2
w w

1 + φu 1 φ udVz 1 1 + φu φu u 1= - u =- u
du τ 1 + φu  τ 1 + φu  

    
  

   
   (4.53) 

Simplificando la Ec. (4.53) 
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* 2 2 2

2 2 2
w w

dVz 1 1 + φu u 1 u1 φ u = - 1 1 φ u
du τ 1 + φu  1 + φu  τ 1 + φu  

   
        

   
 (4.54) 

Al multiplicar u2 por  y dividir entre  y después de esto sumando 1 y -1 se tiene lo 

siguiente: 
* 2 2

2 2

dVz 1 1 φ φu 1 1 φ 1+ φu 1=  1 u =  1 u 
du τ φ 1 + φu  τ φ 1 + φu  

     
      

   
   (4.55) 

Al dividir el trinomio entre el binomio y multiplicando por u, se tiene lo siguiente: 
*

2 2
w w

dVz 1 1 φ u 1 1 φ 1 φ u=  u u 1 u
du τ φ 1 + φu  τ φ φ 1 + φu  

        
            

      
 (4.56) 

Simplificando la Ec. (4.60) 
*

2 2 2
w w

dVz 1 1 1 φ u 1 1 1 φ φu= - u u
du τ φ φ 1 + φu  τ φ φ 1 + φu  

    
      

   
   (4.57) 

En la Ec. (4.61) se multiplico y se dividió por φ  respectivamente. Integrando la Ec. 

(4.61) con respecto a la variable adimensional u, se tiene lo siguiente: 

 * 2 2

w

1 1 φVz u = u Ln 1+φu C
2τ φ φ

 
   

 
                  (4.58) 

Aplicando la condición, de deslizamiento en la Ec. (4.59) 

* 2 2
w w w

1 1 φC = β τ  + τ Ln 1+φτ
2τφ φ

 
 

 
               (4.59) 

Al sustituir la constante C (Ec. 4.59) en la solución general Ec. (4.58), se tiene lo 

siguiente: 

 * * 2 2 2 2
w

1 1 φ 1 1 φVz u β τ + τ Ln 1+φτ u Ln 1+φu
2τφ φ 2τφ φ

    
      

   
  (4.60) 

Factorizando, se tiene la siguiente expresión: 

   
 

2
* * 2 2

2

1+ φ τξ1 1 φVz ξ = β τ +  τ 1-ξ Ln
2τφ φ 1+φτ

 
 
 
 

                  (4.61) 

Finalmente, se tiene la siguiente expresión analítica: 

   
 

2
* * 2 2

2

1+ φ τξ1 1 φVz ξ = β τ+  τ 1-ξ Ln
2τφ φ 1+φτ

 
 
 
 

            (4.62) 
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La Ec. (4.62) representa el perfil de velocidades adimensional para el modelo de 

Reiner Philippoff. 

 

4.5.2 Cálculo del flujo volumétrico y viscosidad aparente 
El cálculo del flujo volumétrico puede ser obtenido a partir del perfil de velocidades, 

sin embargo, procedemos a partir de la definición de rapidez de deformación. 

Integrando la expresión general del flujo volumétrico se tiene: 

Procediendo como en los casos anteriores, integrando la expresión general del flujo 

volumétrico 
a

2 2

0

dVz(r)Q = πVz(r=a)a π r dr
dr

                  (4.63) 

Para facilitar los cálculos del modelo de Reiner-Phillipoff se proponen el siguiente 

conjunto de variables adimensionales para el esfuerzo en la pared, coordenada 

radial, velocidad axial, y flujo volumétrico. 

 
* * *w

w 2
s 0 0 s 0 0 s

σ φr Vz β Qτ ;ξ = ;φ ;Vz ; β = ;Q
σ a φ φ σ a φ a φ σ a a

       (4.64) 

Los números adimensionales resultantes de esta sustitución en el flujo volumétrico 

son: 

*

0 0

φ Fluidez a corte alto β Mecanismos-deslizantesφ= = ;  β =
φ Fluidez a bajo corte φ a Mecanismos-viscosos
    (4.65)  

El primero de estos números adimensionales, está asociado con las propiedades 

adelgazantes al corte o engrozantes, de acuerdo con los siguientes valores: 

0

φ 1;Engrozantes
φφ= φ =1;Engrozantes
φ

φ<<1;Adelgazantes






 



       

 (4.66a) 

Mientras que para los mecanismos deslizantes se tiene lo siguiente: 
*

* *

0 *

β 1;Deslizantes >>Viscosos
ββ = β 1;Deslizantes =Viscosos

φ a
β 1;Deslizantes << Viscosos

 


 




     (4.66b) 
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La integral adimensional del flujo volumétrico toma la forma: 
1 *

* * * 2Z
w

0

dV (ξ)Q  = β τ -  ξ dξ
dξ          (4.67) 

La rapidez de deformación del modelo de Reiner-Philippoff, toma la forma: 

 

 

2*
w

w2
w

1+ τ ξdVz = - τ ξ
dξ 1+ φ τ ξ  

        (4.68)  

Para facilitar los cálculos, se puede expresar en término de la variable u, i.e. 

wu = τ ξ por lo que la Integral de la Ec. (4.53) toma la forma 

* 2

2
w

dVz 1 1+u= - u
du τ 1+ φu  

        (4.69) 

Al sustituir la Ec. (4.65) en la Ec. (4.63) se tiene la siguiente expresión para el flujo 

volumétrico: 
*
wτ 2

* * * 2
w *3 2

w 0

1 1+ uQ  = β τ + u u du
τ 1+ φu  

 
 
 
        (4.70) 

Realizando el siguiente cambio de variable z = u2 
*2
wτ

* * *
w *3

w 0

1 1+ zQ  = β τ + z dz
2τ 1+ φz 

 
 
 
        (4.71) 

La integral de la Ec. (4.67) es analítica y su resultado, puede ser expresado en 

término de funciones elementales, i.e. 

    
*2

*2 w
w

ττ

3
0 0

zφ 2 z φ 2 2 φ 1 Ln 1 zφ1+ z z dz =
1+ φz 2φ

     
 
 
     (4.72) 

La integral de la Ec. (4.67) toma la forma: 

    *2 *2 *2
w w w* * *

w *3 3
w

τ φ 2 τ φ 2 2 φ 1 Ln 1 τ φ1Q  = β τ + 
4τ φ

    
   (4.73) 

 

4.5.3 Cálculo de la velocidad promedio y viscosidad aparente 
Finalmente se puede escribir en términos de una fluidez generalizada que 

multiplica al flujo volumétrico newtoniano: 
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*
* * w

app
τQ  = φ
4

          (4.74) 

En donde la fluidez adimensional generalizada por los mecanismos deslizantes 

toma la forma: 

    *2 *2 *2
w w w* *

app *4 3
w

τ φ 2 τ φ 2 2 φ 1 Ln 1 τ φ1φ  = 4β + 
τ φ

    
    (4.75a) 

O en términos de la viscosidad adimensional (inverso de la fluidez) 

    
* *
app app *2 *2 *2

w w w*
*4 3
w

1η 1/ φ  =  
τ φ 2 τ φ 2 2 φ 1 Ln 1 τ φ24β + 

τ φ


    

  (4.76) 

Nótese, que, en términos de la fluidez, los mecanismos deslizantes incrementan la 

incrementan, mientras que los efectos deslizantes disminuyen la función viscosidad 

lo que podría ser importante desde un punto de vista ingenieril, debido a que los 

procesos disipativos asociados con la fricción serían menores. 

 

4.6. Factor de fricción en fluidos no newtonianos 
El factor de fricción en mecánica de fluidos se define como un cociente de dos 
mecanismos, asociados con los mecanismos viscosos y cinéticos. 

rz r = a w

2 2

-σ σ
1 1ρ V ρ V
2 2

f                      (4.77)  

La Ec. (4.77) se puede expresar en términos del número de Reynolds y de la 

viscosidad aparente, i.e. la viscosidad del fluido. 

w w w w

2
app app

σ σ σ σ16 16 16
1 8 Vρ V D ρ V D ρ V Dγ γρ V
2 D

f                     (4.78) 

El cociente definido entre el esfuerzo cortante y la rapidez de deformación 

aparente nos lleva a una viscosidad aparente a la cual, se define como: 

w
app

app

ση
γ

                     (4.79) 
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Con el fin de obtener factores de fricción de fluidos con viscosidades reales, se debe 

de sustituir la rapidez de deformación aparente por la rapidez de deformación real. 

Para este efecto se emplea el formalismo de Weissenberg-Rabinowitsch para 

obtener la rapidez de deformación en la pared. 

w
w app

w

σ3 1 dQγ γ
4 4 Q dσ
 

  
 

        (4.80) 

La rapidez de deformación toma la forma: 

w
app

w

w

γγ σ3 1 dQ
4 4 Q dσ




         (4.81) 

Al combinar las expresiones para el factor de fricción, función viscosidad y rapidez 

de deformación en la pared, se obtiene el factor de fricción modificado por la función 

viscosidad real.    

w w w w
w

w w
app w

σ σ σ σ16 16 3 1 dQ 16 3 1 dQη
ρ V D ρ V D 4 4 Q dσ ρ V D 4 4 Q dσγ γ

f
   

         
   

      (4.82) 

Definiendo la viscosidad en la pared como  

w
w

w

ση
γ

           (4.83)  

Finalmente se tiene lo siguiente: 

real
16 η

ρ V D
f                 (4.84) 

En la Ec. (4.84) la viscosidad real calculada por un reómetro puede expresarse 

como: 

w
real w

w

σ3 1 dQη η
4 4 Q dσ

 
  

 
              (4.85) 

La Ec. (4.84) puede ser expresada en término del número de Reynolds el cual 

cuantifica los mecanismos de tipo inercial entre los viscosos. Para eso, se escala 

la función con una viscosidad característica, por lo que se tiene lo siguiente: 
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*real
real *

car real NN

car

η16 16 16 16η
ρ V D η Re Reφ Re

η

f                (4.86) 

En la Ec. (4.86) se ha definido el siguiente Reynolds no newtoniano generalizado: 
*

NN realRe Reφ                (4.87) 

La Ec. (4.80) describe que cualquier el Reynolds generalizado puede ser descrito 

como el producto del Reynolds Newtoniano multiplicado por la fluidez no 

newtoniana. Si dividimos el Reynolds no newtoniano por el Newtoniano, se obtiene 

el Reynolds reducido el cual es igual a la fluidez del sistema: 

*NN
r real

ReRe φ
Re

                (4.88) 

Finalmente, en la siguiente sección se presentan los resultados más importantes 

de los factores de fricción para el fluido no-newtonianos. 

 

4.7.  Calculo de la rapidez de deformación en la pared  

4.7.1. Fluido Newtoniano  
Para el fluido newtoniano, la viscosidad en la pared es la misma que la viscosidad 
aparente por lo que, se tiene lo siguiente: 

w appγ γ           (4.89) 

Para el modelo de Ley de Potencia utilizando el formalismo de Weissenberg 
Rabinowitsch. 

α-1
1 w

w
w app app

α-1w
1 w

8β α4 φ σσ3 1 dQ 3 1 a α+3γ γ γ 8β 14 4 Q dσ 4 4 4 φ σ
a α+3

 
  

     
   

 

    (4.90) 

Para el modelo de Ellis se tiene lo siguiente: 

α-1
0 1 w

w
w app app

α-1w
0 1 w

8β αφ 4 φ σσ3 1 dQ 3 1 a α+3γ γ γ 8β 14 4 Q dσ 4 4 φ 4 φ σ
a α+3

 
   

     
    

 

   (4.91) 
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Para el modelo de Reiiner-Phillipoff obtenemos el siguiente resultado analítico: 

 

2
2 2 1 2

2

w app app 2
2 2 2

8β 2τ τ+ τ φ τ -2τ Ln 1
a φ+ τ φ3 1 τ dQ 3 1γ γ γ

4 4 Q dτ 4 4 8β 1 ττ 1 φ φ τ Ln 1
a 2 φ

 



   
    

            
     

  

 (4.92) 

Las Ecs. (4.85-4.88) son punto de partida en la corrección de la viscosidad 
aparente. Estas ecuaciones, se sustituyen en el factor de fricción (Ec. 4.82) con el 
fin de obtener la expresión correspondiente al factor de fricción, por lo que se tiene 
un algoritmo generalizado para obtener el factor de fricción de fluidos no-
newtonianos viscosos. Por otra parte, para fluidos no newtonianos viscoleasticos, 
se deben utilizar otras técnicas debido a que se involucran la parte elástica del 
sistema que se asocia a la recuperación cuando este es deformado.  

En este capítulo se analizó el flujo de fluido no newtonianos en un medio poroso el 

cual, fue modelado por un conjunto de capilares de radio r = a y longitud z = L. 

Suponiendo estado estacionario, régimen laminar, simetría cilíndrica, fluido 

incompresible, y que la reologia y el flujo pueden ser caracterizados con cuatro 

ecuaciones constitutivas llamadas: (i) Modelo newtoniano, (ii) Modelo de ley de 

potencia, (iii) Modelo de Ellis y (iv) Reiner Philippoff se obtuvieron los siguientes 

resultados resumidos en la Tabla 4. 

Finalmente, en la tabla 4 se presenta un resumen de los logros más 
importantes de este capitulo  

 
Tabla 4. Resumen de las ecuaciones obtenidas en el modelado 

 
Ecuació

n 
Reológic

a 

 
Velocidad 
promedio  

Volumétrico 
 

 
Fuerza  
Motriz 

 
Viscosidad  

Aparente con deslizamiento  
en la pared 

 

Newton 

 

 
2

z
app

a / 8Vz p
η

   

 

0 L
z

p -pp = 
L

  

 

ap 0η η  
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Ostwael

d de 

Waelle 

 

 
2

z
app

a / 8Vz p
η

   

 

0 L
z

p -pp = 
L

  

 

 
 

1-α
ap w

1

α+3 /4
η σ

φ
  

 

Ellis 

 

 
2

z
app

a / 8Vz p
η

   

 

0 L
z

p -pp = 
L

   
ap

α-1
0 1 w

1η 4φ  + φ σ
α+3

  

 

Reinner-

Phillipoff 

 

 
2

z
app

a / 8Vz p
η

   

 

0 L
z

p -pp = 
L

  

 

 

s
ap 2

4 2 2 3

σ a/ Vs
η

ττ 2 1 φ τ 2φ Ln 1 / τ
φ
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CAPÍTULO V 
SIMULACION Y ANALISIS 
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En este capítulo se muestran las simulaciones en Mathematica 10. Los datos 

numéricos fueron generados en el programa Mathematica 10 y exportados a Excel. 

En este capítulo se discuten los principales resultados de las simulaciones de los 

cuatro fluidos. Se presentan los perfiles de velocidad, (ii) flujo volumétrico y (iii) 

factor de fricción respectivamente.  

5.1. Modelo de Newton (Sin Deslizamiento) 

5.1.1. Perfil de velocidades 

 

Figura 6. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de esfuerzo adimensional. 

En las Fig. 6 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la literatura 

especializada concerniente al tema. Se observa que en las paredes la velocidad es 

0. Por otra parte, en el centro la velocidad es máxima y esta se determina debido a 

un acoplamiento entre las propiedades viscosidad y la fuerza motriz asociada al 

gradiente de presión. Físicamente, un valor grande de esfuerzo en la pared significa 
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que la estructura del fluido decrece por lo cual su velocidad aumenta debido a que 

el fluido se desestructura inducido por el flujo. 

5.1.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 7. Ilustra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en la 
pared adimensional. 

En la Fig. 7 se muestra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en 

la pared adimensional, describe el clásico comportamiento newtoniano lineal 

monótono creciente con una pendiente igual a ¼. 
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5.1.3. Factor de fricción   

 

Figura 8. Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 
adimensional. 

En la Fig. 8 se muestra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 

adimensional, describe el clásico comportamiento newtoniano lineal monótono 

decreciente. 
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5.2. Modelo de Newton (Con Deslizamiento) 

5.2.1. Perfil de velocidades 

 

Figura 9. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de esfuerzo adimensional. 

En las Fig. 9 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la literatura 

especializada concerniente al tema. Por otra parte, en el centro la velocidad es 

máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre las propiedades 

viscosidad y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Físicamente, un valor 

grande de esfuerzo en la pared significa que la estructura del fluido decrece por lo 

cual su velocidad aumenta debido a que el fluido se desestructura inducido por el 

flujo. Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor 

estado de velocidad por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.2.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 10. Ilustra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en 
la pared adimensional. 

En la Fig. 10 se muestra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en 

la pared adimensional, describe el clásico comportamiento newtoniano lineal 

monótono creciente con una pendiente igual a ¼. Nótese que el efecto de 

deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor flujo por efecto de los 

mecanismos deslizantes. 
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5.2.3. Factor de fricción 

 

Figura 11. Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 
adimensional. 
 

En la Fig. 11 se muestra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 

adimensional, describe el clásico comportamiento newtoniano lineal monótono 

decreciente. Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a 

un mayor estado de factor de fricción por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.3. Modelo de Ley de Potencia (Sin Deslizamiento) 

5.3.1. Perfil de velocidades 

 

Figura 12. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores del exponente de la ecuación 
constitutiva de ley de potencia con un esfuerzo adimensional en la pared de 
2. 

En la Fig. 12 se observa el clásico perfil parabólico en alfa =1. Sin embargo, al 

aumentar el valor del exponente alfa se observa que el perfil de velocidad crece. 

Nótese que al aumentar este valor se forma un perfil homogéneo de velocidades en 

el intervalo de -0.5 a 0.5 Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad 

relativa entre los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor 

esfuerzo cortante para obtener los frentes de velocidad homogénea.  
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Figura 13. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores para del exponente de la ecuación 
constitutiva de ley de potencia con un esfuerzo adimensional constante igual 
a 4. 

En la Fig. 13 se observa el clásico perfil parabólico en alfa =1. Sin embargo, al 

aumentar el valor del exponente alfa se observa que el perfil de velocidad crece por 

lo que estés efecto se asocia a las propiedades no newtonianas del modelo de ley 

de potencia relacionadas con el adelgazamiento o espesamiento al corte. Nótese 

que al aumentar este valor se forma un perfil homogéneo de velocidades en el 

intervalo de -0.5 a 0.5. Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad 

relativa entre los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor 

esfuerzo cortante para obtener los frentes de velocidad homogénea.  
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Figura 14. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores del esfuerzo en la pared con un alfa 
igual a 1. 

En la Fig. 14 se observa el clásico perfil parabólico en esfuerzo en la pared 

adimensional igual a 1. Sin embargo, al aumentar el valor del esfuerzo adimensional 

se observa que el perfil de velocidad crece por lo que este efecto se asocia a las 

propiedades no newtonianas del modelo de ley de potencia relacionadas con el 

adelgazamiento o espesamiento al corte.  
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Figura 15. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores del esfuerzo en la pared con un alfa 
igual a 4. 

En la Fig. 15 se observa un comportamiento lineal y constante donde el esfuerzo en 

la pared es igual a 1. Sin embargo, al aumentar el valor del esfuerzo se observa que 

el perfil de velocidad crece por lo que este efecto se asocia a las propiedades no 

newtonianas del modelo de ley de potencia relacionadas con el adelgazamiento o 

espesamiento al corte. Nótese que al aumentar este valor se forma un perfil 

homogéneo de velocidades en el intervalo de -0.5 a 0.5 claramente visualizado en 

la figura 15. Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad relativa entre 

los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor esfuerzo cortante 

para obtener los frentes de velocidad homogénea.  
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5.3.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 16. Ilustra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en 
la pared adimensional a diferentes valores del exponente alfa asociado al 
modelo de ley de potencia. 

En la Fig. 16 se grafica en el eje de las abscisas del esfuerzo adimensional y en el 

eje de las ordenadas el flujo volumétrico adimensional a diferentes valores de las 

propiedades adelgazantes o engrozantes al corte del modelo de ley de potencia. 

Físicamente, se observa que el efecto que tiene el adelgazamiento es el de 

aumentar el flujo volumétrico debido a la destrucción de la microestructura que hay 

en el sistema. 
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5.3.3. Factor de fricción 

 

Figura 17. Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 
adimensional a diferentes valores del exponente alfa asociado al modelo de 
ley de potencia. 

La Fig. 17 Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo adimensional se observa 

el factor de fricción como función del esfuerzo adimensional en la pared. En un 

intervalo de esfuerzos en la pared bajos se observa un comportamiento lineal entre 

el factor de fricción y el esfuerzo en la pared, para un esfuerzo critico se observa un 

cambio en la pendiente forma decreciente en el factor de fricción. Nótese que el 

efecto de adelgazamiento en el Sistema es el de disminuir en la fricción lo que podría 

representar una ventaja desde el punto de vista ingenieril. 
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5.4. Modelo de Ley de Potencia (Con Deslizamiento) 

5.4.1. Perfil de velocidades  
a) Adelgazante 

 

Figura 18. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores para del exponente de la ecuación 
constitutiva de ley de potencia con un esfuerzo adimensional constante igual 
a 2. 

En la Fig. 18 se observa el clásico perfil parabólico en alfa =1. Sin embargo, al 

aumentar el valor del exponente alfa se observa que el perfil de velocidad crece. 

Nótese que al aumentar este valor se forma un perfil homogéneo de velocidades en 

el intervalo de -0.5 a 0.5 Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad 

relativa entre los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor 

esfuerzo cortante para obtener los frentes de velocidad homogénea. Nótese que el 

efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor estado de velocidad 

por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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Figura 19. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores para del exponente de la ecuación 
constitutiva de ley de potencia con un esfuerzo adimensional constante igual 
a 4. 

En la Fig. 19 se observa el clásico perfil parabólico en alfa =1. Sin embargo, al 

aumentar el valor del exponente alfa se observa que el perfil de velocidad crece por 

lo que esté efecto se asocia a las propiedades no newtonianas del modelo de ley 

de potencia relacionadas con el adelgazamiento o espesamiento al corte. Nótese 

que al aumentar este valor se forma un perfil homogéneo de velocidades en el 

intervalo de -0.5 a 0.5. Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad 

relativa entre los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor 

esfuerzo cortante para obtener los frentes de velocidad homogénea. Nótese que el 

efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor estado de velocidad 

por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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b) Esfuerzo en la pared  

 

Figura 20. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores del esfuerzo en la pared con un alfa 
igual a 1. 

En la Fig. 20 se observa el clásico perfil parabólico en esfuerzo en la pared 

adimensional igual a 1. Sin embargo, al aumentar el valor del esfuerzo adimensional 

se observa que el perfil de velocidad crece por lo que este efecto se asocia a las 

propiedades no newtonianas del modelo de ley de potencia relacionadas con el 

adelgazamiento o espesamiento al corte. Nótese que el efecto de deslizamiento es 

el de desfasar las curvas a mayor estado de velocidad por efecto de los mecanismos 

deslizantes. 
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Figura 21. Ilustra el perfil de velocidades adimensional como función de la 
coordenada radial para diferentes valores del esfuerzo en la pared con alfa 
constante igual a 4. 

En la Fig. 21 se observa un comportamiento lineal y constante donde el esfuerzo en 

la pared es igual a 1. Sin embargo, al aumentar el valor del esfuerzo se observa que 

el perfil de velocidad crece por lo que estés efecto se asocia a las propiedades no 

newtonianas del modelo de ley de potencia relacionadas con el adelgazamiento o 

espesamiento al corte. Nótese que al aumentar este valor se forma un perfil 

homogéneo de velocidades en el intervalo de -0.5 a 0.5 claramente visualizado en 

la figura 21. Físicamente, en el frente homogéneo no existe velocidad relativa entre 

los elementos de control lo cual implica que se necesita un mayor esfuerzo cortante 

para obtener los frentes de velocidad homogénea. Nótese que el efecto de 

deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor estado de velocidad por efecto 

de los mecanismos deslizantes. 
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5.4.2. Flujo volumétrico  

 

Figura 22. Ilustra el flujo volumétrico adimensional en función al esfuerzo en 
la pared adimensional a diferentes valores del exponente alfa asociado al 
modelo de ley de potencia. 

En la Fig. 22 Se grafica en el eje de las abscisas el esfuerzo adimensional y en el 

eje de las ordenadas el flujo volumétrico adimensional a diferentes valores de las 

propiedades adelgazantes o engrozantes al corte del modelo de ley de potencia. 

Físicamente, se observa que el efecto que tiene el adelgazamiento es el de 

aumentar el flujo volumétrico debido a la destrucción de la microestructura que hay 

en el sistema. Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a 

un mayor estado de flujo volumétrico por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.4.3. Factor de fricción 

 

Figura 23. Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 
adimensional a diferentes valores del exponente alfa asociado al modelo de 
ley de potencia. 

La Fig. 23 Ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo adimensional se observa 

el factor de fricción como función del esfuerzo adimensional en la pared. En un 

intervalo de esfuerzos en la pared bajos se observa un comportamiento lineal entre 

el factor de fricción y el esfuerzo en la pared, para un esfuerzo critico se observa un 

cambio en la pendiente en forma decreciente en el factor de fricción. Nótese que el 

efecto de adelgazamiento en el Sistema es el de disminuir en la fricción lo que podría 

representar una ventaja desde el punto de vista ingenieril. 

Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a un mayor 

estado de factor de fricción por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.5. Modelo de Ellis (Sin Deslizamiento) 

5.5.1. Perfil de velocidades 
a) Mecanismos adelgazantes 

 

Figura 24. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de alfa y un esfuerzo en la pared 
de 1. 

En las Fig. 24 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la literatura 

especializada concerniente al tema. Se observa que en las paredes la velocidad es 

0. Por otra parte, en el centro la velocidad es máxima y esta se determina debido a 

un acoplamiento entre las propiedades viscosidad y la fuerza motriz asociada al 

gradiente de presión. Físicamente, un valor grande de alfa significa que la estructura 

del fluido decrece por lo cual su velocidad aumenta debido a que el fluido se 

desestructura inducido por el flujo. 
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Figura 25. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del alfa y un esfuerzo en la pared 
adimensional de 4. 

En la Fig. 25 se ilustra la velocidad axial adimensional como función de la 

coordenada radial adimensional para diferentes fluidos de Ellis y con un esfuerzo 

en la pared constante e igual a 4. Se observa el clásico comportamiento parabólico 

descrito en las anteriores simulaciones, sin embargo, en una vecindad se observan 

los perfiles aplanados por efecto de las propiedades no newtonianas asociadas al 

adelgazamiento al corte, es decir, se observa un frente homogéneo de velocidades 

en donde no existe velocidad relativa entre los elementos de control en donde se 

hace el balance de momento. Nótese, que se hace más evidente cuando el liquidó 

es más adelgazante al corte. 
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b) Esfuerzo en la pared  

 

Figura 26. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo en la pared y un valor 
de alfa de 1. 

En la Fig. 26 se observa el clásico comportamiento parabólico deducido en la 

literatura especializada concerniente al tema. Se observa que en las paredes la 

velocidad es cero debido a la adherencia del fluido al sólido. Por otra parte, en el 

centro la velocidad es máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre 

las propiedades viscosas y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. 

Físicamente, un valor grande de esfuerzo en la pared significa que estamos en la 

zona newtoniana es decir la viscosidad es constante mientras que un esfuerzo 

pequeño implica que el sistema experimenta un decrecimiento en su viscosidad. 

Para moderados esfuerzos, el sistema se encuentra en la zona de ley de potencia. 

Es claro que el efecto del esfuerzo en la pared es aumentar el perfil de velocidades 

por lo que se concluye parcialmente que en la figura 26 la manera de modificar la 

velocidad del fluido es a través de las propiedades materiales (liquido) o de la fuerza 

motriz asociadas al gradiente (bomba). 
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Figura 27. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo en la pared y un valor 
de alfa de 4. 

En la Fig. 27 se ilustra la velocidad axial adimensional como función de la 

coordenada radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo en la pared y 

con un alfa constante e igual a 4. Se observa el clásico comportamiento parabólico 

descrito en las anteriores simulaciones, sin embargo, en una vecindad se observan 

los perfiles aplanados por efecto de las propiedades no newtonianas asociadas al 

adelgazamiento al corte, es decir, se observa un frente homogéneo de velocidades 

en donde no existe velocidad relativa entre los elementos de control en donde se 

hace el balance de momento. Nótese, que se hace más evidente cuando el líquido 

es más adelgazante al corte. 
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5.5.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 28. Describe el comportamiento del flujo volumétrico adimensional en 
función al esfuerzo en la pared adimensional a diferentes valores de alfa. 

En la Fig. 28 se observa el flujo volumétrico adimensional como función del esfuerzo 

adimensional en la pared. En un intervalo en esfuerzos en la pared bajos se observa 

un comportamiento lineal entre el flujo volumétrico y el esfuerzo en la pared, para 

un esfuerzo critico se observa un cambio en la pendiente asociada a un incremento 

del flujo volumétrico inducido por la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. 
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5.5.3. Factor de fricción 

 

Figura 29. Describe el comportamiento del factor de fricción en función al 
esfuerzo en la pared adimensional con diferentes valores de alfa. 

La Fig. 29 ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo adimensional se observa 

el factor de fricción como función del esfuerzo adimensional en la pared. En un 

intervalo en esfuerzos en la pared bajos se observa un comportamiento lineal entre 

el factor de fricción y el esfuerzo en la pared, para un esfuerzo critico se observa un 

cambio en la pendiente en forma decreciente en el factor de fricción. Nótese que el 

efecto de adelgazamiento en el Sistema es el de disminuir en la fricción lo que podría 

representar una ventaja desde el punto de vista ingenieril. 
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5.6. Modelo de Ellis (Con Deslizamiento) 

5.6.1. Perfil de velocidades 

 

Figura 30. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de alfa y un esfuerzo en la pared 
de 1. 

En las Fig. 30 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la literatura 

especializada concerniente al tema. Por otra parte, en el centro la velocidad es 

máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre las propiedades 

viscosidad y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Físicamente, un valor 

grande de alfa significa que la estructura del fluido decrece por lo cual su velocidad 

aumenta debido a que el fluido se desestructura inducido por el flujo. Nótese que el 

efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor estado de velocidad 

por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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Figura 31. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del alfa y un esfuerzo en la pared 
adimensional de 4. 

En la Fig. 31 se ilustra la velocidad axial adimensional como función de la 

coordenada radial adimensional para diferentes fluidos de Ellis y con un esfuerzo 

en la pared constante e igual a 4. Se observa el clásico comportamiento parabólico 

descrito en las anteriores simulaciones, sin embargo, en una vecindad se observan 

los perfiles aplanados por efecto de las propiedades no newtonianas asociadas al 

adelgazamiento al corte, es decir, se observa un frente homogéneo de velocidades 

en donde no existe velocidad relativa entre los elementos de control en donde se 

hace el balance de momento. Nótese, que se hace más evidente cuando el liquidó 

es más adelgazante al corte. Nótese que el efecto de deslizamiento es el de 

desfasar las curvas a mayor estado de velocidad por efecto de los mecanismos 

deslizantes. 
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Figura 32. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo en la pared y un valor 
de alfa de 1. 

En la Fig. 32 se observa el clásico comportamiento parabólico deducido en la 

literatura especializada concerniente al tema. En el centro la velocidad es máxima 

y esta se determina debido a un acoplamiento entre las propiedades viscosas y la 

fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Físicamente, un valor grande de 

esfuerzo en la pared significa que estamos en la zona newtoniana es decir la 

viscosidad es constante mientras que un esfuerzo pequeño implica que el sistema 

experimenta un decrecimiento en su viscosidad. Para moderados esfuerzos, el  

sistema se encuentra en la zona de ley de potencia. Es claro que el efecto del 

esfuerzo en la pared es aumentar el perfil de velocidades por lo que se concluye 

parcialmente que en la figura 32 la manera de modificar la velocidad del fluido es a 

través de las propiedades materiales (liquido) o de la fuerza motriz asociadas al 

gradiente (bomba). 

Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor estado 

de velocidad por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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Figura 33. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo en la pared y un valor 
de alfa de 4. 

En la Fig. 33 se ilustra la velocidad axial adimensional como función de la 

coordenada radial adimensional para diferentes valores de esfuerzo en la pared con 

un alfa constante e igual a 4. Se observa el clásico comportamiento parabólico 

descrito en las anteriores simulaciones, sin embargo, en una vecindad se observan 

los perfiles aplanados por efecto de las propiedades no newtonianas asociadas al 

adelgazamiento al corte, es decir, se observa un frente homogéneo de velocidades 

en donde no existe velocidad relativa entre los elementos de control en donde se 

hace el balance de momento. Nótese, que se hace más evidente cuando el líquido 

es más adelgazante al corte. Nótese que el efecto de deslizamiento es el de 

desfasar las curvas a mayor estado de velocidad por efecto de los mecanismos 

deslizantes. 
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5.6.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 34. Describe el comportamiento del flujo volumétrico adimensional en 
función al esfuerzo en la pared adimensional a diferentes valores de alfa. 

En la Fig. 34 se observa el flujo volumétrico adimensional como función del esfuerzo 

adimensional en la pared. En un intervalo en esfuerzos en la pared bajos se observa 

un comportamiento lineal entre el flujo volumétrico y el esfuerzo en la pared, para 

un esfuerzo critico se observa un cambio en la pendiente asociada a un incremento 

del flujo volumétrico inducido por la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. 

Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a un mayor 

estado de flujo volumétrico por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.6.3. Factor de fricción 

 

Figura 35. Ilustra el comportamiento del factor de fricción en función al 
esfuerzo en la pared adimensional con diferentes valores de alfa. 

La Fig. 35 ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo adimensional se observa 

el factor de fricción como función del esfuerzo adimensional en la pared. En un 

intervalo en esfuerzos en la pared bajos se observa un comportamiento lineal entre 

el factor de fricción y el esfuerzo en la pared, para un esfuerzo critico se observa un 

cambio en la pendiente en forma decreciente en el factor de fricción. Nótese que el 

efecto de adelgazamiento en el Sistema es el de disminuir en la fricción lo que podría 

representar una ventaja desde el punto de vista ingenieril. Nótese que el efecto de 

deslizamiento es el de desfasar las curvas a un mayor estado de factor de fricción 

por efecto de los mecanismos deslizantes. 
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5.7. Modelo de Reiner-Philippoff (Sin Deslizamiento) 

5.7.1. Perfil de velocidades 

 

Figura 36. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida y un 
esfuerzo reducido adimensional de 1. 

 

Figura 37. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida y un 
esfuerzo reducido adimensional de 4. 
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En las Figs. 36-37 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la 

literatura especializada concerniente al tema. Se observa que en las paredes la 

velocidad es 0. Por otra parte, en el centro la velocidad es máxima y esta se 

determina debido a un acoplamiento entre las propiedades viscosidad y la fuerza 

motriz asociada al gradiente de presión. Nótese que la viscosidad reducida la cual 

es la razón entre la viscosidad a bajo y a alto corte está asociada a las propiedades 

adelgazantes y engrozantes al corte en el sistema. Físicamente, un valor grande de 

viscosidad reducida significa que la estructura del fluido decrece por lo cual su 

velocidad aumenta debido a que el fluido se desestructura inducido por el flujo. La 

única diferencia entre las dos simulaciones se debe a la fuerza motriz asociado al 

esfuerzo reducido. Es evidente, que el efecto del esfuerzo es aumentar de 444% 

con respecto al de 1. 

 

Figura 38. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo reducido y una 
viscosidad reducida adimensional de 1. 
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Figura 39. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo reducido y una 
viscosidad reducida adimensional de 4. 

En las Figs. 38-39 observa el clásico comportamiento parabólico deducido en la 

literatura especializada concerniente al tema. Se observa que en las paredes la 

velocidad es cero debido a la adherencia del fluido al sólido. Por otra parte, en el 

centro la velocidad es máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre 

las propiedades viscosas y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Nótese 

que el esfuerzo reducido es la razón entre el esfuerzo aplicado entre el esfuerzo del 

modelo constitutivo de Reiner. Físicamente, un valor grande de esfuerzo reducido 

significa que estamos en la zona newtoniana es decir la viscosidad es constante 

mientras que un esfuerzo pequeño implica que el sistema experimenta un 

decrecimiento en su viscosidad. Para moderados esfuerzos, el sistema se 

encuentra en la zona de ley de potencia. Es claro que el efecto del esfuerzo reducido 

es aumentar el perfil de velocidades por lo que se concluye parcialmente de las dos 

figuras 38 y 39 que la manera de modificar la velocidad del fluido es a través de las 

propiedades materiales (liquido) o de la fuerza motriz asociadas al gradiente 

(bomba). 
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5.7.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 40. Ilustra el flujo volumétrico adimensional en función del esfuerzo 
reducido adimensional para el modelo de Reiner a diferentes viscosidades 
reducidas. 

La Fig. 40 se ilustra el flujo volumétrico en función de la fuerza motriz para diferentes 

viscosidades reducidas. En el caso de un fluido newtoniano la relación entre el flujo 

volumétrico adimensional y el esfuerzo reducido adimensional es lineal (Fig. 40 e). 

Por otra parte, en el caso de fluidos no newtonianos adelgazantes al corte se 

observan tres zonas de flujo .la primera de ellas, a esfuerzos reducidos bajos, en 

donde el sistema presenta un comportamiento lineal. La segunda zona se presenta 

a un esfuerzo crítico en donde el flujo volumétrico aumenta debido al incremento en 

el esfuerzo reducido adimensional, esto se verifica visualmente en el cambio de la 

pendiente del flujo volumétrico en la zona de esfuerzos moderados del sistema. Por 

último, a un segundo esfuerzo reducido critico el sistema presenta un segundo 

comportamiento lineal correspondiente a una viscosidad constante en el sistema. 

Físicamente el efecto del parámetro eta determina las características no 

newtonianas del sistema a través de los mecanismos adelgazantes y engrozantes 

de la ecuación constitutiva de Reiner-Philippoff. 
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5.7.3. Factor de fricción 

 

Figura 41. Ilustra el factor de fricción en función del esfuerzo reducido en la 
pared adimensional a diferentes valores de viscosidad reducida. 

La Fig. 41 ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo reducido en la pared 

adimensional a diferentes valores de viscosidad reducida. En el caso de un fluido 

newtoniano la relación entre el factor de fricción y el esfuerzo reducido en la pared 

adimensional es lineal con pendiente negativa, mientras que cuando el fluido 

presenta engrosamiento al corte se observa que las curvas se desfasan a mayores 

factores de fricción, sin embargo, a un cierto esfuerzo critico presenta una son 

monótona decreciente y todas convergen a una pendiente. Físicamente, un fluido 

engrozante presenta mayor factor de fricción debido al aumento de viscosidad lo 

cual se puede inferir con la viscosidad reducida. 
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5.8. Modelo de Reiner-Philippoff (Con Deslizamiento) 

5.8.1. Perfil de velocidades 
a) Deslizamiento 

 

Figura 42. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de beta y un esfuerzo reducido 
adimensional de 1. 

En la Fig. 42. Se estudia la velocidad axial adimensional vs coordenada radial 
adimensional en función de los mecanismos deslizantes a través del parámetro 
beta. Matemáticamente, se observa el clásico perfil parabólico asociado al flujo 
axisimetrico inducido por el esfuerzo adimensional en la pared. Es evidente, que el 
efecto del parámetro beta desfasa las curvas a estados de menor a mayor velocidad 
por efecto de la fuerza cortante que de forma continua e irreversiblemente el 
sistema. Nótese, que las curvas aumentan su velocidad conforme el parámetro beta 
lo hace, así que los mecanismos deslizantes aumentan el máximo en el perfil de 
velocidades lo que induce un aumento en la velocidad promedio y el flujo 
volumétrico lo cual, implicaría que la velocidad superficial en el medio poroso se 
incrementaría por efecto del esfuerzo en la pared, mecanismos adelgazantes y 
deslizantes respectivamente. 
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Figura 43. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida y un 
esfuerzo reducido adimensional de 1. 

 

Figura 44. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida y un 
esfuerzo reducido adimensional de 4. 
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En las Figs. 43-44 se observa el clásico comportamiento parabólico visto en la 

literatura especializada concerniente al tema. Por otra parte, en el centro la 

velocidad es máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre las 

propiedades viscosidad y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Nótese 

que la viscosidad reducida la cual es la razón entre la viscosidad a bajo y a alto corte 

está asociada a las propiedades adelgazantes y engrozantes al corte en el sistema. 

Físicamente, el parámetro eta es una medida de las propiedades no newtonianas 

del sistema (fluido) a través de los mecanismos adelgazantes y engrozantes. En 

particular, el efecto adelgazante incrementa el máximo del perfil de velocidad por 

efecto de la fuerza motriz asociada al esfuerzo en la pared. Obsérvese que la única 

diferencia entre las dos simulaciones se debe a la fuerza motriz asociado al esfuerzo 

reducido. Es evidente, que el efecto del esfuerzo es aumentar de 444% con respecto 

al de 1. Obsérvese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a 

mayor estado de velocidad por efecto de los mecanismos deslizantes. 

 

Figura 45. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo reducido y una 
viscosidad reducida adimensional de 0.4. 
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Figura 46. Ilustra la velocidad axial adimensional en función de la coordenada 
radial adimensional para diferentes valores del esfuerzo reducido y una 
viscosidad reducida adimensional de 1. 

En las Figs. 45 y 46 Se observa el clásico comportamiento parabólico deducido en 

la literatura especializada concerniente al tema. Por otra parte, en el centro la 

velocidad es máxima y esta se determina debido a un acoplamiento entre las 

propiedades viscosas y la fuerza motriz asociada al gradiente de presión. Nótese 

que el esfuerzo reducido es la razón entre el esfuerzo aplicado entre el esfuerzo del 

modelo constitutivo de Reiner. Físicamente, un valor grande de esfuerzo reducido 

significa que estamos en la zona newtoniana es decir la viscosidad es constante 

mientras que un esfuerzo pequeño implica que el sistema experimenta un 

decrecimiento en su viscosidad. Para moderados esfuerzos, el sistema se 

encuentra en la zona de ley de potencia. Es claro que el efecto del esfuerzo reducido 

es aumentar el perfil de velocidades por lo que se concluye parcialmente de las dos 

figuras 45 y 46 que la manera de modificar la velocidad del fluido es a través de las 

propiedades materiales (liquido) o de la fuerza motriz asociadas al gradiente 

(bomba). Nótese que el efecto de deslizamiento es el de desfasar las curvas a mayor 

estado de velocidad por efecto de los mecanismos deslizantes.  
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5.8.2. Flujo volumétrico 

 

Figura 47. Ilustra el flujo volumétrico en función del esfuerzo reducido en la 
pared adimensional a diferentes valores de viscosidad reducida. 

La Fig. 47 ilustra el flujo volumétrico en función al esfuerzo reducido en la pared 

adimensional a diferentes valores del parámetro de deslizamiento para un líquido 

adelgazante. Es claro que el sistema presenta tres zonas a bajo, moderado y alto 

esfuerzo reducido adimensional. a bajos esfuerzos reducidos el sistema presenta 

un comportamiento lineal y para un cierto valor critico de esfuerzo reducido se 

observa un comportamiento monótono creciente hasta un segundo valor de 

esfuerzo crítico, en donde, la relación entre el flujo volumétrico adimensional y el 

esfuerzo reducido adimensional es lineal (segunda zona newtoniana). Físicamente 

el parámetro beta de deslizamiento traslada las curvas hacia estados de mayor flujo 

manteniéndose las tres zonas antes descritas. Nótese que el efecto de 

deslizamiento es más evidente a esfuerzos reducidos bajos mientras que a 

moderados y altos su efecto no es tan significativo. Por último, este hecho implica 

que la función viscosidad por efecto del deslizamiento decrecería al aumentar el 

flujo. 
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5.8.3. Factor de fricción 

 

Figura 48. Ilustra el factor de fricción en función del esfuerzo reducido 
adimensional a diferentes valores de viscosidad reducida. 

La Fig. 48 ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo reducido en la pared 

adimensional a diferentes valores de viscosidad reducida. En el caso de un fluido 

newtoniano la relación entre el factor de fricción y el esfuerzo reducido en la pared 

adimensional es lineal con pendiente negativa, mientras que cuando el fluido 

presenta engrosamiento al corte se observa que las curvas se desfasan a mayores 

factores de fricción, sin embargo, a un cierto esfuerzo critico presenta una son 

monótona decreciente y todas convergen a una pendiente. Físicamente, un fluido 

engrozante presenta mayor factor de fricción debido al aumento de viscosidad lo 

cual se puede inferir con la viscosidad reducida.  Nótese que el efecto de 

deslizamiento es el de desfasar las curvas a un mayor estado de factor de fricción 

por efecto de los mecanismos volumétricos. 
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5.8.4. Fluidez 

 

Figura 49. Ilustra la fluidez adimensional en función al esfuerzo reducido 
adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida. 

 

Figura 50. Describe la fluidez adimensional en función al esfuerzo reducido 
adimensional para diferente valor de beta y con una viscosidad reducida 
adimensional constante e igual a 0.2. 
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En la Fig. 49.   las simulaciones a esfuerzos bajos, la fluidez muestra un 
comportamiento constante igual a 1, para un esfuerzo critico en particular la fluidez 
presenta un comportamiento monótono creciente y para otro valor critico en el 
esfuerzo adimensional su comportamiento es de nuevo constante. Físicamente 
significa que en las zonas a bajo y alto corte la fluidez no cambia, mientras que en 
la zona intermedia el sistema (fluido) experimenta constantes cambios en su 
viscosidad por efecto de la fuerza motriz asociada al flujo (gradiente de presión). En 
la Fig.50 se observa la fluidez en función del esfuerzo en la pared adimensional para 
un valor de   = 0.2 con diferentes condiciones de deslizamiento a través del número 
dimensional beta. Nótese que la descripción matemática y el comportamiento físico 
es el mismo y que las curvas se desfasan hacia estado de mayor fluidez lo que se 
aprecia más claramente a bajos y altos esfuerzos reducidos, debido completamente 
a los mecanismos deslizantes.  

 

5.8.5. Viscosidad aparente 

 

Figura 51. Ilustra la viscosidad aparente adimensional en función al esfuerzo 
reducido adimensional para diferentes valores de la viscosidad reducida 
adimensional. 

En la Fig. 51 se grafica la viscosidad aparente adimensional en función al esfuerzo 
reducido adimensional para diferentes valores de viscosidad reducida adimensional. 
Se observa que a bajos esfuerzos tienen un comportamiento constante con 
viscosidad aparente igual a uno, a un esfuerzo critico las curvas muestran un 
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comportamiento monótono decreciente en el intervalo de moderados esfuerzos en 
la pared, a otro esfuerzo critico el sistema se comporta de nuevo constante, aquí la 
viscosidad no cambia por efecto del esfuerzo en la pared. 

Nótese que las figuras 49 y 51 son figuras inversas y nos dan la descripción 
reologíca de una de las funciones reologícas más importantes que es la viscosidad.  

 

5.9. Factor de fricción 

 

Figura 52. Muestra el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared 
adimensional para los modelos de Newton, Ostwald waelle con un alfa igual a 
4. 

En la Fig. 52 se grafica el factor de fricción en función al esfuerzo en la pared adimensional 
para los modelos de Newton, Ostwald waelle y Ellis con un alfa igual a 4. Es claro, que para 
el modelo de Newton muestra un comportamiento lineal decreciente en toda la ventana de 
observación. En contraste, para los fluidos no newtonianos existe un valor critico de 
esfuerzo en la pared adimensional, en donde el factor de fricción cambia sus pendientes de 
menor a mayor por efecto de las propiedades adelgazantes al corte respectivamente. 
Nótese que el factor de fricción para el modelo de ley de potencia es válido solamente en 
la región de esfuerzos moderados (1, 100) mientras que el de Ellis son a bajos y a 
moderados esfuerzos adimensionales en la pared.  

 



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 115  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

 

Figura 53. Se grafica el factor de friccionen función del esfuerzo en la pared 
adimensional con una viscosidad igual a o.4. 

En la Fig. 53 se ilustra el factor de fricción en función al esfuerzo reducido en la pared 
adimensional con un valor de η = 0.4 . En el caso de un fluido newtoniano, el factor de 
fricción muestra un comportamiento lineal con el esfuerzo reducido adimensional, sin 
embargo, para un fluido adelgazante al corte modelado con la ecuación constitutiva de 
Reiner-Philippoff, el sistema muestra tres zonas características. A bajo esfuerzo es lineal, 
sin embrago en la zona adelgazante el sistema cambia su pendiente por efecto de los 
mecanismos adelgazantes lo que infiere, en una disminución del factor de fricción. Por otra 
parte, a un esfuerzo crítico, el factor de fricción presenta una segunda zona newtoniana en 
donde muestra un comportamiento lineal. Básicamente las propiedades no newtonianas 
cambian drásticamente el flujo y la reología de estos sistemas complejos.  
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5.10- CONCLUSIONES 
En este proyecto de investigación, se estudia la dinámica no newtoniana a 

través de la permeabilidad intrínseca del sistema utilizando cuatro ecuaciones 
constitutivas, llamadas: (i) Newtoniano, (ii) Ley de Potencia, (iii) Modelo de Ellis y 
(iv) Modelo de Reiner Philippoff. Suponiendo estado estacionario, fluido 
incompresible, proceso isotérmico y que los mecanismos inerciales son 
despreciables, i.e. numero de Reynolds bajos, se obtiene un balance mecánico 
entre el gradiente de presión y los mecanismos viscosos. Suponiendo estado 
estacionario, fluido incompresible, simetría cilíndrica, flujo unidireccional se 
deducen expresiones para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, velocidad 
media y factor de fricción respectivamente. El factor de fricción para un fluido 
Newtoniano depende del inverso del número de Reynolds. Para un fluido no 
newtoniano, se observa que el factor de fricción depende de las propiedades no 
newtonianas a través de las propiedades materiales. Los resultados implican que 
la velocidad axial se ve modificada por efecto de los mecanismos no newtonianas 
y de los números adimensionales correspondientes. 

 

5.10.1 Mecanismos no deslizantes. 
Las principales contribuciones de esta investigación son mencionadas a 
continuación: 

a) A partir de un balance mecánico entre el gradiente de presión y la divergencia 
del tensor de esfuerzo se obtuvo una relación lineal entre el esfuerzo y el 
gradiente de presión. Suponiendo efectos inerciales y gravitacionales 
despreciables se obtuvieron los perfiles de velocidad para los cuatro fluidos 
de estudio: (i) newtoniano, (ii) Ostwald, (iii) Ellis y (iv) Reiner-Philipoff, en 
todos los casos, los perfiles con deslizamiento y sin deslizamiento muestran 
un comportamiento parabólico con el máximo definido en r=0. Nótese que 
este, está determinado por un acoplamiento entre las propiedades no 
newtonianas geométricas del sistema y la fuerza motriz que de forma 
continua e irreversiblemente al fluido asociado al gradiente de presión.  

b) A partir de los perfiles de velocidad, se obtuvieron los respectivos flujos 
volumétricos los cuales describen la naturaleza no lineal con el gradiente de 
presión. En el caso newtoniano la relación entre el flujo volumétrico y el 
gradiente de presión es lineal con pendiente de 0.25 mientras que en los no 
newtonianos la relación se aleja considerablemente del caso lineal, es decir, 
mientras más adelgazante sea el líquido el flujo volumétrico aumenta, 
opuesto al comportamiento engrozante donde aumenta la viscosidad y el 
flujo volumétrico decrece.  

c) Los resultados muestran que la diferencia entre un fluido newtoniano y uno 
no newtoniano es a través de la fluidez aparente. Esta fluidez es el inverso 
de la viscosidad y se comporta de manera opuesta a la función viscosidad es 
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decir a mayor viscosidad menor fluidez y conversamente a menor viscosidad 
mayor fluidez. 

d) Nótese que la única fluidez que nos da la curva completa de viscosidad es la 
de Reiner-Phillipoff mientras que las otras nos describen una parte del 
reograma es decir bajos y moderados esfuerzos en la pared. 

 

5.10.2 Mecanismos deslizantes. 
A continuación, se mencionan las contribuciones más importantes del deslizamiento 

a) El efecto del deslizamiento en los perfiles de velocidad es aumentar la 
viscosidad y que la pared no se cumpla la condición de adherencia entre el 
sólido y el fluido. Es importante resaltar que la expresión para la velocidad 
contiene una contribución asociada a los efectos deslizantes y otra al fluido 
no newtoniano. 

b) Para el flujo volumétrico se tiene una combinación entre los mecanismos 
deslizantes y la contribución no newtoniana del sistema.  

c) El factor de fricción se ve modificado a través del número de Reynolds el 
cual involucra una función fluidez que le da el carácter de factor de 
Reynolds modificadores decir, el Reynolds no newtoniano es un múltiplo del 
Reynolds newtoniano multiplicado por una función fluidez la cual le da la 
desviación del comportamiento lineal. Por otra parte, la fluidez contiene un 
término nuevo asociado a los mecanismos deslizantes. 

d) La fluidez juega el papel de un agente que decrece la fricción del sistema 
porque interviene en la interface entre el sólido y el líquido. Es importante 
resaltar que la fluidez es característica del medio que se esté evaluando en 
este caso la fluidez dependerá de las propiedades no newtonianas a través 
del modelo de Ellis y de Reiner-Philipoff los cuales, contiene como caso 
particular el modelo de ley de potencia y el newtoniano. 

e) Por otra parte, la fluidez aparente (inverso de la viscosidad), es modificada 
mediante el formalismo matemático de Weissenberg Rabinowitsch al 
calcularse la rapidez de deformación en la pared por lo tanto la viscosidad 
real adimensional en el capilar de estudio es la viscosidad en la pared 
multiplicada por un factor que depende de las propiedades materiales del 
sistema. 
 

 

5.11- TRABAJO FUTURO 
En este proyecto de investigación, se estudia la dinámica no newtoniana a 

través de la permeabilidad intrínseca del sistema utilizando cuatro ecuaciones 
constitutivas, llamadas: (i) Newtoniano, (ii) Ley de Potencia, (iii) Modelo de Ellis y 
(iv) Modelo de Reiner Philippoff. Suponiendo estado estacionario, fluido 
incompresible, proceso isotérmico y que los mecanismos inerciales son 
despreciables, i.e. numero de Reynolds bajos, se obtiene un balance mecánico 



                                                                                                                                              

Irma Tapia Rojas - UNAM | 118  
  

“FACTOR DE FRICCIÓN DE UN FLUIDO NO NEWTONIANO” 

entre el gradiente de presión y los mecanismos viscosos. La continuación natural 
de este trabajo es mencionada a continuación: 

a) Estudiar diferentes tipos d fluidos en el régimen de deformaciones no 
lineales viscoelásticas 

b) Realizar los protocolos experimentales para comprobar la teoría aquí 
presentada 

c) Extender esta teoría teniendo en cuenta diferentes sistemas por ejemplo 
los medios porosos, sistemas bifásicos   o en geometrías más complejas 
tomando en cuenta los cambios de diámetro en el medio poroso y la 
tortuosidad  

d) Probar con diferentes sistemas es decir diferentes fluidos como son: 
polímeros asociativos, sistemas coloidales, dispersiones de cristales 
líquidos, cristales líquidos, leotropicos, termotropicos, macromoléculas y 
sistemas biológicos  

e) Extender el estudio de estos sistemas en diferentes geométricas como 
son expansión y contracción de flujo. 

f) Estudiar el factor de fricción en el flujo sanguíneo para estudiar las 
obstrucciones de las venas asociadas a la acumulación de colesterol por 
efecto de los trastornos alimenticios. 

 

Finalmente, este trabajo y las contribuciones de este trabajo y las extensiones del 
mismo son parte de la constante búsqueda del conocimiento en la dirección de 
desarrollar nuevas tecnologías tomando como punto de partida los fenómenos de 
transporte y la reología de fluidos complejos como herramienta que pueda 
ayudarnos a caracterizar estos diferentes sistemas. 

5.12. PRESENTACIONES Y RECONOCIMIENTO A ESTA INVESTIGACIÓN 
 

 Presentación en la Sociedad Polimérica de México en la modalidad de cartel.  
 Reconocimiento al primer lugar en la sección de Reología en la Sociedad 

Polimérica de México celebrado en la Ciudad de San Miguel Allende, León, 
Guanajuato.  
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Figura 58. Reconocimiento como ganador del concurso de cartel en el área de 
reología e ingeniería de polímeros. 
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Yareli Mayumi Soriano Revilla, Irma Tapia Rojas, 
Mariano Pérez-Camacho, Consuelo Matías Garduño, 

Raúl Ramón Mora Hernández, Edtson Emilio Herrera Valencia 

Por la presentación de su trabajo: 

Permeabilidad intrínseca de fluidos no newtonianos 
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Secretaria SPM 
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Figura 59. Carta de aceptación para el XXXVII Encuentro Nacional de la 
Academia Mexicana de Investigación y Docencia en Ingeniería Química A.C. 
(AMIDIQ) con el tema "FACTOR DE FRICCIÓN DE FLUIDOS NO 
NEWTONIANOS INELASTICOS CON DESLIZAMIENTO EN LA PARED". 
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