T UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
o % DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

INTRODUCCION A LOS PRERRADICALES BASICOS
Y MODULOS INYECTIVOS PRINCIPALES

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TIiTULO DE:
MATEMATICO

P R E S E N T A:

JORDI EMANUEL HERNANDEZ GOMEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. JOSE RIOS MONTES
2016

CIUDAD UNIVERSITARIA, CDMX


Lourdes
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, CDMX


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Hernandez

Gémez

Jordi Emanuel

53 88 77 15

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

412005938

2. Datos del tutor
Dr

José

Rios

Montes

3. Datos del sinodal 1
Dr

Hugo Alberto

Rincén

Mejia

4. Datos del sinodal 2
Dr

Rogelio

Fernandez Alonso
Gonzalez

5. Datos del sinodal 3
Dr

Ivan Fernando
Vilchis

Montalvo

6. Datos del sinodal 4
Dr

Luis Angel

Zaldivar

Corichi

7. Datos del trabajo escrito

Introduccion a los prerradicales basicos y médulos inyectivos principales
65 p

2016



A mi Papa.



Indice general

Introduccién

1. Preliminares
1.1. Prerradicales . . . . . . . ... ...
1.2. Lagran reticula R-pr . . . . . . . .. .. oo
1.3. Operadores en R-pr . . . . . . . . . . . o
1.4. Pseudocomplementos en R-pr . . . . . . . . ... ... .. .. ....

2. Médulos inyectivos principales
2.1. Construccién . . . . . . . . L
2.2. Propiedades . . . . . . ...
2.3. Submédulos totalmente invariantes . . . . .. .. ...
2.4. Moédulos inyectivos principales y filtraciones en R-pei . . . . . . . ..

3. Prerradicales basicos
3.1. La particion de R-pr inducida por ~g¢ . . . . . . . . . ... ... ...
3.2. El prerradical basico asociado a un prerradical . . . . . . .. ... ..

4. Ejemplos
410 Zox (Zo)® o o o

Bibliografia

IIT

45
45
46

53
53
o4
25
62

65



Introduccion

Este trabajo da una visién detallada del articulo [1] F. Racar, J. Rios, H. RINCON
Y R. FERNANDEZ-ALONSO, Basic Preradicals and Main Injective Modules (Journal
of Algebra and Its Applications) y tiene por objetivo presentar a los prerradicales
bésicos y a los médulos inyectivos principales. Se abordan sus diversas propiedades,
la profunda relacién que guardan con los prerradicales exactos izquierdos y varias de
sus aplicaciones, como por ejemplo, la caracterizaciéon de anillos semiartinianos con
modulos inyectivos principales. El principal interés en estos objetos se debe a que
brindan nueva luz al estudio, concepcion y aplicaciéon de los prerradicales exactos
izquierdos. Esto es logrado exitosamente a través del establecimiento de una corres-
pondencia uno a uno con los prerradicales basicos y de un isomorfismo reticular con
la reticula de submoédulos totalmente invariantes de un moédulo inyectivo principal
dado. Se puede decir que estos son los resultados mas importantes que se obtienen, y
de hecho, se proporcionan otras ya conocidas correspondencias del mismo estilo para
obtener algunos hechos que necesitaremos y también para motivar lo que se desarrolla.

La tesis se divide en cuatro capitulos. En el capitulo 1 se hace una introduccién
a la teoria de los prerradicales, atendiendo las necesidades tedricas de nuestro fin y
profundizando en algunos aspectos fundamentales, como lo son la estructura reticular
y el comportamiento de las diversas operaciones de los prerradicales. En el capitulo 2
se construyen, se prueban propiedades y se dan aplicaciones de los médulos inyectivos
principales. En el capitulo 3 se hace algo parecido con los prerradicales basicos y al
final se dan condiciones equivalentes para que un prerradical exacto izquierdo sea
extremo o radical en el marco de la teoria alcanzada. En el capitulo 4 se dan cuatro
anillos interesantes con el fin de ejemplificar los resultados obtenidos en la categoria
de modulos respectiva por medio de calculos explicitos, y en el caso de los primeros
tres ejemplos (secciones 4.1, 4.2 y 4.3), tratar de responder una pregunta que emer-
ge naturalmente en torno a la construccion de modulos inyectivos principales y que
ahora presentamos:

Dado el anillo R, ; existe alguna relacién entre el minimo cardinal ; tal que (Ep)™
es un médulo inyectivo principal y el minimo cardinal x5 tal que existe un monomor-

fismo R < (Ep)™ 7

La respuesta es "no, aparentemente”, pues en esos ejemplos se calculan K y ko ¥
los resultados son muy dispares entre si.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo R denota un anillo asociativo con identidad y R-Mod la
categoria de R-modulos izquierdos unitarios. Cuando sea implicito que trabajamos
con un anillo R, entenderemos por moédulo un R-moédulo izquierdo unitario y por
morfismo un R-morfismo. Denotamos con R-Simp a un conjunto completo de repre-
sentantes de clases de isomorfismo de mddulos simples, con £ a la clase de todos
los médulos inyectivos y con € a un conjunto completo de representantes de clases
de isomorfismo de mdédulos inyectivos inescindibles. Si M € R-Mod, denotamos con
EM a una cépsula inyectiva que contiene a M. La inclusién se representa con N

. . . ., . n
y un monomorfismo arbitrario con —; la aplicacién cociente se representa con —»
y un epimorfismo arbitrario con —. Si M € R-Mod y N es un submodulo de M,
escribimos N < M. Si ademas N es esencial en M, lo indicamos con N<,M. Cuando

T . . . .
N <K < M, % —» % representara al epimorfismo inducido por las aplicaciones

cociente M 2 % y M e % y que tiene la propiedad de que 7n; = ny. Si {fi},c; €s
una familia de morfismos que inducen un morfismo g por la propiedad universal de
la suma directa, escribimos g = @;cr fi, v si inducen un morfismo A por la propiedad
universal del producto directo, escribimos h = ®;¢; f;. Las sumas directas internas se
representan con €.

1.1. Prerradicales

En esta primera seccion se dara una rapida introduccién a la teoria de los prerradi-
cales, profundizando un poco en algunos aspectos que se usaran mas tarde.

Definicién 1.1.1. Un prerradical sobre el anillo R es un funtor o : R-Mod— R-Mod
tal que para cada M € R-Mod:

1.o(M)< M.
2. Si N € R-Mody f € Homgr(M, N), el siguiente diagrama es conmutativo:

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

M—1 N

] ]

o(M) —2L5 ()

Observacion 1.1.2. De la definicion anterior se desprende el hecho de que o f es la
restriccion de f a o(M), y por tanto, que f(o(M)) < o(N).

Algunos ejemplos de prerradicales son 0, 1, Zoc, Rad e I* (I < R), los cuales se
calculan en un R-médulo M de la siguiente manera:

Zoc(M) = Z{N < M | N es simple}.
Rad(M) = ﬂ{N < M | N es méximo}.

I (M) =IM.
Observacién 1.1.3. I < R es un ideal sii [ x (R) = I.

En adelante, denotaremos con R-pr a la clase de los prerradicales sobre R.

Veamos algunas de las propiedades mas basicas de los prerradicales.

Proposicién 1.1.4. Sean 0 € R-pr, M € R-Mod y N < M. Entonces:

i) o(N)<o(M)NN.

i) Si N < o(M), 280 < g(M),

Dem. Sean o un prerradical sobre R, M un R-médulo y N < M. Es claro que i) se
cumple, por lo que sélo probaremos 7). Suponga que N < o(M ). Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

M —"—
]

o(M) — o

Jn < ==



1.1. PRERRADICALES 5

Por el diagrama anterior, U(JJ\‘;[) = U(M]\)/JFN =n(o(M)) < 0‘(%)_ [}

Proposicién 1.1.5. Sean 0 € R-pr y {M;}ic; C R-Mod. Entonces:
Z) U(@ieIMi) = @ieIU(Mi)'
i) o([Lic; Mi) < TLicyo(M;).

Dem. Sean o un prerradical sobre Ry {M,};c; una familia de R-mé6dulos.

i) Para cada j € I, considere u; : M; — @, M;, v'; : o(M;) — @,.,0(M;) las
inclusiones canénicas y w; : @, ,M; — M; la proyeccién canénica. Dado j € I, te-
nemos que 7;(0 (P, M;)) < o(M;) por la definicién de prerradical, de modo que si
(i) ier € 0(Dje M), entonces x; = m;((2:) ;) € 0(M;). Luego, (2:);c; € Djero (M)
y obtenemos que o(,.,M;) < @,.,;0(M,). Para la otra desigualdad, considere el
morfismo @icrou; @ @,.,0(M;) — o0(B,c;M;) que verifica el siguiente diagrama
conmutativo para cada j € I:

(M) " D, 0 (M)

\[ Aauj
M;)

o(Dics

Si (%i);e; € Dic;0(M;), entonces (x;),c; = (Pierou;)(xi);e; € 0(B,e;Mi) por el
diagrama anterior. Por tanto, ®ieIU(Mi) < 0(;c,M;) y obtenemos la igualdad
buscada.

i1) Se prueba de manera similar a como se probd la primera desigualdad del inci-
soi). B

Corolario 1.1.6. Sean o € R-pr, M € R-Mod y N, K < M tales que M = N@K.
Entonces o(M) = o(N)Po(K).

Dem. Considere el isomorfismo ¢ : NBK — N@ K dado por n + k > (n, k).

En vista de la definicién de prerradical y de la Proposicién 1.1.5 (i) se tiene que
ocp:o(NEPK) — o(N) D o(K) es también un isomorfismo. De aqui es fécil verificar
que o(NPK) = ¢~ (o(N) P o(K)) = o(N)Po (k). B

A continuacién, asociaremos a cada prerradical un par de clases de modulos con
propiedades ttiles, llamadas clase de pretorsion y clase libre de pretorsion, respecti-
vamente.

Definicién 1.1.7. Sea C' una clase no vacia de R-mddulos. Se dice que C' es cerrada
bajo:

1. cocientes, si dado M € C'y N < M, se tiene que % eC.
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2. submaodulos, si dado M € C y N < M, se tiene que N € C'.

3. epimorfismos, si dado M € C' y M — N un epimorfismo, se tiene que N € C.

4. monomorfismos, si dado M € C'y N — M un monomorfismo, se tiene que N € C'.
5. 1somorfismos, si dado M € C y M = N un isomorfismo, se tiene que N € C.

6. sumas directas, si dada una familia {M;},., C C, se tiene que @, M; € C.

7. productos directos, si dada una familia {M;},., C C, se tiene que [[,.; M; € C.

Una clase no vacia de R-modulos es llamada clase de pretorsion en R-Mod si es
cerrada bajo sumas directas y epimorfismos. Dualmente, es llamada clase libre de
pretorsion en R-Mod si es cerrada bajo productos y monomorfismos. Una clase de

pretorsion en R-Mod se dice hereditaria si es cerrada bajo monomorfismos.

Observacién 1.1.8. Una clase no vacia de R-modulos es cerrada bajo epimorfismos
(monomorfismos) sii es cerrada bajo cocientes (submddulos) e isomorfismos.

Denotaremos con R-pretorsh a la coleccién de las clases de pretorsion hereditarias en
R-Mod. Es claro que (R-pretorsh, C) es una clase parcialmente ordenada.

Definicién 1.1.9. Sea 0 € R-pr. Definimos la clase de R-mddulos de o-torsion como
T,={M € R-Mod | (M) = M} y la clase de R-mddulos libres de o-torsién como
F,={M € R-Mod | o(M) = 0}.

Proposiciéon 1.1.10. Sea 0 € R-pr. Entonces T, es una clase de pretorsion en
R-Mod y F, es una clase libre de pretorsion en R-Mod.

Dem. Que T, sea cerrada bajo sumas directas y que F, sea cerrada bajo productos
se sigue inmediatamente de la Proposiciéon 1.1.5. Usando el diagrama conmutativo
inducido por la accién de o sobre un moédulo es sencillo verificar que T, es cerrada
bajo cocientes y que FF, es cerrada bajo submodulos. Usandolo una vez mas se obtiene
la cerradura bajo isomorfimos. B

Con ayuda de la proposicion anterior podemos caracterizar sencillamente a los pre-
rradicales 0 y 1.

Proposicién 1.1.11. Sea 0 € R-pr. Entonces o(ES) = 0 para cada S € R-Simp sii
o=0.

Dem. Sea o0 € R-pr tal que o(ES) = 0 para cada S € R-Simp. Entonces, por la
Proposicién 1.1.5 (i1), [[gcp-gimp £S5 € Fo. Si M € R-Mod, por ser []gcp-gimp £S un
cogenerador de R-Mod, tenemos que M < ([ [g¢p-gimp £S5 )™ para algin conjunto X.
Puesto que F, es cerrada bajo productos y monomorfismos por la Proposicion 1.1.10,
M € F,, y eso es lo mismo que (M) = 0. Como M fue arbitrario, o = 0. El reciproco
es claro. l
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Proposicién 1.1.12. Sea 0 € R-pr. Entonces 0(R) = R sii 0 = 1.

Dem. Sea o € R-pr tal que o(R) = R. Entonces R € T,. Si M € R-Mod, por ser R
un generador de R-Mod, tenemos que R™) — M para algiin conjunto X. Puesto que
T, es cerrada bajo sumas directas y epimorfismos por la Proposicién 1.1.10, M € T,,
y eso es lo mismo que o(M) = M. Como M fue arbitrario, 0 = 1. El reciproco es
claro. &

Reciprocamente, a las clases de pretorsion y libres de pretorsion se les puede asignar
un prerradical especial, respectivamente. Es un ejercicio verificar la Proposicion 1.1.15
que establece este hecho.

Definicién 1.1.13. Sea 0 € R-pr. Decimos que o es:
1. idempotente si o(c(M)) = o(M) para cada M € R-Mod.

2. radical si 0(%) =0 para cada M € R-Mod.

3. exacto izquierdo si como funtor es exacto izquierdo en R-Mod.
4. t-radical si 0(M) = o(R)M para cada M € R-Mod.

Definicién 1.1.14. Sean T y F clases no vacias de pretorsion y libre de pretorsion
en R-Mod, respectivamente. Definimos los prerradicales o y oF como sigue:

or(M)= S (N <M | NeT}yo" (M) = ([N <M | 5 € F)

para cada M € R-Mod.

Proposiciéon 1.1.15. Si T es una clase de pretorsion en R-Mod, entonces ot es
prerradical idempotente sobre R. St F es una clase libre de pretorsion en R-Mod,
entonces 0" es radical sobre R. B

Haber dado un par de asignaciones entre prerradicales y colecciones de clases de
modulos en ambos sentidos no es coincidencia, como el siguiente y bien conocido
resultado ilustra. La demostracién se puede encontrar en [8] B. STENSTROM, Rings
of Quotients (Springer-Verlag, Berlin, 1975).

Proposicion 1.1.16. Hay una correspondencia biyectiva entre prerradicales idem-
potentes sobre R y clases de pretorsion en R-Mod, dada por o — T, y con tnversa
T +— or. Andlogamente, existe una correspondencia biyectiva entre radicales sobre R
y clases libres de pretorsion en R-Mod, dada por o — F, y con inversa F s o". B

Alo largo de este trabajo los prerradicales exactos izquierdos jugaran un papel central,
por lo que ahora nos concentraremos un poco en ellos.
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Proposicién 1.1.17. Sea o € R-pr. Son equivalentes:

i) o es exacto izquierdo.
i) o(N) =o(M)N N para cada M € R-Mod y N < M.

iii) o es idempotente y T, es hereditaria.
Dem. Sea ¢ un prerradical sobre R.
i) = i) Suponga que o es exacto izquierdo y considere M € R-Mod y N < M.

Ya sabemos que o(N) < o(M) N N. Para probar la otra contencién, considere el
siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

N L N n . M
0 /]]\\7 /]]\W /F
O—>0(N)L>J(M)l>a%)

Six € o(M)NN, entonces on(z) =n(x) =+ N = N. Luego, x € keron = Imo. =
o(N). Por tanto, o(M)N N < o(N).

~
o

—~

i1) = 4ii) Sea M € R-Mod. Tenemos por hipétesis que o(o(M)) = o(M)No(M) =
o(M), lo cual prueba que o es idempotente. Si M € T, y N — M, de nuevo, por la
hipétesis, ¢ N < M verifica que o(pN) = o(M) NN = M NN = ¢N, es decir,
que N € T,. Como T, es cerrada bajo isomorfismos, se sigue que N € T,.

i1i) = i) Suponga que o es idempotente y T, es hereditaria. Sean M € R-Mod y
N < M. Claramente o(M) € T,. Como o(M)NN < o(M), entonces o(M)NN € Ty,
es decir, o(c(M)NN) = o(M) N N. Por otro lado, o(N) < o(M)N N < N. Luego,
o(N)=0c(c(N)) <o(c(M)NN)=0c(M)NN < o(N). Por tanto, 0(N) = o(M)NN.

i1) = i) Véase el diagrama de arriba, suponiendo que el renglén superior es exac-
to. Claramente se cumple que o¢ es un monomorfismo, por lo que basta probar la
exactitud del renglén inferior. En efecto, es exacto pues Imor = o(N) =o(M)NN =
kernionmy = keron en vista de la hipotesis. B

Observacién 1.1.18. Por la proposicion anterior, 0 y 1 son ezxactos izquierdos sobre
R y todo prerradical exacto izquierdo sobre R es idempotente.

Como se comprobara en el Teorema 1.1.22 y en la Proposicion 1.1.25, es 1til contar
con las descripciones equivalentes de los prerradicales exactos izquierdos de la propo-
sicién anterior.

Denotaremos con R-pei a la clase de los prerradicales exactos izquierdos sobre R.
Si un radical sobre R es exacto izquierdo, naturalmente lo llamaremos radical exacto
izquierdo sobre R y denotaremos a esta clase como R-rei.
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Definicién 1.1.19. Dos prerradicales o, 7 € R-pr estan relacionados por o < T st
o(M) < 7(M) para cada M € R-Mod.

Proposicién 1.1.20. (R-pr, <) es una clase parcialmente ordenada. En particular,
(R-pei, <) también. B

Observacién 1.1.21. En R-pr y R-pei, 0 y 1 son los elementos menor y mayor,
respectivamente.

El Teorema 1.1.22 es el primero de varios con el mismo objetivo, brindar la posibilidad
de estudiar R-pei desde un enfoque nuevo, muchas veces mas sencillo (o equivalente-
mente, estudiar cierto objeto con los prerradicales exactos izquierdos). El verdadero
valor de este tipo de resultados se podra apreciar perfectamente en el iltimo capitulo,
donde se aplican con el fin de obtener informacion para el célculo de objetos relacio-
nados con los moédulos inyectivos principales y prerradicales basicos, ambos tema
principal de esta obra.

Teorema 1.1.22. La siguiente correspondencia es biyectiva y preserva el orden:

(R-pretorsh, C) <> (R-pei, %)

Dem. Sea T una clase de pretorsion hereditaria en R-Mod. Por las Proposiciones
1.1.15 y 1.1.16 tenemos que ot es idempotente y T = T,,, respectivamente. En par-
ticular, T,, es hereditaria. En vista de la Proposicién 1.1.17, o es exacto izquierdo.
Reciprocamente, si o es exacto izquierdo, entonces es idempotente y T, es heredita-
ria por la Proposicion 1.1.17. Ademas, T, también es una clase de pretorsion por la
Proposicién 1.1.16. Lo anterior prueba que la correspondencia esta bien definida, y de
hecho, también es biyectiva por la Proposicion 1.1.16. Finalmente, de las definiciones
de o1 y T,, es claro que esta correspondencia preserva el orden. l

Con el orden < hay una forma de definir el menor prerradical exacto izquierdo mayor
o igual a uno dado.

Definicién 1.1.23. Sea 0 € R-pr. Definimos ¢ como el prerradical tal que (M) =
o(EM)N M para cada M € R-Mod.

Observacion 1.1.24. La definicion anterior es independiente de la cdapsula inyectiva
que se elija.

Proposicién 1.1.25. Sea 0 € R-pr. Entonces o es el menor prerradical exacto iz-
quierdo sobre R que es mayor o igual a o.

Dem. Sean ¢ € R-pr, M € R-Mod y N < M. Como EM es inyectivo, sabemos que
hay un monomorfismo ¢ : EN — EM tal que al restringirlo a NV es la inclusion de N
a EM. Por tanto, es perfectamente posible hacer EN < EM (por ejemplo, se puede
tomar la imagen de ¢, la cual es un médulo inyectivo que contiene a N), y siendo EN
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inyectivo, tenemos FM = EN @K para algin K < EM. En particular, note que
EN N o(K) = 0. También sabemos que o(EM) = o(EN)@o(K) por el Corolario
1.1.6. Ahora probemos que (6(EN)@o(K))NN = o(EN)NN. En efecto, claramente
o(EN)N'N < (0(EN)@o(K)) N N. Por otro lado, si z € (c(EN)@o(K)) NN,
entonces x € Ny x = a+b,dondea € 0(EN)yb € o(K). Tenemos que a+b =z € N,
porloqueb € —a+N Co(EN)+ N < EN+N = EN. Luego, b€ ENNo(K) =0,
es decir, b =0. Asi, s =a+0=a € o(EN). Siendo z € N, se tiene x € o(EN)NN.
Esto demuestra que (0(EN)@o(K)) NN < o(EN) N N, y con ello, la igualdad
buscada. Del analisis anterior, podemos concluir lo siguiente:

FM)NN = (e(EM)N M)N N
o(EM)NN

a(EN)@Po(K) NN
(EN)N N
(N).

—~

I
Q

I
Q

Por la Proposicién 1.1.17, ¢ es prerradical exacto izquierdo sobre R.

Ahora, sea 7 € R-pei tal que o < 7. Entonces o(M) =o(EM)NM < 7(EM)NM =
T(M) para cada M € R-Mod. Esto demuestra que 0 < 7. B

Observaciéon 1.1.26. o € R-pei sii 0 = 0.

Ahora nos dedicaremos a establecer otra correspondencia para R-pei, muy en el espiri-
tu de lo que se hizo para llegar al Teorema 1.1.22. Primero asociaremos a cada clase
de pretorsion hereditaria un conjunto de ideales izquierdos del anillo que cumple tres
condiciones, llamado filtro lineal.

Definicién 1.1.27. Sea .% un conjunto no vacio de ideales izquierdos de R. Decimos

que F es un filtro lineal en R si se satisfacen las siquientes condiciones:

1.SileF yl<J<R, entonces J € F.
2.8 1,J €. F, entonces INJ € F.

3. 511 € F yx € R, entonces (I : x) € F.

Denotamos con R-fil al conjunto de todos los filtros lineales sobre R (observe que en
efecto es un conjunto, pues la coleccién de todos los ideales izquierdos de R lo es). Es
claro que (R-fil, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.1.28. Sea T € R-pretorsh. Definimos el filtro lineal sobre R asociado
aT como Fr={I <R | % €T}

Proposicién 1.1.29. Sea T € R-pretorsh. Entonces %1 € R-fil.
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Dem. Sea T una clase de pretorsion hereditaria en R-Mod. Verificaremos las tres
condiciones de la Definicion 1.1.27 para .

1. Sean I € %1y I < J < R. Tenemos que ? € T. Como ? 5 %, entonces
g € T, es decir, J € Fr.
2. Sean I,.J € Zr. Tenemos que & T 7 G'JI‘ Luego = GT y como mJ %?@?

(x+INJw— (x+ 1,2+ J)), entonces == € T, es dec1r InJe .

IﬁJ

3.Sean I € Zry « € R. Tenemos que £ € T. Como % =BG+ (I2)=rat]),
entonces % € T, es decir, (I : x) € 7. R

Ahora, asociamos a cada filtro lineal una clase de pretorsion hereditaria.

Definiciéon 1.1.30. Sea % € R-fil. Definimos la clase de R-mddulos 7 -discretos
como F -disc={M € R-Mod | ann(zx) € ¥ para cada x € M}.

Proposicién 1.1.31. Sea ¥ € R-fil. Entonces ¥ -disc € R-pretorsh.

Dem. Sean .# € R-Ail, M € F-discy N < M. Dado x € N < M, es claro que
ann(z) € F, por lo que N € F-disc, es decir, Z#-disc es cerrada bajo submdédu-
los. Ahora cons1dere T € Observe que ann(a:) = (N : z) < R. Puesto que
ann(x) = (0 : ) < (N : ann(z) y ann(z) € F, entonces ann(z) € #. Por

tanto, % € Z-disc, es decir, .#-disc es cerrada bajo cocientes. Si M < M’ entonces
ann(z) = ann(pz) para cada x € M. Como ¢ es biyectiva y M € Z-disc, enton-
ces M' € Z-disc, es decir, .#-disc es cerrada bajo isomorfismos. Finalmente, sean
{Mo} ooy © F-discy (7,),c; € BacsMa- Entonces ann((z,),c;) = Naer ann(z,), ¥
como ann(zr,) € F para cada a € I, ann((v,),.;) € F. Por tanto, P, ;Mo € F-
disc, es decir, .#-disc es cerrada bajo sumas directas. Concluimos que .#-disc € R-
pretorsh.

) =

Como se adivina, las asignaciones establecidas son inversas una de la otra.

Proposicion 1.1.32. Hay una correspondencia biyectiva entre filtros lineales sobre
R y clases de pretorsion hereditarias en R-Mod, dada por F — F -disc y con inversa
T — ﬁ'ﬂ'.

Dem. Basta demostrar que .% = Z#_gic v que T = .%p-disc.

R
ng—disc = {] <R | 7 € ﬁ—diSC}

={I <R | ann(z )Eﬁparacadaxé?}

={I<R | (I:z)€ F paracadax € R}
= Z.
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La tultima igualdad se debe a que (I : 1) € # y ({ : 1) < I implican que I € .% por
ser .Z filtro lineal.

Fp-disc = {M € R-Mod | ann(x) € Fr para cada x € M}

_ {M e R-Mod | —2—
ann(x)
={M € R-Mod | Rx € T para cada x € M}

=T.

€ T para cada x € M}

Para justificar la peniltima igualdad recuerde que Rx == anf(l,) para cada x € M y

que T es cerrada bajo isomorfismos. La ultima igualdad se debe, por un lado, a que
Rz € T para cadax € M y @,.,,Rx - M implican que M € T por ser T clase de
pretorsion, y por otro lado, a que M € T y « € M implican que Rx € T por ser T
hereditaria. W

Ya podemos establecer la correspondencia biyectiva entre R-fil y R-pei.

Definicién 1.1.33. Sean % € R-fil y 0 € R-pei. Definimos el prerradical exacto
izquierdo sobre R asociado a F como 0z = 0g-gise ={x € M | ann(z) € F} y el
filtro lineal en R asociado a o como F, = Fr, ={I < R| £ € T,}.

Teorema 1.1.34. La siguiente correspondencia es biyectiva y preserva el orden:

(R-fil, ©) <> (R-pei, X)
F oz

=
F, o

Dem. La correspondencia es biyectiva gracias al Teorema 1.1.22 y a la Proposicién
1.1.32. También preserva el orden en vista de las definiciones de o4 y %, y del
Teorema 1.1.22 una vez més. B

Corolario 1.1.35. R-pei y R-pretorsh son conjuntos. En particular, (R-pei,<) y
(R-pretorsh, C) son conjuntos parcialmente ordenados y las correspondencias de los
Teoremas 1.1.22 y 1.1.34 son isomorfismos de conjuntos parcialmente ordenados. B

Para finalizar esta seccion presentamos un subconjunto de R-pei que nos sera de
interés posterior.

Definicién 1.1.36. Sea o € R-pei. Decimos que o es jansiano si T, es cerrada bajo
productos arbitrarios.

Denotamos con R-jans al conjunto de los prerradicales jansianos. A continuacion,
damos condiciones equivalentes para que un prerradical exacto izquierdo sea jansiano.

Definicién 1.1.37. Sea I < R. Denotamos por n(I) al conjunto de todos los ideales
1zquierdos de R que contienen a I.

Observacién 1.1.38. I < R es un ideal sii n(I) es un filtro lineal en R.
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Proposicién 1.1.39. Sea 0 € R-pei. Son equivalentes:
i) o € R-jans.

i1) F, es cerrado bajo intersecciones arbitrarias.

iii) Fo =n(I) para algin I < R.

Dem. Sea ¢ un prerradical exacto izquierdo sobre R.

i) = 1) Suponga que o € R-jans y sea {[,}acs C .%,. Entonces {%}QGJ cT,,

y como o € R-jans, [[ ., % € T,. Considere el siguiente morfismo:
R
R — HaEJ T
r— (r+ Ia)aej

Sabemos que el nicleo de este morfismo es () . ; I, por lo que QL

acJ Ia

R

aelJ = HaeJ To <

T,. Como o € R-pei, T, es una clase de pretorsion hereditaria por el Teorema 1.1.22,
R

y entonces AT © T,. Luego, ey la € Zo.

i1) = iii) Suponga que .%, es cerrado bajo intersecciones y sea I = [].%, < R.

Claramente .#,=n(1).

i11) = i) Suponga que .#,=n(l) para algin I < Ry sea {M,}aecs C T,. Prime-
ro note que si « € J, entonces M, = 0(M,) = 05,(My)={x € M, | ann(x) € F,}
en vista del Teorema 1.1.34. De aqui que, si z, € M,, entonces ann(z,) € F,=n(l),
es decir, I < ann(z,). Dado (24)acs € [, Ma, se tiene que I < () o, ann(z,) =
ann((Ta)acs) por lo anterior. Luego, ann((z4)acs) € n(I) = Z,. Por ello y, una
vez mas, por el Teorema 1.1.34, 0([[,c; Ma) = 075([]ocs Ma)={z € [[,c; Ma |
ann((Ta)acs) € Fo}=]l,cs Ma- Esto demuestra que [] ., M, € T,, y consecuente-
mente, que T, es cerrada bajo productos arbitrarios. Por ser o € R-pei, concluimos
que o € R-jans.

Hay ademas una condiciéon necesaria en términos del anillo.

Proposiciéon 1.1.40. Sea R anillo artiniano. Entonces R-pei = R-jans, es decir,
todo prerradical exacto izquierdo es jansiano.

Dem. Por la definiciéon de prerradical jansiano, tenemos R-jans C R-pei. Veamos la
otra contencion. Sea ¢ € R-pei. Como R es artiniano y .%, es una familia no vacia
de ideales izquierdos de R (R mismo es un elemento de esa familia), existe un ideal
izquierdo minimo I en .%,. Entonces .%, = n(I), y por la Proposicién 1.1.39, o € R-
jans. Por tanto, R-pei C R-jans. Concluimos la igualdad buscada. B



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.2. La gran reticula R-pr

En general, R-pr es una clase y para las clases mucho de la teoria de conjuntos deja
de ser aplicable. Sin embargo, hay una variedad de nociones conocidas que pueden
adaptarse sin mayor problemas a este tipo de objetos. Una de ellas es la nocion de
orden, como se vio en la seccién anterior. Otra es la de reticula, que nos dedicaremos
a estudiar ahora. Existen dos prerradicales imprescindibles en tal estudio, a saber,
los prerradicales ad! y wi¥, por lo que se introduciran primero. Para presentarlos, es
necesario definir los submdédulos totalmente invariantes de un médulo dado.

Definicién 1.2.1. Sean M € R-Mod y N < M. Decimos que N es submddulo
totalmente invariante de M, y escribimos N<;M, si f(N) < N para cada f €

Observacién 1.2.2. Sio € R-pr y M € R-Mod, entonces o(M)<,;M.

Definicién 1.2.3. Sean M € R-Mod y N<,; M. Los prerradicales o yw se definen

como sigue:
Y FWN) gy (K)= ()

feHomp(M,K) feHomp(K,M)

para cada K € R-Mod.

Hay una forma practica de saber cuando dos de estos prerradicales del mismo tipo
son iguales.

Proposicién 1.2.4. Sean M, M’ € R-Mod, N<y;M, N'<;M', hy € Homg(M, M)
y ho € Homg(N,N'). Suponga que hy y hy son isomorfismos tales que el siguiente
diagrama conmuta:

M _ M M _ M
Entonces ay = ayy Yy wy = Wy

Dem. Sea K un R-mdédulo arbitrario. Con las mismas hipdtesis del enunciado, tene-
mos que

Zf(N) = Zf(bl(N)) = Zf(hflbzhz(N» = thfl(Lth(N))

feHomp(M,K) feHomp(M,K) feHomp(M,K) feHomp(M,K)

=Y N < D) (V) = ani (K.

ceHomp(M,K €Homp M/ K
g
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Asi, a¥(K) < oA (K) y de forma similar se verifica que o}, (K) < oM (K). Luego,
oM (K) = a¥/(K). Por otro lado,

= (V) =) @) =()f (b 12ha(N))

fe€Homp(K,M) fEHomR(KM) fEHomR(KM)
= (/70 (ha(N) = () S NN = () () (V)
fE€EHompg(K,M) f€Homp(K,M) f€EHomp(K,M)

> ' (V) = wif ().

geEHomp(K,M')

Por tanto, WY (K) > wM(K) y de forma similar se verifica que wi¥ (K) > w¥(K).
Luego, w¥ (K) = w¥/ (K). Como K fue arbitrario, concluimos que a¥ = o) y
wi =M 1

N — N/ .

Las propiedades mas basicas de estos prerradicales se presentan en las proximas pro-
posiciones.

Proposicién 1.2.5. Sea M € R-Mod y suponga que K < N < M con K, N<;M.
Entonces o < o ywM w0l . W

Proposicién 1.2.6. Sean M € R-Mod y N<;M. Entonces se cumplen:

i) oM(M)=N

it) wM(M)=N

Dem. Sean M € R-Mod y N un R-submoédulo totalmente invariante de M.

i) Siendo Idy; un endomorfismo de M, se tiene

N =1Idy(N) < ) f(N) = ay(M).

fEENdR (M)

Por otro lado, como N<;; M, tenemos que f(N) < N para cada f € Endgr(M). Por

ello, a¥ (M) = Y f(N) < N y obtenemos la igualdad buscada.
fEENdR(M)

i1) Siendo Idy; un endomorfismo de M, se tiene

=(f'(N) < Idy ' (N) = N.

fEEndR (M)

Por otro lado, como N<;M, tenemos que N < f~!(N) para cada f € Endgr(M).
Por ello, N </ YN) = w¥ (M) y obtenemos la igualdad buscada. B

fEEndR(M)
Ya es evidente como caracterizar a los submoédulos totalmente invariantes de un médu-
lo con el uso de prerradicales.
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Proposicién 1.2.7. Sean M € R-Mod y N < M. Entonces N<;M sii existe o € R-
pr tal que o(M) = N.

Dem. La necesidad es consecuencia inmediata de la Proposicion 1.2.6 y la suficiencia
de la Observacion 1.2.2. B

Corolario 1.2.8. Los ideales de R son precisamente sus ideales izquierdos totalmente
wmvariantes, o lo que es lo mismo, sus R-submddulos totalmente invariantes.

Dem. Por la Observacién 1.1.3 y la Proposicion 1.2.7, todo ideal de R es ideal izquier-
do totalmente invariante. Reciprocamente, un ideal izquierdo totalmente invariante
de R es en particular invariante bajo el endomorfismo x — xr para cada r € R. B

Proposicién 1.2.9. Sean o € R-pr, M € R-Mod y N < M. Entonces (M) = N sii
N<M y ol 0 < Wi

Dem. Sean 0 € R-pr, M € R-Mod y N < M. Primero suponga que (M) = N. En-
tonces N<; M por la Proposicién 1.2.7. Para la segunda parte, considere K € R-Mod.
Por un lado tenemos que f(N) = f(o(M)) < o(K) para cada f € Homg(M, K), de
donde a¥(K) < o(K). Por otro lado, o(K) < g ' (g(c(K))) < g (o (M)) = g~ }(N)
para cada g € Hompg(K, M), de donde o(K) < wi(K). Como K fue arbitrario, ob-
tenemos que a¥ < o < wil. Reciprocamente, asuma que N<,;M y o < 0 < wi.
Entonces N = o (M) < o(M) < wM(M) = N en vista de la Proposicién 1.2.6.
Luego, o(M)=N. R

Corolario 1.2.10. Sean M € R-Mod y N<; ;M. Entonces {o € R-pr | o(M) =
N}=[cl, wi]. |

Corolario 1.2.11. Sea M € R-Mod. Entonces a}f =0 y wif = 1.

Dem. Sea M € R-Mod. Note que 0(M) = 0y 1(M) = M, por lo que of! < 0y
1 < wi en vista de la Proposicién 1.2.9. Dado que 0 y 1 son el elemento menor y
mayor de R-pr, respectivamente, se sigue el corolario. B

Para R-pr hay cuatro operaciones muy naturales que probardn ser un aparato de
calculo de prerradicales muy poderoso.

Definicién 1.2.12. Las cuatro operaciones elementales de R-pr son A (infimo), V
(supremo), - (producto) y : (coproducto). Dados o, 7 € R-pr, las operaciones anterio-
res se describen entre ellos como sigue:

1. (cAT)(M)=0c(M)NT(M) para cada M € R-Mod.

2. (oVT)(M)=0c(M)+71(M) para cada M € R-Mod.

3. (o-1)(M)=0c(r(M)) para cada M € R-Mod.

. (o T)(M) es el unico submddulo de M tal que

4 M
M € R-Mod.

= 7( (M ) para cada

~
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Observacion 1.2.13. Por lo anterior, o € R-pr es idempotente sii 0 -0 = o y es
radical sii (0 : 0) = 0.

Proposicién 1.2.14. Las cuatro operaciones elementales de R-pr son asociativas.
Las operaciones infimo y supremo de R-pr son conmutativas. B

La siguiente proposiciéon muestra la relacién entre las cuatro operaciones elementales
y el orden <.

Proposicién 1.2.15. Sean o,7,n € R-pr.
i)o-TxXoANT=oVT=X(0:T).
i1) St o < T, entonces:

iii) o An=<TAN.

ii.i) oVn =TV

i) oI T NYnN-oIn-T.

itiv) (o) (c:nvVrx(t:n)yn:0)=x(n:7).
Dem. Sean o ,7 y n prerradicales sobre R y M € R-Mod.

i) Sélo probaremos la tltima desigualdad. Tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo:
M

U M
(M) A/ (=

o(

——

L

)

M)
M

(M)
Por el diagrama, % < T(U(]\A{[)) = (0;7(3\%4). Luego, (oV7)(M) = o(M)+7(M) <
(o :7)(M). Como M fue arbitrario, o V7 < (0 : 7).

i1) Suponga que o < 7. S6lo probaremos la primera mitad de ii.iv). Tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

M N M
o (M) 7 (M)
nm
77(0(]\]/\[4)) ” 77(7(]\]/\[/[))
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Por el diagrama, (]\)4 T — (e 3\5{1‘)/1)) =

g0, (0 ))(M) < (7 ) V T)(M) = To
arbitrario, (o :n) < (c:n) VT X (7 n).l

W(n(g(]\;\[@)) < 77(7(]\1/\[/[)) = (7:8\%4)' Lue-
)+ 7(M) < (7:1n)(M). Como M fue

Se puede ser mas general en el caso del infimo y supremo.

Definicién 1.2.16. Sea I' una clase de prerradicales sobre R. Las operaciones [\
(infimo) y )\ (supremo) se describen para I' como sigue:

(ADM) = (N (M) = (Yo(M) y (\/D)M) = (\/ ) (M) =) _o(M)

para cada M € R-Mod.

Observacién 1.2.17. Como {o(M) | o € I'} siempre es un conjunto, el infimo y
supremo de T estdn bien definidos. Por otro lado, note que AN = 1 y \/0 =
También es claro que estas operaciones son asociativas.

Debe ser clara la siguiente extension de la Proposiciéon 1.2.15.

Proposicién 1.2.18. Sean {0}, e/ {Tatoes © R-pr tales que 0, < 7o para cada
a € 1. Entonces N\, c;0a < Noer Ta Y Vacr %a S Voes To- B

El infimo y supremo son la operaciones que otorgan la estructura de reticula a R-pr.
De hecho, es posible decir un poco mas.

Proposicién 1.2.19. (R-pr, X, A, V) es una gran reticula completa.

Dem. Es claro que inf({o, 7})=c A T y que sup({o, 7})=0 V 7 para cada 0,7 € R-
pr. Mas atn, inf(I'")=A Ty sup(I')=\/ T para cada clase I' de prerradicales sobre R. B

Es notorio que todo prerradical sobre R se pueda describir como infimo y supremo
de ciertas clases en R-pr.

Proposicién 1.2.20. Para cada o € R-pr, tenemos o = \/ozy(M) = /\wé‘{M).
MeR-Mod MeR-Mod

Dem. Es claro de las Proposiciones 1.2.6 y 1.2.9. B

La siguiente proposicion resume las propiedades méas importantes que relacionan las
operaciones definidas hasta ahora y también caracteriza a los radicales y prerradicales
idempotentes en términos del producto y coproducto. Antes de probarla, convenga-
mos que o - 7 se represente como o7 para cada 0,7 € R-pr de aqui en adelante y
establezcamos el siguiente lema.

Lema 1.2.21. Sea 0 € R-pr.

i) Si o es radical, M € R-Mod y N < (M), entonces # =o(¥).

i1) Si o es idempotente, entonces o0 = o(o : T).
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Dem. Sea o prerradical sobre R.

i) Suponga que o es radical, M € R-Mod y N < o(M). Por la Proposicién 1.1.4
(17) s6lo necesitamos probar la otra desigualdad. Tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo:

M
N
L]\

o(¥) o(;an) =0
Por el diagrama, o(%) < kerm = # Por tanto, # =o(¥).

i1) Suponga que o es idempotente. Claramente o(o : 7) < 0. Por otro lado, como
ocxoVT=x(0:T)yoo=o0,0=<o0(c:7). Portanto,c =0c(o:7). B

Proposicién 1.2.22. Sean o,7,n € R-pr y {oa}.,.; C R-pr.

acl

i) (ley modular) Si o < 7, entonces oV (T An) =71 (o Vn).
i) T A (Ve 0a) = Ves (T AT).
iti) @) (Naer 0a) - 7= Naer (0a - 7)

b) Vaer0a) 7= Vaer (0a-7)

) (T2 Naer %a) = Naer (7 0a)

d) (T Vaer9a) = Vaer (71 0a)

i) (T :n)o X (-0 :n-0); 0 es radical sii (T :n)o=(T-0 :n-0) para cada
T,mn € R-pr.

v) (0 7)o :n) <X (0 :T-n); o es idempotente sii (o : T)(0 :n)=(c :T-N)
para cada T, € R-pr.

Dem. Sean o,7 y n prerradicales sobre R y M € R-Mod. Se probaran unicamente
)y v).

iv) La Proposicion 1.1.4 (i) muestra que TET((MM))) < o UJE/[M))) por ser T(o(M)) <
o (M) )o) (M) __ (T:n)(a(M)) a(M)
o(M). Entonces n(-Zey) < n(o(oiiy))- Ashy L = SRERE = n(-56n) <

n(o(20 ) = no (=) = “i;zg’)g’ Lucgo, ((r - 0)0)(M) < (ro : no)(M). Como

M fue arbitrario, obtenemos que (7 : n)o < (70 : no). Veamos la segunda parte.
Suponga que o es radical. Entonces % = o( e (M))) por el Lema 1.2.21 (7). De

la demostracién de la primer parte, es inmediato que ((7 : n)o)(M)=(70 : no)(M).
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Concluimos que (7 : n)o = (10 : no) para cada 7,11 € R-pr. El reciproco es claro
tomando 7 =n = 1.

v) Primero note que o((c : n)(M)) < o(M) < (o : n)(M). Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

(o:m) (M) T (o) (M)
o((o:m)(M)) T a(M)

] ]

(o:m) (M) T (em(M)

"(S@mam) »7Gan )
Por el diagrama anterior, (”:T)((”:Z)(%)H”(M) - W((Ua?zg(f;)?g\%))) = W(T(_U((Efaﬂg)((MM))))) <
T((U;Z\EIJ;/[)') = T(U(%)) = 7'77(0(]\]{4)) = (Uz(rlﬁy). Por tanto, (o : 7)(o : n)(M) = (o :

V(o :n)(M)) < (c:7)(c:n)(M))+c(M) < (¢:71n)(M). Como M fue arbitrario,
obtenemos que (o : 7)(0 : 1) < (0 : 7). Veamos la segunda parte. Suponga que o es

idempotente. Entonces 0 = (o : 7) por el Lema 1.2.21 (ii). Luego, % =
(emM) \ _ _lemM)y _ M — M N _ (M) _ (o:mn)(M)
"Glemon) = 7C5tn ) = T0Gag)) = ™G = Fon e = semany POr

tanto, (o : 7)(o : n)(M) = (o : 7)(M). Concluimos que (o : 7)(c : n)=(c : ) para
cada 7,7 € R-pr. El reciproco es claro tomando r=n=1. &

Probemos ahora que R-pr es una gran reticula atémica y coatémica. De hecho, sere-
mos capaces de determinar todos los atomos y coatomos en ella. Antes, requerimos
dos lemas previos.

Lema 1.2.23. Sea S € R-Simp. Entonces S < N para cada 0 # N < ES y f(S) =S5
para cada f € Endgr(ES) tal que f(S) # 0. En particular, ES es uniforme y S<;ES.

Dem. Sea S € R-Simp. Si 0 # N < ES, entonces S NN # 0 por ser S ES.
Como 0 # SNN < Sy S es simple, entonces S = SN N. Luego, S < N. Ahora,
si f € Endgr(ES)y f(S) # 0, entonces S < f(S) por lo anterior y ademas f(S) es
simple. Entonces f(S) = S. En particular, ES es uniforme y S<,;ES. B

Lema 1.2.24. Sean S,T € R-Simp no isomorfos. Entonces f(S) = 0 para cada
f € Homgr(ES,ET).

Dem. Sean S,T € R-Simp y f € Homgr(ES,ET). Si f(S) # 0, entonces T < f(5)
por el Lema 1.2.23 y ademds f(S) es simple e isomorfo a S. Consecuentemente,
T=f(S)~Ss. n

Teorema 1.2.25. R-pr es una gran reticula atomica y coatomica. El conjunto de

dtomos es {a£5 | S € R-Simp} y el conjunto de codtomos es {wF | I es ideal mdzimo
de R}.

Dem. Antes que nada, note que {a£° | S € R-Simp} y {wf | I es ideal méaximo de
R} son conjuntos gracias a que R-Simp y {I < R | I es ideal méximo de R} lo son.
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Concentrémonos en la primera parte. Sea 0 # o € R-pr. Por la Proposicién 1.1.11,
existe S € R-Simp tal que o(ES) # 0. Luego, S < o(ES)<uES y S<uxES por el

Lema 1.2.23. Puesto que af(%s) < o por la Proposicién 1.2.9 y of% < af(%s) por la

Proposicién 1.2.5, entonces af® < 0. Veamos que a£® es dtomo de R-pr para cada

S € R-Simp. Sea 7 € R-pr tal que 7 < o£®. Como a£%(ES) = S, entonces 7(ES) = 0
o S. Por la Proposicién 1.2.9 y por cémo se eligié a 7, es necesario que 7(ES) = 0.
Por otro lado, si T € R-Simp y T no es isomorfo a S, entonces a5%(ET) = 0 gracias
al Lema 1.2.24. Luego, 7(ET) = 0. Concluimos que 7 = 0 en vista de la Proposicién
1.1.11. Asi, hemos probado que R-pr es una gran reticula atomica y el conjunto de
dtomos es {afS | S € R-Simp}.

Para la segunda parte considere 1 # o € R-pr. Entonces o(R) # R por la Proposicién
1.1.12. Por una aplicaciéon inmediata del Lema de Zorn, se obtiene la existencia de un
ideal maximo I de R tal que o(R) < I. Sabemos que [ es totalmente invariante en R
por el Corolario 1.2.8. Luego, wf(R) < wk por la Proposicién 1.2.5, y como o < wf(R),
entonces 0 < wk. Veamos que wlt es codtomo de R-pr para cada I ideal maximo de
R. Sea 7 € R-pr tal que wf < 7. Entonces I = wl(R) < 7(R). Por la Proposicién
1.2.9 y por como se eligié a T, es necesario que 7(R) # I. Luego, 7(R) = R por ser
I méximo en R. Concluimos que 7 = 1 en vista de la Proposicién 1.1.12. Asi, hemos
probado que R-pr es una gran reticula coatémica y el conjunto de codtomos es {w# |

I es ideal maximo de R}. B

Finalizamos esta seccion proporcionando una muy 1til forma de calcular los pre-
rradicales oY y wl! cuando los médulos N y M son sumas directas o productos.

Proposicién 1.2.26. Sean {M;},.;, € R-Mod y N; < M; para cada i € 1. Considere
N = ®i€IN“ M = @ieIM“ N' = HiEI Ny M = Hie[ M,.

N . M,
i) Si N<; M, entonces N;<y;M; para cada i € I, o =\/ Lan' Y w¥ =N\ wy'
1€ 7

el i
ii) Si N'<uM', entonces Ni<uM; para cadai € I ywhl = N\ w]]\\;[".
i€l @
Dem. Sean {M;}, ., una familia de R-mdédulos, N; < M; para cadai € [y N, M, N’
y M’ como en el enunciado del teorema.

i) Suponga que N<,;M y sean j € Iy f; € Endr(M;). Defina h; = 0 € Endr(M,;)
para cada i # j, hj = f; v f = @ierhi € Endr(M). También considere u; : M; — M
la inclusiéon candnica y m; : M — M; la proyeccion candnica para cada ¢ € I. Como
u;(N;) < N<uiM, entonces f(u;(N;)) < N. Luego, f;(N;) = h;i(N;) = m; fu;(N;) =
7;(f(u;(N;))) < mj(N) = N;. Esto prueba que N; es totalmente invariante en M.
Como j fue arbitrario, N;<,;M; para cada i € I. Para ver que a¥ = \/iEI aAN{i,

sean K € R-Mod, g € Homr(M,K), j € Iy g; € Homg(M;, K). Entonces

g(N) = 9(XicruilNi) = Fier gwi(Ni) < Xieran(K) v g;(Nj) = g;(m;(N)) =

9;m(N) < o (K), de donde an’(K) < oM(K) < (V IaAN/[i)(K). Como K y j
J ic i
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N M, M, ,
fueron arbitrarios, \/ oy’ < a¥ </ ay’ y tenemos la igualdad. Para ver que
i€l i el %

wM = N\ Iw%i, sean K € R-Mod, j € I, g € Homp(K,M;)y g € Homg(K, M).
1€ 2
Entonces w (K) < (u;9;) 7 (N) = g, (N;) ¥ Nierwn, (K) < Mgy (mig) ™' (Vi) =
Mier 97 (N) = g7H(N), de donde (A _ wy')(K) < w (K) < wy’ (K). Como K y j
S 7 J

o M, M, :
fueron arbitrarios, A  wy’ < w¥ A wy' v tenemos la igualdad.
el i i€l [

i1) Suponga que N'<;M' y sean j € I y f; € Endg(M;). Defina h; =0 € Endr(M,;)
para cada i # j, h; = f; v f = ®ierhi € Endr(M'). También considere u; : M; — M’
la inclusién canénica y m; : M’ — M; la proyeccién candnica para cada ¢ € I.
Como u;(N;) < N’ M', entonces f(u;(N;)) < N'. Luego, f;j(N;) = hj(N;) =
7 fuj(N;) = m(f(u;(N;))) < m(N') = N;. Esto prueba que N; es totalmente
invariante en M;. Como j fue arbitrario, N;<;;M; para cada ¢ € I. Para ver que
W = /\ZEI w%_i, sean K € R-Mod, j € I, gj € Homp(K,M;) y g € Homg(K, M').
Bntonces wif (K) < (1) (V) = g, (N) ¥ Myl (K) < My (mag) (V) =
Mier g™ (V) = g7 (W), de donde (A wy)(K) < wif(K) < wy (K). Como K y

. . . M. ’ M. .
j fueron arbitrarios, A wy' K wh < A wy' vy tenemos la igualdad. W
i€l % el %

1.3. Operadores en R-pr

En esta seccion construiremos dos operadores de prerradicales con algunas propieda-
des interesantes y los calcularemos en los prerradicales alfa y omega. Primero veamos
una consecuencia de las Proposiciones 1.2.15, 1.2.18 y 1.2.22.

Proposicion 1.3.1. En R-pr las clases de prerradicales idempotentes y de t-radicales
son cerradas bajo supremos arbitrarios y las clases de radicales y prerradicales exactos
1zquierdos son cerradas bajo infimos arbitrarios.

Dem. Sea {0}, ., € R-pr.

Suponga que o, es idempotente para cada o € I. Entonces

\/ O = \/ (0a0a) < \/ (o, \/ Oa) = (\/ aa)(\/ Ta) < \/ o

a€cl acl ael ael ael ael ael

Esto muestra que \/__; 0, es idempotente.

a€cl

Suponga que o, es t-radical para cada « € I. Entonces

(V oa)(M) =3 oa(M) =) (0a(R)M) = (D oa(R))M

acl acl acl acl

= (\/ 04)(R)M para cada M € R-Mod.

ael
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Esto muestra que \/,.; 04 es t-radical.

Suponga que o, es radical para cada o € I. Entonces

(/\Ua:/\Ua):/\(/\aa:aa)ﬁ/\(aa:aa):/\aaﬁ(/\aa:/\aa).

acl a€el acl a€el acl acl ael a€el

Esto muestra que /\ ., 0, es radical.

Suponga que o, es exacto izquierdo para cada « € I. Entonces

(/\Oa>(N) = ﬂaa(N) = ﬂ(ga(M)ﬂN) = (ﬂaa<M))ﬂN

acl acl acl acl
= (/\ 0q)(M)N N para cada M € R-Mod y N < M.
acl

Esto muestra que /\ .; 0, es exacto izquierdo. B

Ya podemos dar una caracterizacion de los principales tipos de prerradicales en térmi-
nos reticulares.

Proposicién 1.3.2. Sea 0 € R-pr.

i) adl es idempotente para cada M € R-Mod. Mds aiin, o es idempotente sii o =

Ve, ajy-

i) wi! es radical para cada M € R-Mod. Mds ain, o es radical sii 0 = N\ yrep. wi' -
o

i11) wk es exacto izquierdo para cada E € & y K<,;E. Mds aiin, o es exacto iz-
quierdo sii 0 = \pee Wi g

iv) wf es radical eracto izquierdo para cada E € E. Mds ain, o es radical exacto
izquierdo it 0 = N\ pep qe WY -

Dem. Sea o prerradical sobre R.

i) Veamos que o}t es idempotente para cada M € R-Mod. Considere K € R-Mod.
Por la definicién de a}f(K) tenemos que Homgr(M, K) = Hompg(M, a}t(K)). Enton-
ces ayraqr(K) = aji(aji(K)) = ZfEHomR(M,a%(K)) f(N) = ZfeHomR(M,K) f(N) =
oM (K). Como K fue arbitrario, a}f es idempotente.

Probemos que o es idempotente sii o =\/ MeT, oM. Suponga primero que o es idem-
potente. Por un lado, aj; < ¢ para cada M € T,. Por tanto, \/ oy aj; < 0. Por otro

lado, si K € R-Mod, entonces o(0(K)) =0(K) y o(K) = aggg(a(K)) < aZEZ;(K)
Luego, 0(K) < (Vyer, @7)(K). Como K fue arbitrario, o < \/,,cr. ajf ¥y obtene-

mos la igualdad buscada. Reciprocamente, suponga que o = \/ o o, De la primer
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parte y por la Proposicion 1.3.1, o es idempotente.

i1) Veamos que w}! es radical para cada M € R-Mod. Considere K € R-Mod y k +
wWw(K) € wé‘/[(%) Suponga que k ¢ w}!(K). Entonces existe g € Homg(K, M)
tal que g(k) # 0. Sean n : K — % %,M) tal
que g = gn (Teorema del Factor). Observe que g(k+w) (K))) = 0 pues k+w}!(K) €

o' (o . kerf. Entonces 0 # g(k) = gn(k) = g(n(k)) = gk +

) (wM( ) ﬂfEHomR(
wM(K)) = 0, lo cual no puede ser. Por tanto, k € w)(K). Luego, wé”(%) = 0.

el mapa cociente y g € Hompg(

Como K fue arbitrario, w}! es radical.

Probemos que o es radical sii 0 = A MeF, wd!. Suponga primero que o es radical.
Por un lado, 0 < w)! para cada M € F,. Por tanto, o < /\Me]F wdt. Por otro

lado, si K € R-Mod, entonces % e F, yvuw, YK K) = (fetomp(x, 5 K ykerf <

kern = o(K), donde n : K — LK) es el mapa cociente. Luego, (/A ,,cp. wi')(K) <
Wy / “(K) < o(K). Como K fue arbitrario, A MecF, Wo < 0 y obtenemos la igualdad
buscada. Reciprocamente, suponga que o = /\ McF, wd!. De la primer parte y por la

Proposicién 1.3.1, o es radical.

i17) Veamos que wk es exacto izquierdo para cada E € £ y K<, E. Considere M € R-
Mod y N < M. Ya sabemos que wZ(N) < wZ(M) N N. Para la otra desigualdad,
sean r € WE(M)N Ny f € Homg(N,E). Entonces z € N N g '(K) para cada
g € Homgz(M, E). Por otra parte, como E es inyectivo, existe f € Homgz(M, E) tal
que f [y = f. Asi, v € NN f~Y(K) y entonces f(z) = f(z) € K. Luego, x € f~1(K)
y como f fue arbitrario, x € wZ(N). Concluimos que wK(M) NN < wE(N) y obte-
nemos la igualdad. Como M y N < M fueron arbitrarios, wE es exacto izquierdo.

Probemos que o es exacto izquierdo sii o = A Eee wE( ) Suponga primero que o es
exacto izquierdo. Por un lado, o < w? o (E) Para cada E € £. Por tanto, 0 < A pee wE( B)-

Por otro lado, si K € R-Mod, entonces o(K) = ¢(FK)N K = 1 !(¢(FK)), donde
v+ K — EK es la inclusién. Luego, (A pee whip)(K) < wlilig(K) < o(K). Como
K fue arbitrario, A 5. w” (B) S

E

suponga que o = /\EGS Wa(g)- De la primer parte y por la Proposicién 1.3.1, o es
exacto izquierdo.

< o y obtenemos la igualdad buscada. Reciprocamente,

iv) Que wl sea radical exacto izquierdo para cada E € £ es claro de i) y de iii).

. . . . . E .
Probemos que o es radical exacto izquierdo sii ¢ = A EeF,ne Wo - Suponga prime-
ro que o es radical exacto izquierdo Por un lado, 0 < wf para cada E € F, N E.

Por tanto, 0 < Apep, mg w¥. Por otro lado, si K € R-Mod, entonces s € F, y
O’(U(IZ)) = U(Eag()) N == J(K). Por ser J(K)éeE (5> tenemos que O‘(Eﬁ) 0. Luego,

EK /s
(Nper,ne w§)E) < w0 " (K) = Npeptomaic i) herf < hern = o(K), donde
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n: K — % es el mapa cociente. Como K fue arbitrario, Apcp ¢ wf < oy ob-

tenemos la igualdad buscada. Reciprocamente, suponga que o = A EeF, e w¥. De la
primera parte y por la Proposicién 1.3.1, o es radical exacto izquierdo. B

Para la construccion de los operadores mencionados al inicio de la seccién necesi-
tamos un par de clases de prerradicales.

Definicién 1.3.3. Sea o € R-pr. Definimos las clases de prerradicales e, ={T € R-pr
|To =0} yco={r € Rpr|(c:7)=0}.

El siguiente resultado es una sencilla aplicacion de la Proposicion 1.2.22.

Proposicién 1.3.4. Sea 0 € R-pr. Entonces e, y ¢, son cerradas bajo infimos y
supremos arbitrarios.

Dem. Sea o prerradical sobre R.

Considere I C e,.

(/\7’)0:/\7'0:/\0:0.

Tel Tel Tel

(\/7’)0:\/7'0:\/0:0.

Tel Tel Tel

Considere I' C ¢,.

(J:/\T):/\(U:T):/\J:a.

Tel Tel Tel

(U:\/T):\/(J:T):\/U:U.

Tel Tel Tel

Finalmente construimos al par de operadores.

Definicién 1.3.5. Sea o € R-pr. Definimos el igualador de o como e(o) = N e, y el
coigualador de o como c(o) = \/ ¢,.

Observacion 1.3.6. Por la Proposicion 1.3.4, se tiene que e(o)o =0 y (0 : ¢(0)) =
o. Obviamente e(o) es el infimo de e, y c(o) es el supremo de c,.

Proposicién 1.3.7. Sea 0 € R-pr.

i

Q

) o < e(o).
) e(0) es prerradical idempotente.
)

(o)

e(o) = o sii o es idempotente.
_ o(M)

) €(0) =V rrer-mod % (M)

b

o

Q
o
Q
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ii) a) c(o) K o
b) c(o) es radical.
¢) c(o) = o sii o es radical.

d) ¢(0) = Nvrer-roa®o

Dem. Sea o prerradical sobre R.
i) a) Tenemos que o = e(0)o < e(0).

b) Note que (e(0)e(o))o = e(o)(e(o)o) = e(o)o = o, por lo que e(0)e(o) € e,. Asi,
e(o) < e(o)e(o) < e(o) y entonces e(o) es idempotente.

¢) Si e(o) = o, entonces o es idempotente por b). Reciprocamente, si o es idempo-
tente, entonces o € e,. Luego, e(0) < 0. Por a) se sigue que e(0) = o.

d) Por b), e(o) es idempotente. Entonces \/NGTem al = e(o) en vista de la Pro-
posiciéon 1.3.2 (7). Sabemos que o(M) € T.o) para cada M € R-Mod. Por ello,
ozf;%g < \/UeT( )a% = e(0). Luego, Ve pnod @ %; e(o). Ahora, si K € R-Mod,

entonces o(K) = Ozagg (0(K)) = (0”E)5)(K). En particular, o(K) = (a”) o) (K) <

o(K) o(K)
o(M) o(M) o (M)
(Varer-Mod Xo(an@) (). Porello, o <V iyrepaioa Qoo = (VMeR—Mod Oy a))T S0
Por tanto, \/ ;¢ p-mod aagMg € e, y entonces e(0) <V /e p-mod aag . Concluimos que
o(M)

e(0) =V arer-mod Qo (M)

i1) a) Tenemos que c¢(0) < (0 : ¢(0)) = 0.

b) Note que (0 : (¢(0) : c(0))) = ((0 : ¢(0)) : c(0)) = (0 : ¢(0)) = o, por lo
que (¢(0) : ¢(0)) € ¢y. Asi, c(0) X (c(0) : c(0)) < ¢(0) y entonces ¢(o) es radical.

¢) Si ¢(o) = o, entonces o es radical por b). Reciprocamente, si o es radical,
entonces o € ¢,. Luego, o < ¢(o). Por a) se sigue que ¢(o) = o.

d) Para cada M € R-Mod sabemos que % € Fe). Por ello, c(o) < wy /o),

K/o(K)

Luego, ¢(0) < Ayer-Mod wM/”(M). Ahora, si K € R-Mod, entonces % =
wé(/”(K)(Ug()) = 0, o equivalentemente, (o : wé(/"(M))(K) = o(K). En particular, te-
nemos que (0 : Aycrnoa @ M/”(M))(K) < (o : wé(/”(K))(K) = o(K). De esto se
. M [o(M) M /o (M)

sigue que o . 0w = (0 : . w < o. Por tan-
gue q < ](\I/%\e[? Mod ( 0 ) ( /\M%;Z%gd 0 )C\ .

t0, A rrer-Mod “o € ¢, y entonces A cp-mod “o < ¢(o). Concluimos que

M
c(o) = /\MeR—Mod Wo ~om

Finalizamos esta seccién con el célculo del igualador de un prerradical alfa y el célculo
del coigualador de un prerradical omega.
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Proposicién 1.3.8. Sean M € R-Mod y N<;M. Entonces:

i) e(ad!) = o¥.

it) c(wi) = wéw/N.

Dem. Sean M un R-moédulo y N<,;M.

M M
~ N _ an (M) ay (K) N M
i) Tenemos que oy = aa%(M) < Vker-Mod aag{(K)' Entonces ay < e(ay) por la

Proposicién 1.3.7 (i) (d). Por otro lado, aNa¥ < o y aNa¥ (M) = o (N) = N.
De esta tltima igualdad obtenemos que o < afa¥. Por tanto, aNad = aif, es

N M N ~ My _ N
decir, ay € equr. Luego, e(ay ) < ay. Concluimos que e(ay ) = ay.

it) Tenemos que Ak p-riod wé(/“%(m < wp V0D = ™ Entonces c(wl) < w(l]w/N
C ey .. M M M/N (w%:wé\l/N)(M)
por la Proposicién 1.3.7 (ii) (d). Por otro lado, wy < (wy 1wy ') y 25— =

SMIN
%}—(AA(M - thJW/N(%) = wéw/N(%) =0, es decir, (w¥ : wy /") (M) = N. De esta

tiltima igualdad obtenemos que (w¥ : wéw/ M) < Wi, Por tanto, (w : wgf/ M)y =W es

/ M) M/N_ [}

. M /N M/N M : _
decir, wy " € ¢ . Luego, wy " < c(wy). Concluimos que c(wy ) = wy

1.4. Pseudocomplementos en R-pr

Para facilitar el desarrollo de algunas pruebas en esta seccién conviene dar la siguiente
definicion.

Definicién 1.4.1. Sea o € R-pr. Definimos S,={S € R-Simp | 0(ES) # 0}.

La definicion principal en esta seccion es la de pseudocomplemento de un prerradical
y se extrapola directamente de la definicion andloga para mddulos.

Definicién 1.4.2. Sea 0 € R-pr. Un pseudocomplemento para o es un elemento
o' € R-pr tal que:

l.oNd' =0
2. Para cada 7 € R-pr tal que o' < T, se tiene o AT # 0.

A priori, no hay garantia de que cada elemento de R-pr tenga un pseudocomple-
mento. Mas atn, incluso en el caso de que un pseudocomplemento exista para cada
prerradical, éste no tiene por que ser unico. Como sea, tenemos el siguiente hecho
notable.

Teorema 1.4.3. Cada o € R-pr tiene un pseudocomplemento o 1inico con la pro-

piedad de que si T € R-pry o AT =0, entonces T < o+,
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Dem. Sea ¢ € R-pr y defina ot = /\Sesg wS. Antes de verificar que ot es un

pseudocomplemento para o, probemos que cumple la propiedad mencionada en el
enunciado del teorema. Sean 7 € R-pr tal que c AT =0y S € S,. Entonces a(ES)N
T(ES) = (c ANT)(ES) =0y o(ES) # 0. Dado que o(ES)<.ES por el Lema 1.2.23,
tenemos que 7(ES) = 0, y con ello, que 7 5 wi’™®. Luego, 7 < Ageg, wh® = 0+ Ya
podemos ver que o es un pseudocomplemento para o. Sea T' € R-Simp. Si o(ET) =
0, entonces (o A o) (ET) < o(ET) = 0; si o(ET) # 0, entonces T' € S,, y por ello
(0 Aot)(ET) < o(ET) < wFT(ET) = 0. En cualquier caso, (0 A ot)(ET) = 0.
Como T € R-Simp fue arbitrario, o A o+ = 0 por la Proposicién 1.1.11. Ahora,
sea 7 € R-pr tal que o+ < 7 y suponga que ¢ A 7 = 0. Entonces 7 < o+ por lo
primero que se hizo en la demostracion. Por como se eligié a 7, esto no puede ser. Por
tanto, o A7 # 0. Concluimos que o+ es un pseudocomplemento para o. Falta ver que
ot queda determinado por la propiedad mencionada en el enunciado del teorema de
manera Unica. Suponga que 7 es un pseudocomplemento para ¢ y también cumple
esa propiedad. Tenemos que 0 Aot =0y o An = 0. Entonces 0~ <nyn=< ot por
loquen=oc". 1

Observacion 1.4.4. Sea o € R-pr. Al pseudocomplemento para o que se construye
I

en el Teorema 1.4.3 se denotard siempre con o—.
Continuemos la discusién de los pseudocomplementos proporcionando algunas de sus
propiedades basicas.

L

Proposicién 1.4.5. Sea 0 € R-pr. Entonces o~ es radical exacto izquierdo sobre R.

Dem. Sea o € R-pr. Sabemos que wl® es radical exacto izquierdo sobre R para cada
S € S, por la Proposiciéon 1.3.2. Como las clases de radicales y prerradicales exactos
izquierdos son cerradas bajo infimos arbitrarios por la Proposicién 1.3.1, tenemos que

J_ . ES . . .
0~ = Nges, Wo~ es radical exacto izquierdo sobre R. B

Proposicién 1.4.6. Sean 0,7 € R-pr y {oa},c; € R-pr.
i) Sio <7, entonces T+ < ot

i) o < ott.
iii) o+ = ottt

) Nos 0 = (Ve 70

Dem. Sean 0,7 € R-pry {04}..; C R-pr.

acl

i) Si 0 < 7, entonces 0 A7 < 7 A7t = 0. Luego, 7+ < ot por el Teorema
1.4.3.

ii) Como o+ Ao =0 Aot =0, entonces o < o+ por el Teorema 1.4.3.
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i17) Tenemos o < o por 4i). Entonces o+ < ot por i) y ot < ottt por ii).

Luego, ot = o4+,

W) Naer 7a=Naer (ASeSga wg')
=N\ {wf® | S € S,, para algin o € I}
=A{wf® | S € R-Simpy o,(ES) # 0 para algtin o € I}
=A\{wf® | S € R-Simp y Y ,;04(ES) # 0}
At | S € R-Simp y (V oy 7u)(ES) # 0}

:/\SESV wg'®

ael 7o

:(vael O-Ot)J_' u

Proposicién 1.4.7. Sean 0 € R-pr y S € R-Simp. Entonces S € S, sii S ¢ S,1, es
decir, o(ES) # 0 sii o+ (ES) = 0.

Dem. Sean o € R-pry S € R-Simp. Si S € S,, entonces o+ /\Ses wf® g wfs. Por
tanto, o1 (ES) < wf¥(ES) =0y asi S ¢ S,.. Reciprocamente, si S ¢ SJ, entonces
(0 AN aE9)(ES) = o(ES)Naf(ES) = 0N S = 0. Ahora, si T € R-Simp y T no
es isomorfo a S, entonces (o A aE%)(ET) = o(ET) N aE%(ET) = o(ET)N0 =0 en
vista del Lema 1.2.24. Por tanto, o A a£® = 0 por la Proposicién 1.1.11, y entonces
¥ < ot por el Teorema 1.4.3. Luego, 0 # S = oE5(ES) < o (ES), por lo que
SeS,..
Proposicién 1.4.8. Sea S € R-Simp. Entonces (a5%)t = wls.
Dem. Sea S € R-Simp. Primero note que si a£” /\ wf® =0, entonces W’ < (af%)*t
por el Teorema 1.4.3. Por otro lado, si sucede que (af ) (ES) = 0, entonces (a£%)*+ <
wf. Luego, de cumplirse ambas condiciones, se sigue el lema.

Veamos que a5 A wl® = 0. Tenemos que af5 AWl (ES) < wFS(ES) = 0. Ahora, si
T € R-Simp y T no es isomorfo a S, entonces (a£% A wF)(ET) < aE%(ET) =0 en
vista del Lema 1.2.24. Luego, a5 A w(})zs = 0 por la Proposicién 1.1.11.

Veamos que (aE5)L(ES) = 0. Como ags(ES) S # 0, tenemos que S € S,ps. Por
tanto, (a§”)=(ES) = (Ages s wESYES) < wf¥(ES) = 0. Luego, (a£%)* (ES)
0.1

Se puede definir una relacién de equivalencia muy natural entre prerradicales usando
los pseudocomplementos.

Definicién 1.4.9. Dos prerradicales o,7 € R-pr estan relacionados por o~ T si

ol =71t

Observaciéon 1.4.10. ~ es relacion de equivalencia en R-pr. A la clase de equiva-
lencia de o € R-pr se denotard por [o] .

Proposicion 1.4.11. Sean o, 7 € R-pr. Entonces o~ 7 sii S, = S,.
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Dem. Sean 0,7 € R-pr. Suponga que O'NLT y considere S € R-Simp. Por la Proposi-
ciéon 1.4.7, o(ES) # 0 sii 0-(ES) =0 = 7‘ L(ES) sii T(ES) # 0. Por tanto, S, = S;.
Reciprocamente, si Sy = S;, entonces 0 = Agoq wh® = Ngeg w§® = 7+. Por tan-
tO, o~ T. [

Determinemos completamente las clases de equivalencia inducidas por ~ | .
Teorema 1.4.12. Sea o € R-pr. Entonces [0]| = [\ geg, 5%, 0],

Dem. Sea o € R-pr. Si T € [0],, entonces o+t = (¢4)t = (+H)F =7y S, =S,

por la Proposicién 1.4.11, por lo que \/goq af® = Vg ab®. Para cada S € S;

ES ES BS ES ‘
tenemos que 0‘5 < s = 7. Luego, Vigeg as” = Ve, ag” < 7. Ademds,

1+ = o+ por la Proposicién 1.4.6. Por tanto, 7 € [\ gcq, @5, 0],

ba que [o ] C [Vses aES LL} Remprocamente siT e [\/SGS ks Lﬂ entonces

ot = ULLL ( LL) (VSGSU ) /\Ses(, ( ) /\Ses Wo =0 por
las Proposiciones 1.4.6 y 1.4.8. Por tanto, ot =71t es de01r T 6 o], . Esto prueba

que [\/SGS a8, o+4] C [o], . Concluimos que [o], [\/SES ks, J_J_]' -

TT Esto prue-

Para finalizar esta seccion aprovechamos en dar otra relacién de equivalencia en-
tre prerradicales y determinamos las clases de equivalencia como en el caso de los
pseudocomplementos.

Definicién 1.4.13. Sea C' C R-Mod. Dos prerradicales o, 7 € R-pr estdan relaciona-
dos por o~ct si o(M) = 1(M) para cada M € C.

Observacion 1.4.14. Para cada C' C R-Mod, ~¢ es una relacion de equivalencia en
R-pr. A la clase de equivalencia de o € R-pr se denotard por [o].

Proposicién 1.4.15. Sean C' C R-Mod y 0 € R-pr. Entonces

V o A\ w%m] |

MeC MeC

U]C:

Dem. Sean C C R-Mod y ¢ € R-pr. Si o~c7 y M € C, entonces (M

) =
7(M), de modo que a%M) <7< w%M). Luego, V ec Q%M) <7 X Ayec WA{

M)
Reciprocamente, si 7 € [VMGC arny Naree w%M)} entonces o(M') = ozU(M,)(M’) <
(Virec oan) (M) < 7(M') < (Apsec Watar) (M) < wi(yn(M') = o(M') para cada
M’ € C. Por tanto, o(M') = 7(M') para cada M’ € C. Luego, o~c7. B



Capitulo 2

Moédulos inyectivos principales

2.1. Construccion

Como lo indica el titulo de esta seccién, construiremos los denominados maédulos
inyectivos principales. Como consecuencia, podremos refinar la descripcion de los
prerradicales exactos izquierdos de la Proposicién 1.3.2.

Proposicién 2.1.1. Para cada o € R-pei existe un conjunto £, de modulos inyectivos
tal que 0 = Npeg, Woip)-

Dem. Sea ¢ € R-pei. Por la Proposicion 1.3.2 tenemos que wf( ) €8 exacto izquierdo
sobre R para cada E € £y que 0 = A\ e wf(E). Dados F,Q € &, definimos E ~ @)

sii wf( B = wf(Q). Es claro que ~ es relacién de equivalencia. Por el axioma de elec-
cién para conglomerados existe una funcién de eleccién € : €/~ — & que claramente
es inyectiva. Defina la funcién ¢ : €/~ — R-pei dada por z w;((izx)) y observe

que WZ((izx)) = WZ((Z)(y)) sii €(z) ~ €e(y) sii [e(z)] = [e(y)] sii @ = y para cualesquiera

x,y € €/~, por lo que ¢ es inyectiva. Como R-pei es conjunto, la inyectividad de ¢
implica que €/~ es conjunto. A su vez, la inyectividad de € implica que &, = ¢(£/~)
también es conjunto. Es;e conjunto verifica que {wf(E) | E € S}:{wf(E) | E € &}
Por tanto, 0 = Apce, Wy W

Desde ahora, para cada o € R-pei denotaremos con &, a un conjunto fijo de médulos
inyectivos con la propiedad de la Proposicion 2.1.1.

Proposicién 2.1.2. Para cada o € R-pei existe un mddulo inyectivo E, tal que
o= wf(‘j%). De hecho, esto se cumple para cada modulo inyectivo E, que contenga un

copia isomorfa de cada E € &,.

Dem. Sean o € R-pei y E, un médulo inyectivo que contenga un copia isomorfa de
cada B € &,. Por ejemplo, podemos tomar B, = [[5ce E 0 B, = E(@pee ). Si
E € &,, entonces E, 2 E@ Q para algin Q € £, de modo que wf("Ea) = wf(gaé? Q=

wf(%%a(@ = wf(E) A wg(Q) < wEE) por las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.26. Por tanto,

a(

31
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Ed E — Eo 3 — EU
Wy (k) < /\Eesa Wop) = O Como o =< Wy (g, concluimos que o = Wy () [ |

Desde ahora, para cada o € R-pei denotaremos con F, a [] pee, By lo considerare-
mos como el modulo inyectivo canénico que satisface la propiedad de la Proposicion
2.1.2. Ahora llegamos a la definicién principal de este capitulo.

Definicién 2.1.3. Un mddulo inyectivo E es llamado modulo inyectivo principal si
o= wf(E) para cada o € R-pei.

Teorema 2.1.4. R-Mod tiene mddulos inyectivos principales. De hecho, si E es un
mddulo inyectivo que contiene una copia isomorfa de E, para cada o € R-pei, enton-
ces E es un modulo inyectivo principal.

Dem. Sea E un médulo inyectivo que contiene una copia isomorfa de E, para cada

o € R-pei. Por ejemplo, podemos tomar F = HUGR-pel E,oFE = E(@UGR—peiEa) ya

que R-pei es un conjunto. Si o € R-pei, entonces F = E, @ Q@ para algin Q € &, de
E _ EU @Q S EU @Q EU Eo’ —

modo que WoB) = Yol ©0) = Yol )@a(Q) W, )/\w @ S W (E) = o por las

Proposiciones 1.2.4 y 1.2.26. Como o < wZ o () , obtenemos que o = w¥ o () . Concluimos

que E es un médulo inyectivo principal. Il

Hay abundancia de modulos inyectivos principales en R-Mod, como la siguiente Pro-
posicion muestra.

Proposicién 2.1.5. Sea E un mddulo inyectivo principal. Si E es un médulo myec-
tivo que contiene una copia isomorfa de E, entonces E es modulo inyectivo principal.

Dem. Sean £ un médulo inyectivo principal y E un médulo inyectivo que contiene

una copia isomorfa de E. Entonces F = E@Q para algun Q € &£.5i 0 € Rpei,
E EPQ EPQ

entonces w o)~ Yo EDQ) = WoB D®o@ = ( )/\w @ = w? o(B) = = o por las Propo-
siciones 1.2.4 y 1.2.26. Como o < wf(é) obtenemos que o = wf(é). Concluimos que

E es médulo inyectivo principal. B

Sea Ey = E(Dgep-gimp®)- Sabemos que Ey es un cogenerador inyectivo de R-Mod.
Podemos construir un médulo inyectivo principal a partir de Ej de la siguiente forma.

Proposicién 2.1.6. Sea E un mddulo inyectivo principal y k = {E. Entonces (Ey)"
es un modulo inyectivo principal.

Dem. Sean £ un médulo inyectivo principal y k = $£. Si 0 # = € E, K, < Rz es
méximo (existe pues 0 # Rz es finitamente generado) y f, € Hompg(Rx, Ey) estd
dada por la composicién Rx 5 ﬁ—j < E, entonces existe f, € Homg(E, Ep) tal
que f, [r, = fo por ser Ey inyectivo. Ademds, note que f.(x) # 0. Defina fy = 0 €
Hompg(F, Ey). Entonces la familia {f,}, 5 induce f = ®,cpfe € Homg(E, (Eo)")
por la propiedad universal del producto. Observe que f es monomorfismo, pues si
r# 0y m,: (EO)E — FEj es la proyeccion candnica en la coordenada z, entonces
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7o f(x) = fo(z) # 0, es decir, f(x) # 0. Claramente (Fy)" = (EO)E7 por lo que (Ep)"

es un moédulo inyectivo principal en vista de la Proposicién 2.1.5. B

En los ejemplos 4.1, 4.2 y 4.3 del tdltimo capitulo se intenta responder la siguien-
te pregunta:

Dado el anillo R, s existe alguna relacién entre el minimo cardinal Ky tal que (Ep)™

es un modulo inyectivo principal y el minimo cardinal ko tal que existe un monomor-
fismo R < (Ey)™ ¢

Un andlisis de cada caso muestra que no existe una relacién aparente entre esos
cardinales. Ahora describiremos al mdédulo inyectivo principal canénico de R-Mod
para R neteriano o artiniano.

Caso neteriano.

Proposicién 2.1.7. Sea R anillo neteriano. Entonces todo médulo inyectivo se des-
compone como suma directa de modulos inyectivos inescindibles.

Corolario 2.1.8. Sea R anillo neteriano. 51 £ € £, entonces £ = @QESQ(”Q) para
alguna familia de cardinales {K,Q}Qeg. |

Teorema 2.1.9. Sea R anillo neteriano. Entonces @QeSQ es un modulo inyectivo
principal.

Dem. Sea o € R-pei. Por la Proposicién 2.1.2, existe £, € £ tal que o0 = wf("Eo). Como

R es neteriano, existe una familia de cardinales {rq} s tal que E, = @QESQ(NQ)
por el Corolario 2.1.8. Entonces

(rQ) (rQ)
Es @QESQ Q@ @Qng "Q Q(KQ)
oc=w = =w
o(Es) g(@QegQWm) @QGEUQ Q) /\ o (QrQ))
(HQ) Q eaQesQ
= /\ Q) /\ /\W /\ Yo T YBgeso(@)
Qeé Q€€ KQ Qcé
_ EBQESQ
o(Doee®)

en vista de las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.26. Concluimos que @QESQ es un modulo
inyectivo principal. B

Caso artiniano.

Teorema 2.1.10. Sea R anillo artiniano. Entonces todo mddulo inyectivo se des-
compone como suma directa de cdpsulas inyectivas de modulos simples.

Corolario 2.1.11. Sea R anillo artiniano. Si E € &, entonces E = @SeR_SimpES(”S)
para alguna familia de cardinales {ks}gcp-gimp -
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Proposicion 2.1.12. Sea R anillo artiniano. Entonces @SeR—SimpES es un modulo
inyectivo principal.

Dem. Sea o0 € R-pei. Por la Proposicion 2.1.2, existe £, € £ tal que o0 = wf(”E )-
.. . . . 2
Como R es artiniano, existe una familia de cardinales {xg}g¢, R-Simp tal que E, =
(ks) :
Dser-simp S’ por el Coroloario 2.1.11. Entonces
o= wEo‘ — @SER—Simp S(KS) — @SER-Simp ES(KS) — /\ ES(NS)
U(EJ) U(@SER‘Simp S(K‘S)) @SGR—Simp U(ES(NS)) O—(ES(KS))
S€R-Simp
_ ES(ES) /\ /\ ES /\ ES _  Dsen-simp ES
= /\ WoBS)rs) = Wo(ES) = “Yo(BS) T YD posimp o(ES)
SeR-Simp SeER-Simp kg SeR-Simp
o GBSGR—Simp ES
U(®SER—Simp ES)
en vista de las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.26. Concluimos que Pgcp gimpES €s un

modulo inyectivo principal. B

2.2. Propiedades

Es notable que todo médulo inyectivo principal contiene una copia isomorfa de la
capsula inyectiva de cada moddulo simple, y en consecuencia que sea cogenerador
inyectivo de R-Mod. Sin embargo, antes de poder demostrar estas propiedades se
necesita probar primero que la capsula inyectiva de todo simple es finitamente coge-
nerada y que los médulos uniformes contenidos isomoérficamente en una suma directa
estan necesariamente contenidos isomérficamente en un sumando directo.

Proposicién 2.2.1. Sea M € R-Mod. Si Zoc(M) es finitamente generado y esencial
en M, entonces M es finitamente cogenerado.

Dem. Sea {N,},.; C Subr(M) tal que (),c; No = 0. Observe que N, N Zoc(M) <
Zoc(M) para cada o € I. Ademas, (,c; (N, N Zoc(M)) = ((V;e; Na) N Zoc(M) = 0.
Por hipétesis, Zoc(M) es finitamente generado, y como es semisimple, también es
finitamente cogenerado. Por tanto, existe J C [ finito tal que (), (N, N Zoc(M)) =
0. Luego, (Naes No) N Zoc(M) = 0, y como Zoc(M)<.M, entonces (,; Na = 0.
Por tanto, M es finitamente cogenerado. M

Corolario 2.2.2. Sea S € R-Simp. Entonces ES es finitamente cogenerado.

Dem. Claramente S es finitamente generado y S<.ES. Por el Lema 1.2.23, S es el
unico simple que estd contenido en ES, por lo que S = Zoc(ES). En vista de la
Proposicién 2.2.1, ES es finitamente cogenerado. Ml

Proposicién 2.2.3. Sean U € R-Mod uniforme y {M;},., € R-Mod. Si f : U —
@.c M es un monomorfismo, entonces existe i € I tal que m f es monomorfismo,
donde T; : @ieIMi — M; es la proyeccion canonica en la coordenada 1.
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Dem. Sean U € R-Mod uniforme, {M;},., € R-Mod y f: U — @,
morfismo. Si I tiene un sélo elemento, la Proposicién se sigue. Asuma ahora que [
tiene dos elementos. Suponga sin pérdida de generalidad que U < M; @ M, y sean
op = m |u, 0o = m |y, donde m : My @ My — My y my : My @ My — M, son
las proyecciones canodnicas en la primera y segunda coordenada, respectivamente. Si
ni o1 ni o9 son monomorfismos, entonces kero; # 0 # keros. Como U es uniforme,
kercy N keroy # 0. Luego, si 0 # u € keroy N keros, entonces 71 (u) = 0 = mo(u), es
decir, u = 0. Esto no puede ser, y en consecuencia, o; 0 03 es un monomorfismo. Por
induccion, la Proposicién se sigue para [ finito.

M, un mono-

Caso general:

Suponga sin pérdida de generalidad que U < @ZeIM ysean 0 Fue Uy J={acl

| ma(u) # 0}. Entonces J es finito no vacio y @, M; = (D, M;) D(Dicr-,M:)-
Defina oy = p; [y y 02 = p2 [v, donde p; : @, M; = (@jeJMj) DD, M) LN
D,csM;y p2: Bic;Mi = (D, M) D(Dics, Mi) 2 @,y M; son la composicién
del isomorfismo = con las proyecciones candnicas en la primera y segunda coorde-
nada, respectivamente. Por la definicién de J, tenemos que o9(u) = 0, es decir, que
keros # 0. Suponga que keroy # 0. Como U es uniforme, keroy N keroy # 0. Luego,
si 0 # u' € keroy N kerosy, entonces m(u') = 0 = me(u), es decir, v’ = 0. Esto no
puede ser, y en consecuencia, kerc,; = 0. Por tanto, o; es un monomorfismo. Por el
caso finito se sigue el caso general. B

Proposicién 2.2.4. Sean E un mddulo inyectivo principal y S € R-Simp. Entonces
existe un monomorfismo ES — FE.

Dem. Sean E un médulo inyectivo principal y S € R-Simp. Como wF® € R-pei,

entonces wt® = wf S () Por tanto, wf¥(ES) < w¥ WES (B (ES) = wl (ES) =0,y en

consecuencia, wy (ES) 0. Por otro lado, la famlha { I} feHomp(Es,B) nduce ¢ =

® tettomp(es.i)) € Homg(ES, EMomr(ESE)Y por la propiedad universal del producto.

Observe que ¢ es monomorfismo por ser kery = ﬂfeHomR(E&E kerf = wy (ES) =0.

Ya que ES es finitamente cogenerado por el Corolario 2.2.2, se sigue que ES < EX
para algin X C Homp(ES, E) finito. También sabemos que ES es uniforme por la
Proposicién 1.2.23, por lo que ES < E en vista de la Proposicion 2.2.3. B

Corolario 2.2.5. Cada maddulo inyectivo principal es cogenerador de R-Mod.

Dem. Por la Proposicién 2.2.4, ES < E para cada S € R-Simp . En particular,
S < E para cada S € R-Simp, por lo que Decn- SlmpS < F. Como E es inyectivo,
Ey — E y se sigue el corolario. B

Lo siguiente es una caracterizaciéon de una clase de anillos en términos de mddulos
inyectivos principales.

Teorema 2.2.6. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:
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i) Todo mddulo no cero contiene un submaodulo uniforme.

i1) Todo modulo inyectivo es la cdpsula inyectiva de una suma directa de submddulos
uniformes.

iii) Todo mddulo inyectivo principal es la cdpsula inyectiva de una suma directa de
submodulos uniformes.

Dem. Considere un anillo R.

i) = i) Suponga que todo médulo no cero contiene un submédulo uniforme. Sean
E un modulo inyectivo y F el conjunto de familias independientes consistentes de
submodulos uniformes de E. Por hipdtesis, E tiene un submodulo uniforme, por lo
que F # (). Considere ahora el orden parcial C en F. Dada una cadena {I,}ac; C F,

es claro que (J, ., Io € F, por lo que F tiene un elemento maximo I gracias al Lema

de Zorn. Si sucede que @, U< L, entonces £ es la cdpsula inyectiva de @,,.,U y la
implicaciéon queda demostrada. Veamos que esa condicién se cumple. Sea 0 # N < E
y suponga que (P, ., U) N N = 0. Por hipétesis, existe U’ < N uniforme. Como
UntU’ < (@UGIU) NN = 0 para cada U € I, tenemos que I U{U’'} € F. Esto no

puede ser ya que I es maximo en F. Por tanto, (,.,U) NN # 0. Concluimos que
Do U< E.

i1) = iii) Claro.

i1i) = 1) Suponga que todo médulo inyectivo principal es la cdpsula inyectiva de
una suma directa de submddulos uniformes. Sean E un médulo inyectivo principal y
0 # M € R-Mod. Sabemos que E = EHoma(EME) también es un médulo inyectivo
principal en vista de la Proposicién 2.1.5. Entonces existe una familia independiente I
consistente de submédulos uniformes de E tal que E = E(@,;U). Como wi™ € R-
(E)(EM) = w(j)EM(EM) =

0, y en consecuencia, w(EM) = 0. Por otro lado, la familia {} reromp(em, ) -

: EM _ , E E E
pei, entonces wy" = wwOEM(E)' Por tanto, wy (EM) < wwng

duce p = ®f€HomR(EM7E)f € Homg(EM, E) por la propiedad universal del pro-
ducto. Observe que ¢ es un monomorfismo por ser kerp = ) feHomp(EM,E) Fer f=

wF(EM) = 0. Asf pues, considere M’ la imdgen de M bajo el monomorfismo M <
EM & E = E@u,U) y N = M' 0 (@yc,U). Como 0 # M' < E(@y,U) v
@UGIUgeE(@UelU), entonces N # 0. Para cada 0 # = € N, defina Sop(x)={
U € I|my(z) # 0} y note que Sop(x) es finito no vacio y & = 3 e g, T ().
Sean n = mingzzen(Sop(x)) v 0 # y € N tal que §Sop(y) = n. De este modo,
Sop(y) = {U;}, para algunos Uy, Uy, ..., U, € I. Veamos que ann(y) = ann(my,(y))
para cada i €{1,2,....,n}. Sea r € ann(y) e ¢ € {1,2,...,n}. Entonces 0 = ry =
TZ?:I WUi(y) = Z?:l Tﬂ-Uz’<y)' Luego, 0 = 7TUi<0) = WUi(Z?:l TWUi(:U)) = Tﬂ-Ui(y)7
es decir, 7 € ann(my,(y)). Esto prueba que ann(y) C ann(my,(y)) para cada i €
{1,2,...,n}. Reciprocamente, sea r € ann(my,(y)) para algin ¢ € {1,2,...,n} y su-
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ponga que r ¢ ann(y). Entonces 0 # ry € N. Si U € Sop(ry), tenemos que
rry(y) = my(ry) # 0. Por ello, my(y) # 0, es decir, U € Sop(y). De aqui que
Sop(ry) C Sop(y). Usemos esto para hallar una contradicciéon. Como r € ann(my,(y)),
my,(ry) = oy, (y) = 0, por lo que U; € Sop(y)-Sop(ry). Luego, Sop(ry) € Sop(y),
y en consecuencia, #Sop(ry) < #Sop(y) = n. Esto no es posible por cémo se eli-
gié a n, de donde r € ann(y). Por tanto, ann(my,(y)) C ann(y). Se sigue que
ann(y) = ann(my,(y)) para cada ¢ €{ 1,2,...,n}. En particular, por ser 1 < n,
Ry = Blann(y) = Blann(zu,(v)) = Rmy,(y) < U;. Como U; es uniforme, lo anterior
implica que Ry es uniforme en M’. Concluimos que M también tiene un submodulo
uniforme. W

Como ejemplo, tenemos que todo anillo uniserial satisface las condiciones equiva-
lentes del Teorema 2.2.6.

2.3. Submodulos totalmente invariantes

En esta seccion damos a R-pei la estructura de reticula y encontramos un isomorfis-
mo reticular entre esta y la reticula de los submodulos totalmente invariantes de un
modulo inyectivo principal arbitrario. También abordamos la cuestion de como des-
cribir explicitamente esta tltima reticula cuando se posee informacién sobre el anillo.

Atendiendo la primera tarea de esta seccién, recordemos que en R-pr introducimos
la operacion infimo y supremo para obtener la estructura de reticula. En el caso de
R-pei se hara lo mismo, y de hecho, la operacién infimo también nos servira para ello.
No obstante, la operacién supremo de R-pr no sirve del todo. Por ello introducimos
una ligera variacion de esta operacion en R-pei.

Definicién 2.3.1. Para cualesquzem 0,7 € R-pei, la operacion supremo de R-pei
denotada por V es descrita por oNT = 7 V T.

Proposicién 2.3.2. (R-pei,<,A,V) es una reticula.

Dem. Ya sabemos que R-pei es un conjunto parcialmente ordenado por <. Dados
0,7 € R-pei, tenemos que o A 7 € R-pei por la Proposicién 1.3.1 y que oV1 € R-
pei por la Proposicién 1.1.25. Ademas, es claro que inf{o,7}=0 A 7. Por otro lado,
o(M),T(M) < o(M)+7(M) <o(M)+7(M) = (c(EM)NM)+ (r(EM)N M) <
(c(EM) +7(EM)NM = (o V7)(EM)NM = (¢ V1)(M) = (6V7)(M) para cada
M € R-Mod, por lo que oV es cota superior de o y 7 en R-pei. Ahora, si ne R-pei
es tal que 0,7 < 71, entonces o V 7 < 1. Por la Proposicién 1.1.25, oV = o TNV T < 7.
Esto prueba que sup{o,7} = oVr. B

Es una suerte que la intersecciéon y la suma de submoédulos totalmente invariantes de
un moédulo dado sea totalmente invariante también. De hecho, hacen de este conjunto
una subreticula de la reticula de submoddulos del médulo dado. Demos la siguiente
notacién util.
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Definicién 2.3.3. Sea M € R-Mod. Definimos Sy;(M) como el conjunto de submddu-
los totalmente invariantes de M.

Observacion 2.3.4. Si;(R) es el conjunto de ideales de R por el Corolario 1.2.8.
Proposicién 2.3.5. Sea M € R-Mod. Entonces (Sy;(M),<,N,+) es una reticula.

Dem. Directo de la Proposicion 1.2.7. B

Lo que pretendemos demostrar es que las reticulas de prerradicales exactos izquierdos
y la reticula de submdédulos totalmente invariantes de un médulo inyectivo principal
son isomorfas. Para ello, probemos primero un lema.

Lema 2.3.6. Sea ¢ una funcion biyectiva definida entre reticulas. Si tanto ¢ como
su 1nversa preservan el orden, entonces @ es un isomorfismo de reticulas. Si tanto ¢
como su inversa lo invierten, entonces ¢ es un anti-isomorfismo de reticulas.

Dem. Sea ¢ una funcién biyectiva definida entre las reticulas (X ,<,A,V) y (Y, <,N,+)
y suponga que tanto ¢ como su inversa preservan el orden. Entonces:

a,be X =aAb<a,b

@
inAw p(a) Ne(d) < w@%ﬂ@
= aAb< o 1(w(a) Neb) < a
=aAb< go_l(gp(a) Neb)) < a/\b
= aAb= ¢ '(p(a) N (b))

= planb) = pla) Np(b)

Es claro que se puede demostrar lo analogo para V. Luego, ¢ es morfismo de reticulas,
y al ser biyectivo, es automaticamente un isomorfismo de reticulas. El caso en que ¢
y su inversa invierten el orden se trata con la misma técnica. B

Teorema 2.3.7. Sea E un modulo inyectivo principal. La siguiente correspondencia
es un isomorfismo de reticulas:

(Su(E),<,N,4) ¢ (R-pei, <, A, V)
L
o(E) " o

En particular, £S,;(E) = $R-pei.
Dem. Sea E un médulo inyectivo principal y defina las siguientes funciones:

@ : R—pei — :th(E) 2/1 : Stz(E) —>7R—pei
o o(E) Y N — ¥

Entonces pi(N) = @(¢(N)) = owk) = WE(E) = N = Ids,,p)(N) para cada
N € Su(F), y como E es un médulo inyectivo principal, ¥p(o) = ¥(p(0)) =
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Y(o(E)) = WE(E) = 0 = Idp-pei(0) para cada o € R-pei. Lo anterior prueba que
¢ vy ¥ son funciones inversas una de la otra, es decir, que ¢ es una funcién biyectiva
y 1 es su inversa. Ahora, sean 0,7 € R-pei y N,M € S,(FE). Si 0 < 7, entonces
(o) =0(E) < 7(E) = ¢(r), y si N < M, entonces (N) = wh < wl = ¢(M). Por
tanto, ¢ y ¢ preservan el orden. Por el Lema 2.3.6, ¢ es un isomorfismo de reticu-
las. Concluimos que las reticulas (S;(E),<,N,+) y (R-pei,<,A,V) son isomorfas. En

particular, 1S;;(E) = fR-pei. B

Corolario 2.3.8. Sea E un mddulo inyectivo principal. Entonces 8S;;(E) < 4S(F)
para cada modulo inyectivo E.

Dem. Sean E un médulo inyectivo principal y £ un médulo inyectivo. La funcién
Yg : Su(E) — R-pei dada por ¥g(N) = wk para cada N € Sy;(F) es inyectiva, pues
la funcién ¢p : R-pei — Syu(F) dada por pr(c) = o(FE) para cada o € R-pei es
su invera izquierda (ver la prueba del Teorema 2.3.7 y notar que se prueba que ¢
es la inversa izquierda de v sin usar que £ es un médulo inyectivo principal). Por
tanto, 45, (E) < f#R-pei, y como fR-pei = #S,(F) por el Teorema 2.3.7, entonces
156(E) < 154(E). B

Cuando el anillo R es artiniano, los submdédulos totalmente invariantes de un médulo
inyectivo principal estan en correspondencia uno a uno con los ideales de R. M&s aun
se puede decir, tal correspondencia es un anti-isomorfismo entre las reticulas respec-
tivas y también es explicita, por lo que hay una manera de calcular los primeros o los
segundos, seglin sea el caso. Requerimos unos lemas primero.

Lema 2.3.9. Sean E un médulo inyectivo principal y K<, E. Si M € ']Tw};;, entonces
Ann(K)M = 0.

Dem. Sean £ un médulo inyectivo principal, K<, FE vy M € T%E(. Entonces

Ann(K)M = Amn(K)wi (M) = Ann(K)( () f 1K)

feHompr(M,E)

fEHomp(M,E)
La pentltima igualdad se debe a que 0 es un prerradical exacto izquierdo. l

Lema 2.3.10. Sean R anillo artiniano, E un mddulo inyectivo principal y K<,E.
Entonces wk = oyann(i)), 0 equivalentemente, ﬁwg = n(Ann(K)).

Dem. Sean R anillo artiniano, E un médulo inyectivo principal v K'<;;E. Recuerde
que wk es exacto izquierdo sobre R, por lo que ﬁwlg{ es un filtro lineal en R gracias

al Teorema 1.1.34. Probaremos que ﬁwg = n(Ann(K)) por contenciones.
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C. Sea I € Z_;. Entonces ¥ € T_5, de modo que Ann(K)% = 0 en vista del
K K

S
Lema 2.3.9. Por tanto, Ann(K) < I, y entonces I € n(Ann(K)).

D. Basta ver que Ann(K) € .Z,_z. Por el Teorema 1.1.34, se sigue que K = wE(E) =

E
_ _ WK
0% 5 (E)={x € E | ann(x) € ﬁwg}, de modo que ann(x) € ffwlg para cada x € K.

K
Como R es artiniano, tenemos que R-pei = R-jans por la Proposicién 1.1.40. En

particular, wf es jansiano, o equivalentemente, .Z, 5 es cerrada bajo intersecciones
K

arbitrarias por la Proposicion 1.1.39. De aqui que Ann(K) = (), ann(x) € ?wg.

Concluimos la igualdad buscada. La equivalencia se sigue inmediatamente del Teore-
ma 1.1.34. B

Definicién 2.3.11. Sean M € R-Mod e I < R. Definimos Anny(I) ={z € M |
Iz =0}.

Lema 2.3.12. Sean M € R-Mod e I un ideal de R. Entonces oy,y(M) = Annp(I).

Dem. Sean M € R-Mod e I un ideal de R. Considere el filtro lineal n(I) y su
prerradical asociado o). Si @ € M, entonces x € o, (M) ={z € M | ann(z) €
n(I)} sii ann(x) € n(I) sii I < ann(x) ={r e R | re =0} sii Jr = 0sii z €{x € M |
Iz = 0}= Anny(I). Concluimos que o,y (M) = Anny /(7). B

Teorema 2.3.13. Sean R anillo artiniano y E un médulo inyectivo principal. Enton-
ces las reticulas (Su(R),<,N,+) y (Su(E),<,N,+) son anti-isomorfas. En particular,
(Su(F),<,N,+) es una reticula neteriana.

Dem. Sean R anillo artiniano y £ un médulo inyectivo principal y defina las siguientes
funciones: _ _
I — Anng(I) ¥ K — Ann(K)

Si I es un ideal de R, entonces 0,5y (E) = Anng(I) por el Lema 2.3.12, de modo que
Anng(I) es un submédulo totalmente invariante de E. Por otra parte, es bien sabido
que el anulador de cualquier R-mddulo es un ideal de R. Por tanto, ambas asignacio-
nes estan bien definidas. Sea K<, E. Entonces w = 0,ann(x)) por el Lema 2.3.10 y
Anng(Ann(K)) = 0p(ann(k))(£) por el Lema 2.3.12. Luego, ¢ (K) = p(Ann(K)) =
Anng(Ann(K)) = opam)(B) = wi(E) = K = Ids,, 5 (K). Conversamente, sca
I ideal de R. Entonces n(I) es un filtro lineal. Luego, o,y € R-pei por el Teorema
1.1.34, y como E es un médulo inyectivo principal, se sigue que Tp1) = wfn 0(B) En
particular, los filtros lineales asociados a o) y wfﬁ 0(B) coinciden. En nuestro caso, es
posible dar una descripcién més explicita de esos filtros: (1) = ﬁgn( ;, por el Teorema

1134y Z 65 = n(Ann(oyn(E))) = n(Ann(Anng(l))) por los Lemas 2.3.10 y
o (I)(E)

2.3.12, respegtivamente. Luego, n(I) = %, , = Z e _ = n(Ann(Anng(I))). De

7n(1)(E)

(1) w
esta igualdad entre filtros es facil verificar que I = Ann(Anng(I)). Por tanto, ¥ p(I) =
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Y(Anng(I)) = Ann(Anng(I)) = I = Idg,,(r)(I). Hemos probado que ¢ y 9 son fun-
ciones inversas una de la otra, es decir, que ¢ es una funcién biyectiva y ¢ es su inversa.
Ahora, sean I,J € Si;(R) y N,K € Su(E). Si I < J, entonces o(J) = Anng(J) <
Anng(I) = ¢(I),ysi N < K, entonces (K) = Ann(K) < Ann(N) = (N). Se sigue
que ¢ y v invierten el orden. Por el Lema 2.3.6, ¢ es un anti-isomorfismo de reticu-
las. Concluimos que las retfculas (S (R),<,N,+) v (Su(E),<,N,+) son anti-isomorfas.
Note que por ser R artiniano, tenemos que (S (R),<,N,+) es una reticula artiniana.
Luego, a causa del anti-isomorfismo, (S;;(E),<,N,+) es una reticula neteriana.

2.4. Mobdulos inyectivos principales y filtraciones
en R-pei

Hay una forma natural de definir la dimensién de un médulo en términos de pre-
rradicales. En nuestro contexto, esta definicién se refina bastante al restringirnos a
los prerradicales exactos izquierdos. Para tal fin es necesario definir las denominadas
filtraciones en R-pei.

Definicién 2.4.1. Una filtracion en R-pei es una familia de prerradicales exactos
izquierdos {Ta Yacor tal que si o, B € Or y o < B, entonces T, < Tp.

Definicién 2.4.2. Sean M € R-Mod y F = {74 }acor una filtracion en R-pei. Deci-
mos que M tiene F-dimension h si h es un ordinal que satisface M € T,, y para cada
ordinal i tal que i < h, se tiene que M ¢ T,.. En este caso escribimos Fdim(M) = h.
Si M ¢ T, para todo ordinal i, decimos que M no tiene F-dimension. El anillo R

tiene F-dimension h si el modulo rR tiene F-dimension h y en este caso también
escribimos F dim(R) = h.

La siguiente caracterizacion de anillos con F-dimension h es una sencilla traduccién
de definiciones y aplicacion de propiedades bien conocidas de los prerradicales.

Proposicién 2.4.3. Sea F = {7,}acor una filtracion en R-pei. Entonces R tiene
F-dimension h sii 7, = 1 y h es el menor ordinal con esa propiedad.

Dem. Sea F = {7, }acor una filtracién en R-pei. Entonces:

Fdim(R) =h < Re T, y R ¢ T,, para cada ordinal ¢ tal que i < h
< m(R) = Ry 7;(R) # R para cada ordinal i tal que i < h
< 1, =1y 7, # 1 para cada ordinal i tal que i < h (Prop. 1.1.12)

< 7, = 1y h es el menor ordinal con esa propiedad. B

Ahora damos una caracterizacion de anillos con F-dimensién A en términos de médu-
los inyectivos principales.

Teorema 2.4.4. Sean F = {7, }acor una filtracion en R-pei y E un médulo inyectivo
principal. Entonces R tiene F-dimension h sit E tiene F-dimension h.
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Dem. Sean F = {7,}aco, una filtracién en R-pei y E un médulo inyectivo principal.
Si Fdim(R) = h, entonces 7, = 1 y h es el menor ordinal con esa propiedad por la
Proposicién 2.4.3. En particular, 7,,(F) = E, es decir, E € T,, . Por otro lado, como E
es un moédulo inyectivo principal y F C R-pei, entonces 7; = wf; () Para cada i < h.
Suponga que 7;(E) = E para algtin i < h. Entonces 7; = WE(E) = wg
no puede ser, dado que h es el menor ordinal tal que 7, = 1. Por tanto, 7;(E) # E.
Luego, E ¢ T, para cada i < h. Concluimos que Fdim(E) = h. Reciprocamente,
si Fdim(E) = h, entonces E € T,, y E ¢ T,, para cada i < h, o equivalentemente,
m(E) = E'y 7,(E) # FE para cada i < h. Por otro lado, como E es un médulo inyecti-
vo principal y F C R-pei, entonces 75, = = wf = 1. En particular, 7,(R) = R,

=1, lo cual

E
w —

Th(E) _ z
es decir, R € T,,. Ahora, si i < h, entonces 7; # 1 en vista de que 7;(E) # E, o lo que
es lo mismo, R ¢ T,, por la Proposicién 1.1.12. Por tanto, R ¢ T, para cada ¢ < h.
Concluimos que Fdim(R) = h. B

Aplicaremos los resultados anteriores para caracterizar una clase de anillos mediante
los médulos inyectivos principales. Primero que nada, construimos la filtracién de
Loewy y daremos las definiciones de sucesion de Loewy y longitud de Loewy de un
modulo dado, asi como la de mdédulo semiartiniano.

Definicién 2.4.5. Definimos Zocy = 0, Zoca1 = (Zoc, : Zoc) para cada ordinal o
y Zoca = \/ 5., Zocg si a es un ordinal limite.

Observacién 2.4.6. Zoc; = Zoc y si o, € Or son tales que a < 3, entonces
Zoc, < Zocg.

Proposicién 2.4.7. L = {Zoc,}
filtracion de Loewy.

acor €5 una filtracion en R-pei. L es llamada la

Dem. Por induccién transfinita probaremos que Zoc, € R-pei para cada o € Or. Ya
sabemos que Zocy = 0 es exacto izquierdo sobre R. Suponga entonces que Zoc, es
exacto izquierdo sobre R para algin ordinal a. Si M € R-Mod y N < M, entonces

Zocar1(N) N B M N

Zoca(N) ZOC(ZOCQ(N)) B ZOC(Zoca(N)) " Zocy(N)
_ Zoca1 (M) N  Zoceq(M)NN
~ Zoco(N)  Zocy(N) Zocy(N)

Luego, Zoca+1(N) = Zocer1(M)NN. Por tanto, Zoc,,1 es exacto izquierdo sobre R.
Ahora, suponga que « es ordinal limite y que Zocs es exacto izquierdo sobre R para
cada B < a. Si M € R-Mod y N < M, entonces

Zoco(N) = (\/ Zocs)(N) =Y Zocs(N) = ] Zocsg(N) = | J (Zocy(M) N N)

B<a B<a B<a B<a
= (| Zocs(M)) "N = (> Zocs(M)) NN = (\/ Zocg)(M)N N
B<a B<a B<a

= Zoc,(M) N N.
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Por tanto, Zoc, es exacto izquierdo sobre R. Por el Principio de Induccién Transfinita
concluimos que Zoc, € R-pei para cada o € Or. Por la Observacién 2.4.6, es claro
que esta familia es una filtracién en R-pei. B

Definicién 2.4.8. Sea M € R-Mod. Definimos la sucesion de Loewy de M como la
siguiente cadena de submodulos de M :

0< Zoc(M) < Zocag(M) < -+ < Zoco (M) < ... (a € Or).

Como la coleccion de submodulos de M es un conjunto, entonces existe un minimo
ordinal en el que la sucesion de Loewy de M se estaciona. Definimos (M) como ese
ordinal y lo llamamos la longitud de Loewy de M. Decimos que M es semiartiniano
st Zocyy(M) = M.

Proposicién 2.4.9. Sea M € R-Mod. Entonces M es semiartiniano sii Ldim(M) =
V(M).

Dem. Sea M € R-Mod semiartiniano. Entonces Zocy)(M) = M, es decir, M €
T Zoc, n,- Sea @ un ordinal tal que i < v(M) y suponga que M € Ty,.,. Dado § > i,
tenemos que M = Zoc;(M) < Zocs(M) < M. Por tanto, Zoc;(M) = Zocs(M) para
cada ¢ > 1. Esto prueba que la sucesién de Loewy de M se estaciona en 7, lo cual no
puede ser, en vista de la definicién de y(M). Luego, M ¢ Ty, para cada i < (M),
y en consecuencia, Ldim(M) = v(M). El reciproco es claro. B

Teorema 2.4.10. Sea E un modulo inyectivo principal. Entonces R es anillo semi-
artiniano s E es semiartiniano.

Dem. Sea E un médulo inyectivo principal. Suponga primero que R es anillo semi-
artiniano. Entonces £dim(R) = «(R) por la Proposicién 2.4.9, y en consecuencia,
Ldim(E) = v(R) por el Teorema 2.4.4. En particular, Zoc,r(E) = E. Veamos
que Zoc,5)(E) = E. Si 7(E) < v(R), entonces Zoc,g)(E) < Zocyr)(E). Luego,
Zocypy(E) = Zocyry(E) = E en vista de la definicién de y(E). Si v(R) < v(£),
entonces & = Zocy(r)(E) < Zocy)(E) < E, y por tanto, Zoc,g)(E) = E. En cual-
quier caso se tiene Zoc. p)(E) = E, por lo que E es semiartiniano. Reciprocamente,
suponga que FE es semiartiniano. Probaremos primero que Zoc,r) = 1. Para esto,
asuma que Zocy(g) < 1. Como E es un médulo inyectivo principal y Z ocyg) € R-pei,

entonces Zoc.g) (5)- Recuerde que E es semiartiniano si Zoc, gz (E) = E.

_ B
~ “oc, )
Por tanto, _ZOCW(E) = w§067(§)(E) —
Y(R) < v(F). De la definicién de y(R), tenemos que Zocyg)(R) = Zocs(R) para cada
§ = vy(R). En particular, Zoc,gr)(R) = Zoc,g)(RR) = 1(R) = R, y asi, Zocyr) = 1,
lo cual es contrario a lo que asumimos. Asi pues, Zoc,ry = 1. Consecuentemente,
Zocyr)(R) = R, y esto es precisamente que R sea anillo semiartiniano. l

wg = 1. Luego, Zocy(r) < 1 = Zoc, (g, y entonces
(



Capitulo 3

Prerradicales basicos

3.1. La particion de R-pr inducida por ~¢

En esta seccion se estudiara la relacién de equivalencia ~¢ en R-pr aplicando los
resultados de la seccion 1.4. Recuerde que para cada o € R-pr denotamos con o al
prerradical sobre R que se calcula en un R-médulo M como ¢(M) =o(EM)NM y
que es el menor prerradical exacto izquierdo sobre R que es mayor o igual a o por la
Proposicién 1.1.25.

Proposicién 3.1.1. Sea o € R-pr. Entonces [0]g = |V pee 025y, Npee Whim) |-

Dem. Directo de la Proposiciéon 1.4.15.

Observaciéon 3.1.2. A o], =V e ozf(E) €lole yVliole = Nges wf(E) € o],
Proposicién 3.1.3. Sean 0,7 € R-pr. Entonces 0 = T sii o~gT.

Dem. Sean 0,7 € R-pr. Suponga primero que 0 = 7. Si £/ € &, entonces o(E') =
o(EYNE = o(EE)NE = 5E') = #(E') = 7(EE) N E' = 7(E'YNE' = 7(E").
Como E’ € & fue arbitrario, o~g7. Reciprocamente, suponga que o~g7. Si M € R-
Mod, entonces (M) = o(EM)NM = 7(EM)N E =7(E). Como M € R-Mod fue
arbitrario, c = 7. B

Proposicién 3.1.4. Sea 0 € R-pr. Entonces 7 € [o].. Mds ain, 0 = \/ [0],.

Dem. Sea 0 € R-pr. Si E' € £, entonces 6(E') =o(EE)NE =0o(E')NE =o(E).
Como E' € & fue arbitrario, o~¢o, y en consecuencia, 0 € [0]s. En particular,
d < \lolg. Por otro lado, recuerde que \/ [0]5, = /\E€§ wf(E). Luego, si E es un
E

o = wE =& por ser ¢ € R-pei.

mddulo inyectivo principal, entonces \/ [0]; < w 5 (E)

Concluimos que ¢ = \/ [o].. B

Los modulos inyectivos principales pueden ser usados para describir mas sencilla-
mente la relacion ~¢, y por ende, la particién que induce en R-pr.

Proposicién 3.1.5. Sea E un mddulo inyectivo principal. Entonces ~g = ~.

45
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Dem. Sean £ un médulo inyectivo principal v o,7 € R-pr. Suponga que o~gT.
Entonces o(E) = 7(E) para cada E € €. En particular, o(E) = 7(E). Por tanto,
o~pT. Reciprocamente, suponga que o~ 7. Entonces (F) = o(EE)NE = o(E) =
7(E) = 7(EE)NE =7(E). Como F es un médulo inyectivo principal y 7,7 € R-pei,
se sigue que o = w~E( 2= f( g = 7. Concluimos que o~¢T en vista de la Proposicién

31.3. W 7

Corolario 3.1.6. Sea 0 € R-pr. Entonces o], = [0];. B

3.2. El prerradical basico asociado a un prerradical

La definicién principal de este capitulo es la de prerradical basico.

Definicién 3.2.1. Sea 0 € R-pr. Definimos el prerradical bdsico asociado a o como
o = A\lolg. Decimos que o es prerradical bdsico si o = 0.

Observacién 3.2.2. ¢ € [0], por la Observacion 3.1.2.

Como ejemplo, tenemos que 0 =0y 1 = \/ ¢ k.

Podemos describir al prerradical béasico asociado a un prerradical en términos de
modulos inyectivos principales.

Proposicién 3.2.3. Sean 0 € R-pr y E un mddulo inyectivo principal. Entonces

_ B
=, )

Dem. Sean ¢ € R-pr y £ un médulo inyectivo principal. Tenemos que [o], = [0]z

por el Corolario 3.1.6 y que [0z = [O‘E(E)v wf(E)} por la Proposicién 1.4.15. Por tanto,

o= Nlolg=Nlolz = O‘E(E)' n
Veamos algunas propiedades elementales de los prerradicales basicos.

Proposicién 3.2.4. Sean o,7 € R-pr.

i)0O=Tslig=T.

ii) Si o <X T, entonces g X T.

Dem. Sean 0,7 € R-pr.

i) Suponga que o = 7. Entonces o~g7 por la Proposicién 3.1.3, o equivalentemente,
lo]e = [7]¢. Por tanto, ¢ = A [0], = A\ [7]o = 7. Reciprocamente, suponga que ¢ = 7

y sea E' un mddulo inyectivo principal. Entonces af( H=OC=I= Ozf( ) bor la Pro-
posicién 3.2.3. En particular, o(E) = af(E)(E) = af:’(E)(E) = 7(F), lo cual prueba

que o~gT, 0 lo que es lo mismo, que o~g7 en vista de la Proposicion 3.1.5. Luego,
o =T por la Proposicion 3.1.3.
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ii) Suponga que 0 < 7 y sea F un modulo myectlvo principal. Como o(E) < 7(E),

se sigue inmediatamente que g = ag( B S al B = L |

Proposicién 3.2.5. Sea {04 }acr € R-pr. Entonces \/ ,c; 00 =\ e Oa

Dem. Sea {0, }acr € R-pr. Si § € I, entonces 05 < V ae1 o por la Proposicion 3.2.4
(ii). Por tanto, \/ c; 0a < V ey 0a- Por otro lado, si £ € &£, entonces (\/,c; 0a)(E) =
Youct Ta(E) =3 11 0a(E) = (Ve 0a)(E) puesto que o, € [04]; para cada a € 1.

Por tanto, \/ael% € [\/ael Ja]g, y entonces \/ael oo = N\ [\/ael O’a]g < \/aelﬁ.
Concluimos que \/ ;00 =\ e/ 0. B

Denotamos con R-prb a la clase de los prerradicales bésicos sobre R.
Corolario 3.2.6. R-prb es cerrada bajo supremos arbitrarios. B
Dado ¢ € R-pr, las clases de equivalencia [o]. y [0], se relacionan como sigue:

Proposicién 3.2.7. Sea 0 € R-pr. Entonces o], C [o],. En particular, (c)* =
ol = (o)t

Dem. Sea 0 € R-pr y suponga que 7 € 0], 0 lo que es lo mismo, que o~g7. Por la
Proposicién 3.1.3, esto también es equivalente a que ¢ = 7, por lo que si S € R-Simp,
entonces o(ES) = d(ES) = 7(ES) = 7(ES). Por tanto, o(ES) # 0 sii 7(ES) # 0
para cada S € R-Simp. Lo anterior prueba que S, = S;, o equivalentemente, que
o~ 7 por el Lema 1.4.11, y entonces 7 € [o]|,. Consecuentemente, [o], C [o],.
Para la segunda parte recuerde que ¢ € [0]; por la Observacién 3.2.2 y también que

o € [o]. por la Proposicién 3.1.4. Entonces ¢ € [0], y ¢ € [0], por lo anterior, de
modo que (¢)t =o't = (5)-. W

Proposicién 3.2.8. Si E € £ y M<,E, entonces ok, € R-prb.

Dem. Sean E € £ y M<,;E. Como o}, € [aﬁ]g, entonces aM = [a ] < o, Por
otro lado, af; € [ajy],, es decir, afj~gay,. En particular, aﬂ(E) af(E) = M.

Luego, o, < a¥,. Concluimos que a?, —aP es decir, que o, € R-prb. R
M= Qe M= Qs M

Teorema 3.2.9. La siguiente correspondencia es biyectiva:

R-prb — R-pei

En particular, R-prb es conjunto y §R-prb=fR-pei.

Dem. Defina la funcién ¢ : R-prb — R-pei dada por ¢ — ¢. Esta funcién esta bien
definida por la Proposicion 1.1.25. Mostremos que es una biyeccion. Sean 0,7 € R-
prb. Si (o) = ¢(7), es decir, si ¢ = T, entonces ¢ = 7 por la Proposiciéon 3.2.4 (7).
Como o y 7 son prerradicales basicos, ¢ = 7. Esto prueba la inyectividad. Sea ahora
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7 € R-pei. Como T € [7],, entonces [7]; = [z]¢. Luego, 7 = A [7] = A [z]; = . Por
ello, 7 = (r) debido a la Proposicién 3.2.4 (7). Como 7 es exacto izquierdo, 7 = T,
y entonces 7 = T = (1) = (7). Esto prueba la suprayectividad. Se sigue que ¢ es
biyectiva. Ademads, es claro que la asignacién ¢ — ¢ es su inversa. Por tanto, R-

prb y R-pei estan en correspondencia biyectiva. En particular, R-prb es conjunto y
tR-prb=fR-pei. B

Corolario 3.2.10. {of, | E € & y M<,E} es un conjunto. B

Definicién 3.2.11. Sea 0 € R-pr. Decimos que o es extremo si o(ES) = 0 o
o(ES) = ES para cada S € R-Simp.

El siguiente resultado caracteriza a los prerradicales extremos de R-pei en términos
de mdédulos inyectivos principales.

Teorema 3.2.12. Sean 0 € R-pei y E un mddulo inyectivo principal. Son equivalen-
tes:

i) o es extremo.

i) Para cada S € R-Simp y cada monomorfismo S — o(L) eviste un monomor-
fismo ES — o(E).

iii) ot = wi®.

Dem. Sean ¢ € R-pei y E un médulo inyectivo principal.

i) = ii) Suponga que o es extremo y sean S € R-Simp y f : S — o(FE) un mo-
nomorfismo. Puesto que E es inyectivo y S<.ES, entonces existe un monomorfismo
f : ES — E que extiende a tf, donde ¢ : 0(E) — E es la inclusién. Consecuen-
temente, of : o(ES) — o(FE) también es un monomorfismo. Por otro lado, como
o0 € R-pei, entonces o es idempotente y T, es cerrada bajo submodulos por la Propo-

sicién 1.1.17. En particular, o(F) € T,, y como f(S) < o(FE), se tiene que f(S) € T,,
f
es decir, que o(f(S)) = f(S). Por ser f monomorfismo, S = f(S), de modo que

of )
a(S) =2 a(f(S)) = f(S) = S. De aqui es facil verificar que o(S) = S. Ahora, como
o es extremo, o(ES) =00 ES. Si o(ES) = 0, entonces (S5) = 0, lo cual no es cier-
to. Por tanto, o(ES) = ES, y entonces o f : ES — o(FE) es el monomorfismo buscado.

i1) = iii) Suponga que para cada S € R-Simp y cada monomorfismo S — o(E) exis-
te un monomorfismo ES — o(F£). Sio(E) = 0, entonces 0 = WE(E) =wf = wég(E) =
por ser 0 exacto izquierdo sobre R. Luego, 0% = Ageq, wi® = Agepwd® = 1 =

wy = wg(E) y este caso es probado. Asuma pues que o(E) # 0. Si z € o(E)-{0},

K, < Rr < o(F) es maximo (existe pues 0 # Rx es finitamente generado) y

’ c .y n L
fo € HomR(Rx,Eﬁ—z) estd dada por la composicion Rx —» ﬁ—ﬁ — E%, entonces
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existe f, € HomR(U(E),E%) tal que f, [p, = fo por ser Eﬁ—: inyectivo. Ademas,
note que f;(x) # 0. Como o es exacto izquierdo, entonces es idempotente, de modo
que 0 # fo(z) € fo(o(E)) = fo(o(a(E))) < O'(E%). Por tanto, G(E%) # 0, es
decir, % € S,. Se sigue que

o (o(E) = ( N\ «i*)0(E) = () wi®(e(E) < () vy (0(E))

S€S, SeS, z€o(E)-{0}
- ﬂ ( ﬂ kerf) < m kerf, = 0.
v€o(E)-{0} feHomp(o(E),EEL) zeo(E)-{0}

Justifiquemos la tltima igualdad. Suponga que existe 0 # y € ﬂer(E)_ (o} kerf, <
o(E). Entonces y ¢ kerf,. Sin embargo, ya se hizo notar antes que_fy(y) # 0, es
decir, que y ¢ kerf,, lo cual no puede ser. Por tanto, [ (F)-{0} ker f = 0. Hemos
L

rEo
asi probado que o*(o(E)) = 0, y con ello, que ot < wg(E). Para probar la otra de-
sigualdad considere S € S,. Sabemos que existe un monomorfismo j : ES — E por la
la Proposicién 2.2.4. Por tanto, 0 # U(ES):WE(E)(ES):ﬂfeHomR(ES,E) fHo(R)) <

j Y o(E)). Luego, S < j~(o(F)) en vista del Lema 1.2.23, y como j es monomorfis-

mo, S = j(S) < j(j7(0(F))) < o(E). Por ello, S — o(E), y debido a las hipdtesis,

ES — o(E). A_si, wg(E)(ES):ﬂfeHomR(ES,U(E)) kerf < ker(ES «— o(E))=0. En con-

(£) B) wy’®. Hemos asi probado que wy (B) < wf®

1 (E)_

. o el
secuencia, w, ~ = 0, y entonces w

(E)

para cada S € S,, y con ello, que wy"’ < ot. Concluimos que o+ = wy

1 (E)

iii) = i) Suponga que o = wq  y sea S € R-Simp tal que o(ES) # 0. Sabemos que

oL (ES) = 0 en vista de la Proposicién 1.4.7, de modo que wg(E)(ES) = ot (ES) =

0. Por otro lado, la famili_a {/} teomp(ps.o(e) nduce ¢ = ® teHomp(EsoE)] €
Hompg(ES, J(E)HGmR(ES’J(E))) por la propiedad universal del producto. Observe que

© es monomorfismo, pues kery = ﬂfeHomR(ES,a(E)) kerf = wg(E)(ES) = 0. Ya que

ES es finitamente cogenerado por el Corolario 2.2.2, tenemos que ES < U(E)X
para algin X C Homg(ES,o(F)) finito. Como ES también es uniforme por el

Lema 1.2.23, se sigue que existe un monomorfismo j : ES — o(FE) por la Propo-
sicién 2.2.3. Si K es la imdgen de ES bajo este monomorfismo, entonces o(K) =

o(c(E)NK = o(F)N K = K en vista de que ¢ es exacto izquierdo. Por tanto,

o j=1
o(ES) 2= o(K) = ES. De aqui es facil verificar que o(ES) = ES. Concluimos
que o es extremo. W

Corolario 3.2.13. Sean o € R-pei y E un médulo inyectivo principal. Si o(E) es un
sumando directo de E, entonces o y o+ son radicales y o es idempotente. De hecho,
Efo(B) 1 _ WS(E) o(E)

oc=uw, ,0 ya=a g

Dem. Sean o € R-pei y E un mdédulo inyectivo principal y suponga que o(E) es
_ _h _ _

un sumando directo de E. Entonces E = o(FE)P % Considere el isomorfismo hy :

o(E) = o(E)@ 0 dado por z +— (x,0). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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Luego, w (E) wg((ggf/“@) y O‘E(E) = agggg?"@) por la Proposicién 1.2.4. Ademas,
ya sabemos que o = wf( f) PO ser o exacto izquierdo y que o = aE( ) Por la Proposi-
2 _ B _  o(EYDEE _  o(E) E/0<E> E/a<E> E/o(E)
ciéon 3.2.5’). Entonc?s o= u:JU(E) WolB) 0 Wo(B) Aw =1 Aw = W,
yo= OéUE(E) = azgggé%w) = E ; Va EME) EE; V0= E—§ gracias a la Proposi-

cion 1.2.26. En particular, o es radical y ¢ es idempotente en vista de la Proposicion
1.3.2. Por otra parte, o(FE) es inyectivo, de modo que la condicién i) del Teorema

3.2.12 se cumple. Consecuentemente, ot = wy (E) por el mismo teorema. Finalmente,

ot es radical por la Proposicién 1.4.5. B

El siguiente resultado caracteriza a los radicales de R-pei en términos de médulos
inyectivos principales.

Teorema 3.2.14. Sean o € R-pei y E un mddulo inyectivo principal. Son equivalen-
tes:

i) o es radical.

.. E/o(E
i7) 0—w0/< :
£
. EaE)
i) o =w, .

iv) Eriste E € & tal que o(E) = N ferromp(s.p) kerf-

Dem. Sean ¢ € R-pei y FE un médulo inyectivo principal.

i) < i) Suponga que o es radical. Por la Proposicién 1.3.7 (ii) (c), o es radical
sii ¢ = ¢(0) y por la Proposicién 1.3.8 (i), c(o) = c(wf(E)) = wg/”(E). Luego, o es

. .o _ EloE)
radical sii o = w,’” .

i1) = i) Suponga que o = wf/”<E> Entonces o(E (E:E)) N U(%) = of }%)) =0,y
_ _ _ E_E
dado que %geE%, se tiene que o 0(’%)) = 0. Por tanto, o < w 7 Por otro
BE_ ) _ BB B
lado, w, ** (a_(%) < wy 7P (EU(’%)) =0, de modo que w, °* < wy® = o. Conclui-

E
o(E)

mos que o = wy

iii) = 1) Se sigue inmediatamente de la Proposicién 1.3.2.
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E-E BE-E_ _ _
iii) = iv) Suponga que o = w, °" . Entonces w, "* (E) = o(E), lo cual signifi-

ca que o(F) £ ) kerf.

- rwaHomR(E',E

iv) = i) Suponga que existe E' € & tal que 0(E) = (\;cpomu(a.p) kerf. Esto es
equivalentemente a que wf(E) = o(E). Asf, wF~go, o lo que es lo mismo, wf~eo

por la Proposicién 3.1.5. Luego, w¥ = & por la Proposicién 3.1.3 y como w y o son

exactos izquierdos, se sigue que wl = 0. Se concluye que o es radical. B



Capitulo 4

Ejemplos

2
4.1. ZQ X (Zg)
Denotemos por Zs X (Z3)* al conjunto {(g z) |z € Zoyy € (Z)°}. Zy x

0 1
dotandolo de las operaciones usuales de suma y producto para matrices. Ademas, es
un anillo conmutativo artiniano.

Es sencillo mostrar que J = (0 Za @ZQ) I, = <O Z @0)7 I, = <O OG}Z?) o

0 0 0 0 0 0
L (0 00,11}
0 0
dos sus ideales no triviales, ya que cualquier otro subgrupo aditivo no trivial posee un
(a,b)
0 1
Por consiguiente, la reticula de ideales es:

(Z5)? adquiere estructura de anillo asociativo con identidad multiplicativa (1 (0 0))

) son ideales de este anillo. De hecho, esta lista consiste de to-

elemento de la forma (a,b € Zs), que es su mismo inverso multiplicativo.

ZQ X (Z2)2

0

El diagrama anterior muestra que J es el unico ideal méaximo, por lo que Zy X (ZQ)Q-
Simp tiene un sélo elemento S, que ademas es isomorfo a [y, Iy e I3 por ser ideales
minimos. Note también que J< Zy X (Z2)2 y que la suma de cualesquiera dos de los
ideales I, I, e I3 es una suma directa interna igual a J.

53
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El médulo inyectivo principal canénico en Zg x (Zg)*-Mod es @ SeZan (22)*-SimpES =
ES = E, por la Proposicién 2.1.12. De aqui que x; = 1. Para calcular k3, primero
observe que la composicién J = [[PL = SEP S — E(SEPS) = ESEP ES induce

el siguiente diagrama conmutativo:

L
1 <
S@S — ESPES

Esto prueba que hay un monomorfismo Z, x (Z;)* < (Eg)*. No obstante, no sucede
que Zsy X (Zs)* < Ey, ya que Ey = ES es uniforme por la Proposicién 1.2.23, y por
ende, s6lo puede contener a un simple (que en este caso es S) y no a tres. Por tanto,
Ro = 2.

4.2. Z

Es bien sabido que el conjunto de los grupos abelianos divisibles e inescindibles, o lo
que es lo mismo, el conjunto de los Z-mddulos inyectivos inescindibles, es g:{Zpoo |
p es primo}U{Q} y que P, Zy~ = ?/z. Como Z es un anillo neteriano, se sigue inme-
diatamente que P,:Q = QD(D,Zy~) = QD ¢/z es el médulo inyectivo principal
canonico en Z-Mod por la Proposicién 2.1.9. Por otra parte, Zp~ es un anillo uni-
serial que contiene a Z,, lo cual implica que E7Z, = Zpy~. Recordando que sobre un
anillo neteriano las capsulas inyectivas conmutan con las sumas directas, se deduce

que EO = E<®S€Z—Simps) = E(@p primoZp> = @p primoEZp = @p primoZpOo = Q/Z

Para cada 0 # ¢ € Q considere el morfismo f, : Q — @/z dado por r — rq + Z,

cuyo nucleo claramente es ¢ 'Z. La familia { fq}qu—{o} induce el morfismo f =
Rgea-{oyfq : Q — (2/z)&H{% por la propiedad universal del producto. Observe que
tiene nicleo trivial, ya que () cq-(oy kerfq = Nyeq-0) ¢ 'Z < ), primo PZ = 0. Con-
secuentemente, f es monomorfismo, y puesto que (2/z)¢ 10 = (F)R, Q — (Ey)M.
Luego, QP Q/z — (Ey)™ y Z — (Ep)™. En particular, (Ep)™ es un médulo inyec-
tivo principal por la Proposicién 2.1.5.

Mostremos que k1 = RNy = kg. Para esto, suponga primero que m es un entero
Zpoo )™

positivo tal que (E£p)™ es un médulo inyectivo principal. Entonces Z—pei:{w](\,@p pee)

| N<u(€D,Zp=)"} gracias al Teorema 2.3.7, y como los subgrupos de Z~ son de

la forma Z, con 0 < k < oo (convengamos en denotar con Zyo al subgrupo 0 de

Zy~) y todos ellos son subgrupos totalmente invariantes, se tiene que Z-pei también
es el conjunto de todos los posibles infimos entre elementos del conjunto {w%p :0 |

pes primo y 0 < k < oo} en vista de las Proposiciones 1.1.5 (i), 1.2.7 y 1.2.26 (7). Ya

que wé)Q es exacto izquierdo sobre Z por la Proposicién 1.3.2, lo anterior implica que w?
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es el infimo de un subconjunto I' de {wZ | pes primoy 0 < k < 0o}. SiT esvacio o

I'={1}, entonces wy es el prerradical 1, lo cual es imposible (w}(Q) = 0). Por tanto,

[ es no vacio y I' #{1}, asi que existen un primo p y un entero 0 < n < oo minimo
con la propiedad de que wZ’:O € I'. Para cada primo p, Homy(Zye,Q) = 0 (Zpo es
un grupo de torsién y @Q es un grupo libre de torsién), por lo que wé@(Zpoo) = ZLpo.
Por otro lado, para cualesquiera dos primos distintos p y ¢, Homg(Zyee, Zy=) = 0 (si

hay un morfismo no cero h, entonces existe 0 # = € Zy~ tal que 0 # h(z) € Zge

es anulado por una potencia de p mayor a uno, lo cual no puede ser), de modo que
Zgoo

wZ (Zy) = Zp para cada 0 < k < 00. Luego, Zye = w(Zpe) = (AT)(Zye) =
W NAT-GETY ) =02 (B VB = By (T2} s

n<N<oo P P n<N<oco
Zyoo : .
no vacio, entonces sus elementos son de la forma w;* "~ con ¢ un primo distinto de p y
q

0 < k < 00). BEsto contradice que w(Zy) = Zy, por lo que es falso que (Ey)™ sea
un moédulo inyectivo principal. Obtenemos entonces que x; = Ny. Finalmente, si X
no fuera el menor cardinal tal que Z — (FEy)™, entonces Z, que es un grupo abeliano
libre de torsién, estaria encajado en un producto finito de copias de Q/z, que es un
grupo de torsion, lo cual no puede ser. De aqui que ko = N.

—

4.3. Z(p) X Zpoo

Sean p un primo, Z(; el anillo de enteros p-adicos y Qp su campo de fracciones. Los

2

ideales de Z( son 0y p Z (» con 0 < &, por lo que >~ rZ = €8 U grupo de torsion para
p)

cada 0 < k.

Considere m € Z(;) Yy a € Lye. St m =Y 0 tp', donde 0 < ¢ < p para cada 17
y o(a) = p™ para algin entero no negativo n, definimos ma= (ZZ" o Lip “a. Con esta
operacion, Zpe adqulere estructura de Z(p) -modulo. Denotemos 08 por Z(p) X Zipeo al con-
junto {(a,b) | a € Z ) ¥ b € Zp<}. Dados (m,a),(7',d') € Z(p) X Zyeo, definimos el
producto de (7, a) y <7T a') como (m,a)(n’,a’) = (rn’,ma’ + 7'a) usando la accién de
Z(;) sobre Z,~. Con este producto y con la suma de parejas coordenada a coordenada,

7

Zp) X L~ adquiere estructura de anillo asociativo con identidad multiplicativa (1,0).
Ademas, es un anillo uniserial conmutativo.

La cadena de ideales del anillo es Z/(;) X ZLipoo D pi(;) DZy>---Dp Z 2) D Zpo D

- D0PZye D D0PZy O ---D0PZ, D 0. Cada ideal es totahnente inva-
riante por la Proposiciéon 1.2.8 y p Z ) @ Zye es generado por (p*,0) para cada 0 < k
gramas a que Zy- es divisible. Tamblen es sencﬂlo verificar con la cadena anterior que

Ziy) X Zy-Simp={0 @ Z,} y aue Zy) x Zy~-fil={n(I) | I < Zp x Zye JO{n(Qy)},
donde n(@p) se define como {ka PDPZy | 0<Ek}.
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. . Z/\D(Z o]
Las asignaciones gﬂez%fepz,m — 0P Zy OEDT — ka ) D Zp~ dadas por 7 —

(0,1p*)r y 7 +— pFr, respectivamente, son isomorfismos de Z(p) X Zyeo-mbdulos para
cada 0 < k. Definimos (ka(p)@Zpoo)c = 0PZy, 0B Zy) = p"Ziyy D Zp= y
(0D Zy= )" = 0P Zyo. En vista de lo anterior, si I < Zy) X Zyoo € I # 0@ Zyeo, en-

ZpyXZ
tonces —2 = p= o ]

I < Zipy X Lo

. Més aun, se cumplen las siguientes propiedades para cualquier

i) I = 1.
it) Ann(I) = I°.
iti) Si 1 < J < Z(;) X Zp, entonces J¢ < €.

. . Z/\IXZ oo
Por otra parte, tenemos un isomorfismo de anillos y : O“%Z” — Z )y dado por

(m,a) + 0P Zy=~ — m. La composicién p : Z?; X Do O%MZZ = X Z ) induce
estructuras de Z(p) X Zyee-mbdulo en Z y ¥ Q, por medio del cambio de amllos Con
estas estructuras se puede verificar que x es un isomorfismo de Z(p) X Zpo-mbdulos.

Consecuentemente p también es un morfismo de % X Zpeo-modulos.
Necesitamos dos hechos importantes y nada evidentes:
Qyy Z(;) X Zyeo sON inyectivos en Z(;) X Zpeo-Mod.

Dem. Primero lo probaremos para Q,. Sean I < Z(p) X Zyeo y | € HomZ( <z, (1,Qy).
Veamos que f se puede extender a todo el anillo.

Caso 1. I = pk% @D Z,~ para algin 0 < k.

Suponga que f(p*, O) = 2! para algunos 7, T € Z(;) y m # 0. Entonces f(r(p*,0)) =

rf(pF,0) = rZ = rBI — p(ph e ) = (e, 0)55) = r((0", 0)585) = r(#, 0) Gy
para cada r € Z X Z . Como p Z YD Zpeo es generado por (p*,0), lo anterior sig-

nifica que f esta dado por la accion de elementos de ka ) @ Zyo sobre un elemento
fijo de @Q,, lo cual es equivalente a que f se pueda extender a todo el anillo.

Caso 2. I = 0@ Z,« para algin 0 < k < oo.

Observe que Q es subanillo de Q,,. Por ello, Q, adquiere una estructura de Q-espacio
vectorial. Si 8 es una base, entonces Q, = Q¥ como espacios vectoriales sobre Q, y
por ende, también como grupos. Esto implica que @, es un grupo libre de torsion.
Como 0ED Z,« es un grupo de torsion, es necesario que f = 0. Por tanto, f se puede
extender a todo el anillo.

Por el criterio de Baer, se sigue que @, es inyectivo en Z@ X Zpeo-Mod.
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— — —

Ahora lo probaremos para Z ) X Zye. Sean I < Zy X Zyeo y | € Homz/(\)KZ U, Zgyx
p D

Zy~). Mostraremos que f se puede extender a todo el anillo.
Caso 1. I = pki(;) P Z,~ para algin 0 < k.

Recuerde que para cada a € Zy~ existe b € Zy~ tal que p"b = a ya que Zy= es
divisible.

Subcaso 1.1. f(p*,0) = (0,a) para algin a € Zyx.

Entonces f(p*,0) = (0,b)(p*,0) para algin b € Z,~, por lo que f(r(p*,0)) =
rf(p*,0) =r(0,b)(p*,0) = (r(p*,0))(0,b) para cada r € Z) X Zp.

—

Subcaso 1.2. f(p*,0) = (7, a) para algunos 0 # 7 € Z,) y a € Zye.

Claramente Ann(pki(z) D Zy~) = 0 Z,:. Si denotamos con !/p* al generador de

Lo, (0,7(1pt) = (0,1pt)(m,0) € (V@B Zy)(m,a) = Ann(p*Ziy B Zyee) f(p",0) =
f(Ann(p*Zy,) @ZPME,O)) = 0, de modo que 7 (!/p*) = 0. Como '/p* tiene orden

p*, entonces ™ € ka(p) en vista de la definicién de la accién de Z,) sobre Ze.

—

Luego, si denotamos con 7/p* al elemento de Zg, tal que m = pk7 /pk, obtenemos que
f(pk,O) = (ﬂ-/pkab)(pk?O) para algﬁn b e Zpoov por lo que f(?“(pk,())) = rf(pk70) =
r(7fp*, b)(P*, 0) = (r(p*, 0))("/p*,b) para cada r € Z) X Zye.

—

Como ka(p) P Z,~ es generado por (p¥,0), en cada subcaso se ha mostrado que
estd dada por la accién de los elementos de p ~ sobre un elemento fijo en
ta dad 1 i6n de los el tos d kZ(p) y/s b 1 to fij
Zipy X Ly, lo cual es equivalente a que f se pueda extender a todo el anillo.

Caso 2. I = 0@ Z,» para algin 0 < k < oo.

Como 0ED Z,. es un grupo de torsiéon, f mapea a 0@ Z,» en el subgrupo de tor-

sién de Zp) X Zpeo, que es 0 @ Zyo. Puesto que 0D Zy y Zye son isomorfos como
grupos, 0 @ Zy es divisible, es decir, es un Z-moédulo inyectivo. Por tanto, f es ex-
tendido a un elemento f € Endy(0 @ Zye).

Existe un isomorfismo de anillos * entre Z;) y Endg(Zy~), dado por

* Z?; — Endyg(Zy)
7T* . Zpoo — Zpoo
a— ma

T =

(Puede consultar [7] P.A. KRYLOV, ALEXANDER V. MIKHALEV, ASKAR TUGAN-
BAEV, Endomorphism Rings of Abelian Groups (Springer, Netherlands, 2003)). Esto
significa que todos los endomorfismos de Z,~ son multiplicacién por algiun entero
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p-adico. Observe que * se prolonga a Endy (0@ Zy~), a través del isomorfismo de
anillos canénico

Endy(Zye) — Endz(0 P Zy-)
Fis 00 f:0PZpe — 0P Zp
(0,a) = (0, f(a))
Por lo anterior, existe un entero p-adico 7 tal que f = 0 @ 7*. Luego, f(0,a) =
f(0,a) = (0@ 7)(0,a) = (0,7a) = (0,a)(w,0) para cada (0,a) € 0 Z,. Esto sig-
nifica que f estd dada por la accién de los elementos de 0 @ Z,x sobre un elemento
fijo en Z(;) X Zpe, lo cual es equivalente a que f se pueda extender a todo el anillo.

Por el criterio de Baer, se sigue que Z@ X Zy~ es inyectivo en Z(;) X Zp-Mod
(0 en otras palabras, que Z,) X Zy~ es anillo autoinyectivo). l

De ambos hechos podemos concluir que (Z(p) X Zyee ) @ Q,, es inyectivo en % X Lypoo-
Mod. Més atin, Q, = EZ(p) por ser Z( ) esencial como Zy) X Zye--submédulo en Q,, (si
0# 7 € Q,, entonces 0 # m € Z(p) y m1 = (2, O)fr—;) Y Ly X Lo = E(0D Z,,) =

por ser Zy) X Zp~ un anillo uniserial.

Z(;) X Zpo-pei es el conjunto {wZ(mKZ"oo | I < /(;) X Zipoo YU{we?}. Para probar-
lo bastara ver que este ultimo _conjunto estd en correspondenma uno a uno con el
conjunto de filtros lineales de Z(p) X Zp~ bajo la biyeccion del Teorema 1.1.34. Més

precisamente, probaremos que
F 5wz = N(I) para cada I < Zp) X Ly y gfwggp =n(Q,).

Wre
Dem. Dividamos la prueba en dos partes.
Parte 1. Sea I < Z@ X Zyeo. Probemos que F ., .. = n(I), es decir, que n(1)={J <
— UJIC
e Z X Ziy00
Z(p) X Zpoo|(mfp E TWZ/(;)KZpOO }
IC

C . Sea Jen(l).

Caso 1. J # 0D Zp

Recuerde que ”J)'XZ = > JegL IS f e Homz~. 7 .. _(Je Z X Zy), entonces
f(J¢) < J¢ ya que J¢ es ideal totalmente invariante de Z (n) X Z y Z(p) X Zpo €S
anillo autoinyectivo. Por tanto, f(JC) I¢, de modo que wy. Ziy Ly (J¢) = J°. Conse-

(p)KZ Z( )I><Z (o] Z(p)KZ
cuentemente, wy. ( 7 ) = 7

Caso 2. J = 0P Zy~
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Zipy X Ty
Recuerde que y :

7
todo ideal de Z\

través de un cociente de Z(p) de la forma —2-

O@Z o
p ), entonces f no puede ser un monomorfismo (Z, es un grupo libre de torsién y

29

oo

— Z(;) es un isomorfismo. Si f € Homz/(\)KZ OO(Z(;),Z(;) X
p P

X Zye tiene elementos de orden finito), por lo que f se factoriza a

(p)

—2L para algin 0 < k. Como este cociente es

un grupo de torsion, f (Z(p ) < O0P Zy~ < I° de modo que w k(;) @Z (Z(;)) = Zp)
() D Zpoe
()D(ZOO Z( )NZ _Z( )I><Zoo
Consecuentemente, w;.” ( 0B7,~ ) = 06 Zp’; .
D . Sea J < Z(;) X Zy tal que J ¢ n(I) y suponga que M €T 5
“1
Observe que
Lip) X Zpo Lip) X Lpoe
2@ P> _ = Ann(I°)w) Z(p)'xz ( (») i
J J
= Ann(I°)( A F7HI)
fEHomZ(A)D<Z . (Z(P) ”;Zpoo 7Z/(—\p>D<ZpOO)
< N Ann(1%) (1"
feHom — (Z/U;)D(ZpOQ Zy X Zpoo )
Z(p)y X ZLpoo (p) "5
- N 1 (Ann(1%)19)
fGHomZ/(\) z, (Z(p)b<Z OO,Z/<\p)l><Zpoo)
= ﬂ ker f
fEHomZ/(\) xz,, (Z(p) D;Zpoo ,Z/(;) X Zpoo )
Caso 1. J # 06D Zp
Tenemos que [M < ker(w = J¢ = Z(;) X Zye) = 0 en vista de

la observacién anterior.

Z(p) X Zpoo
T

¢ T

Caso 2. J =0 Zy

Z, \KZ oo
p p
S

Esto prueba que I < J, lo cual no es posible. Por tanto,

Zy \XZ
. (p) XZpoe __
Zo( 1\ X Zoyoo n 0D Z,00 L py X Loy
Como ker(-Z—-2= — ——2 ~ v ~ 0P Zy <—>Z X L) =
( O@Zpoo PkZ(p)@Zpoo ka(p) @Z oo @ (») )
0P Zpoo
o o
P Zp) B Zpo )KZ PZLp) BZpo
0@z~  bara cada 0 < k, tenemos que 12w 0D 7, mogk B~ = 0 en

vista de la observacio'n anterior. Esto prueba que I <

¢ T

)KZ

Por tanto, m

lo cual no es posible.

O@Zpoo7

Z/-\D(ZOO
P p
Lo
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Z(m I><Z oo

Parte 2. Probemos que .Z o, = 1(Q),), es decir, que n(Q,)={I < Z( X Zipoo | €
“o

T o }.
0

C: Sea I € n(Q,). Entonces I = pki(;) P Z,~ para algin 0 < k. Ademds, ya sabe-
mos que (p*Z,) D Z, oo)c = 06p Z,. Por otra parte, Homz/(\meazpoo 0P Zm,Q,) =

0 (Qp es libre de torsién), de modo que wo”(O@Z m) = 0@ Zym. Se sigue que
pr< Z(p D Zpoo ) — Z(p>@Z (P)GBZ >
0 ka/(.\p) @Zpoo B kZ(p) @Z (e} @Z

D:Sea I < Zp\) X Zyeo tal que I ¢ n(Q,).

, es decir, que - €T o.
“o
Caso 1. I = 0P Zy

Ly XLy
Ya sabemos que Y : O(Zé);Zp — Z(p) es un isomorfismo. Por otra parte, Z )y = Qp es
pOO

un monomorfismo, de modo que wé?p(i(p\)) =0# Z(p). Se sigue que wq " ( O(Ié);zz" —) #
pOO
ZO(’é);ZZp = o equivalentemente, que ZO(’E’;;ZZ” = ¢ T o
P> P o

Caso 2. I = 0 Z,» para algin 0 < k.

Ya sabemos que (0@ Z,)" = p Z )@ Zy. Por otra parte, la composicién de

morfismos pki(;) DZy > 2 %g?z PZ ey Zo“é);zzoo & Z(p) — Q, tiene nucleo

0€D Zy, de modo que W (P 2y @ L) < O Lo < #p i) D Zyeo. Se sigue

Qp Z(P)D<Z L(p) XZLpoo : (;D)D<Z
que wy” ( BT ) # 0By O equivalentemente, que D7 ¢ T%Qp.

. — Z —
Con lo anterior queda probado que Z,) X Z, —pel—{w 7 i TN < Zy X Zpoo}u{w?"}.
Zpy X Lo Zpy X Lo Zpy X Lo Zpy X Lo
Observe que 1 = w-® () ™ N oM 4 s )
q L) X Lo L) B Ly P*Z(p) D Zpoo 06D Zpoo

Ly X ZLyoo Ly X Zyoo Ly Lo .
wf)Q">~--> 0%2” =W 0%;” = wy™" " =0, pues los filtros lineales de

—

Zp) X Ly satisfacen n(0) D T](O@Z ) D - Dn0BZy) D Dn0PZy=) D

n(Qy) D+ DN Ly B Zy<) D -+ D n(pZ D Zy~) D n(Zp) X L) y la corres-
pondencia del Teorema 1.1.34 preserva el orden

Ahora nos dedicaremos a probar que (Z;) X Zye ) @ Q, es un médulo inyectivo prin-

cipal en Zj; X Zyo-Mod. Para esto necesitamos algunos calculos:

Ly X Ly Zipy X Lpos Q5
wpli%;) éBZpoo (Qy) = Q, para cada 0 < k, w ogz o (Qp) =Qyy WOP(Z(p) X Lipo) =

0D Zyeo

Dem. Sea [ € Homz/(\)KZ W(QP,Z(; X Zyo) y suponga que Imf & 0€D Zy~. En-



4.3. Zipy X Lpeo 61

tonces la composicién Q, EN Zipy X Ly 2 Z es un morfismo no cero. Como p

es suprayectiva también es un morfismo de Z(p -modulos. Esto no puede ser, pues

HOmZ (Qp, Z ) = 0 (si g € HomZ (Qp?Z(p)) y o € Q,, entonces g(Z* ) =
k’TI'

g(ﬁkwg) Prg(is

. Zipy X Zpoo
to, Imf < 0@ Zy~, y en consecuencia, wpk(’%x\ Sez (Qp) = Q, para cada 0 < k y
(») o0

U

k _
) €p Z(p) para cada 0 < k, por lo que g(g) = 0). Por tan-

Ty X Zpoo
ngpm (Qp) = Q,. Ahora, sea f € Hommxzpw (Z(p X Zpeo, Qp). Como Q, es un

grupo libre de torsién, necesariamente 0 @ Z,~ < ker f. Por otro lado, la composicién

—

n Z/(\p)lXZpoo é/\ ’
Lipy X Lo —> W_Z(p) — @, es un morfismo con nicleo 0 @ Zy. Consecuen-

temente, wgp(zp\) X Zpoe) =0 Zp. B

Con la cadena de prerradicales y los calculos anteriores obtenemos lo siguiente:

L) xTpo) Q| L) Zpee o
o ((Zpy * Zyoo ) D Qp) 0 (Z(py = ZLpyoo) a(Qp)
( Zy*Zyoo Z/\KZ . Zy X Zpoo
;’2\” wg”— k(”) sujzwk(”l\p
DR L) D Zpoo P L(p) @ Lpo L) D Lypoo
Z X Zpyo0 Z D<Z fe'e} X Z.y00
(p) " %p A Qp _ (p) **p Lpy XLy
wo, = oty sioc=uw
Yo @ 2,00 Qp PFZ () B Zpoo 06D Zpoo
- Z X Zipoo
(p) Qp _ ., O
O@Z N wy? = wy sl o = w,
Z(pWZpoo Q Z(pWZpoo i g = Wl Ly
O@Z k Z(P)KZPOO(Q ) O@Z k O@Z k
L Yoz P

Esto prueba que (Z—(p\) X Zyeo) @ Q, es un médulo inyectivo principal en ZEP\) X Zpoo-
Mod.

Z; \XZ
7 (p) *"p>° —
)D<Zpoo n OGBZpoo ~ Z(p)lXZpoo ~ F—— o
La familia {OEBZ = 7 i ene P e 0D Zy — Zgy X L = Ey
OGBZPOO
| 0 < k} induce un morfismo 6 por la propiedad universal del producto. Obser-
o
_ P Zp) @ Zypoo )'XZ 9 Ro
ve que kerf = ﬂngW = 0, por lo que OEBZ — (Ep) . Puesto que
Z/\ X 2,00 Z/\ X 200 X 2o
(p) X4 (p) ¥ &p : (p) P Ro
0Dz~ < E 0Dz~ , 0 induce ahora un monomorfismo F 0Bz~ Ey™°, y como

Q, = EZ(\) = EZO(%);ZZ , entonces Q, — (Ey)™°. Por tanto, (Z?; X Zps) P Q, —

(EO)NO. En particular, (Eo)  también es un médulo inyectivo principal en Z?; X Zipyoo-
Mod por la Proposicion 2.1.5. De hecho, Xy es el menor cardinal con esta propie-
dad, pues asumiendo que (Fp)" sea un mdédulo inyectivo principal en Z(p) X Lpoo-
Mod para algiin 0 < n, tenemos por el Teorema 2.3.7 que wy” + wo ((Eo) ) =
@5 (Bo))" = (" (L) % Zp=))" = (OB Zp=)" ¥ wig@ s m = Nt pz,e

EO AD(Z [e's} _
Wo 7,0 OGBZ T # w , lo cual no puede ser. Luego, k1=N;. Por otro lado, es

evidente que kg = 1.
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4.4. MJ ,(Z,)

Denotemos por MJ, 4(Z,) al anillo de matrices (%p ZQ ), donde p es primo. Por ser
p

finito, MJ,,(Z,) es un anillo artiniano izquierdo.

Existe una correspondencia biyectiva S entre {V C (Z,)* | V es subespacio vectorial

de (Z,)* sobre Z,} y {I < M3, 5(Z,) | I C (ZQ ZQ)}’ dada por V' —{ (2 2) <

p p

o v Z, 0 o
(Zp Zp> | (b,c) € V'}. Por otra parte, note que J; = (Z O) es un ideal izquier-

do. Denotemos con S; = J(eje x de (Zp)2) = 0 0), St = S(eje y de (Zp)z) =

Zy 0O
0 0 _ 2y _ (0 0 L ML ()
(0 Z) y Jo = 3(Z,)) = (Zp Zp>' Entonces los grupos cociente —25—,
%(p) y ;—1 tienen orden p, por lo que hemos encontrado a todos los ideales iz-

quierdos no triviales de M), ,(Z,). Es facil mostrar que Sy, J; y J2 son los unicos

2><2( :D)
T

ideales bilaterales no triviales, que S; = y que cualesquiera dos ideales con-

. ) . ., 2
tenidos en Jy que correspondan a subespacios vectoriales de dimension 1 en (Z,)” son
isomorfos. Por consiguiente, la reticula de ideales izquierdos es:

M2vx2(Z )

\ /
\‘/

(V es cualquier recta por el origen distinta a los ejes coordenados en (Z,)?). El dia-
grama anterior muestra que J; y Jo son lo tnicos ideales izquierdos maximos, por lo

v
que si denotamos con Sy a MZ+2(Z’”) tenemos M, o(Z,)-Simp={51, Sa} (S1 & Sa, pues

tienen anuladores distintos). Note también que S1<.Jy y que MJ, ,(Z,) = Jl@Sl :
Como M), ,(Z,) es libre en MJ, ,(Z,)-Mod, esto tltimo implica que J; y Si*
proyectivos. De hecho, (V) es proyectivo para cualquier V' con dimz, (V') = 1, pues
en ese caso (V) = S+, Més atn, como la suma directa médulos de proyectivos
es un modulo proyectivo, entonces Jy = SléBSlL también es proyectivo. Hemos asi
probado que todo ideal izquierdo de este anillo es proyectivo, o en otras palabras, que
M7, 5(Z,) es anillo hereditario izquierdo.

Para progresar en nuestro estudio del anillo M, ,(Z,), necesitamos el siguiente re-
sultado técnico extraido de [6] TSIT-YUEN LAM, Lectures on Modules and Rings
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(Springer-Verlag, New York, 1999):

Sean R y S anillos tales que R € S, ) # B C R e I € S-Mod. Suponga que
BS C Ry que Ann;(B) = 0. Si I es inyectivo como S-médulo, entonces [ es inyecti-
vo como R-médulo con la estructura inducida por el cambio de anillos R < S.

Dem. Sea J < Ry f € Homg(J, I).

Considere los S-médulos SJ y S y defina el siguiente morfismo de S-mddulos:

g:SJ—1
Z S;a; — Z Sif<az'>7

donde s; € S; y a; € J para cada 1.

Veamos que g estd bien definida. Suponga que > s;a; = 0y seab € B. Como BS C R

y Y. bs;a; = 0, entonces b s;f(a;) = > bs;f(a;) = > f(bsia;) = f(O_bs;a;) = 0.
Por ser b arbitrario, Y s;f(a;) € Ann;(B). Luego, > s;f(a;) = 0.

Como I es inyectivo en S-Mod, g es extendido a S por un morfismo de S-moédu-
los g. Note también que g extiende a f. Por otra parte, I, SJ y S son R-mdédulos con
la estructura inducida por el cambio de anillos R < S. Ademads, todo morfismo de
S-modulos definido entre ellos es también un morfismo de R-moédulos. Consecuente-
mente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo en R-Mod:

J— R

[

El diagrama anterior muestra que la restriccion de g a R es un morfismo de R-modu-
los que extiende a f. Por el criterio de Baer, se sigue que I es inyectivo en R-Mod. B

M3 5(Z,) y Moxs(Z,) son anillos tales que My, o(Z,) C Mays(Z,), 0 # Jo C MY, 5(Z,)

L 0 O Z, 7
y MQXQ(Zp) < MQXQ(ZP)—MOd. Méas aun, J2M2><2<Zp) = (Z Z) (Zp Zp) =
p p p p

0 0 . T oz
(Zp Zp) = Jy C M 5(Zy) y Annipgy,o(z,)(J2) = 0, pues si 0 # (y w) € Myyo(Zy)
. 0 O 0 0\ [z =z
y, por ejemplo = # 0, entonces (xl 0) € Jo, cumple que (ml O> <y w) =

1 2712
vo como My yo(Z,)-mbdulo por ser anillo semisimple (Teorema de Wedderburn-Artin),

(0 0 ) # 0 (los casos y, z,w # 0 son andlogos). Puesto que May2(Z,) es inyecti-
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Msy2(Zy,) es inyectivo como My, o(Z,)-médulo con la estructura inducida por el cam-
bio de anillos My, o(Z,) < May2(Z,) en vista del resultado anterior. Por otra parte,
0 Z,

b () 7)o w ML)
submédulo de Msy5(Z,)). Como My, 4(Z,) es anillo heredltarlo izquierdo, la clase
de los médulos inyectivos sobre MJ, ,(Z,) es cerrada bajo cocientes. Luego, por ser
Msy5(Z,) inyectivo en MY, ,(Z,)-Mod, J; es inyectivo en M, 4(Z,)-Mod, y de hecho,
J1 = ES;. Consecuentemente, Sy también es inyectivo en My, ,(Z,)-Mod. Por tan-
to, el mddulo inyectivo principal en MJ, ,(Z,)-Mod es E = @SGM;XQ(ZP) ES =
ES1 @ ES; = J; @ S, por la Proposicién 2.1.12.

es sencillo mostrar que J; = Mexz(Zy)/({§ ) y Sy & £+

- Simp

Un célculo sencillo muestra que Anng(0) = E, Anng(S;) = S1 @ Ss, Anng(J;) =
S0, Anng(Jy) = 0@ Sy y Anng(MJ, 4(Z,)) = 0, por lo que Sy;(E)={0, Sl Po,
O@Sg, 51 P S, E} en vista del Teorema 2.3.13. Como wl = wf( 5 =0, W go =

/\ wh? = wh? (w52(Jy) = Sy debido a que ker(J, A 2G)=08y que no existe
un monomorﬁsmo J1 — Sy por ser S; < J1 y Sg sunple por lo que w e wéi),

wo@s = Wo /\W = Wf)ha wSlEBSz = Wsl /\w = wS y w— = 1, se sigue que
M7 . (Z,)-pei={0, Wo , wo‘h, Ws , 1} por el Teorema 2.3.7. Més atn, My, 4(Z,)-rei={0,

w?, wi', 1}, pues si wsl fuera rad1cal entonces Sy = wsl(Sg) = (wo/wsl(E))(SQ) =

J1 D S2 ws 1 “’s > @
(wy & FEOES 5 — (w1 ©R)(8) = (@i Awf)(Sh) = wf(Ss) = 0 por cl
Teorema 3.2.14 (Sy = ws 1 (S2) ya que Homyy Zp y(S2, J1) = 0 por ser 51 el tnico

sunple en Jl) lo cual no puede ser. Finalmente, af’ = 0, ozS @0 = aS Vv a = agi,
_ Se E J1 So E
O‘o@s = oy \/ozs2 0452,0431@52 aSl\/ozSQ,ozE—ozjl\/oz onl (ozjl(Sg) Sa,

por lo que agz < ajy ) y todos estos prerradicales bésicos son distintos. Luego,
M, 5(Z,)-prb={0, a}, a2, ol V a2, a'} por la biyeccién del Teorema 3.2.9.
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