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Resumen

Este trabajo doctoral tiene como objetivo desarrollar una metodologia instrumental para equipos
electromagnéticos, asi como los algoritmos para el procesamiento de datos de sistemas multicanales o
sefiales multiples como es el caso del radar de penetracion terrestre (GPR). La meta final de esta tesis
doctoral fue obtener un analisis de wavelet multicruzado (MCW) y de multicruzado de Fourier (FMC)
para ser aplicados en las trazas crudas de GPR. Particularmente se realizd un estudio en el tunel
localizado debajo del Templo de la Serpiente Emplumada (La Ciudadela, Teotihuacan, México) con el
propdsito de estimar su profundidad, longitud y sus caracteristicas. Esta informacion fue importante para
la planificacion de la excavacion arqueologica del tinel, el cual se cree que representa el inframundo, una
regioén importante de la mitologia mesoamericana, hogar de las fuerzas teliricas que emanan de deidades,
en donde la vida se crea y recrea constantemente. Los resultados obtenidos por la metodologia
instrumental y el procesamiento de los datos mostraron que el tunel tiene 12-14 metros de profundidad y
100-120 metros de largo con tres camaras al final. Estos resultados fueron confirmados por las
excavaciones en 2014. Arqueologos creen que debido a la importancia y sacralidad del tunel, una de las
camaras podria ser la tumba de un gobernante de la ciudad antigua.

La UNAM desde un inicio ha participado en este proyecto arqueoldgico y que a nivel mundial es
considerado como uno de los descubrimientos mas importantes de la era moderna utilizando una técnica
ingenieril, una metodologia instrumental y un procesamiento de datos multiples que no hay analogos en el
mundo. Los algoritmos de MCW y FMC determinaron periodos de los estratos subterraneos del tinel.
Trazas de GPR dentro y fuera del tinel/camara, fuera del tinel/camara y dentro del tunel/camara
analizadas con los algoritmos de MCW y FMC filtrado determinaron los periodos del relleno del tunel y
de la camara, arcilla y matriz (compuesto de tepetate y arcilla). El periodo del relleno del tinel obtenido
por analisis de MCW (14.37 ns) refleja el compuesto mixto de tepetate y arcilla en este estrato, ya que su
valor es cercano al periodo de la matriz (15.22 ns); periodos del relleno de la camara (11.40£0.40 ns) y la
matriz (11.40£0.73 ns) fueron casi idénticos. El analisis de FMC del tiinel obtuvo un periodo (5.08+1.08
ns) cercano al de la cdmara (4.27£0.85 ns), sugiriendo que el tinel y la cdmara estan rellenados con
materiales parecidos. El uso de ambos algoritmos permite un analisis mas detallado, ya que las similitudes
entre los periodos del relleno del tinel y de la cdmara no podrian haberse determinado solamente con el
algoritmo de MCW.

Palabras clave: Teotihuacan, tunel debajo del Templo de la Serpiente Emplumada, radar de penetracion

terrestre, analisis de wavelet multicruzado.
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Abstract

This doctoral work aims to develop an instrumental methodology for electromagnetic equipment and
algorithms for multichannel systems data processing or multiple signals such as ground penetrating radar
(GPR). The ultimate goal of this thesis was to obtain multi-cross wavelet (MCW) and Fourier multi-cross
function (FMC) algorithms and apply them to analyze raw GPR traces. A study was conducted
particularly in the tunnel located beneath the Temple of the Feathered Serpent (The Citadel, Teotihuacan,
Mexico) in order to estimate its depth, length and characteristics. This information was important for the
planning of the archeological excavation of the tunnel, which is believed to represent the underworld, an
outstanding region of Mesoamerican mythology, home of telluric forces emanating from deities, where
life was constantly created and recreated. The results obtained by instrumental methodology and
processing of the data showed that the tunnel is 12-14 meters deep and 100-120 meters long with three
chambers at its end, interpretations that were confirmed by excavations in 2014. Archeologists believe
that due to the tunnel’s sacredness and importance, one of the chambers may be the tomb of a ruler of the
ancient city.

UNAM from the beginning has participated in this archeological project that globally is considered one of
the most important discoveries of modern era by using an engineering technique, an instrumental
methodology and multiple data processing for which there are no other techniques like it. The MCW and
FMC algorithms determined the periods of subsurface strata of the tunnel. GPR traces inside-and-outside
the tunnel/chamber, outside the tunnel/chamber and inside the tunnel/chamber analyzed with the MCW
and filtered FMC algorithms determined the periods of the tunnel and chamber fillings, clay and matrix
(limestone-clay compound). The tunnel filling period obtained by MCW analysis (14.37 ns) reflects the
mixed limestone-clay compound of this stratum, since its value is close to that of the period of the matrix
(15.22 ns); periods of the chamber filling (11.40£0.40 ns) and the matrix (11.40+0.73 ns) were almost
identical. FMC analysis of the tunnel obtained a period (5.08+1.08 ns) close to that of the chamber
(4.27£0.85 ns), suggesting the tunnel and chamber are filled with similar materials. The use of both
algorithms allows a deeper analysis, since the similarities between the tunnel and chamber filling periods
could not have been determined with the MCW algorithm alone.

Keywords: Teotihuacan, tunnel beneath the Temple of the Feathered Serpent, ground penetrating radar,

multi-cross wavelet analysis.
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Introduccion

En este trabajo hemos desarrollado dos algoritmos para el andlisis multivariable de wavelet y los
hemos aplicado por primera vez a los datos de GPR (radar de penetracion terrestre) del tunel debajo
del Templo de la Serpiente Emplumada en Teotihuacan. El wavelet multicruzado es una extension
de la funcién de wavelet cruzada (Torrence y Compo, 1998), mientras que la funcion multicruzada
de Fourier estd basada en la definicion formal de la funcion cruzada (Wiener, 1928) y es una
extension del teorema de Wiener-Khintchine (Khintchine, 1934), ambos para dos o mas series de
tiempo.

Mediante el andlisis espectral de profundidad-tiempo es posible obtener resultados mas
verosimiles de la interpretacion del radargrama'. Por medio de las huellas espectrales de los estratos
como el tinel y la camara y de sus periodos dominantes, es posible hacer una caracterizacion de los
diferentes materiales. Estos nuevos algoritmos serian una herramienta complementaria del analisis
de radargrama y permitirian planear mejor las excavaciones arqueoldgicas, pues minimizaria los
costos y los errores en la toma de decisiones.

Teotihuacan ha sido una de las ciudades antiguas mas importantes en el mundo, con alrededor
de 200,000 habitantes en una area de entre 23 y 25 kilémetros cuadrados. Su edificio principal
durante una época fue el Templo de la Serpiente Emplumada, localizada en la Ciudadela, uno de sus
conjuntos arquitectonicos rituales mas importantes.

La armoniosa integracion de escultura y arquitectura, sus magnificos acabados, los
enterramientos y ofrendas descubiertos en su interior y el simbolismo que encierra cada elemento
asociado han representado una de las formas de comprender el conocimiento de la sociedad
teotihuacana, el poder, el Estado, la ideologia y el calendario. Descubierto y explorado por el
arquedlogo Manuel Gamio entre 1917 y 1922 (Gamio, 1922; INAH, 2008), el edificio ha sido
considerado entre las mas importantes manifestaciones culturales de Teotihuacan.

Los arquedlogos piensan ademas que en La Ciudadela se encontraba la cancha del juego de
pelota. La informacion obtenida hasta el momento indica que el edificio que servia para tal fin, de

poco mas de cien metros de largo, fue destruido casi completamente al tiempo que se tapaba el

! Radargrama: imagen del perfil de GPR.
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tunel, localizado a pocos metros. Sobre sus restos fue construida La Ciudadela, uno de los
principales y mas importantes santuarios que tuvo la ciudad.

En 2009 se inici6 la exploracion de una construccion que se encuentra a escasos metros de
la entrada al tfnel, por lo que ambos elementos guardan una estrecha vinculacion espacial y
simbolica. El juego de pelota y el inframundo estan relacionados en muchos mitos de la creacion
(Recinos, 1947).

El descubrimiento del tinel por Sergio Gomez y Julie Gazzola ocurri6 a finales de 2003,
mientras trabajaban en la conservacion del Templo de la Serpiente Emplumada. Sin embargo, su
exploracion ha requerido varios afios dedicados a la planeacion y obtencion de los recursos
necesarios para llevar a cabo la investigacion al mas alto nivel cientifico. El equipo actual esta
integrado por mas de treinta personas y cuenta con asesores de prestigio nacional e internacional.

La importancia del tunel radica en constituir la ‘materializacién’ propia de una de sus
regiones mas sobresalientes: el inframundo. Se trataba de un lugar de creacion, donde residen las
fuerzas teluricas emanadas de las deidades; el sitio donde se crea y se recrea la vida de forma
constante. La direccion del tinel conduce hacia el centro del Templo de la Serpiente Emplumada, y
su orientacion es de oeste a este. Precisamente la entrada al inframundo se realizaba, segin distintos
relatos o mitos que compartian diversas culturas mesoamericanas, en esa direccion. El inframundo
también era una region eminentemente acuatica. Cuando los teotihuacanos decidieron hacer esta
oquedad, que es el acceso al tunel, ellos buscaban el nivel freatico (entre 12 y 15 metros bajo la
superficie) porque el tinel reunia las condiciones para tener relacion con el inframundo: una
estructura subterranea, himeda y oscura.

Este conducto subterraneo fue cerrado hace aproximadamente mil ochocientos afios por los
teotihuacanos y nadie habia entrado en ¢l desde entonces. La entrada al tinel fue localizada a pocos
metros de la plataforma adosada al templo y pasa por debajo de ambos edificios. El acceso se
realiza por un tiro vertical de casi cinco metros por lado que desciende hasta una profundidad de
catorce metros desde la superficie; la entrada permite el acceso a un largo corredor con una longitud
estimada de 103 metros que lleva a una serie de camaras subterrdneas excavadas en la roca.

De acuerdo con el arquedlogo Sergio Gomez: “El verdadero valor de este hallazgo no sélo
radica en el privilegio de poder ser los primeros que ingresemos después de 1800 afios, sino que
también estamos seguros de que nos guiard hacia un mejor entendimiento de la cosmovision

teotihuacana, de su ideologia religiosa y de su conformacion social”.
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Antes de iniciar las excavaciones, entre 2005 y 2006, fue necesario planificar la excavacion
y realizar andlisis preliminares por medio de métodos geofisicos de exploracion. En México se han
aplicado recientemente métodos geofisicos en arqueologia. Se realizaron estudios para la
localizacion de tuneles ceremoniales en la pirdmide de la Luna (Arzate et al., 1990) y en la pirdmide
del Sol (Chavez et al., 2001) en donde se utilizaron los métodos magnético, eléctrico y de radar de
penetracion terrestre (GPR). También se han hecho estudios geofisicos en zonas cerradas, como es
el caso del Templo Mayor de la Ciudad de México (Barba et al., 1997).

GPR esta basado en la emisiéon de ondas electromagnéticas y la recepcion de su
retrodispersion que ocurre en las discontinuidades de la constante dieléctrica y la conductividad
eléctrica de los materiales (Davis y Annan, 1989). Los investigadores aprecian que es un método no
destructivo y no invasivo que provee informacion de alta resolucion en tiempo real (Basile et al.,
2000).

Para la adquisicion de datos de GPR la antena debe ser desplazada sobre una superficie
mientras transmite y recibe ondas electromagnéticas (sistema monoestatico). Después de una
inspeccion de GPR, se obtiene un perfil de los estratos subterraneos en términos de x (distancia
cubierta por la antena) y un tiempo de viaje en dos sentidos (el tiempo que le toma al pulso
electromagnético viajar a partir de la antena al blanco y viceversa). La resolucion espacial de los
datos de GPR depende de Ar, la duracion del pulso.

Entre 2005 y 2006 se us6 un GPR equipado con antenas de 100 MHz para explorar el tunel.
El analisis de los datos de GPR produjo una estimacion de que el tinel tenia una profundidad de 12-
14 metros y su longitud era de 100-120 metros, con varias camaras al final de éste. Los arque6logos
creen que debido a la importancia y sacralidad del tinel, una de estas cimaras puede ser la tumba de
un gobernante de la ciudad antigua. La confirmacion de esta hipdtesis adelantaria
significativamente el conocimiento de la historia de Teotihuacan, la cual no tiene evidencia sobre su
forma de gobierno.

Excavaciones arqueologicas a finales de 2014 confirmaron los resultados de GPR, la
longitud del tunel es de 102.43 metros y existen tres camaras al final de éste. Asi como existe una
zona de fractura en el techo del tunel, justo antes de entrar a estas camaras.

Esta tesis doctoral esta compuesta por tres capitulos (antecedentes, analisis de datos y

resultados del analisis de datos) y una seccion de discusion y conclusiones, asi como un apéndice.
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Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo se hace una breve resefia de los métodos geofisicos comunes (activos y pasivos)
empleados en la rama de la arqueologia como la resistividad eléctrica, la conductividad
electromagnética y la magnetometria; y otros no tan comunes como la imagenologia termal, el
potencial espontdneo y la susceptibilidad magnética. Asi como una descripcion mas elaborada del
radar de penetracion terrestre (GPR) y algunos ejemplos de sus primeras aplicaciones en
arqueologia.

El descubrimiento de que las retrodispersiones de GPR, medidas en tiempo, son capaces de
definir la profundidad real (velocidad de onda conocida) fue uno de los avances mas importantes de

GPR en arqueologia. Por tltimo, se hace una introduccion al tema de la transformada de wavelet.

1.1 Métodos geofisicos para el mapeo en arqueologia

Los métodos geofisicos mas usados en arqueologia son: magnetometria, resistividad eléctrica,
conductividad electromagnética y GPR (Clark, 1990; Gater y Gaffney, 2003). Los métodos
magnéticos emplean dispositivos pasivos que miden cambios pequefios en el campo magnético de
la Tierra, los cuales son influenciados por cambios en el suelo. Se hace un mapeo espacial con este
tipo de métodos para obtener patrones de algunas caracteristicas magnéticas cercanas a la
superficie.

Los otros tres métodos geofisicos comunes son activos, es decir, transmiten la energia hacia
el suelo y después miden qué tanto la energia es afectada por los cambios culturales, geolégicos o
ambientales en el suelo. Es deseable que los cambios mapeados puedan estar relacionados con los
fenomenos de interés para el arquedlogo como es la presencia o ausencia de caracteristicas
culturales enterradas o cambios geoldgicos significativos. En el método de resistividad eléctrica se
transmite una corriente eléctrica al suelo y se miden las diferencias de voltaje entre el dispositivo
transmisor y el receptor. Un método similar de energia transmisible es usado en conductividad

electromagnética (EM), pero en este caso se induce un campo electromagnético con geometria
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compleja en el suelo y se hacen mediciones del efecto de este campo en los depositos subterraneos.
En este método pueden medirse tanto las propiedades eléctricas como magnéticas del suelo.

Otra técnica geofisica poco comtin para medir otras propiedades cerca de la superficie es la
imagenologia termal. Esta técnica mide la radiacion de calor del suelo por periodos de tiempo. Los
cambios en radiacion estan relacionados, en teoria, con las diferencias de materiales cercanos a la
superficie. Un potencial espontdneo mide el potencial eléctrico de materiales enterrados, el cual
difiere de acuerdo con su composicion y el contenido de agua (Reynolds, 2011). La susceptibilidad
magnética es una técnica que obtiene lecturas del suelo directamente de pozos para medir el
magnetismo remanente de materiales enterrados. Estas lecturas pueden estar relacionadas
comunmente con cambios en las propiedades del suelo que son afectadas por la modificacion

humana del suelo natural o por los procesos de formacion de sedimento.

1.1.1 Radar de penetracion terrestre (GPR)

Una de las cualidades que los investigadores aprecian del GPR es que no es un método destructivo
o invasivo y ademas tiene la capacidad de dar informacion de alta resolucion en tiempo real (Basile
et al., 2000). Esta técnica se basa en la emision de ondas electromagnéticas y en la recepcion de la
retrodispersion que ocurre en la discontinuidad de la constante dieléctrica y conductividad eléctrica
del material (Davis y Annan, 1989).

Para la adquisicion de datos se desplaza la antena sobre una superficie mientras que ésta
emite y recibe las ondas electromagnéticas (sistema monoestatico). Los datos de GPR se recolectan
generalmente a lo largo de transectos? con espaciado muy angosto dentro de una malla de medicion;
cada transecto consiste en miles de ondas de radar que han sido retrodispersadas por interfases en el
suelo.

Este es un método activo que transmite pulsos electromagnéticos a partir de antenas
superficiales hacia el suelo y que mide el tiempo transcurrido (en nanosegundos) entre los pulsos
enviados y los recibidos en la superficie. La forma individual de las ondas retrodispersadas
(conocida como forma de onda) recibida dentro del suelo es digitalizada en una traza de

retrodispersion3 la cual es una serie de ondas retrodispersadas hacia una posicion en la superficie.

2 Trayecto a lo largo del cual se realizan las observaciones o se toman las muestras para un proyecto cientifico
de investigacion.

3 El conjunto de varias onduletas registradas a diferentes profundidades produce una serie de retrodispersiones
en una posicion. Esto se conoce como una traza de retrodispersion.
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Lo que se obtiene de una inspeccion de GPR es un perfil de estratos en términos de x
(distancia cubierta por la antena) y una trayectoria de tiempo de dos sentidos (tiempo que le llevo al
pulso electromagnético en viajar desde la antena al blanco y del blanco a la antena). La resolucion
espacial depende de la frecuencia usada y de la frecuencia de muestreo. El tiempo de dos sentidos
puede ser convertido aproximadamente en distancia, asignandole a cada una de las retrodispersiones
una profundidad precisa. Este tipo de informacion no esta disponible por otros métodos geofisicos
de mediciones cercanas a la superficie. Las amplitudes de las ondas retrodispersadas son
particularmente importantes porque sus variaciones se relacionan directamente con los cambios en
las propiedades fisicas o quimicas de los diferentes materiales en el subsuelo. Cuando se mapean
estas diferencias de amplitudes espacialmente y con profundidad, podemos construir mapas e
imagenes tridimensionales de las caracteristicas arqueologicas enterradas. La inspeccion de los
datos de GPR no sélo puede identificar las caracteristicas para posibles futuras excavaciones, sino
que también puede hacer una interpolacion entre excavaciones, proyectando el conocimiento
arqueologico en areas que no han sido o nunca seran excavadas (Conyers, 2013).

Mientras que los pulsos de GPR son transmitidos a través de varios materiales en su
trayectoria hacia los objetos de interés, su velocidad cambia, dependiendo de las propiedades fisicas
y quimicas del material a través del cual viajan. Cuando se miden los tiempos de los pulsos de
energia y ademas conocemos la velocidad a través del suelo, podemos medir la profundidad con
precision.

Los sistemas de GPR estandar consisten de tres elementos principales (fig. 1.1%): la unidad
de control (generador de pulso, computadora y software asociado), las antenas (transmisor y
receptor) y la unidad de despliegue (pantalla de la computadora). La unidad de control produce un
pulso eléctrico de alto voltaje, el cual es enviado a través de cables a la antena transmisora, la cual
incrementa la amplitud del voltaje y de las formas del pulso para después transmitirlo. Los cables
(coaxiales o de fibra Optica) conectan a las antenas con el sistema que puede ser localizado en la
estacion de base. Los cables de fibra optica generan menos ruido que esta relacionado con el equipo
y que puede afectar la claridad de la sefial en algunos cables coaxiales (Davis y Annan, 1989).

Todos los sistemas de GPR generan pulsos electromagnéticos necesarios para crear ondas

de propagacion directamente en la antena. Algunos sistemas transmiten la onda retrodispersada

* Imagen tomada de la pagina http://www.malags.com/innovation/gpr-explained.
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enviada al sistema de control para registrarla como dato digital o como dato analdgico en la forma

de cambios de voltaje, los cuales pueden ser digitalizados y almacenados en el sistema de control.

Fig. 1.1. Elementos principales de un sistema de GPR estandar: Antena con un transmisor
(Tx) y receptor (Rx), unidad de control (computadora) y unidad de despliegue
(monitor).

1.1.2 Teoria de GPR

Las ondas de radar que viajan tanto en el aire como en el suelo son energia electromagnética
compuesta por un campo eléctrico y uno magnético, perpendiculares entre si y de forma oscilatoria.
Estas ondas se producen cuando una corriente oscila de ida y vuelta en un cuerpo conductivo,
produciendo de esta manera un campo magnético inducido (Kraus, 1950; Rojansky, 1971). Las
ondas electromagnéticas generadas se propagan hacia fuera de la fuente, con la parte eléctrica de la

forma de onda moviéndose perpendicularmente con respecto a la parte magnética (fig. 1.2; Conyers,
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2013). Si cualquier componente eléctrico o magnético se pierde —ya sea que se atentie o absorba—

la onda dejara de propagarse.

eléctrico

Fig. 1.2. Propagacion de onda electromagnética. Una onda electromagnética consiste de
ondas magnética y eléctrica perpendiculares durante la propagacion.

Como ya se ha mencionado anteriormente, la energia de radar usada en GPR se produce en
una antena. Dependiendo de la frecuencia de oscilacion (medida en ciclos por segundos), se
producen ondas de radar de una cierta longitud de onda. Entre mas alta sea la frecuencia de
oscilacién, mas corta es la longitud de onda de la energia electromagnética producida, y viceversa.
Se requiere de antenas de tamafio grande con frecuencia de oscilacion menor para generar
longitudes de onda de radar grandes. La energia con longitud de onda mayor se propaga mas
profundamente y con menor dispersion debido a objetos pequenos. Las longitudes de onda mas
cortas penetran distancias no muy profundas, pero con mayor dispersion debido a pequefias
discontinuidades. Ademas penetran a menor profundidad porque se atentian debido a la mayoria de
las condiciones de suelos (Leckebusch, 2003).

Algunos ejemplos de ondas electromagnéticas son: la luz visible, los rayos X, radiacion
ultravioleta e infrarroja, ondas de television, de radio y de teléfono celular, rayos gamma y
microondas. La energia usada por la mayoria de las aplicaciones de GPR tiene una frecuencia de
entre los diez a los mil quinientos megahertz (fig. 1.3; Conyers, 2013). Esta energia ocupa una
porcién del mismo espectro electromagnético de la television, radio FM, teléfonos celulares y otros

dispositivos de comunicacion personal.
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Fig. 1.3. Intervalos de frecuencia de dispositivos electrdonicos y electromagnéticos.

Las discontinuidades subterraneas —debido a las cuales existen las retrodispersiones— se
producen generalmente por los cambios en las propiedades eléctricas o magnéticas del suelo, por las
variaciones de su contenido de agua, cambios litoldgicos o cambios de densidad de volumen en las
interfases estratigraficas (Van Dam y Schlager, 2000).

Las retrodispersiones también ocurren cuando la energia de radar atraviesa interfases entre
caracteristicas arqueoldgicas y la matriz que las rodea. Los espacios vacios que se encuentran en
sitios de entierros, tineles o tuberias también generan retrodispersiones de radar significativas

debido al cambio en la velocidad de propagacion de la onda de radar.

1.1.3 Procedimientos de adquisicion

La mayoria de los sistemas de GPR transmiten pulsos de radar a frecuencias muy elevadas que van
de 25000 a 50000 pulsos por segundo y los convertidores digitales en estos sistemas no son lo
suficientemente rapidos para muestrear las ondas retrodispersadas recibidas de estos pulsos
(Leckebusch, 2003).

Para superar este problema, los sistemas de control emplean métodos de muestreo

incrementales que producen una traza compuesta de retrodispersion al registrar la primera muestra
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digital dentro de una traza de la energia retrodispersada que llega del primer pulso transmitido. La
segunda muestra es registrada del segundo pulso y asi sucesivamente hasta que se construya una
traza de retrosdispersion completa. Es posible requerir 512 o mas muestras del mismo numero de
pulsos producidos consecutivamente para compilar el registro de una traza de retrodispersion
completa. La mayoria de los usuarios de GPR recolectan un minimo de 512 muestras digitales para
registrar cada traza de retrodispersion.

El método de adquisicion de datos conocido por pasos usa el mismo método general, con la
excepcion de que se reciben datos discretos en una traza de retrodispersion y se registran en cada
intervalo de paso. Cuando se mueve la antena al siguiente paso, se adquiere una traza de
retrodispersion de nuevo y se registra digitalmente con 512 o mas muestras.

Para crear una imagen vertical de las retrodispersiones subterraneas, se despliegan todas las
trazas de retrodispersion registradas, sin importar el método de adquisicion, en un formato en donde
se grafica el tiempo de dos sentidos o profundidad aproximada de las ondas retrodispersadas sobre

el eje vertical y la posicion superficial sobre el eje horizontal.

1.1.4 Mediciones de propagacion y retrodispersion de radar

La meta principal de la mayoria de las investigaciones de GPR es diferenciar y mapear
espacialmente las interfases subterraneas importantes. En cualquier momento que la energia de
radar cruce un contacto entre dos materiales en el suelo con propiedades fisicas y quimicas
diferentes, la velocidad de las ondas que las atraviesan cambia y parte de la energia se retrodispersa
hacia la superficie.

Algunas capas sedimentarias y otros materiales enterrados tienen propiedades particulares
que afecta la velocidad de propagacion de energia electromagnética y por lo tanto la intensidad de
las ondas retrodispersadas (Van Dam et al., 2002). La cantidad de retrodispersiéon que ocurre en
interfases enterradas esta en funcion del contenido de humedad, el cual puede estar relacionado
directamente con las propiedades fisicas de objetos enterrados (Conyers, 2013).

Las propiedades de materiales medibles que afectan la propagacion y retrodispersion de
ondas de radar son la conductividad eléctrica (relacionada con la cantidad de humedad) y la
permeabilidad magnética (Olhoeft, 1981; Reynolds, 2011; Van Dam y Schlager, 2000). Si se
conocen estas propiedades, es posible predecir la cantidad de retrodispersion en interfases

enterradas.
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La permitividad dieléctrica relativa (RDP), también conocida como constante dieléctrica,
caracteriza las propiedades eléctrica y magnética de los materiales enterrados y es una medida de la
capacidad de un material para almacenar un campo electromagnético aplicado y después transmitir
ese campo (Standard Guide for Using the Surface Ground Penetrating Radar Method for
Subsurface Investigation, ASTM; Von Hippel, 1954; Wensink, 1993).

La RDP se determina empiricamente a partir de mediciones en el campo o se mide
directamente en el laboratorio. Entre mayor sea la RDP de un material, menor es la velocidad de
propagacion. La RDP es una medida general de qué tan bien se transmite la energia de radar en el
subsuelo. Por lo tanto, es posible medir la velocidad de propagacion de la energia de radar y
también su intensidad.

Para la mayoria de las aplicaciones de arqueologia, los valores de RDP y las mediciones de
velocidad de propagacion en el suelo son equivalentes. Por ejemplo, si la RDP de agua fresca es
muy elevada (alrededor de 80), la energia de radar puede transmitirse con facilidad a través de ésta,
sin atenuarse (especialmente en estado sélido), solamente a una velocidad muy lenta. Es muy
importante entender el concepto de RDP (o velocidad) del material en cada lugar que se investigue,

ya que éste se usara para convertir el tiempo de propagacion en profundidad.

1.1.5 Procesamiento de datos después de la adquisicion

El tipo mas comun de filtrado que se puede aplicar a cualquier conjunto de datos consiste en la
eliminacion de bandas horizontales que aparecen en la mayoria de los perfiles de retrodispersion de
GPR (fig. 1.4; Conyers, 2013). Se registran estas bandas debido al ruido generado por algunas
antenas o son causadas por ruido del sistema (Leckebusch, 2003; Shih y Doolittle, 1984; Sternberg
y McGill, 1995), el cual es inherente a cualquier equipo de GPR o por frecuencias de interferencia
(radio). Estas bandas contienen retrodispersiones importantes que de otra manera serian visibles en

perfiles.
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Fig. 1.4. Eliminacién de bandas. El perfil sin procesar (A) contiene bandas que opacan
retrodispersiones importantes. Cuando se remueven estas bandas (B), se hacen
visibles retrodispersiones por arriba de los 5 nanosegundos.

La mayoria de los programas de procesamiento tienen la capacidad de eliminar estas bandas
por medio de un proceso aritmético sencillo que suma todas las amplitudes de las retrodispersiones
registradas al mismo tiempo a lo largo de un perfil de retrodispersion y divide por el nimero de las
trazas sumadas. El resultado es un promedio de todo el ruido de fondo que produce estas bandas y
después se resta del conjunto de datos (Conyers, 2013).

Si existe mucha interferencia debido a teléfonos celulares, radio transmisores u otros
dispositivos cercanos, los perfiles pueden contener ruido conocido como “nieve” o bandas que
hacen que la informaciéon no pueda interpretarse (Conyers, 2013). Ciertos filtros de algunos
programas de procesamiento reducen las frecuencias de interferencia ya sea con filtros de respuesta
de impulso infinito (IIR) o de respuesta de impulso finito (FIR). Estos procesos se diferencian en el
numero de trazas de retrodispersion usado en el promedio y el tipo de algoritmos de promedio e

interpolacion en el proceso de filtrado.
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El filtrado F-k’ es una técnica tomada del procesamiento sismico en donde las
retrodispersiones registradas en el tiempo son transformadas al espacio de frecuencia, empleando
programas de transformada de Fourier (Maijala, 1992). El resultado de este procesamiento de
filtrado es la eliminacion de retrodispersiones de angulo elevado que pueden opacar los datos
horizontales importantes.

Las retrodispersiones multiples suceden cuando la energia de radar es retrodispersada de un
objeto enterrado bajo la superficie, o entre las capas del subsuelo (Conyers, 2013). Cuando cada una
de estas retrodispersiones son captadas por la antena de superficie y registradas, éstas se muestran
en un perfil como retrodispersiones horizontales repetitivas y a una misma distancia de separacion.
Estas retrodispersiones multiples también esconden retrodispersiones importantes que fueron
medidas al mismo tiempo. Por lo tanto, es importante removerlas por medio de un procesamiento
como la deconvolucién o deconvolucion predictiva (Fischer et al., 1994; LaFleche et al., 1991;
Maijala, 1992; Malagodi et al., 1996; Neves et al., 1996; Rees y Glover, 1992; Todoeschuck et al.,
1992).

Tal método realiza una estimacion de la forma del pulso transmitido por la antena y como
ésta se modifica conforme viaja por el subsuelo. Se basa en el hecho de que conforme el pulso es
transmitido en el subsuelo, parte de la onda electromagnética cambia de forma en un proceso de
convolucion. El proposito de este filtro es eliminar parte de las ondas registradas que
convolucionaron durante la transmision en el suelo. El procesamiento de deconvolucion restaura las
ondas retrodispersadas en un perfil hasta obtener el patron original. El método de deconvolucion
puede usarse para identificar y después eliminar las retrodispersiones multiples al predecirse con
precision.

Los sistemas de GPR estindar producen en ocasiones imagenes distorsionadas de la
estratigrafia del subsuelo. Esto es causado por el rayo® ancho del radar el cual provoca varios
caminos del rayo asi como cambios en la velocidad y por lo tanto la refraccion del rayo transmitido

con la profundidad (Conyers, 2013).

> Filtrado F-k: Transformada de Fourier (FT) sobre tiempo y espacio, donde F es la frecuencia (FT sobre
tiempo) y k se refiere al numero de onda (FT sobre espacio).

% Rayo: Como los rayos de luz de muy alta frecuencia, las ondas de radar tienden a viajar en lineas rectas o

m
N

rayos a velocidades que se aproximan a la de la luz (3x10° ™). Los rayos de radar estan sujetos a la

refraccion en la atmoésfera, resultado de viajar a través de regiones de diferentes densidades.
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El proceso de migracion es un procesamiento de imagen de dos dimensiones que se ha
usado para eliminar algunas de estas distorsiones causadas en todos los procedimientos de
recoleccion de datos (Beres et al., 1999; Fischer et al., 1994; Fisher et al., 1992; Grasmueck, 1994;
Malagodi et al., 1996; Milligan y Atkin, 1993; Young y Jingsheng, 1994). El proceso de migracion
puede usarse para ajustar espacialmente todos estos tipos de retrodispersiones distorsionadas o
hiperbolicas para “colapsarlas” hacia su punto de origen (fig. 1.5; Conyers, 2013). El método de
migracion mas sencillo para la eliminacion de hipérbolas se logra al sumar todas las
retrodispersiones a lo largo de los brazos de una hipérbola y colocando el promedio en su apice

(Conyers, 2013).
Ao

time (ns)

301

Fig. 1.5. Método de migracidn. Hipérbolas de retrodispersién producidas por la parte
superior y lateral de las paredes de piedra en Petra, Jordania (A), son migradas a sus
origenes (B), filtrando el perfil y dejando sdlo los apices de las hipérbolas.

El proceso de migracion debe emplearse solamente cuando estemos seguros del origen de
las retrodispersiones distorsionadas, la velocidad de los materiales y la geometria de los caminos de
transmision en el subsuelo.

Las retrodispersiones de baja amplitud pueden resaltarse al incrementar rangos de ganancia

en ciertos tiempos de registro. Cuando se incrementan las amplitudes de todas las retrodispersiones
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en cierta ventana de tiempo, se deben aplicar filtros para eliminar las bandas horizontales que
también se incrementan (Conyers, 2013). Este proceso debe repetirse hasta que las retrodispersiones
de interés sean visibles.

Las retrodispersiones generadas debido a cambios sutiles en el suelo también pueden
resaltarse por medio de la transformada de Hilbert (Annan, 1999; Todoeschuck et al., 1992; Turner
et al.,, 1992; Yilmaz, 2001). Este proceso transforma las amplitudes de retrodispersion y su
geometria en frecuencia espacial e informacion de fase. Las retrodispersiones de fase, ya sean
deflexiones positivas o negativas, indican cambios importantes de la permitividad dieléctrica
relativa de los materiales en una interfase reflejante (Conyers, 2013). El cambio de fase en
amplitudes a lo largo de un perfil puede dar informacion al intérprete del tipo de material que esta
produciendo la retrodispersion. Lo mismo ocurre con los cambios de frecuencia a lo largo de una
retrodispersion de interés, ya que pueden indicar como el suelo esta absorbiendo y dispersando la

energia de radar durante la transmision y cuando se dispersa hacia la superficie.

1.1.6 Aplicacion de GPR en arqueologia

Una de las primeras aplicaciones de GPR en arqueologia fue el estudio que se realizo en el cafion de
Chaco en Nuevo México (Vickers et al., 1976) para encontrar paredes enterradas a un metro de
profundidad. Otros estudios de aplicacion de GPR en arqueologia historica fueron realizados
exitosamente para la busqueda de piedras enterradas y sotanos usados como almacén (Bevan y
Kenyon, 1975; Kenyon, 1977).

A finales de los afios ochenta y principios de los noventa, el GPR fue usado con éxito en
ciertos contextos de arqueologia, pero en la mayoria de los casos, estos estudios fueron solamente
experimentos para encontrar anomalias. Por lo general, los perfiles de GPR parcialmente
procesados eran analizados en papel o en pantalla de computadora. Solo se hacian excavaciones si
algunas retrodispersiones eran interesantes y que ademas tuvieran algun significado arqueolégico.

El descubrimiento de que las retrodispersiones de GPR, medidas en tiempo, son capaces de
definir la profundidad real (velocidad de onda conocida) fue uno de los avances mas importantes de
GPR en arqueologia. Otra area de investigacion es la integracion de conjuntos multiples de datos
recolectados por medio de diferentes métodos geofisicos. Este tipo de integracion se ha llevado a
cabo a través de un método matematico simple de correlacion (Savvaidis et al., 1999), comparacion

matematica de amplitudes de GPR en mapas de corte con otros mapas geofisicos (Piro et al., 2000),
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el uso de modelado estadistico (Marukawa y Kamei, 1999) y por medio de programas de sistemas

de informacion geografica (Kvamme, 2003).

1.1.7 Interpretacion de datos de GPR

En los afios setenta, cuando los datos de GPR fueron aplicados en arqueologia por primera vez, se
hicieron la mayoria de las interpretaciones al analizar los perfiles de retrodispersion y al buscar
anomalias que pudieron ser producidas por retrodispersiones de objetos arqueoldgicos enterrados
(Bevan, 1977; Sheets et al., 1985). Estos métodos eran muy imprecisos y era lo mejor que se podia
hacer con datos analdgicos que no podian guardarse en un medio digital para después ser
procesados.

Los registros de campo deben ser procesados para remover el ruido, las escalas deben ser
modificadas ya sea en el eje vertical u horizontal; y puede haber dificultades para encontrar las
anomalias que pueden o no ser significativas en el estudio. Antes de que llegara la era del analisis
de amplitud tridimensional a mediados de los noventas, la mayor parte de la interpretacion de GPR
consistia en analizar las retrodispersiones de perfiles que parecieran de objetos enterrados y
correlacionarlas con otras retrodispersiones de perfiles adjuntos.

Al usar tal técnica es posible identificar caracteristicas y determinar su profundidad, pero
este proceso es muy laborioso y presenta muchas dificultades. Al usar el método visual, los
intérpretes frecuentemente estan inseguros de saber cuales retrodispersiones son generadas por los
objetos de interés y cudles pueden ser producidas sélo por caracteristicas geologicas.

Aunque existen otros métodos de interpretacion mas sofisticados como el modelado
sintético, todavia es necesario correlacionar los mapas e imagenes con las caracteristicas
identificadas en los perfiles y de interés arqueologico.

El modelado sintético de perfiles de dos dimensiones fue desarrollado para modelar objetos
enterrados, estratigrafia y superficies reflejantes (Goodman, 1994). Este tipo de modelado puede
ayudar al intérprete con un ejemplo de como se verian los datos de GPR en realidad y permitiria una
interpretacion mas precisa de perfiles ya que hayan sido procesados (Conyers and Goodman, 1997;
Goodman, 1994; Nishimura and Goodman, 1993). Este tipo de procesamiento permite construir un
modelo de estratigrafia conocida y caracteristicas arqueologicas antes de ir al campo para
determinar si un estudio de GPR sera capaz de delinear los materiales de interés. Después de que los

datos de GPR han sido adquiridos y procesados en perfiles de retrodispersion, los modelos pueden
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reajustarse para representar condiciones de campo conocidas con mayor precision como una guia en
la interpretacion.

Perfiles simulados son generados por computadora al seguir las trayectorias de las ondas de
radar durante la transmision a través de varios medios con permitividades dieléctricas relativas,
conductividades eléctricas y permeabilidades magnéticas (Goodman, 1994). Tanto la geometria de
la estratigrafia superficial como de las caracteristicas arqueologicas en el modelo son programadas
para que el modelo sea cercano a lo mas real posible.

Ya que los modelos sintéticos hayan sido analizados y las retrodispersiones puedan
compararse con las caracteristicas arqueologicas modeladas, los modelos pueden usarse como una
herramienta de aprendizaje que ayude a comprender como se propaga la energia y se refleja en el
suelo.

Los modelos sintéticos de componentes importantes de un sitio arqueologico pueden
obtenerse si se conoce antes informacion sobre las condiciones del subsuelo. Las caracteristicas
eléctricas y magnéticas de sedimento deben estimarse asi como la composicion de los objetos
arqueologicos de interés. Estos datos se incluyen en el modelo y la computadora usara esta
informacioén para predecir los coeficientes de reflectividad (Conyers, 2013), calculados por la

ecuacion:

R= (\/Z_ \/EX\/E+ K ) (1.1)

Donde: R es el coeficiente de reflectividad en una interfase entre materiales con diferentes
permitividades dieléctricas relativas; K; es la permitividad dieléctrica relativa del material superior;
K es la permitividad dieléctrica relativa del material inferior. Entre mayor sea el coeficiente, mayor
sera la amplitud de las ondas retrodispersadas en la interfase.

El programa también debera predecir la energia de atenuacion a cierta profundidad, la
velocidad de la energia en diferentes capas y la amplitud de las retrodispersiones recibidas en la
superficie. Después de generar el modelo, se grafican las retrodispersiones resultantes en dos
dimensiones como en el caso de los perfiles de GPR estdndar y se ajustan sus escalas horizontal y
vertical. Se pueden cambiar los pardmetros de entrada y correr de nuevo la simulacidén hasta que
exista una mejor concordancia entre los perfiles real y sintético.

Un tipo de manipulacion de datos mas sofisticado es el analisis de mapas de corte de
amplitud el cual crea mapas de diferencias de amplitud de retrodispersiones espacialmente y con

una profundidad en una malla (Conyers y Goodman, 1997; Goodman, 1996; Goodman et al., 1998).
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Como resultado se puede obtener una serie de mapas tridimensionales que ilustran la ubicacion de
las anomalias en las retrodispersiones, a partir de un analisis por computadora de varios perfiles de
dos dimensiones. Con este método se mapean las amplitudes de las retrodispersiones y su
profundidad, las cuales son mediciones indirectas de las diferencias de los materiales en interfases
subterraneas que reflejan la energia de radar.

Entre mayor sea la amplitud de una onda retrodispersada, mayor serd la diferencia entre las
propiedades fisicas y quimicas de los materiales en la interfase que refleja la energia. Las areas de
retrodispersiones de baja amplitud indican una matriz uniforme de material, mientras que las de
amplitud mayor se refieren a areas de contraste elevado como los objetos arqueoldgicos, vacios o
cambios estratigraficos importantes.

Los mapas de corte deben construirse con mucho cuidado y ser ajustados a varios
parametros del sitio como la profundidad de interés, dimension y orientacion de los objetos y la
naturaleza de la matriz que los rodea. Por lo que es necesario tener conocimiento previo sobre las
condiciones del sitio. Los cortes de amplitud se hacen a intervalos de tiempo iguales; cada corte
representa el grosor aproximado del material en el subsuelo. Cuando uno ve los cambios de
amplitud en una serie de cortes de tiempo en direccion horizontal, es analogo a estudiar los cambios
geologicos y arqueologicos de capas a la misma profundidad (Conyers et al., 2002; Goodman et al.,
1995; Malagodi et al., 1996; Milligan y Atkin, 1993).

Cuando las anomalias de amplitud en cada corte son correlacionadas con caracteristicas
arqueologicas conocidas y con cambios estratigraficos que pueden estar disponibles para estudio en
excavaciones cercanas, se pueden construir mapas tridimensionales extremadamente precisos de un
sitio.

La ubicacion precisa de todas las retrodispersiones, si son procesadas en varios cortes
secuenciales, puede analizarse como un cubo tridimensional de datos y ciertas amplitudes pueden
graficarse para obtener imagenes realistas del subsuelo como objetos tridimensionales llamados
isosuperficies (Conyers et al., 2002; Goodman et al., 1998; Heinz and Aigner, 2003; Leckebusch,
2003; Leckebusch and Peikert, 2001).

1.2 Analisis wavelet

Algunos requerimientos para que una funcion sea considerada como una wavelet son:

/7

X Debe tener energia finita:
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E= I w(t)dt <o 1.2)

Donde E es la energia de una funcion igual a la integral de su magnitud al cuadrado.

<> Si w(f)es la transformada de Fourier (FT) de w(¢):

V()= [ve (13)
Entonces debe cumplirse la siguiente condicion:
(vl
C, —J‘*df <o (1.4)
0

Esto implica que la wavelet tiene una componente diferente de cero o que la wavelet ()

debe tener un promedio igual a cero. La ecuacion 1.4 se conoce como la condicion de admisibilidad
y C, es llamada constante de admisibilidad. El valor de C, depende de la wavelet seleccionada. Las
wavelets que cumplen la condicion de admisibilidad son filtros pasabanda porque dejan pasar sélo
esas componentes de sefial dentro de un rango finito de frecuencias (la pasabanda) y en
proporciones caracterizadas por el espectro de energia de la wavelet.

Para una reconstruccion perfecta necesitamos la transformada de wavelet continua (CWT).
Existen la wavelet madre (Paul, Morlet, etc.), wavelet padre (funcion escala) y muchas wavelets
hijas de varios tamafios. La wavelet padre no es necesaria para la CWT, so6lo juega un papel
indirecto en la creacion de las wavelets hijas. Las hijas son clones de la madre, alargados o
comprimidos. La wavelet padre tiene dos roles importantes: da el punto de inicio para el analisis y
ademas hace posible calcular los coeficientes con rapidez. El tamafio de la funcion escala determina
la resoluciéon mas fina usada para el analisis. Farge us6 una transformada continua para hacer
analisis y las wavelets ortogonales para compresion. Meyer decia que las wavelets continuas eran
como una pelicula de la realidad (Hubbard, 1997).

El analisis de Fourier es apropiado para sefiales regulares periodicas, mientras que las
wavelets son apropiadas para sefiales altamente no estacionarias con picos o discontinuidades
repentinas. Para sefiales casi estacionarias, cuyo comportamiento es predecible para un cierto
tiempo, uno quisiera combinar las caracteristicas de ambas; si para un tiempo largo la sefial oscila
con estabilidad, entonces no es razonable analizarla con wavelets pequefias que sélo atrapan algunas

oscilaciones en un tiempo. Las wavelets son imprecisas para altas frecuencias comparadas con el
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analisis de Fourier ventaneado. Por estas razones, Meyer dice que las wavelets no se adaptan bien a
la musica y discurso. Sin embargo, el analisis de Fourier ventaneado es incompatible con
ortogonalidad debido al tamafio fijo de la ventana, le hace falta la flexibilidad de las wavelets
(Hubbard, 1997).

La mayoria de los datos que representan problemas fisicos que modelamos no son
totalmente aleatorios, pero tienen una cierta estructura de correlacion. La correlacion es local en
tiempo (dominio del espacio) y frecuencia (dominio espectral). Deberiamos aproximar estos
conjuntos de datos con bloques que posean localizacion tanto en tiempo como en frecuencia. Estos
bloques seran capaces de revelar la estructura de correlacion intrinseca de los datos resultando en
una aproximacion potente de cualidades: s6lo un nimero pequeiio de bloques puede representar con
precision los datos. En electromagnetismo las wavelets compactas (estrictamente localizadas en el
espacio) pueden ser usadas como funciones base. Estas wavelets no pueden tener un espectro
estrictamente finito, pueden ser aproximadamente localizadas en el espectro (Pan, 2003).

En general, preferimos un decaimiento rapido (exponencial o polinomial inverso) alejado
del centro de la masa de la funcion. La frecuencia localizada representa el limite de banda. El
decaimiento de altas frecuencias corresponde a la suavidad de las wavelets: entre mas suave sea la
funcion, mas rapido sera el decaimiento. Si el decaimiento es exponencial, la funciéon muchas veces
es infinitamente diferenciable. El decaimiento hacia bajas frecuencias corresponde al nimero de
momentos de fuga polinomiales de la wavelet. Debido a la localizacion en tiempo-frecuencia de las
wavelets, podemos obtener una representacion eficiente. La idea de la localizacion en frecuencia en
términos de suavidad y momentos de fuga puede generalizar el concepto de localizacion en
frecuencia multiple, en donde la FT no esta disponible (Pan, 2003).

Las series de wavelet convergen uniformemente para todas las funciones continuas,
mientras que las series de Fourier no. En electromagnetismo, los campos frecuentemente son
discontinuos a través de las fronteras de materiales. Las wavelets descomponen y reconstruyen
funciones de manera efectiva debido al analisis multirresolucional (MRA), esto es, el paso de una
escala a otra mas burda o mas fina. MRA provee una transformada de wavelet rapida que permite la
conversion entre una funcion y sus coeficientes de wavelet o de complejidad lineal o lineal-
logaritmica (Pan, 2003).

Podemos usar wavelets para descomponer datos, funciones y operadores en diferentes
componentes de frecuencia y después estudiar cada componente con un nivel de resolucion que

corresponda a la escala de la componente en particular. Esta técnica de multirresolucion supera al
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analisis de Fourier de tal manera que tanto el dominio del tiempo como el de la frecuencia puedan
ser preservados. De manera informal, podemos decir que la transformada de wavelet lleva a cabo un
muestreo optimizado. En contraste, la FT ventaneada sobremuestrea el objeto bajo estudio, con

respecto al criterio de muestreo de Nyquist (Pan, 2003).

1.3 Transformada de wavelet

La transformada de wavelet (WT) es ttil para analizar sefiales que pueden describirse mejor como
no periddicas, intermitentes o transitorias (Addison, 2002). Ademas tiene la habilidad de examinar
la sefial simultaneamente tanto en tiempo como en frecuencia de una manera distinta a la
transformada de Fourier de tiempo corto (STFT).

El analisis de Fourier tiene otros limites: la transformada de Fourier (FT) esconde
informacioén sobre el tiempo. Proclama sin ambigiiedad qué tanto de cada frecuencia es contenida
por una sefal, pero es reservada sobre cudndo se emiten estas frecuencias. La FT pretende que
cualquier instante de una sefial es idéntica a cualquier otro, ain cuando la sefial es tan compleja
como una sinfonia de Mozart o cambia tan dramaticamente como el electrocardiograma de un
ataque cardiaco fatal. El analisis de Fourier no es apto para sefiales muy cortas o sefiales que
cambian de repente y son impredecibles. Ademas, la falta de informacion sobre tiempo hace que la
FT sea vulnerable a errores (Hubbard, 1997).

La STFT ventaneada compara un segmento de la sefial con bits de curvas oscilantes,
primero de una frecuencia, luego de otra y asi. Cuando hemos analizado el segmento, deslizamos la
ventana hacia el siguiente. Algunas desventajas de la STFT son: mientras mas pequefla sea la
ventana, se localizaran mejor los picos o discontinuidades (cambios que suceden rapidamente), pero
mas ciega serd para las componentes de baja frecuencia de la sefial. Si escogemos una ventana mas
grande, podremos identificar mejor las bajas frecuencias pero sera peor para la localizacion en el
tiempo (Hubbard, 1997).

El punto de partida del trabajo con wavelets se dio con Jean Morlet quien desarrollo
wavelets como una herramienta para la prospeccion de petroleo. Las frecuencias de los ecos estan
relacionadas con el grosor de estratos subterraneos. Todas las sefales retrodispersadas corresponden
a diferentes estratos de diferentes grosores. Morlet se qued6 con el niimero de oscilaciones de la

ventana constante y vari6 el ancho de la ventana, alargando o comprimiéndola como un acordeon.
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Cuando expandi6 la ventana, las oscilaciones también se alargaban, decreciendo su
frecuencia; cuando comprimia a la wavelet, las oscilaciones adentro también se comprimian,
produciendo altas frecuencias (Hubbard, 1997).

Como estas nuevas funciones tenian mas o menos la misma forma, ya sea que hayan sido
alargadas o comprimidas, Morlet las llamo6 “wavelets de forma constante” para distinguirlas de las
funciones de Gabor y de otras wavelets de geofisica. La WT a veces es conocida como microscopio
matematico porque wavelets grandes hacen una aproximacion de la sefial, mientras que wavelets
pequefias hacen una amplificacion de los detalles.

Los segmentos de tiempo donde la wavelet y la sefial son ambos positivos o negativos dan
como resultado una contribucion positiva a la integral. Regiones donde la sefial y la wavelet son de
signo opuesto dan como resultado contribuciones negativas a la integral. Las transformadas de
wavelet son particularmente buenas para encontrar caracteristicas de sefial reconocibles de esta
manera, cuando las caracteristicas ocurren de manera intermitente (Addison, 2002).

Grossman y Morlet demostraron que cuando se usan wavelets para representar una sefial, la
energia de la sefial no cambia (Hubbard, 1997). Esta energia —valor promedio del cuadrado de la
seflal— no corresponde necesariamente a la energia fisica. Esto quiere decir que uno puede
transformar una sefial a una wavelet y después obtener la sefial exacta de vuelta. También quiere
decir que un cambio pequefio en la representacion de wavelet produce el cambio pequefio
correspondiente en la sefial (Hubbard, 1997).

Mientras que la FT convierte una sefial de una variable (tiempo o espacio) en otra sefial de
una variable (frecuencia), la WT produce una transformada de dos variables (tiempo y frecuencia).
La utilidad de las wavelets es convertir la informacién de una sefial en nimeros (coeficientes) que
puedan ser manipulados, analizados o usados para reconstruir la sefial original. Los coeficientes nos
dicen de qué manera la funcién analizada (senos y cosenos, wavelets) necesita ser modificada para
reconstruir la sefial, sumando wavelets de diferentes tamafios y posiciones. La técnica para calcular
coeficientes consiste en multiplicar la sefial analizada por una funcion de wavelet madre y calcular
la integral del producto (Hubbard, 1997).

Al expandir o comprimir una wavelet, ésta se adapta automaticamente a las diferentes
componentes de una sefial: una ventana pequefia para componentes de alta frecuencia y una ventana
grande para las de baja frecuencia. Este procedimiento se conoce como multirresolucion. En la
busqueda de petroleo, el analisis a altas frecuencias corresponde a inspeccionar los estratos mas

delgados (Hubbard, 1997).
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Algunas veces se habla sobre escala en lugar de resolucion y Morlet hablaba de octavas.
Resolucion tiene que ver con el hecho de que el tamafio cambiante de la wavelet cambia el tamafio
de las componentes que se pueden observar. Octavas se refieren al hecho de que ir de una
resolucion a una dos veces mas fina duplica la frecuencia de las wavelets de manera que éstas
codifican frecuencias que son dos veces mas altas. La naturaleza peculiar de las wavelets es que la
resolucion, escala y frecuencia cambian al mismo tiempo (Hubbard, 1997). Las wavelets encuentran
las propiedades que corresponden a transitorios fuertes como la ruptura y discontinuidad. Son
adecuadas para observar cambios como los picos o pulsos en una sefial o bordes en una imagen. Un
coeficiente de wavelet mide la correlacion o el acuerdo entre la wavelet y el segmento
correspondiente de la sefial. Una alta correlacion quiere decir que existe un pequefio pedazo de la
sefal que se parece a la wavelet (Meyer, 1992).

Por definicion, la wavelet tiene una integral de cero (mitad de area es positiva, otra mitad es
negativa). Multiplicar la wavelet por una constante cambia las partes positiva y negativa de la
misma manera y la integral sigue siendo cero. También podemos construir wavelets que producen
coeficientes pequefios o iguales a cero cuando son comparados con funciones lineales, cuadraticas y
polinomios de grado elevado.

Hablando matematicamente, la WT es el producto de la funcion wavelet con la sefial. Si la
wavelet empata la forma de la sefial en una escala y posicidon especifica, entonces se obtiene un
valor grande de transformada. Si la wavelet y la sefial no se correlacionan, obtenemos un valor bajo
de transformada (Hubbard, 1997).

El GPR emplea la transformada de Fourier como otro tipo de analisis. Aunque es un método
muy util y que se ha aplicado en diferentes areas de investigacion, nosotros mostramos en este
trabajo que para el estudio del tinel debajo del Templo de la Serpiente Emplumada fue mejor
emplear el analisis wavelet. Las wavelets son funciones manipuladas a través de un proceso de
traslacion (movimiento temporal) y dilatacion (ensanchamiento de wavelet) para transformar la
sefal en otra forma que se desarrolla en tiempo y escala (periodo). Esto no se puede hacer con la
transformada de Fourier.

En la siguiente seccion presentamos ejemplos en donde explicamos como interpretar los

resultados que nos muestra la transformada de wavelet continua.
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1.3.1 Ejemplos grdficos de la transformada de wavelet continua (CWT)

En estos ejemplos utilizamos series de tiempo sencillas compuestas por senoidales, a las cuales les
aplicamos la transformada de wavelet continua.

Presentamos los espectros de WT para los efectos debidos a fase, frecuencia, amplitud y
resolucion. Para todas las graficas de esta seccion, el panel sobre el espectro corresponde a la serie

de tiempo y el panel izquierdo al wavelet global.
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1.3.2 Efecto de la fase

Tenemos la siguiente serie de tiempo:
{sint, 0<t<25s

- sin(t—%), 25<t<50s
2

lsin(t—f), 50<t<75s
sin(t — ), 75<t<100s

Efecto de fase

S ATATAVAREATATAVAVAVAVATATIVAY,

=

0.25

Periodo (s)

Tiempo (s)

a) Sinruido

Efecto de fase con ruido

Periodo (s)

i 1116
2032 e 1/32
I ; : 1/64
0.5 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiembo (s)

b) Con ruido

Fig. 1.6. Senoidales con fases diferentes (¢, = 0, ¢, = /4, ds = /2, ¢, = 7 rad).

En la figura 1.6 podemos observar como los picos en los espectros de wavelet coinciden
con los cambios de fase en la serie de tiempo, tanto en la serie original como en el caso de ruido
afiadido. En este ejemplo, alrededor de 25 s observamos el primer cambio de fase, a los 50 s el

segundo y alrededor de 75 s el tercero.
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1.3.3 Efecto de la frecuencia

Tenemos la siguiente serie de tiempo:

sin 2t, 0<t<50s
y = ysin 4t, 50<t<75s
sin 8t 75<t<100s

Efecto de frecuencia

1 T T

ol

Wavelet global

0.25 32
05 16
8
1 4
=z 2
: 1
E’ 41 112
8t 1/4
118
16} 116
1 0.5 0 30 40 50 60 70 100
Tiempo (s)
a) Sinruido
Efecto de frecuencia con ruido
o
global
0.25 0:25¢ 2
05 b 16
0.76¢( 8
1 ) 4
0 5 1519 2
H an’_‘// 1
& 4 53%' - 112
8l S 1/4
1/8
L 20324 116
sol L [ — . 1132
: 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo (s)

b) Con ruido

Fig. 1.7. Senoidales con frecuencias diferentes (f; = 2, f, =2, f; = 4, f, = 8 Hz).

En la figura 1.7 podemos identificar los periodos que corresponden a cada frecuencia tanto
de la serie original como de la que se le afiadid ruido: el periodo de 3.02 s corresponde a la

frecuenciade 2 Hz, el de 1.51 salade 4 Hzy el de 0.76 s a la de 8 Hz.
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1.3.4 Efecto de la amplitud

Tenemos la siguiente serie de tiempo:

( sin2t, 0<t<?25s
|%sin2t, 25<t<50s
y=4%sin2t, 50<t<75s
l%sinZt, 75<t<100s

Efecto de amplitud
T T

05 32
16
1}- 8
= 4
3 2
g ° 1
T 4 112
& 1/4
8 1/8
1116
16} 1/32
&5 1164
32 g 71 i "
1 0.5 0 10 20 30 40 50 60 70 80 g0 100
Tiempo (s)
a) Sinruido
Efecto de amplitud con ruido
global - L i i I i i L L L
025 0.30 64
05 i ] 32
i 16
1 0904 0 8
= 3 ) 4
% 2 : y oy . . - 11 Wi
2 b7 . 1
E 4 ~ — - - H4q1/2
8 1/4
ey & gl
10.14 | — 1/8
1/16
2 et B _ s | O
1 05 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo (s)
b) Con ruido

Fig. 1.8. Senoidales con amplitudes diferentes (A1 =1, A, =1/2, A; = 1/3, A, = 1/4).

En la figura 1.8 podemos observar pequeiios picos y el espesor de la banda en el espectro
debido a la diferencia en amplitud, especialmente en la grafica sin ruido (fig. 1.8a). Alrededor de 25
s podemos identificar el primer cambio de amplitud, a los 50 s el segundo y alrededor de 75 s el

tercero. El periodo que predomina de 3.02 s es el correspondiente a la frecuencia de 2 Hz.
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Para el caso de una serie de tiempo con amplitudes y frecuencias diferentes:

sin 2t, 0<t<25s
%sinZt, 25<t<50s

y= %sin4t, 50<t<75s
\jsin8t, 75<t<100s

Efecto de amplitud y frecuencia

T T 1
oF uy
global 1 i 1 1 1 L L i
025 54
0.5 32
16
1 8
= 4
< 2
g ° 1
s 4 112
o 174
8 118
1116
16} 1132
1/64
32k~ sl
1 0.5 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo (s)
a) Sinruido
Efecto de amplitud y frecuencia con ruido
0
global
025 1 0.7 A 64
; Y 32
0.5} ) \ {
I b LB
4 " ’
151 C>e O 4

Periodo (s)

o BN
W
+
'
IS

16}t 14374 . 1/32

o) mosans g i
1 0.5 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tiembo (s)

b) Con ruido
Fig. 1.9. Senoidales con amplitudes (A; =1, A, =1/2, A; =1/3, A, = 1/4) y frecuencias
diferentes (f; =2, f, =2, f; =4, f, = 8 Hz).
En la figura 1.9, tanto en la serie de tiempo original como en la que se afiadi6 ruido,
podemos identificar los periodos que corresponden a las frecuencias (3.02 s para 2 Hz, 1.51 s para 4
Hzy 0.76 s para 8 Hz), asi como los picos que corresponden a los cambios de amplitud (el primero

en 25 s, el segundo en 50 s y el tercero en 75 s).

oy Womw Jomv  fej,  Boma  §om,  emw  fome  Bome  Boma

Flor Lépez Rodriguez

28



Aplicacién del radar de penetracidn en la zona arqueolégica de Teotihuacan
Antecedentes

o Bemv len, lepn Joma Jomn Benn B Jens Bena

1.3.5 Efecto de la resolucion

sin2t, 0<t<50s
Si tenemos una serie de tiempo: y = {sin4t, 50 <t <75s
sin8t, 75<t<100s

En donde: ¢ =100x time, time=0:—:1 y NWT = 8192, 1024, 512 y 128. NWT es el niimero de

puntos o tamafio de bloque de la sefial. La resolucion DT la calculamos como DT = L .

Tiempo (s)

a) NWT =8192, DT = 1.2207x10™

Periodo (s)

50
Tiempo (s)

b) NWT = 1024, DT = 9.7656x10™

40 _ 50
Tiempo (s)

c) NWT=512, DT = 19.53x10"

e SV MNMW»WW*?[

d) NWT=128,DT= 78.125x10™
Fig. 1.10. Senoidales con resoluciones diferentes (DT = 1/NWT).
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De la figura 1.10 podemos ver que los periodos estdn mejor definidos a una resolucion

mayor, como es el caso para NWT = §192.

1.4 Trabajos de analisis en GPR

Recientemente se ha aplicado el andlisis wavelet en varios trabajos relacionados con GPR. A

continuacion mencionamos algunos:

1.4.1 Trabajos de GPR que aplican el andlisis wavelet

Uno de los problemas que se tiene con sefiales de GPR es que se corrompen facilmente por
ruido, ya que el receptor tiene una banda ultra ancha (UWB). El ruido captado por este sistema
puede enmascarar las retrodispersiones débiles que resultan de las inhomogeneidades localizadas en
la profundidad de la estructura estudiada. Por esta razon, Baili et al. (2006) investigaron el uso
exitoso de la transformada discreta de wavelet (DWT) para eliminar el ruido de las sefiales de GPR.
Emplearon diferentes wavelets madre para eliminar el ruido de sefiales de GPR captadas de
pavimentos. Encontraron que, con el mismo nivel de procesamiento, la DWT de doble densidad
(DDDWT) supera a la wavelet madre Daubechies de orden 6.

Ni et al. (2010) también emplearon la DWT como una técnica de procesamiento de sefiales,
para filtrar y mejorar los datos crudos de GPR con el fin de obtener imagenes de perfil de mayor
calidad. Llevaron a cabo experimentos de laboratorio y analizaron las ubicaciones de las tuberias
enterradas bajo diferentes condiciones. Las tuberias eran hechas de plastico y metal, y se estudiaron
las configuraciones de dos tuberias en paralelo y una tuberia sencilla, ambas horizontales. Los
resultados experimentales indican que los perfiles de DWT pueden proporcionar mas informacion
que el perfil tradicional de GPR. Las imagenes del diametro y la posicion de las tuberias, incluso las
dos tuberias de diferentes materiales y en alineacion horizontal, pueden mejorarse al utilizar el
perfil de DWT.

Centeno-Salas et al. (2014) propusieron la implementacion del algoritmo piramidal de
Mallat’ a los datos de GPR, de acuerdo con el analisis de su naturaleza transitoria. Este es un
método de descomposicion de la DWT, la cual introduce una variable y una longitud de wavelet

variable y escalable, con un soporte compacto y una banda limitada en el dominio de la frecuencia.

7 Algoritmo que determina los coeficientes de aproximacion (a) y de detalle (b) de nivel j-/ a partir de los
. ., . . . ) oy )
coeficientes de aproximacién de nivel j en base a la recurrencia dada en: a,,, = N AR RN AT ETI

— 1 _ 1,4
by = 7742k T g 42k
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Los datos de GPR fueron analizados en un plano de tiempo-frecuencia y fueron sintetizados en
diferentes niveles de resolucion a través de octavas de frecuencia que permitieron la eliminacion de
ruido. Esta técnica mejora los radargramas obtenidos en areas urbanas ya que el ruido caracteristico
enmascara a los reflectores principales. En esos casos, la aplicacion de la transformada discreta de
Fourier (DFT), disefiada para el andlisis de datos en el que la frecuencia no varia con el tiempo, es
limitada. La DWT es una herramienta alternativa para el analisis de los datos transitorios porque
determina el tiempo que corresponde a cada componente de frecuencia y ademds permite
reconstruir los datos en una secuencia de espacios de aproximacion sucesivos, tales como los
subespacios ortogonales °.

El analisis de wavelet de multirresolucion (MRA), una de las técnicas mas eficaces de
wavelet aplicadas en el procesamiento de imagenes, permite la descripcion de una imagen en
términos de una forma aproximada, mas los detalles en un intervalo amplio que puede ser util para
los procesos de filtracion. El perfil 2D de GPR es similar a una imagen en todos los aspectos, si
cada punto de los datos del perfil de GPR es considerado como un pixel de imagen en general. Jeng
et al. (2009) proponen que, por este método, el MRA ofrece una base de filtracion eficiente. Los
autores prestaron atencion especial a los datos con resonancia o a la dispersion de fuentes de ruido,
donde este método ha demostrado ser muy util.

La interpretacion cuantitativa de los datos de GPR es deseable para la mejora de la calidad
de la imagen de radar. Idi y Kamarudin (2012) emplearon el analisis de MRA para procesar la
imagen de radar en diferentes niveles de descomposicion. La familia Daubechies fue usada para
descomponer la imagen en cuatro niveles diferentes de detalles. Nivel 3 para detalles diagonales y
nivel 4 para detalles horizontales, proporcionaron una visualizacion sin ruido de las
discontinuidades del subsuelo. Esto condujo a la deteccion de una estructura enterrada y a la
identificacion de su ubicacion espacial. Se estimo6 la profundidad de la estructura enterrada en base
a la escala de la imagen. Este trabajo demuestra la eficacia del analisis de la trasformada de wavelet
de Daubechies como otra técnica de exploracion de datos de estructuras adquiridos por GPR.

En las ciencias de la Tierra, es comin obtener la imagen de la propiedad de un objetivo al
emplear datos geofisicos indirectos de baja resolucion. La reduccion de escala de estos datos de baja

resolucion a la resolucién apropiada del objetivo, es un tema importante en la formacion de

8 Se dice que dos subespacios S; y S, de R” son ortogonales si el producto punto v,-v, =0 para todos los

vectores v, €S, y paratodos v, €5,.
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imagenes. Simard et al. (2011) emplearon la metodologia basada en wavelet para reducir la escala
de las imagenes geofisicas de baja resolucion a un modelo geoldgico de alta resolucion por medio
del uso de un modelo hidrogeofisico analogo. En primer lugar, todas las imagenes disponibles
fueron transformadas por wavelet. Las texturas de porosidad de alta resolucion fueron reproducidas
por medio de un recocido simulado’, optimizando las estadisticas de los coeficientes de detalle del
objetivo con las estadisticas de los coeficientes de detalle del modelo analogo en cada escala. El
enfoque fue evaluado en un modelo de porosidad sintética. Las porosidades obtenidas reprodujeron
las caracteristicas a gran escala del campo de porosidad del objetivo apoyado por los datos
geofisicos, asi como por las texturas de alta frecuencia extraidas del campo de porosidad del modelo
analogo.

Tzanis (2013) introduce un método para eliminar el ruido de datos de GPR y extraer
informacion geométrica a partir de caracteristicas estructurales dependientes de la escala, basado en
filtros direccionales de wavelets B-Spline (BSW) de una y dos dimensiones, y filtros de Gabor de
dos dimensiones. Un filtro direccional BSW se construye mediante la disposicion lateral de
wavelets unidimensionales idénticas s de longitud L, modificando la direccion s-paralela (“span”)
con una funcion de ventana adecuada y rotando la matriz resultante hacia la orientacion deseada. La
longitud L de la wavelet define la escala temporal y espacial a aislar y “span” determina la longitud
sobre la que se suaviza (resolucion espacial). El filtro de Gabor se genera al multiplicar una
gaussiana eliptica por una onda plana compleja; en cualquier direccion, las escalas temporal o
espacial a aislar son determinadas por la longitud de onda A de la onda plana y la resolucion
espacial por el coeficiente espacial de aspecto y, el cual especifica la elipticidad de la base de la
funcion de Gabor. En cualquier orientacion, ambos tipos de filtros pueden ser sintonizados en
cualquier frecuencia o niimero de onda espacial al variar L o A, respectivamente. Los filtros pueden
aplicarse directamente a los radargramas en 2D, en cuyo caso extraen informacion sobre las escalas
dadas con ciertas orientaciones. De manera alterna, pueden ser rotadas en diferentes orientaciones
bajo control adaptativo'®, para asi permanecer sintonizadas en una frecuencia o namero de onda

dados. Estos métodos de filtracion también pueden ser utilizados para mejorar el coeficiente de S/R

? Algoritmo de busqueda meta-heuristica para problemas de optimizacion global. El objetivo general de este
tipo de algoritmos es encontrar una buena aproximacion al valor éptimo de una funcién en un espacio de
busqueda grande. A este valor Optimo se lo denomina optimo global.

1 . . ) ’
 Método de control que se debe adaptar a un sistema controlado por pardmetros que varian o que
inicialmente son inciertos.
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en una manera particularmente adecuada para datos de GPR. Esto se debe a que la respuesta en
frecuencia de los filtros simula las caracteristicas de frecuencia de la wavelet fuente. Las
caracteristicas de localizacion temporal de los filtros pueden ser explotadas para investigar las
caracteristicas de propagacion de sefiales; por lo tanto, las propiedades de materiales. Este método
result6é ser muy eficaz en la extraccion de informacion escalar fina o gruesa de datos ruidosos de

GPR a partir de inspecciones arqueométricas y geotécnicas.

1.4.2 Trabajos de GPR que utilizan otros métodos de andlisis

Con el fin de localizar objetos cilindricos como tuberias y cables enterrados bajo tierra con
GPR, es necesario detectar hipérbolas de retrodispersion en los radargramas medidos. En la
practica, esta tarea en muchos casos es complicada debido a los diferentes entornos geologicos, a
hipérbolas incompletas y en primer lugar, al hecho de que los objetos cercanos generan hipérbolas
que interfieren entre si. Birkenfeld (2010) desarroll6 un sistema automatico de deteccion basado en
una red neuronal'' usando campos receptivos'>. El autor demostré que, con una definicion adecuada
de datos de entrenamiento, el sistema fue capaz de detectar hipérbolas, incluso en situaciones
dificiles.

Con base en la Distribucion de Wigner—Ville (WVD)", Elizondo et al. (2012) realizaron un
analisis en tiempo y frecuencia de datos de GPR, basado en el estudio de la descomposicion de la
sefal espectral. Calcularon una correlacion entre la sefial original y las componentes de tiempo-
frecuencia para obtener anomalias estructurales de la informacién contenida en el radargrama,
relacionandola con la geologia disponible. En primer lugar, aplicaron un ejemplo tedrico construido
representando un tinel (tuberia). Obtuvieron las firmas correspondientes en los dominios de tiempo

y frecuencia. Por ltimo, analizaron esta metodologia en un sitio de prueba en la deteccion de un

""Redes neuronales: Modelos inspirados en las redes neuronales biolégicas (sistema central nervioso de
animales, en particular el cerebro) y se usan para estimar funciones que dependen de un niimero grande de
entradas. Estas redes se presentan como sistemas de “neuronas” interconectadas que intercambian mensajes
entre si. Las conexiones se ponderan numéricamente para ser definidas en base a la experiencia, haciendo que
estas redes se adapten a las entradas y sean capaces de aprendizaje.

"2 Campo receptivo de una neurona sensorial es la region particular del espacio sensorial en el que un
estimulo activa a la neurona.

BWVD es una distribucion de cuasiprobabilidad. Fue introducida por Eugene Wigner en 1932 para estudiar
correcciones cuanticas en la mecénica estadistica. El objetivo era conectar la funcién de onda que aparece en
la ecuacion de Schrodinger con la distribucion de probabilidad en el espacio de fase. En 1948 fue derivada por
Jean Ville como una representacion cuadratica de la energia local en tiempo-frecuencia de una sefal.
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tambo enterrado donde la geometria y su profundidad eran conocidas. La WVD fue capaz de definir
los rasgos morfologicos relacionados con el tambo y por lo tanto, es probable que este método
permita localizar este tipo de estructuras.

Por medio de sensores de radar UWB, Salman et al. (2008) llevaron a cabo las tareas de
caracterizacion de materiales y reconocimiento de objetos en base a la imagen de todo el entorno.
Los autores aplicaron una version de UWB de elipsometria'* de microondas para la estimacion de la
permitividad de objetos homogéneos. La tarea de reconocimiento de objetos se llevd a cabo por
medio de nodos biestaticos de sensor en base a las mediciones de GPR. Las evaluaciones del
desempefio basado en la simulacién, mostraron un comportamiento muy robusto debido al pre-
procesamiento adecuado de los datos de GPR. Las aplicaciones de este método incluyen la
deteccion de fuentes de incendio, la deteccion de objetos metalicos ocultos debajo de la ropa y el
reconocimiento de estructuras de construccion.

El GPR es una de las tecnologias que ha sido investigada ampliamente como un medio para
mejorar la eficiencia en la deteccion de minas terrestres. Tesfamariam y Dilip (2014) propusieron
dos métodos para detectar minas enterradas. Ambos métodos se basan en las técnicas de sustraccion
de fondo" para detectar minas terrestres de plastico. El primer método emplea la estimacion de
fondo adaptativa y el segundo utiliza la estimacion de fondo basada en la modelacion multicapa de

propagacion de ondas electromagnéticas.

1.5 Trabajos sobre el algoritmo de wavelet multicruzado

Legates et al. (2013) presentaron una cuantificacion mejorada de las variaciones en
microrrelieve de la corteza de arboles que utiliza wavelets en un dominio circular de los datos
adquiridos mediante el sistema automatizado de medicion de arboles de LaserBark™. El
microrrelieve de la corteza afecta tanto a la hidrologia como a la biogeoquimica de los bosques. Es
por esto que una representacion mejorada del microrrelieve de la corteza seria muy 1til para
describir la influencia de varias especies de arboles en las contribuciones de agua y solutos en el

suelo del bosque. La mayoria de los métodos existentes para cuantificar el microrrelieve de la

'* Elipsometria es una técnica optica para investigar las propiedades dieléctricas (conductividad eléctrica,
composicion, naturaleza cristalina y otras) de materiales como las peliculas delgadas. La elipsometria de
microondas puede estar sujeta a los efectos significativos de ondas estacionarias resultantes de la
retrodispersion.

1 r . . . , . . ,
> Técnica en el campo de procesamiento de imagenes en donde el primer plano de una imagen es extraida
para su procesamiento posterior.
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corteza son medidas globales, es decir, proporcionan un Unico nimero que representa el
microrrelieve general de la corteza. Para resolver esto, los autores propusieron el analisis wavelet de
los datos del sistema automatizado de medicion de arboles de LaserBark™ vy lo describieron para
cuantificar las variaciones en el microrrelieve de la corteza, alrededor del perimetro del arbol. Esta
medida describi6 las diferencias espaciales en el microrrelieve y permitié una representacion de los
arboles que exhibieron variabilidad direccional en el microrrelieve debido a los efectos naturales o
antropogénicos. La componente radial resaltdé los cambios en la profundidad del microrrelieve,
mientras que la componente tangencial se relaciono con la distancia entre los surcos en la seccion
transversal de la corteza. Por lo tanto, es probable que el andlisis wavelet sea una herramienta util
para comparar la estructura de corteza que varia, dentro de una misma especie de arbol o entre
diferentes especies de arboles, en diferentes etapas de crecimiento, y entre arboles que han crecido
bajo diferentes condiciones ambientales.

Velasco-Herrera et al. (2014) hicieron un analisis de la sincronizacion de las capas de la
atmosfera solar. Para encontrar la relacion entre los diferentes indices solares (manchas solares y el
indice de la corona solar) en el espacio de tiempo-frecuencia, los autores emplearon una nueva
wavelet cruzada multiple (MCW) para encontrar la sincronizacion de la actividad solar en
diferentes capas solares. Este analisis les permitié determinar el tipo de relacion y sincronizacion
entre las diferentes manifestaciones de las distintas capas solares (lineal o una relacion mas
compleja).

Soon et al. (2014) reportaron las variaciones climaticas sobre las escalas de tiempo
centenaria y milenaria. Aplicaron un nuevo algoritmo para calcular los espectros de wavelet
cruzado multiple en el dominio de tiempo-frecuencia, el cual es generalizado para dos o mas series
de tiempo (el algoritmo MCW descrito en este trabajo doctoral). Los autores encontraron por medio
de este analisis las relaciones estadisticas y fisicas entre los indices de la actividad solar y los

. . . . 16
registros climaticos indirectos .

De la revision de estos trabajos de analisis de GPR y andlisis wavelet, podemos concluir

que el analisis espectral de tiempo-frecuencia probablemente nos permite obtener resultados mas

' Datos o registros indirectos: Caracteristicas fisicas preservadas del entorno que pueden sustituir a las
medidas directas. Los paleoclimatélogos retinen datos indirectos de los registradores de variabilidad natural
del clima, tales como anillos de arboles, niicleos de hielo, polen fosil, sedimentos del océano, corales y datos
historicos. Mediante el andlisis de los registros tomados de éstas y otras fuentes indirectas, los cientificos
pueden ampliar nuestro conocimiento del clima mucho mas alla del registro instrumental.
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verosimiles de la interpretacion del radargrama. Por esta razon, se propone realizar este tipo de
analisis para mejorar la interpretacion de los radagramas estudiados.

El analisis que hicimos en este trabajo fue aplicado directamente a los datos crudos de GPR,
utilizando una wavelet continua compleja con muy buena resolucion en la periodicidad (Morlet). La
cual nos permitié encontrar, por medio de dos algoritmos de funcion multicruzada, los periodos
correspondientes a los diferentes estratos estudiados en el analisis de las trazas obtenidas en el caso
del tinel debajo del Templo de la Serpiente Emplumada. Estos algoritmos son una extension del
teorema de Wiener-Khintchine para N sefiales (actualmente sélo es para dos). El algoritmo de
funcién multicruzada de Fourier descrito en este trabajo, es propuesto como una nueva herramienta
de procesamiento para los equipos de GPR que ya cuentan con la transformada de Fourier. Seria la

primera vez que se aplican estos métodos en conjunto en un trabajo de investigacion de arqueologia.
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Capitulo 2

Analisis de datos

Este capitulo es acerca de las mediciones y los métodos usados en este trabajo como son la
transformada continua de wavelet, wavelet cruzado, wavelet de coherencia y la transformada
inversa de wavelet.

Ademas se describen dos algoritmos nuevos llamados wavelet multicruzado (MCW) y
funcién multicruzada de Fourier (FMC), la cual se basa en el teorema de Wiener-Khintchine

(Khintchine, 1934).

2.1 Maediciones de GPR

Se hicieron seis mediciones (‘Tun01’-‘Tun06”) con el GPR pulse EKKO IV de Sensors & Software
(propiedad del IIMAS, UNAM y con apoyo del Dr. Roman Alvarez Béjar) con antenas de 100 MHz
y con una separacion de 1 m (sistema biestatico), cerca del tunel que se encuentra debajo del
Templo de la Serpiente Emplumada en Teotihuacan (figuras 2.1-2.3).

‘Tun01’ se hizo justo enfrente de la entrada de la fosa vertical que comunica al tinel y con
orientacion de sur a norte (19°40°55.62” N Lat., 98°50°49.39” O Long.). ‘Tun02’ se hizo a la mitad
de la distancia entre la fosa y el templo (19°40°55.49” N Lat., 98°50°48.89” O Long.). ‘Tun03’ se
hizo a tres metros de ‘“Tun02’ (19°40°55.44” N Lat., 98°50°48.75” O Long.; figura 2.5A), mientras
que ‘Tun04’ se hizo a seis metros de ‘Tun02’ (19°40°55.40” N Lat., 98°50°48.63” O Long.).
‘Tun03’ y ‘Tun04’ se hicieron encima del tinel. ‘Tun05’ se hizo atras de la plataforma adosada, a
lo largo del callejon (19°40°55.02” N Lat., 98°50°47.56” O Long.). ‘Tun06’ se hizo en el mismo
callejon que ‘Tun05’ pero un metro mas cerca de la piramide de la Serpiente Emplumada
(19°40°55” N Lat., 98°50°47.50” O Long.; figura 2.6A). En total, fueron obtenidas 172 trazas para
analizar. Varias camaras se encontraron al final del tanel (figura 2.4). En la interpretacion de los

radargramas contamos con el apoyo del Dr. Roméan Alvarez Béjar del IIMAS, UNAM.
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Fig. 2.2. Corte transversal del tunel debajo del Templo de la Serpiente Emplumada
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Fig. 2.4. Interior de una de las camaras al final del tunel.
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Fig. 2.5. Trazas de la medicién ‘Tun03’. (A) Ubicacién. (B) Radargrama.
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Del radargrama de la figura 2.5B, podemos decir que la fosa por donde se tiene acceso al
tunel, es de unos catorce metros de profundidad y que el tinel tiene una longitud entre 100 y 120
metros. Ademas, podemos observar una zona de fractura resaltada por las lineas punteadas de color
azul claro. En la figura 2.6B, podemos observar una camara al final del tinel. Como se mencion6 en
la introduccidn, pudimos corroborar estas interpretaciones en el 2014 al finalizar la excavacion: la
longitud del tinel fue oficialmente de 102.43 metros y al final del tinel se encontraron tres camaras.
Asi como una gran fractura que se encuentra antes de entrar a la ultima etapa del tanel.

Después de haber determinado el intervalo de las trazas de GPR dentro y fuera del tinel y
de la cdmara por medio de la interpretacion de los radargramas de las mediciones ‘“Tun03’ (cerca
del tunel, compuesta por 42 trazas a lo largo de 82 m) y ‘Tun06’ (cerca de la cdmara, compuesta por
24 trazas a lo largo de 24 m), ambos algoritmos de multicruzado descritos mas adelante, fueron
aplicados para determinar los periodos que caracterizan la matriz, arcilla y el relleno del tinel y la
camara. Las figuras 2.5B y 2.6B muestran las trazas que fueron analizadas: los nlimeros de traza
correspondientes a las trazas dentro del tinel/camara estan resaltados en rojo, y los niimeros de

traza de aquellas que se encuentran fuera del tinel/cdmara estan resaltados en azul.

2.2 Transformada continua de wavelet (CWT)

La transformada continua de wavelet es util para analizar la evolucion de periodicidades en el
dominio de tiempo-frecuencia. También tiene la capacidad de analizar sefiales intermitentes, no
estacionarias o transitorias, como es el caso de una sefial de GPR (Addison, 2002). Nosotros
empleamos a la funcion Morlet como funcién madre porque da una mayor resolucién en
periodicidad/frecuencia.

La wavelet Morlet consiste en una funcion exponencial compleja modulada por una wavelet

gaussiana y se define como:

w(t,s) = ei(oot/sefﬂ /(25%) (2.1)
Donde ¢ es el tiempo con s= (frecuencia)” como la escala de la wavelet y @, es una frecuencia
adimensional. Para nuestro analisis el niimero de onda @, =6 para satisfacer la condicion de
admisibilidad (Farge, 1992).

La potencia de la wavelet se calcula como:

2

W) 2.2)
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Donde ‘an ‘ es la transformada de wavelet de una serie de tiempo X y n es el indice de tiempo

(Torrence y Compo, 1998). La transformada continua de wavelet se define como:
Wis.r)= I X (' (2= )dn 2.3)
S :

Donde 7 es un parametro de traslacion y s de escala.

Para calcular la transformada de wavelet es necesario que la serie de tiempo sea de 2"
elementos. Si no es asi, entonces se rellena con ceros y el cono de influencia (COI) es la region del
espectro de wavelet fuera de la cual los efectos de borde se vuelven significativos (Torrence y

Compo, 1998). En este trabajo las transformadas de wavelet tienen una resolucion de 0.8 ns.

2.3  Reconstruccion por banda de una serie de tiempo

La serie de tiempo reconstruida es solamente la suma de la parte real de la transformada de wavelet
sobre todas las escalas (Torrence y Compo, 1998). La descomposicion de una sefial puede obtenerse

por medio de un filtro de tiempo-escala. Un filtro de tiempo-escala se define como:

J

_ 58" Rl )
" Capy(0) Z s @4

j=0 J

Donde ; es el factor de promediacion de escala, C es una constante ( ; = 0.61 y € = 0.776, para

/2

la wavelet de Morlet), 1,(0) remueve la energia escalar y Sj1 convierte a la transformada de

wavelet en densidad de energia (Torrence y Compo, 1998).

Este tipo de filtrado puede hacerse simultdneamente en escala y tiempo al definir un valor
de umbral de la potencia de wavelet. Este proceso de “eliminacion de ruido” remueve cualquier
region de baja amplitud de la transformada de wavelet, la cual probablemente es debida a ruido.

La ventaja que tiene esta técnica sobre otros métodos tradicionales de filtrado, es que
remueve el ruido en todas las frecuencias y que puede ser empleada para aislar eventos inicos que
tienen un espectro de potencia ancho o eventos multiples que tienen frecuencia variable.

Como la transformada de wavelet es un filtro pasabanda con una funcion de respuesta
conocida, es posible reconstruir la serie de tiempo ya sea usando deconvolucion o el filtro inverso

(Hudgins et al., 1993).
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Formalmente, la relacion de Parseval para wavelets nos dice que si x(?) pertenece a L*(R) ,

entonces:
‘x(t)H IdstTW(s Z')‘ 2.5)

La transformada inversa de wavelet (para casi toda ¢) se define como:

x(t) = j .[W(S oy’ (5 Yisdr (2.6)

Donde Cyes la constante de admisibilidad.
En este trabajo se usaron los programas de Torrence y Compo (1998) para la reconstruccion

de las series de tiempo analizadas.

2.4 Wavelet cruzado

El wavelet cruzado se define como:
W =X 2.7
Donde X'y Y representan dos trazas diferentes y * es el conjugado de la transformada W”.

El wavelet cruzado indica donde hay alta potencia en comtin y revela informacion sobre la
relacion de fase entre las dos sefiales: si la orientacion de la flecha es hacia la derecha, las sefiales
estan en fase; si la orientacion es a la izquierda, estan en antifase. Si la flecha estd orientada hacia
abajo, la sefial uno esta adelantada 90° con respecto a la sefial dos; y si la flecha esta orientada hacia

arriba, la sefial uno esta retrasada 90° con respecto a la sefial dos.

2.5 Wavelet de coherencia

El wavelet de coherencia se puede definir como:

slew o))

S(s‘l W) (s)zj'S(s_l W,,Y(s)z)

Donde S es un operador que suaviza la ecuacion y se define como S(W)=3S,, ,a(Sﬁempo(Wn (s))).

R’ = (2.8)

Si analizamos la ecuacion 2.8, la definicion de wavelet de coherencia se parece mucho al

concepto de coeficiente de correlacion. Es muy 1til pensar en el wavelet de coherencia como un

oy Womw Jomv  fej,  Boma  §om,  emw  fome  Bome  Boma

Flor Lépez Rodriguez

44



Aplicacién del radar de penetracidn en la zona arqueoldgica de Teotihuacan
Anilisis de datos

coeficiente de correlacion localizado en el espacio de tiempo-frecuencia. Este tipo de analisis indica

el grado de similitud entre dos sefiales o trazas a la misma profundidad en este trabajo.

2.6 Wavelet global

El wavelet global se define como:

N-1

[SORESY

n=0

W, () 2.9)

De acuerdo con la ecuacion 2.9, el wavelet global es el promedio de los espectros de

wavelet locales.

2.7  Algoritmos de la funcion multicruzada

2.7.1 Funcion multicruzada de Fourier (FMC)
A finales de los afios veinte, Norbert Wiener introdujo el concepto de la funcion cruzada (Wiener,
1928), el cual permitié encontrar semejanzas y diferencias entre dos series de tiempo.

Con el desarrollo de nuevas tecnologias, actualmente se trabaja con equipos multicanales.
Es por esto que en este trabajo proponemos un nuevo algoritmo, el cual se basa en el producto
Hadamard para matrices nxm (Johnson, 1990) y es una extension del teorema de Wiener-
Khintchine (Khintchine, 1934). Este algoritmo pretende obtener la funcion cruzada de dos o mas
sefiales.

En el apéndice presentamos ejemplos en los cuales lo aplicamos, para que su significado
sea mejor comprendido.

La funcion cruzada entre dos vectores complejos (Wiener, 1928) se define como:

IR .
Ry (1) = ;ZX(Q)y (t;,—7) (2.10)
i=1
Tenemos que:
w0= [G.ne"dr =5"6.0) @.11)
V=[G rar @12)
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El algoritmo que proponemos aplicar a las mediciones de GPR, consiste en la

generalizacion del siguiente algoritmo aplicado a dos series de tiempo X(2) e Y(z-7):

Ry ()= <x(t),y(t - Z')> = Tx(t)y* (t—7)dt (2.13)
Sustituyendo ecuaciones 2.110; 2.12 en 2.13, obtenemos:

(x(0), y(t=7))= j G, ("G (/e e " dudfilf (2.14)

8'—‘08
§ =8

Sabemos que:

S(f-f)= jef‘<f Nt (2.15)
Sustituyendo (2.15) en (2.14):
(x(®),p(t-1))= j J.Gx (NG (" 8(f - f)df df (2.16)

00

Donde j S(f—fHdf =1.

—00

Por lo tanto, la ecuacion 2.16 se convierte en:

0

Ry ()= (x(0),y(t 7)) = j (NG (e df =316 ()] 2.17)

La ecuacion 2.17 se conoce como el teorema de Wiener-Khintchine (Khintchine, 1934), para la
condicion G, (NG, (f)=1.

La funcion multicruzada propuesta en este trabajo consiste en una generalizacion del
Teorema de Wiener-Khintchine para N series de tiempo y se basa ademas en el producto Hadamard
(Johnson, 1990). Este producto se define de la siguiente manera:

by, b, S S

Si tenemos una matriz B=|b,, by, | y otra C =|¢,, ¢,, |, el producto Hadamard de estas

by, by, C31 €3

matrices se calcula como:
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b, b ¢, C b ¢, b.c
Hod 1 O |, 6 G 1111 012612
B ® C=|by by, | ®| ¢y Cap | =] byiCay Dyoeay (2.18)
by, by, C31 C32 by i3y byycsy

Es decir, obtenemos una matriz que consta del producto de elemento a elemento de B y C.
Si en vez de considerar las funciones x(?) y y(¢-7), consideramos dos matrices X(t) y Y(t-1)

en las que cada uno de sus elementos son funciones dependientes del tiempo:
x,(2)
X()=|" .(t)
x, (1)
Y(-0)=[n—1) ny(t=7) =+ v, )]
Utilizando X(t) y Y(t-1), construimos las matrices X(t) y Y(t-1) con el propdsito de usar las

propiedades del producto Hadamard:

x1(t) x.(8) - xq ()

X = X X(@) X)) = [2H 2O - xl)
Xn®) (O o xn(D)

Y(t—-1) yit—1) y(t—17) - yu(t—-17)
v = V¢ - ‘ [yl(t—r) y(t=7) e Yn(t=D)
Y(t—f) y1(t—1) }’Z(t—T) o Y- 1)

Entonces la generalizacion de la funcion cruzada de Wiener puede escribirse para sistemas
multicanales de la siguiente manera:

ty
Had

Ryy(7) = X ® Y (¢ —Ddt =

t % t % t *
[ftlz x1y; dt ft: X1y, dt - ft: X Ym dt |
t * t * t *
= ftlz xyp dt ft: Xy dt - ftlz X2 Ym dt (2.19)
[ i dt [ yide - [ Vi dt
ty xnyl t1 xnyz t1 xnym

Aplicando la FT a (2.19) se obtiene:
S[QQXY(T)] = gxy =
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gx13’1 gXl)’z gxﬂ/m]

[

| | Haa

= | gX:ZJH gx:ZYZ . gx?:)’m |:g’ ® G=
lgxnh gxnyz gXn%nJ

I[gxlyl 1 1 } I[ 1 gxﬂ’z gxﬂ/m}
_ | 1 gxzzyz 1 | Héd |gx:zy1 1 gxfymi (2.20)
l 1 1 ganmJ lg?‘n)’i ganZ 1 J

Dadas n series de tiempo x,(?),x,(?),...,x,(¢) con transformadas de Fourier G, ,G, ,...,G

>Mx, ?

respectivamente, el espectro cruzado multiple al cuadrado ny se define como el producto de la

diagonal de la matriz G’ (Track(G’)):

Had Had

Gl =Track(G)=[]G.,, =G, ® Gry, ®...G. ., (2.21)
k=1
Finalmente, la funcién multicruzada de Fourier se define como:
Had N B ,1Had - W
RW(T):SI[GW]:SI[g ®g}=s g]® 37g"] 2.22)

El espectro cruzado multiple de Fourier G, puede escribirse como magnitud g y diferencia

de fase ¢ de la siguiente manera:

— o?
G, =ge (2.23)
Donde: g = Gx =

7 Re{ny}z + Im{ny}z y = tan"l(%}g—zg.

Para el caso de tres series de tiempo, el multicruzado se obtiene al aplicar la funcion Track

a Gy después la I ' (ecuacién 2.20):
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(2.24)

Had Had
R, =3 [Track(g")]zil{g'x, ®G, ® g}
Para el caso particular de que se tengan dos espectros, entonces se obtiene el teorema de
Wiener-Khintchine.
La siguiente ecuacion es la generalizacion del teorema de Wiener-Khintchine para N series
de tiempo y es el algoritmo para calcular la funcién multicruzada mediante la transformada de

Fourier:

(2.25)

Had Had Had Had :l

R o =T [Track(g')]:s{g'x, ®G. ®Gr ®..0G.

Esta es la primera vez que se obtiene esta ecuacion, siendo uno de los principales resultados

obtenidos en la investigacion doctoral.

En el siguiente diagrama de flujo (fig. 2.7) se representa el algoritmo de la ecuacion 2.25:

Ta||T2|| T3] .. | Thn
] ! } !

[ Transformada de }
Folurieir (FT)

G1||G2||G3| .. |Gn
T I I

Conj
z
3 FT Inversa
. 1 ,
FMC
\ J

Fig. 2.7. Algoritmo FMC.
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Mt Foma  fom  Jeiw Bems  Jom, Heiw Fone R fena.
1. FT de las trazas para obtener espectros de frecuencia S[Y}{ (t)] =G,.

Had Had Had Had

2. Obtenemos el producto G, ® G, ® G, V... ® G,.

3. Obtenemos la transformada inversa de este resultado

Had Had Had Had

Rrro.r = S_I[G1 RG, G, ®...® G:} . Este es el algoritmo de FMC.

2.7.2 Wavelet multicruzado (MCW)
Una ecuacion para calcular la funcién multicruzada utilizando la transformada de wavelet es la

siguiente (Soon et al., 2014):

T A <WF, [ 17 > (2.26)
k=1

Donde F(t) y G(t) son matrices dentro de las cuales cada elemento representa una funcion
dependiente en el tiempo, <> indica un promedio de las wavelets multicruzadas y I1 una
multiplicacion.

El angulo de fase de Ww™i-*>*3--*n describe la relacion de fase entre las series X;, X,
X;,... Yy X, en el espacio de tiempo-frecuencia. Se estima la significancia estadistica de la wavelet
multicruzada por medio de los métodos Monte Carlo con ruido rojo para determinar el 5% de nivel
de significancia (Torrence y Webster, 1999). Esta funcién mide la potencia comtn entre las series
de tiempo.

Hudgins et al. (1993) definieron el wavelet cruzado (ecuacion 2.7). Sin embargo, la manera
correcta de definir la multiplicacion entre dos wavelets es usando el producto Hadamard porque

W¥ es una matriz nxm:

Had

Y =wX @w" (2.27)
Para el analisis de las series de tiempo X y Y, el wavelet cruzado se usa para medir la
potencia comun entre estas series de tiempo, tomando en cuenta la sincronizacién en fase,
frecuencia y amplitud. La base matematica de este nuevo algoritmo de wavelet multicruzado
(MCW) es una generalizacion de la funcion cruzada de Einstein (1914) y aqui sera descrita original
en el espacio de tiempo-frecuencia. En lugar de considerar las funciones X'y ¥, como en la ecuacion
2.27, en este caso consideramos dos matrices X(t) y Y(t) cuyos elementos son funciones

dependientes del tiempo a su vez:
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x,(1)
X, (1)

X()=
xn.(t)
Y() =1 y2(0) -+ ,(0)]
A continuacion escribimos las matrices X(t) y Y(t) empleando X(t) y Y(t), con el propdsito

de usar las propiedades del producto Hadamard:

x1(8)  x1(©) - xq(0)
X(®) = X X(@) - x(0)] = [0 O 2O
Xy () Xy () o xn(0)
Y (©) y1(©) y2(8) - ym(D)
Y(6) = Y(:t)lzlylz(t) }’2:(15) ym:(t)
Yl @ v - ym(®)
La generalizacion de la funcidon cruzada de Einstein para sistemas multicanales es la
siguiente:
X1Y1 XYz vt X1¥m
R=(X()® Y'(©) = (|1 i T T, (2.28)
XnY1 XnYz v XpYm

Aplicando la transformada de wavelet a la ecuacion 2.28, obtenemos el hiperespectro de

wavelet (Q):
|'V[/xly1 VVX1J’2 V[/xlym~|
Q=W[R]=W[(X(t)H€a<)dY*(t)) = (| B 7 W) (229)
Wy Wey, = Wapy,l

Donde cada elemento W, , de Q2 es un wavelet cruzado.

Usando las propiedades del producto Hadamard, Q puede escribirse de la siguiente manera:

Had
Q=0 ® Q

cruzado parcial
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Donde:
Wy, 1 1
Qrzato ={| | oD
11 W,
1 Wy, We1ym
Qparcia = {| 2 Weawm )
Weny,  Weny, 1

El espectro del multiwavelet cruzado (MCW) esta definido por el producto de los elementos

en la diagonal de Qa0 (Track(Qeruzado))

Had Had  Had

MCw =Track(chmdo)=ll[Wx =W,, ®W, ®.®W, (2.30)

Yk X1
k=1

Este espectro puede escribirse como W,(s) y diferencia de fase ¢,(s):

MCW =W, (s)e" (2.31)

mw¢%=%®=¢wmwﬁﬂdmmFymwﬂ”{gggﬁ)
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En la figura 2.8 se muestra el diagrama de flujo de MCW:

X1 X2 X3 v | Xn
! !
Transformada
Continua de Wavelet

!

W1| W2||W3I IWnI
| |

L 2

Conj

2 Lo
e

Fig. 2.8. Algoritmo MCW.

1. Obtenemos la CWT de las series de tiempo CWT [X i (t)]: W,.

2. Utilizando la funcién Track, se obtiene el MCW:

Had Had Had

MCW =Track(Q,,.000)= [ [Wery, =Wes, ®W,y, ® ...OW,

244 RIRg|
k=1
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Capitulo 3

Resultados del analisis de datos

En este capitulo mostramos los resultados obtenidos por medio del analisis wavelet. Por un lado,
obtuvimos los periodos dominantes y las huellas espectrales correspondientes al tinel debajo del
Templo de la Serpiente Emplumada, a la cdmara que se encuentra al final de éste y a la arcilla.

Por otro, aplicamos los algoritmos de MCW y FMC para analizar las trazas GPR de las
mediciones ‘Tun03’ y ‘Tun06’. Los colores espectrales estan en modo RGB: el rojo indica la
potencia espectral mas elevada y el azul la potencia espectral mas baja. Para todas las graficas
contenidas en esta tesis, el panel izquierdo corresponde al wavelet global, el panel superior la serie
de tiempo (traza) y el panel inferior a la fase instantanea, la cual nos dice que las trazas estan en
fase cuando su valor es cercano a cero. Los periodos y escalas (panel a la derecha del espectro de

wavelet) estan en ns.

3.1 Mediciéon ‘Tun03’

Figuras 3.1-3.10 corresponden al analisis de los siguientes intervalos del tunel.

3.1.1 Espectros para una traza dentro y otra traza fuera del intervalo del tunel

En el siguiente ejemplo escogimos dos trazas que pertenecen a la medicion ‘“Tun03’. La primera

traza se encuentra dentro del intervalo de trazas correspondiente al tiinel.
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Q 114
1/8
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Fig. 3.1. Espectro wavelet de la traza 19 (dentro del tinel) de la medicién ‘Tun03’.

5
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Wavelet global & , L i i i
/ i
7 8
4 / 4
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] / : 1
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1/8
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o
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Fig. 3.2. Espectro wavelet filtrado (banda 2-5 ns) de la traza 19 (‘Tun03’).

Del espectro wavelet de esta traza (fig. 3.1) podemos observar varias periodicidades (zona
de mayor potencia) en el wavelet global. Filtramos el espectro con la banda de 2-5 ns porque existe
el mayor numero de retrodispersiones entre los periodos de 1.70 y 3.59 ns. El periodo dominante

fue de 4.27+0.69 ns (fig. 3.2).
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A continuacion analizamos una traza que se encuentra fuera del intervalo correspondiente al

tanel.

2 2 T T T T T T
E
o ﬂv
Wavelet global E-z L i i i i i 8
4
3204 |
? 2
“71- ./
e /
_g 6.78 1
2 !
H &
o
J 172
f 16
; 18.10 - -
s ; .,
: s ' - - : - 1/8
1 0.5 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Tiempo (ns) o i ‘ T T T : ‘
% 0 : / i w\/.\/,
- L 1 L 1 L 1 "
Fig. 3.3. Espectro wavelet de la traza 40 (fuera del tunel) de la medicion ‘Tun03’.
4
- 5)(10 T T T T T
B :
5 o’\/\/\/
Wavelet global E-s L i ; i H
2.54" :’
f
H !
'§ / i L -
8 8.54
& 16-
: |
) S
; 27.12 <
s e 74 : :
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Tiempo (ns) o " T T !
@ i d ]
- i i i i i i i

Fig. 3.4. Espectro wavelet filtrado (banda 6-10 ns) de la traza 40 (‘Tun03’).

Del espectro wavelet de esta traza (fig. 3.3) podemos observar varias periodicidades en el

wavelet global. Filtramos el espectro con la banda de 6-10 ns porque existe el mayor nimero de

retrodispersiones (mayor potencia) cerca del periodo de 6.78 ns. El periodo dominante fue de

8.54+1.58 ns (fig. 3.4).
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Obtuvimos la transformada de la funcion de wavelet cruzada (XWT) entre las trazas 19 y

40 (fig. 3.5a); y la funcion de coherencia de la transformada de wavelet (WTC, fig. 3.5b).

Wavelet global

1. v: .
3.39
i 4
E 2
: 1
E 18.10 16 ez 1/2
32 1/4
§4.51 6 1/8
1 0.5 0
Tiempo (ns) &
s
Y
©
w - i i 1 1 L I i 1 1
a) XWT
Wavelet global
] 8
1904 2
I 4
3z |
4
. 2
£ :
(=]
s 8 1
£ /
o ,
112
16F
18:10
<> 1/4
1 0.5 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Tiempo(ns) 5 7 T T T T T T T T T
©
g OF m
IE 1 1 1 1 1 1 1 1 |

|
e ]

b) WTC
Fig. 3.5. XWTy WTC entre las trazas 19 y 40 de la medicién ‘Tun03’.
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Obtuvimos la XWT entre las trazas 40 y 41 (fuera del taunel, fig. 3.6a); y su WTC (fig.
3.6b).

Wavelet global

| 8
3.39
/ 4
- 2
E
g 1
= 16
o 19.18 4 1/2
32 L 1/4
/ [ —.:***“‘\‘\\
5451 64 == . —
1 0.5 0 100 200 300 400 500 600 700 800 B 900
Tiempo(ns) 5 7 T T T T T T T T T
©
< oF w
©
w — i 1 L L 1 I i 1 I
a) XWT
Wavelet global g
4
- 2
"]
E
g 1
.ﬂ
5
o
AN SN 12
“‘-'\“"‘_
R R N N e A te e
*********** Sl B e e
oo S T AT r 12 s 1 L 1 1A,
1 05 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Tiempo (ns) T T T T 1 T T T T
g : |
Ly ~ T —
@ i
w 1 1 1 Il 1 1 Il

-7

b) WTC
Fig. 3.6. XWTy WTC entre las trazas 40 y 41 de la medicién ‘Tun03’.

Comparando las figuras 3.5 y 3.6, inferimos que las trazas pertenecientes al mismo
intervalo del tunel tienen mayor coherencia, asi como una fase instantdnea mas cercana a cero a lo

largo de las series de tiempo.

3.1.2 Espectros para trazas dentro y fuera del intervalo del tunel

Obtuvimos espectros de wavelet multicruzado para trazas dentro (trazas 21-23) y fuera del intervalo

del tunel (trazas 4-5). En el analisis de MCW el periodo de 64.51 ns correspondié al primer impulso
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de la sefial de GPR y el de 15.22 ns al segundo periodo dominante (fig. 3.7). El periodo dominante
del espectro FMC fue de 9.05£3.28 ns (fig. 3.8).

105
2){

Serie de tiempo
o

Wavelet global

Periodo (ns)

64.91

1 0.5
Tiempo (ns)

|
2

Fig. 3.7. Espectro MCW entre las trazas 19-21 (dentro del tunel) y las trazas 4-5 (fuera del
tunel) de la medicion ‘Tun03'’.
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Fig. 3.8. Espectro FMC entre las trazas 19-21 (dentro del tunel) y las trazas 4-5 (fuera del
tunel) de la medicion ‘Tun03’.
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3.1.3 Espectros para trazas fuera del intervalo del tunel
Obtuvimos espectros de wavelet multicruzado para trazas fuera del intervalo del tunel (trazas 1-5).
En el analisis de MCW el periodo de 64.51 ns correspondi6 al primer impulso de la sefial de GPR y
el de 20.32 ns al segundo periodo dominante (fig. 3.9a).

El espectro de FMC fue filtrado con una banda de 6-10 ns porque en este intervalo se
observo un periodo dominante de 5.70 ns (fig. 3.9b). El periodo dominante del espectro filtrado de
FMC fue de 7.1810.75 ns (fig. 3.9c). Este periodo es cercano al de 8.54+1.58 ns obtenido para el

caso de una sola traza fuera del tunel (fig. 3.4).

oy Womw Jomv  fej,  Boma  §om,  emw  fome  Bome  Boma

Flor Lépez Rodriguez

60



Aplicacién del radar de penetracidn en la zona arqueoldgica de Teotihuacan
Resultados

" T T T T T
: N\ —
Wavelet global 3L ! A ik " " J
‘ 512
256
128
3814 4
32
16
: |
% 12
1
]
S
[

1 05 ) 400 500 600 700 800 9
Tiempo (ns) % : 1! ] ! H
T,
£
a) MCw
Wavelet global
269
E 570
o
3
T
o
1 0
» ,
iempo (ns) g 7
L
2
b) FMCsin filtrar
=1n”
" 1 T T
£ ,\/\/\/_ J
E ]
Wavelet global i_,..._ A I T M
2 32
16
8
4
z 2
-
1
¥
5 12
114
178
1116
1132

c¢) FMCfiltrada (banda 6-10 ns)
Fig. 3.9. Espectro wavelet de la funcion multicruzada de las trazas 1-5 (fuera del tunel) de la
medicién ‘Tun03’.
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3.1.4 Espectros para trazas dentro del intervalo del tunel
Los datos de GPR dentro del intervalo del tinel fueron los de las trazas 19-23. En el andlisis de
MCW, el periodo de 64.51 ns correspondi6 al primer impulso de la sefial de GPR y el de 14.37 ns al
segundo periodo dominante (fig. 3.10a).

El espectro de FMC fue filtrado con una banda de 2-5 ns porque en este intervalo fueron
observadas varias retrodispersiones entre los periodos de 1.80 y 2.85 ns (fig. 3.10b). El periodo
dominante del espectro filtrado fue de 5.08+1.08 ns (fig. 3.10c). Este periodo es cercano al de

4.27+0.69 ns para el caso de una sola traza dentro del intervalo del tunel (fig. 3.2).
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Fig. 3.10. Espectro wavelet de la funcion cruzada de las trazas 19-23 (dentro del tunel) de la
medicién ‘Tun03’.
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3.2 Medicion ‘Tun06’

Figuras 3.11-3.20 corresponden a los siguientes intervalos de la camara.

3.2.1 Espectros para una traza dentro y otra traza fuera del intervalo de la cdmara

Escogimos dos trazas que pertenecen a la medicion ‘Tun06’. La primera traza se encuentra dentro

del intervalo de trazas correspondiente a la camara.
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Fig. 3.11. Espectro wavelet de la traza 14 (dentro de la cdmara) de la medicién ‘Tun06’.
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Fig. 3.12. Espectro wavelet filtrado (banda 2-5 ns) de la traza 14 (‘Tun06’).
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Del espectro wavelet de esta traza (fig. 3.11) podemos observar varias periodicidades en el
wavelet global. Para este caso filtramos el espectro con la banda de 2-5 ns, ya que entre los periodos
de 2.02 y 5.08 ns existe el mayor nimero de retrodispersiones de mayor potencia. El periodo
dominante fue de 4.53+0.69 ns (fig. 3.12).

A continuacién analizamos una traza que se encuentra fuera del intervalo correspondiente a

la camara.
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Fig. 3.13. Espectro wavelet de la traza 22 (fuera de la cdmara) de la medicion ‘Tun06’.
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Fig. 3.14. Espectro wavelet filtrado (banda 6-10 ns) de la traza 22 (‘Tun06’).
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Del espectro wavelet de esta traza (fig. 3.13) podemos observar varias periodicidades en el
wavelet global. Para este caso filtramos el espectro con la banda de 6-10 ns, ya que entre los
periodos de 4.03 y 8 ns existe el mayor numero de retrodispersiones y de mayor potencia. El

periodo dominante fue de 8.54%1.41 ns (fig. 3.14).
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Obtuvimos la XWT entre las trazas 14 y 22 (fig. 3.15a); y su WTC (fig. 3.15b).
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Fig. 3.15. XWTy WTC entre las trazas 14 y 22 de la medicién ‘Tun06’.
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Obtuvimos la XWT entre las trazas 22 y 23 (fuera de la camara, fig. 3.16a); y su WTC (fig. 3.16b).
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Fig. 3.16. XWTy WTC entre las trazas 22 y 23 de la medicién ‘Tun06’.

Al comparar las figuras 3.15 y 3.16 inferimos de nuevo que las trazas pertenecientes al

mismo intervalo tienen mayor coherencia y una fase instantdnea mas cercana a cero.
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3.2.2 Espectros para trazas dentro y fuera del intervalo de la cdmara
Obtuvimos espectros de wavelet multicruzado a partir de trazas dentro (trazas 14 y 15) y fuera del
intervalo de la cdmara (trazas 20-22).

Los periodos dominantes de los espectros de MCW y FMC fueron 11.40£0.73 ns (fig. 3.17)
y 10.16£1.24 ns (fig. 3.18), respectivamente.
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Fig. 3.17. Espectro MCW entre las trazas 14-15 (dentro de la cdmara) y las trazas 20-22
(fuera de la cdmara) de la medicién ‘Tun06’.
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Fig. 3.18. Espectro FMC entre las trazas 14-15 (dentro de la cdmara) y las trazas 20-22 (fuera
de la cdmara) de la medicién ‘Tun06’.
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3.2.3 Espectros para trazas fuera del intervalo de la cdmara
Datos de GPR fuera del intervalo de la camara son aquellos de las trazas 20-24. En el analisis MCW
el periodo de 68.34 ns correspondid al primer impulso de la sefial de GPR y el de 20.32+0.68 ns al
segundo periodo dominante (fig. 3.19a).

El espectro FMC fue filtrado con una banda de 6-10 ns porque en este intervalo se observo
un periodo dominante de 9.05 ns (fig. 3.19b). El periodo dominante del espectro FMC filtrado fue
de 8.06%1.10 ns (fig. 3.19c¢). Este periodo es cercano al de 8.54+1.41 ns que se obtuvo para el caso

de una sola traza fuera de la camara (fig. 3.14).
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Fig. 3.19. Espectro wavelet de la funcidn cruzada de las trazas 20-24 (fuera de la cdmara) de
la medicion ‘Tun06’.
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3.2.4 Espectros para trazas dentro del intervalo de la cdmara
Datos de GPR dentro del intervalo de la camara fueron los de las trazas 14 y 15. En el analisis de
MCW el periodo de 30.44 ns correspondio al primer impulso de la sefial de GPR y el de 11.40+0.40
ns al segundo periodo dominante (fig. 3.20a).

El espectro FMC fue filtrado con una banda de 2-5 ns porque en este intervalo se observo
un periodo de alta potencia de 3.59 ns (fig. 3.20b). El periodo dominante del espectro FMC filtrado
fue de 4.27£0.85 ns (fig. 3.20c). Este periodo es cercano al de 4.53+£0.69 ns que se obtuvo para el

caso de una sola traza dentro de la camara (fig. 3.12).
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Fig. 3.20. Espectro wavelet de la funcidon cruzada de las trazas 14 y 15 de la medicién ‘Tun06’
(dentro de la cdmara).
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Los periodos de tres intervalos —trazas dentro y fuera del tinel/camara, fuera del tinel/camara y
dentro del tiinel/camara— analizados con los algoritmos de MCW y FMC filtrado, estan resumidos
en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Valores de los periodos (ns) obtenidos de los estratos analizados con los
algoritmos MCW y FMC filtrado.

Medicién Intervalos

Algoritmo Dentro y fuera del Fuera del Dentro del Dentro de la
GPR , . , , , .
tanel/cAmara tunel/cAmara tunel camara

Tun03 MCW 15.22 20.32 14.37 NA
FMC 9.05+£3.28 NA NA NA
FMC NA 7.18+0.75 5.08+1.08 NA
filtrado

Tun06 MCW 11.40+0.73 20.32+0.68 NA 11.4040.40
FMC 10.16+1.24 NA NA NA
FMC NA 8.06+1.10 NA 4.27+0.85
filtrado

NA, no aplicable.

Si la velocidad de propagacion de la matriz fue de 0.05 7 y utilizando los valores de tiempo
(eje de las abscisas) de los periodos que se observan después del primer impulso, obtuvimos los
valores de profundidad. Para las figuras 3.1 y 3.2, correspondientes a la medicion ‘Tun03’; figuras
3.11 y 3.12, correspondientes a la medicion ‘Tun06’, obtuvimos los siguientes valores de

profundidad:

Tabla 3.2. Periodos (ns) y profundidad (m) para el intervalo dentro de tinel/camara,

usando CWT.
Medicién GPR Algoritmo tlﬁl‘:l‘/tcr;f:ia Profundidad
Tun03 gg; filtrada 431;3 112(.)4
Tun06 gg; filtrada 451(5)2 gi

El valor promedio de profundidad fue de 11.9 m
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Para las figuras 3.7 y 3.8, correspondientes a la medicion “Tun03’; figuras 3.17 y 3.18,

correspondientes a la medicion ‘“Tun06’, los valores de profundidad fueron:

Tabla 3.3. Periodos (ns) y profundidad (m) para el intervalo dentro y fuera de

tunel/camara, usando MCW y FMC.

Medicién GPR Algoritmo Dentro y fuera de Profundidad
tunel/camara
MCW 15.22 124
Tun03 FMC 9.05 124
MCW 11.40 12.8
Tun06 FMC 10.16 124

El valor promedio de profundidad fue de 12.5 m.
Para las figuras 3.10a y 3.10c, correspondientes a la medicion ‘Tun03’; figuras 3.20a y

3.20c, correspondientes a la medicion ‘Tun06’, obtuvimos los siguientes valores de profundidad:

Tabla 3.4. Periodos (ns) y profundidad (m) para el intervalo dentro de tunel/camara, usando

MCW y FMC.
Medicién GPR Algoritmo Dentro del Profundidad
tunel/camara
Tun03 MCW 1437 124
un FMC filtrada 5.08 12.4
MCW 11.40 12.4
Tun06 FMC filtrada 427 92

El valor promedio de profundidad fue de 11.6 m.
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Discusion y conclusiones

Dos algoritmos de multicruzado, MCW y FMC, fueron desarrollados en este trabajo para analizar
datos de GPR y determinar la huella espectral correspondiente a los diferentes estratos subterraneos
del tunel debajo del Templo de la Serpiente Emplumada.

Las recientes excavaciones arqueologicas del tunel debajo del Templo de la Serpiente
Emplumada, donde se confirman las estimaciones obtenidas por la metodologia instrumental
desarrollada en este trabajo doctoral y del procesamiento de datos de GPR, como es la profundidad,
longitud y las camaras del tinel, han probado la verosimilitud de los algoritmos desarrollados para
sistemas multicanales. Estos algoritmos utilizan el producto de Hadamard (Johnson, 1990), el cual
puede ser utilizado en el procesamiento de imagenes, telecomunicaciones, medicina, exploracion
geofisica, espacial, entre otros.

El algoritmo FMC es una generalizacion de la formulacion de la funcion cruzada propuesta
por Wiener (1928) y el MCW es la generalizacion de la funcion cruzada de Einstein (1914). Estos
algoritmos han sido descritos aqui por primera vez y aplicados a un sistema de exploracion eléctrica
como es el GPR.

Para aplicar la metodologia desarrollada en otras areas es necesario realizar una calibracion
en el medio donde se realizaran las mediciones, siguiendo los siguientes pasos:

a) Se debe de encontrar en un medio controlado las huellas espectrales y correlacionar los
resultados con la finalidad de planificar el experimento en medios no explorados.

b) Las huellas espectrales representan la reaccion del medio ante la propagacion de las ondas
electromagnéticas, estos valores son Unicos y pueden ser utilizados como patrones para la
localizacion en sefiales de 1D, 2D o 3D.

¢) La optimizacion de algoritmos en la busqueda de patrones aceleran la localizacion y la

verosimilitud de los resultados.

La metodologia de utilizar tres intervalos diferentes —trazas de GPR dentro y fuera del
tanel/camara, fuera del tinel/camara y dentro del tinel/camara— con los algoritmos de MCW y
FMC, permitié determinar los periodos correspondientes al relleno del tunel y de la camara, asi

como el de la arcilla y la matriz.
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El periodo del relleno del tinel obtenido por medio del andlisis de MCW (14.37 ns) refleja
el compuesto mixto de tepetate y arcilla contenido en este estrato, ya que su valor es cercano al
periodo de la matriz (15.22 ns). Analizado de la misma manera, los periodos del relleno de la
camara (11.40+0.40 ns) y el de la matriz (11.40+£0.73 ns) fueron casi idénticos, asi como los
periodos de la arcilla para ‘“Tun03’ (20.32 ns) y ‘Tun06’ (20.32+0.68 ns).

El analisis de FMC del tinel obtuvo un periodo (5.08+1.08 ns) cercano al de la camara
(4.27£0.85 ns), sugiriendo que tanto el tinel como la cdmara fueron rellenados con materiales muy
similares. Los periodos del relleno del tinel y de la camara obtenidos por analisis de FMC fueron
muy parecidos a los obtenidos para una sola traza (4.27£0.69 y 4.53+£0.69 ns, respectivamente).

Usando el mismo algoritmo, los periodos de la arcilla fueron también muy parecidos para
“Tun03’ (7.184+0.75 ns) y “Tun06’ (8.06+1.10 ns), asi como para aquellos de la matriz para ‘“Tun03’
(9.05£3.28 ns) y Tun06’ (10.16+1.24 ns). Los periodos correspondientes a la arcilla obtenidos por
analisis de FMC también fueron muy similares a los obtenidos para una sola traza (8.54+1.58 para
“Tun03’ y 8.54+1.41 para ‘Tun06’).

El valor promedio total de la profundidad fue de 12 m, el cual es cercano a la profundidad
estimada del tunel de 12-14 m.

Idi y Kamarudin (2012), Ni et al. (2010), Jeng et al. (2009) y Baili et al. (2006) usan la
transformada de wavelet para el analisis de multirresolucion en imagenes de radargrama. En
contraste, en este trabajo doctoral se han utilizado los datos crudos de GPR para caracterizar
estratos en lugar de utilizar imagenes de radargrama. El ruido puede ser filtrado por medio de la
reconstruccion de series de tiempo de dos o mas trazas, las cuales pueden ser comparadas al utilizar
los dos algoritmos de multicruzado (FMC y MCW).

El uso de ambos algoritmos permite un analisis mas detallado de los estratos del subsuelo,
ya que las similitudes entre los periodos correspondientes al relleno del tinel y de la cdmara no
podrian haberse determinado sélo a través de un solo algoritmo.

Nuestros resultados no implican que deba descartarse la interpretacion de radargramas,
porque nuestros algoritmos no se usan para detectar, sino para caracterizar los estratos de interés
que han sido identificados por analisis de radargramas.

Este andlisis de wavelet multicruzado puede ser utilizado en la caracterizacion de los
estratos de interés y la planificacion de las excavaciones arqueologicas o en diferentes laboratorios

en los que es necesario realizar un analisis de sistemas multicanales.
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La aplicacion exitosa de estos algoritmos de multicruzado en datos arqueologicos de GPR

sugiere que su uso puede extenderse hacia diferentes areas de exploracion geofisica, espacial,

médica y en otras areas de la ciencia y tecnologia.
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Apéndice

Algoritmo y ejemplos de la funcion multicruzada

El algoritmo desarrollado para la funciéon cruzada de tres series de tiempo usando Matlab, es el

siguiente:

A.1  Funcion multicruzada sin retardo

NFFT = 1024; S%Numero de puntos de las sefiales.
t =0:0.01:2*pi; SEje de tiempo.

phil = 0; %$Angulo de fase de la sefial uno.
phi2 = pi/4; %Angulo de fase de la sefial dos.

phi3 = (3/4)*pi; %Angulo de fase de la sefial tres.

S1 = sin(t-phil); %Sefal uno.

S2 = sin(t-phi2); %Sefial dos.

S3 = sin(t-phi3); %Sefial tres.

Gx = fft(
(
(

S1); %Espectro Fourier de la sefial uno.
Gy = fft(S2); S%SEspectro Fourier de la sefial dos.
Gz = fft(S3); %Espectro Fourier de la sefial tres.

%$Calculo de la funcidén multicruzada de Gx, Gy y Gz (sin retardo).
Rxyz = ifft (Gx.*conj (Gy) .*conj (Gz));

i I |

'3|'iempo (si

Fig. A.1. Funcion cruzada sin retardo Rxyz de S1, S2 y S3.

Flor Lopez Rodriguez

79



Aplicacién del radar de penetracidn en la zona arqueoldgica de Teotihuacan
Apéndice

Jeny Fomy  Jomt,  Jegh, fomh  Jont Fogh B Jops fens
A.2  Funcion multicruzada con retardo

Si afiadimos un retardo a las sefiales S2 y S3, obtenemos el siguiente algoritmo:

N = length(S1l); %Longitud de la sefial uno.
$Programa que calcula la funcidén multicruzada con retardo.
fourier mult2 (N, Gx,Gy,Gz)
$Funcién multicruzada (aplicando la transformada inversa de Fourier).
Rxyz2 = ifft(y);
function y = fourier mult2(N,Gx,Gy,Gz)
y = zeros(l,N);
for m = 1:N+1
for n = 1:N-m+1
y(m) = y(m) + Gx(n).*conj (Gy(n+m-1));
fourier mult3(N,m,n,Gx,Gy,Gz);

end
end
function y = fourier mult3(N,m,n,Gx,Gy,Gz)
y = zeros(1l,N);

for o = 1:N-n+1
y(m) = y(m) + Gx(n).*conj (Gy(n+m-1)).*con]j (Gz (o+n-1));
end

Rxyz2

1 1

i‘iempo (si

Fig. A.2. Funcidn cruzada con retardo Rxyz2 de S1, S2 y S3.

Ejemplos usando la definicion de funcién multicruzada sin retardo

Queremos obtener la funcion multicruzada de las siguientes series de tiempo:

X =sin30¢, Y =sin30¢f +sin 60t y Z =sin10¢ + sin 30¢ + sin 60¢ .
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Basandonos en la definicion de la funcién multicruzada para la transformada de Fourier

(FMC) y wavelet multicruzado (MCW), obtuvimos los siguientes espectros:

Wavelet global

Periodo (ms)

= .210.22
340.654256

0.5

Tiembo (s)

Fase (rad) ©
=]

k N

Fig. A.3. Funcion cruzada Rxyz de X, Yy Z, usando FMC.

En la figura A.3 podemos identificar el periodo igual a 33.11 ms, el cual corresponde a la

frecuencia de 30 Hz. Sabemos que T = L = !
f 30Hz

=0.33s . Este es el periodo comiin entre las tres

series.

Obtuvimos el siguiente espectro por medio del analisis MCW:

o

=}

R N N T S N ]

5 B

Wavelet global

Periodo (ms)

629,96

1 05

} 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Fig. A.4. Funcion cruzadade X, Yy Z, usando MCW.
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Para este caso (fig. A.4) podemos identificar nuevamente al periodo de 33.11 ms como el
periodo comun entre las series de tiempo.

A continuacion mostramos las funciones multicruzadas para las mismas series de tiempo,

pero en esta ocasion les afiadimos ruido blanco.

Wavelet global

31 32
16
8
_ 4
w
E 1655 2
3 1
'E 32
5 \\ﬁ 172
q 64 1/4
105,11 178
o e 116
e gy 4066 , \ , L
1 0.5 0, 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Tiempo (s) < ! ! ! ! ! ! [ y [
Fig. A.5. Funcion cruzada Rxyz de X, Y y Z con ruido, usando FMC.
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Fig. A.6. Funcidn cruzada de X, Yy Z con ruido, usando MCW.

En ambos casos (figuras A.5 y A.6) podemos identificar el periodo comun entre las series
de 33.11 ms.
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En el siguiente ejemplo, obtuvimos la funcién multicruzada de las siguientes series de

tiempo: X =sin30¢,Y =sin60f y Z =sin10¢ .

° v
Wavelet global "~ i i i i . i i . i

32
....... 16
: 8
I 4
D - 2
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E cﬁ‘“—\w . 12
o 4 64 1/4
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t° : .
FTg A.7. Funcién cruzada Rxyz de X, Yy Z, usando FMC.
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Fig. A.8. Funcion cruzadade X, Yy Z, usando MCW.

Para el caso de la funcién cruzada con wavelet multicruzado (fig. A.8), podemos ver que no
identificamos ningtn periodo comun entre las series. Lo cual es correcto, ya que las series tienen
diferentes frecuencias. Para el analisis con FMC se obtuvieron las tres frecuencias —16.55, 33.11 y
93.64 ms correspondientes a 10, 30 y 60 Hz, respectivamente— lo cual es incorrecto. Por lo tanto,

para el analisis de sefiales con diferentes frecuencias es mejor el analisis con MCW.
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Anadiendo nuevamente ruido a las sefiales, obtuvimos:

Wavelet global
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Fig. A. 9 Funcién cruzada Rxyz de X Yy Z con ruido, usando FMC.
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Fig. A.10. Funcidn cruzada de X, Yy Z con ruido, usando MCW.

Para este caso (figuras A.9 y A.10) no obtuvimos un resultado tan concluyente como el del

ejemplo sin ruido, ya que podemos observar varios periodos.
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Conclusiones

En este trabajo presentamos dos algoritmos de la funcién multicruzada de series de tiempo. FMC
basado en la definicion del teorema de Wiener-Khintchine (Wiener, 1928; Khintchine, 1934) y
MCW en el wavelet cruzado (Torrence y Compo, 1998).

En la actualidad se utilizan cada vez mas equipos multicanales y es por esto que en vez de
comparar las sefiales analizadas por pares, se comparan dos o mas por medio de este algoritmo.
Creemos que es muy importante el algoritmo de FMC ya que el analisis de Fourier es un método
que se ha estudiado exhaustivamente y con mucha dedicacion en el procesamiento de sefiales. Ya se
ha realizado un analisis con MCW en la actividad solar (Soon et al., 2014).

Presentamos dos casos en los que aplicamos este algoritmo: para series de tiempo con una
frecuencia en comun y para series que no tienen una frecuencia en comun. Del analisis de los
resultados, podemos concluir que los dos algoritmos nos permiten identificar el periodo que tienen
en comun las series. Para el primer caso (sefales sin ruido), el periodo que se identifico fue el de
33.11 ms, tanto por analisis con FMC como con MCW.

Aplicamos ruido a las series de tiempo, los mejores resultados fueron obtenidos para series
de tiempo con una frecuencia en comun (figuras A.5 y A.6) para los dos analisis de FMC y MCW.
Sin embargo, para series de tiempo con frecuencias diferentes, los resultados no fueron los mejores
ya que se observaron varios periodos (figuras A.9 y A.10). El mejor resultado fue obtenido por
medio de andlisis de MCW para series de tiempo originales (figura A.8), en el que no se encontrd
ningln periodo en comun.

El andlisis multicruzado de wavelet puede ser una herramienta muy util que permita
encontrar informaciéon compartida entre dos o mas series de tiempo. En este trabajo de doctorado se
demostré la utilidad de este método en la caracterizacion de sefiales que atraviesan medios

diferentes, como son las ondas electromagnéticas de GPR.
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