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Parte 1

Categorias concretas de conjuntos estructurados (ccce)






Capitulo 1

Ejemplos y definicion de ccce

En una relacién de perfecto balance entre la generalidad y la concretés de muchos conceptos mateméti-
cos, la asi llamada Teoria de las estructuras matemdticas, exhibe una visiébn que sistematiza y unifica muchas
construcciones, métodos y pruebas que se dan en diferentes ramas de la Matematica.

Escuetamente enunciado, la teorfa de las estructuras matemaéticas pone especial atencién en los conjuntos
que han sido provistos de algtin tipo de estructura y del modo en que éstos, los conjuntos estructurados, se
relacionan entre si a través de ciertas funciones que se distinguen por preservar tal estructura. El sentido de la
nocién de estructura matemaética es el de otorgar a un conjunto dado ciertas propiedades: hablamos asi de una
estructura topologica, una estructura anular, una estructura de espacio vectorial, una estructura reticular, etc.
Todas estas estructuras dotan a los conjuntos de una gran variedad de cualidades; verbigracia: en los espacios
topologicos tenemos la compacidad, la conexidad, los axiomas de separacion; en los grupos tenemos la ciclicidad,
la normalidad, la torcién; en los 6rdenes tenemos los preordenes, los 6rdenes parciales, los 6rdenes reticulares.
De especial interés es saber como se comportan dichas propiedades bajo las funciones distinguidas.

A proposito de lo arriba dicho, podemos decir que los objetos de estudio de la teoria de las estructuras
matematicas estan conformados por lo siguiente: una clase de conjuntos estructurados y una clase de funciones
que preservan dicha estructura; a estos objetos les llamaremos categorias concretas de conjuntos estructurados.

Antes de presentar la definicion de categoria concreta de conjuntos estructurados, ilustraremos el concepto
mediante ejemplos particulares.

Ejemplo 1.1. (Espacios Topoldgicos). En la teoria de los espacios topologicos tenemos dos conceptos basicos:
el de espacio topoldgico y el de funcion continua. Dado un conjunto X, una topologia en X es una familia 7 de
subconjuntos de X, llamados los subconjuntos abiertos de X, tal que!,
1. Si{A;},c; € 7, I arbitrario, entonces 'UIAi €T
1€
2. {A;};c; €7, con [ finito, entonces ﬂIAi €T
1€

A la pareja (X, 7) se le denomina espacio topologico. El par (X, 7) consiste en un conjunto X, y una “estructura”
topologica que hemos denotado por 7. Dados dos espacios topoléogicos,

A=(X,7) v B=(Y,0)
una funcién continua de A en B es una funcion,
f: X —Y
tal que,
weo= ft(w)er
Si f es continua de A en B, escribimos,
f(X,7) — (Y, 0)

Las funciones continuas entre espacios topoldgicos son tales que:
A. Dados los espacios topologicos,

A=(X,7),B=(Y,0) v C=(Z,v)
f:(X,7)— (Y,0) y g: (Y,0) — (Z,7)

1 La definicién que aqui se presenta es la de [8]. Una definiciéon alternativa (que es equivalente) de espacio topologico puede
verse en [1]. Ambas son citas de la Bibliografia de este documento.
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entonces
gof : (XvT) — (Z7’7)

Es decir, si f es continua de A en B y g es continua de B en C, entonces go f, la composicion usual, es continua
de Aen C.
B. Para cada espacio topologico A = (X, 7), la identidad es una funcién continua,

la=1x: (XaT) — (XaT)

Ejemplo 1.2. (Los espacios vectoriales). Dos conceptos basicos aparecen en el estudio de la teoria de los
espacios vectoriales: el de espacio vectorial y el de transformacion lineal. Un espacio vectorial es un conjunto
X, dotado de dos operaciones,

+: X xX—X y e:FxX—X

donde F' es un campo. La operacion + es llamada “suma vectorial”, y la operaciéon e es llamada “producto por
escalares”. Estas operaciones estédn sujetas a una serie de axiomas o condiciones comunmente conocidas. Para
denotar a un espacio vectorial, podemos utilizar el simbolo (X, (+,e)), el cual consiste de un conjunto X, y
una estructura vectorial (4, ), que esta compuesta por la suma y el producto por escalares, respectivamente,

definidos en X. Sean,

dos espacios vectoriales cualesquiera. Una funcién
f: X—Y

es una transformacion lineal, si preserva la estructura; es decir, si satisface las condiciones

L flz+y)=f()+f ()
2. f(rex)=ref(x)

para cualesquiera x,y € X, y para cualquier r € F.
Suele representarse una transformacion lineal f entre los espacios vectoriales (X, (+,9)) y (Y, (+,9)) como,

[ (X, (+,0) — (Y, (Jr,ﬁ))

A. La composicion de transformaciones lineales es lineal; es decir, si,

X (+0) — (Yo (+:8) v g: (V. (+9) — (2, (+9))
entonces,
gof:(X,(+,¢) — (2 (+9))
B. Para todo espacio vectorial A = (X, (+,)), la identidad es una transformacion lineal
La: (X, (+,0) — (X, (+9))

Los ejemplos anteriores muestran dos tipos de estructuras (topologicas y vectoriales) totalmente diferenciadas.

Sin embargo, a pesar de la naturaleza distinta de las estructuras, hemos podido comprobar, en ambos casos, el

cumplimiento de dos principios comunes (los relacionados a la composicion y a la identidad). Estos principios

se hacen presentes en otros tantos ejemplos de estructuras. El concepto de una categoria concreta de conjuntos
estructurados (ccce), generaliza las ideas antes expuestas. Para hablar de una ccce K, deben tenerse en contexto
tres subentidades bésicas, a saber,

1. El de una estructura que permita la referencia, para cada conjunto X, a una clase K [X], llamada la clase
de K-estructuras de X (en cada caso especifico, tal estructura debe estar determinada).

2. Una coleccion de conjuntos estructurados que es la clase | K| de objetos de K.

3. La nocion de un tipo de funcién que preserva la estructura entre cualesquiera dos objetos de la categoria
K. La coleccion de tales funciones es llamada coleccion de K-morfismos de la categoria K. Si Ay B son
dos objetos de K (o K-objetos), denotaremos al conjunto de K-morfismos de A en B mediante el simbolo
K (A, B).



A continuacion presentamos algunos ejemplos detallados del concepto de ccce. Antes introducimos una sencilla
notacion:

Notacion. Dados dos conjuntos arbitrarios X y Y, denotamos mediante el simbolo Get(X,Y) al conjunto de
todas las funciones de dominio X y codominio Y.

Ejemplo 1.3. La ccce Top de los espacios topologicos y de las funciones continuas.

1. Para cada conjunto X, Top[X] denota a la clase de Top-estructuras para X, que son precisamente las
topologias en el conjunto X.

2. Los Top-objetos, en consecuencia, son parejas (X, 7) en las que X es un conjunto y 7 € Top [X]; es decir,
son los espacios topologicos.

3. Las funciones que preservan la estructura topolégica son las funciones continuas; por lo tanto, para cua-
lesquiera Top-objetos,

A=(X,r) y B=(Y.0)
se tiene que,
Top (A, B) ={f € Set(X,Y) | f es continua}

Ejemplo 1.4. La ccce Yectr de los espacios vectoriales, definidos sobre un campo F', y de las transformaciones
lineales.

1. Dado un conjunto X, la estructura vectorial sobre F' permite la referencia a una clase Lectp [X] cuyos
miembros son parejas del tipo (+,e), donde,

+: XXX —X y e:FxX —X

cumplen los axiomas ya conocidos de espacios vectoriales.

2. Los Yect p-objetos son parejas (X, (+,0)), en las que X es un conjunto y, (+, e) pertenece a Yectp [X]. En
otras palabras, los Uectp-objetos son los espacios vectoriales definidos sobre el campo F'.

3. Dados dos espacios vectoriales, sobre un campo F,

A=(X,(+9) v B=(Y,(+39))
una funciéon f: X — Y que preserve la estructura debe ser tal que,

flaty =f@)+fy) v flrez)=réf(z)

para cualesquiera x,y en X, y cualquier r en F'.
Tales funciones son las transformaciones lineales entre espacios vectoriales. Por lo tanto,

Yectr (A, B) = {f € Get(X,Y) | f es transformacion lineal}

Definiciéon 1.1. Un orden parcial en un conjunto X es una relacion binaria « de X (es decir, a es un
subconjunto de X x X), tal que,

(a) « contiene a la diagonal A= {(z,z) |z € X}.
(b) Si (x,y) v (y,z) pertencen a «, entonces (z, z) pertenece a «.
(¢) Si(x,y) v (y,z) pertencen a «, entonces x = y.

Un conjunto X provisto de un orden parcial « se llama conjunto parcialmente ordenado (copo). Empleando
la notacién tradicional, <, tenemos que

r<y<=(x,9) €«

Asi, las propiedades (a), (b) y (¢), son las conocidas propiedades refleziva, transitiva y antisimétrica, respecti-
vamente.

Ejemplo 1.5. La ccce Pos de los conjuntos parcialmente ordenados, y de las funciones mondtonas.

1. En este caso, Pos[X] denota a la familia de érdenes parciales del conjunto X.
2. Los objetos en PPos son parejas (X, <), donde < es un orden parcial en el conjunto X. En otras palabras,
los Pos-objetos son los copos.
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3. Para cualesquiera par de objetos A = (X,«a),B = (Y, ) en |Pos|, los Pos-morfismos de A en B son las
funciones monétonas de A en B; es decir,

Pos (A, B) = {f € Get(X,Y) | (z,y) € a = (f(2), f (v)) € B}

También los Pos-morfismos satisfacen las condiciones A y B de los ejemplos 1.1 y 1.2. En efecto,
Sean

A=(X,0),B=(Y,f) v C=(Z)
Pos-objetos arbitrarios. Si,
f€Pos(A,B) y ge€Pos(B,C)
entonces
gof: X —1Z7
Ademas,

(z,y) ea=(f(2),f(y) ep

porque f pertenece a Pos (A, B). Similarmente, dado que g pertenece a Pos (B, C), se verifica que,

(9f (), 9f (y)) €
Por lo tanto,

go f €Pos(A,B)

La identidad en A,
la=1x:(X,0) — (X,a)
es un elemento del conjunto Pos (4, A), ya que la implicacion,
(z,y) € a = (1x (v),1x () € @

es verdadera.

Ejemplo 1.6. La ccce &ra de las grdficas dirigidas y de las funciones compatibles.

1. En este ejemplo, la familia de estructuras para cada conjunto X, es la familia de relaciones binarias en X;
es decir,

GralX]|={a|al X x X}

2. Un objeto en &ra es una pareja A = (X, «), donde o € Gra [X].
3. Sean,

A:(Xaa) y B:(Yaﬁ)

dos Bra-objetos cualesquiera. En este contexto, los morfismos de A en B son las funciones de X en Y que
son compatibles respecto a a 'y 3. Es decir,

&ra(A,B) ={f € Get(X,Y) | (z,y) e = (f (), [ (y) € B)}

Los &ra-morfismos satisfacen las condiciones A y B. En efecto,
A. Sean,

A=(X,a),B=(Y,8) y C=(Z7)
tres objetos en |Gral. Si

fe®ra(A,B) yv g€ ®ra(B,C)
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entonces,
(z,y) ca=(f(z),f(y)ep
Y

(f(x), f(y) e B= (g9f (x),9f (v) €

Por lo tanto,
go f e ®ra(AC)
B. Si A = (X, a) pertenece a |Gral, entonces 14 pertenece a®Bra (A, A). En efecto, pues siempre se cumple que,
(,y) € a = (1x (z),1x (y)) € @

Tal vez estos cuatro ejemplos sean suficientes para aclarar la idea de lo que es una ccce. Notese que los objetos
son, ante todo, conjuntos que, en cada caso, llevan asignada una estructura particular. Presentamos la definicién
formal del concepto de categoria concreta de conjuntos estructurados.

Definicién 1.2. Una categoria concreta de conjuntos estructurados (ccce) K, es una coleccion formada
por dos clases:

1. Una clase | K|, cuyos elementos son parejas A = (X, £), donde X es el conjunto subyacente de A y £ pertenece
a una clase denotada por K [X]. Los miembros de la clase K [X] se denominan K-estructuras del conjunto
X. A los elementos de |K]| se les llama objetos de la categoria concreta K, o bien, K-objetos.

2. Una clase Fg, cuyos elementos son parejas de la forma (f, (€,7)), donde f pertenece a una clase de funciones
entre conjuntos, y (£,7) es una pareja cuyos elementos £ y 7, son K-estructuras para el dominio y el
codominio de f, respectivamente. A los elementos de Fx se les llama K-morfismos. Ademaés, para cada par
de K-objetos, A = (X,£)y B=(Y,n) , tenemos asociado un conjunto,

K (A B):={(f.(&n) € Fx | f € Get(X,Y)}
Los elementos de tales conjuntos estan sujetos al siguiente par de condiciones:
A. Para cualesquiera K-objetos,
A=(X,6),B=(Y,n) vy C=(%/)
si,
(f,(&m) € K(A,B) 'y (9.(n,¢) € K(B,C)

entonces,

(90 f,(§¢) € K(A,C)

B. Si A = (X, ¢) pertenece a |K]|, entonces,

1A = (1X7 (576)) € K(A7A)

Observacion 1.1. En la definicién anterior hemos denotado a los elementos de la clase Fx con el simbolo
(f, (&,m)); otra notacioén es,

f(X,8) — (Yin)

Ambas notaciones sirven para dar precision al lenguaje: éstas indican que en la ccce K la funciéon f: X — Y
da lugar a un K-morfismo de (X, &) en (Y,n). Cuando no hay confusion ante el hecho de saber cuéles son las
K-estructuras de que estan dotados los conjuntos X y Y, y, por lo tanto, saber qué K-morfismo es f, omitimos
el empleo de tales notaciones y el K morfismo se denota simplemente por f.

Observacion 1.2. La clase de K-estructuras de un conjunto X puede ser vacia. Por ejemplo, si

X ={z1,z9,...,2,}
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es un conjunto con n elementos, n > 1, entonces este no puede ser dotado de una estructura de espacio vectorial
sobre el campo de los nimeros reales R. Para ver esto, supongamos que existen operaciones,

+: X xX—X y e:RxX — X

que hacen de X un espacio vectorial. También supongamos, sin pérdida de generalidad, que x; # O0x. Tomemos
una coleccion de ntmeros reales {a;}!_,, tal que a; # aj, si i # j, con i,j en {1,2,...,n}, y ; # 0, para todo i
en {1,2,...,n}. Sea

A= {121, 0071, ..., 0px1}

Afirmamos que el conjunto A tiene n elementos. En efecto, pues si a;z1 = ajz1 (con 4,5 en {1,2,...,n}),
entonces, dado que z1 # Ox, se tiene que a; = «;. Sin embargo, ésto ultimo no es posible, si ¢ # j. Como
A esta contenido en X, y A tiene n elementos, entonces A = X. Por lo tanto, existe j en {1,2,...,n} tal
que ajxz; = Ox . Por otro lado, segtin nuestras hipotesis, o; # Or y 1 # Ox ; de donde, oz # Ox. La
contradiccion muestra que Yectp [X] = 0.



Capitulo 2

Subccce y subcece plena: definiciéon y ejemplos

Cuando consideramos un objeto matemaético, es comin que estudiemos sus correspondientes subestructuras,
es decir, sus subobjetos. Recordemos que los objetos que nos hemos propuesto estudiar son las ccce. En cierto
modo, la estructura de una ccce esta dada por los axiomas A y B de su definicién. A grosso modo, un subobjeto
de una ccce es otra ccce cuyos objetos y morfismo son parte de los objetos y morfismos de aquella. Las dos
primeras definiciones de este capitulo presentan dos clases especiales de subobjetos que se pueden dar en una
cece.

Definicion 2.1. Sean S y K dos ccce cualesquiera. Se dice que la ccce K es subcecce de S si,
1. Todo K-objeto es un S-objeto; es decir,
K| C S|
o lo que es lo mismo, para todo conjunto X, se tiene que,
K[X]C S[X]
2. Los K-morfismos son S-morfismos,
Fg C Fs
En otras palabras, K (A, B) esta contenido en S (A, B), para cualesquiera A, B en |K|.

Ahora que sabemos lo que significa ser un subobjeto de una ccce, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.2. Diremos que K es subccce plena de S si, K es una subccce de S, y ademas,
K (A,B)=S5(A,B)

para cualesquiera objetos A, B en |K]|.

Ejemplo 2.1. Pos es subccee plena de Gra.

En efecto;

1. Siendo todo orden parcial sobre X una relacién binaria particular sobre X, se tiene que JPos[X] esta
contenido en Gra [X].
2. De acuerdo con las definiciones, si,

A:(X’a) y B:(Y,ﬁ)

son Pos-objetos, y por lo tanto &ra-objetos, entonces, una funcién de A en B es mondtona si, y sblo si, es
compatible respecto a los érdenes parciales « y 8 (que son relaciones binarias especiales). Por lo tanto,

PBos (A, B) C Bra (A, B)

Esto prueba que JPos es subccce de Bra.
Comprobemos que JPos es una subccce plena de Bra. Sean,

A=(X,a) y B=(Y,p)

dos Pos-objetos cualesquiera. Puesto que « y S son relaciones particulares, podemos mirar a A y B como
®ra-objetos. Si f es un elemento de ®ra (A, B) entonces, f es compatible respecto a los 6rdenes parciales 'y
B; por lo tanto, f es una funcién monotona entre los copos A y B. Es decir, f pertenece a Pos (A, B).

Definicion 2.3. Una reticula (lattice) es un copo (X, <) con la propiedad de que para cualesquiera x1,x2 en
X, existen «, 8 en X, tales que,
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1. p<z, 22 <@
2. Dados z,w en X, si,

w< 2,22 Yy 21,022
entonces,
w<p y a<z

Observemos que si ¢’ y 8’ son dos elementos de X que satisfacen las mismas condiciones que «a y 3, respectiva-
mente, entonces debido a la antisimetria de <, o = o’ y 8 = ’. Denotamos a a mediante el simbolo z1 Vxs y a
B mediante el simbolo 1 Az (de acuerdo a la observacion anterior, es legitimo denotarlos de manera especial).
A los elementos 1 V x2 y @1 A 22 se les llama supremo e infimo de {x1, 25}, respectivamente. Ademas, si,

X, <) v (v,x)
son dos reticulas arbitrarias, entonces, una funcion,
f: X—Y
serd un morfismo reticular si para cualesquiera 1,2 en X, se cumple,

[z V) =f(z1)V f(22)

fzr Awa) = f(21) A f (22)

Ejemplo 2.2. La ccce que a continuacién presentamos suele denotarse mediante Lat.

1. Lat[X] es la familia de estructuras reticulares, es decir, la familia de 6rdenes parciales que hacen del conjunto
X una reticula.

2. Los Lat-objetos son las reticulas o latices.

3. Los L£at-morfismos son los morfismos reticulares.

Ejemplo 2.3. £at es subccce de Pos, pero no es plena.

No hay dificultad en probar que, en efecto, £at es una ccce. A continuaciéon probamos que L£at es subccce de

Pos.

De acuerdo con la definicién de una reticula, todo objeto en L£at es un objeto en Pos.
1. Sean, f : (X,<) — (Y, =) cualquier morfismo reticular y, xz1,z2 en X tales que z; < z. FEntonces,
T9 = x1 V x2. De este modo,

fla2) = f (21 Vag) = f(z1)V f(22)
Por lo tanto,
f@n), f(22) < f (22)
en particular,
f @) < f (x2)

Esto prueba que f es una funciéon monétona.

Por ultimo, probemos que £at no es subccce plena de Pos. Para probar esto, exhibiremos un par de reticulas
y una funcién monotona, entre dichas reticulas, que no es morfismo reticular.

Consideremos el conjunto N de los ntimeros naturales con el orden parcial « definido por la divisibilidad,

a={(n1,n2) E NxN:ny|ng}

Claramente, (N, ) es un copo; ademés, observemos que para cualesquiera ntumeros naturales ny y nq, tenemos
que,

n1 Ang = med (ny,na)
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ny V ng = mem (ny, ng)
En efecto,
nyAng|ny,ne Yy ni,ne | ngVne
por lo tanto, para j = 1,2, se tiene que,
(n1 Ang,mj), (nj,m1 Vne) €«
Y si k, k son ntmeros naturales tales que,
king y nylk
para j = 1,2; entonces,
l%|n1An2 y niVne |k

Por lo tanto, (N, «) es una reticula.
Sea (3 el orden usual en N. Si hacemos,

ny Ang =min{ni,na} y mn1Vng=mdxr{n,na}
entonces (N, §) también es una reticula. Ahora consideremos la funcion,
Iy: (N, o) — (N, 5)

1y es monoétona, ya que si (nl,ng) esta en «, entonces ny | no y, por lo tanto, n; < msy o, equivalentemente,
1y (n1) < 1y (n2). De manera que,

(In(n1),1n (n2)) € B

Sin embargo, 1y no es morfismo reticular. Por ejemplo, para los nimeros naturales 2 y 3, con referencia a «, se
tiene que,

2A3=med(2,3) =1
por lo tanto,
In(2A3)=1y(1) =1
Por otro lado, con referencia a 3, también tenemos,
In(2) A1y (3) = min{2,3} =2
de donde,

In(2A3) # In(2) AN (3)
Definiciones 2.4. Sean, (X, <) un copo arbitrario y A cualquier subconjunto de X. Decimos que,

1. Un elemento ¢ de X es una cota superior de A en X, si a < ¢, para todo a en A.

2. Un elemento d de X es una cota inferior de A en X, si d < a, para todo a en A.

3. Un elemento x de X es un supremo de A en X, si x es cota superior de A en X, y x < ¢, para toda cota
superior ¢ de A en X. Por la condiciéon de antisimetria en un copo, cuando A posee supremo, éste es tnico.
La notacién usual es x = sup A.

4. Un elemento x de X es un infimo de A en X, si x es cota inferior de A en X, y d < x , para toda cota

inferior d de A en X. Analogo al inciso 3, cuando A posee un infimo, éste es tnico. La notaciéon usual es
x = inf A.

Observaciones 2.1.
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1. En el caso particular en que A es el conjunto vacio, todo x en X es, simultaneamente, cota superior y cota
inferior de A. En este caso, para todo x en X, siempre es verdadero que,

aceA= (a<z y z<a)
2. Si, ademas, el copo es una reticula, entonces, para cualesquiera x1,zs en X, se tiene que,

sup{z1, 22} =x1 Vas e inf{xy,za} =21 Aas

Definiciéon 2.5. Se dice que una reticula (X, <) es una reticula completa cuando todo subconjunto de X
posee infimo y supremo en X.

En una reticula completa, los elementos sup @) e inf () se denotan como 0 y 1, respectivamente (0 es el primer
elemento de X, segtin <, y 1 el dltimo).!

Ejemplo 2.4. La reticula (N, a), donde « es el orden parcial definido por la divisibilidad, no es una reticula
completa. Esto se debe a que el conjunto N no tiene cotas superiores respecto al orden dado por «.

Ejemplo 2.5. Para cualquier conjunto X, consideremos su conjunto potencia Pot (X). Claramente, (Pot (X),C)
es un copo. Si A es un subconjunto no vacio de Pot (X), entonces A es una familia no vacia de subconjuntos
de X. Luego,

supA=UA e infA=nNA
Si A es el conjunto vacio, entonces,
supl =0 e inf() = Pot(X)

Por lo tanto, (Pot (X), C) es una reticula completa.
Ejemplo 2.6. Las reticulas completas nos proporcionan otro ejemplo de ccce que denotaremos mediante €lat.

1. €lat[X] es la familia de 6rdenes parciales que hacen de X una reticula completa.
2. Los Clat-objetos son las reticulas completas.
3. Para cualesquiera dos Clat-objetos A = (X, <) y B = (Y, <), definimos,

f(supU) = sup f (U)
Clat (A,B) =< feGet(X,)Y) | UC X = Yy
f(infU) =inf f (U)

No es dificil probar que €lat es, en efecto, una ccce.

1 En efecto; por el inciso 1 de la obsrevacién 2.1, para todo = en X, se cumple 0 = sup@® < x. De manera analoga, para todo
zen X,esx <inf( = 1.



Capitulo 3

Isomorfismos en ccce

Al estudiar los objetos de una ccce cualquiera, es importante saber cuando dos de sus objetos tienen esen-
cialmente la misma estructura (recordemos que muchos resultados importantes de la matematica provienen de
teoremas de clasificacion). Tenemos ejemplos de esto: dos espacios topoldgicos son esencialemnte el mismo si
existe un homeomorfismo entre ellos; dos espacios vectoriales son esencialmente el mismo si tienen la misma
dimension, o lo que es lo mismo, si existe una transformacion lineal biyectiva entre ellos. El objetivo de este
capitulo es precisar estas ideas en el contexto de las ccce.

Definicion 3.1. Sean, K una ccce abitraria,y A = (X, a), B = (Y, 3) dos K-objetos arbitrarios. Un K-morfismo
(f, (o, B)) € K (A, B) es un K-isomorfismo si la funcion f: X — Y es biyectiva y (f71,(8,a)) € K (B, A).

Si (f,(a,8)) € K(A,B) es un K-isomorfismo, entonces diremos que los objetos A y B son isomorfos
bajo f y lo denotaremos mediante cualquiera de las expresiones,

f
fiA~B, A~;B AXB

Ejemplo 3.1. En Top los isomorfismos son los homeomorfismos!.

Ejemplo 3.2. Una funcion f entre dos copos (X, a) y (Y, 3) es un isomorfismo si es biyectiva y,

(r,y) cas (f(x), f(y)ep

Ejemplo 3.3. Un K-morfismo f: (X,a) — (Y,8) en el que f : X — Y es biyectiva, no necesariamente es
un isomorfismo. Por ejemplo, si,

a={(n1,n2) e NxN:n; | ng}
y [ es el orden usual en N. Entonces
Iy : (N;a) — (N, 8)
es una biyeccion monoétona. Sin embargo,
I3t =1n: (N, 8) — (N,a)
no es monoétona.
Observacion 3.1. En cualquier ccce, la relacion 22 (“es isomorfo a”) es de equivalencia.

Ejemplo 3.4. En este ejemplo presentamos a la ccce de los espacios métricos, la cual es denotada como IMlet.

1. Las Met-estructuras para un conjunto X son las métricas en X; es decir,

a(z,y) = alyx)
Met [X] = a: X x X — [0,00) a(z,yy=0z=y
a(x,y)+aly,z) > al(z,z)

2. Los IMet-objetos son los espacios métricos.
3. Sean, A = (X, «a), B = (Y, 3) espacios métricos, y x,y pertenecientes a X, entonces,

Met (A, B) = {f € Get(X,Y) [ B(f (2), [ () < a(z,y)}

A estas funciones se les llama contracciones.

1 Para recordar la definicién de homeomorfismo puede verse [8], o bien, [1]
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No es dificil verificar que los axiomas de composicion e identidad se cumplen para esta ccce.
Sif:(X,a) — (Y,0) es un isomorfismo entre espacios métricos, entonces f es una contraccion biyectiva,
cuya funcién inversa también es una contraccion. Por lo tanto, dados z,y en X, se tiene que,

a(f7H(f @), () <B(f (@), fy) <alzy)
es decir,

Ol($7y) = ﬁ(f (l‘) 7f(y))

En este caso, decimos que la funciéon f preserva la distancia. Las contracciones con esta caracteristica reciben
el nombre de isometrias.



Capitulo 4

Transportabilidad en ccce

Vimos en el capitulo anterior que en la ccce Top los isomorfismos son precisamente los homeomorfismos. Un
homeomorfismo del espacio topolégico (X, «) en el espacio (Y, 8) es una biyeccion, f: X — Y, que transporta
la topologia « en la topologia /3 en el sentido de que, para cada subconjunto V' de X se cumple,

Veas f(V)ep
Algo andlogo ocurre en los espacios vectoriales; efectivamente, si,
f : (‘/7 (+7 )) i (V/a (;77))

es un isomorfismo entre espacios vectoriales sobre el mismo campo K, entonces, para cualesquiera vq, vg, V3 en
V' y para cualquier r en K, se cumple,

vy +ve =v3 & f(v1)+f(v1) = f(v3)

r-vy =vy & rof(vy) = f(v2)

Existe una gran variedad de ccce que cumplen con la condicién de ser transportables. El objetivo de esta seccién
es presentar una definicién que precise esta nociéon. En los capitulos siguientes se ira aclarando la razén por la
cual fijamos nuestra atencién en esta propiedad.

Definicion 4.1. Una ccce K es transportable si para todo K-objeto (X, «) y cualquier biyeccion f : X — Y,
existe una tnica K-estructura 8 € K [Y], tal que

f : (Xva) — (Yvﬁ)
€S un iSOmOrﬁSInO.

Ejemplo 4.1. Top es transportable.
Sean, (X, a) un espacio topologico y f: X — Y una funcion biyectiva. Si,

B={fU)|Ue€a}
entonces,
Y=f(X)ep y 0=f(0)ep

Si {f (Ux)} e es una familia arbitraria de elementos de (3, entonces,

RNICARY; (AgAUA)

es un elemento de [, puesto que )\UAU)\ pertenece a «. Por otro lado, si A es finito, entonces,
€

00 =1 (AQAUA)

pertenece a 3, pues f es biyectiva y /\ﬂAU » pertenece a a. Por lo tanto, 8 es una topologia para Y segun la cual
€

f es continua. En efecto, f~1 (f (U)) = U pertenece a «, para cualquier f (U) en §. La funcién f también es
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abierta'. Luego, f es un homeomorfismo?. Y si 5 es otra topologia para Y que hace de f un homeomorfismo,
entonces,

LA = (Xa) v fi(Xe) = (Y.5)
son homeomorfismos, y , por lo tanto,
FF iy (vi8) = (1.8)
de donde,
p=p

Ejemplo 4.2. &ra es transportable.
Dados una &ra-objeto (X, a) y una funcion biyectiva f : X — Y, hacemos,

B=A (), f )| (x,y) €a}

Entonces, ( esta contenidoen Y x Y y f: (X,a) — (Y, 8) es compatible. Ademas,
7Y 8) — (X, )
es, en efecto, compatible,

(f), f)eB= (f""(f @), (f W) = (z,y)

con (z,y) elemento de a. Si 8 es otra relacién binaria en Y que hace de f un isomorfismo, entonces son
compatibles,

JA) > (Xa) y fi(Xa) = (V.8)

fi(f) = () v fi(Xa) = (16)

Por lo tanto, también lo son,
v (V8 = (Vi3) v 1x:(vi8) = (1)

de lo cual resulta que ﬁ = 0.

Ejemplo 4.3. Pos también es transportable. Por tratarse de una subccce de &ra, los argumentos son analogos
a los anteriores.

Ejemplo 4.4. Mediante 9itc denotaremos a la ccce de los espacios métricos y las funciones continuas entre
ellos.

1. Mic[X] = Met [X]
Los Mitc-objetos son los espacios métricos.

3. Sean, a un elemento de Mtc[X] y 7 (a) la topologia inducida por a en X; es decir, aquella que tiene por
base a la familia de discos abiertos3. Asi, para los espacios métricos A = (X, ) y B = (Y, 3) definimos

Mtc(A,B) ={f: (X,7(a)) — (Y, 7 ()) | f es continua}

L'Si f:(X,7) — (Y,0) es una funcién entre espacios topolégicos, decimos que f es abierta si, para toda U en 7, f (U) pertenece
ao.

2 En los cursos de topologia se prueba el siguiente resultado: h : (X,7) — (Y,0) es un homeomorfismo si, y solo si, h es
continua, biyectiva y abierta.

3 Si hay alguna duda al respecto, puede verse la Seccion 0 de [8], o bien, los Capitulos 1 y 2 de [1].



21

Sabemos que tanto la identidad de cualquier Mtc-objeto, como la composicion de Mtc-morfismos son, también,
Mtce-morfismos. Por lo tanto, son validos los axiomas de composicion e identidad. Probemos que 9Mitc no es
transportable. Sean, X un conjunto y «, 3 dos métricas diferentes que induzcan una misma topologia en X*.
Tomemos Y =X y f: X — Y como f = 1x. Entonces, no es tnica la 9Mtc-estructura para ¥ que hace de f
un isomorfismo. Por el axioma de identidad

Ix: (X7a) — (Xaa)
es isomorfismo; pero, por construccion, también es un isomorfismo la funcion,
Ly : (X,a) — (X, B)

Por lo tanto, Mtc no es transportable.

4 Por ejemplo, a = 2/






Capitulo 5

Fibras en ccce

Sean, K una ccce transportable arbitraria y X un conjunto cualquiera; si la clase K [X] resulta ser un
conjunto, entonces podemos dotarlo con un orden parcial. AuxiliAndonos en este y otros resultados presentados
en el capitulo presente, veremos que, desde la perspectiva de la teoria de las estructuras matematicas, la nocion
de estructura topologica guarda una diferencia meridiana con otras estructuras tales como la de orden parcial,
reticular o vectorial.

Definicién 5.1. Sea K una ccce arbitraria y X cualquier conjunto. Sean «, § en K [X]; se dice que o es mas
fina que 3, o bien, que [ es mas aspera que « si,

Ix : (X,0) — (X, )

es un K-morfismo. Tal situacién se denota escribiendo oo <g .
Ejemplo 5.1. Debido al axioma de identidad, cualquier K-estructura de cualquier ccce K es mas fina y mas
aspera que si misma.
En &ra, o es més fina que S si, y solo si, a esta contenida en 5. En efecto,
Ix : (X,0) — (X, )
es un morfismo en Gra si, y so6lo si,

(x1,22) € a = (1x (z1),1x (z2)) € B

que es justo lo que se habia afirmado.
En Top, a es més fina que f si, y solo si, 5 estd contenida en «. En efecto,

1x: (X,Oé) — (X7ﬁ>
es un morfismo en Top si, y solo si, para cualquier U en f3,
13 (U)=Uca

lo cual implica que [ esta contenida en a.
En Pos, a < [ si, y solo si, a esté contenida en S. Dado que Pos es subccce plena de &ra, se tiene que,

{(X,0) 2% (X, 8)} € Fpros = {(X,0) 25 (X, 8)} € Fora > a C B

Es la plenitud de Pos en Gra la que permite garantizar el resultado anterior. Podria pensarse que la fineza o
aspereza entre las K-estructuras que figuren en cualquier subccce S de K es la misma que en K, pero esto es
falso. Piénsese, por ejemplo, en Lat, que es subccce de Pos, pero no plena. Ya sabemos que en Pos el orden
parcial para N,

a={(n1,n2) e NxN: ny|ne}

es mas fino que el 6rden usual 3, pero esto deja de ser cierto si pensamos a «a y 8 como estructuras reticulares,
pues sabemos también que,

1N : (N, Oé) — (N,B)

no es un morfismo reticular.

Definicion 5.2. Sea K cualquier ccce transportable. Se dice que K tiene fibras pequenas si para cada
conjunto X, la clase K [X] es un conjunto.
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Proposicion 5.1. Si K tiene fibras pequenas, entonces (K [X], Sﬁ) es un copo.

Demostracion. Sean «, By v en K [X]. Por el axioma de identidad tenemos o < «; por lo tanto, <k es
reflexiva. Ahora bien, si,

a<gB y B<k~v

entonces podemos aplicar el axioma de composicién a los morfismos,
1 1
(X,0) == (X,8) v (X,8) > (X,7)

para obtener @ < . Por lo tanto, <k es transitiva. Para probar la antisimetria, supongamos que ademés de
o <k B se tiene B <k a. Entonces,

(X,0) 5 (X,8) v (X, 5 (X,a)
son K-isomorfismos. Por consiguiente, se tienen los K-morfismos,
(X,0) =5 (X,8) v (X,0) 5 (X,a)

Dado que K es transportable, debemos tener o« = 8. Esto prueba que <y es un orden parcial en K [X], que es
un conjunto por ser K de fibras pequenas. Luego, (K [X] ,SK) es un copo. O

Definicion 5.3. Cuando dos puntos distintos cualesquiera de un copo son incomparables, se dice que tal copo
estd discretamente ordenado.

Definicion 5.4. Sea K una ccce de fibras pequenas. Cuando (K [X], < 5) estd discretamente ordenado, se
dice que K esta discretamente fibrada. Cuando (K [X], < K) es una reticula completa, se dice que K esta
completamente fibrada.

Observacion 5.1. Se defini6é una reticula completa como un copo dentro del cual todo subconjunto posee infimo
y supremo. Sin embargo, basta con que el conjunto sea superable; esto es, que cada subconjunto suyo posea
un supremo dentro del copo. En efecto, suponiendo que tal es el caso para el copo (X, ), sea A cualquier
subconjunto de X y sea I el conjunto de cotas inferiores de A. De acuerdo con la hipoétesis, I tiene un supremo
s en X; entonces, s < a, para todo a en A, porque cada a en A es cota superior de I. Pero entonces s es una
cota inferior de A, y es la mas grande porque si ¢ es cualquie otra, entonces c esta en I y , por tanto, ¢ < s. Asi
entonces, s = inf A; por lo tanto, (X, «) es una reticula completa.

Veamos algunos ejemplos de ccce completamente fibradas.

Ejemplo 5.2. Top estd completamente fibrada. En efecto, Top es de fibras pequenas porque,
Top [X] C Pot (Pot (X))

y como sabemos, Pot (Pot (X)) es un conjunto, para cualquier conjunto X. Resta probar que (Top [X], <zqp)
es superable. Sea T un subconjunto no vacio de Top [X], y sea @« = NT (T es una coleccion de topologias para
X. Ademas sabemos que la interseccion de estas topologias es nuevamente una topologia para X). Entonces,
para cada 5 en T,

1x : (X,08) — (X, )

es continua, pues « estd contenida en 8. En otras palabras, para cada § en T, 8 <g,, a. Asi, & es una cota
superior de T'. Y si v es cualquier otra cota superior de T' entonces, para cada 3 en T, 3 <z, ; es decir, para
cada 8 en T, v estd contenida en 8. Esto implica que 7y estd contenida en «; por lo tanto, & <z, . Se concluye
que a =supT. Si T = ), entonces Pot (X) = supT. Esto prueba que (Top [X], <z,p) es una reticula completa.
Por lo tanto, Top estd completamente fibrada.

Ejemplo 5.3. Gra estd completamente fibrada. En vista de la definicion de una Gra-estructura, tenemos que
para cada conjunto X,

®ra[X] = Pot (X x X)

que también es un conjunto. Por lo tanto, &ta es de fibras pequenas. Por otra parte, sabemos que, para
cualesquiera «, § en Gra[X],

a<guw = alp
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Por lo tanto,
(Bra[X], <geq) = (Pot (X x X), Q)

Pero bajo la contencion cualquier potencia es una reticula completa (ejemplo 2.5). Por consiguiente, &ra esta
completamente fibrada.

Ejemplo 5.4. A continuacién mostraremos que Bos no esta completamente fibrada. Este resultado es curioso,
ya que Pos es una subccce plena de Bra y, como acabamos de ver, esta tltima esta completamente fibrada.
Sean, X un conjunto con dos o més elementos, y

A(X)=A(z,z): z € X}
y sean x1, o dos elementos distintos de X. Ahora hagamos:
a=AX)U{(z1,22)} v B=AX)U{(z2,21)}

Entonces a y /3 pertenecen a Pos [X], pero {a, 3} no tiene supremo en (Pos [X|, <gqos) pues no esta acotado
superiormente. En efecto, si v € Pos [X] fuese una cota superior de {«, 8}, entonces,

aCy y BCy

Por lo tanto, (x1,x2) y (22, 1) pertenecen a ~; de donde, x1 = x2. Pero esto ultimo no es posible. Por lo tanto,
(Pos [X], <spos) N0 es una reticula completa y , por consiguiente, Pos no estd completamente fibrada.

Notemos también que Pos tampoco esté discretamente fibrada. En efecto, si X tiene al menos dos elementos
distintos, entonces,

Ix: (XvA(X)) — (Xva)

es un morfismo para todo orden parcial o en X. En otras palabras, A (X) es siempre comparable con cualquier
orden parcial o en X: A (X) <qos @. Por lo tanto, (Pos [X], <qpos) no esta discretamente ordenado; es decir,
Pos no esta discretamente fibrada.

Ejemplo 5.5. Lat esta discretamente fibrada.

Demostracion. Lat es transportable. Sean, (X, <) una reticula y X 4 ¥ una funcion biyectiva; debemos
probar que existe una tunica Lat-estructura < en Lat[Y], tal que,

(X,<) 55 (v, =)

es un isomorfismo reticular.
Dada la relacion < , definimos = de la siguiente manera:

Y1 Y2 <= 11 < T2

donde y1 = f (21), y2 = f (z2). No es dificil ver que < es un orden parcial en Y.
Dados y1,y2 en Y, definimos las operaciones A< y V< como sigue,

Y1 A<y2 = f(r1 A<cw2) v y1V<y2 = f (21 V< x2)

donde y1 = f (z1) y y2 = f (x2). No es dificil verificar que el objeto (Y, <), junto con las operaciones A< y V<
, cumple las condiciones que lo identifican como una reticula.
Desde luego, por el modo en que se definié <, se tiene que,

(X, <) L (V=)

es un Lat- morfismo. Probemos ahora que,

—1

¥, %) — (X, 9)
es un Lat-morfismo. Sean f (z1) = y1, f (x2) = y2 en Y, arbitrarios, entonces,
F7 i A< ye) = [ (21 A< 22)

=21 N< Xy = fil (yl) N< fil (y2)
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de modo analogo concluimos que,

Fh o v=y) =7 ) Ve T (12)

Esto prueba que f es un Lat-isomorfismo.
Para verificar que Lat es transportable, falta probar la unicidad de =<. Para este fin, supongamos que
<€ Lat[Y] es tal que,

(X,<) 5 (V<)

es un Lat-isomorfismo. De este modo,

v, 5 X9 (5,9 L v

—1

v« x95 v
son Lat-morfismos. Por lo tanto, también son Lat-morfismos los siguientes:
¥x) (<) vy (V<) S (1)

Se concluye que <=<«. Por lo tanto, £at es transportable. Que £at tenga fibras pequenas es consecuencia del
hecho de que Bta tiene fibras pequenas.

Para demostrar que Lat esta discretamente fibrada, es necesario demostrar que, para cada conjunto X, el
copo (Lat[X], <gqt) esta discretamente ordenado. Por este motivo, sean < y =< dos Lat-estructuras para X
tales que la identidad,

(X,<) 5 (X, =)

es un morfismo reticular. Probemos que <==. Sean z1,z2 en X tales que z; < 5. Entonces, 1 =21 A< 22 ¥

To = 21 V< X2. Por hipétesis, z1 N< o =21 A< T2y T1 V< X2 = X1 V< T2; y puesto que r1 A< 22 = 21 V< T,
entonces x1 = xo. Por lo tanto, < C <. Un argumento analogo muestra que < C <.

Entonces, (Lat[X], <gqt) esta discretamente ordenado. Por lo tanto, Lat es una ccce discretamente fibrada.

O]

Antes de ver los siguientes ejemplos, necesitamos recordar algunos conceptos y resultados de la topologia
bésica de los conjuntos.



Capitulo 6

Algunos ejemplos de subccce en Top

Principiamos este capitulo con algunos conceptos y resultados basicos de la topolégia de conjuntos que
necesitamos recordar para los ejemplos que vienen a continuaciéon. Las demostraciones de las proposiciones
pueden consultarse en [1], o bien, [§].

Definicion 6.1. Sea X un conjunto arbitrario. Una topologia para X es una familia 7 de subconjuntos de
X que satisfaga las condiciones siguientes,

1. Los conjuntos X y () pertenecen a 7.

2. Si J es cualquier conjunto de indices y {4; }j ¢ €s una familia de abiertos en 7, entonces U A; pertenece a
JjeJ
T.

Si 7 es una topologia para X, entonces llamaremos abiertos en X a los miembros de 7 y hablaremos de la
pareja (X, 7) como de un espacio topolégico del que X sera el conjunto subyacente.

Definicién 6.2. Sea (X, 7) un espacio topoléogico cualquiera. Decimos que un subconjunto C' de X es cerrado
en X si su complemento en X es abierto, es decir, si X\C' pertenece a 7.

Tenemos una proposicion referente a los conjuntos cerrados.
Proposicion. Si € es la familia de subconjuntos cerrados de (X, T), entonces,

1. Los conjuntos X y ) pertenecen a €.
2. Si J es cualquier conjunto de indices y {C} }j s €s una familia de cerrados en €, entonces N C; pertenece a
JjEJ

¢.
3. Si C; y Cy pertenecen a €, entonces C; U Cs pertenece a €.

Reciprocamente, si € es una familia de subconjuntos de X que satiaface las condiciones anteriores, entonces la
familia 7 de complementos de los miembros de € constituyen una topologia para X y los cerrados de (X, 7)
coinciden con los elementos de €.

Definicion 6.3. Un espacio topologico (X, 1) es T si para cada par de puntos distintos z,y en X, existen
conjuntos abiertos V y U tales que,

zeViyelU y VNU=0

Definiciéon 6.4. Sea (X, 7) un espacio topologico y A un subconjunto de X. Una cubierta abierta de A es
una coleccion {U;},.; de conjuntos abiertos tal que

AC UU;
i€l

El conjunto A es compacto si para cada cubierta abierta {U;} existe un subconjunto finito J de I tal que,

SN

AC UU;
i€J

La coleccion {U;},. ; es llamada subcubierta abierta finita de {U;},;.
Proposicion 6.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico compacto y Ts. Sea A un subconjunto de X ; entonces A es
compacto si, y solo si, es cerrado.

Proposicion 6.2. Sean (X, 7) y (Y,0) espacios compactos. Si
f
(X,7) = (Y,0)

es continua y A es un subconjunto compacto de X, entonces el conjunto f(A) (contenido en Y ) también es
compacto.
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A continuacion presentamos un ejemplo de una ccce que esté discretamente fibrada.
Ejemplo 6.1. €omp es la subccce plena de Top cuyos objetos son todos los espacios que son compactos y Ts.

Comp es transportable. Sea (X, 7) un espacio topologico compacto y Ts. Sea
x-Ly
una funcién biyectiva. Sabemos que
o={fU)|Uer}

es la tnica topologia para Y tal que f es continua. Necesitamos probar que (Y, o) es un espacio topologico
compacto y T». La compacidad de (Y, o) es consecuencia de la proposicion 6.2. Veamos que (Y, o) es Tp. Sean
Y1, Y2 elementos de Y | con y1 # yo. Como f es biyectiva, existen x1, xa, con 1 # xo, en X tales que f (x1) = 11
y f (z2) = yo. Por hipotesis, (X, 7) es Ty; entonces existen U,V en 7 tales que x1 pertenece a U, x5 pertenece a
V y UNV ={. Por lo tanto, y; pertenece a f (U) y y2 pertenece a f (V); ademas, f (U) y f (V) son elementos
de o, y puesto que f es biyectiva,

fFO)nfV)=rUnv)=r@ =90

Comp esta discretamente fibrada. Para cada conjunto X, Comp [X] esta contenido en Top [X]; por lo tanto, Comp
tiene fibras pequenas. Dados 7 y o en Comp [X], supongamos que,

(X,71) 1—X>(X,0)

es continua. En consecuencia, o esta contenida en 7. Sea A en 7, entonces X\ A es cerrado respecto a 7; por
la proposicion 6.1, X — A es compacto. Puesto que 1x es continua y X\ A es compacto respecto a 7, entonces,
consecuencia de la proposicion 6.2, 1x (X\A) = X\ A es compacto respecto a o. Al recurrir a la proposicion
6.1, concluimos que X\ A es cerrado en 0. Asi pues, A es un elemento de o. En consecuencia, T esta contenida
en o. La doble contenciéon implica que 7 = ¢. Esto prueba que Comp esta discretamente fibrada.

Observacion 6.1. Si (X,7) es un espacio topologico indiscreto (7 = {X,0}), entonces (X,7) es un espacio
compacto. En efecto, pues cualquier cubierta abierta que contenga a X, tiene entre sus elementos al conjunto
X.

Ejemplo 6.2. Topc es la subccce plena de Top, cuyos objetos son todos los espacios compactos.
Por los resultados anteriores, sabemos que Topc tiene fibras pequenas. Probaremos que Topc no esta discre-
tamente fibrada. Si X es un conjunto arbitrario y ox = {X, 0}, entonces,

(X,7) 25 (X, 0x)

es un Topc-morfismo para cualquier 7 en Topc [X]. Por lo tanto, para cualquier 7 en Topc [X], 7 <zopc 0x.

Es natural preguntarnos si para cualquier conjunto X, el copo (Topc [X], <gop.) €s una reticula. La respuesta
es negaiva. Consideremos, por ejemplo, el conjunto de los ntimeros naturales N y un elemento suyo cualquiera,
digamos el 1. Ahora definimos,

n={{1},N0} vy 1:={ACN|1¢ A0 A=N}

Entonces, no es dificil verificarlo, (N,7y) y (N, Tl) son espacios topologicos compactos. Observemos que si 7
es una topologia para N que contiene tanto a 73 como a Tl, entonces 7 tiene entre sus elementos a todos
los subconjuntos unitarios de N; esto implica que 7 es la topologia discreta para N. Como consecuencia de lo
anterior, no hay elemento de Topc[N] que acote inferiormente a las topologias 71 y 7! segtin el orden parcial

S‘Iopc-

Definicién 6.5. Un espacio topologico (X,7) es T; si, dados x € X y y € Y, con x # y, existen abiertos
UyVtalesque, (x €Uy ¢U)y (x¢V,yeV).

Proposicion 6.3. Un espacio topoldgico (X, 7) es Ty si, y solo si, cada subconjunto finito A de X es cerrado.

Ejemplo 6.3. Con Top,; denotamos a la subccce plena de Top cuyos objetos son todos los espacios topologicos
(X, 7) que son T7.
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Top, tiene fibras pequenas y estd completamente fibrada. Sélo probaremos que Top; estd completamente
fibrada. Sean, T un subconjunto de Top, [X]. Si T es no vacio, sea o := NT. Entonces, para cualquier 7 en T,
la funcion,

(X,7) =5 (X, 0)

es continua. Observemos que en caso de pertenecer a Top, [X], o sera el supremo de T segin el orden parcial
<gop,. Veamos que, efectivamente, o es un elemento de Top, [X] . Para cualesquiera dos elementos distintos
x,y en X,y para cualquier 7 en T, en acuerdo con la proposicion 6.3, los conjuntos {z} y {y} son cerrados
respecto a 7. Por lo tanto,

X\{zyer y X\{y}er

Esto prueba que,

X\{z}eo v X\{yteo

Por lo tanto, dados z en X y y en Y, con z # y, existen conjuntos U,V en ¢ (asaber, U = X\ {y} y V = X\ {z})
tales que,

xelUy¢U vy z¢VyeV

Se cumple entonces que o pertenece a Top; [X].

Si T es el conjunto vacio, entonces sup T = Pot (X ). Naturalmente, Pot (X) pertenece a Top, [X].

Terminamos este capitulo recordando otros conceptos topolégicos que ocuparemos mas adelante. Sin em-
bargo, cuando presentemos un concepto propio de este trabajo (que por lo general es un concepto categorico),
optaremos por dar primeramente en nuestro discurso los conceptos y resultados de la topologia de conjuntos
que sugieren (generan) dicho concepto. Cualquier nocién previa (referente a la topologia de conjuntos) que se
requiera para aquellos conceptos topolégicos que vayamos presentando a lo largo del trabajo, procuraremos que
estén presentes en este capitulo.

Cerradura e interior de un conjunto

Otro par de conceptos bésicos de topologia son los de cerradura e interior.

Definicién 6.6. Sean, (X, 7) un espacio topologico arbitrario y A un subconjunto de X. Definimos la cerra-
dura de A como el subconjunto cerrado minimo de X que contiene a A. Denotaremos a este conjunto como

A.

Observemos que la existencia de este conjunto siempre puede garantizarse, pues siempre podemos pensar en
él como en la interseccion de todos los cerrados que contienen a A (la familia de cerrados que contienen a A no
es vacia; el conjunto X es un elemento de tal familia).

Proposicion 6.4. Sea, (X,7) y (Y,0) un par de espacios topoldgicos arbitrarios y sea f: X — Y una funcion
arbitraria. Son equivalentes,

1. f es una funcién continua de (X, 7) en (Y, 0).
2. Si C es cerrado en (Y,0), entonces f~! (C) es cerrado en (X, 7).
3. Para cualquier subconjunto A de X, f (A) esta contenido en f (A).

4. Para cualquier subconjunto B de Y, f~1 (B) esta contenido en f~' (B).

Definicion 6.7. Sean, (X, 7) un espacio topologico y A un subconjunto de X; definimos el interior de A como

la union de la familia de abiertos en (X, 7) contenidos en A. Usualmente se denota el interior de A mediante A
0 como intA.

Vecindades y vecindades basicas

Definicion 6.8. Sea (X, 7) un espacio topologico arbitrario y sea x en X. Una vecindad de z es cualquier
subconjunto de X que contenga a un abierto que a su vez contenga a x. Suele denotarse mediante N a la
familia de todas las vecindades de z, y por N2 a la familia de vecindades abiertas de .
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Definiciéon 6.9. En un espacio topologico arbitrario una base local de vecindades de x es cualquier
subfamilia de N, que contenga a un miembro dentro de cualquier vecindad de x. En simbolos, B, es base local
de x si, y so6lo si,

1. B, esti contenida en N.
2. Para cada V en N, existe B en B, tal que B esta contenido en V.

Puntos de acumulacién

Definicién 6.10. Sea (X, 7) un espacio topologico arbitrario y sea A un subconjunto de X.

1. Un punto z de X se llama punto de acumulacion de A si toda vecindad de x contiene algin punto
de A distinto de z; es decir, para todo V en N,

An(V\{z}) #0
2. El conjunto de puntos de acumulacion de A se denota por A’ y se llama conjunto derivado de A.
Proposicion 6.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera y sea A un subconjunto de X; entonces,

1. A es cerrado si, y solo si A’ esta contenido en A.

2. A=AUA.

Generacion de una Topologia; bases y subbbases

Proposicién 6.6. Sea X cualquier conjunto. Si {7;};.; es una familia de topologias para X y 7 := ﬂITZ—,
1€

entonces T es una topologia para X .

Definicién 6.11. Sea v cualquier familia de subconjuntos de X, es decir, v C Pot (X); si {7;},c; es una familia
de topologias que contienen a -, entonces,

es la topologia generada por 7.

Proposicion 6.7. Si vy cualquier familia de subconjuntos de X, entonces 7 () es la familia de uniones arbi-
trarias de intersecciones finitas de elementos de .

Definicién 6.12. Sea (X, 7) cualquier espacio topolégico. Una base de 7 es una familia 8 contenida en 7 tal
que todo elemento de 7 es union de elementos de 8. Llamaremos abiertos bésicos a los miembros de .

Proposicion 6.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico cualquiera. Si 5 es base de T, entonces,

1. Para cada z en Xexiste B en 3 tal que = pertenece a B.
2. Si By y By pertenecen a 8y x estd en By N By , entonces existe B3 en 3 tal que,

rE€B3 y B3C BiNDBy

Reciprocamente, si § es una familia de subconjuntos de X que satisface las condiciones anteriores, entonces
existe una topologia para X de la cual [ es base.

Definicién 6.13. Sea (X, 7) un espacio topologico y sea  contenida en 7; se dice que v es subbase de 7 si
la familia 8 de todas las intersecciones finitas de elementos de 7 es base de 7.



Capitulo 7

ccce isomorfas

En el capitulo 3 estudiamos el concepto de isomorfismo entre objetos de una ccce dada. Toca el turno de
examinar esta misma idea pero ahora entre ccce. Presentamos en este capitulo una definicion que nos dice
cuando dos ccce son esencialmente la misma.

Definicion 7.1. Sean K y S dos ccce cualesquiera. Diremos que K y S son concretamente isomorfas si
para cada conjunto X, existe una “biyeccion natural”:

Ix: K[X] — S[X]

Es decir, si f: X — Y es una funcién cualquiera, entonces,
f f
{x,0) L .8} € Fic = {(X Ix (@) 5 (v Iy (8)} € Fs

Definicion 7.2. Con el simbolo Pros denotaremos a la subccce plena de Gra cuyos objetos son los conjuntos
preordenados!, y cuyos morfismos son las funciones monétonas.

Definicion 7.3. Un espacio topologico es casi discreto si intersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos son
conjuntos abiertos.

Definicion 7.4. Con el simbolo €©%op denotaremos a la subcece plena de Top cuyos objetos son los espacios
casi discretos (sus morfismos, debido a la plenitud, son todas las funciones continuas definibles entre estos
espacios).

Teorema 7.1. Pros es concretamente isomorfa a EDTop.

Demostracion. Sea (X, <) cualquier conjunto preordenado. Definimos:
&:{UQXS($1§$2y$2€U):>($1€U)}

Entonces & es una topologia casi discreta para X. En efecto, para cualquier familia {U;}, de elementos de &
tenemos que:
(1)SiU = _UIUi, y se tiene x1 < w9, con xo en U, entonces, para alguna ¢ en I, xo pertenece a U;; por lo
1€

tanto, para ese mismo i, x1 pertenece a U; ; en consecuencia, x1 estd en U. Por lo tanto, U pertenece a &. Se
concluye que & esté cerrada bajo la formaciéon de uniones arbitrarias.
(2) SiU = NU,, y se tienen 1 < x4, con x5 en U, entonces, para toda ¢ en I, x4 pertenece a U;; por lo
il

tanto, para toda ¢ en I, x; pertenece a U;; en consecuencia, x1 es un elemento de U. Por lo tanto, U pertenece
a @, y, a esta cerrada bajo la formacion de intersecciones arbitrarias.

Por consiguiente, podemos definir una funciéon que asocie un objeto (X, &) de €D%op a cada Pros-objeto
(X, <). Veamos que esta funcion es biyectiva.

Para (X, 7) en €D%op definimos:

(1 <r o))<= [(22€U y Uer)= (x1 €U)]

Entonces, <, es un preorden en X. En efecto:

Reflexividad: Que = <, z, para todo = en X, es obvio.

Transitividad: Si z1 <, z2, 2 <; 23 y x3 pertenece a U, entonces xo pertenece a U. Luego, x1 pertenece a
U; por lo tanto, x1 <, x3.

Ahora pensemos en la funciéon que asocia a cada €DTop-objeto (X, 7) el Pros-objeto (X, <, ), y veamos que
se trata de la inversa de la funcién que definimos antes. Para ello, pensemos en las composiciones siguientes:

<P a—<sg vy 7T~

1 Un conjunto preordenado es una pareja (X, ) en la que X es un conjunto y o es una relaciéon binaria definida en X que es
reflexiva y transitiva.
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Con relacion a la primera hay que probar que,
(21 < x2) <= (1 <4 22)
= | De acuerdo con la definicion de @&, si,
x1<x9 y (v2€U y UE€a)
entonces x1 pertenece a U, o sea que,
(zoeU y U€a)=x1 €U

lo cual significa precisamente que 1 <g Z2.
< | Sea,

U={ze X :x<ax}
Entonces, U pertenece a & y xo pertenece a U; luego, x1 es elemento de U, pues por hipdtesis,
(zoeU y U€a)=x1 €U

Por lo tanto, 21 < xs.
También es cierto que al considerar la composicion,

T =<

obtenemos 7 = &. Hagamos la demostracion.
C | Sea V en 7, y supéngamos que para x1 y 2 en X se tiene que,

1<, 2y w2 €V
Sabemos que,
(1 < 29) <= [(22€UyU €)= (21 €U)]

Por consiguiente, x; es elemento de V. Esto demuestra que V' pertenece a .
D | Sea U en &; veremos que todo elemento de U tiene una vecindad abierta segin 7. En efecto, para
cualquier x5 en U, sea,

Vzﬂ{W:J:QEWyWET}

Como T es casi discreta, V' es un elemento de 7; es decir, V' es una vecindad abierta de x5 segtin 7. Finalmente,
observemos que para todo z; en V es valida la implicacion:

(zoeWyWer)= (z1 €W)

que, por definicién, significa x1 <, x3. Como ademés xo pertenece a U y U pertenece a &, entonces x; es
elemento de U. Por lo tanto, V' es un subconjunto de U; asi, U pertenece a 7.
Hasta ahora hemos probado que, para cada conjunto X, podemos establecer una correspondencia biunivoca,

Ix : Pros [X] — €DTop [X]

Veamos que esta correspondencia biunivoca es natural.
Sea (X, <) un Pros-objeto arbitrario. Para x en X definimos,

to={yeX o<y}
Aseguramos que,
t = {z}, segin & = Ix (<)

Para probar esto, primero veremos que 1 2 es un conjunto cerrado segin @. Sea U = X\ 1 2 y supongamos
que y pertenece a U. Si x1 < y, entonces x; no es un elemento de 1 x; luego, =1 pertenece a U, y como y fue
escogido de manera arbitraria en U, entonces,

Uea={WCX:(x1<z3yzeW)= 2, € W}



33

Por lo tanto, X\U =1 « es cerrado en X segun a.
Por otro lado, si y es un elemento de T y V' es una vecindad abierta de y segin &, entonces x pertenece a
V porque,

r<yyeV y Vea
Por lo tanto,
{z} NV #0, para toda V en N
Asi pues,
y € {z}, para toda y €t x

De donde, 1 2 esta contenido en {z}. La contencién en sentido contrario también vale, pues 1 z es cerrado y «
pertenece a 1 z. Por lo tanto, es cierto que Tz = {x}.

Para verificar la naturalidad de Ix hay que probar que, para toda funcion X N Y,
{(x,0) L (V,8)} € Fpeos = {(X,Ix () T (Vo Iy (8))} € Feorap
= | Supongamos que,
(X.a) 5 (¥,5)
es monodtona y tomemos V en Iy (), arbitrario. Si,
(z1,22) €y wae fTH(V)
entonces,

(f(z), f(x2)) €B y [fla2) €V

porque f es monétona. En consecuencia, f (x1) pertenece a V; es decir, x; pertenece a f~! (V). Por lo tanto,
F71(V) es elemento de Iy (), lo que significa que f es continua.
< | Supongamos que,

(X, Ix (@) 55 (Y, Iy (8))

es continua, y sean x1 y o en X tales que (z1,z2) pertenece a o. Debido a la continuidad de f, tenemos que,

7 () € 71ad

es decir,

f(tz) St f(2)

Puesto que (x1,x2) pertenece a a,
Txy Sty

En consecuencia,

f(Ta2) Cf(Ta) €T f(21)

Por lo tanto,

f(w2) €1 f (21)

es decir,

(f (1), f(z2)) € B

lo que significa que f es monotona, como se queria demostrar. O
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ccce topologicas propiamente fibradas






Capitulo 8

ccce topologicas

Una interesante propiedad de las ccce topoldgicas es el hecho de que en ellas es posible garantizar construc-
ciones basicas anédlogas a las que se hacen en el contexto particular de los espacios topologicos; nos referimos
explicitamente a construcciones tales como productos, subespacios, coproductos y cocientes. Desde luego, este
tipo de construcciones no son exclusivas de los espacios topolégicos. Empero, resulta que en muchas ccce no
siempre se puede garantizar la realizacion de dichas construcciones, mientras que en la ccce Top si.

En este capitulo presentamos a las ccce topologicas como aquellas ccce que poseen estructuras anédlogas a
unas muy particulares que se dan en Top: las topologias iniciales y finales.

Las definiciones y resultados de la topologia bésica que ocupamos en este capitulo pueden consultarse en
[1] o [8]. Para ahondar mas en los conceptos y resultados relativos a las categorias concretas de conjuntos
estructurados (ccce), presentados en este capitulo, pueden consultarse [3] y [9].

8.1. Subespacios, inmersiones y productos topolégicos

A fin de motivar el concepto de topologia inicial, el cual veremos en la siguiente seccion, repasamos aqui de
manera sucinta los conceptos de subespacio, inmersién y producto topoldgicos.

Subespacios e inmersiones topolégicas. Dados un espacio topolégico (X, 7) y un subconjunto Y de X,
Y C X, recordemos que el subespacio inducido por Y en (X, 7) es el espacio (Y, 7 |y), donde 7 |y es la topologia
relativa para Y definida por,

Tly={VnY|Ver}
Sea ¢ la inclusién de Y en X; notemos que para cada V en 7, se tiene que,
VY =."1(V)
En consecuencia, podemos escribir,
Tly= {L_l (V)| Ve T}

Tenemos el siguiente teorema de caracterizacion.

Teorema 8.1. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico, Y un subconjunto de X, ¢:Y — X la inclusion de Y en X
y o una topologia para Y. Entonces o es la topologia de subespacio de' Y en (X, T) si, y sdlo si, o satisface las
dos condiciones siguientes,

1. v:(Y,0) — (X, 7) es continua.
2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcion g : Z — 'Y, si la composicion,

vy (Z,m) — (X, 7)

es una funcion continua, entonces g : (Z,n) — (Y,0) es una funcion continua.

Como podemos notar, el teorema anterior caracteriza a la topologia de subespacio de Y en (X, 7) en términos
de la inclusion ¢ y de la topologia 7.

Relacionado con la definicién de subespacio topologico, esté el concepto de encaje o inmersion topologica.
Recordemos que una funcién continua e inyectiva,

f:(X’T) — (Y, 0)

es una inmersion topoldgica (o encaje) si f inyecta al espacio (X, 7) en el espacio (Y,0), de tal modo que
deje a (X, T) tal cual espacio topoldgico es como subespacio de (Y, o). Dicho en forma maés precisa: la funcion
o (Xor) = (f(X),0 |yx) , donde para cada x en X, f'(z) = f(z), debe ser un homeomorfismo. No
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es dificil verificar que el hecho de que la inyecciéon f sea una inmersién topologica es equivalente a que 7 =
{f‘l (V)y|Ve U}.

De acuerdo a la definiciéon anterior, toda inclusion ¢ : (Y, 7 |y) — (X,7) es una inmersiéon topologica.
De hecho, tenemos un teorema que caracteriza a la topologia del espacio dominio de cualquier inmersion,
generalizando el teorema 7.1.

Teorema 8.2. Sean, (Y,0) un espacio topoldgico, X un conjunto, f : X — Y una funcion inyectiva y T una
topologia para X . Entonces [ : (X,7) — (Y, 0) es una inmersién topoldgica (o encaje) si, y sélo si, T satisface
las dos condiciones siguientes,

1. f:(X,7) — (Y,0) es continua.
2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcion g : Z — X, si la composicion,

fg : (Z777) — (Y,O')
es una funcion continua, entonces g : (Z,n) — (X, 7) es una funcion continua.

Podemos parafrasear el teorema anterior diciendo que la topologia de inmersion para el conjunto X queda
totalmente determinada por la funcién inyectiva f y por la topologia o.
Productos topolégicos. Dada una familia de espacios topologicos {(X;,7;)},.;, recordemos que la topo-
logia del producto (también llamada topologia de Tychonoff) para el producto cartesiano []X;, es la topologia
icl
generada por la familia®,

’y::{pi_l(UHUETi,iEI}
donde p; denota a la i-proyecciéon canédnica,

i HXz — Xz
i€l
(Ti)ier — @

Al conjunto []X; con la topologia generada por v se le llama producto topologico de la familia {(X;,7;)}
i€l

La topologia ;roducto es muy importante en matemaéticas; muchas propiedades topolégicas se conservan bajo

esta topologia: El producto de espacios conexos es conexo; el producto de espacios conectables por trayectorias

es conectable por trayectorias; el producto de espacios de Hausdorff (Tp, T1) es Hausdorff (T, T1); el producto

de espacios compactos es compacto (este es el Teorema de Tychonoff).

Hay una propiedad de caracterizaciéon para el producto topologico que guarda cierta “semejanza”’ con las
caracterizaciones dadas en el teorema 8.1 para la topologia de subespacio y en el teorema 8.2 para la topologia
de inmersiéon. Esto resulta de gran interés para nosotros; es dicha semejanza la que nos motiva a enunciar el
concepto de topologia inicial.

icl”

Teorema 8.3. Sean, I un conjunto, {(X;, 7;)},c; una familia de espacios topoldgicos y T una topologia para el

conjunto [ X;. Entonces T es la topologia del producto para [ X; si, y sdlo si, T satisface las dos condiciones
icl i€l
stquientes,

1. Para cada i en I, la i-proyeccion candnica,

;- (HXi,T> — (X, 70)

i€l

es continua.
2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcion g : Z — [[X;, st para cada i en I la composicion,
i€l

piog:(Z,n) — (Xi,7)

es una funcion continua, entonces g : (Z,n) — (HXZ‘,T> es una funcion continua.
i€l

I Recordemos que si X es un conjunto y 7 es una familia se subconjuntos de X, entonces la topologia para X generada por la
familia v se define como,

7= ){o € Top[X] |y C o}

Esto es equivalente a la afirmacion de que todo elemento de T puede expresarse como unién de intersecciones finitas de elementos
de ~.
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Lo que el teorema anterior nos dice es que la topologia del producto para [[X; queda totalmente determinada
il
por la familia de proyecciones canénicas {pi X — XZ} y por la familia de topologias {7;},.;.
i€l iel
De lo hasta aqui expuesto es natural concluir que para hablar de la topologia de subespacio, de la topologia

de inmersion y de la topologia producto, necesitamos tener en contexto lo siguiente:

(a) Ciertas funciones cuyo dominio sea el conjunto al que vamos a dotar con la topologia en cuestion: para la
topologia de subespacio, la inclusion; para la topologia de inmersion, una funcion inyectiva; para la topologia
del producto, la familia de proyecciones canodnicas.

(b) Ademas, los codominios de las funciones mencionadas en el punto anterior necesitan estar estructurados con
ciertas topologias dadas de antemano.

El hecho es que los espacios topologicos que se definen en cada caso, quedan totalmente determinados por las

funciones, y sus codominios topologizados, que les corresponden. Es esta la semejanza a la que nos referiamos

parrafos més arriba. El paso siguiente es generalizar, todavia dentro de Top, todo esto.

8.2. Topologias iniciales

En esta seccion presentamos el concepto de topologia inicial; las estructuras de subespacio, inmersion y
producto topologicos vienen a ser un caso particular de aquél. Con esta finalidad, introducimos las siguientes
definiciones.

Definicién 8.1. Una fuente cartesiana es una clase de funciones (f; : X — Y;),;, donde I es una clase que
puede ser vacia, singular, o propia. Al conjunto X se le llama el dominio de la fuente, y a la clase de conjuntos
(Yi);c; el codominio de la fuente.

Definicién 8.2. Sean, I una clase, ((Y;,04));c; una clase de espacios topologicos y (f; : X — Y;),.; una fuente
cartesiana. La topologia inicial para X respecto de (f;, o;) es la topologia 7 para X generada por la
clase,

el

vy={f'U)|U€o;,iel}
Observacion 8.1. Si en la definicion anterior la clase I es la clase vacia, entonces v también es la clase vacia.
En este caso la topologia T para X generada por 7, es la topologia indiscreta.
Ejemplos 8.1.

1. Dados un espacio topologico (X, 7) y un subconjunto Y de X; la topologia inicial para Y respecto de (¢, 7),
donde ¢ : Y < X es la inclusion, es justamente 7 |y, la topologia relativa para Y.
2. Sean, (Y, o) un espacio topologico, f : X — Y una funcién inyectiva y 7 una topologia para X. Entonces,

[ (X,7) — (Y, 0)

es una inmersion topologica si, y solo si, 7 es la topologia inicial para X respecto de (f, o).
3. Sean, I un conjunto y {(X;,7;)},c; una familia de espacios topologicos. Si 7 es la topologia de Tychonoff

para [][X;, entonces 7 es la topologia inicial para []X; respecto de (p;,7;) donde,
icl iel

i€l

1€

i€l

es la fuente cartesiana de las proyecciones canénicas.

El siguiente teorema es una caracterizacion de la topologia inicial y generaliza a los teoremas 8.1, 8.2 y 8.3 de
la seccion anterior.

Teorema 8.4. Sean, I una clase, ((Y;,0:));c; una clase de espacios topoldgicos, (fi : X — Y;);c; una fuente
cartesiana y T una topologia para X . Entonces T es la topologia inicial para X respecto de (fi,0:);c; si, y solo
si, T satisface las dos condiciones siguientes,

1. Para cada i en I, la funcion,
fi : (X7T) — (Y;,O'i)

es continua.
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2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcion g : Z — X, si para cada i en I la composicion,
fi cg: (Zvn) — (Eaai)

es una funcion continua, entonces g : (Z,n) — (X, ) es una funcidn continua.

Demostracion. Sea T la topologia inicial para X respecto de (f;,0;);c;; es decir 7 es la topologia para X generada
por la familia v = {fi_l (U)|U € 0y,i € I'}. Entonces,
1. Por el modo en que la topologia 7 esta definida, es claro que para cada ¢ en I la funcién,

fi : (X’T) — (}/iao-i)

es continua.
2. Sean, Z un conjunto, 1 una topologia para Z y g : Z — X una funcién. Supongamos que para cada i en
I, la composicion,

ficg:(Z,n) — (Yi,09)
es continua. Sea V' un elemento de y; entonces existen ¢ en I y U en o; tales que fi_1 (U) = V. Consecuentemente,

g V)=g""(f71(U)) en

asi pues, ¢g: (Z,n) — (X, 7) es una funcién continua.

Supongamos que 7 satisface las condiciones 1y 2. Sea 7’ la topologia inicial para X respecto de (fi, 04);c;-
De acuerdo a la condicién 1, para cada i en I la funcion f; : (X,7) — (Y, 0;) es continua; en consecuencia la
familia v esta contenida en 7, y por tanto 7/ esta contenida en 7.

Ahora bien, dado que para cada ¢ en I la composicion,

fiolx = fi: (X,7") — (Y3, 00)
es continua, por el inciso 2 se sigue que la funcion,
1x: (X, 7)) — (X,7)

es continua; esto implica que 7 est4 contenida en 7’. Concluimos que 7 = 7’. O]

Ahora damos un paso mas en nuestro proceso de generalizaciéon: La siguiente secciéon tiene por objetivo dar
caracter general, en el contexto de las ccce, al concepto de topologia inicial. En otras palabras: el concepto de
topologia inicial que acabamos de describir es un caso particular de un concepto categorico mucho més general.

8.3. Estructuras iniciales

A continuaciéon presentamos una definicion que extiende el concepto de topologia inicial a una ccce arbitraria.
Nuestro modelo a seguir para tal extension es el teorema 8.4, ya que en él hemos caracterizado a la topologia
inicial en términos de funciones continuas sin hacer uso de alguna propiedad intrinseca de las estructuras
topologicas involucradas.

Definicién 8.3. Sean, K una ccce arbitraria, I una clase, ((Y;,7;));c; una clase de K-objetos, (fi : X — Yi);c;
una fuente cartesiana y £ una K-estructura en X. Decimos que £ es una K-estructura inicial para X
respecto de (f;,7;),c;, si se satisfacen las siguientes dos condiciones,

(I;) Paracadaien I, f;: (X,&) — (Y;,7m;) es un K-morfismo.

(I2) Si(Z,0) es un K-objetoy g: Z — X es una funcion tal que para cada ¢ en I la composicion,

fi °g: (Za 0) - (}/7,7771)
es un K-morfismo, entonces g : (Z,0) = (X,£) es un K-morfismo.

Ejemplos 8.2.

1. Dados un espacio topologico (X, 7) y un subconjunto Y de X; una Top-estructura inicial para Y respecto
de (¢,7), donde ¢ : Y < X es la inclusion, es justamente 7 |y, la topologia relativa para Y.
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2. Sean, (Y, o) un espacio topologico, f : X — Y una funcién inyectiva y 7 una topologia para X. Entonces,
f:(X,7) — (Y,0)

es una inmersion topologica si, y solo si, 7 es una Top-estructura inicial para X respecto de (f, o).
3. Sean, I un conjunto y {(Xj,7;)},.; una familia de espacios topologicos. Si 7 es la topologia de Tychonoff

para [[ X;, entonces 7 es una Top-estructura inicial para [[ X; respecto de (p;, 73) donde,
i€l iel

{})ii Ii[;X; — )(i}
el

i€l

el

es la fuente cartesiana de las proyecciones canonicas.
4. Sean, I una clase, {(Y;,0;)},.; una clase de espacios topologicos y (f; : X — Y;),.; una fuente cartesiana. La
topologia inicial para X respecto de (fi, 0;),.; es una Top-estructura inicial para X respecto de (f;, ;)
5. Si (X, ) es un espacio métrico y Y es un subconjunto de X, entonces la restriccion,

iel”

alyxy: Y xY — [0,00)

es una Met-estructura inicial para Y respecto de (¢, ).

6. Sea (V,(+.)) un espacio vectorial sobre un campo F'y sea W es un subconjunto de V; si (W, (+,7)) es un
subespacio de (V, (+.-)), entonces (+,~) es una Yect p-estructura inicial para W respecto de (¢, (+.-)).

7. Si (V,(+.)) vy (V,(+.7)) son dos espacios vectoriales sobre el mismo campo F, recordemos que su producto
directo externo es el espacio vectorial cuyo conjunto subyacente W es el producto cartesiano de V' y V; esto
es,

W={(,v) |veV,veV}

y cuyas estructuras de adicion y multiplicacion por escalares estan dadas por las siguientes reglas,
a) Para cualesquiera vg y v1 en V y g y U1 en V:

(vo, 7o) + (v1,01) := (vo + v1, Vo+01)
b) Para cualquier r en F' y para cualesquiera vg en V y 9 en V:
7 e (vg, V) := (1 vo, 7~ Vp)

Sea {p; : W — Xi}ie{m} la fuente cartesiana de proyecciones canonicas y definamos « := (+.1) y ag 1=

(+,7); entonces (—T—, o) es una Yect p-estructura inicial para W respecto de (p;, @;) ict1,23. Desde luego, pode-
mos extender la nocion de producto directo externo a una familia arbitraria de espacios vectoriales.
8. Sea {(Xi di)},cy una familia de espacios métricos. Para cada natural i, definimos,

(Zi : Xz X Xz — R
(,2')  +— min{d(za")1}

entonces d; es una distancia acotada para X; e induce la misma topologia que d;. Tiene entonces sentido
definir la funcioén,

D: HX%XHXZ — R
€N iEN i
(va) — Sup{M|zeN}

donde p; : [[X; — X, es la i-ésima proyecciéon candnica. Resulta que D es una distancia en [[X; que
induce la té)eéologia producto para [[X;. En consecuencia, D es una IMtc-estructura inicial pl;wa 11X
respecto de (p;, d;), - = =
Definicion 8.4. Una ccce K es topologica si, para cualquier clase I, cualquier clase ((Y;,1;))
y cualquier fuente cartesiana (f; : X — Y;)

(fi7 ni)ie]'
Ejemplos 8.3.

ic1 de K-objetos

e existe una K-estructura £ para X que es inicial respecto de
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1. Desde luego, la ccce Top es topologica.

2. De acuerdo a la observacion 1.2 la ccce Yectg no es topoldgica, pues si X es un subconjunto finito de R con
mas de un elemento, entonces no existe una Yectr- estructura inicial para X respecto de la inclusiéon y de
las operaciones usuales de suma y producto en R.

3. La ccce PPos no es topologica. Sean, I una clase vacia, (4; = (Xj,;));c; la correspondiente clase vacia de
Pos-objetos, X un conjunto con al menos dos elementos distintos y (f; : X — X;) la fuente cartesiana
vacia de dominio X. Consideremos una pareja arbitraria de elementos de X, digamos (x1,z2). Si « es la

Pos- estructura inicial para X respecto de (f;, a;);c;, entonces la funcién 1x induce el Pos-morfismo,

1X : (X,{(l‘l,xg)}) — (X,a)

ya que por vacuidad se verifica que para cada i en I, f;olx € Pos (A, A;), donde A = (X, {(z1,22)}). Como
consecuencia, « tiene como elementos a todas las parejas ordenadas de elementos de X. Consecuentemente,
a = X x X y por lo tanto no es una relaciéon antisimétrica. Concluimos que, en general, Pos no tiene
estrucutras iniciales respecto de las fuentes vacias.

4. La ccce ®ta es topologica. Sean, I una clase no vacia, {(Y;,a;)},c; una clase de graficas dirigidas y
(fi : X = Y}),c; una fuente cartesiana. Definimos,

a:={(x1,22) € X x X : paratodai €I, (f;(z1), fi (x2)) € a;}
Entonces a es una ®ra-estructura inicial para X respecto de (fs, ),
(I1) Por definicion de «, para cada i en I, f; : (X, @) = (Yi, @;) es una funcion compatible.

(I2) Si (Z,7) es un Bra-objeto y g : Z — X es una funcion tal que, para cada i en I,
fiocg:(Z,y) = (Yi, )

es compatible; entonces, para cualquier par de elementos z1,22 en Z tal que (z1,22) estd en +, se tiene
que, para cada i en I, (f;(g(21)), fi(g(22))) esta en «;. Por lo tanto, (g(z1),9 (22)) pertenece a a. En
consecuencia, g : (z,7) — (X, ) es compatible.

Si la clase I es vacfa, entonces a = X x X es una ®ra-estructura inicial para X respecto de (f;, a;);c;-

Observacion 8.2. Sean, I una clase, {(Y;, 0;)},.; una clase de espacios topologicos y (f; : X — Y;),.; una fuente

cartesiana. Por construccion, la topologfa inicial para X respecto de (f;, 0;),; es la méas aspera de las topologias
en X que hacen de cada f; una funciéon continua. El siguiente resultado generaliza este hecho.

En relacion a la definicion 5.1, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 8.1. Sean, K una ccce, I una clase, {(Y;,n:)};c; una clase de K-objetos, (f; : X — Y;),c; una
fuente cartesiana y £ una K-estructura para X. Consideremos las siguientes afirmaciones,

1. & es una K-estructura inicial para X respecto de (fi,7:);c;-
2. £ es un elemento de la clase de las K-estructuras v en X para las cuales cada f; : (X,v) — (Y5, 7;) es un
K-morfismo, y ademés, es méas aspera que cualquier otro elemento de dicha clase.

Entonces, 1 implica 2 , y si K es topologica, 2 implica 1.

Demostracion. 1 = 2| Del iniciso (I) de la definicion 8.3, & es una K-estructura para X tal que para cada i
en I,

fir (X, ) = (Yi,m)

es un K-morfismo. Ahora veamos que £ es més aspera. Sea y una K-estructura para X tal que para cada i en
I

7

es un K-morfismo. Consideremos a la identidad 1x y al K-objeto (X,~). En conformidad con la naturaleza de
v, observemos que para cada ¢ en I, la composicion,

fiolx = fi: (X,7v) — (Yi,m)
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da por resultado un K-morfismo. Como £ es una K-estructura inicial para X respecto de (f;, ;)
que,

icqs Se sigue

1x: (X,vy) — (X,¢)

es un K-morfismo, o lo que es lo mismo, que £ es méas aspera que 7.

Supongamos que K es topologica.

2 = 1] Sea 1 una K-estructura inicial para X respecto de (f;,7;);c;- De la primera parte de esta demos-
tracion se sigue que n es méas aspera que &; pero también, de acuerdo con 2, £ es méas aspera que 7. Entonces
tenemos los K-morfismos,

1X:(X7£)—>(X777) y 1X:(X7n)—>(X7£)

Para verificar que efectivamente ¢ es una K-estructura inicial para X respecto de (f;,7;);c;, es suficiente con
probar el inciso (I3) de la definicion 8.3. Sean, pues, (Z, 8) un K-objeto y g : Z — X una funcion tales que para
cada i en I la composicion,

fiog:(Z,8) — (Yi,n:)

es un K-morfismo. Por ser 7 inicial, g : (Z, ) — (X, 7) es un K-morfismo, que al componerlo con el K-morfismo
1x : (X,n) = (X,§), resulta el siguiente K-morfismo,

g9:(2,8) — (X,8)

Se sigue que £ es una K-estructura inicial para X respecto de (f;, ;) O

el
Observaciones 8.3. Sean, K una ccce, I una clase, ((Y;,7;));c; una clase de K-objetos, (f; : X — Y;),.; una
fuente cartesiana y £ una K-estructura para X. Entonces,

1. Si € es una K-estructura inicial para X respecto de (f;, ;) con I = (), entonces ¢ resulta ser mas aspera
que todas las K-estructuras de X.

2. Si &y n son dos K-estructuras iniciales para X respecto de (f;, ;)

i€l
ieq» €ntonces,
]-X : (Xag) — (XJ?)

es un K-isomorfismo.
3. Si ¢ es una K-estructura inicial para X respecto de (fi,7:),c; y 7 es una K-estructura para X tal que,

Ly : (X,n) — (X, €)

es un K-isomorfismo, entonces 7 es inicial para X respecto de (fi,7i);c;-

8.4. Identificaciones, cocientes y coproductos

Identificaciones. Dados, un espacio topolégico (X, 7), un conjunto Y y una funcién f : X — Y, recordemos
que la topologia mas fina en Y para la cual f es continua estd dada por,

c={VCY: f ' (V)er}
En otras palabras: con respecto al orden <z, tenemos que,

(fv (T7 0')) € fTop}

Cuando la funcién f: X — Y es suprayectiva, la topologia ¢ se llama topologia de identificacién inducida por
7y f; el espacio (Y, o) se llama espacio de identificacion, y la funcion continua,

o=inf{a € Top[Y]

f(X,7) — (Y, 0)

se llama identificacion.
Cocientes. Sean, (X, 7) un espacio topologico, ~ una relacion de equivalencia en X vy,

— X/~

p: X
X — [x]
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la proyeccion canonica (o natural). Cuando al conjunto X / ~ le damos la topologia de identificacion inducida
por 7y p, llamémosle o, hablamos de (X ~,0) como del espacio cociente de X bajo la relacion ~. Es comtn
llamar a ¢ la topologia cociente y a la funciéon continua,

p: CYaT)__%(X;/’VaU)

cociente.
De lo anterior se sigue que todo espacio cociente es un espacio de identifiacién. El siguiente teorema da una
caracterizacion para la topologia de identificacion.

Teorema 8.5. Sean, (X,7) y (Y,0) espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion suprayectiva. Son equiva-
lentes,

1. o es la topologia de identificacion inducida por 7y f.
2. Dado cualquier espacio topologico (Z,n) y dada cualquier funcion g : Y — Z, si la composicion,

gof:(X,7) —(Zn)
es continua, entonces,
g:(Y,0) — (Z,n)
es continua.

Resulta que los conceptos de espacio cociente y espacio de identificacion son esencialmente el mismo. Esto queda
establecido a continuacion.

Teorema 8.6. Sea f : (X,7) — (Y,0) una identificacion y sea ~ la relacion de equivalencia en X tal que,
x1 ~ o 8, y solo si, f(x1) = f(x2); entonces f induce un homeomorfismo,

f(X/ ~7) — (Y,0)
donde T es la topologia cociente de X bajo la relacion ~.

Coproductos. Si F = {Xj}j ¢, s una familia de conjuntos, definimos el coproducto (o suma ajena) de F
como el conjunto,

1% = U &5 x{ih
JjeJ jeJ
donde,
Xjx{jt ={(z,j) 1z € X;}
La funcién,

Lj - Xj — ]_[)(J
jeJ

z — (2,])

se llama la j-ésima inclusion de X; en [] Xj.
jeg
Si los elementos de F son ajenos dos a dos, entonces [[ X; se define simplemente como el conjunto |J X ,
jeJ jeJ
y las inclusiones i, se definen como,

v X5 — X
JjeJ
x x
Si F = {(Xj, Tj)}j ¢, s una familia de espacios topologicos, el coproducto topolégico (o suma topologica
ajena de F), es el espacio topologico,

C= HXj’T

jeJ
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donde 7 es la topologia en [[ X, definida como,
jeJ

7= WQHXj|Lj_1(W)€Tj,jEJ
jeJ
Asi pues, T resulta ser la mas fina de todas las topologias en ][ X; que hacen de cada inclusion ¢; una funcién
jeJ
continua. En otras palabras: en relacion al orden <s,j,, tenemos que,

T =1inf< a € Top HXj | (¢, (T3, @) € Faop, € J
jeJ
El teorema que ahora viene nos proporciona una caracterizaciéon, de gran interés para nosotros, del coproducto

topologico.

Teorema 8.7. Sean, J un conjunto, {(Xj,Tj)}jeJ una familia de espacios topoldgicos y T una topologia para

11X;. Entonces T es la topologia del coproducto para [[X; si, y solo si, T satisface las dos condiciones
JjEJ JjEJ
stguientes,

1. Para cada j en J, la j-ésima inclusioén,

Lj: (X]',Tj) — (HXj’T>

Jj€J

es continua.

2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcién g : [[X; — Z, si para cada j en J la
JjEJ
composicion,

gouj: (X;,75) — (Z,n)

es una funciéon continua, entonces g : <HXj, 7'> — (Z,n) es continua.
JjEeJ

El teorema anterior determina a la topologia del coproducto para [[ X, en términos de la familia de topologias
JjeJ
{7j} e, v de la familia de funciones,

Lyt Xj — HXJ

jed jeJ
Las siguientes definiciones tienen como fin extender los métodos que hemos empleado para formar a los espacios
de identificacién y los coproductos.

Definicién 8.5. Un sumidero cartesiano es una clase de funciones (f; : Y; = X),.;, donde I es una clase
que puede ser vacia, singular, o propia. La clase de conjuntos (Y;),.; se llama el dominio del sumidero y el
conjunto X se llama el codominio del sumidero.

Definicion 8.6. Sean, I una clase, ((Y;,0;)),.; una clase de espacios topologicos y (f; : ¥; — X),.; un sumidero
cartesiano. La topologia final para X respecto de (o, f;) es la topologia 7 para X definida como,

i€l
r={VCX|f'(V)eo,iel}
Observaciones 8.4.

1. La topologia final para X respecto de (f;,7;);c; es la més fina de todas las topologias o en X tales que para
cada i en I,

fi : (Y;',Ui) — (X,Oé)

es continua.
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2. Si [ es la clase vacfa, entonces la topologfa final para X respecto de (fi, 0;),cy €s 7 = Pot (X).
El teorema que sigue es analogo, tanto en su enunciacién como en su demostracion, al teorema 8.4.

Teorema 8.8. Sean, I una clase, ((Y;,0:)),c; una clase de espacios topoldgicos, (f; = Y; = X),o; un sumidero
cartesiano y T una topologia para X . Entonces T es la topologia final para X respecto de (o4, fi);c; i, y sdlo si,
T satisface las dos condiciones siguientes,

1. Para cada i en I, la funcion,
fi : (Kvai) — (Xa T)

es continua.
2. Dados un conjunto Z, una topologia n para Z y una funcion g : X — Z, si para cada i en I la composicion,

go fi:(Yi,o0) — (Z,m)
es una funcién continua, entonces g : (X,7) — (Z,7n) es una funcién continua.

En el mismo espiritu de las secciones precedentes, exhibimos a continuacién una generalizacion del concepto de
topologia final en una ccce arbitraria.

8.5. Estructuras finales

Procediendo de manera similar a como lo hicimos en la parte de estructuras iniciales, tomaremos como punto
de referencia el teorema 8.7 para dar la siguiente definicion.

Definicion 8.7. Sean, K una ccce arbitraria, I una clase, ((Y3,7;));c; una clase de K-objetos, (f; : i — X),c;
un sumidero cartesiano y & una K-estructura para X. Decimos que £ es una K-estructura final para X

respecto de (n;, fi),;, si se satisfacen las siguientes dos condiciones,

(Fy) Paracadaien I, f;: (Y;,n) — (X, €) es un K-morfismo.
(Fy) Si(Z,0) es un K-objetoy g : X — Z es una funcion tal que para cada ¢ en I la composicion,

go fZ : (}/277’2) — (Z,O')
es un K-morfismo, entonces ¢ : (X, &) — (Z,0) es un K-morfismo.

Ejemplos 8.4.

1. Dados, un espacio topologico (X, 7), un conjunto Y y una funcién f : X — Y, la Top-estructura final para
Y respecto de (7, f) es la topologia de identificacion.
2. Sean, J un conjunto, {(X}, Tj)}j ¢, una familia de espacios topologicos y 7 la topologia del coproducto para

[1X;. Entonces 7 es una Top-estructura final para [[X; respecto de (7;,¢;) donde,

jes
JjEJ JjEeJ

Lj - Xj — HXj
jes jeJ
es el sumidero cartesiano de inclusiones canénicas.

3. Sean, A = (V,(4.-)) un espacio vectorial sobre un campo F y B = (W, (+,7)), C = (W1, (+,7)) dos
subespacios de A. Recordemos que A es el producto directo interno de By C, A = B @ C, si se satisfacen
las siguientes dos condiciones,

a) Cada elemento de V' puede escribirse como una suma de la forma wg + wi, con w; elemento de W;
(J =0,1). En este caso es comtn que escribamos A = B + C.
b) Wy N Wy = {0}, es decir, Wy y W tienen como tnico elemento en comun al vector cero.

Sea {¢; : W; — V}je{1 oy €l sumidero cartesiano de inclusiones canénicas y denotemos g := (+9y

o = (—T—,T). Si A = B&C, entonces (+.-) es una Yect p-estructura final para V respecto de (a, ) jeq1.23.

4. Sean X = X7 = X2 ={0,1} con 0 # 1 y sean a3 = az = {(0,0),(1,1),(0,1)}. Consideremos las funciones

1x vy f: X1 — X dado por f(0) =1y f(1) =0. Entonces no existe una Pos-estructura para X que haga
monotonas a 1x y f; en particular, no existe una Pos-estructura final para X respecto de (ay, fi)ie{1,2}'
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Tenemos un resultado anélogo a la proposicion 8.1 para las estructuras finales.

Proposicién 8.2. Sean, K una ccce, I una clase, {(Yi,n:)};c; una clase de K-objetos, (fi:Yi — X),c; un
sumidero cartesiano y € una K-estructura para X. Consideremos las siguientes afirmaciones,

1. & es una K-estructura final para X respecto de (m;, fi);c;-
2. & es un elemento de la clase de las K-estructuras v en X para las cuales cada f; : (Y, ;) — (X,7) es un
K-morfismo, y ademas, es mas fina que cualquier otro elemento de dicha clase.

Entonces, 1 implica 2 , y si K es topolégica, 2 implica 1.

Demostracion. 1 = 2| Por el inciso 1, £ satisface la condicion (F}) de la definicion 8.7. Ahora bien, si y es una
K-estructura para X tal que para cada i en I, f; : (Yi,n:) — (X,7) es un K-morfismo, entonces, por el inciso
1 y por el hecho de que para cada i en I la funcién subyacente del K-morfismo,

fir (Yiymi) — (X,7)

puede expresarse como la composicion de la identidad 1x : X — X con la funcion subyacente del K-morfismo,
fir (Yi,m) — (X,€)

tenemos, por (F) de la definicion 8.7, que,
Ly« (X,§) — (X,7)

es un K-morfismo, o lo que es lo mismo, que £ es més fina que 7.
Supongamos que K es topoldgica.
2 = 1| Consideremos la clase,

C:={yeKI[X]|(fi,(ni,7) € Fx, i €I}
A partir de C' definimos la clase,
Jo = Cx {X} = {(%X) |y € C}
la cual utilizamos para indexar a C,
C= ('Vj)jejc

Consideremos la fuente (1x : X — X) y la clase de K-objetos ((X,;))
X respecto de (1x,7;)

jedo Sea n la K-estructura inicial para

jede Entonces, para cada j en J¢,

Ix: (Xﬂ?) — (eryj)

es un K-morfismo. Esto implica que 77 es més fina que cualquier elemento de C; en particular, n es mas fina que

£.
Ademas, por el modo en que definimos la clase C, dado i en I fijo pero arbitrario, tenemos que para cada j
en Jgo,

fir (Yi,mi) — (X,75)

es un K-morfismo, y como 7 es una K-estructura inicial para X respecto de (1x,7;) se sigue que,

jeJc?

es un K-morfismo. En consecuencia, por el inciso 2, £ es més fina que 1. Lo que sigue es probar que 7 es una
K-estructura final para X respecto de (n;, fi);c; ¥ de aqui concluir que { también es final para X respecto de
(M4, fi);e - Sean, pues, (Z, p) un K-objeto y g : X — Z una funcion tales que para cada i en I,

go f’i : (}/7»777,) — (Zap)
es un K-morfismo. Sea § la K-estructura inicial para X respecto de (g, p) y observemos que para cada i en I,
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es un K-morfismo. Consecuentemente, 5 es un elemento de la clase C. De esto se sigue que,
Ix: (XJ]) — (Xvﬁ)

es un K-morfismo. Por lo tanto, g : (X,n) — (Z,p) es un K-morfismo, ya que es la composicion de los
K-morfismos 1x : (X,n) = (X,08) y ¢g: (X,8) = (Z,p). Concluimos que n es una K-estructura final para X
respecto de (1, fi);c;- Observemos ahora que el hecho de que & sea una K-estructura final para X respecto de
(M4, fi);; se sigue del inciso 2 y de que & es mas fina que 7). O

Observaciones 8.5. Sean, K una ccce, I una clase, {(Yi,7:)};c; una clase de K-objetos, (f;:Y; = X),c; un
sumidero cartesiano y £ una K-estructura para X. Entonces,

1. Si & es una K-estructura final para X respecto de (n;, f;) con I = (), entonces £ resulta ser mas fina que
todas las K-estructuras de X.

2. Si & y 1 son dos K-estructuras finales para X respecto de (7, f;)

el

i entonces,

Ix : (X>§) — (XJ])

es un K-isomorfismo.
3. Si ¢ es una K-estructura final para X respecto de (7;, fi);c;y 7 es una K-estructura para X tal que,

Ix : (X,n) — (X, )

es un K-isomorfismo, entonces 7 es final para X respecto de (n;, fi);c;-
4. Si K es topologica entonces todo sumidero cartesiano tiene K-estructuras finales.

Queda claro, pues, que en una ccce topologica es posible garantizar la extension de algunas construcciones
elementales de Top tales como productos, coproductos, subespacios y cocientes. Sin embargo, a diferencia de
Top, en una ccce topolodgica no tenemos modo de asegurar que las estructuras iniciales y finales para fuentes
y sumideros cartesianos arbitrarios son tunicas. En el capitulo que viene resolveremos esta cuestion en forma
positiva agregando un poco més de estructura a las ccce topologicas.

A continuacion presentamos otro ejemplo de una ccce que no es topologica. Antes una definicion.

Definicién 8.8. Se dice que una fuente cartesiana (f; : X — Y;),.; es monofuente si, para cualesquiera dos
funciones g, h : Z — X tales que, para toda i en I, f; o g = f; o h, se sigue que g = h.

Ejemplo 8.5. Sea Th la ccce que consta de todos los espacios topologicos de Hausdorff y cuyos morfismos son
todas las funciones continuas entre éstos. Sean, I una clase, ((Y;,0;));.; una clase de espacios topologicos de
Hausdorff , (f; : X — Y;),c; una fuente cartesiana y 7 una topologia para X. Supongamos que (f; : X — Yi),;
es monofuente y que 7 es la topologfa inicial para X respecto de (f;, 0;),;. De estas hipotesis podemos concluir
que el espacio (X, 1) es de Hausdorff; si 2,2’ son un par de puntos distintos en X, sean, Z = {z} un conjunto
unitario y h, g las funciones constantes de Z en X cuyos valores son = y z’, respectivamente. Entonces, por
ser (fi: X — Yi);c; una monofuente, existe i en I tal que f; (h(2)) # fi(g(2)), es decir, fi(x) # fi(2).
Puesto que (Y;,0;) es de Hausdorfl, existen vecindades abiertas ajenas U; y V; en oy, para f; (z) y fi (2'),
respectivamente. Consecuentemente, los conjuntos, fi_1 U)y fi_1 (V;) son vecindades abiertas ajenas en 7 para
x y ', respectivamente. Se sigue que el espacio (X, 7) es de Hausdorfl. Desde luego, 7 es la Th-estructura
inicial para X respecto de (f;,7;);c;. Hemos probado que para cualquier clase I, cualquier clase ((Y;,03)),c; de
espacios de Hausdorff y para cualquier monofuente (f; : X — Y;) existe una Th-estructura 7 para X que es
inicial respecto de (fi,7i);c;-

Para ver que Th no es topolégica, consideremos al conjunto de los ntimeros reales R y denotemos mediante
o a la topologia usual en dicho conjunto. Sean, X = {0,1} y f : R — X definida mediante,

i€l

f: R — X
z€(—00,0) H——> 0
z€[0,00) — 1

Observemos que la topologia final para X respecto de (o, f) es 7 = {X, {0} ,0}. Sea v una topologia para X tal
que,

f:(R,0) — (X,7)

es continua. Entonces « esta contenida en 7, y por tanto, v = 7, o bien, v = {X,0}. Esto nos dice que no
existe una Th-estructura final para X respecto de (o, f). Por el inciso 4 de la observaciéon 8.5, la ccce Th no es
topolégica.



Capitulo 9

ccce propiamente fibradas

El concepto de ccce propiamente fibrada, el cual presentamos en este capitulo, puede parecer algo artificial,
y quizas en cierta medida asi lo sea; sin embargo, cuando una ccce propiamente fibrada resulta ser también
topologica, aparecen dos hechos destacables: las K-estructuras iniciales y finales son tnicas y las funciones
constantes inducen K-morfismos. En vista de estos resultados, las ccce topolégicas propiamente fibradas tienen
una semejanza mas estrecha con Top que la que hay entre ésta y las ccce que son tnicamente topologicas. El
hecho de que las funciones constantes inducen K-morfismos cuando K es topoldgica y esta propiamente fibrada,
sera de interés en el capitulo donde abordemos el tema de la conexidad en ccce.

Sea K una ccce arbitraria. De acuerdo a los inciso 2 de la observacion 8.3, si £ y n son K-estructuras iniciales
para una fuente dada, entonces £ <g 1y 7 <g £. De manera analoga, por el inciso 2 de la observacién 8.5, si £
y 1 son K-estructuras finales para un sumidero dado, entonces { <g ny n <k £. En la ccce Top cualquier par
de topologias o, T para un conjunto dado que satisfagan 0 <x 7y 7 <g 0o, son iguales. En la ccce Vectp (la
ccce de los espacios vectoriales sobre un campo F' y las transformaciones lineales), el que dos Uectp-estructuras
vectoriales (+,-), (+,0) para un conjunto dado satisfagan una de las dos relaciones: (+,-) <wectr (+,°) 0
(;L, o) <gecty (+,°), implica la igualdad de dichas estructuras. Ciertamente, la mayoria de las ccce que hemos
presentado hasta ahora satisfacen la siguiente implicacion,

(E<xnyn<ké&) =E=n

Y como podemos notar, si una ccce satisface la condiciéon anterior, entonces tanto las estructuras iniciales
(finales) para fuentes (sumideros) son, en caso de que existan, Gnicas. Estas observaciones motivan, en parte, la
siguiente definicién.

Definicion 9.1. Sea K una ccce arbitraria. Decimos que K esta propiamente fibrada si, y solo si, satisface
las siguientes condiciones:

(PF1) Para cada conjunto X, la clase K [X] es un conjunto.
(PFy) Para cada conjunto unitario X, el conjunto K [X] tiene un tnico elemento.
(PF3) Si &y n son K-estructuras en X tales que,

Ix : (X,8) — (X,n) vy 1x:(X,n) — (X,8)
son K-morfismos, entonces £ = 7.
Ejemplos 9.1.

1. Sabemos que la categoria Top tiene fibras pequenas; por tanto, Top satisface los incisos (PF1) y (PF3).
Comprobemos que Top también satisface el inciso (PF;). Sea X = {z}; entonces, Pot (X) = {0,{z}}, que,
de hecho, es la tnica topologia definible en X. En otras palabras, Top [X]| = {Pot (X)}. Esto prueba que
Top esté propiamente fibrada.

2. Pros, Pos, Lat, Clat y Net son otros ejemplos de ccce propiamente fibradas.

3. Si con Yect denotamos a la ccce cuyos objetos son todos los espacios vectoriales (sin fijar un campo de
antemano, como es en el caso de la ccce Yectr) y cuyos morfismos son todas las transformaciones lineales,
entonces Yect no esta propiamente fibrada pues cada conjunto unitario tiene una Uect- estructura diferente
para cada campo F'.

4. La ccce Mte no estd propiamente fibrada. Sea X un conjunto no vacio con al menos dos puntos distintos y
sea o una métrica para X. Definimos S := 2a; entonces § es una métrica en X distinta a la métrica «, y
ademas,

1x : (X,0) — (X,8) vy 1x:(X,8) — (X,«)

son Mitc-morfismos.

5. La ccce Gra satisface los incisos (PF1) y (PF3), ya que ésta, al igual que Top, es una categoria concreta que
tiene fibras pequenas. Sin embargo, Gra no satisface el inciso (PF,). Efectivamente: si X = {z}, entonces
Gra[X] = Pot (X x X) = {0, {(z,2)}}; se sigue que la ccce Gra no esta propiamente fibrada.
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6. En general, si K es una ccce transportable, entonces satisface los incisos (PF1) y (PF3).

Al considerar el ejemplo 9.1, surge de manera natural la cuestion de si una ccce que satisface los incisos (PFy) y
(PF3) de la definiciéon 9.1, resulta ser transportable. En relacion a esta pregunta tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9.1. Sea K es una ccce topoldgica que satisface los incisos (PF1) y (PFs3) de la definicion 9.1. Entonces
K es transportable.

Demostracion. Por (PF1) de la definicion 9.1, K tiene fibras pequenas. Sea (X,£) un K-objeto cualquiera
y f : X — Y cualquier biyeccion; debemos probar que existe una dnica K-estructua n en K [Y] tal que
f:(X,€ — (Y,n) es un isomorfismo. Sea n la K-estructura final para Y respecto de (¢, f). Puesto que f es
biyectiva, podemos considerar a f~! : Y — X y entonces observar que f~'o f = I(x,¢)- Luego, por el inciso
(F2), f~1:(Y,n) — (X,€) es un K-morfismo. Consecuentemente, f : (X, €) — (Y,n) es un K-isomorfismo. Si ¢
es una K-estructura para Y tal que f : (X,¢) — (Y,<) es un K-isomorfismo, entonces f~1: (Y.<) — (X, &) es
un K-morfismo. Entonces,

N J N f
Yn) = (X, = ) v (V)= (X, = (Y,n)
son K-morfismos, y son respectivamente iguales a,
Iy : (Yn) = (Yio) vy 1y : (Y,q) = (Yin)
Siendo K una ccce que satisface (PF1) y (PF3), se sigue que ¢ = 7. O

Notacion. Si K denota una ccce topologica propiamente fibrada, abreviaremos la escritura escribieno: K es una
ccee tpf.

Corolario 9.1. Si K es una ccce tpf, entonces K estd completamente fibrada.

Demostracion. Sea X un conjunto arbitrario pero fijo. Por el inciso (PF;) de la definicion 9.1, la clase K [X] es
un conjunto. Por el teorema 9.1, K es transportable. Entonces K tiene fibras pequenas. Luego, por la proposicion
5.1, se sigue que (K [X], gﬁ) es un copo. Ahora probemos que (K [X], SK) es una reticula completa. Sean, I un
conjunto, {&;};.,; una familia de K-estructuras para X y & la K-estructura final para X respecto de (&, 1x),c;-
Entonces { = sup{&;},c; (ver la proposicién 8.2 (implicacién: 1 = 2) ). Esto prueba que (K [X],<k) es
una reticula completa. Dado que al conjunto X lo escogimos de manera arbitraria, concluimos que K esta
completamente fibrada. ]

Ejemplos 9.2.

1. Consideremos a la ccce Pos. Sabemos que dicha categoria concreta tiene fibras pequenas. Ademas, si X =
{z}, entonces Pos [X] = {(x,x)}. Por lo tanto, Pos esta propiamente fibrada; sin embargo, ya ha sido
probado que Pos no estd completamente fibrada.

2. No es dificil comprobar que la ccce Lat es transportable. Desde luego, para cada conjunto X, la clase Lat[X]
es conjunto. Entonces Lat tiene fibras pequenias. Si X = {z}, entonces {(z, )} es el unico orden parcial que
convierte al conjunto X en una reticula (definiendo: V2 = = = A ). Entonces £at esta propiamente
fibrada. Anteriormente hemos probado que Lat esta discretamente fibrada, de lo cual se concluye que Lat
no esta completamente fibrada. Por el corolario 9.1, £at no es topologica.

La siguiente proposicion puede verse como una justificacion del inciso (PF,) de la definicion 9.1.

Proposicion 9.1. Sea K una ccce tpf. Si f: X — Y es una funcion constante con X no vacio, entonces para
K -estructuras arbitrarias € yn en X y'Y, respectivamente, tenemos que f : (X,£) — (Y,n) es un K-morfismo.

Demostracion. Supongamos que f [X] = {yo}. Sea ~ la tnica K-estructura para {yo}. Entonces,

g: (X&) — (v},
r o f(x)

es un K-morfismo pues v es la K-estructura final para {y} respecto de (£, g). También,

v ({w},y) — Yin)
Yo — Yo

es un K-morfismo pues v es la K-estructura inicial para {yo} respecto de (¢,7). En consecuencia,
f: Log: (ng) — (Yﬂ?)

es un K-morfismo ya que es la composicién de K-morfismos. O
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Tenemos las siguientes definiciones.
Definiciones 9.2. Sea K una ccce tpf.

1. Un K-morfismo [ : (X,£) — (Y, n) es una K-inmersion si f es inyectiva y £ es inicial respecto de (f,n).

2. Un K-morfismo f : (X,€) — (Y,n) es una K-identificacion si f es suprayectiva y n es final respecto de
(& f).

3. Diremos que (X, &) es un K-subobjeto de (Y, 7), si X es un subconjunto de Y y £ es la K-estructura inicial
para X respecto de (¢,77), donde ¢ : X < Y es la inclusion.

4. Si ~ es una relacion de equivalencia en X y ¢ : X — X/ ~ es la proyeccion natural, diremos que (X/ ~,n)
es un K-objeto cociente de (X, &), si 7 es final respecto de (£, q). En este caso diremos que el K-morfismo
q:(X,&) = (X/ ~,n) es un K-cociente.

5. Sean, J un conjunto, {(X}, gj)}jeJ una familia de K-objetos vy,

{pj : HX] — XJ}
jeJ

jeJ

la fuente cartesiana de las proyecciones canénicas. Si § es la K-estructura inicial para [[ X, respecto de
JjeJ

(pj,éj)jeJ, entonces diremos que (HXj,§> es un K-producto de la familia {(X;,¢;)}
JjeJ

6. Sean, J un conjunto, {(X}, fj)}jel, una familia de K-objetos y,

jeJ"

Lj ZXj — ]:[X]
Jjed jeJ

el sumidero de inclusiones. Si & es la K-estructura final para [ X; respecto de (&;,¢;) entonces

; jeJ’
jedJ

(j]gIJXj,£> es el K-coproducto de la familia {(X;, &)}, ;-
Desde luego, conceptos como los que acabamos de presentar tienen cabida en cualquier ccce K. La ventaja de
trabajar en una ccce topologica propiamente fibrada es la garantia de que dichas construcciones siempre existen
y son Unicas.

Los conceptos de Top-estructura discreta (topologia discreta) y Top-estructura indiscreta (topologia indis-
creta), tienen lugar en el contexto de una ccce topologica propiamente fibrada: son las llamadas estructura
discreta e indiscreta, respectivamente, y es con la presentacién de dichos conceptos y dos resultados que nos
seran de utilidad mas adelante que finalizamos este capitulo.

Definiciones 9.3. Sean, K una ccce tpf, I = () una clase vacia y {(Y;,7;)},c; una clase vacia de K-objetos.

1. Siendo (f; :Y; — X),c; un sumidero cartesiano vacio, la K-estructura discreta para X, es la K-estructura
final respecto de (1;, fi);c;-

2. Siendo (f; : X — Y;),.; una fuente cartesiana vacia, la K-estructura indiscreta para X, es la K-estructura
inicial respecto de (1, fi);c;-

Tenemos las siguientes observaciones.

Observaciones 9.1. Sean, K una ccce tpf, Y un conjunto no vacio y (Y,n) un K-objeto.

1. Si € es la K-estructura discreta para X y f : X — Y es una funcién, entonces f : (X,€) — (Y,n) es un
K-morfismo.

2. Si € es la K-estructura indiscreta para X y f : Y — X es uan funcién, entonces f : (Y,n) — (X,&) es un
K-morfismo.

Concluimos este capitulo con un resultado que nos sera de utilidad mas tarde.
Proposicion 9.2. Sean, K una ccce tpf, p: (X,7) = (Q,7) una K-identificacion y f : (X,7) = (Y,0) un un

K -morfismo. Supongamos que, para cualesquiera x,x en X, se verifica,

p@ =p(s) = f@=7()
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Entonces existe un inico K-morfismo g : (Q,7y) — (Y,0) que hace conmutar el siguiente diagrama,

(X,7) ! (Y,0)
S A
(@Q,7)

Demostracion. Sea g : Q — Y tal que g(q) = f (pfl (q)) para toda ¢ en @. La funcién g esta bien definida
ya que si z,z pertenecen a p~' {q}, entonces f (z) = f (x) Ademaés, por el modo en que esta definida g, se
sigue que g o p = f, y por ser p suprayectiva, g es la tnica funcion con esta propiedad. Por ultimo, como v es
la K-estructura final para @ respecto de (7,p), g : (Q,v) — (Y, 0) es un K-morfismo. O




Capitulo 10

Algunos tipos elementales de ccce

En el capitulo anterior vimos que en una ccce topologica siempre es posible garantizar la existencia de
construcciones tales como subobjetos, cocientes, productos y coproductos. Y si la ccce en cuestion, ademas de
ser topologia, esté propiamente fibrada, entonces dichas construcciones son tinicas. Resulta natural preguntarnos
si habran ccce en las cuales siempre sea posible asegurar la existencia de alguna de tales construcciones (sino
es que todas) sin que éstas sean necesariamente topologicas. Presentamos en este capitulo algunos ejemplos de
tales ccce.

10.1. ccce hereditarias

Definicion 10.1. Una ccce K es hereditaria si para todo K-objeto (Y,7) y cualquier subconjunto X de Y,
existe £ en K [X] tal que (X, &) es un subobjeto de (Y, 7).

Observacion 10.1. Toda categoria concreta topologica es hereditaria. Recordemos que si X = {x1,za, ..., 2, } s
un conjunto con n elementos, n > 1, entonces éste no puede ser dotado de una estructura de espacio vectorial
sobre el campo de los niimeros reales'. Esto implica que la ccce Vectr no es hereditaria.

Ejemplo 10.1. Sean, (Y, <) un copo arbitrario, X C Y y =< el orden parcial inducido por < en X; es decir,
para cualesquiera x1, 9 en X,

T X X9 <= 11 < 9

Entonces (X, <) es un subobjeto de (Y, <).

Demostracion. En efecto:
(+) Si 21 = x4, entonces,

L(x1) =21 < 72 = 1 (22)

lo cual significa que ¢ : (X, <) — (Y, <) es monoétona.
() Si (Z,<) esun copoy g : Z — X una funcion tal que tog: (Z,<) = (Y, <) es mondtona, entonces,
para z; < 22, se tiene,

t(g(21)) < (g (22))

pero g (z1),¢g (z2) son elementos de X; por lo tanto,

t(g(21)) = g(21) 2 g(22) = ¢(g(22))
Entonces g : (Z,<) — (X, <) es mondtona. O

Observacion 10.2. A consecuencia del ejemplo anterior tenemos que Pos es hereditaria. Entonces Pos es un
ejemplo de una ccce que es hereditaria pero que no es topoldgica. Con razonamientos analogos al ejemplo
anterior podemos probar que ®ta es hereditaria.

Lema 10.1. En £at, sean (X, ) y (Y, ) dos objetos arbitrarios. Si X es subconjunto de Y, entonces (X, )
es subobjeto de (Y, B) si, y sdlo si, para cualesquiera x1,x2 en X, se tiene que,

T1INgT2 =21 N X2 Y X1VgT2 =121 Vs T2

1 Observacion 1.2, pagina 11.
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Demostracion. = | Sean x1,xzo elementos de X, entonces, puesto que ¢ : (X,«a) < (Y,8) es un morfismo
reticular,

t(z1 Ao 2) = ¢ (z1) Ng L (T2) = T1 Ag T2

t(z1 Va x2) = t(z1) Vg L (z2) = 21 Vg 22
pero, L (21 Agq T2) = @1 Ng T2 Y L (21 Vo T2) = 21 V4 2. Consecuentemente,
1’1/\51’2:(E1/\a$2 y 1’1\/5$2:(E1\/a(£2

< | Es claro que ¢ : (X,a) < (Y,8) es un morfismo reticular. Ahora bien, si (Z,7) es una reticula y
g:Z — X es una funcién tal que,

vog:(Z,y) = (Y, 5)

es un morfismo reticular, entonces, si (21, z2) pertenece a v, se sigue que,

(e(g(21)),e(g(22))) = (9 (21) 9 (22)) € B

por lo tanto,

g(z1) = g(21) Ng g (22) = g (21) Na g (22)

g(22) = g(21) Vg g(22) = g(21) Va g (22)
Asi, (g (21),9(22)) es un elemento de . Concluimos que g : (Z,7) — (X, @) es un morfismo reticular. O

Ejemplo 10.2. Consideremos nuevamente la reticula (N, ) en la que,
a={(n,m) e NxN:n|m}
e infimos y supremos se definen para cualesquier n, m en N mediante,
nAm=m.cd. (n,m) y nVm=m.cm.(n,m)

Sea 2N el conjunto de nimeros pares y pensémoslo dotado del orden parcial 8 que « le proporciona. Como
consecuencia del lema anterior, tenemos que (2N, 3) es una subreticula de (N, &), pues tanto el maximo comun
divisor como el minimo comin miltiplo de cualesquiera dos nimeros pares también es par. En cambio, si
mediante P denotamos al conjunto de los nameros primos, el copo (P,v) (v es el orden parcial que « de
proporciona a IP) no resulta subreticula de (N, o), ya que para cualquier par de niimeros primos pi, ps se tiene,

pLApe=1 "y p1Vpz=pip2
y, desde luego, 1 y p1p2 no son ntimeros primos. De hecho, v es el orden discreto para P.

Observacion 10.3. La proposicion 10.1 indica que la ccce £at no es hereditaria. De este modo, L£at es un ejemplo
de una ccce que no es hereditaria ni topolégica.

Mediante Tch denotaremos a la subccce plena de Top formada por los espacios topologicos compactos de
Hausdorff y todas las funciones continuas entre ellos.

Lema 10.2. Los subobjetos de un Tch-objeto (X, 1) son precisamente los subconjuntos cerrados de X con las
topologia de subespacio.

Demostracion. Sea (X,7) un Tch-objeto. Si Y es un subconjunto de X que es cerrado en (X,7), entonces
(Y, 7 |x) es compacto y de Hausdorff, porque los subconjuntos cerrados de un espacio compacto son compactos
y porque el ser de Hausdorff es una propiedad que hereda cualquier subespacio de un espacio topologico que la
tiene. Reciprocamente, si (Y, 7 |x) es un subespacio compacto y de Hausdorff del Tch-objeto (X, 7), entonces
Y es cerrado en (X, ) porque los subconjuntos compactos de un espacio de Hausdorff son cerrados. O

Observacion 10.4. La ccce Tch no es hereditaria. En efecto: el intervalo I = [0, 1] con la topologia inducida por
la topologia usual en R, es un objeto de Tch. Sin embargo, por el lema 10.2, observamos que el abierto (0,1) no
posee una Tch-estructura. La ccce Tch es otro ejemplo de una categoria concreta no topologica.
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10.2. ccce que poseen intersecciones

Definicion 10.2. Sea K una ccce arbitraria. Se dice que K tiene intersecciones si para todo K-objeto (X, £)
y para cualesquiera subobjetos suyos {(Y;, n;)} existe una K-estructura para ‘ﬂIYi con la cual resulte un
1€

subobjeto de (X, ¢).

el

Ejemplos 10.3.

1. Toda ccce hereditaria posee intersecciones. En particular, toda ccce topologica posee intersecciones.

2. Como los subobjetos de todo Tch-objeto (X, 7) son los subconjuntos cerrados de éste, y como toda intersec-
cion de aquéllos es cerrada en (X, 7), tenemos que Tch tiene intersecciones.

3. Sea {(Yi, Bi)},c; una familia cualquiera de subreticulas de una reticula arbitraria (X, a), y sea Y = iQIYi.

Debido a la proposicién 10.1, para cualesquiera y1,y2 en Y e ¢ en I ,tenemos que,

{y1 Nay2,y1 Va y2} CY;

Por lo tanto, siendo § el orden inducido por « en Y y haciendo,

Y1\gyY2=y1N\a¥2 Y Y1Vpy2 =9Y1 Vay2

tenemos que (Y, 3) es también una subreticula de (X, «). Por lo tanto, £at tiene intersecciones. Recordemos
que Lat no es topologica.

4. Mediante Topc denotaremos a la subccce plena de Top formada por los espacios topologicos compactos y
todas las funciones continuas entre ellos. A continuacién presentamos un ejemplo que muestra que Topc
carece de intersecciones. Tendremos, como consecuencia, que la ccce Topc no es topoldgica.

Sea X = NU {oc01,002} y sea 7 la topologia para X definida por,

X\U es finito
Uerts o
UnN{oo1,000} =10

Veamos que, efectivamente, 7 es una topologia para X.
a) Sea {U;},c; una coleccion arbitraria de elementos de 7. Si existe i en I tal que X\Uj, es finito, entonces
X\ 4UI U; es finito, pues X'\ 'UI U; esta contenido en X\U;,. Consecuentemente, ‘UIUi es un elemento de 7.
S i€ 1€

Si para cada i en I, U; N {001,002} = (), entonces Lngi] N{oc1,002} = 0. En este caso también sucede que
igIUi es un elemento de 7.

b) Sea {U;},.; una coleccion finita de elementos de 7. Si existe g en I tal que U;, N {001,002} = 0, entonces
LQIUZ} N {oo1,002} = 0, y por tanto, iQIUZ- es un elemento de 7. Si para cada i en I, X — U; es finito,

entonces es finito,
X = U (X\U;
\ iQI Us iLGJI (X\T:)

pues I es finito. De este modo, 'iji es un elemento de 7.
1€

Demostremos ahora que 7 es un elemento de Topc [X]. En efecto, si {U;},; es una cubierta abierta arbitraria
de X, entonces existe ig en I tal que co; es elemento de U, ; luego, U;, N{o01, 002} # 0, y como U;, pertenece
a 7, entonces X \Uj, es finito, y por lo tanto puede ser cubierto por un nimero finito de miembros de {U;}, ;.
Estos miembros y U;, constituyen una subcubierta finita para X, lo cual prueba que, efectivamente, (X, 7)
es un espacio topologico compacto. Valiéndonos de argumentos similares a éste podemos evidenciar que,

Vi=X\{oo1} y Yo=X\ {002}

son subconjuntos compactos de X. En consecuencia, los subespacios (Y1,01) y (Y2, 02) de (X, 7) son subob-
jetos en Topc. Sin embargo, la interseccion,

N=YiNnY,

no puede mirarse como subobjeto de (X, 7) en Topc ya que, de hecho, la topologia o inducida por 7 en N es
la topologfa discreta: para cada n en N, U,, = {n} pertenece a 7, porque U,, N {c0; N ooz} = (). De manera
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que, para cada n en N, U, NN = {n} es un elemento de o. Por consiguiente, si v fuese una topologia para
N segin la cual (N, ) resultase Topc-subobjeto de (X, 7), entonces, por la continuidad de la inclusion,

i (Nyy) = (X,7)
tendriase que, para cada n en N,

{n} ="' (Un) Shel

es decir, ¥ = 0. Pero (N, o) no es compacto porque de la cubierta abierta,

{13423, {3}, -}

es imposible extraer una subcubierta finita. Asi pues, tal v no existe.
5. La ccce que a continuacién presentamos suele denotarse por medio de 9on.
1. Para todo conjunto X, Mon [X] consta de las parejas (-, e) en las que,

X xX — X

es una operacion binaria que es asociativa y e es un elemento de X llamado neutro y que cumple lo
siguiente:

para todo x en X.

2. Los objetos de Mon reciben el nombre de monoides y son, desde luego, parejas del tipo (X, (-,€)), en
las que X es un conjunto y (-,e) es un elemento de Mon [X].

3. Si A= (X,(,e)) y B=(Y,(o,e)) son monoides cualesquiera, entonces, f : X — Y es un elemento de
Mon (A, B) si, y solo si, f(e) = f(e) y para cualesquiera 1,29 en X, f (z1-22) = f (z1) o f (z2). Los
Mon-morfismos se llaman morfismos de monoides. Se comprueba facilmente que en Mon se verifican
los axiomas de composicion e identidad que definen a una ccce.

Observacion 10.5. En 9Mon los subobjetos se caracterizan por ser cerrados bajo la operacion del monoide en
cuestion y contener al elemento neutro. En efecto, supongamos que (X, (-,e)) es un monoide y que Y es un
subconjunto de X que es cerrado bajo - y que contiene a e. Entonces, (Y, (-,€)) es un monoide y tenemos:

() e:(Y,(,e)) = (X, (-,e)) es un homeomorfismo de monoides ya que, como para cualesquiera yi,ys en Y
tenemos que ¥ - Y2 pertenece a Y, entonces,

L(yr-y2) =y1-y2 =t (y1) - ¢ (y2)

() Si (Z,(o,e)) es un Mon-objetoy g: Z — Y es tal que Log: (Z,(o,e)) = (X, (-,€)) es un homomorfismo,
entonces, para cualesquiera z1,zo en 7,

g(z1029) =1(g(z1029)) =1g(z1029) =1g(z1) g (22)

lo cual significa que también g : (Z, (o,e)) — (Y, (-,e)) es un homeomorfismo.
Reciprocamente, si (Y, (o, e)) es un submonoide de (X, (-, e)), entonces,

vi (Y, (o,€)) = (X, ()
es un homomorfismo, de manera que para cualesquiera y1,y2 en Y, tenemos,
yroyz=rt(yroy2) =¢(y1) ¢ (y2) = y1 - y2
Pero, y1 o yo pertenece a Y'; por lo tanto, Y esta cerrado bajo -. Ademas,
e=t(e)=e

porque un homomorfismo de monoides aplica el elemento neutro del dominio en el elemento neutro del codominio,
como facilmente se comprueba. Asi, ,e es elemento de Y.

Ahora veamos que on tiene intersecciones. Dado cualquier monoide (X, (,e)) y cualquier familia de sub-
monoides {(Y;, (,e))}; de (X, (-,e)) , tenemos que e pertenece a ¥ = iQIYi ,porque, para cada i en I, e es un

elemento de Y;. Y si y1,y2 son dos elementos arbitrarios de Y, entonces, para cada ¢ en I, y; - yo esta en Y;.
Esto implica que Y es cerrado bajo la operacién -.
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10.3. ccce cohereditarias

Definicion 10.3. Una ccce K es cohereditaria, si para todo K-objeto (X, ) y cualquier relacion de equiva-
lencia ~ en X, existe un objeto cociente (X/ ~,n) de (X, &) respecto a ~.

Ejemplo 10.4. Toda ccce topologica es cohereditaria.

Ejemplo 10.5. Sin tomar en cuenta el hecho de que Bta es topoldgica, podemos demostrar que es cohereditaria.
Si (X, a) es cualquier grafica y ~ es una relacion de equivalencia en X, hacemos,

a = {([u1], [ug]) : existen x1 € [u1] v a2 € [uz] tales que (z1,x2) € a}

Esto define una relacién binaria en X / ~ y tenemos,
(I1) La proyeccion natural p : (X, a) = (X ~, &) es una funciéon compatible ya que,

(z1,22) € a = (q(21), ¢ (22)) = ([21] , [22]) € &
(I2) Si (Z, ) es cualquier digraficay h: X/ ~— Z es una funcion tal que,
hogq: (X,a) = (Z,5)

es compatible, entonces h es compatible. Efectivamente; si ([u1], [uz]) esta en @, existen 1 en [u1] y 22 en [ug)
tales que (x1,22) pertenece a a; por lo tanto, (h[ui],h[uz]) = (h(q(z1)),h(g(x2))) € 5. En otras palabras, h
es una funciéon compatible. Hemos probado que (X, ~, &) es un objeto cociente de (X, «r) respecto a ~.

Para el siguiente ejemplo presentamos antes una ccce que denotaremos mediante Ggr.
1. Para cada conjunto X, Ggr[X] es la clase de operaciones binarias en X que son asociativas; es decir,

Ggr[X]={: XxX—=>X|z-(y-2)=(zy) -z para cualesquiera z,y,z en X}
2. Los Ggr-objetos se llaman semigrupos y son parejas del tipo (X, ), donde X es un conjunto y - pertenece
a Ggr [X].
3. SiA=(X,:)y B=(Y,o0) son semigrupos, entonces,
Sgr(A,B)={feY™: f(x1-22) = f(z1)0 f (x2), para cualesquiera z1, 25 en X }

Los Ggr-morfismo son los morfismos de semigrupos. Los axiomas de composiciéon e identidad se verifican
facilmente.

Ejemplo 10.6. En el semigrupo aditivo de niimeros enteros (Z, +) definimos una relaciéon de equivalencia como
sigue,

Z1,29 > 1
21~ 29 <= 6
z1,22 < 1

para cualesquiera 2122 en Z. Observemos que Z/ ~ consta de dos clases,

M ={.,-2-1,0,1} vy [2]=1{2345,.}

Si queremos definir una operacion e en Z/ ~ segtn la cual (Z/ ~,e) resulte un objeto cociente de (Z,+),
entonces, por definicién de objeto cociente,

2l=q(2)=q(1+1)=q(1)eq(1)
pero entonces, dado que [0] = [1], tendremos,
[1]=¢q(0)=q(0+0)=gq(0)eq(0)=g(1)eq(l)=[2]
Por lo tanto, tal operacién no se puede definir.

Observacion 10.6. El ejemplo anterior muestra que Ggr y Mon no son cohereditarias. Consecuentemente, Sgr
y 9Mon no son topologicas.
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10.4. ccce que poseen niicleos y ccce que poseen imagenes

Definicién 10.4. Sea K una ccce arbitraria. Si (X&) es un K-objeto y ~ es una relacién de equivalencia en
X tal que existe una estructura cociente £ en K [X  ~| respecto a ~, entonces ~ se llama una congruencia
en (X,¢).

Proposicion 10.1. Una relacion de equivalencia ~ en un semigrupo (X,-) es una congruencia si, y solo si
para cualesquiera x1,T’1, T2, x5 en X se tiene que,

Ty~ YTo~ Ty —=—> X1 Toa~T| -2y (A)

Demostracion. En efecto, siendo valida la implicaciéon anterior, podemos definir una operaciéon o en X/ ~ del
siguiente modo: para cualesquiera x1,x3 en X,

[21] 0 [22] = [z1 - 22]

No es dificil comprobar que la operacion o esta bien definida y que es asociativa.
Sea p: (X, ) = (X ~,0) la proyeccion natural. Entonces,
(i) p: (X,:) = (X ~,0) es un morfismo de semigrupos, pues, dados x1,z2 en X, se tiene que.

p(z1-22) = [21 - 2] = [21] 0 [W2] = P (71) 0 p (2)

(74) La operacion o es final respecto a (-, p). Si (Y, e) es un semigrupo y h : X/ ~— Y es una funcion tal
que, hp : (X,-) — (Y, e) es un morfismo, entonces, cualesquiera que sean [z1] y [22] en X / ~ tenemos,

h([z1] o [z2]) = h (p(x1) o p(22)) = hp (z1 - T2) = hp (v1) ® hp (z2) = h[r1] ® h{z2}

lo cual significa que también h : (X / ~,0) — (Y, e) es un morfismo de semigrupos.
Reciprocamente, si (X ~,0) es un objeto cociente de (X, -) respecto a ~, entonces la proyeccion natural p
es un morfismo y en consecuencia, para cualesquiera xy,x2 en X,

(@1 - 22l =p(x1-22) =p(x1) 0 p(z2) = [71] 0 [22]

Si ademds, 1 ~ 2’1 y 3 ~ 2 , entonces, [r1] = [#]], [x2] = [¢5] ¥ por tanto,
[1 - wo] = [w1] o [wo] = [a] o [wh] = [a"1 - @]
0 sea que también x1 - x5 ~ 2’1 - x’5. O

Observacion 10.7. La implicacién (A) también caracteriza a las congruencias en 9ton. La demostracion es
analoga.

Definicion 10.5. Sea f : X — Y cualquier funcion. El niicleo de f es la relacion de equivalencia en X definida
del siguiente modo: para cualesquiera x1,xs en X,

Ty~ 2o = f(11) = f(22)

Definiciéon 10.6. Se dice que una ccce K tiene niicleos si el niicleo de cualquiera de sus morfismos es una
congruencia.

Ejemplo 10.7. Toda ccce cohereditaria tiene ntcleos.
Ejemplo 10.8. Ggr tiene nicleos.

Efectivamente. si f : (X, ) — (Y, 0) es un morfismo de semigrupos y denotamos al niicleo de f mediante ~,
entonces dados cualesquiera x1, 2’1, T2, 2’2 en X tales que,

Ty ~vpXLY T2 ~p T2
tenemos,
f(xr-w2) = f(x1) o f(x2) = f(a))o f(x3) = f(a1-a2)
0 sea que también,
T1-Tg ~p XD

De acuerdo al Ejemplo 10.1, la relacién ~; es una congruencia.
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Observacion 10.8. Sgr es ejemplo de una ccce que no es cohereditaria pero que tiene nicleos.

Definicion 10.7. Se dice que una ccce K posee imégenes si para todo K-mofismo f : (X, £) — (Y, n), existe 7
en K [f (X)] tal que (f (X),7) es un subobjeto de (Y, ).

Ejemplo 10.9. Toda ccce hereditaria posee iméagenes.
Ejemplo 10.10. 2Mion posee iméagenes.

En efecto; en primer lugar recordemos que los subobjetos de un monoide se caracterizan por contener al
elemento neutro y ser cerrados bajo la operacion del monoide (Observacion 10.5).

Demostracion. Sea f: (X, (e,-)) = (Y, (e, 0)) un morfismo entre monoides. Por definicion, f preserva al elemento
neutro; en consecuencia,

e=f(e) € f(X)
Finalmente, sean y,y’ elementos de f (X); entonces existen z, 2’ en X tales que f(z) =y y f(2') =y'. Luego,
yoy' =f(x)of(a)=f(x-a) € f(X)
Esto demuestra que 9on posee imagenes. O

Ejemplo 10.11. Tc¢h posee imagenes.

Efectivamente; sea f : (X, 7) — (Y, 0) un Tch-morfimso. Entonces f es continua y (X, 7) es compacto. Por la
proposicién 6.2, el espacio topolégico ( J(X), 08 X)) es compacto. Y puesto que la propiedad de ser Hausdorff
la heredan todos los subespacios de cualquier espacio de Hausdorff, tenemos que ( F(X), 04 X)) es Hausdorff.
En otras palabras, (f (X),0f(x)) es un subobjeto (en Tch) de (Y, o).

Observacion 10.9. Tanto Tch como Mon son ejemplos de ccce que no son hereditarias? pero que poseen iméagenes.

10.5. ccce monotopolégicas

Ya hemos visto ejemplos de subcategorias concretas de Top que no son topoldgicas; a saber: Th, Tch y Topc.
Resultan, hasta cierto punto, sorprendentes tales resultados, pues la intuicién, quizés, nos dicta lo contrario.
Es demasiado restrictiva la condicién de tener que dotar de estructuras iniciales a todos los conjuntos que
sean dominio de fuentes cuyos codominios consten de clases de objetos pertenecientes a las subccce topologicas
arriba mencionadas. Esta restriccion puede holgarse un poco y dar lugar a una clase de ccce donde tengan
cabida muchas de las que habian quedado excluidas de la clase de las topoldgicas.

Definicién 10.8. Se dice que una fuente cartesiana (f; : X — Y;),.; separa puntos si, para cualesquiera
puntos distintos z,y en X, existe ¢ en I tal que f; () # fi (y).

Proposiciéon 10.2. Una fuente de funciones separa puntos si, y solo si, es monofuente.

Demostracion. Sea (f; : X — Y;),c; una fuente de funciones que separa puntos. Sean,
g h: 7 —X

funciones tales que, para cada ¢ en I, f; 0 g = f; o h. Si z es un elemento de Z tal que g (z) # h(z), entonces,
existe i en I tal que, f; (g(2)) # fi (h(2)), lo que no es el caso. Por lo tanto, g = h.

Supongamos ahora que (f; : X — Y;),.; es una monofuente. Sean x,y puntos distintos en X. Consideremos
a las funciones constantes g,h : X — X, cuyos valores son, respectivamente, z y y. Entonces g # h y, por
ser (fi : X — Yi);c; monofuente, existe i en I tal que f; (x) # fi (y). Esto prueba que (f; : X — Yi),.; separa
puntos. O

Definicion 10.9. Sea K una ccce arbitraria. Se dice que K es monotopoldgica si para todo conjunto X,
cualquier fuente cartesiana (f; : X — Y;),.; que separe puntos, y cualquier familia ((Y;,0;));c; de K-objetos,
existe una K-estructura inicial § para X respecto de (fi, 0),c;-

Observaciones 10.10.
1. Toda ccce topologica es monotopologica.

2 Ver las observaciones 10.4 y 10.5 respectivamente.
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2. Toda ccce monotopoldgica tiene productos.
Ahora veremos un resultado que nos ayudaré a probar que la ccce Pos es monotopoldgica.

Proposicién 10.3. Consideremos a la ccce Pos. Sean, (fi: X — Yi);c; una fuente cartesiana de funciones
y {(Ys,<i)}ier una familia de conjuntos parcialmente ordenados. Sea =< una relacion en X tal que, dados

cualesquiera x, z en X,z = z si, y sdlo si. para cada i en I, f; (x) <; fi (x') Entonces,

(a) Si < es antisimétrica, entonces < es la YPos-estructura inicial para X respecto de (fi, <i);c;-
(b) Si < no es antisimétrica, entonces no existe un orden parcial que sea inicial para X respecto de (f;, <i);c;-

Demostracion.
(a) Es claro que la relacion < es reflexiva y transitiva. También se tiene que, para cada i en I,

fit (X, 2) — (¥3,<0)

es monotona. Por otra parte, sea (T, <) un conjunto parcialmente ordenado y h : T'— X una funcién tal que,
para cada i en I,

fioh: (T, <) — (Yi, <i)
es mono6tona. Entonces, t < t implica que, para cada i en I,
fi (R (1) <i fi (R (¢))
lo cual, de acuerdo a al definicién de =, es equivalente a escribir h (t) < h (t'). Luego,
h:(T, <) — (X, =)

es monoétona. Hemos demostrado que < es la ‘Pos-estructura inicial para X respecto de (fi, <),c;-

(b) Supongamos que < no es una relacion antlslmetrlca pero que, s1n embargo, existe una Pos-estructura
inicial < para X respecto a (f;, <;);. Sean zo, a:o en X tales que xg = J:O, y definamos un orden < en X como
sigue,

’ . . e,
Observese que zy < x,. Entonces, para cada ¢ en I,la composicion,

1

(X,<) 5 (X, <) 25 (v, <4)

es mondtona. Efectivamente:

(o) Siz <« conz =z, entonces, dada i en I.f; (z) = f; (1x (z)) = f; (IX (x/)) = f; (x/) Por lo tanto, para
cada i en I, fz-( )<»fi( /).

(o) Siz < ., conz=mzoya = xo, entonces, = < 2, lo cual, de acuerdo con la definicion de <, implica que
también, para cada i en I, f; () <; f; <ac >

Pero < es inicial para X con respecto de (f;, <;);c;; luego,

(X,<) 5 (X, <)

’ ’ . " ’ . ., ’
es mondtona. Y como xg < x, entonces, g < z, . Si ademas de zo =X z, se tuviera también que z; =X o,
. ’ . ’ ., / .
entonces, con un razonamiento andlogo al anterior, llegariamos a que también z; < xg. Pero < es una relacién
.. L . / . . . ., o . . .
antisimétrica, luego, x, = x¢. Esto implicaria que < es una relacién atisimétrica, lo que no es el caso. Por lo
tanto, no existe un orden parcial para X que sea inicial respecto a (fi, <i);c; O

Ejemplo 10.12. La ccce PBos es monotopolodgica.
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Demostracion. Sean, X un conjunto, (f; : X — Y;);.; una fuente cartesiana que separa puntos, y {(Y;, <i)},c;
una familia de de Pos-objetos. Sea =< la relacion en X de la proposicion anterior. Si probamos que =< es
antisimétrica, entonces, por la prososicion anterior, < seré la estructura inicial para X respecto a (f;, <;) ;- ol

’
z,x son puntos en X tales que,

’

i A :v/jx

entonces, para cada ¢ en I, se tiene que,
fi@<ifi(a) v £i(d) < fi@

. . . . ’
Y como, para cada i en I, <; es un orden parcial, entonces, para cada i en I, se tiene que, f; (z) = f; (ac )
4 ., . . . .
Pero (fi : X — Y;),c; separa puntos; entonces, x = z , y, por tanto, =< es una relacién antisimétrica. O
Observaciones 10.11. Toda categoria concreta monotopoldgica es hereditaria. Efectivamente, pues si A es un
subconjunto de X, entonces la inclusion,

1t A— X

es una fuente, con una sola funcion, que separa puntos. Si K es monotopologica y (X, &) es un K-objeto, entonces
existe la estructura inicial de A respecto de (¢, &).

Esta observacion revela que ni Topc ni Tch han quedado incluidas en la clase de las categorias concretas
monotopologicas.
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Capitulo 11

Categorias de conexién en Top

Nuestra meta en este capitulo es presentar una forma de generalizar en un contexto categorico los conceptos
topologicos de conexidad y conexidad por trayectorias, junto con otras nociones y resultados relacionados con
dichos conceptos. A su vez, el proceso que llevaremos a cabo para llegar a la referida generalizacion, pretende
ser una motivacién del concepto de subcategoria de B-conexion presentado por el doctor Roberto Vazquez en
[4]. Para lograr estos objetivos, procederemos de manera similar a como antes ya lo hemos hecho: En primer
lugar, presentamos el concepto topologico en cuestion; acto seguido, damos una caracterizaciéon de ese concepto
en términos exclusivos de funciones continuas. Segin nuestra experiencia adquirida, este proceso da lugar a una
variedad de definiciones y resultados de naturaleza categorica.

Iniciamos la exposiciéon recordando los conceptos y algunos resultados de la conexidad y conexidad por
trayectorias en espacios topolégicos.

11.1. Conexidad

Nota. Dados un espacio topologico (X,7) v Y un subconjunto de X, denotaremos, como lo hemos venido
haciendo, mediante 7 |y a la topologia de subespacio de Y en (X, 7).

Definiciones 11.1. Sea (X, 7) un espacio topologico arbitrario.

1. Una division de (X, 7) es una pareja [U, V] de subconjuntos abiertos de (X, 7) tal que,
X=UUV y UnvV=»0

2. La division [X, ()] se llama divisién trivial.

El espacio (X, 7) es conexo si la tinica division que tiene es la trivial.

4. Sixz y 2’ son puntos de X, diremos que z y 2’ estan conectados en (X, 7) si existe un subespacio conexo
(Y, 7 |y) tal que x y 2’ pertenecen a Y.

@

Tenemos las siguientes proposiciones.
Proposicion 11.1. Si (X, 1) es un espacio topoldgico entonces son equivalentes,

1. (X,7) es conexo

2. Cualesquiera dos puntos de X estan conectados en (X, 7).

3. Los tnicos subconjuntos abiertos y cerrados de (X, 7) son X y 0.
4. Siendo o la topologia discreta para {0,1}; si la funcion,

f(X,7) — ({0,1},0)

es continua, entonces f : X — {0,1} es constante.
5. Si (Y,0) es un espacio discreto con méas de un punto y la funcién,

f(X, 1) — (Y,0)
es continua, entonces f : X — Y es constante.

Proposicion 11.2. Sean (X, 7) y (Y, 0) dos espacios topoldgicos y sea f : (X, 7) — (Y, 0) una funcidn continua
y suprayectiva. Si (X, 1) es conexo, entonces (Y,0) es conezo.

Proposicion 11.3. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico, J un conjunto y {(Y},T |y])} una familia de subes-

jeJ
pacios conexos de (X, 7). Si Qle # (), entonces <‘LEJ]YJ',T |‘glyj) €s CONero.
ic. je. jE.

El punto 4 de la definicién 11.1 nos suigiere la posibilidad de construir una relacion en el conjunto subyacente
de cada espacio topologico.
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Definiciones 11.2. Para cada espacio topologico (X, 7) definimos una relacion ~x en X de la siguiente manera:
Para cualesquiera z y x’ en X, escribiremos x ~x z’ si, y solo si, estan conectados.

Las observaciones siguientes nos proporciona algunos resultados concernientes a la definicion 11.2.

Observaciones 11.1.

1. La relacion =~x en X es de equivalencia. Las clases de equivalencia reciben el nombre de componentes
conexas de X.

2. Cada componente conexa de X es un subespacio conexo de X.

3. Si (Y,7 |y) es un subespacio conexo de (X, 7), entonces existe una componente conexa de X que contiene a
Y. Asi pues, las componentes conexas de X son subespacios conexos maximales de X.

4. La componente conexa de cada x en X, es la union de todos los subespacios conexos de (X, 7) que tienen a
x como uno de sus elementos.

5. Cada componente conexa de X es cerrada.

11.2. Conexidad por trayectorias

Nota. Denotaremos mediante I al intervalo cerrado [0, 1] junto con la topologia de subespacio que le confiere el
espacio de los ntumeros reales.

Definiciones 11.3. Sea (X, 7) un espacio topologico.

1. Una trayectoria en (X, 7) es una funcion continua f : I — (X, 7).

2. El espacio (X, 7) es conectable por trayectorias (cpt), si para todo par de puntos z y 2’ en X, existe una
trayectoria f : I — (X, 7) tal que f (0) =z y f (1) = 2. En este caso suele decirse que f es una trayectoria
de origen z y extremo z’.

Tenemos las siguientes proposiciones.

Proposicion 11.4. Sean (X, 7) y (Y, o) dos espacios topoldgicos y sea f : (X, 7) = (Y, 0) una funcidn continua
y suprayectiva. Si (X, 1) es cpt, entonces (Y, o) es cpt.

Proposicion 11.5. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico, J un conjunto y {(Y]-,T |y_7.)} una familia de subes-

jeJ

pacios cpt de (X, 7). Si NY; # 0, entonces (U Y, 7] y) es cpt.
i€J jEJ jeJ J

Definiciones 11.4. Para cada espacio topologico (X, 7) definimos una relacion ~x en X de la siguiente manera:
Para cualesquiera x y o’ en X, escribiremos = ~x x’ si, y s6lo si, existe una trayectoria en X de origen = y
extremo z’ .

Observacion 11.2.

1. Larelacion ~x en X es de equivalencia. Las clases de equivalencia reciben el nombre de componentes por
trayectorias de X.

2. Cada componente por trayectorias de X es un subespacio cpt de X.

3. Si (Y, 7 |y) es un subespacio cpt de (X, 7), entonces existe una componente por trayectorias de X que
contiene a Y. Asi pues, las componentes por trayectorias de X son subconjuntos cpt maximales de X.

4. La componente por trayectorias de cada x en X, es la union de todos los subespacios cpt de (X,7) que
tienen a & como uno de sus elementos.

11.3. Categorias de conexién en Top.

Las proposiciones 11.1 y 11.5 son suceptibles de generalizaciéon. Antes introducimos algunas definiciones.
Definiciones 11.5. Sean, X un conjunto arbitrario y M := {1, ...,n}.

1. Una cadena en X es una familia C := {Xj}jeM de subconjuntos de X tal que si C' es no vacia, entonces,
a) Si para algin j en M, X; no es vacio, entonces para todo j en M, X, no es vacio.
b) Si C tiene al menos dos elementos entonces, para todo j en {1,....,n — 1}, X; N X, 41 # 0.
Llamaremos a los elementos de una cadena C eslabones.
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2. Una familia encadenada de subconjuntos de X es una familia tal que si no es vacia y algin miembro
suyo no es vacio, entonces los demas miembros tampoco son vacios, y para dos elementos cualesquiera A y
B, existe una cadena C' = {X; }j de elementos de la familia tal que, X; = Ay X,, = B.

eM
Proposicion 11.6. Sean, (X,7) un espacio topoldgico, J un conjunto y {Aj = (Yj,T |yj)}j€J una fami-
lia de subespacios conexos de (X, T) tal que la familia C = {Yj}jetl estd encadenada. Entonces el espacio

UY;, 7|y~ | es conezo.
jeJ j€s?

Demostracion. SiC es vacia, o bien, si cada elemento de C es vacio, entonces el resultado se sigue trivialmente!.

Consideremos el caso en que C no es vacia y ninguno de sus elementos es vacio?. Utilizaremos la equivalencia

de los incisos 1 y 4 de la proposicion 11.1 para esta demostracion. Denotemos Y := UY; y supongamos que
je€J

f:,7ly) = ({0,1},0) es una funcién continua donde o es la topologia discreta para {0,1}. Sea y’ un
elemento cualquiera de Y'; entonces existe 5/ en J tal que ¢’ es elemento de Y. Sea ¢j : Yy — Y la inclusién

de Yjs en Y. Puesto que 4 = (Yj/,T \yj,) €s conexo Yy,

fOLj/ : Aj’ - ({071}70)

es continua, se sigue que foc; : Y — {0,1} es constante; sin pérdida de generalidad, sea 0 el valor de fot. Sea
ahora j un elemento arbitrario pero fijo de J y consideremos al conjunto Y;. Ya que C es una familia encadenada,
existe una cadena C' = {Y},,...,Y;, } de elementos de C tal que Y;, =Yy y Y; =Y. Como para cada i en
{1,...,n}, el espacio A;, es conexo, se sigue que para cada composicion,

fo Lj; Aji — ({0,1},0)
la funcion,
fou Yy — {0,1}

es constante. En consecuencia, al ser C' una cadena, cada funciéon f o¢;, tiene por valor 0. Ademas, al ser j
un elemento arbitrario de J, se sigue que para todo j en J, f ot; es constante de valor 0. Luego entonces, la
funcion,

FY = {0,1}
es constante y su valor es 0. Colegimos que el espacio (Y, 7 |y) es conexo. O

Para los espacios topoldgicos cpt tenemos una proposiciéon semejante a la anterior.

Proposicion 11.7. Sean, (X, 7) un espacio topoldgico, J un conjunto y {Aj = (ij |y])} una familia de

jed

subespacios cpt de (X, 1) tal que la familia C = {Yj}jeJ estd encadenada. Entonces el espacio | UY;, 7| Yj)
jEJ jeJ

es cpt.

Demostracion. Como antes, consideremos el caso en que C no es vacia y ninguno de sus elementos es vacio.
Denotemos Y := U Y. Deseamos probar que para cualquier par de elementos de Y existe una trayectoria de
JjedJ

origen uno de los puntos y extremo el otro punto. Asi pues, sean x y =’ un par de elementos en Y'; entonces
existen j y 7/ en J tales que z € Y; y 2’ € Yjy. Si Y; =Y}, entonces el resultado se sigue trivialmente ya que
por hipoétesis A; es cpt. Supongamos entonces que Y; # Yj/. Puesto que C es una familia encadenada, existe
una cadena C' = {Y},,...,Y;, } de elementos de C tal que Y;, =Y, y Y, = Y. Sea también {zo,...,z,} una
familia finita de elementos de Y en la que, o = z, 2, = 2’, y para cada ¢ en {1,...,n — 1}, ; es un elemento
de Yj, NYj,., . Por hipdtesis, cada espacio A;, es cpt, en consecuencia, para cada i en {1,...,n} existe una
trayectoria,

qu‘, I — A]7
tal que f;, (0) = ;-1 y fj, (1) = x;. Ahora bien, para cada ¢ en {1, ...,n} consideremos la aplicacion lineal,

li : [d i} — [0, 1]

n ’'n

x >  nz+(l—i)

1 El espacio topolégico vacio es conexo y cpt.
2 Como C esta encadenada, solo hay dos casos: todos sus elementos vacios o todos no vacios.
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para asi construir la regla de correspondencia,

f: 01 — Y
ze izt i] —  fj0li(x)

La regla de correspondencia f esta bien definida, ya que para cada i en {1,...,n} tenemos que,

fji (1) = fji ol (%) =T = fj(i+1) ° l(i+1) (i) = fj(i+1) (0)
Por lo tanto, f es una funcién; ademés, siendo ¢, : [%, %] — [0, 1] la inclusion de [%, %] en [0, 1], para cada
jen{l,...,n} tenemos que,

fouv=fjol

En consecuencia, f es continua en cada uno de los intervalos del conjunto,

(o) 52 22

el cual es una cubierta finita de cerrados para I. Se sigue que f: I — (Y, 7 |y) es continua y por lo tanto una
trayectoria en (Y, 7 |y) que, ciertamente, tiene como origen a & y como extremo a z’. O

Note. Para las observaciones, definiciones y resultados subsecuentes de este trabajo, es importante recordar
algunos aspectos fundamentales en el concepto de funcion:

Dados dos conjuntos arbitrarios, X y Y, recordemos que un conjunto R es una relacion de X a Y si,
R C X x Y. También recordemos que el dominio de R, Dom (R), es el conjunto,

Dom (R) = {z € X | existe y € Ytal que (z,y) € R}

Asi, cuando Y = (), se tiene que Dom (R) = (). Cuando una relacion f de X a Y cumple el par de condiciones:

(a) Dom (f)=X.

(b) Si(x,y),(x,y") € f, entonces y =y’

Entonces dicha relacion f es, como sabemos, una funcién de X a Y, lo que denotamos por f: X — Y.
Para nuestros fines es importante observar los siguientes hechos:

1. Para cada conjunto Y existe una tnica funcién f de () en Y, que es f = (), llamada la funcién vacia de
codominio Y.

2. Dada cualquier funciéon f: X — Y, si Y = (), entonces X = ().

También recordemos que dada una funcion f: X — Y, si M es un subconjunto de X, entonces,

f(M):={f(x):ze M}
Y dado un subconjunto N de Y, la imagen inversa de N es el subconjunto de X,
fHN) =={zr e X | f(z) € N}
En particular, dado un elemento y de Y, la imagen inversa de y es el subconjunto de X,

Py ={z e X | f(2) =y}

Las fibras de f son todos los subconjuntos de X que son imagen inversa de algtn elemento y de Y.

Observacion 11.3. Sean, X y Z conjuntos, C = {Yj}jej una familia encadenada en X y f : Y — Z una funcion,
donde Y = U Y;. Consideremos el sumidero cartesiano de inclusiones,
jeJ

{t; Y <—>Y}Z.€J

Si C = (), entonces f es la funcion vacia de codominio Z. Supongamos que C no es vacia y que para cada j en J,
fou:Y; =7

es una funciéon vacia de codominio Z, o bien, si no es vacia, una funcién constante. Si alguna funcion ¢; es vacia
(es decir, Y; = 0), entonces, dado que C es una familia encadenada, todas las funciones ¢; son vacias; por tanto
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C = {0}. Esto implica que Y = ) y se sigue que f es la funciéon vacia de codominio Z. Por otro lado, si alguna
funcion ¢; es no vacia (es decir, Y; # () entonces, dado que C es una familia encadenada, ninguna funcion ¢; es
vacia, luego, todas las funciones f o ¢; son constantes. En este caso Y no es vacio y por tanto f:Y — Z no es
vacia. Por la misma razén de que C es una familia encadenada, todas las funciones f o¢; tienen el mismo valor
(recordemos la demostracion de la proposicion 11.6). Colegimos que f es una funciéon constante.

En conclusion: Siendo C = {Yj}jeJ una familia encadenadaen Xy f : Y — Z una funcién, donde Y = U Yj;
jed
si es verdad que para cada j en J,

fOLjZ}/j—>Z

es una funcién vacia de codominio Z, o bien, una funcién constante, entonces f : Y — Z es la funcién vacia de
codominio Z, o bien, una funcién constante.

Notacion. Con el simbolo |Set| denotaremos a la clase de todos los conjuntos. Definimos AS® := {X € |Get| : | X]| <

Anélogamente, AX°F := {(X,7) € |Top| : | X| < 1}.
Observacion 11.4. Sea f :Y — Z la funciéon vacia de codominio Z. Observemos que f puede expresarse como
f = hog, donde g es la funciéon vacia de codomio () y h es la funcién vacia de codominio Z. SiY # 0y f es
constante, digamos de valor zg, entonces f puede ser expresada como f = h o g, donde,
g:' Y — {2} v h: {20} — Z
y —  Z 2o  +— f(yo)

Asi pues, en cualquiera de los dos casos siempre es posible hayar un conjunto X en AS® y un par de funciones,
g Y —X vy h: X —Z

tales que f = hog.
Supongamos ahora que f : Y — Z es una funcién para la cual existen un conjunto X en AS®' y un par de
funciones,

g Y —X vy h: X —Z7

tales que f = hog. Si X = ) entonces Y = {J; luego, f es la funcion vacia de codominio Z. Si X es un conjunto
unitario y f no es vacia, entonces f es constante.

En lo que sigue, cuando digamos que una funcion es constante, estaremos suponiendo que dicha funciéon no
es vacia.
Definicién 11.6. Diremos que una funcién f : Y — Z es AS‘-constante si existe un conjunto X en
AS¢t v un par de funciones,

g:Y —X v h: X —Z7
tales que f =hog.
Desde luego, la definicion 11.6 tiene cabida en el contexto topolégico.
Definicién 11.7. Diremos que una funcién continua f : (Y,0) — (Z,n) es @-constante si existe un
espacio (X, 7) en @ y un par de funciones continuas,
g: Y,o) — (X,7) v h:(X,7)—(Z,n)
tales que f =hog.

Observacion 11.5. De la observacion 11.4 colegimos que las funciones AS¢'-constantes son precisamente las
funciones vacias de codominio no necesariamente vacio, o bien, las funciones constantes. En Top tenemos un
resultado analogo: las funciones continuas AX°P-constantes son precisamente las funciones continuas vacias de
codominio no necesariamente vacio, o bien, las funciones continuas que son constantes; es decir, son las funciones

continuas cuya funcion subyacente es Ag“t—constante.

La siguiente proposiciéon se sigue de la observacion 11.1 y utilizamos la terminologia introducida en la
definicion 11.6.

Proposicion 11.8. Sean, X wun conjunto, C = {Yj}jeJ una familia de subconjuntos de X, Y = UY; y

jeJ
S ={1;:Y; =Y}, el sumidero cartesiano de inclusiones de los Yj en Y. Si C = {Y;}

jeg €8 una familia
encadenada en X entonces el sumidero S satisface,
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1. Si alguna funcion v; no es vacia, entonces ninguna funcion v; es vacta.
2. Dados un conjunto Z y una funcion f:Y — Z; si para cada j en J tenemos que,

fou Y, = Z

es AS¢t_constante, entonces f: Y — Z es AS¢t-constante.

Es legitimo preguntarnos si el recirpoco de la proposicién 11.8 se verifica. El siguiente resultado da respuesta a
esta cuestion de manera positiva.

Proposicion 11.9. Sean, X un conjunto y C = {Yj}jEJ una familia de subconjuntos de X. Denotemos Y =
UY; y sea,

JjEJ

S:{le}/}%Y}ieJ

el sumidero cartesiano de inclusiones de cada Y; en'Y. Son equivalentes,

1. La familia C estd encadenada.
2. El sumidero S satisface,
a) Si alguna funcion v; no es vacia, entonces ninguna funcion t; es vacta.
b) Dados un conjunto Z y una funcion f:Y — Z; si para cada j en J tenemos que,

fov:Y; =2

es AS¢t-constante, entonces f: Y — Z es AS¢t-constante.

Demostracion. 1 = 2| Es la proposiciéon 11.8.

2 = 1| Supongamos que C tiene un elemento no vacio, digamos Y;,. Entonces la funcion ¢;, no es vacia.
Por 2 (a), ninguna funcién ¢; es vacia; esto significa que ningin elemento de C es vacio.

Sean A y B un par de elementos arbitrarios de C. Definamos,

Ca = {Y; € C | existe una cadena de A en Y; con eslabones en C}

Cp = {Y; € C | existe una cadena de B en Y; con eslabones en C}

Supongamos que no hay una cadena de elementos de C cuyos primer y tltimo eslabones sean A y B, respectiva-
mente. En este caso, los conjuntos C4 y Cp son disjuntos. También resultan disjuntos los conjuntos UC4 y UCp.
Supongamos que Y/ (uca Uucg) 0o es vacio. Sea Z = {z1, z9, 23} un conjunto de tres elementos y definamos,

p: Y — Z
T € UCy — z1

T € UCg — 29
zeY\(ucaUyucs) +—— 23

Observemos que para cada j en J, el correspondiente conjunto Y; esta contenido en una, y sélo una, fibra de p.
Esto implica que para cada j en J, la composicién,

povj:Y; — Z

es constante; luego, por 2 (b), p es constante. Pero esto ultimo no es posible; consecuentemente, existe una
cadena de elementos de C cuyos primer y ultimo eslabénes son A y B, respectivamente. Concluimos que la
familia C esta encadenada. Si Y'\(uca Uuce) es vacio, consideremos un conjunto Z de dos elementos, para luego
definir una funciéon p : Y — Z cuyas fibras sean precisamente los conjuntos UC 4 y UCp; luego, con un argumento
similar al anterior, podemos concluir que C esta encadenada. O

Corolario 11.1. Sean, X un conjunto y C = {Yj}jeJ una familia no vacia de subconjuntos no vacios de X.

Denotemos Y := UY} y sea,

jeJ
S:{Lj:Y}‘—}Y}jeJ

el sumidero cartesiano de inclusiones de cada Y; en'Y . Son equivalentes,
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1. La familia C estd encadenada.
2. Dados un conjunto Z y una funcion f:Y — Z, si para cada j en J tenemos que,

fov:Y; —Z

es constante, entonces f:Y — Z es constante.
La siguiente definicién ofrece una generalizacién del concepto de funcién AS¢'-constante.

Definicion 11.8. Sea € una clase no vacia de conjuntos. Una funcioén f: X — Y es €-constante si existen
funciones,

g:X—C y h:C—Y

con C en €, tales que f =hog.
Naturalmente, la definiciéon 11.8 tiene cabida en el contexto topologico.

Definicion 11.9. Sea € una clase no vacia de espacios topologicos. Una funcién continua f : (X,7) = (Y, 0)
es C-constante si existen funciones continuas,

g:(X,T)—)(Zﬂ’)) y h:(Zvn)_>(Y70)

con (Z,n) en €, tales que f = hog.

Esta tultima definiciéon es, desde luego, una generalizaciéon de la definicion 11.7.
Notacion. Si € es una clase no vacia de conjuntos, mediante el simbolo C¢ denotaremos a la clase de funciones
¢-constantes. Analogamente, si € es una clase no vacia de espacios topologicos, el simbolo Cg denotaré la clase
de funciones continuas ¢-constantes.
Observacion 11.6. La proposicion 11.9 nos da una caracterizacion del concepto de familia encadenada en térmi-
nos de funciones. Como podemos observar, el sumidero cartesiano de inclusiones S juega un papel fundamental

en dicha caracterizacion. Con la finalidad de dar un viso méas general a la proposiciéon 11.9, presentamos la
siguiente definicion.

Definicién 11.10. Sean, [ una clase y S = (f; : X; — X),; un sumidero cartesiano de funciones; decimos que
el sumidero S esta AS‘'-encadenado si las siguientes condiciones se satisfacen,

1. Si alguna funcién f; no es vacia, entonces ninguna funciéon f; es vacia.
2. Dados un conjunto Y y una funciéon f : X — Y si para cada i en I tenemos que,

fofi: Xi—Y

es AS¢tconstante, entonces f : X — Y es AS¢'-constante.
Procediendo como antes, damos a continuaciéon una “versién topoldgica” de la definicién 11.10.

Definicion 11.11. Sean, I una clase, ((X;,7;));c; una clase de espacios topologicos, S = (f; : X; — X),.; un
sumidero cartesiano y 7 una topologia para X; decimos que S esta A*°"-encadenado respecto de (7;,7) el
si las siguientes condiciones se satisfacen,

1. Si alguna funcién f; no es vacia, entonces ninguna funciéon f; es vacia.

2. Paracadaien I, f; : (X;,75) — (X, 7) es continua.

3. Dados un espacio topologico (Y,0) y una funciéon continua (f,(7,0)); si para cada i en I tenemos que
(f o fi,(1i,0)) es AX°P-constante, entonces (f, (7,0)) es AX°P-constante.

Las definiciones 11.9 y 11.10 sugieren el siguiente concepto.

Definicién 11.12. Sean, I una clase, ((X;,7;)),c; una clase de espacios topologicos, S = (f; : X; = X),.; un
sumidero cartesiano y 7 una topologia para X; dada una clase no vacia de espacios topologicos €, decimos que
S esta ¢-encadenado respecto de (7;,7),.; si las siguientes condiciones se satisfacen,

1. Si alguna funcién f; no es vacia, entonces ninguna funciéon f; es vacia.

2. Paracadaien I, f; : (X;,75) — (X, 7) es continua.

3. Dados un espacio topologico (Y, o) y una funcion continua (f,(7,0)); si para cada i en I tenemos que
(f o fi,(1i,0)) es €-constante, entonces (f, (7,0)) es €-constante.
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La siguiente proposicién nos seré de utilidad un poco méas adelante.

Proposicién 11.10. Sean, I una clase, ((Xi,7));c; una clase de espacios topoldgicos, S = (fi : Xi — X);¢;
un sumidero cartesiano y T una topologia para X. Entonces S satisface la condicion 3 de la definicion 11.11,
si, y solo si, S satisface la condicion 2 de la definicion 11.10.

Demostracion. =] Supongamos que S satisface la condiciéon 3 de la definicion 11.11. Sean, Y un conjunto y
f: X — Y una funcion tales que para cada i en I, la composicién fo f; : X; — Y es AS*‘-constante. Deseamos

probar que f es AS¢'-constante. Sea ¢ la topologia indiscreta para Y'; entonces la funcién, f : (X, 7) — (Y, 0)

es continua. Siendo cada fo f; : X; — Y es AS*'-constante, de la observacién 11.5 se sigue que para cada

ien I, (fofi(m,0)) es AX°P-constante. En consecuencia, (f,(7,0)) es AX°P-constante. Nuevamente, por la

observacion 11.5, la funcién f : X — Y es AS*‘-constante.

< | Supongamos ahora que S satisface la condicion 2 de la definicion 11.10. Veamos entonces que S satisface
la conficién 3 de la definicion 11.11. Dados un espacio topologico (Y,0) y una funcion continua (f,(7,0)),
supongamos que para cada i en I, (fo fi,(7:,0)) es AX°P-constante. Como consecuencia de la observacion

11.5, cada funcion fo f; : X; — Y es AS¢'-constante; luego, la funcion f : X — Y es AS*‘-constante.

Entonces (f, (,0)) es una funcién continua cuya funcién subyacente es AS¢‘-constante. Se sigue que (f, (7,0))
es AX°P_constante. O

El siguiente resultado es una generalizaciéon natural de la proposicion 11.9, y su demostracion es similar a la
de aquélla.

Proposicién 11.11. Sean, I una clase y S = (fi: X; = X);c; un sumidero cartesiano. Denotemos C :=
{fi (Xi)} ier vY == U fi (X;). Son equivalentes,
iel

1. La clase C estd encadenada®.
2. El sumidero cartesiano 8" := (f; : X; = Y),¢; estd A5 -encadenado.

Demostracion. 1 = 2| Sean, Z un conjunto y f : Y — Z una funcion. Si I es vacia, Y es vacio, entonces
f Y — Z es la funcion vacia de codominio Z; luego, la clase (f o f;),.; es vaciay f:Y — Z es Set_constante.

En este caso S’ esta AS*-encadenado. Supongamos, pues, que I no es vacia. Veamos que también en este caso
el sumidero S’ satisface las dos condiciones de la definiciéon 11.10.

1. Supongamos que ip es un elemento de I para el cual la funcién f;, no es vacia. Con este supuesto, el
conjunto f;, (X;,) no es vacio, y dado que C esta encadenada, ningin conjunto f; (X;) es vacio; consecuentemente,
ninguna funcioén f; es vacia.

2. Supongamos que para cada i en I, fo f; : X; — Z es AS*'-constante. Por el inciso anterior, el conjunto
Y no es vacio, por tanto, la funcion f : Y — Z no es vacia. Se sigue que ninguna funcién f o f; es vacia.
En consecuencia, cada f o f; es constante. Ademas, todas las funciones f o f; tienen el mismo valor, pues C
estd encadenada. Estos argumentos implican que f : Y — Z es una funciéon constante, luego, una funcién
AS¢t_constante.
~ 2 = 1] Supongamos que C tiene un elemento no vacfo, digamos f;, (X;,). Entonces las funcién f;, no
es vacia; en consecuencia. Por 1 de la definicién 11.10, ninguna funcién f; es vacia; esto significa que ningin
elemento de C es vacio. Sean A y B un par de elementos arbitrarios de C. Definamos,

Ca = {F € C | existe una cadena de A en F con eslabones en C}

Cp = {F € C | existe una cadena de B en F con eslabones en C}

Supongamos que no hay una cadena de elementos de C cuyos primer y ultimo eslabones sean A y B, respecti-
vamente. En este caso, los conjuntos C4 y Cp son disjuntos. Supongamos que Y /(uca JuCg) no es vacio. Sea
7Z ={z1, 22,23} un conjunto de tres elementos y definamos,

p: Y — Z
T € UCy — Z21

T € UCp — 22
xeY\(ucaUucs) +— 23

3 En realidad C es una familia de conjuntos indexzada por la clase I.



11.3. Categorias de conexion en Top. 73

Observemos que para cada ¢ en I, el correspondiente conjunto f; (X;) esta contenido en una, y s6lo una, fibra
de p. Esto implica que para cada ¢ en I, la composicion,

pofi: Xy — 7

es constante; luego, por 2 (b), p es constante. Pero esto tltimo no es posible; consecuentemente, existe una
cadena de elementos de C cuyos primer y ultimo eslabdénes son A y B, respectivamente. Concluimos que la
familia C esta encadenada. Si Y'\(uca Uucg) es vacio, consideremos un conjunto Z de dos elementos, para luego
definir una funciéon p : Y — Z cuyas fibras sean precisamente los conjuntos UC 4 y UCpg; luego, con un argumento
similar al anterior, podemos concluir que C esté encadenada. O

Corolario 11.2. Sean, I una clase no vacia, S = (f; : X;i — X),c; un sumidero cartesiano de funciones no
vactas®, C:={f; (X;)},c; yY = U fi (X;). Son equivalentes,
i€l

1. La clase C estd encadenada.
2. Dados un conjunto Z y una funcion f:Y — Z, si para cada i en I tenemos que,

f o fi X, — Z
es constante, entonces [ :Y — Z es constante.

Proposicion 11.12. Sean, I una clase y S = (fi: X; = X),.; un sumidero cartesiano. Denotemos C :=
{fi (Xi)}ier Y := U fi (Xy). Si el sumidero S satisface la condicion 2 de la definicion 11.10 y X no es un
i€l

congunto unitario, entonces Y = X.

Demostracion. Supongamos que Y es vacio. Si X no es vacio, entonces X tienen al menos dos puntos; luego,
la funcion identidad 1x satisface la hipoétesis del inciso 2 de la definicion 11.10, pero no es constante. Desde
luego, esto va en contra de la hipétesis consistente en que S esta AS¢‘-encadenado. Se sigue que X es vacio,
y consecuentemente, X = Y. Supongamos ahora que Y no es vacio. Deseamos probar la igualdad X =Y. Si
X\Y no es vacio, sea entonces p : X — Z la funcion cuyas fibras son precisamente los conjuntos X\Y y Y.
Asi, para cada ien I,

pofi: Xy — Z

es una funcién AS¢'-constante. Sin embargo, p no es AS*'-constante. Dado que esto no es posible, es necesario
concluir que X =Y. O

Observacion 11.7. En la proposicién 11.12 hemos pedido como una de las hipétesis que el conjunto X, codominio
del sumidero cartesiano S, no sea unitario. Siendo X unitario, podemos construir un sumidero cartesiano
AS¢tencadenado para el cual Y = (). En efecto: Sea @x la funcién vacia de codominio X = {x}. Entonces

S ={ox} esta ASt-encadenado y Y = ().

Teorema 11.1. Sean, I una clase, C := ((Xy,7;));c; una clase de espacios topoldgicos conexos (cpt), S =
(fi : Xi = X);c; un sumidero cartesiano y T una topologia para X; si S estd AZXeP_encadenado respecto de
(74, T);e, entonces (X,T) es conero (cpt).

Demostracion. Si X es vacio o unitario entonces (X, 7) es conexo (cpt). Supongamos, pues, que X no es vacio ni
unitario. Por hipétesis, S esta AX°P-encadenado, luego, por el lema 11.10, S esta AS¢t-encadenado. Por la propo-

sicion 11.12, X = U f; (X;). A su vez, las proposiciones 11.1 (11.4) y 11.11 implican que { (f; (X;),T |fi(xi))},el
i€l 2

es una familia de subespacios conexos (cpt) de (X, 7) para la cual, la familia {f; (X;)},;.; esta encadenada. Por
altimo, por la proposiciéon 11.6 (proposicion 11.7), el espacio (X, 7) es conexo (cpt). O

Parafraseando la proposicion 11.1, ésta nos dice que todo sumidero cartesiano A °P-encadenado, de dominio
contenido en la clase de los espacios topologicos conexos (cpt), tiene su codominio en la clase de los espacios
topologicos conexos (cpt).

Observaciones 11.8. Analicemos mas de cerca la definicion 11.10. Sean, S = (f; : X; — X),;; un sumidero

cartesiano y C = {f; (Xi)}iel'

1. Supongamos que S satisface la primera propiedad: “Si alguna funcion f; no es vacia, entonces ninguna
funcion f; es vacia”. Esta nos garantiza que si algin elemento de la familia C = {f; (X3)};er no es vacio,
entonces ningin elemento de C es vacio. Asi pues, sin esta propiedad no podemos afirmar, en principio, que
C no tiene elementos vacios, bajo la hipotesis de que hay al menos uno entre sus elementos que no es vacio.

4 Para toda i en I, f; no es vacia.
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2. Supongamos que el conjunto X no es vacio ni unitario y que S satisface la segunda propiedad: “Dados un
congunto Y y una funcion f: X — Y ; si para cada i en I tenemos que,

fofi: X;—=Y

es AStt-constante, entonces f : X =Y es ASt-constante”. De acuerdo a la proposicién 11.12, ésta propie-
dad nos asegura que la familia C tiene elementos no vacios, pues X = U f; (X;). Todavia mas; si denotamos
i€l

J:={iel: f;(X;)#0}, entonces, el sumidero cartesiano,
S = (fz : Xi _>X)7L€J

esta AS*-encadenado. En efecto; es claro que la primera condicién de la definicion 11.10 se cumple. Veamos

la segunda condiciéon. Sea f : X — Y una funciéon tal que para cada i en J, f o f; es AS¢‘-constante.

Buscamos demostrar que f: X — Y es AS*‘-constante. Si J = I, entonces S’ = S y se sigue que f : X — Y

es AS¢tconstante. Si I\.J no es vacio, observemos que para cada i en I\J, f o f; es la funcién vacia de
m 9 )

codominio Y, la cual es AS*'-constante. Se sigue que para toda i en I, fo f; es AS*'-constante. Esto implica

que la funcién f: X — Y es ASt-constante.

Ahora bien, digamos que 7; y 7 son sendas topologias para los conjuntos X; y para el conjunto X, respectivamen-

te, de tal modo que los espacios topologicos (X;, 7;) son conexos (cpt) y el sumidero S satisface las condiciones

2 y 3 de la definicion 11.11, entonces, en vista de las observaciones que recién hemos hecho y del lema 11.10, el

sumidero S’ estd A~°P-encadenado respecto de (7;,7) Por la proposicion 11.1, (X, 7) es conexo (cpt).
Hemos asi probado el siguiente teorema.

iel”

Teorema 11.2. Sean, I una clase, C := ((Xi,7;));c; una clase de espacios topoldgicos conexos (cpt), S =
(fi: Xi = X);c; un sumidero cartesiano y T una topologia para X ; si S satisface las condiciones 1y 2 de la
definicion 11.11, entonces (X, T) es conexo (cpt).

Las observaciones anteriores junto con el teorema 11.2, dan la pauta para el siguiente par de definiciones.

Definicién 11.13. Sean, [ una clase, C := ((X;, 7;)),;c; una clase de espacios topologicos, S = (f; : Xi — X),;
un sumidero cartesiano y 7 una topologia para X; diremos que S esta propiamente A*°"-encadenado
respecto de (7;,7),.; si se satisfacen,

1. Paracadaien I, f;: (X;, ) — (X,7) es continua.
2. Dados un espacio topologico (Y,0) y una funcion continua (f,(7,0)); si para cada ¢ en I tenemos que
(f o fi, (1i,0)) es AX°P-constante, entonces (f, (1,0)) es AX°P-constante.

El siguiente concepto es una nueva version de la definiciéon 11.12.

Definicién 11.14. Sean, I una clase, C := ((X;, 7;)),;c; una clase de espacios topologicos, S = (fi : X; — X);¢;
un sumidero cartesiano y 7 una topologia para X; dada una clase no vacia de espacios topologicos €, diremos
que S esta propiamente ¢-encadenado respecto de (7;,7),.; si se satisfacen,

1. Paracadaien I, f;: (X;, ) — (X,7) es continua.
2. Dados un espacio topologico (Y,0) y una funcion continua (f,(7,0)); si para cada ¢ en I tenemos que
(f o fi,(1:,0)) es €-constante, entonces (f, (7,0)) es €-constante.

Definiciéon 11.15. Sea A una clase de espacios topoldgicos. Diremos que un espacio topolégico (X,7) es
un A-espacio, si (X, 7) es un elemento de A.

La siguiente definicién presenta la primera generalizacién de los conceptos de conexidad y conexidad por
trayectorias.

Definiciéon 11.16. Una clase no vacia de espacios topologicos A es una categoria de conexién en
Top, si se satisface lo siguiente:

Para cualesquiera clase I, coleccion de A-espacios (A; = (Xi,7:));c; y sumidero cartesiano de funciones
S = (fi: Xi = X),cq; 80 T es una topologia para X tal que S estd propiamente A% _encadenado respecto de
(74,7T);ec1, entonces (X, 7) es un A-espacio.

Ejemplos 11.1.

1. La clase de los espacios topologicos conexos es una categoria de conexion en Top.
2. La clase de los espacios topolégicos conectables por trayectorias es una categoria de conexién en Top.
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3. La clase AX° := {(X,7) € |Top| : | X| < 1} es una categoria de conexién en Top.
4. Top es una categoria de conexién en si misma.

Observaciones 11.9. Notemos que la definicion 11.14 nos sugiere una segunda generalizacion de los conceptos de
conexidad y conexidad por trayectorias. De hecho, esta generalizacion tiene como uno de sus casos particulares al
concepto de categoria de conexiéon que acabamos de presentar. Dicha generalizacién viene dada por la siguiente
definicion.

Definicion 11.17. Sean A y € un par de clases no vacias de espacios topologicos. Diremos que la clase A es
una categoria de €-conexién en Top, si se satisface lo siguiente:

Para cualesquiera clase I, coleccion de A-espacios (A; = (X;,7;));c; y sumidero cartesiano de funciones
S = (fi: Xi = X);cq; 80 T es una topologia para X tal que S estd propiamente €-encadenado respecto de
(74, 7);er, entonces (X,7) es un A-espacio.

Cerramos este capitulo con el siguiente comentario.

El enfoque que intentamos dar en este trabajo a nuestra exposiciéon de la teoria de la conexidad en ccce,
es, en parte, tan sb6lo un breve reflejo, por lo demés restringido, de la teoria de la conexidad en categorias
abstractas desarrollada en [4]. En este articulo, el doctor Vazquez hace ver las ventajas que tiene dicho enfoque;
por ejemplo, la aplicacion del principio de dualizacion al concepto de subcategoria €-conexa da lugar a un nuevo
concepto que no es trivial en absoluto. Hacemos mencién de esto para dejar en claro que el estudio de la teoria
de la conexidad es mucho mas profundo de lo que aqui se presenta.






Capitulo 12

Conexidad en ccce

En el capitulo anterior introdujimos los conceptos de funcién continua €-constante y el de sumidero cartesiano
propiamente €-encadenado, donde € era una clase no vacia de espacios topologicos. A partir de ellos construimos
la nocién de categoria de €-conexién en Top. En cierto sentido, el capitulo anterior es un preambulo para el
presente. Y es que la meta de este capitulo es introducir dos conceptos fundamentales que vertebran nuestra
perspectiva de la teoria de la conexidad en ccce: uno es el de K-morfismo €-constante (generalizacion del
concepto de funcion continua €-constante) y el otro es el K-sumidero propiamente ¢-encadenado (gener-
alizacion del concepto de sumidero cartesiano propiamente €-encadenado). Desde luego, estos conceptos seran
el sustrato de uno de nuestros principales objetivos en este trabajo: la extensiéon de las nociones de conexidad
y conexidad por trayectorias de Top, al orbe de las ccce tpf. Asi pues, con este capitulo es que comenzamos
nuestra exposicion de la teorfa de la conexidad en ccce.

Lo primero que haremos es generalizar la definiciéon 11.9.

Definicion 12.1. Sean, K una ccce tpf y € una clase no vacia de K-objetos. Un K-morfismo f: A — B es
¢-constante si existen, un K-objeto C' en € y un par de K-morfismos,

g:A—>C y h:C—B
tales que f = hg.

Ejemplo 12.1. Dada K una ccce tpf, sea € = {(Z,¢) € |K|: Z = (}. Sea [ : (X,£) — (Y,n) un K-morfismo.
Entonces, (f, (£,7n)) es €-constante si, y s6lo si, es un K-morfismo vacio de codominio (Y, 7) (es decir, si X = 0).
En efecto, si (f, (£,1)) es €-constante, entonces existen (Z, () en € y un par de K-morfismos,

g: (X, = (Z,¢) y h:(Z,¢) — (Y,n)

tales que f = hg. Al considerar la funcién subyacente g : X — Z (Z = (}), recordando el concepto de funcion,
observamos que X = (), por lo que f es un K-morfismo vacio de codominio (Y, 7).

Reciprocamente, si f = @y : (0,€) — (Y,n) es un K-morfismo vacio de codominio (Y,n), entonces @y es
¢-constante, ya que el K-morfismo 1 ¢) : (0,£) — (,€) hace que el diagrama,

(Yin)

conmute.

Ejemplo 12.2. En Top, sea € = {({z},{{z},0})}. Sea f : (X,7) — (Y,0) una funciéon continua. Entonces
(f,(7,0)) es €-constante si, y solo si, f: X — Y es AS¢'-constante de codominio no vacio. En efecto; por un
lado, el que (f, (7,0)) sea €-constante implica que existen funciones continuas,

9:(X,7) = (=}, {{=},0}) v h:({z},{{z},0}) = (Y,0)

tales que f = hg. Por tanto, suponiendo que X no es vacio, dados v,v en X, tenemos que,

f(uw)=h(g(u)=h(z)="h(g )= f()

Esto prueba que f es constante. Si X es vacio, entonces f es la funcién vacia de codominio Y.

Set_constante de codominio no vacio. Si X no es vacio,

Ahora supongamos que f : X — Y es una funciéon
sea 1 el valor de f. Definimos las funciones,

g: X — {z} y h: {2} — Y
w o T T = Y
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entonces,

9:(X,7) = (=}, {{=},0}) v h:({z},{{z},0}) = (Y,0)

son continuas, y ademaés, para toda w en X,

hg (w) = h(x) =yo = f (w)

es decir, f = hg. Esto prueba que (f,(7,0)) es €-constante. Si X es vacio, entonces f = hg, donde g es la
funcién vacia de codominio {z} y h es como antes. En este caso también sucede que (f, (7,0)) €-constante. La
funcion continua de codominio vacio no puede ser &€-constante, pues, en principio, no es posible construir una
funcion de dominio {z} y codominio vacio.

Ejemplo 12.3. En &ta, sea € = {({z},0)}. Sea f : (X,a) — (¥,8) un &ra-morfismo. Si (f, (a,B)) es

¢-constante, entonces existen funciones compatibles,
g:(X,a) = ({z},0) vy h:({z},0) = (V,0)

tales que f = hg. Observemos que la compatibilidad de g solo es posible cuando o = ). Ademas, el hecho de
que f = hg, implica que f : X — Yes AS¢‘-constante de codominio no vacio.

Ahora toca el turno de generalizar la defincion 11.14.

Definicién 12.2. Sean, K una ccce tpf, I una clase, ((X;,&;));c; una clase de K-objetos, S = (f;i : Xi — X),¢;
un sumidero cartesiano y £ una K-estructura para X; dada una clase no vacia de K-objetos €, diremos que
S es un K-sumidero propiamente ¢-encadenado respecto de (§;, &), ; si las siguientes condiciones se
satisfacen,

1. Paracadaien I, f; : (X;,&) — (X, &) es un K-morfismo.
2. Dados un un K-objeto (Z,n) y un K-morfismo (f, (£,n)); si para cada i en I, el K-morfismo (f o f;, (&, 7))
es C-constante, entonces el K-morfismo (f, (£,7)) es €-constante.

Definicion 12.3. Sean, K una ccce y A una clase de K-objetos. Diremos que un K-objeto (X,¢) es un
A-espacio, si (X, §) es un elemento de A.

La definicién que a continuacion presentamos extiende las nociones de conexidad y conexidad por trayectorias
presentes en Top, al contexto de las ccce topologicas. Nuestro modelo a seguir es, naturalmente, la defincién
11.16.

Definicion 12.4. Sea K una ccce tpf. Sean A y € un par de clases no vacias de K-objetos. Diremos que la
clase A es una categoria de €-conexion en K, si se satisface lo siguiente:

Para cualesquiera clase I, coleccion de A-objetos (A; = (X4,&i));c; y sumidero cartesiano de funciones
S = (fi: Xi— X);cp; 81 & es una K-estructura para X tal que S estd propiamente &-encadenado respecto de
(§i,&);cr> entonces (X, &) es un A-espacio.

Cerramos este capitulo con algunos ejemplos de categorias de conexiéon en una ccce tpf

Ejemplo 12.4. Sea K una ccce tpf. Entonces para cualquier clase € no vacia de K-objetos, K es una categoria
de €-conexion en K.

Ejemplo 12.5. Dada una ccce tpf K, denotaremos mediante A7 a la clase de K-objetos cuyo conjunto
subyacente es vacio o unitario; es decir,
AE

m

= {(X,0) € K| :|X| =0 6 |X|=1)

Afirmamos que AL es una categoria de AX-conexiéon en K y que toda categoria de €-conexiéon en K tal que
X estd contenida en €, contiene a AX.

(a) A esuna categoria de Ap.-conexion. En efecto; sean, I una clase, (4; = (X;,&;));; una clase de AZ -objetos
y S =(fi: Xi— X),c; un sumidero cartesiano de funciones. Supongamos que { es una K-estructura para
X tal que S esta propiamente A7 -encadenado respecto de (§i,€);cr- Si X no es vacio ni unitario, sean x y
2’ dos puntos distintos en X; consideremos la funcion,
f: X — {0,1}
T — 0
ye X\{z} — 1
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y sea i la K-estructura indiscreta para {z,z'}. Denotemos, I := ({0,1},7). A partir de ahora llamaremos
a I el K-objeto indiscreto de dos puntos. Resulta entonces que,

f(X,8) — 12
es un K-morfismo. Ademés, observemos que para cada i en I, la composicion,
fofii(Xi,&) — 1o

es un K-morfismo A% -constante. Luego, dado que por hipdtesis S esté propiamente AX -encadenado respecto
de (&, 8),¢p, €l K-morfismo f : (X, &) — Iy es AZ-constante; sin embargo esto no es posible, ya que la funcion
f; X — {0,1} no es vacia ni constante. Se sigue que X es un conjunto vacio, o bien, un conjunto unitario.
Concluimos que (X, §) pertenece a la clase AL.

(a) Si A es una categoria de €-conexion en K y A% C € entonces A% C A. En efecto; Sea Ay una clase vacia

de A-objetos. Entonces, dado un K-objeto (Y,n) en i%, el K-sumidero vacio,

S={fa:A— (Y, n)}Aer

estd €-encadenado, ya que todo K-morfismo de dominio en AL, es AL -constante y consecuentemente,

C-constante. Por tanto, (Y,7) es un A-objeto. Mas atin; observemos que con un argumento analogo al que
acabamos de dar, podemos concluir que € C A.

El siguiente ejemplo de categoria de conexién viene sugerido por el inciso 4 de la proposicién 11.1.

Definicion 12.5. Sean, K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios; definimos la clase,
K (B) := {A € |K|: K (A,B) C G, con Ben B}

A esta clase la llamaremos categoria de conexién constante a la izquierda determinada por B!.
Proposicién 12.1. La clase K (B) de la definicion 12.5 es una categoria de Az, -conexion en K .

Demostracion. Sean, I una clase, (A; = (X;,&;));c; una clase de K(B)-objetos y S = (fi: X = X),c; un
sumidero cartesiano de funciones. Supongamos que ¢ es una K-estructura para X tal que S estd propiamente
Ap.-encadenado respecto de (&;,§);.;- Demostremos que (X, &) es un K (B)-objeto. Sean, pues, B = (Y,n) un
elemento de By f:(X,&) — (Y,n) un K-morfismo. Ya que para cada ¢ en I, la composicion,

fofii(Xiymi) — (Y,n)
es un K-morfismo, y puesto que (X;, ;) es un K (B)-objeto, entonces fo f; : (X;, 7)) — (X, 7) es Aj-constante.

Luego, dado que S est propiamente Aj;-encadenado respecto de (&i,€)icr»> €l K-morfismo,

f(X,8) — (Yin)
es A7 -constante. Se sigue que (X, §) es un K (B)-objeto. O

Ejemplo 12.6. Sea K una ccce tpf. Denotemos mediante Dy al K-objeto cuyo conjunto subyacente es {0.1} y
cuya K-estructura es la discreta. Llamaremos K-objetos conexos a los elementos de la categoria de conexiéon
K({D2}). Si K = Top, entonces K ({ID3}) es precisamente la clase de los espacios topoldogicos conexos (ver el
inciso 3 de la definicion 11.1).

Observacion 12.1. Sean, K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios; consideremos, ademaés,
una clase no vacia € de K-objetos. Entonces, la clase,

K(B) :={A € |K] : todo K-morfismo f: A — Bes € -constante, con B en B}

es una categoria de €-conexién en K y generaliza de manera natural a la categoria de conexién presentada en
la definicion 12.5.

1 Vale la pena preguntarnos qué sucede si la clase B es vacia, o bien, si algtin elemento de B es vacio cuando dicha clase no es
vacia. En el primer caso, para cualquier A € |K]|, la afirmacion:
VB € B,K (A B)Cl x

se verifica; luego, K(B) = K. En el segundo caso, si By € B tiene conjunto subyacente vacio, |Bo| = 0, y A € K(B), entonces,
necesariamente, el conjunto subyacente de A, |A|, ha de ser vacio, o bien, si |A] # 0, K (A4, By) = 0.






Capitulo 13

Categoria de conexién generada y su caracterizacion

Dadas una ccce tpf K y una clase arbitraria B de K-objetos, es posible considerar una nocién de cone-
xidad para la cual cada elemento de la clase B sea conexo en ese sentido. Nos referimos a la categoria de
conexion generada por B. Este capitulo consiste en presentar formalmente dicha categoria y, posteriormente,
caracterizarla.

Proposicion 13.1. Sean, K una ccce tpf, J una clase arbitraria, (A una coleccion de categorias de

j)jeJ
&-conexion en K y € una clase no vacia de K-objetos; denotemos,

A= {A €|K|: A esun A ;-objeto, para toda j € J}

entonces, A es una categoria de &-conexion en K.

Demostracion. Sean, I una clase, (A; = (X,§;));c; una clase de A-objetos y S = (f; : X; — X),.; un sumidero
cartesiano de funciones. Supongamos que £ es una K-estructura para X tal que S esta propiamente €-encadenado
respecto de (§;,§);c;- Entonces (X, ) es un A -objeto para cada j en J; por consiguiente, (X, &) pertenece a
A. O

Observacion 13.1. Si I = (), entonces A = |K].

Corolario y Definiciéon 13.1. Sean, K una ccce tpf, y € una clase no vacia de K-objetos; dada una clase
arbitraria B de K-objetos, existe la categoria de €-conexidn minima que contienen a B; es la categoria de
C-conexion generada por B. La notacion que emplearemos para referirnos a ella es (B).

Ejemplo 13.1. En la ccce Top, la categoria de conexion generada por el espacio topologico vacio (0, {0}), es
precisamente AF°°F.

Resulta que la categoria de €-conexion (BB) es susceptible de ser caracterizada en términos de los elementos
de la clase B. Para lograr dicha caracterizacién, es necesario conocer una propiedad béasica de los sumideros
encadenados.

renewcommandDefinicionDefiniciones

Definicion 13.1. Sean I una clasey S = (f; : X; — X)ZEI un sumidero cartesiano. Supongamos que para cada
i en I existen, una clase, que denotaremos mediante J;, y un sumidero cartesiano indexado por dicha clase,
Si=(fj: X; — Xi)jeJi; entonces,

(a) La composicion de S con la clase (S;),_;, es el sumidero,

el

So(Si)er=(fiofj: Xj — X)ics icr

(b) Diremos que un sumidero cartesiano G se factoriza mediante el sumidero S y una clase (5;) si

G =50(S;)

ieD
iel
A continuacion presentamos algunas propiedades béasicas de los sumideros encadenados.

Proposicién 13.2. Sean, K una ccce tpf, I una clase, C = ((X4,&));c; una clase de K-objetos, S =
(fi : Xi = X);c; un sumidero cartesiano, & una clase no vacia de K-objetos y & una K-estructura para X
tal que para cada i en I,

es un K-morfismo. Entonces, para cualesquiera clase J y sumidero cartesiano S" = (f; : X; — X)jle tenemos
que,

(a) Si 5" esta contenido en S y S’ estd propiamente €-encadenado respecto de (&;,€) entonces S esta

propiamente €-encadenado respecto de (&;,€)

jea
iel”
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(b) Si S esta propiamente €-encadenado respecto de (&;,§);o; v para cada j en J existen clases, que denotaremos
mediante L;, contenidas cada una en I, tales que S se factoriza a través del sumidero S’ y una clase de
sumideros cartesianos,

(85 = (9 Xi = Xp)ie))

entonces S’ esta propiamente €-encadenado respecto de (&;,€)
traria para Xj.

(c) Si como en el inciso anterior S = S’ o (5;)
C-encadenado respecto de (¢;,&;)

jedJ
jeas donde cada ; es una K-estructura arbi-
jer» con S’ €-encadenado respecto de (§j,§)j6J y cada S

;er,» entonces S estd €-encadenado respecto de (&;,§)

iel

Demostracion. (a) Sea f: (X,£) = (Y,n) un K-morfismo y supongamos que, para cada i en I, la composicion,
fofi:(Xi,&)— (Y,n) es €-constante. Entonces, para cada j en J, la composicion f o f; : (X;,€;) — (Y,n) es
¢-constante; y como S’ esta propiamente €-encadenado respecto de (&, E)jeJ’ cocnluimos que f : (X,&) — (Y,7n)
es C-constante. Esto demuestra que S propiamente €-encadenado respecto de (;,€)

(b) Para fijar ideas, digamos que para cada ¢ en I, tenemos que,

ficgi=fi: Xi — X

iel”

Sea f : (X,§) — (Y,n) un K-morfimso y supongamos que para cada j en J, fo f; : (X;,&) — (Y,n) es

¢-constante. Entonces, para cada j en J y para cada ¢ en L;, la composicién,
(fofj)ogi=folfiog)=fofi:(Xi,&) — (Yim)

es C-constante. Y dado que S estd propiamente €-encadenado respecto de (§;,&);;, se sigue que (f,(£,n)) es

¢-constante. Esto demuestra que el sumidero S’ estd propiamente €-encadenado respecto de (&, f)j e

(c) Sea f:(X,&) — (Y,n) un K-morfismo arbitrario tal que para cada i en I, la composicion,
fofii(Xi,&) — (Yin)
es €-constante. Luego, dado j en J arbitrario pero fijo, para cada i en L;, la composicién,
folfjogi)=(folfj)ogi:(Xi&)— (Y.n)
es €-constante; y puesto que S; estd propiamente€-encadenado respecto de (&;,&;)
folfi(X5.6) — (Yin)

es €-constante. Ahora bien, como S’ esta propiamente €-encadenado respecto de (&, )j s> tesulta que (f, (€,71))
es C-constante, que es justo lo que querfamos demostrar. O

ieL el K-morfismo,

Teorema 13.1. Sean, K una ccce tpf y € una clase de K-objetos tal que i% estd contenida en €. Dada una
clase arbitraria B de K-objetos, la categoria de €-conexion (B), consta de todos aquellos K-objetos que son
codominio de sumideros cartesianos €-encadenados cuyo dominio estd contenido en B.

Demostracion. Sea A la clase de todos los K-objetos que son codominio de sumideros propiamente €-encadenados
cuyo dominio esta contenido en B. Si B es una clase vacia, entonces A = ﬁ = (B). Supongamos que B no
es vacfa. Para cada B-objeto (X, €), la clase (1x : X — X) es un sumidero cartesiano que esta propiamente
C-encadenado respecto de (&, ), cuyo dominio ((X,&)) esta contenido en B. Por lo tanto, (X, €) es un A-objeto.
Esto demuestra que B esta contenida A. Observemos, ademas, que debido a la porposicién 13.2; inciso (c),
la clase A satisface la definicién 12.4; o sea que A es una categoria de €-conexién en K. Si B es una cate-
goria de €-conexiéon en K que contiene a B, por la definciéon de A, es inmediato que A esta contenida en B.
Consecuentemente, A = (). O

Observacion 13.2. Sean, K una ccce tpf y B una clase arbitraria de K-objetos. Por el teorema 13.1, la ca-
tegoria de Aig—conexién (B) consta de todos aquellos K-objetos que son codominio de sumideros cartesianos
AE-_encadenados cuyo dominio esté contenido en B. Desde luego, todo sumidero A%—enc:audenado7 es un sumidero
AS¢tencadenado (ver la proposicién 11.10). Luego, en conformidad con la proposicién 11.12, si (X, €) es un
(B)-objeto de conjunto subyacente no vacio ni unitario y C = ((X4,&;));c; v S = (fi : Xi — X),; son, respecti-
entonces X = _glfi (X);

vamente, una clase de B-objetos y un sumidero .Aig—encadenado respecto de (£;,€),¢;,
ademas, recordemos que la familia C" = {f; (X;)},.; / {0} es una familia encadenada en X (ver corolario 11.2).

Parafraseando lo anterior, podemos decir que los objetos de la categoria de .A%—conexi(’)n (B) son precisamente

los elementos de A%, junto con todos aquellos K-objetos que poseen una cubierta encadenada cuyos elementos
son imagenes, bajo K-morfismos, de elementos de B.
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Notacion. Sea K una ccce tpf. Si S es un sumidero cartesiano propiamente Am-encadenado, entonces diremos

simplemente que S esta encadenado. Asi mismo, a toda categoria de An,-conexiéon en K, la llamaremos categoria
de conexion.

Terminamos este capitulo con un resultado que nos dicen como se comportan las categorias de conexion respecto
a los productos finitos.

Proposicion 13.3. Sean, K una ccce tpf y A una categoria de conexion arbitraria. Entonces, el producto de
cualesquiera dos A-objetos, es un A-objeto.

Demostracion. Sean A = (X,€§) y B = (Y,n) dos A-objetos arbitrarios no vacios (X y Y no vacios); deseamos
probar que A x B es un A-objeto. Sea B := {A, B} y consideremos la categoria de conexion (B). Es claro que
(B) esta contenida en A. Denotemos,

Co={X x{b}:beV} J{{a} xY:ae X}

Entonces C es una familia encadenada en el producto cartesiano X x Y. En efecto; sean C y Co dos elementos
cualesquiera de C; si,

CliXX{b} y CQZ{G}XY
entonces {C1,C>} es una cadena de elementos de C, ya que, C1 N Cy = {(a,b)}. Ahora bien, si,
C]ZXX{bl} y CQZXX{bQ}

entonces fijamos a en X y hacemos C] := C1, C} := {a} x Y y Cf := Cy, entonces {C7, C4,CL} es una cadena
de elementos de C que enlaza a C7 con Cs. Similarmente ocurre si se toman,

C’lz{al}xY y OQZ{QZ}XY
Observemos también que C es una cubierta para X x Y, ya que si (a,b) es un elemento de X x Y, entonces,

(a,b) € {a} ngagX{a} xY

Siguiendo con la demostracién, para cada a en X y para cada b en Y, definamos las funciones,

hx: X — X x{b} hy: Y — {a} xY
v @)Y y — (o)

y sean &, y & las unicas K-estructuras para los conjuntos {a} y {b}, respectivamente. Denotemos,

Ao = ({a},&) v Byi=({b},&)

Ahora sean A x A, el K-producto de la familia {A, A,} y B x By el K-producto de la familia {B, By }; entonces
tenemos configurados dos K-isomorfismos, a saber,

ha : A — AXBb hg: B — AaXB
vo— (z,b) 7 y —  (ay)

entonces, el K-objeto A X B posee una cubierta encadenada cuyos miembros son iméagenes, bajo K-morfismos,
de elementos de B. De la observacion 13.2 se sigue que A x B es un A-objeto, que es justo lo que deseabamos
demostrar. O

Corolario y Definicion 13.2. Sean, K una ccce tpf y A una categoria de conexion arbitraria. Entonces, el
producto finito de A-objetos, es un A-objeto.






Capitulo 14

Algunas Categorias de Conexién en Top

Iniciamos este capitulo con una caracterizacion de las categorias de conexién en una ccce tpf; acto seguido,
introducimos algunos ejemplos de categorias de conexién en Top; posteriormente, presentamos una generalizacién
de los conceptos de componente conexa y componente por trayectorias de los cursos basicos de topologia.
Ademés, exponemos un resultado que demuestra que en la ccce Top, para cualquier constante a la izquierda
K (B), el producto arbitrario de espacios topologicos K (BB)-conexos, es K (B)-conexo. Para finalizar, describimos
de manera muy elemental una jerarquia inducida por la contenciéon entre dichas categorias de conexion.

Teorema 14.1. Sean, K una ccce tpf y A una clase de K-objetos. Entonces, A es una categoria de conexion
en K si, y sdlo si, satisface,

1. S (X,€) es un A-objeto y f : (X,€) — (Y,n) es un K-morfismo con funcidn subyacente suprayectiva,
entonces (Y,n) es un A-objeto.

2. La clase ,47% estd contenida en A.

3. Sean, J una clase y C := (A; = (Y},1;));c; una coleccion de A-objetos. Dado un K-objeto (X,§), si C' =
(Yj)jEJ es una familia encadenada de subconjuntos de X y n es la K-estructura inicial para Y := jLeJJYj
respecto de (1,€), entonces (Y, n) es un A-objeto.

Demostracion. = | Supongamos que A es una categoria de conexion en K.

1. Sean, (X,¢£) un A-objetoy f: (X,£) — (Y,n) un K-morfismo cuya funcion subyacente es suprayectiva.

Demostraremos que el sumidero cartesiano S := {f : X — Y’} esta propiamente encadenado respecto de (7, ).

Si Y = (!, entonces todo K-morfismo,

oy : (0,m) — (W, p)

es Aig—constante. Si Y # 0, entonces, por la suprayectividad de f : X — Y, el conjunto X no es vacio. Sea
g: (Yin) = (W,p) un K-morfismo tal que go f : (X,€) — (W,p) es Ab-constante; entonces la funcién
go f: X — W es constante, y puesto que f : X — Y es suprayectiva, g : Y — W es constante; de donde,
g:(Y,n) = (W,p) es AE _constante. Se sigue que S esté propiamente encadenado respecto de (1, ). Puesto que
A es una categoria de conexion en K, (Y, n) es un A-objeto.

2. Se sigue del ejemplo 12.5.

3. Sean, J una clase y C := (A; = (Y},7;)),c, una coleccion de A-objetos. Dado un K-objeto (X,§),
supongamos que C’ := (YJ)J s s una familia encadenada de subconjuntos de X y que n es la K-estructura
inicial para Y := ngYj respecto de (,&); debemos demostrar que (Y,7n) es un A-objeto. Consideremos el

sumidero cartesiano,

Si=(:Y;=Y),,
En conformidad con la proposicion 9.2, cada A; en C es un subobjeto de (Y, 7). A continuacién demostraremos
que S esta propiamente encadenado respecto de (nj,n)jej. Sean, (Z,v) un K-objeto f : (Y,n) — (Z,7) un
K-morfismo. Si J es una clase vacia, entonces Y es vacioy f : Y — Z es la funcién vacia de codominio
Z; luego, (f,(n,v)) es .Aig-constante. Similarmente, si J no es vacia pero cada Y; vacio, entonces (f, (n,7)) es
i%—constante. En este caso, S esta propiamente encadenado. Supongamos, pues, que J no es vacia y que ningin
Y; es vacio?. Veamos que también en este caso el sumidero S estd propiamente encadenado. Supongamos que
paracada jenJ, for; 1 Aj = (Z,7m) es Aig—constante. Dado que el conjunto Y no es vacio, la funcién f : Y — Z
no es vacia. Se sigue que ninguna funcién fo¢; : Y; — Z es vacia. En consecuencia, cada fov; : Y; — Z constante.
Maés atin, todas las funciones f o¢; tienen el mismo valor, pues C’ est4 encadenada. Estos argumentos implican

1 Puesto que la funcién vacia @ : ) — @ es suprayectiva, es necesario considerar el caso Y = ().
2 Puesto que C’ es una familia encadenada en X, tenemos sélo dos posibilidades: todos los Y} son vacios, o bien, ningtn Y} es
vacio.
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que f:Y — Z es una funcion constante, luego, (f, (n,7)) es ﬁ—constante. Concluimos que S esta propiamente
encadenado respecto de (1;,7),c ;-

< | Reciprocamente; supongamos que A es una clase de K-objetos que satisface las condiciones 1, 2 y 3.
Sean, I una clase, (A; = (Xy,&;));c; una clase de A-objetos y S = (fi : X; = X),; un sumidero cartesiano
de funciones. Supongamos que ¢ es una K-estructura para X tal que S estd propiamente encadenado respecto
de (£,€);c;- Probemos que (X&) es un A-objeto. Si (X,&) es un Aig—objeto, por el punto 2, (X,&) es un
A-objeto. Supongamos entonces que el conjunto X tiene al menos dos puntos. Si el conjunto Y := igl fi (X;) es

vacio, entonces el K-morfismo identidad 1(x ¢ satisface la hipotesis del inciso 2 de la definicién 12.2, pero no es

A%—constante. Dado que esto va en contra de la hipotesis consistente en que S esté propiamente encadenado,
se sigue que Y no es vacfo. Ahora bien, si X /Y no es vacio, sea entonces p : (X,§) — (Z,n) la identificacion
cuyas fibras son precisamente los conjuntos X Y y Y. Asi, para cada ien I,

po fi: (X, &) — (Z,n)

es un K-morfismo A%—Constante. Sin embargo, (p, (£,7)) no es Aig—constante. Dado que esto no es posible, es
necesario concluir que X =Y. Desde luego, la K-estructura inicial para X respecto de (1x,¢&) es &; luego, por
la condicion 3, (X, &) es un A-objeto. O

Notacion. Si A es una categoria de €-conexién en una ccce tpf K, de aqui en adelante serda usual nombrar a
los objetos de A como A-conexos.

Proposicion 14.1. Denotemos mediante C' a la categoria de conexion de todos los espacios topoldgicos conexos;
si A es una categoria de conexion de Top , entonces A es Top, o bien, A estd contenida en C.

Demostracion. Sea A una categoria de conexiéon con un espacio (X, 7) que tiene una division no trivial [U, V].
Sea (Y, o) un espacio topolégico arbitrario. Si Y es vacio o unitario, entonces Y es A-conexo. Si Y tiene al menos
dos puntos distintos, sea a un punto fijo de Y; luego, para cada b en Y distinto de a, la funcion f;, : (X, 7) — (Y, 0)
tal que,

fU)=a y f(V)=b

es continua. En consecuencia, la familia {f; (X)},c5, donde B := Y\ {a}, es una cubierta encadenada de

subconjuntos de Y (es decir, ¥ = bUbe (X)); ademas, por el inciso 1 del teorema 14.1, {(f (X), 0 |, (x)) }beB
€

es una familia de A-conexos. Por el inciso 3 del mismo teorema, se sigue que (Y, o) es A-conexo. Concluimos la

igualdad A = Top. O

Corolario y Definicion 14.1. Consideremos al espacio topoldgico discreto de dos puntos, Dy. Entonces,
Top = ({D2}).
Proposicion 14.2. Sea I := ({0,1},{{0,1},0}) el espacio topoldgico indiscreto de dos puntos; entonces,

(a) ({I2}) es la categoria de conexion de todos los espacios topoldgicos indiscretos.
() ({0}) C ({Ia}) y toda categoria distinta de ({0}) contiene a ({I2}).

Demostracion. (a) Sea (X, ) un espacio topologico que pertenece a ({I2}); si X es vacio o unitario, el espacio
(X, 7) es claramente indiscreto. Supongamos que X no es vacio ni unitario; entonces X posee una cubierta
encadenada C cuyos elementos son imagenes continuas de Iy. Desde luego, cada imagen continua de Iy conforma
un subespacio indiscreto de (X, 7). Supongamos que existe un abierto no vacio U en (X, 7) distinto de X;
entonces debe haber dos puntos = y 2’ en X tales que,

relU y 2 eX\U
Por lo tanto, también existen C'y C’ en C tales que,
reC y el

y una cadena {Y;}.—, de elementos de C cuyos primer y tltimo eslabones son C'y C’, respectivamente. Dado que
cada (Y;, 7 |y;) es un subespacio indiscreto de (X, 7), notemos que si la interseccion Y; NU no es vacia, entonces
Y; esta totalmente contendio en U. Puesto que {Yi}?:l es una cadena, se sigue que cada Y; estd contenido en
U. Pero entonces x es un elemento de U. Como esto tltimo es falso, concluimos que U no existe. Colegimos
que (X, 7) es indiscreto. Ahora supongamos que (X, 7) es un espacio indiscreto con mas de un punto. Sea xg
un punto fijo en X. Para cada x en X\ {z0}, el espacio topologico cuyo conjunto subyacente es Y, = {zg,x} es



87

un espacio homemomorfo a Ip. Desde luego, la familia F = {(Yz, 7 |v,)},ex / (4,} € una cubierta encadenada
de (X, 7). Por la observacion 13.2 (o por la condicion 3 del teorema 14.1), el espacio (X, 7) pertenece a ({I2}).

(b) Se tiene que ({#}) esta contenida propiamente en ({Is}), porque ({#}) es la minima categoria de conexion
(ver ejemplo 13.1), y porque, siendo Iy un elemento de ({I3}), I no esta ({0}), pues Iy es el indiscreto de dos
puntos. Supongamos ahora que A es cualquier categoria de conexion que contiene propiamente a ({(}); entonces
la diferencia A\ ({#}) no es vacia. Sea (X, 7) un elemento de A\ ({#}); entonces X tiene méas de un punto; por
lo tanto, existe una funciéon f : (X,7) — I» continua y suprayectiva. Por lo tanto, I es A-conexo (condicion 1
del teorema 14.1). Concluimos que ({I»}) esta contenida en A. O

Las categorfas de conexion ({0}) y ({I2}) son comunmente llamadas categorias de conexién triviales. Esto se
debe, quizas, a que los espacios vacios, singulares e indiscretos presentan los casos mas elementales del concepto
de conexidad (AZX°P-conexidad) en Top. Por otro lado, aunque en estrecha relacién con lo que acabamos de
comentar, si consideramos un espacio topologico (X, 7) y suponemos que x y 2’ son dos puntos distintos de
X, recordemos que dichos puntos estaran conectados en (X, ), si existe un subespacio conexo (Y, 7 |y) tal
que z y a’ pertenecen a Y. El menor subespacio conexo no trivial de (X, 7) que contiene al conjunto {z,z'}
es precisamente el espacio ({z,z'},{{z,z'},{z},0}), o bien, ({z,z'},{{z,z'},{z'},0}). Las topologias de
los espacios anteriores son llamadas, indistintamente, topologias de Sierpinski para el conjunto {z,z’}. En
general, llamaremos al espacio S := ({0,1},{{0,1},{0},0}) el espacio de Sierpinski. Un hecho interesante
surge aqui: la categoria de conexion ({S}) hereda la no trivial minimalidad de su generador, quedando asi entre
las categorfas de conexién como la mas pequena no trivial. Lo anteriormente dicho quedara precisado a través
de la siguiente proposicion.

Proposicion 14.3. Sea S el espacio de Sierpinski; entonces,

(a) La categoria de conexion ({I3}) estd contenida propiamente en ({S}) y toda categoria de conexion que
contenga propiamente a ({I2}) contiene a ({S}).

(b) Los miembros de ({S}) de nimero cardinal mayor que 1 son los espacios topoldgicos que poseen una cubierta
encadenada cuyos elementos son homeomorfos a Iy ¢ a S.

Demostracion. (a) La funcion f : S — I definida como f (a) = 2y f (b) = y es continua. Por la observacion 13.2,
el espacio indiscreto pertenece a ({S}); luego, ({I2}) esta contenida propiamente en ({S}) (S no es indiscreto).
Por otra parte, si A es cualquier categoria de conexion que contiene propiamente a ({Is}), entonces existen
(X,7) en A/ ({I}) y un abierto U en (X, 7) no vacio y contenido propiamente en X. Sea f : (X,7) — S tal
que f(U)={0}y f(X —U) = {1}. Entonces la funcién f es continua. Por la condicién 1 del teorema 14.1, S
es un A-objeto. Se sigue que ({S}) esta contenida en A.

(b) Sea (X, 7) un miembro de ({S}) con cardinalidad mayor que 1. Si cada punto de X es un abierto segin
T, entonces, ({S}) = Top (ver la demostracion de la proposicion 14.1), lo que no es el caso (el discreto de
dos puntos, Dy, no pertenece a ({S})). Por lo tanto, existe xg en X tal que {zo} no es abierto segun 7. Asi
pues, para cada z en X\ {zo}, el espacio topologico cuyo conjunto subyacente es A, = {xg,z} es un espacio
homemomorfo a I 0 a S. Claro esta, la familia 7 = {(As,74,)},c x4, €S una cubierta encadenada de (X, 7).
En conformidad con la condicién 3 del teorema 14.1 y con el inciso anterior, todo espacio topoldgico que posee
una cubierta encadenada cuyos elementos son homeomorfos a Iz o a S, pertenece a ({S}). O

Siguiendo con la comparacion entre categorias de conexion en Top, resulta que la categoria de conexion ({S})
esta contenida en la constante a la izquierda K (T7). Antes de presentar formalmente este resultado, damos una
pequena observacion relacionada con las categorias de conexién constantes a la izquierda.

Observacion 14.1. Sean By B’ dos clases no vacias de espacios topologicos no vacios. Si B esta contenida en
B’, entonces K (B’) esta contenida en K (B).

Proposicion 14.4. K(T1) es la minima categoria constante a la izquierda que contiene a ({S}).

Demostracion. Sean (Y, o) un espacio T1 y f : S — (Y, 0) una funcién continua. Si sucede que f (0) # f (1),
entonces existe un abierto U en o tal que,

fO)¢v y f()eU

Como f es continua, el conjunto {1} = f~! (U) es abierto en S, lo que no es el caso. Por tanto, f es constante.
Se sigue que ({S}) esta contenida en K (T7).

Sea K (B) una categoria constante a la izquierda tal que ({S}) esta contenida en K (B). Afirmamos que todo
objeto de B es Ty . En efecto, si (X, ) pertenece a B, pero (X, 7) no es un espacio T, entonces, existen x1, xo
en X tales que al conjunto {x1,z2} solo se le puede asociar la topologia indiscreta o la de Sierpinski, visto como
subespacio de X. Entonces, hay una funciéon continua, pero no constante, del espacio S en (X, 7), lo que no es
posible. Por la observacion 14.1, K (T}) esta contenida en K (B). O
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Definiciones 14.1. Sea K una ccce tpf.

1. Diremos que una clase de K-objetos A es invariante bajo K-morfismos suprayectivos, si A satisface
lo siguiente:
Si (X,€) es un A-objeto y f : (X,£) — (Y,n) es un K-morfismo con funciéon subyacente suprayectiva,
entonces (Y,7) es un A-objeto.

2. Diremos que una clase de K-objetos A es de componentes, si satisface lo siguiente:
Para cualesquiera clase J, coleccién de A-objetos C := (4; = (Y, 1)), v K-objeto (X,&); si C" := (Y]),;
es una familia de subconjuntos de X tal que _ﬁJYj # ( y y n es la K-estructura inicial para Y := ‘UJYj

JE Jj€

respecto de (¢, ), entonces (Y, 7n) es un A-objeto.

3. Diremos que una clase de K-objetos A es una categoria conectiva, si A satisface los dos puntos anteriores.

Ejemplo 14.1. En la ccce Bra, la clase,
A, = {(X,€) € [ral : [X| = 1y a # 0}

es una categoria conectiva mas no de conexioén.

De la topologia de los conjuntos sabemos que dado un espacio topologico (X, 7), existe una manera de dividirlo
en varios trozos que son conexos. Este proceso se logra a través de las componentes conexas de (X, 7). A
continuacion ofrecemos una generalizacion del concepto de componente conexa.

Definiciéon 14.2. Sean, K una ccce tpf, A una categoria de conexion, (X,¢) un K-objeto no vacio y x un
elemento de X; entonces la A-componente de z en (X&) es el K-objeto (C’A (z),¢ |CA(m)), donde,

Ca (z):= U {AC X :(A4,¢|a) es un subobjeto A-conexo de (X,€) yx € A}

Y £ca(x) s la K-estructura inicial de Ca () respecto a (1,§) (¢ es la inclusion de Ca (x) en X).

Observacion 14.2. El K-objeto (CA (x),¢ |Cé(x)) es el subobjeto méaximo A-conexo de (X, &) que tiene como
uno de sus elementos a .

Resulta que las A-componentes de un objeto (X, ) conforman una particion del conjunto X.

Proposicion 14.5. Dados una categoria concreta topoldgica K y un K-objeto (X,€), las A-componentes de
(X, &) conforman una particion del conjunto X .

Demostracion.

(a) Para cada x en X, Ca (x) # 0, pues {z} es A-conexo.

(b) Para cualesquiera z,y en X, si Ca (z) NCa (y) # 0, entonces Ca (z) = Ca (y). Efectivamente, pues si z
pertenece a Ca (z) N Ca (y), entonces Ca () UCa (y) es el conjunto subyacente de un subobjeto A-conexo de
(X, &) que tiene como elementos a x y a y. Luego, de acuerdo a la Observacion 14.2,

Ca (y) € Ca(x)UCA(y) € Ca (x)

En consecuencia, Cya (y) = Ca ().
(¢) Es claro que X = U Ca () O
zeX T
Tenemos las siguientes observaciones.

Observaciones 14.3. Sean, K una ccce tpf, A una categoria de conexion, (X, ) un K-objeto. Entonces,

(1) La relacion de equivalencia inducida por la particion dada en la proposicion 14.5 puede ser expresada
del siguiente modo:

Dado el K-objeto (X,€) y dos puntos cualesquiera z,z’ de X, diremos que x y =’ estdn relacionados (
A-conectados) si existe un K-subobjeto (Y, € |y) de (X,€) tal que x y x’ pertenecen a Y.

(2) Cada subobjeto A-conexo de (X,&) intersecta solo a una A-componente de (X,&). De hecho, cada
subobjeto A-conexo de (X&) esta contenido en alguna A-componente de (X, ).

(3) El objeto (X, &) es A-conexo si, y solo si, (X, ) tiene una tGnica A-componente.

Los siguientes resultados generalizan algunas propiedades bien conocidas de la conexidad usual (de la cate-
goria de conexion K ({Dy})).
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Proposicion 14.6. Sea B una clase no vacia de espacios topoldgicos no vacios Ty, y sea A = (X,7) un
espacio topoldgico cualquiera. Si'Y es un subespacio denso en A tal que Y, con la topologia heredada de A, es
K (B)-conexo, entonces A es K (B)-conexo.

Demostracion. Sea f : A — B cualquier funcion continua, donde B = (Z, o) pertenece a B. Sea 7 |y la topologia
para Y heredada de A y denotemos C := (Y, 7 |y). Entonces la composicion f oty : C — B es continua y, por
tanto, constante, pues C es K (B)-conexo. Sea by el valor de f oty y supongamos que para algin punto = en
X, f(x) = by, con by # by. Dado que en todo espacio T; cada punto es cerrado, tenemos que Z, {by} es una
vecindad abierta para by; en consecuencia, f~!(Z, {bp}) es una vecindad abierta para x. Ahora bien, dado
que Y es denso en A, de lo anterior se sigue necesariamente que el conjunto Y N f=1(Z, {bo}) es no vacio, lo
que no es el caso. Consecuentemente, la funcion f : A — B es constante. Se sigue que A es K (B)-conexo. [

Corolario y Definicion 14.2. Sea B una clase no vacia de espacios topoldgicos no vacios Ty, y sea A = (X’l)
un espacio topoldgico cualquiera. Si'Y, con la topologia heredada de A, es K (B)-conexo y, ademéas, Y C D CY,
entonces D, con la topologia heredada de A, es K (B)-conexo.

Demostracion. Sea T |p la topologia para D heredada de A. Denotemos mediante ?D a la cerradura de Y en
(D, 7p). Entonces, Y’ =vnD= D; luego, por la proposicion 14.6, (D, 7 |p) es K (B)-conexo. O

Corolario y Definicién 14.3. Sea B una clase no vacia de espacios topoldgicos no vacios T1. En cualquier
espacio topoldgico A = (X, 7) las K (B)-componentes son cerradas.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 14.6 y de la observacion 14.2. O

Proposicion 14.7. Sean, B una clase no vacia de espacios topoldgicos no vacios, I un conjunto no vacio,
{Ai}ier = {(Xi,7i)}iep una familia indexada de espacios topoldgicos no vacios y A = (HXi,T) el producto

i€l
topoldgico de dicha familia. Son equivalentes,

1. Para cada i en I, el espacio (X;, 7;) es K (B)-conexo.

2. El espacio topologico (HXi,T> es K (B)-conexo.

i€l

Demostracion. 1 = 2| En primer lugar, supongamos que la clase B tiene entre sus elementos algin espacio que
no es 71, es decir, supongamos que la clase B,/T} es no vacia. Sea (Y, o) un elemento de B,/T;. Entonces existen
dos puntos distintos y,y’ en Y tales que para cualquier abierto U de (Y, o) se satisface la siguiente disyuncion,

(yeU=y' €lU) o (Y eU=yel)
De aqui se desprende que la funcion definida mediante,

f: {0,1} — Y
0 — Y
1 — oy

induce una funcion continua del espacio S en el espacio (Y, o). Dado que dicha funciéon no es constante, se sigue
que el espacio S no es K (B)-conexo. Este argumento, junto con la primera parte del ejemplo 12.5, el inciso (b)
de la proposicién 14.2 y el inciso (a) de la proposicién 14.3, implican que K (B) = ({0}) o K(B) = ({Iz}). Para
el primer caso tenemos que A es ({(}})-conexo, y para el segundo caso tenemos que A es ({I5})-conexo.

Ahora supongamos que todos los elementos de B son 7. Sea, pues, x un punto fijo pero arbitrario de []Xj.
i€l
En relacion al conjunto I, definimos el siguiente conjunto,

Fin(I):={K CI: K es finito}

Para cada K en Fin (I), definimos un conjunto,

Xg = {yGHXi :pi (y) = pi (%) paratodoiEI/K}
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y mediante 7k denotamos a la topologia de subespacio de Xk en A, asimismo, mediante 77 denotamos a la
topologia producto para la familia {(X;, 7;)},c - A continuacion, consideramos la funcion,

FKS (XK,TK) — (HXZ,T}()
ieK

y — Yy’

donde, para cada i en K, p; (y*) = p; (v). No es dificil comprobar que la funcion Fx es un homeomorfismo. De
acuerdo al inciso 1 del teorema 14.1 y al corolario 13.2, los espacios (Xk, 7x) son K (B)-conexos. Denotemos,

Ty 1= U Xy
KegFin(I)

Dado que x es un elemento comtn a los conjuntos X, entonces, si 7’ es la topologia para Z, heredada de
A, por el inciso 3 del 14.1, el espacio (Zx,7’) es K (B)-conexo. Lo que a continuaciéon haremos sera probar la

igualdad Zyx = []X; (es decir, que el conjunto Zy es denso en A), pues de ser cierta, se sigue inmediatamente de
i€l
ella, que el espacio A es K (B)-conexo (proposicion 14.6) , y esto es precisamente lo que deseamos demostrar.
Sean, y un punto arbitrario de [[X; y U = [[U; un abierto basico en A tal que y pertenece a U. Entonces

i€l i€l
existe un subconjunto finito de I, digamos K, tal que U; = X, si i no pertenece a K. Veamos que la interseccion

U N Zx es no vacia. Si K es vacio, entonces U = [[X;. Supongamos que K es no vacio. Sea w un punto en
i€l
[1X: tal que p; (w) = p; (y) parai en K y p; (w) = p; (x) parai en I /K. Es claro que w pertenece al conjunto
i€l
U N Xk. Consecuentemente, el conjunto U N Zx es no vacio. Concluimos que <HX7;,T> es K (B)-conexo.
i€l

2= 1] Como K (B) es de conexion y cada proyeccion natural es continua y suprayectiva, por el inciso 1 del

teorema 14.1, cada espacio (X;,7;) es K (B)-conexo, como se quiere probar. O

En este punto es natural preguntarnos si toda categoria de conexién serd una constante a la izquierda. Esto
resulta no ser cierto y la clase de los espacios topologicos cpt es un ejemplo de este fenémeno. Formalmente
tenemos el siguiente resultado.

Afirmacion (*). La categoria de conexion de los espacios topoldgicos cpt no es una categoria de conexion
constante a la izquierda.

Antes de verificar esta afirmacion, presentamos a la categoria de conexiéon de los espacios topologicos cpt
en términos de uno de sus generadores. Inmediatamente después demostramos que dicha categoria de conexion
esta contenida propiamente en la categoria C. Y es en el proceso de la demostracion de esta contencién propia
que encontramos la clave para verificar la afirmacion (*).

Proposicion 14.8. Sea I el intervalo cerrado [0,1] con la topologia heredada de los nimeros reales. Entonces
la categoria de conexion ({I}) (en Top) es precisamente la categoria de conexion de los espacios topoldgicos cpt.

Demostracion. En virtud de los teoremas 11.1 y 13.1, cada espacio ({I})-conexo es cpt, pues I es cpt. Recipro-
camente, si A = (X, 7) es un espacio topologico cpt y xo es un punto cualquiera de X, sea, para cada z en X,
fz I — A una trayectoria en A de origen x( y extremo z. Entonces la familia,

S={fs:I—>A:zeX}

es un sumidero encadenado de codominio A y cuyo dominio estd4 contenido en {I}. Por tanto, en virtud del
teorema 11.1, A es ({I})-conexo. O

Proposicion 14.9. La categoria de conexion ({I}) estd contenida propiamente en la categoria de conexion C.

Demostracion. Como ya sabemos, I es conexo; por tanto, ({I}) esta contenida en C. Para probar la contencion
propia, exhibimos un espacio topolégico conexo que no es cpt. Sea T el siguiente subconjunto del plano R2,

T :={(z,sen (Yz)) |0 < x <1}

Observemos que T es la imagen del conjunto conexo (0,1] bajo una funciéon continua. Por lo tanto, T', con la
topologia heredada de R?, es conexo. Recordemos que C = K ({Dy}) (ejemplo 12.6); luego, por el corolario
14.2, T, también con la topologia heredada de R?, es conexo (T es la unién de T con el intervalo vertical
{(0,t) | t € [-1,1]}). Sin embargo, puede demostrarse que T no es cpt. O
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Observacion 14.4. Puesto que (0,1] es cpt, resulta que T es cpt. El hecho de que T no sea cpt, implica que
({I}) no es una constante a la izquierda. Efectivamente, para cualqier clase no vacia B de espacios topologicos
no vacfos, si B,/T no es una clase vacia, entonces, como ya sabemos, K (B) = ({}) o K(B) = ({I2}). Y si todos
los elementos de B son Ty, entonces, del corolario 14.2, se sigue que ({I}) no es una constante a la izquierda (lo
contrario implicaria que T es cpt, lo que no es el caso).

Presentamos a continuacién un resumen de los resultados de conexidad que acabamos de obtener en referencia
a la contencion. Cabe senalar que, en cierto modo, tenemos configurada una jerarquia elemental entre las
categorias de conexion arriba prsentadas.
Notacion. Si A y B son categorias de conexién en Top, la notacion A C B indicard que A estd contenida
propiamente en B, y que no hay una categoria de conexion A* en Top tal que A* contenga propiamente a A y
que a su vez, A* esté contenida propiamente en B.

Hasta el momento hemos demostrado las siguientes contenciones propias,

{0h) c ({}) = ({Sh cK(M) vy ({1} cCc {D:})

Resulta que esta cadena de contenciones puede ampliarse; sin embargo, para tal efecto, es necesario desarrollar
con mucha mayor profundidad nuestra teoria de la conexidad, cosa que no haremos en este trabajo.






Capitulo 15

Espacios topologicos localmente A-conexos

A continuacion generalizamos los conceptos de conexidad local y conexidad por trayectorias local. Comen-
zamos recordando los conceptos de espacio topologico localmente conexo y localmente conexo por trayectorias.

Definicion 15.1. Un espacio topologico (X, 7) es localmente conexo en x en X si x posee una base local de
conexos. Diremos que (X, 7) es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.

Definicién 15.2. Decimos que un espacio topologico (X, 7) es localmente cpt si, para cada z en X, existe una
base local en x cuyos elementos son cpt.

Definiciéon 15.3. Sea A una categoria de conexion arbitraria. Un espacio topologico (X, 7) es localmente
A-conexo si cada uno de sus puntos posee una base local cuyos elementos pertenecen a A.

Con este nuevo concepto a la mano, presentamos tres resultados, de los cuales, el tercero, nos revela una
interesante propiedad de la A-conexidad local.

Proposicion 15.1. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, son equivalentes:

(a) (X,7) es localmente A-conexo.
(b) Las A-componentes de los subespacios abiertos de (X, 7) son abiertas.
(c) La topologia 7 posee una base cuyos elementos son A-conexos.

Demostracion. (a) = (b) | Sean, A en 7y a en A, arbitrarios. Denotemos con C4 (a) a la A-componente de a
en (A,7]4) (Ca (a) es el maximo subespacio A-conexo de (4,7 |4) que tiene como elemento a a). Dado = en
Ca (a), por (a) y puesto que z pertenece a A, existe una vecindad N de = que es A-conexa y que esta contenida
en A. Puesto que C4 (z) es el maximo subespacio A-conexo contenido en A, se tiene que N C Cy (). Pero,

xE€NCCs(x)NNCCysla)
Por lo tanto,
N CCala)=Cx(x)

Esto significa que Cy (a) es abierto.
() = (¢) ] Sea,

Bx ={Ca(a): AT y ac A}

la familia de las A-componentes de los abiertos en (X, 7). Por (b), Bx es un subconjunto de 7; ademas, obsérvese
que todo abierto A de 7 es partido por las A-componentes C4 (a), con a en A. Esto implica que Sx es una base
de 7 cuyos miembros son A-conexos.

(¢) = (a) | Sea B un subconjunto de 7. Si 8 es una base de subespacios A-conexos, es facil ver que, para
cada x en X,

B.={Be€p:xe€ B}

es una base local de vecindandes A-conexas. Por lo tanto, el espacio topologico (X, 7) es localmente A-conexo.
O

Proposicion 15.2. Si A es una categoria de conexion y f : (X,7) = (Y,0) es una funcion continua y y
pertenece a f (X), entonces f~! (Ca (y)) es union de A-componentes de (X,T).

Demostracion. Puesto que y esta en f(X), f~! (Ca (y)) no es vacio. Si & pertenece a f~* (Ca (y)), entonces,

f(Ca(x))NCaly) #0



94 Capitulo 15. Espacios topoldgicos localmente A-conexos

Pero f (C’A (x)) es A-conexo; en consecuencia también f (C’A (:c)) U Ca (y) es A-conexo y, ademaés, tiene a y.
Esto, y el hecho de ser Cy (y) el maximo subespacio A-conexo de (Y, o) que tiene como elemento a y, implica
que,

Por lo tanto,

Pero esto ocurre para toda x en f~! (C’A (y)) Debido a esto, se tiene que,

U  Ca@cr ' (Caly)

zef ' (Cay))

Finalmente, si = estd en f~! (CA (y)), es claro que entonces = esté en

U CA (.23)

zef~'(Ca))

Por lo tanto,

71 (Caly) = Ca (z)

zef~'(Caly))

El lema queda demostrado. O

Proposicion 15.3. Sea A una categoria de conexion en Top. Entonces existe un espacio topoldgico (X, p) tal
que se satisfacen las siguientes condiciones,

1. 1x:(X,p) — (X, 7) es una funcién continua.
2. (X, p) es localmente A-conexo.
3. Sif:(Y,0) = (X,7) es continua y (Y, o) es localmente A-conexo, entonces f : (Y,0) — (X, p) es continua.

Demostracion. 1. Sean, (X, 7) un espacio topologico arbitrario y p la topologia para X cuya base consta de las
A-componentes de los abiertos de (X, 7). Sea A un abierto de (X, 7), entonces, dado que A es union de sus
A-componentes, se sigue que A es un abierto de (X, p). Esto implica que 1x : (X, p) — (X, 7) es continua.

2. Por el inciso (c¢) de la proposicion 15.1, el espacio (X, p) es localmente A-conexo.

3. Sea f : (Y,0) = (X,7) cualquier funcion continua en la que (Y, o) es localmente A-conexo; hay que
demostrar que f : (Y,0) — (X, p) es continua. Sea B un abierto basico de p; entonces, B es una A-componente
de una abierto A de (X, 7). Puesto que f : (Y,0) — (X, 7) es continua, f~!(A) es abierto en (Y, o). Al tener
(Y,0) la propiedad Pa, , las A-componentes de f~! (A) son abiertas en (Y,0). Se sabe, por el lema anterior,
que f~1(B) es unién de A-componentes de f~! (A), pues f~! (B) est4 contenido en f~! (A). Por lo que f~! (B)
es abierto y, por lo tanto, f : (Y,0) = (X, p) es continua.

(X, p) = (X,7)

N A

(W,w)




Capitulo 16

Objetos totalmente A-inconexos

Presentamos a continuacién un breve estudio de la generalizacién del concepto de disconexidad total en
los espacios topologicos a una ccce tpf. Con este capitulo damos un primer paso hacia la presentacién, muy
breve en este trabajo, de las categorias reflexivas, partiendo de la relaciéon que guardan con nuestra teoria de la
conexidad.

Comenzamos recordando el concepto de disconexidad total en la ccce Top.

Definicion 16.1. Un espacio topologico A = (X, 7) es totalmente disconexo si, para cada x que pertenece
a X, la componente C-conexa (mas comun: componente conexa) de x en A, C (z), es precisamente {z}.

Definiciéon 16.2. Un espacio topologico A = (X, 7) es totalmente disconexo por trayectorias si, para
cada z que pertenece a X, la componente ({I})-conexa (més comin: componente por trayectorias) de z en A,
¢(z), es precisamente {z}.

Notacion. Dada una ccce K, mediante el simbolo ’K O‘ denotaremos a la clase de K-objetos cuyo conjunto
subyacente es vacio. Si A pertenece a | K O|7 entonces diremos que A es un K-objeto vacio.

Definicién 16.3. Sean, K una ccce tpf y A una categoria de conexion en K. Diremos que un K-objeto (X, &)
no vacio es totalmente A-inconexo si, para cada z que pertenece a X, la componente A-conexa de = en A,
Ca (), es precisamente {z}.

Notacion. Dada una ccce tpf K, denotaremos mediante J(A) a la clase de todos los K-objetos totalmente
A-inconexos.

Proposicion 16.1. Sea K una ccce tpf. Si A es una categoria de conexion en K y B es una clase no vacia
de K-objetos no vacios, entonces A estd contenida en K (B) si, y sdlo si, B estd contenida en T (A).

Demostracion. Sea (X, €) un objeto de B que no pertenece a J(A); entonces alguna de sus A-componentes,
llameémosle (A, € |4), tiene mas de un punto; por lo tanto, la inclusion,

LA (A,g ‘A) — (X,f)

no es Aig—constante. Entonces (4, |4), que es un elemento de A, no esta en K (B). Reciprocamente, si (A, p)
en A no es un elemento de K (B), entonces existen (X, &) en B y un K-morfismo,

fi(A,p) — (X,

no es A= constante. Por el inciso 1 del teorema 14.1, f (A) es el conjunto subyacente de un subobjeto A-conexo
de (X,¢&); por el inciso 1 de la observacion 14.3, existe una componente A-conexa de (X,§) cuyo conjunto
subyacente contiene a f (A). Denotemos mediante (4,¢ |4) a dicha A-componente; queda claro, pues, que A no
es un conjunto unitario (f (A) no lo es). De lo anterior se sigue que (X, ) no es elemento de J (A). O

Corolario 16.1. Sean, K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios. Entonces la clase B

estd contenida en J (K (B)).

Demostracion. De la proposicion anterior, si tomamos A = K (B), el resultado se sigue inmediatamente. O

Proposicion 16.2. Sean, K una ccce topoldgica propiamente fibrada, A una clase cualquiera de K-objetos, v,

B = {B€|K|\|K0’ ;K(A,B)QCA%, conAenA}

Entonces, K (BA) es la minima constante a la izquierda que contiene a A'.

1 Observemos que la clase Ba es no vacia, pues los K-objetos de conjunto subyacente unitario son elementos suyos.
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Demostracion. Es claro que la clase A esta contenida en la constante a la izquierda K (B A)' Demostremos ahora
lo referido a la minimalidad. Sea B una clase de K-objetos tal que A esta contenida en K (B). Demostraremos
que B est4 contenida en B4. Sea, pues, B un B-objeto arbitrario. Consideremos también un A-objeto A y un
K-morfismo f : A — B. Entonces, dado que todo elemento de A es K (B)-conexo, se sigue que f : A — B es
AZ -constante. En consecuencia, B es un B4-objeto; luego, BB esta contenida en B4. En virtud de la observacion

14.1, K (B4) esta contenida en K (B). O

Proposicion 16.3. Sean, K una ccce tpf, A una clase de K-objetos y Ba como en la proposicion 16.2.

Entonces, Bo =73 (K (BA)).

Demostracion. En conformidad con la proposicién 15.1, la clase B4 esta contenida en la clase C :=7J (K (BA))~
Veamos que la otra contencién también estd dada. Sean, B un C-objeto, A un A -objetoy f: A — B un
K-morfismo. Puesto que A estéa contenida en K (B A) y las K (B A)—componentes de B tiene conjuntos subyacentes
unitaros, se sigue que f : A — B es A% -constante. En consecuencia, B es un B4-objeto, que es precisamente lo
que desedbamos demostrar. o O

Corolario 16.2. Sean, K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios; entonces, K(B) =

KT (K(B)))-

Demostracion. Efectivamente; de acuerdo a la proposicion 16.2, K (B) = K (BK(B)). Y por la proposicién 16.3,
Bu(s) = (K (B)). O

De acuerdo a nuestros argumentos recién presentados, para toda constante a la izquierda K (B), es valida la
igualdad Bg(sy = J (K (B)). Tenemos una generalizacion de este hecho.

Proposicion 16.4. Sea K una ccce tpf. Si A es una categoria de conexion en K, entonces Ba =T (A).

Demostracion. Primero demostraremos que la clase Ba esta contenida en la clase J (A). Sean, B un Ba-objeto,
A un K-subobjeto no vacio A-conexo de B e t : A — B el K-morfismo incluson. Entonces ¢ : A <— B es
AEK -constante, y dado que A no es vacio, la funcién subyacente de ¢ : A < B es constante. Se sigue que el
conjunto subyacente de A es unitario. A continuaciéon demostraremos que la clase J (A) esta contenida en la
clase Ba. Sean, B un J (A)-objeto, A un A-objetoy f: A — B un K-morfismo. Si A es vacio, entonces es
inmediato que f : A — B es AL -constante. Si A no es vacio, sea X el conjunto subyacente de A y sea 7 la
K-estructura de subobjeto de f(X) en B. Entonces (f (X),n) es un subobjeto A-conexo de B (recordemos
que A es invariante bajo K-morfismos suprayectivos). En conformidad con el inciso 1 de la observacion 14.3,
f (X) es unitario. Se sigue que en este caso también f : A — B es AL -constante. Consecuentemente, B es un
J (A)-objeto. o O

Corolario 16.3. Sea K una ccce tpf. Si A es una categoria de conexion en K, entonces J(A) =T (K(J(A))).

Demostracion. Conforme a la porposicion 16.3, Ba = J (K (BA))- Por la proposicién 16.4, Ba = J(A). En
consecuencia, J (A) = J (K (T (A))). O

Definicion 16.4. Sean, K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios. Diremos que la clase
B es JK-cerrada si, B =7 (K (B)).

Ejemplo 16.1. Si A es una categoria de conexioén, entonces J (A) es JK-cerrada.
En el capitulo siguiente veremos ejemplos de clases JK-cerradas en Top.

Recordando el inciso (1) de la observacion 14.3, observemos ahora que en un K-objeto (X,€) totalmente
A-disconexo, no es posible que dos puntos distintos  y ' de X estén A-conectados. En general, tenemos la
siguiente definicién.

Definiciéon 16.5. Sean, K una ccce tpf y A una categoria de conexion en K. Si (X,€) es un K-objeto y x,y
son puntos en X, diremos que z y y estan A-desconectados en (X, &), si no hay un subobjeto A-conexo de
(X, ) cuyo conjunto subyacente contenga al conjunto {z,y}.

Observaciones 16.1. (1) Siendo K una ccce tpf, A una categoria de conexion en K y (X, €) un K-objeto, dos
puntos z,y en X estaran A-desconectados en (X, ¢) si, y solo si, Ca (z) N Ca (y) = 0.

(2) De acuerdo con la definicion 16.5, si la categoria de conexioén en cuestion es una constante a la izquierda,
digamos K (B), entonces los puntos = y y estaran K (B)-conectados en (X, &), si existe un K-subobjeto C' =
(Y, &) de (X&), K(B)-conexo y tal que = y y pertenecen a Y. Esto significa que para cualesquiera B en By
K-morfismo f: C — B, f(x) = f (y). Asi mismo, dos puntos z,y de X estaran K (B)-desconectados si, y solo
si, existen B en By un K-morfismo f : ({z,y},€ |(..;) — B, tales que f(x) # f (y) (& |(s.,y s la K-estructura
inicial de {z,y} respecto de (¢,&), donde ¢ : {z,y} — X es la inclusion).
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Corolario 16.4. Sean, K una ccce tpf, B una clase no vacia de K-objetos no vacios y (X, &) un K-objeto tal
que X tiene al menos dos puntos. Son equivalentes,

(a) El K-objeto (X, &) pertenece a J (K (B)).
(b) Cualesquiera dos puntos distintos de X estan K (B)-desconectados.

Demostracion. (a) = (b) | Supongamos que (X, &) pertenece a J (K (B)). Sean = y y dos puntos distintos de
X. Sea C = (Y,&y) un K-subobjeto de (X, &) tal que es K (B)-conexo y x pertenece a Y. Entonces el conjunto
Y esta contenido en Ckz) (x); luego, del inciso 1 de la observacion 16.1, se sigue que y no pertenece a Y. En
consecuencia, z y y estan K (B)-desconectados.

(b) = (a) | Supongamos que cualesquiera dos puntos distintos de X estan K (B)-desconectados. Sea = un
punto arbitrario de X. Entonces, dado cualquier otro punto y de X, tenemos que y no es un elemento de
Ck(B) (). Se sigue que Ck(p) (x) = {r}. Concluimos que (X, §) pertenece a J (K (B)). O

Nota. Respecto a la notacion: si K una ccce tpf y B una clase no vacia de K-objetos no vacios, de aqui en
adelante acordaremos escribir JK (B) en lugar de J (K (B)).






Capitulo 17

Dos ejemplos de categorias JK-cerradas en Top

En este capitulo presentamos dos ejemplos de clases JK-cerradas en la ccce Top: la clase de los espacios Ty y
la clase de los espacios T;. Es interesante la relaciéon que guardan estos axiomas de separacién con el concepto
de disconexién total en el marco de nuestra teorfa de la conexidad. Resulta, pues, que los axiomas de separacién
To v T1 nos proporcionan otra idea de separacion; una en el sentido de la conexidad categorica.

Proposicion 17.1. Sea B = {S}, donde, como antes, S denota el espacio de Sierpinski. Entonces,
Ty = IK({S})

Demostracion.
(0) Sean, (X,7) en JK({S}) y =,y dos puntos en X. Si x # y, entonces, en vista del corolario 16.4 y del
inciso (2) de la observacion 16.1, existe una funcion continua,

f : ({x,y},T |{z,y}) =S

tal que f (x) # f (y). Si f (z) = 0, entonces f~1 (0) es un abierto relativo en {z,y} que tiene x pero no a y. En
consecuencia, existe un abierto en 7 que tiene como elemento a x, pero no a y. Se sigue que (X, 7) es un espacio
To.

(o) Si (X, 7) es un espacio Ty y z,y son puntos distintos en X, entonces, sin pérdida de generalidad, existe
un abierto U en (X, 7) tal que,

xeU y y¢U

Por tanto, si f : {z,y} — {0,1} es la funcion dada por,
0 si z==x
ra={9 % iz

entonces f: ({z,y},7 |(zy) = S es continua y f (z) # f (y). Entonces, del inciso (2) de la observacion 16.1 del
corolario 16.4, se sigue que (X, 7) pertenece a JK ({S}). O

Corolario 17.1. Se tiene que Ty = TK (Tp).

Demostracion. En efecto, pues por el corolario 16.3 y la proposiciéon 17.1, tenemos que,

Ty = 3K ({S}) = IKIK ({8}) = IK (Th)

Proposicion 17.2. Sea B = {(Y,0) € |Top| : o es la topologia cofinita paraY'}. Entonces,
T, = JK(B)

Demostracion.
(¢) Sean, (X, 7) en JK(B) y x,y dos puntos en X. Si x # y, entonces existe una funcion continua,

[y}, |{w-,y}) - (Y, 0)
con (Y,0) en By tal que f(x) # f (y). Entonces,
Y{f@}eo v U=f"WM{f@})eT ey
Desde luego,

yeU y z¢U



100 Capitulo 17. Dos ejemplos de categorias JK-cerradas en Top

De manera anéloga,

W{fweo v V=Ff"M{f®} e luy

y resulta que,

zeV y yeV
Asi, pues, existen abiertos U,V en 7 tales que,

yeU y x¢U
Y

reV y y¢Vv

Se sigue que (X, 7) es un espacio T;.
(o) Si (X, 7) es un espacio T1, y x,y son dos puntos distintos en X, entonces la inclusion,

L ({xvy}vT |{r,y}) — (X7T)

es una funcién no constante y continua, pues el espacio ({z,y},7 |(.,,) es discreto. Ahora bien, observemos que
si o es la topologia cofinita para X, entonces o es més aspera que 7. En consecuencia, la funcién inclusion,

vi({z b T lew) = (X, 0)
es continua (y ya sabemos que no es constante). Se sigue que el espacio (X, 7) pertenece a JK (B). O
La demostracion de la siguiente proposicion esté practicamente contenida en la demostracion anterior.
Proposicion 17.3. Se tiene que Ty = IK(T1).

En vista de los resultados precedentes, es natural preguntarnos si todo axioma de separaciéon puede interpre-
tarse como algun tipo de disconexidad total respecto de alguna categoria de conexién constante a la izquierda.
La respuesta a esta cuestiéon la damos a continuacion.

Proposicion 17.4. Sea T una clase no vacia de espacios topoldgicos no vacios. Entonces la clase IK (T) no
estda contenida en la clase Ts.

Demostracion. En primer lugar, presentamos el siguiente espacio topoléogico. Sean, X := NU{{0},{1}} y B la
familia de todos los subconjuntos de X de los siguientes tipos: Los conjuntos unitarios {n}, con n un namero
natural. Para cada pareja de ntiimeros naturales m y n, los conjuntos de la forma,

Up :={{0}}U{k|keNyk>m}
y de la forma,
Vo ={{1}}U{k|keNyk>n}

Asi definida, la familia 28 conforma una base para una topologia sobre el conjunto X. Denotemos mediante 7 a
la topologia generada por 9B. Cabe senalar que el espacio (X, 7) es totalmente inconexo y no es Tb.

Ahora bien, supongamos que la clase T tiene entre sus elementos algin espacio T5. En este caso, no es dificl
verificar que el espacio (X, T) pertenece a la clase JK(T'), y como (X, 7) no es Ty, se sigue que la clase JK (T)
no esta contenida en la clase T5.

Supongamos ahora que las clases T' y T5 no tienen elementos en comun. De acuerdo al corolario 16.1, la clase
T esté contenida en la clase JK (T'); en consecuencia, JK (T') no esta contenida en la clase Tb. O

Corolario 17.2. Para ninguna clase T no vacia de espacios topologicos no vacios se tiene la igualdad Ty =

IK(T).
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la proposiciéon 17.4. O

Resulta que la clase de espacios topolégicos T» no puede verse como algun tipo de disconexidad, sea cual
sea la categoria de conexién en cuestion.

Proposicion 17.5. En la ccce Top, no hay categoria de conexion A tal que To = T (A).
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Demostracion. Supongamos que A es una categoria de conexion en Top tal que To = T (A). Entonces,
K(Tz) = KI(A)
luego,
IK () = IK3 (A)

En conformidad con el corolario 16.3, TKT (A) = J (A). Por consiguiente, To = JK (T3). Por la proposicion 17.4,
la dltima igualdad no es posible. De aqui se sigue que no hay categoria de conexion A tal que To =T (A). O






Capitulo 18

Equivalencias de una categoria constante a la izquierda (no trivial) en Top

En esta seccién presentamos tres propiedades equivalentes que caracterizan a las categorias constantes a la
izquierda no triviales en Top. Una de dichas caracterizaciones nos sera de utilidad para el capitulo siguiente.

Un concepto importante que introducimos en esta seccion, aunque lo exploraremos superficialmente, es el de
categoria de conexiéon normal. En cierto modo, el concepto de normalidad aqui presentado ya lo hemos estudiado
anteriormente; es un concepto que generaliza el resultado expuesto en la proposicion 14.6. Considerando la
proposicién 14.9, resulta que la normalidad es pieza clave para resaltar una diferencia entre la categoria de los
espacios conectables por trayectorias y la categoria de los espacios conexos. Hay otras cualidades que también
marcan diferencia entre estos dos tipos de categorias de conexion, pero no las mencionaremos en este trabajo
(el lector puede consultar [10] para un estudio mas profundo de las diferencias entre estas categorias).

Definiciones 18.1. Sean, A una categoria de conexion en Top y f: (X,7) — (Y, 0) una funcion continua.

(a) Diremos que f es A-monétona si para cada y de Y, (f*1 (y),r |f_1(y)) es A-conexo.

(b) Diremos que la categoria A es d-cerrada, si para cualquier espacio (Y, o) que sea A-conexo, y para
cualquier identificacién A-monotona, p : (X, 7) = (Y, 0), resulta que (X, 7) es A-conexo.

(¢) Una categoria A de conexidén es normal, si junto con un espacio (X, 7), tiene a todos los espacios
que contengan a (X, 7) como subespacio denso. Es decir, si (X, 7) es un subespacio A-conexo de (Y, o) tal que
X =Y (X’ denota la cerradura de X en (Y,0)), entonces (Y, o) es A-conexo.

Observaciones 18.1. La intersecciéon de categorias de conexién normales es una categoria de conexién normal.

Observaciones 18.2. Si B es una clase no vacia de espacios topologicos no vacios tal que cada uno de sus objetos
es Ty, entonces K (B) es normal. De hecho, a continuacion veremos que toda categoria constante a la izquierda
no trivial, es una categoria de conexién normal.

La ccce que tendremos en contexto para los siguientes resultados es Top.

Proposicion 18.1. Una categoria de conexion A es normal si, y solo si, las A-componentes de cualquier
espacio (X, T) son cerradas.

Demostracion. Si A es una categoria de conexiéon normal y (X, 7) es un espacio topologico arbitrario, entonces,
para cualquier elemento x de X, se tiene que Cp (z), la cerradura de Cx (z) en (X, 7), es A-conexo. Esto implica

que Ca (z) = Ca (); se sigue que la componente Ca () es cerrada en (X, 7).

Supongamos ahora que las A-componentes de cualquier espacio topologico son cerradas. Sean, A = (X, 1)
y B = (Y,0) dos espacios topologicos tales que A es un subespacio A-conexo de B, y ademaés, X7 = Y,
debemos probar que (Y, 0) es A-conexo. Sea x en X, entonces X esta contenido en Ca (z), donde Cya () es la

A-componente de z en (Y, o). Por lo tanto,
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Y=X CCa(z) =Ca(z)CY
Entonces (Y, o) es A-conexo. O

Lema 18.1. Sea A una categoria de conexion no trivial y d-cerrada. Si (X,T) es un espacio topoldgico y A es
un subconjunto de X tal que (A, 7 |a) es A-conexo, entonces el espacio (A,T |Z) es A-conexo.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio topologico arbitrario. Supongamos que A es un subconjunto de X que no
es cerrado en 7 y que (A, 7 |4) es A-conexo. Sean, z un punto en A\A y

p: (AU {z},7 ‘AU{.@}) — ({w, 2},0)

la identificacion de A y z en puntos distintos (p (4) = w y p(x) = z, con w # z). Observemos que {z} no es
abierto en o (de ser abierto {z}, existiria un abierto en 7 que tiene como elemento a = pero que no intersecta al
conjunto A. Desde luego, esto no es posible, pues x es punto de acumulaciéon de A). Esto implica que ({w, z},0)
es un espacio indiscreto, o bien, un espacio de Sierpinski. Cualquier caso implica que ({w, z},0) es un objeto de



104 Capitulo 18. Equivalencias de una categoria constante a la izquierda (no trivial) en Top

A (por hipotesis A es no trivial); y puesto que A es d-cerrada, concluimos que (A U{x},r |Au{x}) es A-conexo.
Por otro lado, dado que,

A= |J (Au{e}) v A= ] (Au{a})
wEZ\A zEA—A
resulta entonces claro que (27 T |Z) es un A-espacio. Entonces A es normal. O

Corolario 18.1. Si A una categoria de conexion no trivial y d-cerrada, entonces A es normal.

Demostracion. Sean, (X, 7) un espacio topologico arbitrario y « un elemento de X. Entonces el espacio (C’A (x),7] CA@))
es A-conexo. De acuerdo al lema 18.1 (CA (), 7 | @) es A-conexo; en consecuencia, Ca (z) = Ca (z). En
virtud de la proposiciéon 18.1, A es normal. O

Proposicion 18.2. Si A es una categoria de conexion constante a la izquierda, entonces A es d-cerrada.

Demostracion. Sea B una clase no vacia de espacios topolégicos no vacios tal que A = K (B). Supongamos que
p: (X,7) = (Y,0) es una identificacién A-mondtona y que (Y, o) es A-conexo; debemos probar que (X, 7) es
A-conexo.

Sean, (Z,s)en By f:(X,7) = (Z,¢) una funcion continua. Dados z,y en X, tenemos que,

p()=p(y) = f(r) = f(y)

pues f |,-1(p(z)) €5 constante, ya que (p_1 (p(x)),7 |p71(p(m))) es A-conexo. Por la proposicién 9.2, existe una
tnica funcién continua,

g:(Yi0) — (Z:9)

tal que el diagrama,

N A

(Y,0)

conmuta. Puesto que (Y, o) es A-conexo y (Z,¢<) pertenece a B, se sigue que g es constante. En consecuencia,
f es una funcién constante, pues,

f(X)=(gep)(X)=yg(p(X))
Concluimos que (X, 7) es A-conexo. O
Como corolario a la proposicién anterior, tenemos el resultado dado en la proposicion 14.6.
Corolario 18.2. Toda categoria constante a la izquierda no trivial, es normal.
Demostracion. Es consecuencia directa del lema 18.1 y de la proposiciéon 18.2. O

Ejemplo 18.1. Las categorias triviales ({0}) y ({Iz}) son las tnicas constantes a la izquierda que no son
normales.

Demostracion. No es dificil verificar que ({0}) = K(Top) v que ({I2}) = K({S}). Por otro lado, observemos
que en el espacio S, el conjunto {0,1} es la cerradura del conjunto {0}. Entonces las categorias triviales no
son normales, pues el espacio topologico A = ({0},{0,{0}}) es un elemento comiin de ambas, pero S no les
pertenece. L]

Lema 18.2. Sea p: (X, 7) — (Y, 0) una identificacion. Si C es cerrado en (Y, o), entonces, la funcion,
q=p |§*1(0): (p_l (C) T |p*1(C)) — (C,U |C)
es una identificacion.

Demostracion. Sea W un subconjunto de C' tal que ¢~ (W) es cerrado respecto a 7 |,-1(c)- Entonces, puesto
que p~ 1 (C) es cerrado respecto a 7, resulta que ¢~ (W) también es cerrado respecto a 7. Consecuentemente,
dado que p es una identificacion y ¢~ (W) = p~1 (W), W es cerrado respecto a o; por lo tanto, W es cerrado
respecto a o |o. Esto prueba que ¢ es una identificacion. O
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Concluimos este capitulo presentando tres propiedades equivalentes que caracterizan a las categorias cons-
tantes a la izquierda no triviales en Top.

Teorema 18.1. Sea A una categoria de conexion no trivial en Top. Son quivalentes,

(a) A es una constante a la izquierda.

(b) A =K(3(A)

(¢) A es d — cerrada.

(d) Para todo espacio topologico (X, 7), si ~ es la relacion de equivalencia inducida por la particién del conjunto
X en sus A-componentes y (X/ ~,7) es el espacio cociente de (X, 7) respecto a ~, entonces (X/ ~,7)
pertenece a J(A).

Demostracion. (a) = (b) | Ya sabemos que Ba = J (A); ademas, por la proposicion 16.2, K (J (A)) es la minima
constante a la izquierda que contiene a A; luego, A = K(J(A)).

(b) = (¢) | Es la proposicion 18.2.

(¢c) = (d)] Sean, Z en X/ ~y Ca (%) la A-componente de Z . Consideremos la proyeccién natural,

z +— Ca(z)=2

Desde luego, la funciéon g es A-monétona (para cada T en X/ ~, ¢~! () = Ca (), donde z es un elemento de
X tal que g (z) = ¥)); luego, por el corolario 18.1, la proposicion 18.1 y el lema 18.2, tenemos que,

q QC%I(Z;A(”EO: (qil (CA (j)) ) T |q_1(CA(;i))) — (Cé (j) , T |CA(i))

es un cociente. En consecuencia, (q_l (C’ (5:)) T | *1(cAu>)> es un espacio A-conexo. Sea x en X tal que
q (z) = 7; entonces, = pertenece a ¢! (C’ (:?)) y, por tanto,
¢ (Ca (@) C Ca (2)
Asi,
Ca(7)=q (a7 (Ca(@))) € q(Ca(x)) = {z}

Entonces Ca (Z) = {Z}. Asi pues, (X/ ~,<) pertenece a J (A).

(d) = (a)| De la proposicion 15.1, tenemos que A estda contenida en K(J(A)). Sea (X,7) un espacio
toplogico que no pertenece a A; entonces, si (X/ ~,7) es el espacio cociente de (X, 7) inducido por la particion
de X en sus A-componentes, resulta que la proyecciéon natural,

q:(X,7) — (X/ ~,T)

es una funcion continua no constante de (X, 7) en un elemento de J (A4). Consecuentemente, (X, 7) no pertenece
a K(J(4)). Esto prueba que K (J(A)) esta contenida en A. Asi, A = K(J(A)). O






Capitulo 19

Subccce K-isp

Observaciones 19.1. Sea K una ccce tpf. Consideremos una clase no vacia O de K-objetos. Mediante O po-
demos construir una subccce plena de K. En efecto, sea S la subcece de K cuyos objetos y morfismos quedan
determinados del siguiente modo,

1. Para cada conjunto X, definimos su clase de S-estructuras como,

S[X]:={¢ e K[X]| (X,£) € O}

2. Para cada par de S-objetos A y B, los S-morfismos de A en B quedan determinados por la igualdad,

Resulta, pues, que la ccce S es una subccece plena de K| y ademaés, |S| = O. En otras palabras: A cada clase no
vacia de K-objetos podemos asociarle una subccce plena de K, cuyos objetos son precisamente los elementos de
la clase dada. Inversamente, si S es una subccce plena de K, entonces podemos asociarle una clase de K-objetos,
a saber, |S].

Notemos que los dos procesos de asociacion son “mutuamente inversos”. Es en este sentido que cada clase
de K-objetos puede ser identificada con una subccce plena de K. En particular, toda categoria de €-conexién
A y toda clase JK-cerrada, pueden ser vistas como subccce plenas de K.

Por otro lado, existe un criterio para saber si una subccce plena de una ccce K no es JK-cerrada. Dicho
criterio esta formulado en términos de K-isomorfismos, K-subespacios y K-productos. Tratar con este criterio
nos proporciona un enfoque a través del cual es posible obtener un tipo especial de subccce de K, de tal modo
que éstas tienen como ejemplos particulares a las subccce JK-cerradas.

Proposicion 19.1. Sean, K una ccce tpf y A una subccce plena de K que es JK-cerrada. Entonces A es
cerrada bajo la formacion de K-isomorfismos, K-subobjetos y K -productos.

Demostracion. (a) A es cerrada bajo la formacion K-isomorfismos. Sean, (X,€) en |[A| y h: (Y,n) = (X,§)
un K-isomorfismo. Si (4,7 |4) es una K (A)-componente de (Y, 7), entonces, (h (A),& |nay) €s un K-subobjeto
K (A)-conexo de (X, £); luego, al ser (X, &) totalmente K (A)-inconexo, se sigue que h (A4) es un conjunto unitario.
En consecuencia, dado que h : Y — X es una funcion biyectiva, el conjunto A es unitario. Esto prueba que el
K-objeto (Y,n) es totalmente K (A)-inconexo , y por tanto, que es un elemento de |A].

(b) A es cerrada bajo la formacion de K-subobjetos. Sean, (X, ) un K-objeto en |[A] y (Y, n) un K-subobjeto
de (X, £). Debemos probar que (Y, 1) pertenece a la clase |A| (o lo que es lo mismo, que (Y, ) es un A-objeto). Su-
pongamos, pues, que x y y son dos puntos distintos en Y. Entonces existen un K-objeto en |A| y un K-morfismo
({29}, € {wyy) — A, tales que f(x) # f(y). Observemos que la K-estructura inicial de {x,y} respecto
de (¢,7m), donde ¢ : {x,y} — Y es la inclusion de {x,y} en Y, es precisamente la K-estructura £ |, ,1 (ver la
proposicién 9.2 y recordar que en una ccce topologica propiamente fibrada, las K-estructuras iniciales para un
mismo conjunto subyacente son unicas). Asi, pues, tenemos un K-morfismo, f : ({x, y},n |{w,y}) — A, con A
en |A| y tal que f(x) # f (y). De aqui se sigue que (Y, 7n) pertenece a la clase |A|.

(c) A es cerrada bajo la formacion de K-productos arbitrarios. Sean, I una clase, C = (A; = (X4,&;));c; una
clase de K-objetos en |A|, indexada por I, y A = ile_[IAi el K-producto de la clase C. Debemos probar que A es

un elemento de la clase |A|. Para este fin, supongamos que x y y son dos puntos distintos en ‘HIXZ" Entonces
1€
existe ig en I, tal que p;, () # pi, (y), donde p;, : _HIXi — X, es la proyeccion canoénica correspondiente al
1€

indice ig. Dado que A;, pertenece a la clase |A| y « := p;, (x) y B := p;, (y) son dos puntos distintos en X,

existen A’ en |A| y un K-morfismo f : ({a, 8},&; |a,51) — A’ tales que f (@) # f (). Denotemos mediante 7

a la K-estructura inicial de {z,y} en A y con ¢ : {z,y} — 'HIXi a la inclusion de {z,y} en _HIXi. Entonces el
1€ 1€

K-morfismo,
g:="Ffopior:({zy},n) = A

es tal que g (x) # ¢ (y). De esto se sigue que A es un elemento de la clase |A]|. O
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Surge de manera natural la pregunta de si toda subcece plena de K cerrada bajo K-isomorfismos, K-subobjetos
y K-productos es JK-cerrada. La respuesta a esta interrogante es negativa y tenemos un ejemplo claro en la
ccece Top.

Ejemplo 19.1. En la ccce Top, la subcece plena de Top inducida por la clase de los espacios topologicos T (a esta
ccce la denotamos como Th) es cerrada bajo la formacion de homeomorfismos, subespacios y productos; ademas,
en vista del corolario 17.2, dicha subccce de Top no es JK-cerrada. Recordemos que en el ejemplo 8.5 vimos que
la ccce Th es monotopologica, es decir, que para cualquier clase de espacios topolégicos (Y;, 0;),.; de Hausdorff y
cualquier monofuente (f; : X — Y;),;, si 7 es la topologfa inicial para X respecto de (f;, 0),c;, entonces (X, 7)
es un espacio de Hausdorff (T3)*. En particular, cualquier homemomorfismo, fuente de proyecciones canénicas
o inclusién, conforma una monofuente.

icl

Con la finalidad de proporcionar més ejemplos de subccee de Top que no son JK-cerradas, recordamos a
continuacion las definiciones de algunos otros axiomas de separacion ademas de los ya presentados.

Definiciones 19.1. Sea (X, 7) un espacio topologico. Entonces,

1. (X,7) es regular si para todo conjunto cerrado A de (X, 7) y todo punto x en X\A, existen vecindades
abiertas y ajenas de x y A, respectivamente.

2. (X,7) es completamente regular si para todo conjunto cerrado A de (X,7) y todo punto x en X\A,
existe una funcion continua f : (X, 7) — I, tal que,

fl@)=0 vy f(A)c{1}

(Cuando A # 0, ocurre la igualdad f (A) = 1).

(X,7) es T si es regular y Tp.

(X,7T) es T4 si es regular y T3.

Cuando (X, 7) es completamete regular y es 77, se dice que (X, 7) es de Tychonoff.

(X, 7) es normal si para cualquier par de subconjuntos cerrados y ajenos de (X, 7) existen sendas vecindades
abiertas y ajenas.

S G W

Tenemos los siguientes resultados.
Proposicion 19.2. Todo espacio completamente regular es reqular.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio completamente regular. Digamos que han sido dados, A un subconjunto
de X tal que A es cerrado respecto de 7 y un punto  en X\ A. Si A es vacio, el resultado se sigue de manera
inmediata. Supongamos, pues, que A no es vacio. Por hipétesis, existe una funcion continua f : (X, 7) — I, tal
que,

En consecuencia,

que son abiertos ajenos en (X, 7). Se sigue que (X, 7) es regular. O
Proposicion 19.3. Todo espacio Ts (o bien T5) es Ts.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio T5. Supongamos que z y y son dos puntos distintos en X. Como (X, 7)
es Ty (o bien T1), existe un abierto U en 7 tal que = pertenece a U y y pertenece a X\U (o al revés, pero el
argumento seguiria siendo escencialmente el mismo). Puesto que X\U es cerrado y (X, 7) es regular, existen
vecindades abiertas y ajenas de z y X \U, respectivamente. De aqui se sigue que el espacio (X, 7) es Ts. O

Proposicion 19.4. Todo espacio de Tychonoff es Ts.

Demostracion. En conformidad con la proposicion 19.2, todo espacio de Tychonoff es regular y T;. De aqui
se sigue que todo espacio de Tychonoff es un espacio T4. En virtud de la proposiciéon 19.3, todo espacio de
Tychonoff es un espacio T5. O

A continuaciéon damos un ejemplo de un espacio topologico normal.

1 Para evitar cualquier posible confusion, recordemos que la clase de los espacios Th es precisamente la clase de los espacios de
Hausdorff.
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Ejemplo 19.2. Consideremos la recta real R y sea B la familia de todos los intervalos semiabiertos de la forma,
[a,b) ={z€eR|a<z y x<b}

donde a < b. Entonces B es base de una topologia para R. Sea 7 la topologia para R generada por B. Resulta
que el espacio topologico (R, 7) es normal. En efecto; supongamos que A y B son conjuntos disjuntos y cerrados
en (R, 7). Para cada punto a en A, elijamos un abierto basico [a, x,) que no intersecte a B; asimismo, para cada
punto b en B, elijamos un abiero basico [b, z;) que no intersecte a A. Entonces los conjuntos abiertos,

U:= U [a,2,) v V= U [b, zp)

a€A beB

son disjuntos y contienen a A y B, respectivamente. Que A esté contenido en U y B en V es claro. Veamos
que, efectivamente, U y V son disjuntos. Sea u un elemento de U; entonces existe a en A tal que u pertenece a
[a, x4). Si sucede que u es elemento de [b, xp), para algtn b en B (lo cual es equivalente a decir que u pertenece
a V'), entonces,

(a<u y u<zg) v (b<u y u<uay)

Dado que a # b, tenemos que a < b, o bien, que b < a. Si a < b, entonces, b es un elemento de [a, z,), lo que
no es el caso. Analogamente, si b < a, entonces concluimos que a es un elemento de [b, xp), 1o que no es posible.
De lo anterior se sigue que U y V son disjuntos.

El ejemplo que ahora presentamos es el de un espacio topolégico que no es normal.

Ejemplo 19.3. Denotemos mediante (R x R, 7 x 7) al producto topologico del espacio presentado en el ejemplo
19.2. Resulta que el espacio (R x R, 7 X 7) no es normal. Podemos ver una demostracion de este hecho en [11]
(Capitulo 4. Seccion 31: Los axiomas de separacion. Ejemplo 3).

Proposicion 19.5. Si T es una clase no vacia de espacios topoldgicos contenida en la clase Ty, entonces T no
es JK-cerrada.

Demostracion. Supongamos, pues, que T es una clase no vacia de espacios topoldgicos contenida en la clase T5.
Supongamos que existe una clase no vacia de espacios topologicos no vacios B tal que T = JK (B). Con este
supuesto, la clase JK (B) esté contenida en la clase Ts, pero de acuerdo a la proposicion 17.4 esto no es posible.
Se sigue que T no es JK-cerrada. O

Basandonos en los resultados anteriores, presentamos enseguida algunos ejemplos de subccce plenas de Top
que no son JK-cerradas.

Ejemplos 19.4.

1. En conformidad con las proposiciones 19.3 y 19.4, las clases de espacios topologicos T3, T4 y de Tychonoff
estan contenidas en la clase de espacios topologicos T5. Por la proposicion 19.5, ninguna de las subccce plenas
de Top inducidas por las clases anteriores es JK-cerrada.

2. Por la proposicion 19.1, la clase de los espacios normales no es cerrada bajo productos. En consecuencia, la
subccce plena de Top inducida por esta clase no es JK-cerrada.

En la siguiente seccién presentaremos un teorema que caracteriza a las subccce cerradas bajo la formacion de
K-isomorfismos, K-subobjetos y K-productos de una ccce K tpf (ver el teorema 19.1). Para demostrar dicho
teorema, nos valdremos de algunos hechos que daremos en breve. Antes una definicion.

Definiciones 19.2. Sean, K una ccce tpf y S una subccce de K. Consideremos las siguientes tres propiedades:
(a) Si (X,€) es un S-objetoy f: (X,€) — (Y,n) es un K-isomorfismo, entonces (Y,n) es un S-objeto.
(b) Si (X,€) es un S-objeto y (Y,€ |y) es un K-subobjeto de (X, &), entonces (Y,& |y) es un S-objeto.
(¢) Dados una clase I y una coleccion (4; = (X;,&;)),-; de S-objetos, el K-producto arbitrario de dicha

clase, IT A;, es un S-objeto.
i€l

Si S satisface el inciso (a), (b) o (¢), diremos entonces que S es cerrada bajo K isomorfismos, K-subespacios
o K-productos arbitrarios, respectivamente Si S satisface los tres incisos simultaneamente, entonces hablaremos
de S como de una subccce K-isp.

i€l
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19.1. Caracterizacion de las subccce K-isp.

Cabe senalar que las siguientes proposiciones son generalizaciones de resultados propios de la topologia basica
de los conjuntos. En otras palabras: hasta este punto, al menos, en las ccce tpf tenemos suficiente “holgura”
para recrear algunos conceptos y resultados basicos de la topologia.

Proposicion 19.6. Sea K una ccce tpf. Si f: (X,€) — (Y,n) es una K-inmersion, entonces la funcion,

f: X — f(X)
z > f(z):=f(z)

induce un K-isomorfismo.

Demostracion. Dado que f : X — Y es una funcién inyectiva, la funcion f : X — f(X) es biyectiva. Sea
v: f(X) = Y lainclusion de f (X) en Y y consideremos el K-subobjeto (f (X),n |¢(x)) de (Y,n). Ahora bien,
como £ y 1 | r(x) son K-estructuras iniciales y,

vof=f vy fo(f) =t
se sigue que,

Fr(X,6) — (F(X),n]50x0)

es un K-isomorfismo. O

Definicién 19.3. Si f : X — Y es una funcién, la relacién de equivalencia en X definida por f, ~,
esté definida mediante la regla,

zrpr e f(r) =)

Recordemos que para cada y en Y, la fibra de f sobre y es el conjunto,

'y ={z e X : f(z) =y}
Asi, las clases de equivalencia de ~¢ son precisamente las fibras no vacias de f.
Proposicion 19.7. Sea K una ccce tpf. Si f: (X,€) — (Y,n) es una K-identificacion, entonces la funcion,
fo X~y o — Y
(=] > F(l2D)=f(2)
induce un K-isomorfismo.

Demostracion. Observemos que la funcion f es biyectiva. Seap: X — X / ~ la proyeccion natural de X en
X/ ~ y consideremos el K-objeto cociente (X/ Nf,é) (€ es la K-estructura final para X/ ~j respecto de
(&,p)). Ahora bien, como 71 y £ son K-estructuras finales y,

Fop=f v () of=p
se sigue que,
Fo(X) ~p,€) — (Yon)
es un K-isomorfismo. O

El siguiente resultado nos ofrece una propiedad muy importante del producto en una ccce topolégica. De
hecho, en el orbe de las categorias abstractas, es esta propiedad (la que a continuacién presentamos) la que
nos suministra la base adecuada para definir el producto abstracto de objetos (Ver [5]. Capitulo 4: Limits and
Colimits).

Proposicion 19.8. Sea K una ccce tpf. Sean, I un conjunto no vacio, (A; = (X4,&:)),c; una familia de
K-objetos no vacios y A = 11 A; el K-producto de dicha familia. Entonces se satisface,
iel
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(*) Dados un K-objeto B = (Y,n) y una fuente cartesiana F' = (f; : Y — X;),.;, si cada f; : B — A; es un
K-morfismo entonces, existe un tnico K-morfismo f : B — A tal que conmuta, para cada i en I, el diagrama,

donde P = (pi X, — X,-) es la fuente cartesiana de proyecciones naturales.
el iel

Demostracion. Definimos una funcion f:Y — HIXi mediante,
i€

f: Yy — 1IIX;
i€l
y = fly)=z

donde, para cada i en I, p; () = f; (y). Entonces, para cualquier ¢ en I y para cualquier y en Y tenemos que,

(pio f) () =pi (f (¥) = fi(y)

de lo cual se sigue que el diagrama de (*) conmuta. Mas aun, puesto que P induce una monofuente de K-
morfismos, cuyo codominio posee la K estructura inicial para IT X; respecto de (p;, fi)iel’ sesigueque f: B — A
iel

es un K-morfismo y que ademaés es el tinico que satisface la propiedad (*).
Por otro lado, si I es el conjunto vacio, entonces A es un K-objeto indiscreto (posee una K-estructura
indiscreta) y cuyo conjunto subyacente, II X;, tiene un tnico elemento: la funcion vacia de dominio y codominio
iel

vacios. De este modo, s6lo hay un modo de definir una funcién de Y en II X;; es la funcién constante de valor
il

el tnico elemento de II X;. Desde luego, esta funcion induce un tnico K-morfismo de B en A tal que conmuta
icl

el diagrama de (*). O
Teorema 19.1. Sean, K una ccce tpf y S una subccce de K. Son equivalentes,

1. S es una subccce K-isp.

2. Para cualesquiera conjunto /, familia de S-objetos (A4; = (Xi,7:)),c;, monofuente cartesiana F' = (f; : X — X;)
y K-objeto B = (X,{); si { es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,7;);c;, entonces B es un
S-objeto.

iel

Demostracion. 1 = 2| Sea ¢ la K-estructura inicial para X respecto de (fi, ;) Denotemos B := (X, ¢),

i€J

el”
e iel

a la fuente cartesiana de proyecciones naturales indexada por I. En conformidad con la proposicion 19.8, existe
un unico K-morfismo f : B — A tal que conmuta, para cada i en I, el diagrama,

f
A;

Obserevemos que f : B — A es una K-inmersion. En efecto: La funcion f : X — II X; es inyectiva, pues
i€J

B A

si x y ' son dos puntos distintos en X entonces, dado que F’ es una monofuente cartesiana, existe ¢ en I

tal que f; (x) # fi(2'); en consecuencia, p; (f (x)) # p; (f (2')), de lo cual se sigue que f(x) # f(2’). Para
comprobar la inicialidad de la K-estructura £, supongamos que nos han sido dados un K-objeto (Y,7) y una

funcién g : Y — X tales que fog: (Y,n) — A es un K-morfismo. En consecuencia,

pio(fog)=(piof)og=fiog: (YV,n) = A;
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y puesto que & es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,7i),c;, se sigue que g : (Y,n) — B es un
K-morfismo. Concluimos que, efectivamente, f : B — A es una K-inmersion. Denotemos mediante 7 a la
K-estructura de K-subobjeto de f(X) en A. En virtud de la proposicién 19.6, existe un K-isomorfismo f :
(X,&5) — (f(X),n) tal que conmuta el diagrama,

donde ¢ : f (X) — II X;. De aqui se sigue que B es un S-objeto.
i€J
2 = 1] Es claro. O

Por lo que ya sabemos, las subccce plenas de Top de los espacios Ty, T1 y 15 satisfacen el inciso 2 del teorema
19.1. De hecho, estas subccce plenas de Top cumplen con una propiedad mas general que la presentada en ese
inciso.

Notacion. Mediante los simbolos Ty y ¥; denotaremos a las subccce plenas de Top identificadas con las clases
de espacios Ty y T1, respectivamente. Y como antes ya lo hicimos, con el simbolo Th denotaremos a la subccce
plena de Top cuyos objetos son todos los espacios de Hausdorff.

Proposicion 19.9. Sean, I una clase, ((Xi,7;));c; una clase de To-espacios (T1,%T2), X un conjunto cualquiera
y I' = (fi: X = Xi),c; un monofuente cartesiana. Sea T una topologia para X tal que para cada i en I,
[ (X, 1) = (X4, 1) es continua. Entonces (X, 7) es un Top-espacio (%1,%2).

Demostracion. Sean x y x’ dos puntos distintos en X. Como F' es monofuente, existe ¢ en I tal que f; () #
fi (2"), y como (X;,7;) es un Ty-espacio (T1,%2), existe un abierto U en 7; tal que,
filen) €Uy UCXi\{fi(z2)}

Entonces f[l (U;) pertenece a 7, y tenemos,

ze fiH(U) y it (U) S X\ {x2}
Se sigue que (X, 7) es un Tp-espacio (%1,%3). O

Las subccece plenas de Top de los espacios regulares (fR) y de los espacios completamente regulares (Ct),
también cumplen una propiedad relacionada con las fuentes cartesianas.

Proposicién 19.10. Sean, I una clase, ((X;,7;)),c; una clase de R-espacios (Cr-espacios), X un conjunto
cualquiera y F' = (f; + X — X;),c; una fuente cartesiana. Sea T la topologia inicial para X respecto de (fi,Ti);c;
entonces (X, 7) es un R-espacio (Cr-espacio).

Demostracion. Sean, C un cerrado en (X,7) y = un elemento de X\C. Entonces existe un subconjunto finito
de I, digamos J = {i1,...,i,}, y sendos abiertos U; en 7;; tales que,

N fNU) S X\C

j=1

T e ﬁfzil (UJ) y
j=1 7

En consecuencia, f; (x) es un elemento de Uy, para cada j en {1,...,n} y, para cada y en C, existe i en {1,...,n}
tal que f,, (y) pertenece a X; \U;. Por hipdtesis, para cada j en {1,...,n}, el espacio (Xij,rij) es regular; en
consecuencia, existen abiertos disjuntos V; y W; de (Xij,nj) tales que,

[y @) eV y X, \U; CW;

Se sigue que,

Por tltimo, dado que,
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Concluimos que (X, 7) es regular (un SR-espacio).

Veamos ahora el caso de los espacios completamente regulares. Sean, C' un cerrado en (X, 7) y  un elemento
de X /C. Deseamos demostrar que existe una funcion continua, f : (X,7) = I tal que f (Z) =1y f (C) C {0}.
Entonces existe un subconjunto finito de I, digamos J = {i1,...,i, }, y sendos abiertos U; en 7;, tales que,

ze NFNU) vy 0T CX\C

Por hipotesis, para cada j en {1,...,n}, el espacio (Xij,rij) es completamente regular; en consecuencia, para
cada j en {1,...,n}, existe una funcion continua g; : (Xij,rij) — I tal que g; (flj (56)) =1lyg; (Xij \U7) = {0}.
Ahora, para cada j en {1,...,n}, definimos una funcién continua mediante la composicion,

hj: (X,7) L> (Xij,ﬁj) N I

e fil@) = gi(fi (@)
Observemos que h; (X\f,;1 (Uj)) = {0}. En efecto,

v ¢ [ (U;) = fi, (2) € U, = g; (fi; (@) € g5 (Xi,\U;) = {0}

pero h; (z) = g; (fi, (z)); por consiguiente, h; (z) = 0.
A continuacion consideremos la funcion,
f: X, — I
x —  IIhj(x)
i=1

donde II hj (x) denota el producto de los n nimeros h; (x). Es claro que la funciéon f es continua. Ademas, si
j=1
evaluamos f en Z obtenemos el valor,

n

I (@) = 1h; (2) = Mg (fi, () = T1=1

j=1

y si 2 no pertenece a N fjl (U;) , entonces existe j en {1,...,n} tal que = no pertenece a fjl (U;). En
j=1

consecuencia, h;j (x) = 0. Se sigue que f (x) = 0. Concluimos que (X, 7) es completamente regular (€t-espacio).
O

Las proposiciones 19.9 y 19.10 motivan las siguientes definiciones.

Definiciones 19.4. Sean, K una ccce tpf, S una subccce plena de K, I una clase, y ((X;,§;));c; una clase de
S-objetos. Entonces,

1. Ses cerrada bajo monofuentes si para cualquier monofuente F' = (f; : X — X;),; y cualquier K-estructura
& para X, del hecho de que cada f; : (X, &) — (X;, &) sea un K- morfismo, se sigue que (X, ) es un S-objeto.

2. S es cerrada bajo fuentes iniciales si para cualquier fuente ' = (f; : X — X;),;, del hecho de que £
sea la K-estructura inicial para X respecto de (fi,&:);c;, se sigue que (X, &) es un S-objeto.

Vale la pena senalar que el teorema 19.1 confiere cierta relevancia a las monofuentes cartesianas. Y para asentuar
todavia mas dicha relevancia, presentamos el siguiente resultado que muestra la intima relacién que existe entre
éstas y las fuentes cartesianas.

19.2. Teorema de factorizacion (cocientes-monofuentes) en una ccce tpf

Teorema 19.2. Sean, K wuna ccce tpf, I una clase, (A; = (X;,&));c; una coleccion de K-objetos, ' =
(fi : X — Xi);c; una fuente cartesiana y & una K-estructura para X tal que para cada i en I, fi : (X,§) —
(Xi,&) es un K-morfismo. Entonces existen un K-cociente ¢ : (X,£) — (X,@ y una monofuente cartesiana
F= (fz X = Xi)ie[ tales que para cada i en I se satisfacen,

1. fi = fioc, lo que podemos denotar mediante F = F o c.
2. fi: (X,f_) — (X, &) es un K-morfismo.
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3. Si F = Fo¢ donde ¢ : (X (X ) es una K-identificacion, y F = (f, X = Xi>i€I es una monofuente
para la cual cada fl : (X f) — (X, &) es un K-morfismo, entonces existe un K-isomorfismo h : ()_( ,E) —
(X,é) tal que hoc=¢c.

Demostracion. Sea ~p la relacién de equivalencia en X definida mediante la regla,

z~pa & fi(z) = fi(2'), para cada ien I.

(cuando F tiene un tnico elemento, la relacion de equivalencia anterior es precisamente la que presentamos en
la definicion 19.3). Consideremos la proyeccion canonica de la relacion ~p y denotémosla mediante ¢; es decir,

c: X — X/NF
xr > (]

Sean, X := X/ ~p y £ la K-estructura final para X respecto de (&,c¢). Entonces,

c: (X, — (X,f_)

x — (]
es un K-cociente. Si ahora definimos para cada i en I,

[«] V> fi(®)

entonces cada f; es una funcion bien definida porque f; () no depende de la eleccion de x en [z]. Y si definimos

= (fi: X— Xi)iel’ entonces [ es una monofuente: Si [r] y [2'] son elementos distintos en X, se sigue
que xz «p z', y consecuentemente, que existe ¢ en I tal que f; (z) # f; (2'); pero entonces, para esta misma 4,
fi ([z]) # fi ([2']). Ast, pues, F es monofuente. Ademas, para cada i en I tenemos,

fioc(x) = fi(c(@)) = fi([2]) = fi (2)

por lo cual, para cada i en I, f; o c = f;. Més atn, puesto que cada (f;, (£,&;)) es un K-morfismo y (c, (5,@)
es un K-cociente, se sigue que cada ( fi, (5,{}-)) es un K-morfismo. Hasta ahora tenemos demostrado que los
incisos 1 y 2 del teorema se satisfacen. Veamos el tercer inciso.

Supongamos que también F = F o ¢, para una K-identificacién ¢ : (X,¢) — (f( ,é) y una monofuente
3 = (.]?z : X — Xz)
iel

c¢=h"1'o¢. De acuerdo a la proposicién 19.7, los K-objetos (f(,é) y (X/ ~z,n) son K-isomorfos, en donde

. Probaremos que existe un K-isomorfismo % : (X,£) — (X,é) tal que hoc = ¢y

7 es la K-estructura final correspondiente a £ y a la proyeccion natural ¢ : X — X/ ~¢. Si demostraramos la
igualdad ~z=~p, entonces las funciones ¢ y ¢ coincidirfan y por tanto (X/ ~zn) y (X ,f) representarian el

mismo K-objeto. Veamos que asi acontence: Por hipotesis, para cada i en I, f; = f; o ¢. Si x ~z x’, entonces,
para cada i en I,

fi(x) = fioe(z) = fi(¢(2)) = fi (¢(2)) = fic e () = fi (2')

y se sigue que x ~p z’. Reciprocamente, si x ~p 2, entonces, para cada ¢ en I,

fi(e(@)=fioc(z)=fi(x)=f; (') = fioé(a)) = fi(¢(2)))

lo cual implica, dado que F es monofuente, que ¢ (x) = é(a'), es decir, que = ~z 2’. Se sigue que ~z;=~p. El
K-isomorfismo que buscamos es precisamente el presentado en la proposicion 19.7, es decir,

he (X]~en) — (Xg)
2] > h(l])i=5(z)

Efectivamente: Para cada x en X, h(c(z)) = h([z]) = ¢(x). Asi, hoc = é. El teorema queda demostrado. [

Dos importantes resultados obtenemos a partir del teorema 19.2. Los presentamos en el siguiente par de secciones.
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19.3. Caracterizaciéon de las ccce tpf

Sean, K una ccce pf, I una clase, I una clase, ((X;,;)),c; unaclase de K-objetosy F' = (f; : X — X;);; una
fuente cartesiana. De acuerdo a lo que hicimos en el teorema 19.2; la fuente cartesiana F' puede ser factorizada
mediante una proyeccién natural,

y una monofuente cartesiana F := (fl X — Xi) con X := X/ ~p, en la que para cada i en I tenemos,

i€l’

[z] ——  fi(®)

Si K es monotopologica, entonces existe una K-estructura inicial para X respecto de ( fis §i>z‘ eI Desde luego,
nada nos garantiza la existencia de la K-estructura inicial para X respecto de (f;,&;);c;- Pues bien, nuestro
objetivo en esta seccion es el de buscar posibles condiciones que garanticen la existencia de dicha K-estructura
inicial (intuyendo la posible existencia de dicha estructura debido a la relacion entre fuentes y monofuentes
presentada en el teorema 19.2). Denotemos mediante ¢ a la K-estructura inicial para X respecto de (ﬁ, &)z’el'
Para comenzar nuestra biisqueda, supongamos que § es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,&i);c; v
veamos qué conclusiones ttiles para nuestro objetivo podemos obtener de esta hipotesis. En principio, podemos
afirmar que ¢ : (X,§) — ()_( 75) es un K-morfismo; esto se sigue del hecho de que & es la K-estructura inicial
para X respecto de ( fis §i)i cr» Y que para cada i en [, fioc = f;. Ya que sabemos esto, es plausible preguntarnos
si € es la K-estructura inicial para X respecto de (c, f_) (esto quizas pueda ser “heredado” del hecho hipotético
de que & es la K-estructura inicial para X respecto de (f;,&;);c;). Con la finalidad de responder esto tltimo,
sean (Z,v) un K-objetoy g : Z — X una funcion tales que goc: (Z,7) — (X, 5) es un K-morfismo. Entonces,
para cada i en I,

(goc)ofi=go(cofi)=gofi:(Z7) = (Xi,&)

es un K-morfismo. En consecuencia, puesto que { es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,&:);c;s
tenemos que g : (Z,7) = (X,£) es un K-morfismo. De aqui se sigue que £ es la K-estructura inicial para X
respecto de (c, f) Concluimos, pues, que si § es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,&;);c;, entonces
& es la K-estructura inicial para X respecto de (c,g). Naturalmente, surge de inmediato la pregunta de si la
afirmacion reciproca de nuestra conclusion sera verdadera, pues de ser cierto esto iltimo, la afirmacién reciproca,
tendriamos automaticamente a disposicion la condicion de existencia de la K-estructura inicial para X respecto
de (fi,&);cs a saber: que para cualesquier proyeccién natural ¢ : X — X/ ~ y K-objeto (X/ N,f_), exista
una K-estructura inicial para X respecto de (c, 5_) Supongamos entonces que £ es la K-estructura inicial para
X respecto de (c, f_) Sean, (Z,v) un K-objetoy g : Z — X una funcion tales que para cada i en I,

fiog:(Z,y) — (Xi,&)
es un K-morfismo. Entonces, para cada i en I,
(fioc)og=fiolcog): (Z,y) — (Xi,&)

es un K-morfismo, y puesto que ¢ es la K-estructura inicial para X respecto de ( fi, &)
cog:(Z,y) — (X,
es un K-morfismo. Ahora bien, puesto que £ es la K-estructura inicial para X respecto de (c, f_), se sigue que,
g: (Z7’Y) — (Xvé.)

es un K-morfismo. Concluimos que & es la K-estructura inicial para X respecto de (fi,&:);c;-
Presentamos en forma de teorema (el cual caracteriza a las ccce tpf) las conclusiones principales de todo lo
anterior. La demostracion del teorema esta esencialmente contenida en nuestros razonamientos previos.

er S€ sigue que,

Teorema 19.3. Sea K una ccce pf. Son equivalentes,

1. K es topologica.
2. K es monotopolégica y satisface que para cualesquier proyeccion natural ¢ : X — X/ ~ y K-objeto
(X/ ~, 5), existe una K-estructura inicial para X respecto de (c, f_)
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19.4. Reflexividad en ccce tpf

Sean, K una ccce tpf, I una clase, (A; = (X;,&;));c; una clase de K-objetos y F' = (fi: X — Xi);c;
una fuente cartesiana. Invocando lo hecho en el teorema 19.2, sabemos que la fuente cartesiana F' puede ser
factorizada mediante una proyecciéon natural,

c: X — X/NF
xr > (]

y una monofuente cartesiana F := (ﬂ X = XZ-) con X := X/ ~p, en la que para cada i en I tenemos,

i€l’

[z] > fi(z)

Sea S una subccce plena de K cerrada bajo monofuentes (iniciales) y supongamos que cada elemento de la clase
(A; = (Xi,&)),c; es un S-objeto. Tenemos el siguiente corolario del teorema 19.2.

Corolario 19.1. Para cada K-objeto A = (X,§) existe un K-morfismo r : A — B tal que,

1. B es un S-objeto. ~
2. Si f:A— B’es cualquier K-morfismo con B’ un S-objeto, entonces existe un tnico S-morfismo f : B — B’
tal que for = f.

Demostracion. Sea C la clase de todos los K-morfismos de dominio A y codominio en |S|. Dado un S-objeto
arbitrario B’ = (Y, n), consideremos el conjunto de K-morfismos de A en B’, K (A, B’). A partir de este conjunto
definimos el siguiente conjunto,

Ip := {(faX) | (f’ (5777)) GK(AvB/)}

Luego, con los conjuntos Ig:, definimos la clase,

1= J{Ie | B € IS))
Ahora utilizamos la clase I para indexar a C,

C=(fi: A— Bi)e;

Por el teorema 19.2 existe un K-cociente ¢: A — B, con B = (X, f_), y una clase de K-morfismos,

C=(fi:B— Bj),,

tales que para cada i en I, f; = f; o c. Ademas, la fuente,

F=(fi: X —=Yi),,
es una monofuente cartesiana. Ahora bien, puesto que cada elemento de la clase (B; = (Y7,7;)),; es un S-objeto
v S es cerrada bajo monofuentes, se sigue que B es un S-objeto. Sear = ¢;si f : A — B’ es cualquier K-morfismo
con B’ un S-objeto, entonces f = f;, para alguna i en I, y tenemos f; = f; or, es decir, existe un K-morfismo
f : B — B’ tal que f or = f. El K-morfismo f es el tnico que cumple la relacién anterior, pues r es suprayectiva.

Supongamos ahora que S es cerrada bajo monofuentes iniciales. En este caso consideraremos a la K -estructura
inicial para X respecto de (fi,7:), ;- Sin temor a que haya confusion con la notacion del caso anterior, denotemos
mediante € a dicha estructura. Entonces el K-objeto ()_(, 5) es también un S-objeto. Sea r : X — X la funcién
subyacente del K-cociente ¢ : A — B del caso anterior. Dado que para cada i en I, f; = f; or, se sigue que
r: (X&) — (X , 5_) es un K-morfismo. Los argumentos que faltan para concluir esta parte de la demostraciéon
son exactamente iguales a los del caso anterior. O

El resultado que acabamos de exponer sienta precedente para el siguiente concepto.

Definiciones 19.5. Sea K una ccce tpf. Una subccce S de K es reflexiva si para cada K-objeto A existe un
K-morfismo r : A — B tal que,

1. B es un S-objeto.



19.4. Reflexividad en ccce tpf 117

2. Para cada K-morfismo f : A — B’, con B’ un S-objeto, existe un tnico S-morfismo f : B — B’ tal que

for=1/.

En tal caso es comin decir que A es S-reflejable y el S-objeto B recible el nombre de S-reflector de A. El
K-morfismo r : A — B recibe el nombre de S-reflexion del K-objeto A.

Ejemplos 19.5. En la ccce Top las subccce Ty, T1 v Th son reflexivas.

Los ejemplos de ccce reflexivas que hemos visto hasta el momento tienen en comun que las funciones subya-
centes de sus reflexiones son suprayectivas. En general, tenemos las siguientes definiciones.

Definiciones 19.6. Dada una K una ccce tpf, si M es una clase de K-morfismos y S es un subccce reflexiva
de K tal que toda S-reflexion pertenece a M, diremos que S es M-reflexiva. Asi,

1. Si M de todos los K-morfismos cuya funcién subyacente es suprayectiva, entonces una subccce M-reflexiva
se llama epirreflexiva.

2. Si M de todos los K-morfismos cuya funciéon subyacente es un cociente, entonces una subcece M-reflexiva
se llama cocienterreflexiva.

3. Si M de todos los K-morfismos cuya funciéon subyacente es biyectiva, entonces una subccce M-reflexiva se
llama birreflexiva.

El teorema que ahora presentamos da una caracterizacion de las subccce epirreflexivas de una ccce K.

Teorema 19.4. Sean, K una ccce tpf y S una subccce plena de K cerrada bajo la formacion de K-isomorfismos.
Son equivalentes,

1. S es epirreflexiva.
2. S es cerrada bajo monofuentes iniciales?.

Demostracion. 1 = 2| Sean, I una clase, ((X;,&;));c; una clase de K-objetos y ' = (f; : X — X;),.; una
monofuente cartesiana. Supongamos que ¢ es la K -estructura inicial para X respecto de (f;, &;); ;- Comprobemos

que (X,&) es un S-objeto. Sea r : (X,§) — (X,é) una S-epirreflexion de (X, §); entonces para cada i en [
existe un K-morfismo ﬂ : (f(, 5) — (X, &) tal que fz or = f;. A continuaciéon demostraremos que 7 : X — X

es inyectiva. En efecto, si 7 (z1) = 7 (x3), entonces f; o r (z1) = f; o r (x3), para cada i en I. En consecuencia
fi(x1) = fi(w2), para toda i en I, y puesto que F' es monofuente, se sigue que x; = xa. Concluimos que
r: X — X es inyectiva, y como por hipétesis dicha funcion es suprayectiva, se sigue que es biyectiva. Podemos
considerar ahora la funcion =1 : X — X (la inversa de r). Es claro que para cada i en I, f;or~! = f;, ademés,
Asi, r1 (X,é) — (X,€) es un

recordemos que § es la K-estructura inicial para X respecto de (f;,&;);c;-

K-morfismo. Se sigue que r : (X,§) — (X,é) es un K-isomorfismo. Asi pues, siendo (X’,E) un S-objeto,
colegimos que (X, &) es un S-objeto.
2 = 1] Es la segunda parte del corolario 19.1. O

Proposicion 19.11. Sea K una ccce tpf y sea S una subccce plena de K. Si S es cerrada bajo monofuentes
iniciales, entonces S es monotopoldgica.

Demostracion. Sean, I una clase, y ((X;,&;));c; una clase de S-objetos, F' = (f; : X — X;);.; una monofuente
cartesiana y ¢ la K-estructura inicial para X respecto de (f;,&;);c;- Dado que S es cerrada bajo monofuentes
iniciales, se sigue que (X,&) es un S-objeto. Por lo tanto,  es la S-estructura inicial para X respecto de
(fis&i);cr- Esto significa que S es monotopologica. O

Corolario 19.2. Sean K una ccce tpf y sea S una subccce plena de K cerrada bajo la formacion de K-isomorfismos.
Si S es epirreflexiva, entonces S es monotopoldgica.

Demostracion. Si S es epirreflexiva, entonces por el teorema 19.4, S es cerrada bajo monofuentes iniciales. Por
la proposicién 19.11, S es monotopologica. O

La siguiente proposicion nos da mas ejemplos de subccce epirreflexivas de Top.

Proposicion 19.12. Sea S una subccce plena de Top que es TK-cerrada. Supongamos que K (S) no es trivial;
entonces S es epirreflexiva.

2 Ver la definicién 19.4.
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Demostracion. Dado un espacio topologico (X, 7), sea ~ la relacion de equivalencia inducida por la particiéon
de X en sus K(S)-componentes. Si (X/ ~,¢) es el espacio cociente de (X, 7) respecto a ~, entonces, por el
inciso (d) del teorema 18.1, (X/ ~,¢) pertenece a J (K (S)); consecuentemente, (X/ ~,¢) pertenece a S, pues
5=3(K(S)).

Ahora sea f : (X,7) — (Z,n) una funciéon continua con (Z,n) un espacio topolégico en S. Si Z es un
elemento de X/ ~, entonces ¢~' (Z) es una K (A)-componente de X; por lo tanto, f |,-1.,, es constante. Por
ser ¢ una identificacion, aplicando la proposicion 51, existe una tnica funcién continua f : (X/ ~,¢) = (Z,n)
tal que el diagrama,

(Xa T) (X/ ~ C)
(Z,m)
conmuta. De aqui se sigue que S es epirreflexiva. O

A continuacion damos algunos otros ejemplos de subcategorias reflexivas de Top.
Ejemplo 19.6.

1. Consideremos a la categoria de conexion C (la subcece plena de Top de los espacios conexos). Por el ejemplo
16.1 y la proposicion 19.11, la subccce plena de Top de los espacios totalmente C- inconexos es cocientere-
flexiva.

2. Observemos que ({#}) = K(Top) y que T ([{0}]) = Top. En otras palabras, Top es TJK-cerrada. Para cada
espacio topolégico (X, 7), la funcién identidad,

1(X7T) : (XaT) — (XaT)

es una birreflexion.
3. Otra cosa que podemos observar es que, dado un conjunto unitario Z, la funcién constante,

c: (X, 1) — (Z,n)

es una cocienterreflexion; es decir, ({#1}) es cocienterreflexiva.
4. Mediante Jnd denotaremos a la subccce plena de Top cuyos objetos son todos los espacios topoldgicos
indiscretos. Dado un espacio topolédgico (X, 7), una Jnd -reflexion suya es la funcion continua,

Iy : (X,7) — (X, {0,X})

Presentamos enseguida dos ejemplos de subcategorias reflexivas en &ta.

Definicién 19.7. Denotaremos por Sym a la ccce cuyos objetos son las parejas (X, p), donde X es un conjunto
y p es una relacion simétrica sobre X. Los Gym-morfismos son todas las funciones compatibles entre éstos.
Desde luego, asi definida, Gym es una subccce plena de ra. Mas atn, Sym es una subcategoria reflexiva de
Bra.

Ejemplo 19.7. Gym es una subcategoria birreflexiva de &ra.

1

En efecto; sea (X,«a) una grafica dirigida cualquiera. Si definimos a~' = {(y,) | (z,y) € a}, entonces

(X, alU ofl) es un objeto en Gym. Probemos que el &ra-morfismo,
Iy : (X,a) — (X,aua™)

es una Gym-reflexion de (X, a). Sea f: (X, a) — (Y, p) una funciéon compatible arbitraria, donde (Y, p) es un
Gym-objeto ; entonces la funcion,

fr(X,aua™) — (Y,p)

es compatible. En efecto, sea (x,y) un elemento de «Ua™1; si (2, ) estd en «, es claro que entonces (f (z), f (y))
estd en p. Si (7,y) estd en ™!, entonces (y,z) estd en « y, consecuentemente, (f (y), f (x)) esta en p. Puesto
que p es simétrica, tenemos que (f (x), f (y)) esta en p. Por otro lado, observemos que la funcion,

fr(X,aua™) — (Y,p)
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es la tnica funcion compatible tal que el triangulo,

(X, ) X (X,aUa™")
\ |
(Y p)

Definicion 19.8. Consideremos a las categorias concretas Gra y Top. Para cada conjunto X, sea la funcion,

conmuta.

Ix : Gra[X] — €DTop [X]
definida como,
Ix(@)={UCX:((wy cea y yeclU)= (zcl)}

Observacion 19.2. Notemos que -#x |prosix]= Ix-

Ejemplo 19.8. Sea X un conjunto arbitrario y consideremos las funciones,

Ix : Gra[X] — €DTop [X]

Ix': €D%op [X] — Pros [X]
Entonces, para cada < en &ra[X] , el preorden,
==1Iy" 0 Ix (<)

hace del conjunto parcialmente ordenado (X, <) un JPros-reflector de la grafica dirigida (X, <).

En efecto; sea < un elemento de Gra[X] ; debemos demostrar que existe una funcién compatible,
r (X, <) — (X,x%)
tal que si,
[(X, <) — (Y.<)
es una funciéon compatible, con < en Pros [X], entonces existe una tnica funcion mondtona,
9:(X,2) — (¥.<)

tal que el siguiente diagrama conmuta,

Demostremos que la funcion,
1x: (X, ) — (X,x)

es compatible.
En efecto; sean z y y en X tales que 2 < y. Sea U en .x (<) y supongamos que y pertenece a U. Entonces
se cumple que,

r<y vy yeU
por lo tanto, x pertenece a U. Esto prueba que x < y. Asi pues,

1x: (X, ) — (X, x)
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es compatible.
Sea,

(X, <) — (V. <)
una funciéon compatible, con < en Pros [X]. Demostremos que la funcion,
f:(X, %) — (Y.<)

es monotona.
En efecto, puesto que,

(X, <) — (Y, K)

es compatible, entonces,
[ (X, Ix () — (V, Ay (<))
es continua. De manera andloga, dado que I)}l es una biyeccion natural, la funcion,
fi (XI5 o Ix (2) — (V. Iy o Fy (X))
es compatible. Pero,
IftoIx () =% vy I}'osy (<) =<

Por lo tanto,

f(X,2)— (Y.<)

es monotona.

En los ejemplos anteriores hemos visto que la ccce Ind es reflexiva en Top y que cada reflexion tiene por
funcién subyacente una funcién identidad. Pasa lo mismo con Gym en relacién a &ra. El matemético Jiri
Adamek ([5]) llama a tales subccce reflexivas por el nombre de modificaciones reflexivas. Asi, Jnd es una
modificacion reflexiva de Top y SGym es una modificacion reflexiva de &ra.

Definicion 19.9. Sea K una ccce tpf y sea S una subccce plena de K. Diremos que S es una modificacion
reflexiva de K, si para cada K-objeto (X, &) existe  en S[X] tal que 1x : (X,€) — (X,n) es una S-reflexion
de (X,€).

El siguiente teorema caracteriza a las modificaciones reflexivas.
Teorema 19.5. Sea K una ccce tpf y sea S una subccce plena de K. Son equivalentes,

1. S es una modificacion reflexiva de K.
2. S es cerrada bajo fuentes iniciales.

Demostracion. 1 = 2] Sean, I una clase, y ((X;,§;));c; una clase de S-objetos, F' = (f; : X — X;),c; una
fuente cartesiana y £ la K-estructura inicial para X respecto de (f;,&;),c;- Debemos demostrar que (X, &) es un
S-objeto. Sea 1x : (X,£) — (X,n) una S-reflexion de (X, €). Entonces, para cada i en I existe un K-morfismo
gi : (X,n) — (X;,&) tal que g; o 1x = f;. En consecuencia, las funciones subyacentes de los K-morfismos g;
y fi son iguales. Se sigue que, para cada i en I, f; : (X,n) — (X;,&) es un K-morfismo. Para cada i en I,
consideremos el diagrama conmutativo,

(X,8) —> (X,,&)

%

(X,n)

Dado que ¢ es inicial para X respecto de (fi,&;);c;, se sigue que 1x : (X,n) — (X,€) es un K-morfismo.
Colegimos que £ =7 y que por tanto (X, ) es un S-objeto.
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2 = 1] Supongamos ahora que S es cerrada bajo fuentes iniciales. Debemos demostrar que S es una
modificacion reflexiva de K. Sea A := (X, ) un K-objeto arbitrario. Procediendo de manera semejante a como
lo hicimos en la demostracion del corolario 19.1 , sea,

C=(fi:A— Bl
la clase de todos los K-morfismos de dominio A y codominio en |S|. Asi también, denotemos (B, := (Y;, 1))
y consideremos ahora a la fuente cartesiana,

el

F = (le —))/i)iel
Sea 7 la K-estructura inicial para X respecto de (f;,7;);c;- Denotemos A = (X,n). No es dificil ver que

1x : A — A es un K-morfismo. Ahora bien, dado cualquier K-morfismo g : A — B, con B en |S|, se sique que
g = fi: A— B, para alguna i en I. Consideremos el K-morfismo,

Es claro que dicho K-morfismo es el tinico que satisface f;olx = g. De aqui inferimos que S es una modificacién
reflexiva de K. O

Ejemplo 19.9. En conformidad con la proposicién 19.10 y con el teorema 19.5, las subccce plenas de Top de
los espacios regulares (R) y de los espacios completamente regulares (€t) son modificaciones reflexivas de Top.

Para el siguiente ejemplo, necesitamos introducir un nuevo tipo de ccce. Asi, la siguiente definiciéon introduce
una nocién de estructura.

Definiciéon 19.10. Una seudométrica en un conjunto X es una funcion d : X x X — [0,+00) tal que, para
cualesquier x, y y z en X, se satisfacen los siguientes puntos,

1. d(z,x)=0.
2. d(z,y) <d(z,2)+d(y,z)

Proposicion 19.13. Si d es una seudométrica en un conjunto X entonces, para cualesquier x y y en X, los
siguientes puntos se satisfacen,

1. d(z,y) > 0.
2. d(z,y) =d(y,x).

Demostracion. Sean x y y en X.

1.0=d(z,z) <d(z,y) +d(z,y) = 2d (z,y). En consecuencia, d (z,y) > 0.

2. d(z,y) < d(z,z) +d(y,z) = d(y,z). Asimismo, d(y,z) < d(y,y) + d(z,y) = d(z,y). De las dos
desigualdades anteriores se sigue que d (z,y) = d (y,x). O

A partir del concepto de seudométrica, construimos una clase de objetos que serén los elementos de nuestra
nueva ccce.

Definicién 19.11. Un espacio seudométrico es una pareja (X, d) donde X es un conjunto y d es una seudomeé-
trica en X.

Definicion 19.12. Denotaremos mediante Pmet a la ccce de los espacios seudométricos y las contracciones
entre ellos.

Queda claro, pues, que la ccce Met es una subccce plena de Pmet. Mas atn, Met es una subcecce cociente-
rreflexiva de Pmet.

Ejemplo 19.10. La ccce et es una subccece cocienterreflexiva de SPmet. En primer lugar, daremos un proceso
general para construir, a partir de un espacio seudométrico, un espacio métrico.
Sea (X, d) un espacio seudomeétrico. Definimos una relacion de equivalencia, ~, en X del siguiente modo:
Para cualquier par de elementos  y y en X, x ~ y si, y solo si, d (z,y) = 0. Desde luego, el conjunto cociente
de X respecto de ~ es,

X/ ~={[z] C X :y €[] si, ysolosi, z~y}
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Denotemos X := X / ~. El siguiente paso es definir una métrica en el conjunto X . Definimos la funcion,

d: XxX — [0, +00)
(2, v]) > d(z).[y):=d(z,y)

Verifiquemos que d esté, efectivamente, bien definida. Si # ~ 2/ y y ~ y/, entonces, por definicion de ~;,
d(z,2') =0=d(y,y'). Luego,

d(z,y) < d(z,2') +d(y,2') =d(y,2') <d(y,y) +d(2',y) = d(2",y)
Por lo tanto, d (z,y) < d(2’,y’). De manera similar se comprueba que d (2',y’") < d(x,y). De las dos desigual-

dades anteriores se sigue que d (z,y) = d (¢/,3’). Asimismo, no es dificil verificar el hecho que la pareja (f( , CZ)

es un espacio métrico.
Como paso ultimo, comprobaremos que et es una subccce cocienterreflexiva de Pmet.

Consideremos la proyecciéon natural,
c: X — X
T > [q]

Resulta, hecho que es sencillo de verificar, que ¢ induce una contraccion de (X, d) en (X' , (f),
c: (X,d) — ()N( , CZ)

Maés ain, la contraccion ¢ es una Met-reflexion para el el espacio seudométrico (X, d). En efecto; sean, (Y, J)
un espacio métricoy f: (X,d) — (Y, CZ) una contraccion. Definimos la regla de correspondencia,

c: X — Y
[2] +— ¢&([z]) = f (@)

Resulta que ¢ esta bien definida y por lo tanto es una funcion. Si @ ~ z’, entonces d (z,2') = 0, y dado que
(f, (d, J)) es una contraccion, se sigue que,

0<d(f(2),f (@) <d(a,a) =0

en consecuencia, d (f (x), f (2')) = 0. Pero (Y, J) es un espacio métrico; asi entonces, f (z) = f(z'). Lo que
haremos a continuacion es verificar que ¢ induce una contraccion entre los espacios métricos ( ci) Y CZ)

Sean [z] y [y] dos elementos arbitrarios de X; entonces,
d(e([z]),e([y]) = d(f (=), f ()

y dado que ( f, (d, CZ)) es una contraccion,

lo cual significa que,

S
—

o
—
B,
S~—

o

() < d(=,y)

es decir, (6, (d, d)) es una contraccion.

Ahora bien, es claro que ¢oc = f,y como c es suprayectiva, ¢ es la tnica funcién que satisface dicha igualdad.
Con esto concluimos que et es una subccce cocienterreflexiva de Pmet.
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