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Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo utilizar los modelos Autoregresivos de Promedios Méviles (AR-
MA) para modelar las series de ventas internas de electricidad a los sectores Doméstico y Servicios
en México. Mi principal intencion al realizar la tesis fue la de modelar datos reales aplicando alguna
de las técnicas aprendidas en los cursos de estadistica. Dado que las series de ventas internas de
electricidad son series de tiempo, decidi analizarlas utilizando el enfoque aprendido en Estadistica
3 buscando ajustar modelos ARMA a dichas series y utilizando el software R.

La tesis esta constituida por 4 capitulos.

En el capitulo 1 se brinda un panorama general del sector eléctrico de México. Se habla brevemente
de la historia de la electricidad en México y se presentan tanto los sectores que conforman al sector
eléctrico del pais como las series de tiempo que seran analizadas.

En el capitulo 2 se presentan las caracteristicas de las series de tiempo, esto es: la defincién de
serie de tiempo como realizacion de un proceso estocdstico y a partir de ahi la caracterizacién de
dicho proceso a partir de las funciones de autocovarianza y de autocorrelacién. En este capitulo se
presenta también a los procesos estacionarios y débilmente estacionarios junto con sus principales
caracteristicas. Al final del capitulo se presentan las principales transformaciones que se aplican a
las series de tiempo para poder verlas como realizaciones de un proceso débilmente estacionario.

En el capitulo 3 se presenta a los modelos ARMA y al proceso para ajustar dichos modelos a una
serie de tiempo. Se presentan ademas los principales métodos para estimar los pardmetros del mo-
delo a ajustar y cémo evaluar el ajuste del modelo.

En el capitulo 4 se encuentra el analisis de las series de ventas internas de electricidad para los
sectores Servicios y Doméstico.

Finalmente, se presentan las conclusiones.



Capitulo 1

La electricidad en México

1.1. La energia eléctrica y la industrializacion

Durante el siglo XIX, México tuvo muchas dificultades para incorporarse a la industrializacién ba-
sada en el vapor y para aprovechar la fuerza hidraulica, pues el pais carecia de carbén y en los meses
de sequia los caudales de los rios disminufan. Sin embargo, el terreno montanoso del pais era ideal
para la instalacién de centrales eléctricas, por lo que la generacién de energia eléctrica se convirtié
en un factor clave para el desarrollo industrial de México.

A finales del siglo XIX, las principales industrias de México, la minera y la textil, fueron pioneras en
la instalacién de plantas eléctricas. En 1879, con la instalacién de la primera planta termoeléctrica
del pais, la cual era utilizada por la fibrica textil La Americana, comenz6 una rapida expansion de
la generacion de electricidad.

En la década de los cincuenta, el pais experimenté un gran crecimiento econémico basado principal-
mente en el mercado interno. El sector eléctrico fue aquel con mayor crecimiento; de 1952 a 1958,
la generacién de energia eléctrica tuvo un aumento del 69.7 % al pasar de 5,337 MegaWattshora
(MWh) a 9,057 MWh. Este crecimiento se logré gracias a una politica que combinaba un intenso
aprovechamiento de la capacidad instalada con la creacion de nuevas plantas generadoras. La capa-
cidad de generacion de energfa eléctrica ha seguido creciendo a lo largo de los afios, a principios de
esta década era de 53,114 MWh.

La generacién de energia eléctrica representé también una gran mejora en el nivel de vida de la po-
blacién del pais; se comenzé con la instalaciéon de alumbrado piblico y el bombeo de agua potable
y posteriormente las viviendas empezaron a contar con electricidad. Segin informacién del Censo
de Poblacién y Vivienda de 2010, el 97.78 % de las viviendas del pafs cuenta con electricidad.
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1.2. El sector eléctrico en la actualidad

Si bien en sus inicios el sector eléctrico nacional se encontraba en manos privadas, hoy en dia la
Comisién Federal de Electricidad (CFE) es la encargada de suministrar energia eléctrica en todo
el pafs. Alrededor del 99.5% de las ventas totales de energia eléctrica lo constituyen las ventas en
el mercado interno y el 0.5 % restante exportaciones. A mayo del 2013, el mercado interno estaba
conformado por 36.9 millones de usuarios, divididos en los sectores Doméstico, Comercial, Agricola,
Servicios e Industrial. A continuacién se presenta una breve descripcién de estos sectores:

= Doméstico: esta constituido por los hogares, edificios, etc. Estos se encuentran conectados en
1

baja tension".
= Comercial: ventas realizadas a los comercios conectados en baja tension, como las “tienditas
de la esquina”.

= Agricola: la electricidad utilizada para el bombeo de agua para riego agricola; ésta puede ser
2

distribuida en baja tensién o en media tensién~.
= Servicios: energia eléctrica utilizada para el alumbrado publico y para el bombeo tanto de agua
potable como de aguas negras. Este sector también se encuentra conectado en baja tension.

= Industrial: se encuentra dividido en Empresa mediana y Gran industria. El sector Empresa
mediana estd conformado por las industrias y empresas conectadas en media tensién mientras

que el sector Gran industria lo estd por aquellas conectadas en alta tensién?.

Cuadro 1.1: Nimero de usuarios de energia eléctrica por sector, a mayo del 2013.

Sector Usuarios Porcentaje
Doméstico 32,617,470 88.46 %
Agricola 125,841 0.34%
Comercial 366,1001 9.93%
Servicios 191,651 0.52%
Industrial 276,162 0.75%

Elaboracién propia con datos de la Secretaria de Energia.

El sector Doméstico es el mds numeroso; el 88.46 % de los usuarios pertenecen a dicho sector. Sin
embargo, sus ventas representan solamente el 22.92 % de las ventas en el mercado interno. Mientras
que el sector Industrial con menos del 1% de los usuarios representa mas de la mitad de las ventas.

El sector Industrial se divide en Mediana empresa y Gran industria. De los 276,162 usuarios del
sector Industrial, tan sélo el 0.33 % pertenece a la Gran industria, sin embargo, este 0.33 % de usua-

'Baja tensién es el servicio que se suministra en niveles de tensién menores o iguales a 1,000 volts.
2Media tensién es el servicio que se suministra en niveles de tensién mayores a un kilovolt, pero menores a 35

kilovolts.
3 Alta tensién a nivel subtransmisién es el servicio suministrado en niveles de tensién mayores a 35 kilovolts, pero

menores a 220 kilovolts.
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Cuadro 1.2: Ventas de electricidad en el mercado interno, de enero de 2013 a mayo del 2013 en MWh.

Sector Ventas Porcentaje
Doméstico 18,554,323.54 22.92%
Agricola 4,900,853.09 6.05 %
Comercial 5,364,544.24 6.63 %
Servicios 3,600,651.37 4.45%
Industrial 48,547,419.34 59.96 %

Elaboracién propia con datos de la Secretaria de Energia.

rios representa el 37.76 % de las ventas al sector Industrial.

Cuadro 1.3: Estructura del sector Industrial a mayo del 2013.

Sector Usuarios Ventas (MW-hora)
Empresa mediana 275,254 6,721,603.56
Gran industria 908 3,758,032.87
Industrial 276,162 10,479,636.43

Elaboracién propia con datos de la Secretaria de Energia.

1.3. Las ventas de electricidad en el mercado interno y su analisis

Para el desarrollo del pafs, es fundamental que la CFE garantice un suministro eléctrico suficiente,
oportuno y de calidad, ademés de contar con la solidez econémica suficiente para afrontar sus gastos
de operacion y expansién. Las ventas de electricidad en el mercado interno reflejan el consumo de
energia eléctrica en el pais, el entender y pronosticar su comportamiento es fundamental en los
procesos de: planeacion de inversiones, politicas de precios y desarrollo del sector eléctrico nacional.
De ahi la importancia de analizar la informacién referente a las ventas de electricidad en el mercado
interno.

En la presente tesis se ejemplificara el uso de la teoria de series de tiempo y de los modelos Auto-
regresivos de Promedios Méviles (ARMA). Dicho ejercicio se realizard para los sectores Doméstico
y Servicios ya que ambos sectores impactan directamente en nuestra vida cotidiana y sus series de
ventas permiten ilustrar la aplicacién de la teoria de series de tiempo y de los modelos ARMA. Se
trabajara con las series de ventas mensuales de ambos sectores de enero de 2002 a mayo de 2013,
en Gigawatts-hora.

La teoria de series de tiempo y de los modelos ARMA se encuentra en los capitulos 2 y 3, respecti-
vamente. Los andlisis de las series de ventas a los sectores Doméstico y Servicios se encuentran en
el capitulo 4.



Capitulo 2

Caracteristicas de las series de tiempo

Una serie de tiempo es un conjunto de observaciones que han sido recolectadas de forma secuencial
a lo largo del tiempo. Las series de ventas internas de electricidad que se presentaron en el primer
capitulo de esta tesis son series de tiempo. Otros ejemplos de series de tiempo son: las tasas de
desempleo y de natalidad, las ventas semanales de un producto, los indices de precios, la produc-
cién mensual de una fabrica, el precio de una accién en el mercado bursatil, el nivel de un rio, la
temperatura maxima diaria en una ciudad, etc.

El analisis de series de tiempo puede realizarse desde dos enfoques distintos: el del tiempo y el de
las frecuencias. En el enfoque del tiempo, se estudian las relaciones entre el valor de una variable en
un punto del tiempo y los valores de la misma en puntos anteriores del tiempo. Cuando se utiliza
este enfoque se busca modelar a la serie como una funcién paramétrica de sus valores presente y
pasados. En el enfoque de las frecuencias se estudian las oscilaciones periédicas que se encuentran
de forma natural en la mayoria en los datos. En la presente tesis se utilizard el enfoque del tiempo.

Una serie de tiempo, desde el punto de vista del dominio del tiempo, puede ser continua o discreta.
Como sus nombres lo indican, en una serie de tiempo continua las observaciones son recolectadas de
manera continua sobre algiin intervalo de tiempo, mientras que, en una serie de tiempo discreta, las
observaciones son tomadas en tiempos discretos, generalmente separados por la misma distancia,
por ejemplo: dias, semanas, meses, anos, etc.

Existen diversos propdsitos por los cuales analizar una serie de tiempo. Algunos de los més comunes
son: dar una descripcién compacta de los datos, hacer predicciones, analizar o describir la estructura
de una serie, medir el efecto de una intervencién o bien medir el grado de correlacion ente dos o
mas series de tiempo.

Para hacer inferencias acerca de una serie de tiempo es necesario encontrar un modelo matematico
que permita representar a los datos, y para ello, primero hay que definir matematicamente qué es
una serie de tiempo. En la siguiente seccién se presenta dicha definicién.
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2.1. Procesos estocasticos

En el anédlisis de series de tiempo, como en cualquier trabajo estadistico, es conveniente ver a los
datos observados como uno de los muchos posibles conjuntos de datos que pudieron haberse presen-
tado. Esto se logra asociando a cada punto del tiempo ¢ una variable aleatoria X (t) € (—oo, 00). De
esta forma, una serie de tiempo puede ser asociada a un conjunto ordenado de variables aleatorias
{X(t),—00 <t < oo} en el caso continuo y {X¢,t € Z} en el caso discreto.

Una vez que se tiene esta asociacién, las definiciones de proceso estocédstico y de realizaciéon de un
proceso estocastico son necesarias para poder definir matematicamente a una serie de tiempo.

Definicién 2.1.1. Proceso estocastico.
Un proceso estocdastico es una familia de variables aleatorias {Xy,t € T'} definida en un espacio de
probabilidad (€2, F,P)!, donde T es un conjunto de indices tal que #T = oo.

Definicion 2.1.2. Realizaciones de un proceso estocdstico.
Las funciones {X;(w),w € Q} en T son conocidas como realizaciones o trayectorias del proceso
{Xt, tc T}

Dadas las dos definiciones anteriores, una serie de tiempo puede ser vista como una realizacion
{z4,t € Ty}, o parte de una realizacién, de un proceso estocastico {Xy,t € T}. Donde Tpy C T y T
representa a los puntos del tiempo. Generalmente T' es de la forma {0, +1, +£2, +3,...}, {1,2,3,...},
[0,00) 6 (—00,00). En las series de tiempo de ventas internas de electricidad que se analizardn en
la presente tesis, Ty = {1,2,...,137}.

Nétese que para cada t € T fija, Xy(w) es una funcién de €2, y que para cada w € Q fija, X;(w) es
una funcién de T

Una vez que se tiene la definicién de una serie de tiempo como una realizacién de un proceso es-
tocdstico, es necesario buscar una forma de caracterizar a dicho proceso. Dado que una variable
aleatoria esta caracterizada por su funcion de distribucion, resulta natural fijarse en las funciones
de distribucién conjunta de las variables aleatorias que constituyen al proceso.

Definicién 2.1.3. Funciones de distribucién de un proceso estocéstico {X,t € T C R}.

Sea 7 el conjunto de todos los vectores {t = (t1,...,tp,) €T 1t <ty < ...<tp,n=1,2...}
Entonces, las distribuciones finito-dimensionales de { X} son las funciones {F(-),t € 7 }. Definidas
para t = (t1,...,t,) € I por:

Fi(zx) = P(Xy, <x1,..., X4, <), x=(x1,...,7,) €R”

La caracterizacién completa de un proceso estocdstico {Xy,t € T} estd dada por sus funciones
de distribucién finito-dimensionales F(z). Sin embargo, en la mayoria de los casos es muy dificil
tanto encontrarlas como trabajar con ellas, por lo que es necesario buscar una forma maéas simple de

1Un espacio muestral ©, una o-algebra F de subconjuntos de Q, una funcién de probabilidad P.
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caracterizar al proceso {Xy,t € T'}.

Dado que en las series de tiempo que se analizaran en la presente tesis se tiene que T' C Z, a partir
de este momento y a menos que se especifique lo contrario, se trabajara con procesos de la forma
{Xi,t € T}, donde T' C Z y se utilizara la notacién {X;} para denotar al proceso {X;,t € T'}.

2.2. Medidas de dependencia

Al trabajar con un nimero finito de variables aleatorias, cominmente se calcula la matriz de cova-
rianza para conocer la estructura de dependencia que existe entre las variables. Para el andlisis de
series de tiempo es necesario extender el concepto de matriz de covarianza.

Definicion 2.2.1. Funcién de autocovarianza.
Si {X;} es un proceso tal que Var(X;) < oo para cada t € T', entonces la funcién de autocovarianza
~(+,+) de {X;} estd definida por

~(r, s) = Cov(X,, Xs) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(X5))], r,s€T. (2.1)

Observacion 2.2.1. Noétese que si X y X, siguen una distribucion normal, el hecho de que
~(r,s) = 0 asegura su independencia. Sin embargo, en general el que y(r, s) sea igual a 0 garantiza
que X, v X no estén relacionadas linealmente méas no garantiza el que sean independientes.

Una vez que se tiene a la funciéon de autocovarianza -y, es posible definir a la funcién de autocorre-
lacién (ACF). Dicha funcién mide el grado de correlacién entre dos puntos distintos X, y X de un
proceso.

Definicién 2.2.2. Funcién de autocorrelacién (ACF).
La funcién de autocorrelacion de un proceso { X, } tal que Var(X;) < oo Vt € T, esta definida como:

_ Cov(X,, Xs) _ ~(r, s)
\/Var(XT)\/Var(XS) \/y(r,r)\/'y(s,sy

p(r,s) r,s €T. (2.2)

2.3. Procesos Estacionarios

Es deseable trabajar con procesos que posean caracteristicas, tales como la media y la autocova-
rianza, estables a lo largo del tiempo. A este tipo de procesos se les llama estacionarios y tienen un
papel fundamental en el andlisis de series de tiempo.
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2.3.1. Estacionariedad

A continuacién se presentan las condiciones que debe cumplir un proceso {X;,t € Z} para ser esta-
cionario.

Definicion 2.3.1. Estacionariedad estricta.

Se dice que un proceso {Xy,t € Z} es estrictamente estacionario si para cualquier subconjunto de va-
riables X,,..., Xy, , k € Zy para cualquier h € Z se cumple que: (Xy,,..., X¢, ) v (X¢y 48, - - Xeptn)
tienen la misma distribucion.

La condicion de estacionariedad estricta es demasiado fuerte para la mayoria de las aplicaciones ya
que impone condiciones sobre todas las posibles distribuciones finito-dimensionales de un proceso.
Es por ello que normalmente se utiliza una versién de estacionariedad maéas débil que solamente
impone condiciones sobre los primeros dos momentos de los procesos.

Definicién 2.3.2. Estacionariedad débil.
Un proceso {X¢,t € Z}, es débilmente estacionario (o estacionario de segundo orden) si satisface
las siguientes condiciones:

(1) E[|X¢|?] < oo para todo t € Z.
(1) E[X;] = m para todo t € Z.
(1) y(r,s) =~y(r+t,s+t) para todo r,s,t € Z.
Es decir, un proceso es débilmente estacionario si posee segundo momento finito, si su esperanza no

depende del tiempo y si su funcién de autocovarianza solamente depende del tiempo a través del
rezago h, donde h = r — s.

Observacion 2.3.1. Estacionariedad estricta implica estacionariedad débil. Sin embargo, en
general, estacionariedad débil no implica estacionariedad estricta

Definicion 2.3.3. Procesos de ruido blanco.
Un proceso de ruido blanco es una coleccion {e;,t = 0,41, 42, ...} de variables aleatorias idéntica-
mente distribuidas tales que:

« Ele]=0 VieZ

. CO’U(E,‘,E]‘) _ {0281 1 ?’é >

o sit=j.

Vi,j€eZ

A lo largo de esta tesis se utilizard la notacién W N para referirise a un proceso de ruido blanco.

Definicién 2.3.4. Proceso Gaussiano.
El proceso {e;} es Gaussiano si y sélo si todas las funciones de distribucién finito dimensionales de
{e+} son normales multivariadas.



2.3. PROCESOS ESTACIONARIOS 13

Los Procesos Guassinanos son un caso particular de los procesos de ruido blanco en los que esta-
cionariedad débil implica estacionariedad estricta.

2.3.2. Funciones de autocovarianza y de autocorrelacién de un proceso débil-
mente estacionario

Si {X;,t € Z} es débilmente estacionario, se tiene que y(r, s) = y(r —s,0) para todo r, s € Z. Por lo
que es posible redefinir a la funcién de autocovarianza (-, -) de un proceso débilmente estacionario
como una funciéon de una sola variable, a saber:

v(h) =7(h,0) = Cov(Xe1p, Xy) YVt heL (2.3)

A la funcién v(-) se le conoce como funcién de autocovarianza de {X;} y a v(h) como su valor en
el rezago h.

Observacién 2.3.2. Si {X;,t € Z} es un proceso débilmente estacionario entonces su varianza
es constante.

Observacién 2.3.3. Noétese que si {X;,t € Z} es un proceso gaussiano y y(h) = 0 para alguna
h # 0 € Z, entonces, V t € Z se tiene que X; y X4y son independientes.

Proposicién 2.3.1. Propiedades elementales de la funcién de autocovarianza.
Si v(+) es la funcién de autocovarianza de un proceso débilmente estacionario {Xy,t € Z}, entonces

(1) ~7(0) =0,
(1) |y(h)|] < ~(0) para toda h € Z,
(1) v(h) =~v(=h) para toda h € Z.

Demostracion.

(1) Como Var(X:) > 0 se tiene que,

7(0) = Cov(Xi10, X¢) = Var(X;) > 0.
(11) La segunda propiedad es una consecuencia inmediata de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

W) = |Cov(Xemn, X0l
< Var(Xen)/Var(Xy)
VVar( X))/ Var(Xy) por la observacién (2.3.2)
= Var(Xy)
= 7(0).

(111) La tercera propiedad se tiene al observar que

v(h) = Cov(Xy, Xiyn) = Cov(Xy—pn, Xt) = y(—h).



14 CAPITULO 2. CARACTERISTICAS DE LAS SERIES DE TIEMPO

O

Si {X¢,t € Z} es débilmente estacionario, también es posible redefinir a la funcién de autocorrela-
cién parcial como una funcién de una sola variable, a saber:
Cov(Xy1n, Xt) v(h)

p(h) = Corr(Xitn, Xt) = \/VaT(XHh)\/Var(Xt) = ~(0)’ Vit helZ. (2.4)

Observacién 2.3.1. La funcién de autocorrelacién p(-) cumple todas las propiedades de la funcién
de autocovarianza y ademads satisface que p(0) = 1.

Observacion 2.3.4. Los conceptos de estacionariedad estricta y débil fueron definidos en el caso
en el que T = Z. Es posible definir los conceptos anteriores en el caso més general en el que T' C Z,
pero, para los propésitos de la tesis no es necesario, ya que, aunque en las aplicaciones se trabaja
con observaciones de la forma {x;,t € Ty C Z}, estas pueden ser modeladas como parte de una
realizacién de un proceso estacionario o débilmente estacionario {Xy,t € Z}.

2.3.3. Estimacion de la media y de la funcién de autocovarianza

Un proceso débilmente estacionario {X;} esté caracterizado por su media p y su funcién de auto-
covarianza . Cuando tnicamente se tienen las observaciones {z1,...,%,} es necesario estimar a g
y «v a partir de dichas observaciones.

El estimador insesgado natural de la media de un proceso estacionario {X;} es la media muestral
() de las observaciones {z1,...,x,}. Esto es:

1 n
p=r=—3 @
j=1

El estimador 4(h) de la funcién de autocovarianza ~(h) estd dado por:

n—h

y(h) = — ih—Z)(x; — X h=0,1,...,n—1.
) = 5 X (e0n = )l =) 0.1,

y A(h) = 3(=h).

La funcién de autocorrelacién muestral estd definida en términos de la funcién de autocovarianza
muestral de la siguiente manera:
n—nh _ _
(h) Zj:l (Tj4n — 2)(2; — T)

oy 3 .
P ==y = ST G Ih| < n.




2.4. TRANSFORMACIONES 15

Los estimadores de las funciones de autocovarianza y de autocorrelacién son sesgados cuando se
utiliza el factor 1/n e inlcuso cuando se utiliza el factor 1/(n — h). Sin embargo, cuando se tie-
nen muestras grandes, bajo algunos supuestos generales, ambos estimadores son asintéticamente
insesgados. Generalmente se utiliza el factor 1/n ya que éste asegura que las matrices

Do(h) =[G — Nl v Ra(h) = [pi — )=

sean no-negativas definidas.

Observaciéon 2.3.5. Los estimadores de las funciones de autocovarianza y de autocorrelacién
pueden ser calculados para cualquier conjunto de datos {x1,...,x,} y no se encuentran restringidos
a realizaciones de un proceso débilmente estacionario.

2.4. Transformaciones

Muchas de las series de tiempo que se observan en la vida real no son débilmente estacionarias pues
en ellas puede observarse que la media no es constante a lo largo del tiempo, que la variabilidad de
los datos aumenta conforme avanza el tiempo o la presencia de variaciones o de ciclos estacionales?.
Afortunadamente, existen diferentes técnicas que permiten transformar a las series de tiempo para
que sea razonable verlas como realizaciones de algiin proceso débilmente estacionario.

Las técnicas mas utilizadas para convertir a una serie de tiempo en débilmente estacionaria, son las
transformaciones de Box-Cox, la diferenciacién y el suavizamiento utilizando promedios méviles o
ajustando polinomios. A continuacién se presentan dichas técnicas.

2.4.1. Transformaciones de Box-Cox

Cuando la variabilidad de una serie de tiempo {xi,...,z,} aumenta a lo largo del tiempo, las
transformaciones de Box-Cox pueden ser utilizadas para establilizar a la misma. Estas son de la
formas:

(zp —1)/A si A€ (—o0,00) — {0},

In(zy) si A=0.

La mas utilizada es el caso particular en el que A = 0.

Si ademas de una variablilidad que aumenta a lo largo del tiempo, una serie presenta una media
que no es constante y variaciones o ciclos estacionales, primero es necesario aplicar una transforma-
cién para estabilizar a la varianza y posteriormente aplicar alguna de las transformaciones que se
presentan en las siguientes secciones para llevar la serie transformada a la estacionariedad débil.

2Las variaciones estacionales son cambios regulares en los datos que ocurren cada afio calendario. Los ciclos pueden
ocurrir en periodos més largos o més cortos que un ano calendario.
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2.4.2. Suavizamiento

Una serie de tiempo {x1,...,z,} puede ser vista como la realizacién de un proceso

Xt:mt-i—st—l—Y}, (25)

donde:

= m; es una funcién que cambia lentamente y que es conocida como tendencia,

= 54 es una funcién con periodo conocido d a la que se le conoce como estacionalidad en la que
d
se cumple que S¢yq =5y > ;15 =0,

» Y} es un proceso débilmente estacionario tal que E[Y;] = 0.

Polinomios ajustados

En el método de suavizamiento con polinomios ajustados, el objetivo es estimar y extraer a my
y a s¢ del modelo Xy = my + s¢ + Y}, esperando que el componente restante, Yz, sea un proceso
débilmente estacionario.

Si sy = 0, se tiene el caso de no-estacionariedad mas simple, en él, el proceso presenta un com-
portamiento estacionario alrededor de una tendencia. Para estimar m; se supone que ésta es de la
forma

my = ag + ait + - - - + apt?.

Obsérvese que si p = 1 la tendencia es lineal y que si p = 2 la tendencia es cuadratica. Los pardmetros
{a;} se estiman mediante minimos cuadrados ordinarios, es decir, se buscan las {a;} que minimicen

Z?:1 (z; — mi)2~

En la presencia de tendencia y estacionalidad, pueden utilizarse funciones de senos y cosenos, com-
binadas con un polinomio de la forma ag + a1t + - - - + a,t? para remover la tendencia. Por ejemplo,
si la tendencia es cuadratica y se tiene un periodo d = 12, se puede utilizar una funcién de la forma:

fr = ap + ait + agt® + Brcos(2nt/12) + Brsen(2mt/12)

donde los estimadores ao, ai, . .., ap, 51, B2 se obtienen mediante minimos cuadrados ordinarios.

Promedios méviles

Otra forma de suavizar a la serie de tiempo {z1,...,x,} consiste en utilizar promedios méviles
de uno o de dos lados. Existen diferentes maneras de hacerlo, a continuacion se presentan las mas
comunes.
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Una primera forma de suavizamiento consiste en utilizar recursivamente promedios méviles de un
lado, a saber:
my = axy + (1 — a)rmy_1, t=2,...,n,

my = 1,

donde a € [0, 1] fija. A este tipo de suavizamiento se le conoce como suavizamiento exponencial. El
suavizamiento exponencial puede utillizarse para hacer prondsticos.

Otra forma de suavizamiento se tiene al utilizar un promedio mévil de dos lados y simétrico:

k
my = Z a;T_j, keZ,aeR
j==k

_ ) k C—
donde aj =a_;y Zj:—k a; = 1.
Si los datos {z1,...,x,} presentan tanto tendencia como estacionalidad, generalmente en la lite-
ratura se propone hacer una primera estimacion de la tendencia m; utilizando un promedio mévil

simétrico elegido especialmente para estimar y remover al componente estacional s; y posteriormen-
te re-estimar a la tendencia restante.

Si el periodo d es impar, d = 2g + 1, se estima a m; de la siguiente forma:

1 q
ng = Xigi).
M=o .Z( t+5)

J=—q

Si el periodo d es par, d = 2q, entonces se utiliza:

1 1
My = —Tp—q + STi—qi1 + + STiig-1 + 55Ti4qs <t<n-—q.
Para estimar al componente estacional, para cada k = 1,...,d primero se calcula el promedio wy,

de las desviaciones {(zj4jq — Mi+ja) : ¢ < k+ jd < n —q}. Como las wy, no necesariamente suman
cero, se estima al componente estacional s; de la siguiente manera:

d

A -1

S, =wp —d Zwi, k=1,....d,
=1

donde §; = Sk_q vy k > d.

Los datos desestacionalizados (d;) se definen entonces de la siguiente forma:

dt:l‘t—St, tzl,...,n.
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Finalmente, la tendencia es re-estimada a partir de la serie desestacionalizada {d;} aplicando un
promédio mévil, como el descrito anteriormente, o ajustando un polinomio a la serie {d;} y se
trabaja con la serie §; = xy — My — 5.

2.4.3. Diferencias

Este método, el cual fue desarrollado ampliamente por George Box y Gwilym Jenkins durante
los anos sententa, consiste en aplicar diferencias a la serie de tiempo {z1,...,x,} hasta que las
observaciones diferenciadas se parezcan a las realizaciones de algin proceso débilmente estacionario

{Yi}.

Definicién 2.4.1. Operador diferencia (V).
El operador diferencia estd definido por

V(X)) =X — X1 =(1-B)X; (2.6)
donde B es el operador de rezago o retraso
B(X:) = X¢ (2.7)
El operador diferencia al rezago d (V) estd dado por:
VaX:)=(1-BY) =X;— X, 4 (2.8)

Observacion 2.4.1.

(1

) BI(Xy) = Xoeyy 521
(1)

)

)

B
V(X)) =V(VTHXY), =1
() VI(Xy) = (1= By (Xy) # (1 - BY)(Xy) = V;(X)

(1v) Los polinomios en B y V son manipulados como funciones de polinomios de variable real. Por
ejemplo:

VA(X) =V(V(Xy)] = (1-B)(1-B)(X)
(1 —2B+ B?)(X;)
= X;—2X; 1+ X; o

Para eliminar la tendencia y la estacionalidad de la serie de tiempo, primero se aplica el operador
Vg al modelo Xy = my + s + Y;, donde {s;} tiene periodo d, y se obtiene:

Vd(Xt) = (mt — mt_d) + (Yt — Y;g_d), (2.9)
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la cual da una descomposicién de la diferencia V4 en un término de tendencia y en un término de
ruido. La tendencia (m; — my;_g) es eliminada entonces aplicando una potencia del operador V.

En las secciones 2.4.1 a 2.4.3 se presentaron los métodos mas utilizados para llevar a una serie de
tiempo a la estacionariedad débil. La eleccién del método a utilizar depende de diversos factores,
entre ellos, si los estimadores de la tendencia y la estacionalidad son requeridos o si el componente
estacional varia a lo largo del tiempo. Una ventaja de la diferenciacién sobre los métodos de suavi-
zamiento, consiste en que no es necesario estimar ningin pardmetro. Sin embargo, como se observa
en la ecuacién (2.9), al diferenciar no se obtiene un estimador para el proceso Y;. Por lo tanto, si
el objetivo es estimar al proceso débilmente estacionario Y;, a m; o a sy, es necesario suavizar la
serie mediante polinomios o promedios méviles. Por otro lado, si el objetivo solamente es llevar a la
serie de tiempo observada a la estacionariedad débil, es conveniente aplicarles el operador diferencia.
Para los propdsitos de esta tesis no es necesario obtener estimadores para Y, s; v my, asi que se
utilizard al operador diferencia para transformar a las series de ventas de electricidad en débilmente
estacionarias y solamente en los casos en los que diferenciar no sea suficiente, se utlizaran los méto-
dos de suavizamiento.

Una vez que la tendencia y la estacionalidad han sido removidas el siguiente paso consiste en modelar
a la serie débilmente estacionaria resultante {g;}. De no existir una estructura de dependencia entre
ellos, estos pueden verse como observaciones de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas, en cuyo caso no queda mucho que hacer excepto estimar su media y su varianza. Sin
embargo, de existir alguna estructura de dependencia significativa entre ellos, podemos utilizar un
modelo estacionario méas complejo para dar cuenta de dicha estructura de dependencia.



Capitulo 3

Modelos autoregresivos y de
promedios moviles

Los modelos autoregresivos y de promedios méviles (ARMA) son modelos lineales y causales utili-
zados para describir procesos débilmente estacionarios a través de valores pasados del mismo y de
otras variables independientes.

Definicion 3.0.1. Proceso lineal.
Se dice que un proceso {X;} es lineal si puede escribirse de la siguiente forma:

oo
Xt =p+ Z Crét—r,
—0o0

donde p es la media comin, {C,} es una secuencia de constantes fijas y {€:} es un proceso de ruido
blanco.

Definicién 3.0.2. Proceso causal.
Se dice que un proceso lineal {X;} es causal si C;, =0V r < 0. Esto es:

00
Xy =p+ Z Crée—r
r=0

Por lo tanto, los procesos causales no dependen de valores futuros o no observados.

3.1. Modelos de promedios moviles

En los modelos de promedios méviles, el valor actual de un proceso {X;} es visto como una combi-
nacién lineal del valor actual y de los ¢ valores pasados de un proceso de ruido blanco &;.

20
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Definicion 3.1.1. Proceso de promedios moviles.
Se dice que un proceso {X;} es un proceso de promedios méviles de orden ¢, MA(q), si satisface:

Xy =061+ bacp—o+ -+ 0460—g + et (3.1)

donde {&;} es un proceso de ruido blanco.

Como se mencioné en el capitulo 2, la media y la funcién de autocovarianza nos permiten carac-
terizar a un proceso débilmente estacionario y, afortunadamente, la estructura de la media y de la
funcién de autocovarianza de los procesos MA es muy simple.

Proposicién 3.1.1. Caracteristicas de los modelos MA.
Sea {X;} un proceso que satisface la ecuacion (3.1), entonces {X;} cumple:

(1) E[X:] =0.
(1) var[Xy = (1+ 612 + - + 0,202

(111)
0, k[ > q

COU(Xtth-‘,-k) = q—|k|
o’ 'Zo 0ilivii, |kl <q
=

Demostracion.

(1) Como {e:} es un proceso de ruido blanco, se tiene que:

E[Xt] = E[91€t—1 +boeyo+ -+ 9q5t_q -+ 5t]
= 01E[et-1] + 02E[er—2] + -+ + 04 Eler—q] + Elei]
= 0.

(1) Usando las propiedades de la varianza y que {4} es un proceso de ruido blanco:
Var(X;] = Var[fie—1 +bog—o+ -+ 04e4—q + &4

02Var(e;_1] + 05Var[es_o] +--- + 93Var[€t_q] + Varle]

0?6% + 030% + - + 0302 + o2

= (1467 +--- 406,50

(111) Ya que E[X;] =0y {e:} es un proceso de ruido blanco:

COU(Xt, Xt—l—k) = E[XtXt+k]E[XtXt+k]
= E[Xi Xy 1] E[X| B[ Xy p4]
= E[01€t_1 +---+ qut—q + Et]E[01€t+k71 +--+ 0q5t+qu + 5t+k]
q—|k|

= 0'2 Z 0101+|k|
=0
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O
Observacién 3.1.1. Sea {X;} un proceso que satisface la ecuacién (3.1), entonces, por la propo-
sicién (3.1.1) se tiene:
(1) {X¢} es débilmente estacionario.
(1) La funcién de autocorrelacién p(k) de {X;} es:

q—|k| q

> 0ibiik/ > 62, k| <gq, k#0
p(]f) _ 1=0 =0

1, k=0

0, en otro caso.

(1) La funcién de autocorrelacion de {X;} se vuelve cero después del rezago ¢. Gracias a ello,
podemos identificar a un proceso MA(g) mediante su funcién de autocorrelacién p(k).

Es necesario que un proceso MA(q) cumpla con ciertas condiciones para tener asociada una tnica
funcién de autocorrelacién p(k). Para clarificar ideas, consideremos el siguiente ejemplo propuesto
en [4] :

Sean Y; y Z; dos procesos MA(1) a saber:

1
Yi = 01601 +&¢ y Zy = —9*1&71 + &t

Por la proposicién (3.1.1) sabemos que la funcién de autocorelacién p(k) de un proceso MA(1) tal
que Xy = 61641 + & es:

01/(14—9%), k=1
p(k) =41, k=0
0, en otro caso.

Por lo tanto, la funciones de autocorrelacién py (t) y pz(t) de {Yi} v {Z;}, respectivamente, son
iguales:

(—91/(1 +67), k=1 Dividiendo el numerador y

py(k) = <1, k=0 el denominador entre 67
0, eoc.
1 1 _
—#/(1+ &), k=1
= {1, k=
0, eoc.

= pz(k)
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La pregunta ahora es, si utilizamos p(k) para identificar a un modelo MA(1) pero tenemos dos
modelos MA(1) con la misma funcién de autocorrelacién jcémo podemos saber con qué modelo
MA(1) es preferible trabajar? Para contestar esta pregunta, observemos que podemos escribir al
término de ruido blanco {e;} en términos de {Y;} y de {Z;} de la siguiente forma:

e = Yi+01g1
= Yi+01(Yi—1 + b1ei-2)
= Y+ 601V, + Yo+ (3.2)
y
& = t 9151&—1
1 1
= Z — (L —Es
t+01( t 1+018t 2)
1 1
= i+ —Z_ — Ty 3.3
t+91t1+9%t2+ (3.3)

Si|01] < 1,la ecuacién (3.2) converge y la ecuacion (3.3) diverge. Como es preferible trabajar con una
serie convergente, en este caso se prefiere a {Y;} sobre {Z;} y se dice que {Y;} es invertible y {Z;} no.

En general, las condiciones de identificabilidad de un proceso MA(q) se encuentran expresadas en
funcién del polinomio asociado al mismo.

Definicién 3.1.2. Polinomio asociado a un proceso MA(q)
El polinomio asociado a un proceso de promedios moviles es:

0(z) =14 6012+ -+ 0427

Obsérvese que el polinomio asociado a un proceso MA(¢) nos permite escribir a este tipo de procesos
de una forma maés compacta:

Xt =6(B)ey donde Be; = €41

Teorema 3.1.1. Sean X; un proceso MA(q) y 6(z) su polinomio asociado. Entonces X; tiene
asociado de forma unica una funcién de autocorrelacion si las raices de 6(z) se encuentran fuera del
circulo unitario.

Demostracion. El caso MA(1) ilustra la idea. O

3.2. Modelos autoregresivos

Los modelos autoregresivos (AR) estdn basados en la idea de que el valor actual de un proceso X
puede ser visto como una funcién lineal de sus p valores anteriores X;_1, X;_o,--- , X;—p.
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Definicion 3.2.1. Procesos autoregresivos.
Se dice que un proceso {X;} es autoregresivo si {X;} es débilmente estacionario y satisface:

Xi=01Xp1+¢oXp o+ +dpXyp+e donde g, ~ WN(0,0?) (3.4)

Definicion 3.2.2. Procesos autoregresivos con media .
Se dice que {X;} es un proceso AR(p) con media p si {X; — p} es un proceso AR(p). Esto es:

Xe—p = 01(Xem1—p) + @2(Xp—2 —p) + -+ p(Xi—p — 1) + &4
6
Xi = o+ Xi 1+ Xp o+ +0p Xy p ey

donde & NWN(O,JQ) y o =pl—¢1— - —dp),

A diferencia de los procesos de promedios méviles, un proceso autoregresivo no siempre es débilmente
estacionario por lo que es pertinente preguntarse por las condiciones con las que dicho proceso debe
cumplir para ser débilmente estacionario. Para fijar ideas se puede considerar el siguiente proceso
AR(1) de acuerdo con [4]:

Xt = ¢1Xt_1 + &¢. (35)

Reemplazando recursivamente el valor de X;_1 en (3.5) podemos reescribir al proceso de la siguiente
manera:

Xy = 01 Xp1+e
= o111 Xi—ot+e1)+e
= PXp o+ et +e

k—1

= ¢]th—k + Z (ﬁjist_j donde ag = 1.
§=0

Si continuamos reemplazando recursivamente los valores de X;_j y si se cumple que {X;} es débil-
mente estacionario y que |¢1]| < 1, entonces, podemos reescribir a un proceso AR(1) de la siguiente
forma:

X = Zqﬁjet,j donde ¢¢ = 1. (3.6)
§=0

Entonces, la media y la funcién de autocovarianza de un proceso AR(1) que cumpla con la ecuacién
(3.6) son de la siguiente forma:

() E[X,)=E

§ Wﬁt—j] = § ¢’ Eler—j] = 0.
Jj=0 Jj=0
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(11)

cov(X¢, Xy + h)

BXi Xy h]
[e.9] [e.9]

E Y den) e
k=0 j=0

0
o2 ¢he! ya que cov(ej,er) =0V k # j
j=0

o0
U?Gf)h Z ¢ como |¢| < 1 se tiene que
=0

2 1h
oc¢

1— ¢?

h > 0.
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Resulta natural preguntarse qué pasa con un proceso AR(1) tal que |¢| > 1. Volvamos a considerar
a {X;}, el proceso AR(1) que cumple con la ecuacién (3.5), y supongamos ahora que |¢| > 1.
Claramente no podemos reescribir a este proceso de la forma presentada en la ecuacién (3.6) pero
si podemos reescribir a (3.5) en términos de X;1 de la siguiente forma:

Sustituyendo (3.8)

Xy

X1 = X +en
1 1
=X: = ——eap1+ X
¢ ¢
1 1
= X1 = _$6t+2 + EXtJrQ

en (3.7) e iterando sobre ¢ se tiene:

1 1 1 1

= _$€t+1+$ —$€t+2+$Xt+2
1 1 1

= _$€t+l_?€t+2+g-¥t+2
1 1 n 1 < 1 n 1X )

TG+ T G422 T o | T 643 T T A3

A N
1 1 1

—— €41 — 542 — —mE€+3 — * — T bkl T g Nkl
¢> ¢2 ¢3 ¢k+1 d)k—i-l

(3.7)

(3.8)
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Como |¢| > 1 se tiene que:

=1
Xt =— Z gft-i—j (3.9)
j=1

La ecuacién (3.9) es la solucién estacionaria de (3.5) cuando |¢| > 1. Sin embargo ésta depende de
valores futuros de la serie y por lo tanto no es causal.

El ejemplo anterior ilustra la necesidad de imponer restricciones sobre los pardmetros de los procesos
AR(p) de tal forma que su solucién estacionaria solamente dependa de valores pasados. Para ello
es necesario definir al polinomio asociado a un proceso AR(p).

Definicién 3.2.3. Polinomio asociado a un proceso AR(p). El polinomio asociado a un proceso
autoregresivo de orden p es:

P(z) =1—=r1z = — 2"

Obsérvese que el polinomio asociado a un proceso autoregresivo nos permite escribir a los procesos
AR(p) de una forma mds compacta, a saber:

qb(B)Xt = &t donde BXt = Xt,1 (310)

Teorema 3.2.1. Sean X; un proceso AR(p) y é(z) su polinomio asociado. Entonces X; es un
proceso causal si las raices de ¢(z) se encuentran fuera del circulo unitario.

Demostracion. La demostracién de dicho teorema puede consultarse en [4]. O

Una vez que tenemos las restricciones sobre los pardmetros de los procesos AR(p), podemos pregun-
tarnos por la estructura de sus funciones de autocovarianza y de autocorrelacion. Desgraciadamente
dicha estructura no es tan simple como la de los procesos MA(q) y obtenerlas directamente es muy
complejo, sin embargo, es posible obtenerlas resolviendo un sistema de ecuaciones.

Proposicion 3.2.1. Caracteristicas de los modelos AR.
Sea X; un proceso AR(p) estacionario y causal, entonces, es posible calcular su funcién de autoco-
varianza realizando los siguientes pasos:

Como X; es un proceso AR(p):

Xi =01 X4 1+ GXy o+ +0p Xy p+ ey
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Entonces, multiplicando por X;_j se tiene que

XiXip =01 Xp 1 Xpk + G2 Xy 0 X+ + 0pXop Xy + 1 X g,

Calculando la esperanza se tiene una expresién recursiva para la funcién de autocovarianza al re-
traso k

(k) = g1y(k = 1) + oy(k —2) + - + ¢py(k — p). (3.11)

Para obtener a la funcién de autocorrelacién basta dividir a la ecuacién (3.11) entre v(0)

p(k) = ¢1p(k — 1) + ¢ap(k —2) + -+ dpp(k —p),  k>0. (3.12)

Al conjunto de ecuaciones dadas por (3.12) se les conoce como ecuaciones de Yule Walker, que en
forma matricial pueden escribirse como:

p(1) p(0) p(1) plp—1)\ [
p(‘2) _ p(zl) p(:O) - p(p - 2) diz (3.13)
p(p) pp—=1) p(p—2) -~ p(0) bp

En la observacién 3.1.1 se mencioné que el ACF de un proceso MA(q) es cero después del retraso
q, lo cual permite identificar el orden de este tipo de procesos. Desgraciadamente, cuando se trata
de procesos AR(p) el ACF no brinda mucha informacién acerca del orden de dependencia. Por lo
tanto es necesario encontrar alguna funcién que se comporte con los procesos AR de la misma forma
en la que el ACF se comporta con los procesos MA; dicha funcién es la funcién de autocorrelacién
parcial (PACF).

Definicion 3.2.4. Funcién de autocorrelacién parcial.
La funcién de autocorrelacién parcial puede ser vista como la correlacion entre los errores de las
ecuaciones de prediccién, esto es:

b = corr( Xy — P(Xu| X1, ..., Xn_1), Xo — P(Xo| X1, ..., Xe_1))

Donde P(Xg|X1,...,Xk_1) es la mejor proyeccion lineal, en términos del error cuadrédtico medio,
de Xpen {Xy,..., X1}

La funcién de autocorrelacién parcial ¢g estd determinada de forma tnica por el sistema siguiente
sistema de ecuaciones:
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Sea X; un proceso débilmente estacionario con funcién de autocovarianza ~; tal que v — 0 cuando

k — oo, y suponiendo que ¢5; j = 1,...,k, k > 1, son los coeficientes del siguiente sistema de
ecuaciones:
p(0) p(1) p(2) - plk—1) Pr1 p(1)
p(1) p(0) p(1) - p(k—2) Pr2 p(2)
p(2) p(1) p(0) -+ p(k—3) or3 | =] P(3) k>1 (3.14)
plk=1) p(k—=2) p(k—=3) -~ p(0) Pk p(k)

A modo de ejemplo, calculemos la autocorrelacion y la autocorrelacién parcial de un proceso AR(1).

Sea X; un proceso AR(1) débilmente estacionario y causal, X; = ¢1 X;—1 + ;. Entonces, la funcién
de autocorrelacién de X; es:

()
W= 50
_ ol o
C 1-¢"1-¢f
= 4

(3.15)

Y la funcién de autocorrelacién parcial de X; estd dada por:

p(0)p11 = p(1) por la ecuacién (3.14)
= on

I
)
—~

—_
S~—

Si bien la funcién de autocorrelacién nos permite medir la relacién lineal entre dos variables X; y
Xi+n, la funcién de autocorrelacién parcial mide la correlacion entre Xy y X;yp quitando la influen-
cia de las variables aleatorias X¢y1 , ..., X¢yp_1.

Si {X;} es un proceso AR(p) causal con media cero, entonces, la mejor proyeccién lineal de X, 41
en {Xi,...,X,}, paran > pes:

P(Xp+11X1,...,. Xn) =01 X + 02 X1+ + 0pXn—pt1

Por lo tanto, si k > p entonces, ¢pr = 0 ya que P(Xy|Xi,...,X;_1) depende solamente de
{Xk—p,-.., Xk—1}. Esto nos permite usar a la funcién de autocorrelacién parcial para encontrar
el orden p de un proceso autoregresivo, de forma andloga a como se utiliza a a funcién de autoco-
rrelacién para identificar el orden ¢ de un proceso de promedios méviles.
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3.3. Modelos autoregresivos de promedios moéviles

En las dos secciones anteriores se presentaron los modelos MA y AR. Dichos modelos son atractivos
pues nos permiten describir de manera simple al proceso subyacente a una serie de tiempo observa-
da. Sin embargo, en ocasiones se necesitaria de un modelo MA o AR de muchos pardametros para
capturar la estructura de una serie de tiempo. Afortunadamente, los modelos MA y AR pueden
ser combinados en los modelos ARMA permitiendo ajustar a la serie observada un modelo maés
parsimonioso.

Definicién 3.3.1. Procesos autoregresivos de promedios moviles.
Se dice que un proceso { X;} es un proceso ARMA(p, ¢) si {X;} es débilmente estacionario y satisface:

¢(B)X; = 0(B)ey, para toda t.

Donde ¢; ~ WN(0,02) y ¢(B) y 6(B) son los polinomios asociados a un proceso autoregresivo y a
un proceso de promedios médviles respectivamente, evaluados en B.

Definicion 3.3.2. Procesos autoregresivos de promedios moviles con media pu.
Se dice que un proceso {X;} es un proceso ARMA(p,q) con media pu si {X; — pu} es un proceso
ARMA(p, q).

Al igual que para los procesos AR y MA existen algunas condiciones para que los procesos ARMA
estén bien definidos. Dichas condiciones estan dadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea {X;} un proceso ARMA(p, q), entonces {X;} estd bien definido si:
1. Las raices de 0(z) se encuentran fuera del circulo unitario (condicién de identificabilidad sobre
0(2)).
2. Las raices de ¢(z) se ecuentran fuera del circulo unitario (condicién de causalidad sobre ¢(z)).

3. 0(2) y ¢(z) no tienen raices comunes (condicién que asegura que el proceso esta expresado en
su forma reducida sobre 6(z) y ¢(z)).

Las condiciones 1 y 2 son analogas a aquellas de idenficabilidad y causalidad de los procesos MA y
AR respectivamente. Para entender mas claramente la condicion de que el modelo se encuentre en
su forma reducida, consideremos al siguiente proceso ARMA(2,1).

Sea X; un proceso ARMA(2,1) tal que:

5 1 1
Xy — =X, — Xy o=¢€p — —€4_
t 6t1+6t2 €t 2€t1

Entonces, podemos reescribir a X; de la siguiente forma:

) 1 1
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Por lo tanto, los polinomios autoregresivo y de promedios méviles de Xy, ¢(2) y 0(z) respectivamente,
son:

#(z) = 1—5z+1z2:<1—1z> (1—lz>, $(2) =0ssiz=26z2=3.

6 6 2 3
1
0(z) = 1—- 3% 0(z) =0ssiz=2.

Noétese que ¢(z) y 0(z) tienen una raiz en comun y que podemos reescribir al proceso {X;} de la

siguiente forma:
1 1 1

1
= Xt (1 - 33) = &t

.. {X}:} es un proceso AR(1) aunque inicialmente habia sido expresado como un proceso ARMA(2, 1).

3.4. Modelos autoregresivos integrados de promedios moéviles

Los modelos Autoregresivos Integrados de Promedios Méviles (ARIMA) son una generalizacién de
los modelos ARMA.

Definicién 3.4.1. Proceso ARIMA.
Se dice que {X;} es un proceso ARIMA (p, d, q) si el proceso diferenciado (1 — B)?X; es un proceso
ARMA(p, q). Los procesos ARIMA pueden ser expresados de la siguiente manera:

¢(B)(1 - B)'X; = 6(B)e, (3.16)

Notemos que si W; = (1 — B)?X; entonces podemos reescribir a (3.16) de la siguiente forma:

¢(B)Wt = H(B)St
= W; = V¢X; es un proceso ARMA(p, q).

3.5. Estimacion de los parametros

Para ajustar un modelo ARMA(p, q) a una serie de tiempo {z1,...,z,} es necesario elegir los 6rde-
nes p y ¢ del modelo y estimar los pardmetros ¢ = (¢1,--- ,¢p), 0 = (61,--- ,0) , ny o2

Dado que los 6rdenes p y g del modelo pueden ser (aproximadamante) determinados mediante las
funciones de autocorrelacién y de autocorrelacion parcial, por ahora supondremos que los érdenes p
y g son conocidos. Se supondrd ademas que la media ha sido removida de los datos, es decir, dado
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que la media de un proceso Y; puede ser estimada de la siguiente forma: i = Y = %Z?’:l Y;, se
trabajard con la serie z; = y; — ¢ y se ajustard un modelo ARMA con media cero a la serie {z;}.

Cuando p y ¢ son conocidos y bajo el supuesto de que e; ~ N (0, 02) V ¢, los pardmetros ¢ y 8 pueden
ser obtenidos utilizando el método de maxima verosimilitud. Como la funcién de verosimiltud de
los procesos ARMA no puede ser maximizada analiticamente, ésta es maximizada numéricamente
buscando al méximo dentro de la superficie de verosimilitud. Cuando se tienen valores iniciales de
los pardmetros a estimar, dicha busqueda es mas eficiente. En las siguientes secciones se presentan
algunos métodos de estimacién que permiten encontrar dichos valores iniciales y del método de
maxima verosimilitud.

3.5.1. Estimadores de momentos

El método de momentos consiste en igualar los momentos poblacionales con los muestrales. Podemos
encontrar los estimadores de momentos de ¢ a través de las ecuaciones de Yule-Walker sustituyendo
a p(h) por su estimador p(h). A los estimadores obtenidos mediante este método se les conoce como
estimadores de Yule-Walker.

Procesos AR

Sea X; un proceso AR(p). Entonces, por la ecuacién (3.13) los estimadores de Yule-Walker para ¢
y o2 pueden calcularse de la siguiente forma:

v o
I

2> N
= ﬁtU
.
(S
=
ﬁ\
o]
)
z

donde Ry, = [p(i — )If ;1 ¥ pp = (p(1), ..., p(p))"

Cuando la muestra es grande, los estimadores de Yule-Walker de los procesos AR(p) siguen apro-
ximadamente una distribuciéon normal y siguen aproximadamente la misma distribucién que los
estimadores méximo verosimiles.

Teorema 3.5.1. Distribucién asintdtica de los estimadores de Yule Walker para los modelos AR
Sea X; un proceso AR(p) causal. Entonces, sus estimadores de Yule-Walker tienen la siguiente
distribucién asintética:

V(d —¢) % N(0,6°T; ") cuando n — oo (3.17)

donde I',, = {y(k— j)}?k:l

El teorema anterior nos permite encontrar intervalos de confianza asintéticos para ¢.
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Procesos MA y ARMA

Las ecuaciones de Yule-Walker de los procesos ARMA(p, q) estan dadas por:

q
(k) — 13k —1) — -+ — ppy(k —p) = 0229;'%'71@ 0<k<p+gq (3.18)
=k

donde 1); esta definida en términos de 6 y ¢ de la seguiente forma: ¢ (z) = 0(z2)/pz y 0 := 1.

Los estimadores de Yule-Walker para los pardmetros en los modelos MA(q) y ARMA(p, ¢) no son
lineales en los parametros, por lo que la solucién del sistema 3.18 puede no existir o no ser tnica.
Para ilustrar lo anterior, consideremos el siguiente proceso MA(1): Y; = &; + #1£_1. Por el sistema
(3.18) sabemos que:

40) = 31+6%),
_él

(1) = ——=

pl) 1+ 62

por lo tanto
5?2 = 4(0)/(1+6}),

0 = p(1)82+01+p(1) siysélosi

; —14/1—4p(1)2
1

25(1)

Luego, el estimador 6; es no lineal. En general, para los modelos MA(q) y ARMA(p, q), es muy
complicado obtener estimadores de los pardmetros 6; como funciones de p(i) analiticamente.

3.5.2. Estimadores por minimos cuadrados

Sea X; un proceso ARMA(p, q). Entonces, los pardmetros de dicho proceso pueden ser estimados
mediante la resolucién numérica del siguiente problema de mimimizacién: Como X; es un proceso
ARMA (p, q) podemos escribir al error al tiempo ¢ de la siguiente forma:

e =X =1 X1 — =Xy p— b1 — - =014
para encontrar los pardmetros (¢, @) que minimicen:
n
Su(¢,0)= > e
t=p+1

Donde los valores iniciales Xog = X_1 = -+ = X1_, =9 = -+ = €1—¢ = 0. Dado que los valores
iniciales estan condicionados a un valor, a este método se le conoce como de minimos cuadrados
condicionales.
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3.5.3. Estimadores maximo verosimiles

La estimacion por maxima verosimilitud tiene como objetivo encontrar los pardmetros que mejor
correspondan a los datos observados mediante la maximizacién de la funcién de verosimilitud.

Sea X un proceso ARMA(p, q), esto es:
¢(B)X: = 0(B)ey, para toda t, donde g; ~ WN(0, 0?).

supongamos ademds que &; ~ N(0,02) V t. Usando este supuesto, se encuentran los estimadores
maximo verosimiles (¢1,- -, ¢p, 01, - ,0(1,&2). Dichos estimadores son aquellos que maximizan a
la funcién de verosimilitud L(¢, 8, c?).

A continuacién se mostrara el desarrollo de [4] para obtener dicha expresién cuando se trata de un
proceso AR(1).

Sea X;,t € {1,...,n}, un proceso AR(1), X; = ¢X; 1 +&; donde g, ~ N(0,0?) i.i.d. Entonces, la

funcién de densidad conjunta de (e2,...,&,) estd dada por:
1 \(n=1)/2 —1 — ,
e = (52) (55354
=2
Como Xo = ¢ X1 +€9,...,Xn = ¢X,,—1 + €5, usando el método de transformacion de variables y

dado que el determinante del Jacobiano de dicha transformacién es 1, se tiene que la funcién de
distribucién de Xo, ..., X,, condicionada a X; es:

f(Xa, ., Xpn|X1) = (Wlag)(n Y €$P[2_0122n: — ¢Xi-1) }
=2

Si €9,6_1,6_9,... son i.i.d, se tiene que X1 ~ N(0,02/(1 — ¢?)), entonces,

150 = (5og) VI FPean 51— 6]

2mo?

Luego, la funcién de verosimulitud de X1,..., X, es

L(g,0%) = f(X1,....Xp)
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donde S(¢) = > 1, (X — ¢Xi—1)? + (1 — ¢?) X?. Entonces, la funcién de log-verosimilitud \(¢, o%)
de un proceso AR(1) es:

)‘(qba 02) = log(L(¢v 02))

_ n n 9 1 9 1
= —§log27r - Eloga + §log(1 —¢°) — @S(QZ))

Obtener la expresién de la funcién de verosimilitud de los procesos ARMA(p, ) es complejo, en [2]
puede consultarse cémo llegar a dicha expresién.

Como se mencion6 anteriormente, la funcién de verosimilitud de los procesos ARMA (p, ¢) no puede
ser maximizada analiticamente por lo que se maximiza numéricamente. Si se parte de algin valor
inicial de los parametros a estimar, dicha maximizacién es mas eficiente. En el software estadistico
R, se puede estimar modelos ARMA mediante minimos cuadrados condicionales, maxima vero-
similitud o una combinacién de ambos (encontrando valores iniciales para el método de méxima
verosimilitud a través de los estimadores por minimos cuadrados). En la presente tesis se utilizé la
ultima opcion.

3.6. Seleccion del orden del modelo

En la seccién anterior se presentaron distintos métodos para estimar los parametros de un proceso
ARMA(p, q) a partir de las observaciones {x1,...,z,} y para ello se supuso que los érdenes p y ¢
eran conocidos. En la realidad, los érdenes p y ¢ son desconocidos por lo que es necesario encontrar
alguna manera de determinarlos, al menos tentativamente.

Sea {z1,...,x,} una realizacién de un proceso ARMA(p,q). Una primera forma de determinar
los 6rdenes p y ¢ se tiene mediante la inspeccién del ACF y del PACF estimados a partir de las
observaciones {x1,...,Z,}, como se observa en el siguiente cuadro:

Cuadro 3.1: Comportamiento del ACF y del PACF de un proceso ARMA(p, q) causal e invertible.

AR(p) MA(q) ARMA(p, q)
ACF Va disminuyendo Es cero después del rezago q  Va disminuyendo
PACF  Es cero después del rezago p Va disminuyendo Va disminuyendo
Fuente: [7]

Entonces, se pueden graficar el ACF y el PACF muestrales junto con sus respectivas bandas de
+1.96,/n' y utilizar el cuadro anterior para determinar los 6rdenes del modelo a estimar mediante
la inspeccién de dichas graficas. Con ellos pueden ajustarse distintos modelos ARMA(p, q) a los
datos.

Donde 1.96 corresponde al cuantil 1 — S, a = 0.05, de una distribucién Normal(0, 1).
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Otra forma de elegir los érdenes p y ¢ del modelo consiste en utilizar estadisticos de bondad de
ajuste. Los estadisticos que se usan méas comunmente son: el Criterio de Informacién de Akaike (AIC)
el Criterio de Informacién de Akaike corregido (AICc) y el Criterio de Informacién Bayesiana. A
continuacién se presentan dichos criterios.

Criterio de Informacién de Akaike

El AIC estd definido como:
AIC = —2logL($,8,0%) +2(p + q)

Entre menor es el AIC, mayor es la verosimilitud del modelo y mejor el ajuste.

Criterio de Informacion de Akaike corregido

Se ha encontrado que el AIC tiende a sobreestimar p. Dado que no es deseable ajustar un modelo
con muchos pardmetros, existe una versiéon del AIC que corrige el ajuste de un modelo con muchos
parametros mediante un factor de penalizacién. A dicha versién se le conoce como AICc y estd
definida de la siguiente manera:

2p+q+1)n

AICc = —2logL(¢, 8,0?) +
n—p—q—2

Donde n es el tamano de la muestra. Andlogamente al AIC, entre menor es el AICc, mayor es la
verosimilitud del modelo y mejor el ajuste.

Criterio de Informacién Bayesiano

Al igual que el AICc, el BIC busca contrarestar la tendencia del AIC a sobreestimar p. El BIC esta
definido de la siguiente forma:

~2

BIC = (n—p—q)ln[(n_n;_q)] +n(l+InV2r) + (p+q ln[(ZXQ—na > (p+q)]

Al igual que en el caso del AIC y del AICc, el mejor modelo es el que tiene el BIC minimo.

3.7. Verificacion del modelo

Una vez que se ajusté un modelo a la serie de tiempo {z1,...,2,} se puede realizar un anélisis de
los residuos ¢y = xy — &4, (t = 1,...,n) para verificar el ajuste del mismo.

En primer lugar, hay que verificar que los residuos provengan de un proceso de ruido blanco. Para
ello puede utilizarse la prueba de Portmanteau:

Hy: Los residuos constituyen un ruido blanco. vs. Hy: Los residuos no constituyen un ruido blanco.
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La estadistica de prueba es:

k

Q= n2ﬁ2(i), Q“"X%k_p_q) donde p+q < k < n.
i=1

Se rechaza Hy cuando @ > x%_a (k—p—q)*

También puede realizarse la prueba de Ljung-Box. Dicha prueba es una modificacion de la prueba
de Portmanteau:

k.o
n(n + 2) ZP Z;{, Qwi%k,p,q) donde p+ ¢ < k < n.

Se rechaza Hy cuando Q > X%—a (k—p—q)*

Ademids de las pruebas antes mecionadas se pueden realizar los siguientes anélisis sobre los residuos:

= Analizar la grafica de los residuos y observar si existe alguna evidencia de que los residuos no
sean observaciones de un proceso de ruido blanco y si la varianza de los mismos no cambia a
lo largo del tiempo.

= Graficar la funcién de autocorrelacién muestral de los residuos junto con sus bandas de con-
fianza de 4:1.96//n? para evaluar si esta es significativamente distinta de cero para algin
rezago.

Si se utilizé el método de maxima verosimiltud para ajustar el modelo, se debe verificar ademaés que
los residuos sigan una distribucién normal. Para ello se puede hacer lo siguiente:

= Graficar y analizar el histograma de los residuos.
= Analizar la gréfica cuantil-cuantil normal de los residuos.

= Realizar pruebas de normalidad a los residuos. En la presente tesis se utilizaron las pruebas
de Anderson-Darling, la de Lilliefors y la de Shapiro-Wilk.

3.8. Construccion de modelos ARMA

El proceso para construir modelos ARMA a partir de una serie de tiempo {z;} (t =1,...,n) puede
ser resumido en los siguientes pasos:

1. Graficar {z;} y analizar si existen evidencias de no estacionariedad débil.

2Donde 1.96 es el cuantil 1 — S de una distrubucién normal estdndar con a = 0.05.
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2. En caso de que no se pueda suponer que la serie de tiempo {z;} provenga de un proceso
débilmente estacionario, aplicar las transformaciones presentadas en el capitulo 3 para llevar
a {z;} a la estacionariedad débil.

3. Analizar la gréafica de las funciones de autocorrelacén y de autocorrelacion parcial muestrales
de la serie {z;} transformada para determinar los 6rdenes preliminares p y ¢ del modelo a
ajustar.

4. Utilizando los 6rdenes p y ¢ seleccionados en el paso anterior, ajustar un modelo ARMA
mediante alguno de los métodos presentados en la seccién 2.4.

5. Verificar el ajuste del modelo.

El proceso de construccién de modelos ARMA es iterativo. Es posible que del paso 5 tenga que
regresarse el paso 1 en multiples ocasiones y que se tengan que comparar varios modelos antes de
elegir un modelo satisfactorio para una serie de tiempo {z;}.

3.9. Pronosticos

Una vez que se ajusté un modelo ARMA a la serie {z;}, es posible utilizar dicho modelo para
pronosticar valores futuros de la misma. Los detalles de como obtener dichas predicciones pueden
consultarse en [1].

Supongamos que tenemos un proceso estacionario {X1,...,X,} con media x y funcién de auto-
covarianza -y, entonces, queremos encontrar la combinacién lineal de 1, Xy, ..., X,,—1, X,, que pro-
nostique X, 4p,h > 0, con el menor error cuadratico medio. Dicha combinacién lineal es denotada
como P, X, 1 v es de la forma

Py Xyip=a0+ a1 Xy + -+ ap Xy

Donde los coeficientes a1, ..., a, son aquellos que minimizan a la funcién:

S(ag,...,an) = E(Xpyp —ap—a1 Xy — -+ — anX1)2

El error cuadratico medio de P, X, 1, es:
El(Xnin — PaXnrn)?] = 7(0) — alyya(h)  donde

a, = (a1,...,an) y W(h) = (y(h),...,y(h+n—1))".

De forma maés general, supongamos ahora que Y y W1,..., W, son variables aleatorias con segundo
momento finito y que p = E[Y], u; = E[W;], Cov(Y,Y), Cov(Y,W;) y Cov(W;, W;) son conocidas.
Entonces, la mejor prediccién lineal de Y en términos de {1, W1,..., W, } es:

PY |W) = py +a' (W — pw),
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donde W = {Wy,...,W,} vy a = (a1,...,a,) es una solucién de 'a = v. Nétese que P, X, 1, es
un caso particular de P(X,1,|W) en el que W = (X,,, X;—1,..., X1).

El error cuadratico medio de la prediccién es:
E[(Y —= P(Y|W)?] = Var(Y) — a'y
Cuando se trata de procesos ARMA (p, q), la prediccién puede ser encontrada recursivamente utili-

zando una versién simplificada del algortimo de inovaciones. Detalles del algoritmo de inovaciones
y de su simplificacién para los procesos ARMA pueden encontrarse en [1].



Capitulo 4

Analisis de las series de ventas de
electricidad

En este capitulo se presentan los andlisis realizados a las series de ventas mensuales de los sectores
Servicios y Doméstico, de enero del 2002 a mayo del 2013. Para realizar dichos andlisis se aplicé la
teoria presentada en los dos capitulos anteriores.

4.1. Servicios

Las ventas al sector Servicios estdn constituidas principalmente por ventas de electricidad para el
alumbrado publico. El registro del consumo de este sector es estimado. La estimacion se obtiene
de la siguiente forma: se realiza un censo de lamparas, se multiplica el nimero de lamparas por el
numero de horas que en promedio estdn encendidas y por el nimero de Gigawatts-hora(GWh) que
consume una lampara. Cada cierto tiempo se realizan censos de luminarias para actualizar el conteo.

Al examinar la serie de ventas a dicho sector (figura 4.1) se observa una tendencia que aumenta a
lo largo del tiempo més no se observan ni estacionalidad ni gran variabilidad en los datos. En abril
del 2012 se observa un pico en las ventas, esto se debe a un cobro retroactivo derivado de un censo
de luminarias. La serie de ventas mensuales de electricidad al sector Servicios de enero de 2002 a
mayo del 2013 serd denotada como serv, t € {1,...,137}.

Claramente serv; no es una serie débilmente estacionaria. En la figura 4.2 se observa la funcién de
autocorrelacién estimada de serv;. Como la autocorrelacién de orden uno es cercana .9 , se aplicé
una diferencia al rezago uno, es decir:

Vservy = servy — servi_q donde 1<t <137.

La grafica de la serie diferenciada Vserwv,, figura 4.3, sugiere que dicha serie es débilmente estacio-
naria. En la grafica del ACF de Vserv; que se presenta en la figura 4.4 puede observarse que la
mayor autcorrelacién de la serie se presente al rezago uno, sin embargo, puede suponerse que dicha
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Figura 4.1:
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Figura 4.2: ACF de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.
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Figura 4.3: Grafica de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios diferenciada (Vserv;).

serie es débilmente estacionaria.

Las graficas del ACF y del PACF de Vseruv; sugieren ajustar, como primera propuesta, un modelo
ARMA(3,1) a la serie diferenciada Vserv; o equivalentemente ajustar un modelo ARIMA(3,1,1) a
la serie original serv;.

4.1.1. Primera propuesta

Sea X; = Vserv. Se ajusté un modelo ARMA(3,1) a la serie X; utilizando el método de méxima

verosimilitud y utilizando como valores iniciales los estimadores por minimos cuadrados. El modelo
ajustado (Modelo 1) es :

Xi = p(l—¢1—d2—¢3) + d1Xe1 + paXi—o + p3Xi—3 + 01601 + &4
3.4641 — 0.5271.X;_1 — 0.4243X;_9 — 0.1669X;_3 — 0.1671e;_1 + &;.
(4.1)

Después de ajustar el modelo es necesario verificar que los supuestos del mismo se cumplan, esto

es: verificar que los residuos del modelo constituyan un ruido blanco y que sigan una distribucion
normal.

En la figura 4.5 se observan los residuos del Modelo 1 y en la figura 4.6 la funcién de autocorrela-
cién estimada de los mismos. En ninguna de las dos figuras se observan indicios de que los residuos
estén correlacionados. Ademas se realizé una prueba de Ljung-Box (Hj los residuos constituyen un
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Figura 4.4: ACF y PACF de la serie Vseruv;.
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Figura 4.5: Residuos del primer modelo ajustado a la serie Vseru;.
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Figura 4.6: ACF de los residuos del primer modelo ajustado a la serie Vserv;.
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Figura 4.7: Prueba de Ljung-Box para los residuos del primer modelo ajustado a la serie Vserv;.

ruido blanco v.s. Hj los residuos no constituyen un ruido blanco) para los rezagos 5 a 24 en las que
se obtuvieron los resultados que se muestran en la figura 4.7. En dicha figura se observa que los
p-valores para todos los rezagos considerados son mayores a 0.05 y que solamente al rezago 19 el
p-valor es menor a 0.1 por lo que para ningin rezago se rechazé la hipdtesis nula y puede decirse
que los residuos constituyen un ruido blanco.

Falta verificar que los residuos del modelo ajustado sigan una distribucién normal. Para ello, pri-
mero se examinaron el histograma y la gréafica cuantil-cuantil de los residuos. En la figura 4.8 se
encuentran ambas graficas, en ellas se observa que los datos parecen seguir una distribucién normal
excepto por que la distribucién de los residuos presenta una cola derecha pesada.

Se realizaron las tres pruebas de normalidad mencionadas en el capitulo anterior y arrojaron los
resultados que se encuentran en el cuadro 4.1. En ellos se observan p-valores pequenos por lo que
no se puede decir que los residuos siguen una distribucién normal. Por lo tanto, se buscard ajustar
otro modelo en el que el supuesto de normalidad se sostenga mejor.

Cuadro 4.1: Pruebas de normalidad a los residuos del primer modelo ajustado.

Prueba Estadistico P-valor
Anderson-Darling 1.1054 0.006541
Lilliefors 0.0841 0.01965

Shapiro-Wilk 0.96225 0.000819
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Figura 4.8: Grafica cuantil-cuantil e histograma de los residuos del primer modelo ajustado a la
serie Vseruv;.

4.1.2. Segunda propuesta

Al analizar el ACF y el PACF de la serie Vserwv, por primera vez , figura 4.4, se propuso ajustar un
modelo ARMA(3,1) a la misma. Sin embargo, al ajustar dicho modelo los supuestos de normalidad
no se sostuvieron. Al realizar un segundo andlisis del ACF y del PACF de la serie se observa que
el valor del PACF al rezago 3 apenas y sale de las bandas de confianza, por lo que como segunda
propuesta se ajustard un modelo ARMA(2,1) a la serie Vseruvy.

El modelo ajustado (Modelo 2) es:

Xy = p(l—¢1—¢2) + 1 Xe 1+ 2 Xy 2+ 01601+ ¢
= 2.3721 — 0.223X;_1 — 0.2303X;_9 — 0.466c;_1 + &¢.
(4.2)

A continuacion se verificardn los supuestos del modelo. En la figura 4.9 y en figura 4.10 se presentan
las graficas de los residuos y de la funcién de autocorrelacién de los mismos, respectivamente. En
ninguna de las dos se observan indicios de correlacion entre los residuos.

Ademas, se realizaron pruebas de Ljung-Box para los rezagos 4 a 24 (figura 4.11) y en ellas los
residuos parecen ser consistentes con la hipdtesis nula por lo que, puede decirse que constituyen un
ruido blanco.
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Figura 4.9: Residuos del segundo modelo ajustado a la serie Vservy.
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Figura 4.10: ACF de los residuos del segundo modelo ajustado a la serie Vserv;.
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Figura 4.11: Prueba de Ljung-Box para los residuos del segundo modelo ajustado a la serie Vseruvy.

Se analizaron el histograma y la grafica cuantil-cuantil y de los residuos del Modelo 2 que se en-
cuentran en la figura 4.12. En dichas gréaficas puede observarse que la distribucién de los residuos
del Modelo 2 es muy parecida a la de los residuos del Modelo 1 y que la cola derecha es pesada, sin
embargo es menos pesada que la de los residuos del Modelo 1.

Al igual que para el Modelo 1, se realizaron tres pruebas de normalidad cuyos resultados se en-
cuentran en el cuadro 4.2. Para las prueba de Anderson-Darling y de Shapiro-Wilk el supuesto de
normalidad no se sostiene, sin embargo para la prueba de Lilliefors si. Debido a que se tiene el dato
atipico correspondiente a abril del 2012, se tomara por aproximado el resultado y se aceptara la
hipétesis de normalidad.

Cuadro 4.2: Pruebas de normalidad a los residuos del Modelo 2.

Prueba Estadistico P-valor
Anderson-Darling 1.0696 0.008022

Lilliefors 0.0745 0.0618
Shapiro-Wilk 0.96037 0.0005604

4.1.3. Comparaciéon de los modelos

Se compararon los Criterios de Informacién Bayesiano y de Akaike, cuadro 4.3, de ambos modelos y
en todos los casos se eligié al Modelo 2. Ademas el suspuesto de normalidad se sostiene mejor para
el Modelo 2 que para el Modelo 1 y el Modelo 2 es mas simple.

Por las razones anteriores se prefirié al Modelo 2 y se utilizd para realizar prondsticos a doce meses.
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Figura 4.12: Gréfica cuantil-cuantil e histograma de los residuos del segundo modelo ajustado a la
serie Vseruv;.

Cuadro 4.3: Verosimilitud de los modelos ajustados a la serie Vserv;.

Modelo AIC AlICc BIC
Modelo 1 1292.53 1293.18 1310
Modelo 2 1291.28 1291.74 1305.84

Se obtuvo un prondstico a doce meses para la serie x; = Vserv; = servy — servy_1. Dado que
los valores de la serie de ventas al sector servicios de junio del 2013 a mayo del 2013 ya fueron
observados, los valores pronosticados fueron invertidos para obtener prondsticos a doce meses de la
serie original serwvy, esto es: serv; = Vserv, + servy_1 y compararlos con los valores observados. Se
obtuvieron los siguientes resultados:

Cuadro 4.4: Pronéstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.

Jun. 2013 Jul. 2013 Ago. 2013 Sep. 2013 Oct. 2013 Nov. 2013

Prondstico 723.2 727.1 733.1 733.2 734.2 736.3
Valor observado 1,401.1 708.5 708.8 714.0 689.3 718.5

Dic. 2013 Jan. 2014  Feb. 2014  Mar. 2014  Abr. 2014  Mayo 2014

Prondéstico 738.0 739.5 741.2 742.8 744 .4 746.1
Valor observado 720.0 716.2 728.7 696.9 730.2 735.8

En el cuadro anterior se observa que en junio del 2013 se presenté un pico debido a un ajuste que el
modelo no pudo captar y predecir, sin embargo, para los meses posteriores el modelo logra captar
la tendencia de la serie de ventas al sector Servicios. En la siguiente grafica se muestran dichos
prondsticos con sus intervalos de confianza al 95 %.
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Figura 4.13: Prondstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.

Debido a que el dato de junio del 2013 es un dato atipico, el valor del mismo fue reemplazado con
el promedio de los valores de mayo del 2013 y julio del 2013. La grafica de los prondsticos con el
valor de junio del 2013 corregido se presenta en la grafica 4.14.

4.1.4. Tercera propuesta

Debido a que, al realizar las pruebas de normalidad del Modelo 2, se observaron p-valores muy
pequenios para las pruebas de Anderson-Darling y de Shapiro-Wilk y como la variabilidad de la
serie parece aumentar a partir del 2009, se decidié probar con el logaritmo de la serie serv; y
ajustar un modelo ARMA(2,0,1), es decir un modelo con los ordenes p y ¢ del Modelo 2, a la serie
Zy = Vlog(seruvy).

El modelo ajustado (Modelo 3) es:

Zy = p(l—01—02)+d1Zi—1+ paZs—o + b1 + &4
= 0.004 —0.24847;_1 — 0.23577Z;_9 — 0.4727c4_1 + &4.
(4.3)

A continuacién se verificaran los supuestos del modelo. En las figuras 4.16 y 4.17 se presentan la
grafica de los residuos y la grafica de la funcién de autocorrelaciéon de los mismos. En ellas no se
observan evidencias de correlacion entre los residuos. Se realizaron adema&s pruebas de Ljung-Box
para los rezagos 4 a 24 (figura 4.18) y en todas ellas se aceptd la hipétesis de que los residuos
constituyen un proceso de ruido blanco.

En cuanto a la normalidad, se analizaron el histograma y la grafica cuantil-cuantil de los residuos
(figura 4.19) y no se encontraron grandes desviaciones de la normalidad. Se realizaron las pruebas de
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Figura 4.14: Prondstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.
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Figura 4.15: Grafica del logaritmo de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.
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Figura 4.16: Residuos del modelo ajustado a la serie Viog(servy).
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Figura 4.17: Funcién de autocorrelacién de los residuos del modelo ajustado a la serie Viog(servy).
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Figura 4.18: Prueba de Ljung-Box para los residuos del modelo ajustado a la serie Viog(servy).

normalidad Anderson-Darling, Lilliefors y Shapiro-Wilk, los resultados se muestran en el cuadro 4.5;
para las prueba de Anderson-Darling y Shapiro-Wilk el supuesto de normalidad sigue sin sostenerse
pero se observan p-valores menos pequenos que en el Modelo 2. Para la prueba de Lilliefors el
supuesto de normalidad si se sostiene.
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Figura 4.19: Grafica cuantil-cuantil e histograma de los residuos del modelo ajustado a la serie
Vliog(seruvy).
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Cuadro 4.5: Pruebas de normalidad a los residuos del Modelo 3.

Prueba Estadistico P-valor
Anderson-Darling 0.89061 0.02227
Lilliefors 0.074031 0.06502
Shapiro-Wilk 0.97503 0.01333

4.1.5. Propuesta final

53

Al comparar las graficas cuantil-cuantil, los histogramas y las pruebas de normalidad de los modelos
2 v 3, se encontrd que los supuestos de normalidad se sostienen mejor para el Modelo 3. Debido a
lo anterior, se decidi6é aplicar un logaritmo y luego una diferencia a los datos y utilizar el Modelo 3

para realizar prondsticos.

Se obtuvo un pronéstico a doce meses para la serie x; = Viog(serv,) = log(serv,) —log(servi_1). Los
valores pronosticados fueron invertidos para obtener prondsticos a doce meses de la serie original

serv; y compararlos con los valores observados. Se obtuvieron los siguientes resultados:

Cuadro 4.6: Pronéstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios

Jun. 2013 Jul. 2013 Ago. 2013  Sep. 2013 Oct. 2013 Nov. 2013
Pronéstico 722.8 727.7 734.1 734.3 735.6 738.2
Valor observado 1,401.1 708.5 708.8 714.0 689.3 718.5
Dic. 2013 Jan. 2014  Feb. 2014  Mar. 2014  Abr. 2014  Mayo 2014
Pronéstico 740.2 742.0 744.0 746.1 748.1 750.1
Valor observado 720.0 716.2 728.7 696.9 730.2 735.8

En la siguiente grafica se muestran dichos prondsticos con sus intervalos de confianza al 95 %.
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Figura 4.20: Prondstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.

Debido a que el dato de junio del 2013 es un dato atipico, al igual que para el Modelo 2, el valor del
mismo fue reemplazado con el promedio de los valores de mayo del 2013 y julio del 2013. La grafica
de los pronésticos con el valor de junio del 2013 corregido se presenta a continuacion:
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Figura 4.21: Prondstico a doce meses de la serie de ventas de electricidad al sector Servicios.
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Figura 4.22: Ventas de electricidad mensuales al sector Doméstico de enero de 2002 a mayo de 2013
en GWh.

4.2. Domeéstico

En la figura 4.22 se muestra la gréfica de la serie de ventas mensuales de electricidad, en Gigawhats-
hora, al sector Doméstico, de enero de 2002 a mayo de 2013. Esta serie serd denotada como domy,
t =1,...,137. En ella puede observarse una tendencia a la alza y un componente estacional con
periodo d = 12. Ademas se observa que, para cada ano, los meses con mayor consumo de electricidad
son julio, agosto, septiembre y octubre, esto se debe al uso de aire acondicionado durante el verano.
Asi mismo, puede observarse que la variabilidad de la serie aumenta a lo largo del tiempo, lo cual
sugiere aplicar alguna tranformacion de Box-Cox a los datos. En la grafica del logaritmo de la serie
de ventas al sector Doméstico, log(dom;), que se encuentra en la figura 4.23, se puede observar que si
bien quedan algunos picos con una varianza un poco mayor en general la varianza de la serie se esta-
biliza. Es necesario entonces remover al componente estacional y a la tendencia de la serie log(domy).

4.2.1. Primera propuesta

En un primer intento para remover al componente estacional, al logaritmo de los datos les fue
aplicado el operador V9, esto es:

Vislog(domy) = log(domy) — log(dom—_12) donde 12 <t < 137.

Como se menciond en el capitulo 2, para que un proceso sea débilmente estacionario, su media, su
funcién de covarianza y su funcion de autocorrelaciéon no deben depender del tiempo. Sin embargo,
al examinar la funcién de autocorrelacién estimada p(h) a partir de la serie Vialog(dom;) se tiene
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Figura 4.23: Logaritmo de la serie de ventas al sector Doméstico

que p(1) = 0.6749, p(2) = 0.3863, p(3) = 0.27011, etc. por lo que no es posible suponer que dicha
serie sea una realizacién de un proceso débilmente estacionario. Dado que la mayor autocorrelacion
de la serie Vislog(dom;) se present6é cuando h=1, se decidi6 aplicar una diferencia de orden 1 a la
misma. En la figura 4.24 se muestra a la serie VV3log(dom;), aparentemente esta serie no presenta
ni tendencia ni estacionalidad y ademds parece que su variabilidad no aumenta a lo largo del tiempo,
por lo tanto, pareceria razonable suponer que se trata de una realizacién de un proceso débilmente
estacionario. Sin embargo, al examinar a la funcién p(h) de dicha serie, figura 4.25, se puede observar
que p(2) = —0.256, p(12) = —0.34489, p(14) = 0.236 y p(19) = —0.188. Derivado de este analisis se
sugeriria ajustar un modelo con al menos 12 6 14 parametros lo cual no es conveniente ni deseable.

Debido a lo anterior se buscara utilizar otro método para llevar a la serie dom; a la estacionariedad
débil.

4.2.2. Segunda propuesta

Como alternativa a la diferenciacién, la tendencia y el componente estacional fueron estimados
utilizando el método de promedios moéviles que se encuentra en el capitulo 2 de la presente tesis.
En él, en primer lugar se busca estimar al componente estacional, para ello se hace una primera
estimacién de la tendencia () que es removida de la serie, luego, la serie sin tendencia es utilizada
para estimar al componente estacional.

La tendencia fue estimada de la siguiente forma:
1 1 < 1
my = ﬂdomt,6 + E Z domtJri + ﬂdomHG, 6 <t<132.
(2
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Figura 4.24: Gréfica de la serie VVi2log(dom).
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Figura 4.25: Funcién de autocorrelacién de la serie VVialog(dom).
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Figura 4.26: Funcién de autocorrelacién parcial de la serie VVislog(dom).

Los componentes estacionales wy y § con k € {1,...,12} fueron estimados a partir de 7; de la
siguiente forma:
Sea x; = log(dom;) entonces, V k € {1,...,12} se tiene

. : ; L6-k _ ;. 131—k
Wy, = promedio{Ty12j — Mrt125 150 < J < 3
12
Y Sk =1k — @ donde =) iy
k=1

Una vez que se estimé al componente estacional §i, este fue removido de la serie log(dom); y
finalmente la tendencia de esta nueva serie sin estacionalidad, domsuav;, fue estimada utilizando
un promedio moévil. En este caso se utilizo:

5
1 1 1
my = ﬁdomsuavt_ﬁ + I 155 domsuavyy; + ﬁdomsuavt%, 6 <t<132.

La serie g, = log(domy) — §; — fut, figura 4.30, ya no presenta ni tendencia. Sin embargo si presenta
estacionalidad, y si bien la varianza no parece aumentar a lo largo del tiempo, se siguen observando
varios picos con una varianza mayor. En la figura 4.31 se observa la grafica de su funcién de
autocorelacién, claramente la serie g; no es débilmente estacionaria.
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Figura 4.27: Tendencia estimada de la serie log(dom).
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Figura 4.28: Serie sin tendencia (log(dom); — m;) y componente estacional estimado §;.
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Figura 4.29: Series log(dom;) sin el componente estacional $; y log(domy).
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Figura 4.30: Serie log(domy) — §; — [i.
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Figura 4.31: Funcién de autocorrelacién de la serie log(domy) — §; — fiz.

4.2.3. Tercera propuesta

Dado que la varianza de la serie dom; crece mucho a lo largo del tiempo, ni aplicar el logaritmo y
después diferenciar ni aplicar el logaritmo y después utilizar promedios moviles fue suficiente para
llevar a la serie a la estacionariedad débil, pues en el primer caso la serie resultante presenta algunos
picos de mayor varianza que obligarian a ajustar un modelo ARIMA con al menos 12 parametros y
en el segundo se siguié observando estacionalidad. Débido a lo anterior se decidié probar el ajuste
de un modelo ARCH(1) ya que es un modelo simple que permite que la varianza de la serie dependa
del tiempo y de la observacién anterior.

A diferencia de los modelos ARMA que asumen que la varianza de un proceso { X;} es constante a lo
largo del tiempo, los modelos ARCH (de heterocedasticidad condicional autorregresivos) consideran
que dicha varianza no es constante en el tiempo, es decir, var(X;) = o2. El modelo ARCH(1) es el
modelo mas simple de la familia de modelos ARCH, este modelo describe la dependencia de una
proceso {X;} mediante una funcién cuadratica de su valor anterior.

Definicién 4.2.1. ARCH(1)
En un modelo ARCH(1) una serie de tiempo {X;} es descrita de la siguiente forma:

Xt = Ot€t (44)
Ut2 = Cm—l—OthQfl (4.5)

donde € ~ iid N(0,1) y ap > 0 y ag >= 0 para garantizar que la varianza sea positiva.



62 CAPITULO 4. ANALISIS DE LAS SERIES DE VENTAS DE ELECTRICIDAD

Un modelo ARCH(1) puede ser reescrito de la siguiente forma:

Xt2 = 0,52 + Xt2 — Ut?
= agt+ X} +oie —of
= ap+aXP +oi(g —1)
= ag+a Xt +u

Por lo tanto, un modelo ARCH(1) puede ser visto como un modelo AR(1) para {X?} con un nuevo
ruido v;. Dado que los modelos ARCH no son el tema de esta tesis y solamente se esta ajustando
un modelo ARCH a manera de prueba, no se hablard mas a profundidad la teoria de este tipo de
modelos.

Antes de ajustar un modelo ARCH a la serie dom; a esta le fue aplicada primero una diferencia
de orden 12 para remover la estacionalidad y después una diferencia de orden uno para remover
la tendencia y se obtuvo la serie VViadomy, figura 4.32. A dicha serie le fue ajustado el modelo
ARCH(1) y se obtuvieron los siguientes resultados:

Cuadro 4.7: Coeficientes del modelo ARCH(1) ajustado.

Estimador Error est. Prueba t. P(> |t])
Qo 8.715e+03 1.508e4-03 5.781 7.44e-09
a1 6.782e-02 9.792e-02 0.693 0.489

Del cuadro anterior podemos notar que si bien g es estadisticamente significativo, el valor de a; es
pequeno y no existe evidencia suficiente para afirmar que sea estadisticamente significativo. Ahora,
verifiquemos si los residuos cumplen con los supuestos de ser un ruido blanco y de normalidad.

En el caso de los modelos ARCH es necesario verificar que los residuos al cuadrado no estén corre-
lacionados. Para ello se realizé una prueba de Ljung-Box sobre ellos; el p-valor de dicha prueba fue
de 0.9566 por lo que puede decirse que los residuos al cuadrado no estan correlacionados.

Para verificar el supuesto de normalidad, se analizaron también el histograma y la grafica de la
funcién cuantil-cuantil (figura 4.34). En dichas gréficas se observa que los residuos parecen seguir
una distribucién normal. Ademas del andlisis grafico se realizaron tres pruebas de normalidad, los
resultados de dichas pruebas (cuadro 4.8) permiten suponer que los residuos siguen una distribucién
normal.

Cuadro 4.8: Pruebas de normalidad a los residuos del modelo ARCH(1).

Prueba Estadistico P-valor
Anderson-Darling 0.2315 0.7984
Lilliefors 0.0462 0.7509

Shapiro-Wilk 0.99408 0.8878
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Figura 4.34: Gréfica cuantil-cuantil e histograma de los residuos del modelo ARCH(1).

4.2.4. Propuesta final

Todos los supuestos sobre los residuos se cumplen. Sin embargo, el parametro a; no resulto es-
tadisticamente significativo por lo que, si bien el modelo ARCH(1) que se encuentra en la cuadro
4.7 no es una propuesta del todo descabellada para modelar a la serie doméstica diferenciada, puede
ser conveniente buscar algin otro modelo mas complejo para modelar a dicha serie.



Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis ha sido utilizar los modelos Autoregresivos de Promedios Mdvi-
les (ARMA) para modelar las series de ventas internas de electricidad a los sectores Doméstico y
Servicios en México.

Ambas series presentaron comportamientos muy distintos, sin embargo, la poblacién aumenta y con
ello el consumo de electricidad de los dos sectores antes mencionados.

Mi hipétesis inicial era que las ventas de ambos sectores iban a ser relativamente sencillas de mo-
delar mediante modelos ARMA y en especial aquellas del sector Doméstico, pues presentaban una
clara tendencia creciente y una marcada estacionalidad de orden 12.

El anélisis de la serie de ventas al sector Servicios me permitié encontar un modelo ARMA sin
mayores complicaciones. Tras un anélisis incial de la funcién de autocorrelacion y en dos iteraciones
fue posible encontrar un modelo con un ajuste razonable a los datos diferenciados y ademas se
trataba de un modelo simple, un ARMA(2,1). Con dicho modelo se obtuvo una prediccién a doce
meses que podria servir a la CFE para garantizar un suministro oportuno de electricidad y tomar
decisiones relacionadas con gastos y tarifas. En mi opinién, el valor de haber realizado el ejercicio
de ajustar un modelo ARMA a dicha serie consiste en que permitié ilustrar que la metodologia para
construir modelos ARMA funciona y que en efecto permite construir modelos que nos ayudan a
explicar el comportamiento de los datos observados.

Para el sector Doméstico la historia fue completamente diferente. Al realizar una primera inspeccién
de la gréafica de esta serie parecia que seria una serie muy facil de modelar con modelos ARMA sin
embargo no fue asi; ninguno de los métodos para llevar a la serie a la estacionariedad débil fueron
efectivos ya que al examinar las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién parcial se sugeria
ajustar modelos con muchos parameteros. Al analizar dichos resultados, se observé que la varianza
de la serie crecia a un paso tal que no podia ser llevada a la estacionariedad débil y suponer una
varianza constante, por lo que se decidi6 intentar modelar a esta serie con un modelo ARCH(1),
ya que este modelo supone que la varianza depende del tiempo. Sin embargo, el modelo ARCH(1)
ajustado tampoco fue del todo satisfactorio, por lo que explorar otros tipos de modelos para modelar
dicha serie puede ser un ejercicio interesante en el futuro. Lo que queda muy claro, simplemente al
observar la grafica de la serie, es que en México, el mayor consumo de electricidad en los hogares se
presenta de julio a octubre, por lo que la CFE podria tomar medidas para garantizar el suministro
de electricidad en dichos meses.
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Finalmente, el mayor aprendizaje que tuve al realizar este trabajo fue que al trabajar con modelos
estadisticos debemos buscar modelos para responder a las preguntas que nos planteemos mas no
debemos perdernos en la bisqueda de el modelo perfecto, pues el modelo perfecto no existe. Al final
del dia, un modelo estadistico no es mas que una herremienta coherente que nos ayuda a entender
mejor el mundo en el que vivimos y a tomar decisiones.
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Datos

DATOS

Aiio Mes Domestico | Servicios Afio Mes Domestico | Servicios Aiio Mes Domestico | Servicios
2002 Enero 3101.6 495.4/2006 Enero 3209.7 569.8|2010 Enero 3473.2 642.9|
2002 Febrero 3073.6 525.6/2006 Febrero 3142.7 556.5/2010 Febrero 3359.1 594.9
2002 Marzo 27383 480.6|2006 Marzo 3018.2 540.7]2010 Marzo 3195.7 596.2
2002 Abril 2750.9 552.8/2006 Abril 3135.9 548.8|2010 Abril 3296.9 588.1
2002 Mayo 3070.4 511.9|2006 Mayo 3518.1 552.6|2010 Mayo 3657 644.8
2002 Junio 3374.8 521.9|2006 Junio 3923.9 544.6/2010 Junio 4194.5 636.5
2002 Julio 3588.6 509.3/2006 Julio 4270.2 532.6/2010 Julio 4902.8 629.5
2002 Agosto 3707.1 455.9]2006 Agosto 4405.6 539.8/2010 Agosto 5038.9 659.8
2002 Septiembre 3816.1 511.7|2006 Septiembre 4403.1 532.7|2010 Septiembre 5161.4 695.5
2002 Octubre 3572.1 499.8|2006 Octubre 4191.3 5372010 Octubre 4757 635.6)
2002 Noviembre 32323 444.412006 Noviembre 3743.9 548.6|2010 Noviembre 4132.6 674.6
2002 Diciembre 3006.2 547.9]2006 Diciembre 3489.9 573.1{2010 Diciembre 3531.2 708.4]
2003 Enero 2998.5 514.7|2007 Enero 3442.9 569.8|2011 Enero 3586.6 677.5
2003 Febrero 3013.6 479.5|2007 Febrero 3409.8 554.1]2011 Febrero 3650.7 671.6)
2003 Marzo 2785.9 503.2|2007 Marzo 3170.8 553.7|2011 Marzo 3472.9 649.7|
2003 Abril 2807.6 503.3|2007 Abril 3187 549.6(2011 Abril 3657 661.4
2003 Mayo 3080.5 525(2007 Mayo 3487.5 635.3|2011 Mayo 4104.6 652.1
2003 Junio 3496.4] 4882007 Junio 3906.2 568.5/2011 Junio 4560.7 687.6)
2003 Julio 3729.1 47412007 Julio 43283 544.6/2011 Julio 5088 650.3]
2003 Agosto 3883.1 535.2|2007 Agosto 4617.5 545.8|2011 Agosto 5211 667.7|
2003 Septiembre 3869.5 534.5|2007 Septiembre 4645.8 590.6{2011 Septiembre 5423.3 681.4
2003 Octubre 3717.2 515.6|2007 Octubre 4279.5 540.9]2011 Octubre 5012.9 653
2003 Noviembre 3390.6 540.8|2007 Noviembre 3854.6 585.2|2011 Noviembre 4243.5 695.7
2003 Diciembre 3089.2 517.7|2007 Diciembre 3504.9 550.9]2011 Diciembre 3760.4] 719.9
2004 Enero 3113.5 533.2(2008 Enero 3532 580.2|2012 Enero 3628.7 695.8
2004 Febrero 3059.1 509.1{2008 Febrero 3518.1 562.3|2012 Febrero 3614.1 661.1
2004 Marzo 2838.7 518.6/2008 Marzo 3271.9 571.1J2012 Marzo 3559.7 677.4)
2004 Abril 2954.7 516.2{2008 Abril 3336 568.2|2012 Abril 3696.1 807.2
2004 Mayo 3091.4 520.1{2008 Mayo 3709.9 582]2012 Mayo 4064 684.5
2004 Junio 3429.7 514.1/12008 Junio 4122.5 599.5|2012 Junio 4583.5 692.4)
2004 Julio 3786.8 522.7|2008 Julio 4549.3 564.3|2012 Julio 5043.8 695
2004 Agosto 4016.1 517.8|2008 Agosto 4732.7 579.8|2012 Agosto 5261.8 673.6
2004 Septiembre 4033.6 531.4{2008 Septiembre 4767.9 566.7|2012 Septiembre 5411.8 691.4
2004 Octubre 3831.5 538.3|2008 Octubre 4421.2 621.6/2012 Octubre 4964.2 688.7|
2004 Noviembre 3409.7 506.9/2008 Noviembre 3962.2 623.3|12012 Noviembre 4387.4 706.2,
2004 Diciembre 3183.1 545.6|2008 Diciembre 3527.6 638.1]2012 Diciembre 3814.7 697.8
2005 Enero 3182.9 569|2009 Enero 3547.5 694(2013 Enero 3752.6 725.6)
2005 Febrero 3101.6 545.3/2009 Febrero 3425.9 684.8|2013 Febrero 37326 705.3]
2005 Marzo 2896.8 506.5/2009 Marzo 3265.5 656.412013 Marzo 3444.7 696.3]
2005 Abril 3019.2 537.8]2009 Abril 3410.4 669]2013 Abril 3600.1 730.4
2005 Mayo 3202.6 543.2/2009 Mayo 3922.9 665.6/2013 Mayo 4024.4 743
2005 Junio 3604.5 542.3|2009 Junio 4262.6 630.4]

2005 Julio 4082.6 519.9|2009 Julio 4715.5 655.2]
2005 Agosto 4255 525.3/2009 Agosto 5058.1 647.8]
2005 Septiembre 4246.9 525.8|2009 Septiembre 5054.5 650.2]
2005 Octubre 4128.4 547.8|2009 Octubre 4476.1 592.1]
2005 Noviembre 3578 529.1/2009 Noviembre 3958.6 612.5
2005 Diciembre 3233 539.3]2009 Diciembre 3442 628.8|
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