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Introduccion

El objetivo de este trabajo es entender la teoria de las G-fibraciones y G-fibraciones
aproximables para grupos compactos y grupos finitos y demostrar que para un subgrupo
grande H de un grupo compacto metrizable G, el funtor G x g — preserva fibraciones
aproximables equivariantes, es decir, G xgp: G xg X — G xg Y es una G-fibracién
aproximable si p : X — Y es una H-fibracién aproximable (Teorema 3.5.1) por lo cual
este trabajo esta basado en el articulo S. Prassidis, Equivariant Approzimate Fibrations
[15], completando la mayor parte de las demostraciones y corrigiendo algunas de ellas.

En el primer capitulo damos una breve descripcién de la teoria de grupos topolégicos y
G-espacios en donde también hablamos un poco de G-extensores y G-retractos, ademas
mencionamos el importante resultado que afirma que X es un G-AN E metrizable para
la clase de G-espacios metrizables si y sélo si X es un G-ANR para la misma clase
(Teorema 1.5.1). También se demuestran algunos resultados con respecto a los G-CW
complejos finitos.

El capitulo dos lo dedicamos a las G-fibraciones donde definimos las G-fibraciones de
Hurewicz asi como las G-fibraciones regulares. Ademas damos una caracterizacién local
de las G-fibraciones para grupos compactos (Teorema 2.2.1) y una caracterizacién cono-
cida de G-fibraciones de Serre (Teorema 2.3.1).

Por 1ltimo, en el tercer capitulo hablamos de las G-fibraciones aproximables para gru-
pos finitos y se demuestra que una funcién equivariante p : X — Y entre G-ANR’s es
una G-fibracién aproximable si y sdlo si satisface la propiedad de levantamiento de G-
homotopia aproximable para G-celdas (Teorema 3.1.1) en donde suponemos que todos
los G-espacios son métricos y G-retractos absolutos de G-vecindades para la clase de
G-espacios métricos. En esta seccion también demostramos una caracterizacién de las
G-fibraciones aproximables por restriccién a los puntos fijos (Teorema 3.1.2, resultado
que atin no se ha demostrado para G-fibraciones de Hurewicz), es decir, una funcién equi-
variante p : X — Y es una G-fibracién aproximable si y s6lo si p : X# — YH es una
fibracién aproximable para cada subgrupo H de G. Ademads presentamos herramientas
necesarias para demostrar que la proyeccién natural 7 : G — G/H es una H-fibracién
donde G es un H-espacio mediante conjugacién (Teorema 3.5.1), resultado que ocupamos
como lema para la demostraciéon del resultado principal.
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Capitulo 1

Grupos topologicos y G-espacios

1.1. Grupos topolégicos

Empezaremos dando la definicién de grupo topoldgico ya que es uno de los objetos
que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Definicion 1.1.1. Un grupo topolégico es un espacio topoldgico G con una estructura
de grupo y ambas estructuras estdn relacionadas en el siguiente sentido: sea (, ) : G X
G — G la operacién de grupo. Ahora pedimos que la operaciéon de grupo y la inversién
i:G — G, g— g ! sean continuas. Si G y G’ son grupos topoldgicos, un morfismo de
grupos topoldgicos es una funcién continua f : G — G’ tal que f(g192) = f(91)f(g2)
para todo g1, g2 € G, es decir, los morfismos son las funciones que preservan la estructura
de grupo topolégico.

Algunos ejemplos de grupos topolégicos son los siguientes:

Ejemplo 1.1.1. El grupo aditivo de los niimeros reales R, el grupo aditivo de los ntimeros
complejos C y en general el grupo aditivo R™ con las topologias usuales. Ademas los
grupos multiplicativos R\ {0} y C\ {0}. Cualquier grupo equipado con la topologia
dicreta es un grupo topolégico llamado grupo discreto.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el conjunto de matrices n x n con entradas reales M, (R).
Existe un isomorfismo M, (R) = R?", (a;;) — (ai1,...,@1n,@12,. . .,0any), este isomor-
fismo induce una topologia en M,(R) y la métrica [[A — B|| = (3_; ;(aij — bij)?)4/?
compatible con dicha topologia, de esta manera el determinante A +— det(A) es una
funcién continua ya que es una funcién polinomial, por razones similares, el producto
(A,B) — AB y la inversién A — A~! son continuas en donde estén definidas. De esta
manera se definen los siguientes grupos topolégicos:

» El grupo general lineal GL,(R) = {A € M,(R) | det(A) # 0}. Este grupo es
un abierto de M, (R) ya que es imagen inversa del abierto {0}¢ bajo la funcién
continua det : M,(R) — R.

» El grupo especial lineal SL,(R) = {4 € M,(R) | det(A) = 1}. Este grupo es
un subgrupo normal cerrado de M,,(R) ya que es el kernel del morfismo de grupos

det : Mn(R) — R\ {0}.



» Sea I € M,(R) la matriz identidad y A? la transpuesta de A. El grupo ortogonal
O(n) = {A € M,(R) | AA* = I}. Como la funcién A — AA! es continua, O,, es
cerrado en My(R) y si A € O(n), entonces _; a?j = 1 para cada i por lo tanto
O(n) estd acotado y asi es compacto.

» El grupo especial ortogonal SO, = O(n) N SL,(R). Este grupo también es
compacto ya que es cerrado en O(n).

De la definicién de grupo topolégico se sigue que las traslaciones L, : G — G, v — gx
y Ry : G — G, x — xg son homeomorfismos.

Sean A, B C G subconjuntos de un grupo topoldgico G, entonces emplearemos la
siguiente notacion:

AB={ab|a€ A, be B}
AV ={a'ac A}

Un subconjunto A C G que satisface A~! = A se llama conjunto simétrico. Es claro que
si A C GG es abierto y B C GG entonces AB y BA son abiertos y si A es cerrado y B es
finito entonces AB y BA son cerrados. A partir de ahora denotaremos por e al elemento
neutro de un grupo topolégico G.

Proposicion 1.1.1. Sea G un grupo topolégico y sea U C G una vecindad de e, entonces
existen vecindades de e N,V y W C G tales que

N2cU vicuywwlcu

Demostracién: Como la operacién de grupo ¢ : G x G — G es continua, =1 (U) es
abierto, entonces existen abiertos de la identidad, Uy y Us tal que UiUsy C U asi que el
conjunto buscado es N = U;NUy, de la misma manera existen V' y W ya que la inversion
v la divisién son continuas. O

Proposicion 1.1.2. Todo grupo topolégico G es un espacio regular y G es de Hausdorff
st y solo si {e} es cerrado.

Demostracion: Como las traslaciones son homeomorfismos, es suficiente demostrar que
se pueden separar un conjunto cerrado arbitrario que no contiene a e del conjunto {e}.
Sea C un conjunto cerrado que no contiene a la identidad. Existe un abierto W 3 e
tal que WIW~! C (¢, entonces W N CW = (), los abiertos buscados son W y CW. Si
{e} es cerrado, entonces todos los puntos de G son cerrados y por ser G regular, es de
Hausdorf, trivialmente si G es de Hausdorff, {e} es cerrado. O

Definicion 1.1.2. Una métrica invariante izquierda o derecha de un grupo topolégico
G es una métrica d en G compatible con su topologia tal que d(hgi, hge) = d(g1,92) 0
respectivamente d(g1h, g2h) = d(g1, 92)

1.2. (G-Espacios

En esta seccién daremos una breve introduccion a la categoria de G-espacios y fun-
ciones equivariantes llamada la categoria G-Top donde G es un grupo topoldgico. Antes
de empezar hablaremos un poco de acciones de grupos en categorias més generales.



Sea G un grupo y C una categoria arbitraria. Si A € C entonces el conjunto de automor-
fismos Aut(A) = {f € Hom(A, A) | f es invertible } es un grupo con la composicién, de
esta manera una accién de GG sobre A en la categoria C es un morfismo de grupos:

v : G — Aut(A)

Es decir cada elemento g € G se ve como un automorfismo de A. Si la categoria C es
una categoria conjuntista, es decir, cada elemento A € C es un conjunto y cada morfismo
es una funcidn, y si G actia sobre A entonces el morfismo ¢ : G — Aut(A) induce una
funcién

F:GxAA

dada por ¢(g,a) = ¢(g)(a) para cada g € G y a € A. A continuacién definimos con
mayor precisiéon una accién en la categoria de espacios topolégicos:

Definicion 1.2.1. Sea G un grupo. Un G-espacio es un espacio topoldgico X junto
con una accién de G en X en la categoria de espacios topoldgicos, es decir, junto con
un morfismo de grupos ¢ : G — Aut(X) donde Aut(X) denota el grupo mencionado
anteriormente, en este caso es el grupo de homeomorfismos. Por comodidad ocuparemos
la siguiente notacién: ¢(g)(z) = gz. A la terna (G, X, ¢) se le conoce como grupo de
transformaciones.

La accién ¢ induce una funcién ¢ : G x X — X dada por (g,z) — ¢(g)(x) se sigue
de la definicién de accién que esta aplicacion satisface lo siguiente:

» p(e,x) =z para todo z € X
= 0(9,¢(h, x)) = p(gh, x) para toda z € X, g,h € G

Definicién 1.2.2. Sea G un grupo topoldgico, un grupo de transformaciones (G, X, ),
es un grupo topolégico de transformaciones si ¢ : G x X — X es continua.

Sea A un conjunto dirigido y X un espacio topolégico. Una red en X es simplemente
una funcién z : A - X, z(a) = zo. También podemos denotar a la red z : A — X
por (Za)aca- Si A’ es un otro conjunto dirigido y h : A" — A es una funcién creciente
(h(a1) < h(ag) si ag < ag), una subred de una red = : A — X es la composicién
xoh: A" = X. Una red (z4)aeca converge a p € X y escribimos x, — p si para cada
abierto U C X de p, existe 5 € A tal que z, € U siempre que 8 < a.

Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos. Decimos que f es
abierta si f(U) es abierto siempre que U sea abierto y f es cerrada si f(U) es cerrado
siempre que U sea cerrado. f es propia si f es cerrada y f~!(y) es compacto para cada
yeY.Sif: X — Y es ademas sobreyectiva, una funciéon continua s : ¥ — X es una
seccion de f si fos=1y.

Si AC Gy U C X son abiertos, entonces ¢(A,U) = [J e gU es abierto por lo tanto la
funcion ¢ : G x X — X es abierta. Si ademdas G es compacto, ¢ también es cerrada, lo
que demostraremos en la siguiente proposicién:

Proposicion 1.2.1. Si G es compacto, entonces o es cerrada.



Demostracion: Sea C C GxX cerrado. Six € ¢(C), entonces existe una red (go, To)acr
en C tal que gozqa — z. Por otra parte, como G es compacto, existe una subred
(9a,) de (g9a) que converge a algin punto g € G, de este modo, g1 — g~ !, entonces

S
Ty, = 9;71(9%%67) — g lx y asi, (Yory» Tary) = (9,97 ') € C por lo tanto z € p(C). O

Proposicién 1.2.2. Si (G, X, ) es un grupo topoldgico de tranformaciones, entonces
v : G = Aut(X) es continua. (donde Aut(X) estd dotado de la topologia compacto-
abierta).

Demostracion: Sea U C Aut(X) un abierto sub-bésico, es decir,
U= (K, V)(Aut(X)) = {f € Aut(X) ’ f(K) - V}

donde K es un compacto y V es un abierto de X respectivamente, si ¢ € ¢~ 1(U), entonces
g(K) C V entonces (g,z) € (V) para todo z € K y como &' (V) es abierto, existen
abiertos W, C G de g y U, C X de x tal que W,U, C V para todo z y como K es
compacto, existe un nimero finito de abiertos W, ..., W=, U ... U™ tal que

KclJui

)

entonces NW, es abierto y es claro que f(UUY) CV Vf € NW, por lo tanto g € "W} C
o Y (U) y asi, o1 (U) es abierto. O

Definicién 1.2.3. Sea X un G-espacio con accién ¢ : G — Aut(X).

» Un subconjunto A C X es invariante si GA C A. En este caso, g(A) = A para
cada g € G y asi A es un G-espacio.

» Sea x € X. Al conjunto G, = {g € G | g = x} se le conoce como estabilizador
de x y es claramente un subgrupo de G.

» La 6rbita de un punto z € X se define como: Gz = {gz | g € G}.

= p es transitiva si para cualesquiera z1,x2 € X existe g € G tal que 1 = grs. En
este caso, X es un G-espacio homogeneo.

» Sea H un subgrupo de G. El conjunto de puntos fijos de H es el conjunto
X" ={z € X|hr=2VYhe H} Unpunto z € X es un punto fijo de la accién si
r e X%,

= ¢ es efectiva si es inyectiva o de manera equivalente, si (|,cx Gz = {e} ya que
ker(ap) = ﬂxeX Gw

» ¢ es libre si todos lo estabilizadores son triviales, es decir, G, = {e} Vz € X.

» ¢ es discontinua si para todo compacto K C X, el siguiente conjunto {g € G |
gK N K # 0} es finito.

= ¢ es propiamente discontinua si para todo x € X existe un abierto U C X de
x tal que gU NU = () para todo g ¢ G.

Los siguientes son ejemplos de grupos topoldgicos de transformaciones:



Ejemplo 1.2.1. Cualquier grupo topoldgico G es un G-espacio donde la accién es la
operacién de grupo G x G — G. (g,h) — gh. Si G es un grupo topoldgico, cualquier
espacio X es un G-espacio con la accién trivial, es decir, G x X — X, (g,x) = x.

Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo de G. Definimos una
accién de H sobre G por ¢ : H x G — G, (g,h) — gh™! para cada h € H, g € G. Esta
accion es continua ya que la inversion lo es, de esta manera G es un H-espacio.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el grupo ortogonal O(n) que actiia de manera natural en
R™ de la siguiente manera: ¢ : O(n) x R" — R", (A, x) — Az. Claramente estd accién
es continua, de esta manera R™ es un O(n)-espacio. Mas aun, como las transformaciones
ortogonales preservan la norma, el disco unitario D" = {x € R" | ||z|| < 1} y su frontera
S"=1 son O(n)-invariantes por lo tanto son O(n)-espacios.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el conjunto finito S = {0,1,...,k — 1} con la topologia
discreta y sea X = SZ con la topologfa producto, sus elementos son funciones f : Z — S.
Considerando a Z como grupo discreto, definimos una acciéon de Z sobre X por ¢ :
ZxX — X, (n,f)— @un(f) donde o, (f)(k) = f(n+k). Sim,: X — S es la proyeccién
en la n-ésima entrada, entonces ¢(n,—) = ¢, : X — X satisface que m, 091 = Tp41 ¥
Ty 0 @_1 = Tp_1 por lo tanto ¢1 y ¢_1 son funciones continuas y asi ¢, es continua y
como Z es discreto, ¢ es continua. De esta forma X es un Z-espacio.

Sea GG un grupo y sean X e Y dos G-espacios. Un morfismo de G-espacios es una
funcién continua f : X — Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

x-—Jt.oy

<

g

X—Y
f
La coleccion de G-espacios junto con los morfismos de G-espacios es una categoria y es
denotada por G-Top. A un morfismo en la categoria de G-espacios, se le conoce como
funcién equivariante.

Definimos el funtor cociente —/G : G-Top — Top de la siguiente manera: Dado un
G-espacio X, definimos el cociente como el siguiente conjunto X/G = {Gz |z € X} con
la topologia cociente de la proyeccién natural 7y : X — X/G, x — Gz y una funcién
equivariante ¢ : X — Y induce una funcién continua ¢ : X/G — Y/G, Gz — Ge(z) de
esta manera el siguiente diagrama conmuta:

X—* .y
le \Lﬂ'y

Claramente con esta topologfa, la proyeccion orbital 7wy, es abierta y si G es compacto,
entonces 7y (1x(C)) = G(C) es cerrado si C C X es cerrado ya que la accién @ es
una funcién cerrada. Ademas las fibras Gz son compactas ya que Gz es la imagen de la
funcién continua A : G — Gz, g — gz y de esta manera 7y es propia.



Ejemplo 1.2.5. Consideremos la accién del grupo discreto Zs = {0, 1} sobre la n-esfera
S" = {z € R*"! | ||z|| = 1} definida por ¢ : Zg x 8™ — S™, ¢(1,x) = —x es libre y como
la funcién antipodal y la identidad en la esfera son continuas y como Zs es discreto, ¢
es continua asi que S™ es un Zsg-espacio cuyo espacio cociente S™/Zg es el espacio que
resulta de identificar de S™ los puntos diametralmente opuestos. Este espacio es llamado
el n-espacio proyectivo real y es denotado por P".

Sea X un G-espacio. Un conjunto fundamental respecto a la accién de G sobre
X es un conjunto D C X tal que mx |p: D — X/G es biyectiva, es decir es un conjunto
que contienen exactamente un punto de cada érbita de X/G.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos la accién por traslacién de Z sobre R, es decir, ¢ :
Z xR — R, (n,7) — r + n. El cociente R/Z es isimorfo a S* ya que cada drbita admite
un representante en el intervalo unitario I = [0, 1] de manera tnica salvo los puntos 0 y 1
que estdn el la misma 6rbita ([0,1) es un conjunto fundamental), por lo tanto el cociente
R/Z se obtiene identificando en I los puntos 0 y 1. Consideremos ahora la accién de Z2
sobre R?, ¢ : Z2xR? — R2, ((n,m), (z,y)) — (n,m)+(x,y). El espacio cociente es el toro
T? ya que cada érbita admite un representante en el cuadrado unitario I? = [0, 1] x [0, 1]
de manera Unica salvo los puntos de su frontera, y se obtiene identificando los lados
opuestos en el cuadrdado unitario, asf el conjunto I? es la cerradura de de un conjunto
fundamental.

Sea X un espacio topolédgico, decimos que un espacio E es un cubriente con la
funcién continua p : E — X, si p es sobreyectiva y si para cada x € X existe un abierto
U de x y una coleccién de abiertos disjuntos dos a dos U, C E tal que p~*(U) = | |U,
y tal que p |y, : Uy — U es un homeomorfismo. A la funcién p se le llamard proyeccién
cubriente.

Proposicion 1.2.3. Sea X un G-espacio con accion libre y propiamente discontinua,
entonces la proyeccion natural mx : X — X/G es una proyeccion cubriente.

Demostracion: Sea Gx € X/G una 6rbita. Como la accién es propiamente discontinua,
existe un abierto U de z tal que gU NU = () para todo g # e ya que la accién es libre,
entonces ¢1U N goU = ) siempre que g1 # ¢o. El conjunto U = {Gz |z €U} C X/G
es abierto ya que W;(l(ﬁ) = Uyeq9U y ademds esta unién es disjunta. Por dltimo,
wx |gu: gU — U es continua, sobreyectiva y abierta, por lo tanto es un homeomorfismo
y asi, mx es una proyeccion cubriente. O

A partir de ahora G serd un grupo topolégico y (G, X, ¢) serd un grupo topolégico de
transformaciones y siempre que hablemos de un G-espacio X, nos estaremos refiriendo
a un grupo topoldgico de transformaciones.

Teorema 1.2.1 (Propiedad Universal del Cociente). Sea X, Y y Z espacios topoldgicos
yf:x—=Y,qg:Y — Z funciones donde f es continua y Y tiene la topologia cociente
inducida por f. Entonces go f es continua si y sélo si g es continua.

Demostracion: Supongamos que g o f es continua. Sea U C Z un abierto, entonces
F Y g Y (U)) = (go f)~1(U) es abierto y de esta forma, g~*(U) es abierto. Por lo tanto
g es continua. El reciproco es inmediato. O



Sea H < G un subgrupo de G y sea q : G — G/H, g — gH, la proyeccién natu-
ral. La funcién f : G x G — G x G/H, (91,92) — (91,49(g2)) es continua, sobreyectiva
y abierta por lo tanto es una identificacién. Si definimos p : G x G/H — G/H como
w(g1,92H) = g192H, entonces la funcién po f = go (,) es continua y por el teore-
ma 1.2.1, p : G x G/H — G/H es continua. Por otra parte, ¢ : G — Aut(G/H),
g—(g): G/H — G/H, dada por 1(g)(¢'H) = g¢'H es una accién ya que ¥(g) es un
homeomorfismo para toda g € G por lo tanto, (G,G/H,1) es un grupo topoldgico de
transformaciones.

Las funciones 0, : G — Gz, g+ gx y ¢ : G — G/H son funciones G-equivariantes.
Ademéds, la funcién 0, : G/G, — Gz, gG, — gz es equivariante y biyectiva y hace el
siguiente diagrama conmutativo:

G/G,

Proposicion 1.2.4. Si G es compacto y X es de Hausdorff, entonces 0, es un homeo-
morfismo.

Demostracion: Sea C C G/G, cerrado, como G es compacto, G /G, también lo es, de
esta manera, C' es compacto y asi, 0,(C') es compacto y por ser X Hausdorff, también
es cerrado. Por lo tanto, 6, es cerrada y un homeomorfismo. O

1.3. Pull-back y push-out en la categoria G-Top.

Un diagrama conmutativo de funciones G-equivariantes:

/

xX-2.4

4

B——Y
g

es un diagrama pull-back en la categoria G-Top si satisface la siguiente propiedad
universal: Si Z es un G-espacioy a: Z — Ay B : Z — B son equivariantes tales
que foa = go 3, entonces existe una unica funcién equivariante ¢ : Z — X tal que el
siguiente diagrama conmuta:

A

\\
©
X ——A
3 "
lf’ f
B——Y
g

al G-espacio X se le conoce como pull-back de f y g y gracias a la propiedad universal,
es unico salvo isomorfismo y podemos definirlo de manera explicita como

X ={(a,b) e Ax B| f(a) = g(b)}



con la accion diagonal. Al pull-back lo denotamos como X = A xy B.

Proposicion 1.3.1. En el siguiente diagrama pull-back

!
I A

X
L
B

— Y

g
se satisface lo siguiente:

» 51 f es sobreyectiva, entonces f' también es sobreyectiva y si f es inyectiva, en-
tonces f' también es inyectiva.

» Si f es abierta, f también lo es.
» Si f admite una seccion s, entonces f' admite una seccion s’ tal que sog =g os'
s Si f es propia, entonces f' también lo es.

Demostracion: Como X = A xy B, podemos suponer que ¢ = w1 y f = w9 las
proyecciones en la primera y segunda entrada respectivamente. Supongamos que f es
sobreyectiva. Si b € B, existe a € A tal que f(a) = g(b), entonces (a,b) € A xy B
y mo(a,b) = b asi que my es sobreyectiva. Ahora supongamos que f es inyectiva. Sean
(a1,b),(a2,b) € A xy B entonces f(a;) = g(b) = f(az) entonces a; = az y asi m
es inyectiva. Si f admite una seccién s : Y — A, definimos s’ : B — A Xy B por
s'(b) = (s(g(b)),b) que es una seccién de mo. Supongamos ahora que f es abierta, sean U
y V abiertos en A y B respectivamante, sea b € ma((A xy B)N (U x V')), entonces existe
a € U tal que f(a) = g(b), f(U) es abierto y g(b) € f(U). Para cada x € VNg~L(f(U)),
existe a € U tal que g(z) = f(a) entonces b € Vg~ (f(U)) C m((Axy B)N(UxV))y
asi, o es abierta. Ahora, si f es propia, sea C C Ax B cerrado y (ay,by) € Axy BNC una
red tal que by — z entonces g(by) = f(ay) — g(x). Por otra parte f({ax}) es cerrado,
entonces f({ax}) = f({ax}) v g(z) € f({ar}) de esta manera existe a € {ay} tal que
g(x) = f(a) y como x € {bp}, (a,z) € {(ax,bxr)} C C por lo tanto z € ma((A xy B)NC)
y asi my es cerrada. Sea b € B, entonces 7, (b) = f~1(g(b)) que es compacto. Por lo
tanto w9 es propia. ]

Proposicion 1.3.2. Sea X un G-espacio y Z el pull-back de AL>X/G<£X
donde A es un G-espacio con la accion trivial y X /G es considerado como G-espacio con
la accion trivial. Entonces A= Z/G.

Demostracion: Como Z = A X y;g X, podemos considerar el siguiente diagrama con-
mutativo:
AxxgX A

o |

X X/G

TX



como 7x es sobre y abierta, m; es sobre y abierta y el diagrama anterior induce el
siguiente diagrama sobre las orbitas:

T

(Axx/6X)/G A

| |

X/G X/G

1x,a

y es claro que 7 es inyectiva y ademés sobre y abierta ya que m lo es. Por lo tanto
Z/G = (AxxqX)/G= A O
Lema 1.3.1. 5i la composicion de aplicaciones continuas X N Y 257 es propia
con 'Y un espacio de Hausdorff, entonces f y g ‘f(X) SON Propias.

Demostracion: Si z € Z entonces (g |f(x)) ' (2) = f(X) NgHz) = f((go /) H2))
es compacto ya que g o f es propia y f es continua. Un cerrado de f(X) es de la forma
AN f(X) donde A es cerrado en Y entonces g |¢(x) (AN f(X)) = g(AN f(X)) =
(go £)(f~1(A)) es cerrado ya que g o f es cerrada y f~!(A) es cerrado y asf g lr(x) es
propia. Por otra parte, siy € Y, (go f)"1(g(y)) es compacto y como Y es Hausdorff,
f1(y) es cerrado y como f~1(y) C (go f)~(9(v)), f~1(y) es compacto. Sea A cerrado
en X, como go f es propia, (go f) [a es propia y por la primera parte del lema, g |¢(a)

es propia y ademdas admite una extension continua a f(A) y gracias a ([8] lema 3.7.4),
f(A) no puede ser un subespacio propio de f(A) por lo tanto f(A) = f(A). O

Si una funcién f : X — Y es equivariante, entonces gf(z) = f(x) siempre que
g € Gy, es decir, G, C Gy, para todo x € X pero no siempre se tiene la igualdad.
Cuando se tiene que G, = Gy(,) para todo x € X, decimos que f es isovariante.

Proposicion 1.3.3. Sea G un grupo compacto. Sean X e Y G-espacios de Hausdorff
y f: X — Y equivariante. Entonces el siguiente diagrama (donde los cocientes estdn
considerados como G-espacios con la accion trivial)

!

X Y
X/G—=Y/G

es un pull-back si y sélo si f es isovariante.

Demostracion: Supongamos que f es isovariante. Sea P = {(Gx,y) | Gf(x) = Gy} el
pull-back de fy my. Veamos que el morfismo inducido h : X — P es un G-isomorfismo.
Si (Gz1, f(x1)) = (Gxa, f(x2)), entonces existe g € G tal que zo = gx1 asi que g €
G(z) = Gay ¥y 71 = 72, 81 (Gr,y) € P, entonces Gf(z) = Gy y existe g € G tal que
gf(x) =y asi que h(gx) = (Gz,y) por lo tanto h es biyectiva. mx es propia ya que G
es compacto y por el lema anterior, h es propia en particular, es cerrada y asi, h es un
homeomorfismo. Supongamos ahora que el diagrama anterior es un pull-back entonces
X es G-isomorfo a Py Gy = GGy, (@) = Gea NGy = GNGypy = G- O



A continuacion daremos la definicién de push-out en G-Top que es la definicion dual
del pull-back y espacio de adjuncion para poder dar la definicién de G-CW complejos:

Un diagrama conmutativo de funciones G-equivariantes:

X-2.4

f l if’
g
es un diagrama push-out en la categoria de G-espacios si satisface la siguiente pro-
piedad universal: Si Z es un G-espacio, a: B — Z y f: A — Z equivariantes tales
que fog = ao f, entonces existe una Unica funciéon equivariante ¢ : Y — Z tal que el

siguiente diagrama conmuta:

x5

A
f f’l
Z

Al espacio Y se le conoce como push-out de f y g y de nuevo como en el pull-back, Y es
unico salvo isomorfismo gracias a la propiedad universal del push-out y se puede definir
de manera explicita como:

Y>AUB/ ~
donde a ~ b si y sélo si existe z € X tal que g(z) =ay f(x) =0.

Definicion 1.3.1. Sea X un G-espacio, A C X un subconjunto cerrado G-invariante
y f: A=Y equivariante. El espacio de adjuncién X Uy Y es el cociente (X LY)/ ~
donde a ~ f(a). En otras palabras, el siguiente diagrama es un push-out:

f

A Y

li lply

X—=XUyY
plx

donde i es la inclusién y p: X UY — X Uy Y es la proyeccién natural. A la funcién f se
le llama funcién de pegado.

1.4. G-CW complejos.

Los CW complejos son espacios muy usados en Topologia Algebraica ya que son
espacios relativamente sencillos pero también son lo suficientemete generales en muchos
casos. La razon del nombre viene de las palabras Closure-finite-Weak-topology que son
dos condiciones que satisface la definicién de CW complejo:

» Condicién de cerradura finita. Cualquier celda D] esta contenida en la unién de
un numero finito de interiores de celdas.
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» Condicién de topologia débil. Un conjunto F' C X es cerrado si y s6lo si F' N D2
es cerrado en D! para cada celda D].

A continuaciéon damos la definicién a detalle de un G-CW complejo:

Definicién 1.4.1. Sea n un entero no negativo y sea D" = {x € R" | ||z]| < 1}. Una
G-(n-celda) es un G-espacio de la forma (G/H) x D" donde la G-accién sobre D" es
trivial y H es un subgrupo de G.

Definicién 1.4.2. Un par de G-espacios (X, A) es un G-CW complejo relativo si X
es el limite directo de G-espacios X,, con inclusiones i, : X, — X, 41, tal que Xy es
la unién disjunta de A y G-(0-celdas) G/H y X,, es obtenido de X,,_; adjuntando una
coleccién de G-(n-celdas) {G/Hy x D™} e r mediante funciones equivariantes de pegado
va : G/Hgy X St 5 X,,_1 como en el siguiente diagrama push-out:

UaGR G/HOé X Snil > n—1

| |

Uper G/Ha x D Xn

Si A =0, diremos que X es un G-CW complejo. Un G-CW complejo relativo (Y, B) es
un subcomplejo de (X, A) si Y es un G-subespacio de X, B es un G-subespacio de A y
Y, =Y N X, en la descomposicién celular.

La razon de la construccién de este tipo de espacios y de este pegado es que el re-
sultado es un espacio con propiedades locales muy agradables como algunas propiedades
topoldgicas de los espacios Euclideanos ya que en cada paso se esta pegando la frontera
de las n-celdas y de esta manera se tiene una copia homeomorfa del interior de cada
n-celda en el n-esqueleto X,,.

Ejemplo 1.4.1. Sea (X, A) un G-CW complejo relativo y n un entero no negativo.
Entonces (X, X,,) y (X5, A) son G-CW complejos relativos y (X,,, A) es un subcomplejo
de (X, A). De esta manera, los esqueletos son subcomplejos.

Ejemplo 1.4.2. Sea {(X;, A;)}icr una familia de subcomplejos de (X, A). Entonces el
par de G-espacios ([); Xi,[); 4s) es un subcomplejo. Ademas, si (J; A; es cerrado en X,
entonces el par de espacios de G-espacios (|J; X; J; 4i) es un subcomplejo.

Definicion 1.4.3. Sea X un CW complejo y G un grupo. Decimos que una accién
G — Aut(X) es celular si para cada g € G y cada n-celda E de X, gF es una n-celda
de X.

Proposicion 1.4.1. Sea G un grupo discreto. X es un G-CW complejo si y solo si X
es un CW complejo con una accion celular de G con el mismo esqueleto.

Demostracion: Supongamos que X es un G-CW complejo y sea {G/Hy X D"} ,er €l
conjunto de G-(n-celdas) de X, entonces tenemos una funcién equivariante

v: | J(G/Hy x D) = X,
a€ER
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tal que las funciones ¢ |/, «sn—1 coinciden con las aplicaciones de pegado. Considere-
mos el conjunto R’ = (J,cr G/Ha entonces obtenemos una aplicacién ¢ : R’ x D™ — X,
dada por ¢(gH;,z) = ¢(gH;,x) y de esta manera obtenemos un diagrama push-out:

/ -1
RxS"" —X, 1

L

R x D" — X,

por lo tanto, X es un CW complejo en donde claramente G actia en el conjunto de
indices R/, de esta manera es una accién celular. Ahora supongamos que X es un CW
complejo con una accién celular de G, sea { D[} ,er un conjunto de n-celdas que definen
la estructura de CW-complejo de X . Consideremos a R como un espacio discreto y sea
P R x D* — X, la aplicacién asociada de n-celdas en X,, tal que al restrigirla sobre
R x S"~1, obtenemos la aplicacién de pegado. Ya que la accién de G en X es celular, G
actia sobre R, entonces R es union disjunta de sus orbitas. Si R; esla érbitadei € Ry H;
es el estabilizador de i, entonces gracias a que R y G son discretos, R; y G/H; también
son discretos, entonces tenemos un homeomorfismo ~v; : R; & G/H;. Definimos una
funcién equivariante o; : G/H; x D™ — X,,, 0i(91(gH;), ) = g1¢(v; 1 (gH;), x) entonces,
restringiendo estas aplicaciones a G/ H; x S"~! obtenemos aplicaciones de pegado y asf el
siguiente diagrama conmutativo es un push-out:

uaEJ(G/HOé) X Sn_l > n—1

| |

pes(G/Hy) x D™ Xn

y asi, X es un G-CW complejo. O

Corolario 1.4.1. Sea G un grupo discreto y H un subgrupo de G. Si X es un G-
CW complejo, entonces X wvisto como H-espacio, es un H-CW complejo con el mismo
esqueleto.

Demostracion: Como X es un G-CW complejo, X es un CW complejo con una accién
celular de G. Entonces la restriccién de la accién al subgrupo H, también es una accién
celular. Por la proposicién anterior, X es un H-C'W complejo. O

En general un G-CW complejo no es un espacio metrizable pero un G-CW complejo
finito siempre es metrizable y para demostrar esto, necesitamos el teorema de matrizacion
de Nagata-Smirnov que mencionamos a continuacién:

Teorema 1.4.1 (Teorema de metrizacién de Nagata-Smirnov (ver [8] 4.4.7)). Un espacio
topoldgico es metrizable si y sdlo si es un espacio reqular con una base o-localmente finita.

Lema 1.4.1. La metrizabilidad es un invariante bajo aplicaciones propias.

Demostracion: Sea f: X — Y una aplicacion propia de un espacio metrizable X en
Y. Sea i un entero positivo y sea d una métrica para X y para cada y € Y, consideremos
los conjuntos Ui(y) = Dyi(f~'(y)) = {y' € Y | d(y/, f'(y)) < 1/i}, Wi(y) = Y \ f(X\
Ui(y)), Vi(y) = f~1(Wi(y)) C Ui(y). De la definicién tenemos que U;(y) C U;(y) si j > i.
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La coleccion W; = {W;(y) | y € Y} es una cubierta abierta de Y. Ademds para cada
y €Y, {W;(y)}icz>o es una base local en y. Para cada abierto V' de y, existe un ¢ tal que
U; C Vycomo f~Y(W;(y)) C Us(y), Wi(y) C V. Mostraremos ahora que para cada W;(y)
existe un j tal que | J{W;(z) | W;(z) 2 y} € W;(y). Existe j > 2i tal que U;(y) C Vai(y).
Consideramos un punto z € Y tal que y € W;(z), ya que f~1(y) C V;(z) C U;(z), existe
z € fl(z) y 2 € f1(y) tal que d(z,2) < 1/j esto implica que U;j(y) N f~1(z) # 0y
F7H2) C Vaily). Sea t € W;(2), ya que f~1®) C Uj(z), para cada = € f~1(t) existe un
2 € f71(2) tal que d(z,2') < 1/j < 1/2i. Obtenemos f~1(z) C Vai(y) C Va;(y), por lo
tanto existe un z” € f~1(y) tal que d(2’,2") > 1/2i. Tenemos d(z,x") < 1/i esto implica
que f1(t) C Ui(y), es decir, t € W;(y) y con esto se completa la demostracién de la
afirmacién anterior. La cubierta W; tiene un refinamiento localmente finito B; entonces
la unién (), B; es una base para Y y por el teorema de metrizaciéon de Nagata-Smirnov,
Y es metrizable. O

Proposicion 1.4.2. Cada G-CW complejo finito es un G-espacio metrizable.

Demostracion: Elresultado se obtiene del lema anterior y por induccién sobre el niime-
ro de G-celdas, adjuntando celda por celda. O

1.5. G-extensores y G-retractos.

Antes de empezar hablaremos un poco de los encajes equivariantes.

Un encaje G-equivariante es una funcién continua equivariante f : X — Y tal que la
restriccién f': X — f(X) es un homeomorfismo.

Sea C.(X,Y) el espacio de funciones continuas de X en Y con la topologia compacto-
abierta. En ocaciones denotaremos a C.(X,Y) simplemente por Y.

Para G-espacios X y Y donde X es localmente compacto, el espacio de funciones con-
tinuas YX con la topologfa compacto-abierta es un G-espacio con la accién definida
por

:GxYX 5 v¥

dada por (g, f) = gf : X =Y, gf(z) = g(f(g "))

Un G-espacio L es llamado un G-espacio lineal topolégico si y sélo si L es un espacio
vectorial topoldgico sobre R con una accién continua de G en la categoria de espacios vec-
toriales topoldgicos. Es decir, L es un espacio vectorial y también es un espacio topoldgico
y las operaciones de espacio vectorial son continuas. Un G-espacio lineal normado es
un G-espacio lineal L junto con una norma G-invariante ||| : L — R, asi que L es un G-
espacio métrico. Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado
completo con la topologia inducida por la norma. Si un G-espacio lineal normado B es
completo, entonces B es un G-espacio de Banach.

En este trabajo una clase de espacios sera la coleccién de objetos de una sub-categoria
C de la categoria G-Top de espacios topologicos. Una clase topoldgica débilmente
hereditaria es una clase C de G-espacios topolégicos de Hausdorff que satisface:

» SiXelCy X' =X, entonces X' € C.
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» Si X €Cy AC X es un subespacio invariante cerrado, entonces A € C.

Un G-C par (X, A) consta de un G-espacio X que pertenece a la clase C y un subes-
pacio cerrado A C X G-invariante.

Definiciéon 1.5.1. Un G-extensor absoluto de vecindades para la clase C, es un
G-espacio Y tal que para cada G-C par, (X, A) y toda funcién G-invariante f : A — Y,
existe una vecindad G-invariante U de A y una G-extensién f : U — Y de f y escribimos
Y € G-ANE(C). Si ademas siempre se puede elegir U = X entonces diremos que Y es
un G-extensor absoluto para la clase C y denotaremos Y € G-AE(C).

Proposicién 1.5.1. SiY € G-ANE(C) yV C Y es un abierto invariante entonces
V e G-ANE(C).

Demostracion: Sea (X, A) un G-Cpary f: A — V G-equivariante, sea i : V — Y la
inclusién natural entonces existe una vecindad invariante U C X de A tal que io f :
A — Y admite una G-extensién f : U — Y de ¢ o f, entonces la extension buscada es

f|f—1(v)3 f_l(v) - V. O

Proposicién 1.5.2. Sean Yi,...,Y, € G-ANE(C) entonces 11;Y; € G-ANE(C). Si
{Yaotaer € G-AE(C), entonces 11,Y, € G-AE(C).

Demostracién: Sea (X, A) un G-Cpar y f : A — II;Y; equivariante, entonces cada
aplicacion ; o~f =fi: A=Y , admite una extension fi : Uy = Y; a una vecindad U;

de A asi que f = (f1 |~v,s---, fn |nu;) es la extensién buscada. De manera similar se
demuestra la segunda afirmacion pero ahora las extensiones son a todo el espacio X. [

Ejemplo 1.5.1. El teorema de extensién de Gleason ([13], Teorema 5.24) dice que si
X es un Gl,(R)-espacio normal y A C X es un cerrado invariante y f : A — R" es
Gl,(R)-equivariante, entonces f admite una extensién f : X — R™ G, (R)-equivariante.
Este teorema dice R™ es un Gl,(R)-extensor absoluto para la clase de G, (R)-espacios
normales.

Ejemplo 1.5.2. Gracias al teorema de extensién de Tietze, el intervalo unitario I = [0, 1]
es un extensor absoluto para la clase de espacios normales y como (0, 1) es un abierto de
[0,1], (0,1) es un extensor absoluto de vencindades para la misma clase y asi también lo
es R=(0,1).

Definicion 1.5.2. Sea X un G-C-espacio. Diremos que X es un G-retracto absoluto
de vecindades para la clase C, denotado por X € G-AN R(C), si para cada G-C-espacio
Y y cada encaje equivariante f : X — Y, existe una vecindad invariante U de f(X) en
Y tal que f(X) es un G-retracto de U. Si ademads se puede tomar U =Y, diremos que
X es un G-retracto absoluto y escribiremos X € G-AR(C).

Proposicién 1.5.3. Si Y es un G-retracto de Z € G-AE(C) (6 Z € G-ANE((C))
entonces Y € G-AE(C) (¢ Y € G-ANE(C)).

Demostracion: Como Y es un G-retracto, existe una funcién equivariante r : Z — Y
tal que r(y) = y para todo y € Y, sea (X, A) un G-C par y ¢ : A — Y equivariante,
entonces i o ¢ admite una extensién ¢ donde i : Y — Z es la inclusién natural, asi que
r o @ es la extensién buscada. O
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Denotaremos ahora por M a la clase de G-espacios metrizables.

Proposicién 1.5.4. Sea Y un G-espacio metrizable. SiY € G-AE(M) entonces Y € G-
AR(M). SiY € G-ANE(M) entonces Y € G-ANR(M).

Demostracion: Sea ¢ : Y — X un encaje equivariante cerrado y como Y = ¢(Y),
oY) € G-AE(C) 6 ¢(Y) € G-ANE(C) y ademés (X, p(Y)) es un G-C par, entonces
la identidad 1,y : p(Y) — ¢(Y) admite una extensién equivariante. Por lo tanto, un
extensor absoluto (de vecindades) es un retracto absoluto (de vecindades). O

El reciproco de la proposicién anterior se satisface y es demostrado en [13], propo-
sicién 6.15 y es muy importante en este trabajo sobre todo en la seccién 3.1 ya que los
espacios G-AN R tienen el mismo tipo de homotopia de un G-C'W complejo y a la vez
necesitaremos la propiedad de ser extensores absolutos de vecindades.

Teorema 1.5.1. Sea G un grupo compacto de Hausdorff y sea Y un G-espacio metri-
zable. Entonces Y € G-AR(M ) si y sélo siY € G-AE(M). Y € G-ANR(M) si y sélo
siY € G-ANE(M).
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Capitulo 2

(G-fibraciones.

En este capitulo introducimos los conceptos de G-fibraciones y G-fibraciones regulares
asi como las propiedades, herramientas y construcciones necesarias para demostrar una
caracterizacion local de las G-fibraciones regulares entre espacios metrizables, resultado
que aplicaremos mas adelante para demostrar el resultado principal de este trabajo.

2.1. Levantamiento de homotopias y G-fibraciones.

Definicion 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Una homotopia equivariante es una
funcién continua h : X x I — Y equivariante, donde G actia en X x I de manera
diagonal y trivialmente en I = [0, 1] es decir, g(z,t) = (gz,t) para toda (x,t) € X x Iy
toda g € G. Dos funciones equivariantes f,g : X — Y son G-homotdpicas si existe una
homotopia equivariante h : X x I — Y tal que h(x,0) = f(z) y h(x,1) = g(z) para todo
x € X y lo denotaremos por f ~ ¢g. Si D C X, diremos que una homotopia equivariante
h:X xI—Y esrelativa a D si h(d,t) = h(d,0) para cada d € D y cadat € I y lo
denotaremos por rel(D).

Definicion 2.1.2. Una funcién equivariante p : X — Y tiene la propiedad de levanta-
miento de G-homotopias respecto a un G-espacio A si para cada funcién equivariante
f:A— X ytoda G-homotopia h : Ax I — Y de po f (es decir, h(a,0) = p(f(a))
para toda a € A), existe una G-homotopia h:AxI— X tal que el siguiente diagrama
conmuta:

U

AXI?‘Y

donde ip(a) = (a,0) para toda a € A.

Una funcién G-equivariante p : X — Y es una G-fibracién de Hurewicz si p tiene
la propiedad de levantamiento de G-homotopias respecto a todo G-espacio A.

Una clase importante de G-fibraciones son la fibraciones tal que si la homotopia
es relativa a un subespacio cerrado invariante del G-espacio dado entonces existe un
levantamiento que también es relativo a este subespacio, esta definicion la formalizaremos
en la siguiente definicion:



Definiciéon 2.1.3. Una funcién equivariante p : X — Y es una G-fibraciéon regu-
lar si para cada subespacio invariante D de un G-espacio A y para cada diagrama
G-equivariante:

(Ax {oHu(Dx1)2L

AxT Y
h

existe una G-homotopia h:AxI— X tal que hoi= fy poﬁ = h.

Ejemplo 2.1.1. Sea G un grupoy X y Y G-espacios. Seap: X xY =Y, (z,y) — v,
sea A cualquier G-espacio y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A—1 xxy
I
AxT Y

definimos h : A x I — X x Y por (a,t t)

yeccion en la primera entrada. Entonces h o ig(a

(m1(f(a):p(f(a)) = fla) y poh(at) = p((m
h(a,—): I — Y es constante entonces h(a,—) = (m
te. Por lo tanto p es una G-fibracién regular.

m1(f(a)), h(a,t)) donde 71 es la pro-
a) = h(a,0) = (m(f(a)),h(a,0)) =
(f(a)),h(a,t))) = h(a,t) y demés, si
1(f(a)), h(a,—)) también es constan-
Proposicion 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Si una funcion equivariante p : X — Y
es una fibracion con la propiedad de levantamiento unico de trayectorias, entonces p es
una G-fibracion.

Demostracion: Sea f : A — X una funcién equivariante y h : A x I — Y una G-
homotopia de p o f entonces por ser p una fibracién, existe una funcién h: A x I — X
tal que el siguiente diagrama conmuta:

I . x

A

| 7
10 p
X

por otra parte, p(h(gz,1) = h(gz.t) = gh(z,t) = gp(h(z,)) = p(gh(z,t)) y ademds,
h(gz,0) = f(gz) = gf(x) = gh(x,0) esto significa que h(gz,t) y gh(z,t) son levan-
tamietos de la misma trayectoria y que comienzan en el mismo punto por lo tanto

E(gx,t) = gh(z, t). O
Corolario 2.1.1. Toda proyeccion cubriente equivariante es una G-fibracion.

Ejemplo 2.1.2. R y S' son Z-espacios con las acciones: Z acttia en R por traslacién
n(r) =r+n y trivialmente en S'. Definimos p : R — S* por p(r) = €2™**, entonces p es
Z-equivariante y como p es una proyeccion cubriente, es una Z-fibracién.



Lema 2.1.1. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio. Si 'V es una vecindad de un
subconjunto invariante A de X, entonces existe una vecindad invariante U de A tal que

UcCV.

Demostracion: Supongamos que V es una vecindad abierta del subconjunto invariante
A C X,y consideramos la proyeccién natural 7x : X — X/G que es cerrada ya que
G es compacto. El conjunto W = (X/G)\w(X\V) es abierto en X/G y contiene a
7(A). Ademds 7= }(W) C V ya que 7 1(w) N (X\V) = 0 para todo w € W. Asi,
U=na"1W)=X\(G(X\V)) es la vecindad invariante de A deseada. O

Lema 2.1.2. Sea G un grupo compacto, X yY G-espacios, A C X y B un subconjunto
compacto de' Y. 851V es una vecindad de A x B en X XY, entonces existe una vecindad
tnvariante U de A, tal que U x B C V.

Demostracién: Sea a € A. Para cada b € B, existen vecindades abiertas 1, C X y
Wy C Y, de A y B respectivamente, tales que V3, x W, C V. Entonces la coleccién
{Vh x Wptpep es una cubierta abierta de {a} x B. Como {a} x B es compacto, existe
una subcubierta finita {V, x Wy,,..., V3, x Wy, } tal que {a} x B C |J;(Vp, x Wp,) C V.
Consideremos V, = (), Vj,. Entonces V,, es una vecindad abierta de a en X y como para
toda b € B, V, x {b} C V entonces V; x B C V. Definimos V = Uqsea Va- Entonces 1%
es una vecindad de A, y por el lema anterior, existe una vecindad invariante U de A tal
que U C V. Ahora es inmediato que U x BCV. O

Corolario 2.1.2. Sea G un grupo compacto y (X, A) un G par. Si V es una vecindad de
AXxI en X x1I, entonces existe una vecindad invariante U de A en X tal que U x 1 C V.

Proposicion 2.1.2. Para el siguiente diagrama pull-back

!
oA

X
f’l f
B

— =Y
g

se satisface lo siguiente:
1. Si f es una G-fibracidn (regular), entonces f' es también una G-fibracion (regular).

2. Sea G un grupo compacto de Hausdorff. Si A, B y'Y son espacios metrizables G-
ANR(M) y f es una G-fibracion regular, entonces X es un espacio G-AN R(M).

Demostracion: 1. Sea ¢ : Z — X una funcién equivariante y h : Z x I — B homotopia
G-equivariante de f’ o ¢ entonces existe una G-homotopia h: Z x I — A de tal manera
que el siguiente diagrama conmuta:

A7 A

I

ZX[—>B—>Y
h

y como g(h(z,t)) = f(h(z,1)) asf que (h(z,t), h(z,t)) € A xy B = X por lo tanto existe
un levantamiento b’ : Z x I — X de h, de manera similar se demuestra que si f es una
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fibracién regular entonces f’ también es regular.

2. Por el teorema 1.5.2, A, B,Y € G-AN E(M), basta demostrar que X € G-AN E(M).
Sea (Z,A) un G-M par y h : A — X equivariante, como A, B € G-ANR(M), existen
vecindades abiertas Uy y Us invariantes de D y extensiones f: Uy — By g:Us; — A de
f'ohy g oh respectivamente. Sea U = Uy N Us, ahora definimos la funcién

h:(Ux{0,1H)U(DxI)—=Y

de la siguiente manera: B
h(z,0) = , zeU,
. ~

77’(1'7 ) - g(f(l'

h(a,t) = f(g(a)) = 9(f(a)), a€D, tel
entonces h es continua. Como B € G-AN R(M), existe una vecindad invariante W de
(U x {0,1}) U(D x I) en U x I y una extensién G-equivariante ' : W — Y de h.
Por el lema anterior, existe una vecindad invariante V de D en U tal que V. x I C W.
Asi tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

f(g(=))
)

, x €U,

(V x {o)yu(Dx 1)L~ A

| f

VxI Y

h'lvxr

donde ¢'(x,t) = g(z) para cada (z,t) € (V x {0})U (D x I). Como f es una G-fibracién
regular, existe H : V x I — A equivariante tal que el diagrama conmuta:

’g’/

(Vx{0HUDxI)-2=4

| s

Vx]————Y

h/|V><I

Definamos g : V' — A, g(v) = H(v, 1) para cada v € V, entonces f(g(v)) = f(H(v,1)) =
h'(v,1) = g(f(v)). Por lo tanto g y f | determinan una funcién equivariante tnica
E: V - Xtalquegoh=9gy foh= f Ademds como g |[p= ¢ |p= g ohy
f |p= f' o h, entonces h |p= h por lo tanto h es la extensiéon buscada. O

Definicién 2.1.4. Sea p : X — Y una G-fibracién, y D(p) € X x Y el subespacio
D(p) = {(z,a) | p(z) = a(0)}. Una funcién de levantamiento para p : X — Y
es una funcién equivariante A : D(p) — X' (donde la acciéon en X! estd dada por
(9)(t) = g(a(t))) tal que A(z, 0)(0) =  y p(A(z,)(£)) = alt) para cada (z,0) € D(p).
Decimos que A es regular si A(x, ) es una trayectoria constante siempre y cuando « sea
constante.

Teorema 2.1.1. Una funcion equivariante p : X — Y es una G-fibracion de Hurewicz st
y solo si existe una funcion de levantamiento. La funcion p: X = Y es una G-fibracion
reqular si y solo si la funcion de levantamiento es reqular.
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Demostracion: Supongamos que p: X — Y es una G-fibracién. Sea h: D(p) x [ — Y,
((z,a),t) — «a(t) entonces tenemos

D(p) — 1{
D(p)x [ —=Y

un dlagrama conmutativo equivariante, de esta manera existe una funcién equivarian-
te h : D(p) x I — X tal que h(d,0) = m(d) y poh = h, con esto, definimos X :
D(p) = X, Mz, )(t) = h((x,),t), entonces A(w,a)(0) = h((z,@),0) = mi(z,0) =z y
P\, ) (1)) = p(h((z,a),t)) = h((z,a),t) = a(t) y es facil ver que A es equivariante y
que si p es una G-fibracién regular, entonces A es regular.

Supongamos ahora que p : X — Y admite una funcién de levantamiento A : D(p) — X 7.
Sea f : A — X equivariante y h : A x I — Y una G-homotopia de p o f, definimos
h:AxI— X por hia,t) = N f(a), h(a,-))(t) esta funcién es claramente equivariante y
hace el siguiente diagrama conmutativo

I . x

A

| 7
10 p
X

y ademds, si A es regular y h(a,_) es constante, entonces h(a, ) = A(f(a), h(a,-))() es
constante por lo tanto p es regular. O

Gracias a la proposicion anterior, si suponemos que X y Y son G-espacios metrizables,
D(p) también es metrizable y asi, p es una G-fibracién si y sélo si p tiene la propiedad
de levantamiento de homotopia equivariante con respecto a G-espacios metrizables.

2.2. Caracterizacién local de las (G-fibraciones.

En esta seccion demostraremos que una funcién equivariante p : X — Y entre G-
espacios metrizales es una G-fibracién si y sélo si la restriccién de p a una vecindad
invariante de cada punto de Y, p |,-1 ) p 1 (U) — U es una G-fibracién, para esto,
vamos a suponer a lo largo de toda la seccidon que G es un grupo compacto, pero antes
de eso, daremos una contruccién y herramientas para la demostracién.

Sea Y un G-espacio fijo. Denotaremos por G-Topy a la categoria de G-espacios sobre
Y, es decir, los objetos en esta categoria son pares (X, f) donde X es un G-espacio y
f+ X = Y es G-equivariante y un morfismo entre (X1, f1) y (X2, f2) es una funcién
equivariante ¢ : X1 — Xo tal que el siguiente diagrama conmuta:

)

N
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Definicién 2.2.1. Sea C una clase de G-espacios. Decimos que (X,p) € G-Topy es
un G-AE(C)y en la categoria G-Topy (X es un G-AE(C) sobre Y') si para todo G-C
par (Z,A)y f: A= Xy h:Z — Y equivariantes, existe una funcién equivariante
h: Z — X tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—f>X

|

7 p

J ——=Y
h

Sean X y Y G-espacios de Hausdorff. El espacio W(X,Y) = {(z,y) € X xY |
Gz € Gy} es un subespacio G-invariante de X x Y con la accién diagonal. Denotamos
al espacio cociente por (X,Y)s = W(X,Y)/G. Ya sabemos que si f : X — Y es
equivariante, entonces G, C Gj(,) para cada * € X , es decir, (z, f(z)) € W(X,Y).
Consideremos el siguiente diagrama:

7rB|W(X,Y)

WX, V)2 x

WW(X,Y)i lﬂx

(X ’ Y)G — X / G
7T1|W(X,Y)
donde 7 es la proyeccién en la primera entrada y 7 \W( x,y) s la funcién inducida de
T lwx,y) Si f : X — Y es una funcién sobreyectiva, denotamos por €2(f) al con-

junto de secciones de f. Definimos ¢ : Q(m |/W\(;7y)) = Q71 lwx,y)) por ¢(s) = &

donde s'(x) = (x,y) y y € Y es el tnico elemento tal que G(z,y) = s(Gzx) en-
tonces ¢ es una biyeccién con inversa ¢ : Q(m1 |w(xy)) — Q(ﬂ'lT{:V\(Eyy)) dada por
Y(s") = s'. Por otra parte podemos definir ¢' : Homg(X,Y) — Q(m1 |w(x,y)) por
(f) = sf : X = W(X,Y) donde sg(xz) = (x, f(x)) y es facil ver que esta asigna-
cién es una biyeccion. Por lo tanto existe una biyeccién entre funciones equivariantes
f:X =Y ysecciones s : X/G — (X,Y)g n: Homg(X,Y) — Q(mmy)) dada por
n(f)(Gr) = Gz, f(z)).

A continuacién daremos una condicién necesaria y sufuciente para que un G-espacio

X sea G-AE(C) sobre Y.

Proposicién 2.2.1. Sea (X, p) un G-espacio sobre Y. Entonces X es un G-AE(C) sobre
Y, siy solo si (Z,X)qg es AE(C) sobre (Z,Y)q para cada G-espacio Z.

Demostracion: Supongamos primero que (Z, X)g es AE(C) sobre (Z,Y)q para cada
G-espacio Z. Sea (Z,A) un G-C par y supongamos que tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:
f

A——sX
=
7 ——Y

F
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fy F definen secciones 57 : A/G — (A, X)qg, Ga — G(a, f(a)) y sr: Z/G — (Z,Y)q,
Gz G(z,F(2)) de 71 lwa,x) ¥ 71 lw(zy) respectivamente. Sea fAIG— (Z,X)a
dada por f(Ga) = G(i(a), f(a)) y asi obtenemos el diagrama conmutativo:

A)G—1 (2, %)q

7J/ \L(lz xXp)lw (z,x)
Z/G——(Z,Y)q
5F

Por hipétesis, existe H : Z/G — (Z,X)g que preserva la conmutatividad del diagra-

ma anterior. Ademds la funcién inducida 71 |z x) @ (Z,X)e = Z/G es igual a la

—_——

composicién 71 [y (zy) © (1z X p) lw(z,x), ast que

—_~

1 lwz,x) o H(Gx) = m1 |w(zy)° (12 X P)w(z,x) © H(Gx)

= lwzy)(5r(Gr)) = T lwzy)(G(z, F(7))) = Gz

asi que H es una seccién de m ]W( z,x) por lo tanto define una funcién equivariante
h:Z — X tal que H(Gz) = G(z,h(z)) para todo z € Z. como

G(z,p(h(2))) = (12 X p) lw(z,x)(G(2, h(2)))

—_—~—

= (1z X p) lw(z.x)(H(Gz)) = 57(G2) = G(z, F(2)).

G(a, h(i(a))) = G(i(a), h(i(a))) = H(G(i(a)))

= H(i(Ga)) = [(Ga) = G(i(a), f(a)) = G(a, f(a)).
para toda z € Z, a € A, entonces poh = F'y hoi = f por lo tanto, (X,p) € G-AE(C)y.

Ahora supongamos que X € G-AE(C)y, (A,D) un G-C par y el siguiente diagrama
es conmutativo:

A—+(2,x)6
1£ i(lzxg)\v;(z,m
D——=(2.Y)q

con Z un G-espacio.

Sean A* y D* los pull-back de

f T™W(Z,X

A—= (Z,X)g<=—"W(Z,X)
TW(Z,Y

D—E(2YV)e<22W(2,Y)
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respectivamente, ademds como Ty (7 x) ¥ T (zy) son proyecciones orbitales, por la
proposicién 1.3.2, A= A*/G y D = D*/G. Ahora consideremos el siguiente diagrama:

A* - W(Z,X)
i
A S p F W(Z,Y)
LWW(Z,X)
T p*
A / (Z,X)a TW(2,Y)
\ ‘/ (12 Xm

donde ¢* es la funcién equivariante inducida de la propiedad universal del pull-pack, por
otra parte, como (17 x p)W( 7,x) s isovariante, el diagrama:

(Izxp)lw(z,x)
- 5

W(Z, X) W(Z,Y)
7l'W(Z,z)l lﬂ'W(Z’Y)
(Z,X)a (Z,Y)a

Iz xp)lw(z,x)

es un pull-back y por lo tanto,

A — D*
T A% i lﬂ'D*
A D

es un pull-back y como ¢ es propia e inyectiva, ¢* también lo es gracias a la proposicion
1.3.1, entonces i* es un encaje cerrado. Ahora consideremos el diagrama

A* ! W(Z,X) mlwex
i* l(lz xp)lw (z,x) lp
D* - W(Z,Y)

772\W<Z,Y)

y como X € G-AE(C)y, existe una funcién equivariante ¢ : D* — X tal que p o
¢ = 72 |lw(zy) oF 'y ¢poi* =my lw(z,x) of’. Definimos ahora la funcién equivariante
¢ D* - W(Z,X) por ¢/(d) = (m1(F'(d)), #(d)), entonces ¢'(d) € W(Z,X) ya que m
y F' son isovariantes, y asi, G, (p/(q)) = Ga € Gg(q)- Ademds

¢'(i*(a)) = (m(F'(i"(a))), ¢(i"(a))) = (11 (12 x p)(f'(a))), m2(f'(a)))
= (m(f(a)), m2(f'(a)) = f'(a)
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para cada a € A* y
(1z x p)(¢'(z)) = (1z x p)(m(F'(2)), ¢(x)) = (m1(F'(x)), p(¢()))

= (m(F'(2)), ma(F'(x))) = F'(x)

para cada x € D*. Es decir, ¢’ hace que el siguiente diagrama conmute:

f/

A* W (Z,X)
z*J/ / i(IZXP)W(Z,X)
D* W(Z,Y)

Fl

entonces ¢ hace conmutativo el siguiente diagrama:

f

A (ZaX)G
. ¢ —
lt / l(lzxpﬂw(z,x)
por lo tanto (Z, X)g € AE(C)(zy)q- O

A continuacién demostraremos que la propiedad de que un G-espacio X € G-AE(C)y
es una propiedad local.

Lema 2.2.1. ([10]) Sea (X, p) un espacio sobre Y. Supongamos que eziste una cubierta
abierta {Va}aer de Y tal que p~1(Vy,) es un AE(C) sobre V,, para cada o € I, entonces
X esun AE(C) sobre Y.

Proposicién 2.2.2. Sea (X,p) un G-espacio sobre Y y supongamos que existe una
cubierta abierta de conjuntos invariantes {Vy}taer de Y tal que para cada o € I,

(r™ (Va),p lp-1(v)) € G-AE(C)v,
Entonces X € G-AE(C)y .

Demostracion: Sea Z un G-espacio y consideramos la cubierta abierta {(Z, Va)a taer
de (Z,Y)q. Entonces por hipétesis, p~1(V,) es G-AE(C) sobre V,, para cada a € [
asf que por la proposicién 2.2.1, (Z,p~1(V,))g es AE(C sobre (Z, Vy)a, luego (Z, X)g es
AE(C) sobre (Z,Y )¢ por el lema anterior. Por lo tanto nuevamente por la proposicién
221, X € G-AE(C)y. O

Definicion 2.2.2. Decimos que el diagrama conmutativo:

f/

' . B

A
p/l P
C

<D

f



es un cuadrado G-AE(C), si en el diagrama conmutativo,

A
\K
©
t
p/ PHB
.

el cuadrado interior es un diagrama pull-back y (A, ¢) es G-AE(C) sobre P.

Proposicion 2.2.3. Una funcion equivariante p : X — 'Y, es una G-fibracion regular si
y solo si el diagrama

XILI)Y'I

0 0
WX\L \LWY

X——Y
P
es un cuadrado G-AE donde p!(a) =poa y 1% (a) = a(0).

Demostracion: Notemos primero que el pull-back de p y ’/T())/ es el G-espacio D(p) =
{(z,a) | p(x) = a(0)}. Sea (Z,A) un G par. Consideremos los siguientes diagramas
conmutativos equivariantes:

e Zx{0}UAxT -1 >X

s T

—=D(p) Zx1 Y

0N

%

-~

N

F/

donde F'(z,1) = mo(F(2))(1), £/(2,0) = m(F(2)), f/(a,t) = F(@)() y $(z8) = ¥/ ()0
para todo z € Z, a € A, t € I. Con las ecuaciones anteriores tenemos de inmediato que
p es una G-fibracién regular si y sélo si X! € G-AE sobre D(p). O

Ahora si tomamos A = (), en el diagrama de la demostracién de la proposicién ante-
rior, podemos ver que p es una G-fibracién si y sélo si ¢ admite una seccién equivariante
(aunque esto ya lo habiamos demostrado entes).

Si ademds, tomamos Z = D(p), tenemos que p tiene la propiedad de levantamiento de ho-
motopia equivariante con respecto a D(p) si y sélo si existe una seccién equivariante de .

Ahora ya estamos en condiciones necesarias para demostrar la caracterizacién local de las
G-fibraciones regulares antes mencionada. Este resultado también lo podemos encontrar
en [11].

Definicién 2.2.3. Una funcién equivariante p : X — Y es una G-fibracién (regular)
local si existe una cubierta abierta de conjuntos invariantes {U, }acs tal que p ‘p—l(UQ):
p Y (U,) — U, es una G-fibracién (regular) para cada o € J.
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Teorema 2.2.1. Sea G un grupo compacto y p : X — Y wuna funcion equivariante
de G-espacios metrizables. Entonces p es una G-fibracion reqular si y solo si p es una
G-fibracion regular local.

Demostracion: La necesidad se satisface claramente, asi que sélo demostraremos la
suficiencia. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

2

) D(p) ——=Y!

[

X Y

Sea (z,wp) € D(p). Por el lema de la cubierta de Lebesgue, hay un entero n y una
coleccién de conjuntos invariantes Uy, ...,U, tales que p |p*1(Ui) es una G-fibracién
regular y wo([(¢ — 1)/n,i/n]) C U; para cada i. Luego el conjunto

W={weY!|w((i-1)/n,i/n)) CU;i=1,...,n}

es una vecindad abierta invariante de wo y (2,wp) € m, "(W) = W. De esta manera
obtenemos la restriccion del diagrama anterior

(")~ (w)
Py
©
o\ W—=W
\
lﬂ'l \Lﬂ'ev

donde el cuadrado interno es un pull-back y vamos a demostrar que el cuadrado externo
es un cuadrado G-AE. Para esto, trabajaremos en la categoria Hom(GM) cuyos objetos
son las funciones equivariantes entre G-espacios metrizables y cuyos morfismos entre
p: E— Byp :E — B’ son pares de funciones equivariantes (f, ') tal que el siguiente
diagrama conmuta:

o

g )

B ——=B
f
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Ahora construimos el siguiente diagrama conmutativo:

/\

Pin-1

N

P2,n—1 P3,n
T
pU1 pU2 by,
aUn
/ N ﬁh /
: b

donde los morfismos oy, , By, : pIUi — p se definen como las composiciones iO(ﬂg_l ()’ 7r0Ui)
yio (W;,l(Ui), 77(1]1) respectivamente donde i : pyy — p es la inclusion natural y los niveles
superiores son los pul-back de los morfismos anteriores. Ahora como ¢ es un cuadrado
pull-back y py es una G-fibracién regular, entonces o, es un cuadrado G-AE. Luego
los morfismos ao,...,a, son cuadrados G-AFE ya que se producen de los cuadrados
G-AE, ay,,...,ay, respectivamente, tomando pull-backs. Luego, la composicién a =
Qay, 0 0= 00y : p1,y, — p es también un cuadrado G-AFE. La funcién equivariante
pin V. — Wy el morfismo o = (77, m577) pueden describirse de manera directa, sea
U; = p~Y(U;), i =1,...,n, entonces

Vo= {(Wiy .. oswn) € UL x -+ x UL | wy(1) = wz(0), ..., wn_1(1) = wn(0)},

=

= {(wiy...,wn) €EUL x - x UL | wi(1) = wa(0),...,wn_1(1) = wn(0)},

Pin(wi, .. wn) = (pwi,...,pwy), T(Wi,. .., wy) = wl(% wﬁ(wl, coowp) = wi(0).
Los G-espacios V' y W son G-isomorfos a los G-espacios V' y W respectivamente por
medio de las reglas de correspondencia h,h : w = (wi,...,wy), dadas por w;(t) =
w((i—1+t)/n),i=1,...,n. La composicién de (h,h) : ph, = p1, y a:pin — pesel
morfismo (7l,, 7l,) : p{/v — p, el cual es un cuadrado G-AF al igual que a y (71, h). Para
finalizar, notemos que gracias a la eleccién inicial de (z,wp) € D(p) podemos asegurar
que obtenemos una cubierta abierta de conjuntos invariantes {WN/J} jes de D(p), tal que
@*1(%) es G-AFE sobre Wﬁf/j, para cada j € J. Asi que por la proposicién 2.2.2, X! es
G-AFE sobre D(p) y por lo tanto, gracias a la proposicién 2.2.3, p es una G-fibracién
regular. O

2.3. Una caracterizacion de (G-fibraciones de Serre.

Para terminar este capitulo presentamos una caracterizacién para G-fibraciones de
Serre, el resultado también es cierto para grupos le Lie compactos aunque aqui lo de-
mostramos para un grupo finito y también lo podemos ver en [4].

Sea X, Y G-espacios, una funcién equivariante p : X — Y es una G-fibracién de Serre
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si p satisface la propiedad de levantamiento de G-homotopia para la clase de G-CW
complejos.

Proposicion 2.3.1. Una funcion equivariante p : X — Y es una G-fibracion de Serre
siy sélo si fH: XH — YH es una fibracion de Serre para cada subgrupo H de G.

Demostracion: Notemos que hay una correspondencia uno a uno n : Homag((G/H) x
I", 7Z) — Hom(I", Z™) dada por n(s) = 3, 5(x) = s(H,z), con inversa n~*(r)(¢H, z) =
gr(x). Si p es una G-fibracién de Serre, consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

Dn—f>XH

L

anI?YH

1

aplicando ™", obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G/H x D"&

entonces existe H : G/H x D" x [ — X tal que po H = n~Y(H) y H oig = n71(f)
entonces 1(H) es tal que pon(H) = hy n(H) oiy = f por lo tanto p es una fibracién
de Serre para cada subgrupo H de G. Ahora si p! es una fibracién para cada H, usamos
de nuevo la biyeccion n : Homg((G/H) x D", Z) — Hom(D", Z) y consideramos el
siguiete diagrama conmutativo:

(G/H)x D"~ x

J )

entonces existe F': D™ x I — X! tal que el siguiente diagrama conmuta:

Dn_f>XH

7

D' x [ —=YH
[07]

entonces 7! (F) es un levantamiento de ¢ y de esta manera p es una fibracién para
G-celdas y asi, es una G-fibracion de Serre. O
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Capitulo 3

(G-fibraciones aproximables.

En este capitulo estudiaremos una generalizaciéon de las G-fibraciones llamadas G-
fibraciones aproximables. Posteriormente hablaremos un poco de grupos de Lie e in-
troducimos dos funtores importantes, el funtor restriccién Res, y el funtor extensién o
producto torcido G x iy —. También demostramos que la proyeccién natural 7 : G — G/H
es una H-fibracién donde G es un H-espacio con la accién conjugacion, dicho resultado
servird como lema para demostrar nuestro resultado principal.

3.1. (G-funciones controladas y G-fibraciones aproximables.

Esta seccion estd basada en el articulo S. Prassidis, Equivariant Approximate Fi-
brations en donde introducimos las G-funciones controladas asi como también las G-
fibraciones aproximables y las funciones que satisfacen la propiedad de levantamiento de
G-homotopia aproximable denotada por G-AH LP demostrando que una funcién equi-
variante p : X — Y es una G-fibracién aproximable si y sélo si p satisface la G-AHLP
resultado que aplicaremos para demostrar el resultado principal de esta secccién que es
una caracterizacion de las G-fibraciones aproximables por restriccién a los puntos fijos.
Para esto, vamos a suponer que G es un grupo finito discreto y que los espacios G-AN R’s
son G-espacios metrizables para la clase de G-espacios metrizables y en este caso, un G-
ANR sera lo mismo que un G-ANE, ademds vamos a suponer que las métricas en esta
seccion son G-invariantes, esto gracias a que G es finito.

Definicion 3.1.1. Sea pg : Xg — Y y p1 : X1 — Y dos funciones equivariantes.
Una G-funciéon controlada h¢ : Xy — X7 de pg a p1 es una funcién equivariante
h: Xox[0,1) — X7 x[0,1) que preserva fibras sobre [0, 1) es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

Xo X [0,1) X1 X [0, 1)

h
Lo
[0,1)

donde 78 y 73 son las proyecciones en la segunda entrada y la funcién h : Xo x [0,1] = Y
dada por
- prom oh(x,t), t<l1
h(x,t) =
(2,t) { po(x), t=1
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es continua donde 7 : X1 x [0,1) — X7 es la proyecién en la primera entrada.

Definicion 3.1.2. Una funcién G-equivariante p : X — Y es una G-fibraciéon aproxi-
mable para una clase de G-espacios C, si para cada diagrama conmutativo equivariante,
donde A € C,

At o x

ioi p

Ax ] ——=Y
©

existe una G-funcién controlada h® : Ax I — X de p a p tal que h |ax(oyxjo,n= f X 1[0,1)
donde 1jg 1 es la identidad en [0,1). La funcién p es una G-fibracién aproximable si p es
una G-fibracién aproximable para la clase de todos los G-espacios. h® es estacionario
con ¢ si para cada a € A tal que ¢p(a,—) : I — Y es una curva constante, entonces
mioh(a,—,s): I — X es una curva constante para cada s € [0, 1). p es una G-fibracién
aproximable regular si h® puede ser elegida estacionaria con .

Sea p: X — Y es una G-fibracién aproximable y consideremos el siguiente diagrama
conmutativo equivariante:

A1 o x

7

Ax] ——=Y
h

entonces existe una G-funcién controlada H : A x I x [0,1) — X x [0,1) de h a p donde
H(a,t,s) = (Hs(a,t),s), de esta manera, H se puede considerar como una red (H;) (0,1
de funciones Hy : Ax I — X ylared (po Hs)seo,1) — h ya que la funcién H es continua.
En otras palabras, H se estd aproximando a ser una G-fibracién a medida que s — 1y
esta es la razon del nombre.

Supongamos que p : X — Y es una G-fibracién y sean f: A - X yh: AxI =Y
equivariantes tal que h(a,0) = p(f(a)) para todo a € A, entonces existe H : A x [ — X
tal que H(a,0) = f(a) y p(H(a,t)) = h(a,t) y definimos F': A x I x[0,1) = X x [0,1)
por F(a,t,s) = (H(a,t),s), entonces F' | 4 101x[o,n)= f X Ljo,1) ¥ F:AxIxI—Y dada
por

— {pomoF(a,t,s), s<1

F(a,t,s) = = h(a,t)

h(a,t), s=1
es continua, por lo tanto p es también una G-fibracién aproximable y de esta manera las
G-fibraciones aproximables son una generalizacion de las G-fibraciones.

Sea X un G-espacio. Una G-cubierta abierta de X es una colecciéon de abiertos U
tal que gU € U siempre que U € U para todo g € G. Si f,g : X — Y son funciones
G-equivariantes y U es una GG-cubierta abierta de Y, diremos que f y g son U/-cercanas
si para cada z € X existe U € U tal que f(x),g(x) € U.

Definicion 3.1.3. Sea p : X — Y G-equivariante. Si U es una G-cubierta abierta de
Y, entonces p tiene la propiedad de levantamiento de U/-homotopia equivariante
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(G-U-H LP) con respecto a un G-espacio A si, dado el diagrama conmutativo:

A—L o x
iol p
AXI?‘Y

existe una homotopia equivariante h : A x I — X tal que hoig= f y poh es U-cercana
a . Entonces h es un G-U-levantamiento de . Si p satisface la G-U-H LP para cada
G-espacio, entonces p es una U-G-fibracion. Ademas si p es una U-G-fibracién para
cada G-cubierta U, entonces decimos que p satisface la propiedad de levantamiento
de G-homotopia aproximable (G-AHLP). p se dice tener la propiedad de levanta-
miento de G-homotopia aproximable regular con respecto al G-espacio A, si para
todas las G-cubiertas U de Y, el G-U-levantamiento de ¢ es estacionario con ¢.

Sea (X, A) un G-par. Una G-homotopia, h : X x [ — X es llamada una retraccién
por deformacién de G-vecindades a A en X si h es la identidad en X x {0}UAx Ty
hay una G-vecindad U de A en X tal que h(U x{1}) = A. Un par de G-espacios (X, A) es
un G-N DR par si existe una funcién equivariante o : X — I tal que a~1({0}) = A y una
retraccién por deformacién de G-vecindades h a A en X tal que h(a~1([0,1)),1) = A.
(X,A) esun G-DR par si es un G-NDR par tal que h(X,1) C A.

Lema 3.1.1. Sean (X,A) y (Y,B) G-NDR. Entonces asi lo es el producto (X, A) X
(Y,B) = (X xY, (X x B)U(A xY)) y si uno de ellos es un G-DR y el otro es un
G-NDR, entonces el producto es un G-DR.

Demostracion: Para la primera parte supongamos que h: X XI - X yr: Y xI =Y
son las retracciones por deformacién de (X, A) y (Y, B) respectivamente y u : X — [
y v : Y — I G-equivariantes tales que u=1(0) = A, v=1(0) = B, h(u=%([0,1)),1) = A
y r(v™1([0,1)),1). Definimos w : X x Y — I por w(z,y) = u(x)v(y) es claro que w es
equivariante y que w™1(0) = (X xY, (X x B)U(AxY)) y ahora definimos q : X x Y x I —
X xY por

(z,y), reA, yeB
g(z,y,t) = { (@), r(y, 5631), v(y) >0, u(z) < v(y)
t

(h(z, 244),7(y,1)), w(x) >0, v(y) < u(2)

esta funcién es continua en (A x B)¢ x I ya que (h(z,t),r(y, 2%3 t)y (h(x, Zg)) t),r(y,t))
coinciden cuando 0 < u(x) = v(y). Entonces s6lo basta demostrar que ¢ es continua en
A x B x I. Para esto, sea (z,y) € A x By sean U y V vecindades de z y y respectiva-
mente, entonces {x} x I C h=Y(U) y {y} x I C r~1(V), luego, como h=1(U) y r~1(V)
son abiertos, existen abiertos S, T de = y y respectivamente tales que S x I C h=1(U)
y{yy x I Cr Y (V) yasi (SNU) x (TNV)C q (U x V) por lo tanto, ¢ es continua
y claramente es equivariante. Ademads, por la construccién de ¢ es facil ver que es una

retraccién por deformacién de (X, A) x (YV,B) = (X xY, (X x B)U(A xY)).

Ahora supongamos que (X, A) es un G-DR y (Y, B) es un G-NDR entonces ya sa-
bemos que el prducto es un G-DR. Entonces sélo hay que demostrar que ¢(z,y,1) €
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(X x B)U (A xY). Para esto, tenemos tres casos, el primero, z € A, y € B, entonces
q(z,y,1) = (x,y). En el segundo caso, v(y) > 0y u(z) < v(y), h(z,1) € A ya que
(X,A) es un G-DR par, por lo tanto, g(x,y,1) € A x Y. En el tercer caso, u(z) >0y
v(y) < u(z) y aqui tenemos dos casos: v(y) = 1 6 v(y) < 1. Si v(y) = 1, tenemos que
u(x) =1y asi gx,y,1) = (h(x,1),r(y,1)) € AxY.Siv(y) <1, r(y,1) € B ya que
(Y,B) esun G-NDR par y asi q(z,y,1) € X x B. Por lo tanto, el producto es un G-DR
par. ]

Lema 3.1.2. Seap: X — Y una G-fibracion. 1) Sea (A, D) un G-DR par. Entonces el
siguiente problema de levantamiento equivariante tiene solucion:

D*>X

I

A——Y
©

2) Sea (A, D) un G-DNR par. Entonces el siguiente problema de levantamiento equiva-
riante tiene solucion:

Ax{yuDxI—1sx

)

AxT Y

Demostracion: 1) Sear : A — D una retraccién, h : Ax I — A rel(D) una homotopia
equivariante y a : A — I equivariante tales que hg = 14, hy = ior y a }(0) = D.
Definimos ¢ : A x I — A como:

Q/J(G,t):{ h(a,1 — —=), t<ala)

esta funcién es equivariante y claramente continua en D¢ x I. Sea (d,t) € D x I, sea U
un abierto de d, entonces {d} x I C h=}(U) entonces existe una vecindad V de d tal que
V x I C h=YU) por lo tanto, ¥(V x I) C h(V x I) C U y asf, ¥ es continua. Ahora
consideremos el siguiente diagrama equivariante conmutativo:

A—r.p-T. x

o)

AXIHAHY
P

como p es una G-fibracién, existe una homotopia equivariante H : A x I — X tal que
H(a,0) = forypoH = po1t. Definimos F : A — X por F(a) = H(a,a(a)), entonces

F(d) H(d,a(d)) = f(r(d)) = f(d) para todo d € D y p(F(a)) = p(H(a,a(a))) =
e((a,a(a))) = ¢(h(a,0)) = p(a) por lo tanto es la solucién buscada.

2) Como (I,{0}) es un G-DR par y (A,D) es un G-NDR par, por el lema anterior,

(AxI,Ax{0}UD x1I)esun G-DR par y asi, por la parte 1), el problema de levanta-
miento tiene solucidn. O
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Lema 3.1.3. Sea q : A — Y wuna funcion equivariante y p : X — Y una G-fibracion.
Sea (A,D) un G-NDR par y f¢: A — X una G-funcion controlada tal que f¢ |p es
una familia constante de G-funciones que preservan fibras. Entonces f¢ es G-homotdpica
controlada rel(D) a una familia constante de G-funciones que preservan fibras.

Demostracion: Sea ks : [0,1] — [0,1] una homotopia de la identidad a la aplicacién
constante 1 rel({1}). Entonces obtenemos una G-homotopia F': A x [0,1] x [0,1] = Y
dada por F(a,t,s) = f(a, ks(t)). Entonces F' es una G-homotopfa entre fy myo(gx 1o 1))
donde 7y es la proyeccién natural sobre Y. Como f¢ |p es una familia constante, F' es
relativa sobre D x I. Restringiendo F' podemos considerar el siguiente problema de
levantamiento:

Ax[0,1) L —~x

ok
A x0,1) x [—Y

y como p es una G-fibracién, existe una funcién equivariante H : Ax[0,1)xI — X la cual
extiende a f y que puede ser elegida relativa sobre D x [0,1) gracias al lema anterior.
H es una G-homotopia controlada entre f¢y H(, ,1) y satisface H(d,t,s) = f(d,0)
para todo d € D, ya que p(H(a,t,1)) = F(a,t,1) = q(a), H(, ,1) es una funcién
equivariante que preserva fibras para cada ¢t € I pero puede no ser constante. Podemos
utilizar una homotopia ns : [0,1) — [0,1) de la identidad a la aplicacién constante 0
rel({0}), entonces podemos definir una G-homotopia L : A x [0,1) x I — X dada por
L(a,t,s) = H(a,ns(t),1) entre H(, ,1) y H(,0,1). Notemos que L es una funcién
equivariante que preserva fibras y por lo tanto es una G-homotopia controlada a la
G-funcién controlada constante H( ,0,1) y rel(D). O

Definicién 3.1.4. Sea p : X — Y una funcién G-equivariante y ev : D(p) x I — Y,
(z,a,t) — a(t), la funcién evaluacion.

= p admite una G-funcién de levantamiento aproximable si existe una G-funcién
controlada k¢ de ev a p tal que k(z,,0,s) = (z,s). Ademds, k¢ es regular si
kE(x,a, ,s) es constante siempre que « sea constante en p(z) para cada s € [0, 1).

= Para una G-cubierta U de Y, p admite una G-U-funcion de lavantamiento si
existe una funcién equivariante A : D(p) — X! tal que A(z,a)(0) = 2 y po A=, @)
y « son U-cercanas. A es regular si es regular en el mismo sentido del capitulo 2.

El siguiente lema es el andlogo del teorema 2.1.1 para G-fibraciones:

Lema 3.1.4. 1) La funcion equivariante p : X — Y es una G-fibracion aproximable
(regular) si y solo si p admite una G-funcion de levantamiento aprozimable (regular).
2) p tiene la G-AHLP (regular) si y solo si admite una G-U-funcion de levantamiento
(regular) para cada G-cubierta abierta de Y .

Demostracion: 1) supongamos que p admite una G-funcién de levantamiento aproxi-
mable y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A—1 o x
iol ip
Ax ] ——=Y
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sea k¢ : D(p) x I — X una G-funcién de levantamiento aproximable de ev a p, es de-
cir, k(z,,0,s) = (z,5) y k : D(p) x I x I — Y dada por k IDO)xIxjo,y=DpoTok y
k |p(0)x1x{1}= €v es continua, definimos una G-funcién H¢: Ax I — X por H(a,t,s) =
k(f(a),h(a, ),t,s) entonces H : A x I x I — Y dada por H [gxsxjo)=pomoH
y H |axrx{13= h es continua ya que H = ko p donde p: Ax I x 1 — D(p) x I x I,
wla,t,s) = (f(a),h(a, ),t,s)que también es continua. Por lo tanto, H¢ es una G-funcién
controlada de h a p. Es claro que si k¢ es regular, entonces H¢ es regular por construccion.

Ahora supongamos que p es una G-fibracién aproximable y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

D(p)

J )

donde 7 es la proyeccion en la primera entrada y ev es la evaluacion. Como p es una
G-fibracién aproximable, existe una G-funcién controlada H¢: D(p) x I — X de ev a p
tal que H |p(p)x{o1x[o,1)= 71 X 1[p,1) por lo tanto H® es una G-funcién de levantamiento
aproximable y trivialmente si p es una G-fibracién aproximable regular, también lo es H®.

2) Supongamos primero que p admite una G-U-funcién de levantamiento A : D(p) — X I
definimos H : A x I — X por H(a,t) = A(f(a),h(a, ))(t) de esta manera, H(a,0) =
A f(a),h(a, ))(0) = f(a) y como po A(f(a),h(a, )) y h(a, ) son U-cercanas para to-
da G-cubierta abierta U de Y, po H y h son U-cercanas para toda G-cubierta abierta
U por lo tanto p tiene la G-AHLP. Si A es regular, y h(a, ) es constante, entonces
H(a, )= A(f(a),h(a, )) es constante por lo tanto p tiene la G-AH LP regular.

Ahora si p tiene la G-AH LP consideramos el diagrama conmutativo:

D(p)

J )

D(p) x I —Y

entonces existe una funcién equivariante H : D(p) x I — X tal que H(a,0) = m(z,a) y
po H y ev son U-cercanas para cada G-cubierta abierta de Y, definimos A : D(p) — X!
por A(z,a)(t) = H(z,a,t), entonces \(z,a)(0) = H(z,,0) = m1(x,a) = z y por otra
parte, poA(z, &) y « son U-cercanas ya que po(z, a)(t) = poH(z,a) y a(t) = ev(x, a, t).
Si p tiene la G-AH LP regular entonces H(x,«, ) es constante si a lo es y asi A(z, ) =
H(z,«a, ) es constante por lo tanto regular. O

El siguiente corolario es inmediato y dice que una funcién equivariante satisface la
propiedad de levantamiento con respecto a todos los espacios si lo hace sélo para D(p).

Corolario 3.1.1. 1)p: X =Y es una G-fibracion aprozimable si y sdlo si el G-problema
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de levantamiento controlado tiene solucion:

™

D(p) T
D(p) x [ —=Y

2) p tiene la G-AHLP para todos los G-espacios si y sdlo si p tiene la G-AHLP para
el G-espacio D(p).

Corolario 3.1.2. Sean X yY G-espacios métricos. 1) Sip: X — Y es una G-fibracion
aproximable para la clase de G-espacios métricos, entonces p es una G-fibracion aproxi-
mable. 2) Sip: X — Y tiene la G-AHLP para la clase de G-espacios métricos, entonces
p tiene la G-AHLP.

Demostracion: Como X y Y son G-espacios métricos, también lo es D(p). 1) p admite
una G-funcién de levantamiento aproximable. 2) p admite una G-U-funcién de levanta-
miento para cada G-cubierta abierta de Y. O

Corolario 3.1.3. Sea p: X — Y una G-fibracion aprorimable y H un subgrupo de G.
Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. La funcién p" : X¥ — YH es una N(H)/H-fibracion aprozimable.
2. p es una H-fibracion aprozimable.

Demostracion: Como p es una G-fibracién aproximable, existe una G-funcién de le-
vantamiento aproximable k¢ : D(p) x I — X ademas, D(p) = D(p") y (XD = (XH)!
por lo tanto la restriccién de K¢ al conjunto de puntos fijos es una N(H)/H-funcién de
levantamiento aproximable. k¢ es también H-equivariante asi que p es una H-fibracién
aproximable. O

Corolario 3.1.4. Sea Y un G-espacio metrizable. Si p : X — Y es una G-fibracion
aproximable de Hurewicz entonces p es una G-fibracion aproximable reqular con respecto
a todos los espacios. Sip : X — Y tiene la G-AHLP entonces p tiene la G-AHLP

regular.

Demostracién: Elegimos una métrica d de Y tal que diam(Y) < 1. Para cada o € Y/,
definimos t |
alt) = Q(W), t < diam(a(1))

a(1), t > diam(a(I))

Por otra parte, existe una G-funcién de levantamiento aproximable k¢ : D(p) x I —
X, entonces definimos k(z,a,t,s) = k(x,@,t(diam(a(l))),s) que es una G-funcién de
levantamiento aproximable regular . Ahora si p tiene la G-AH LP entonces existe una G-
U-funcién de lavantamiento A : D(p) — X! para toda G-cubierta abierta de Y, entonces
definimos A(z, @)(t) = Az, @)(t(diam(a(I)))) que es una G-U-funcién de levantamiento
regular para cada G-cubierta abierta i de Y. O
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Lema 3.1.5. Sea p: X — Y wuna funcion equivariante e i : X — D(p) x = (z,wp(z))
donde wyy es la curva constante en el punto p(z). Entonces p es una G-fibracion apro-
ximable si y solo si existe una G-funcion controlada r¢ : D(p) — X tal que o i es
G-homotopica controlada a 1x. Ademds si tal r¢ existe, entonces i y r¢ son equivalencias
G-homotdpicas controladas inversas.

Demostracion: Supongamos primero que p es una G-fibracion aproximable y conside-
remos el siguiente diagrama conmutativo:

D(p) X

L)

D(p) x I —Y

entonces existe una G-fibracién controlada h® : D(p) x I — X de ev a p. Sea r¢ =
he( ,1). Definimos H (x,t,s) = h(x,wy(a), t, s) que es una G-homotopia controlada entre
lx y 7¢ o i. Ahora supongamos que existe tal ¢ y consideremos el siguiente diagrama
conmutativo:

A f

I

AX]——Y ——Y
h 1y

Este problema tiene una solucién L¢ : X x I — D(p), la composicién r¢ o L¢ es con-
trolada pero no necesariamente resuelve el problema, pero como 7° o i es homotépica a
la identidad, existe una homotopia H¢ : X x I — X tal que H§ = 15 y Hf = r¢ 0 1°
entonces definimos ¢¢: A x I — X por p(a,t,s) = H(f(a),t,s) esta es una homotopia
controlada que comienza en f¢y termina en 7o L§ pegando 7o Ly ¢° de la siguiente
manera podemos definir: K¢: A x I — X por

2t 1-s
pla, 175, 5), t< 52
K(a,t,s) = s
(o) { rx 1 0 Lia, 2, 5), ¢ > 152
que es una solucién aproximable del problema de levantamiento. 0

Lema 3.1.6. Sea X un G-espacio paracompacto. Entonces X/G es paracompacto.

Demostracion: Sea V una cubierta abierta de X/G. La coleccién {n3'(V)}yey es una
G-cubierta abierta de X de conjuntos G-invariantes. Como X es paracompacto, existe
un refinamieto localmente finito U de {75 (V)}vey, entonces U’ = {GU}yey es un
refinamiento localmente finito de {7 (V)}vey que consta de conjuntos G-invariantes y
asi, {mx(U)}yew es un refinamiento localmente finito de V. O

Lema 3.1.7. Sea p : X — Y wuna G-fibracion aprozimable para la clase de G-espacios
paracompactos, entonces p tiene la G-AHLP para G-espacios paracompactos.

Demostracion: Sea

A X
iol p
Ax ] ——Y

h
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un diagrama conmutativo donde A es un G-espacio paracompacto y U es una G-cubierta
abierta de Y. Entonces existe una G-funcién controlada F¢: Ax I — X de h a p tal que
F | axqoyx(0,)= f X Ljo,1)- Asf que tenemos una funcién equivariante F:AxIxI —-YxI
tal que F' [axrxjo,n= (PX Ljo,1)) o F ¥y I |axix{1}3= h- Sea (Ax1)/G = {G(aj,t;) | j € J}
el conjunto completo de representantes de las érbitas de la accion de G sobre A x I. Para
cada j € J elegimos un subconjunto abierto V; de A x I que contiene a (a;,t;) y un
ntmero r; € [0, 1) tal que F(V; x (r;, 1]) estd contenido en U x [0,1] para algin U € U y
asi, F(g(V; x (rj,1])) estd contenido en algiin U x [0, 1] ya que U es una G-cubierta. Sea
m: AxI — (A/G) x I la aplicacién cociente, la coleccion {7 (V;)};es forma una cubierta
abierta de (A/G) x I. Ya que (A x I)/G es paracompacto, existe una subcubierta V de
{m(Vj)}jes localmente finita, para cada V' € V, sea j(V) € J tal que V' C 7(Vjqy).
Como (A/G) x I es paracompacto existe una aplicaciéon « : (A/G) x I — [0,1) tal que
a(Glaj,tj)) = min{r;qy | V > G(aj,t;)} para cada G(aj,t;) en (A/G) x I. Definimos
una funcién G-equivariante 5: A x I — [0,1) por B(a,t) = a(G(a,t)). Ahora definimos
una aplicacién equivariante v : Ax I — Ax I x[0,1) por v(a,t) = (a,t, B(a,t)), entonces
pomoFoy(a,t) = moF(a,t,a(G(a,t)))y moF(a,t,1) = h(a,t) pertenecen al un mismo
abierto U € U, ademas 7 o F oy(a,0) = 710 F(a,0,a(G(a,t))) = m(f(a),a(G(a,t))) =
f(a). Por lo tanto 71 o F oy es un G-U-levantamiento aproximable de h. O

Corolario 3.1.5. Sea p : X — Y wuna G-fibracion aproximable, donde X y Y son
G-espacios métricos. Entonces p satisface G-AHLP.

Demostracion: por el lema anterior, p tiene la G-AH L P para G-espacios paracompac-
tos y como X y Y son G-espacios métricos, D(p) C X x Y es paracompacto entonces
p tiene la G-AH LP para todos los G-espacios. O

Definicion 3.1.5. Sea U/ una (G-cubierta abierta de Y. Decimos que una homotopia
h: X xI — Y es una U-G-homotopia si para cada x € X, existe U € U tal que
h(z,t) € U para todo t € I.

Lema 3.1.8. (ver [12], proposicion 9.1) Si X es un G-ANR yU una G-cubierta abierta
de X, entonces existe un G-refinamiento V de U, tal que para cualquier G-par me-
trizable (Y, B) y cualquier par de aplicaciones V-cercanas f,f' :' Y — X y cualquier
G-V-homotopia hy : B — X con hg = f |g, h1 = ' |B, existe una G-U-homotopia
Hy:Y —>X conHy=f, H = f yH |gxi=h.

Lema 3.1.9. Sea p: X — Y una funcion equivariante que satisface G-AHLP donde Y
es un G-espacio métrico y un G-ANR. Entonces p es una G-fibracion aproximable.

Demostracion: Sea

A X
iol ip
Ax I ——Y

h

un diagrama conmutativo. Como Y es un G-espacio métrico, p satisface la G-AHLP
regular. Para cadan € Z™, elegimos U,, una G-cubierta abierta de Y tal que diam(U) < %
para cada U € U,, entonces por el lema anterior existe un G-refinamiento abierto V; de
U; tal que cualesquiera dos aplicaciones equivariantes a Y que son V;-cercanas son U;-
G-homotépicas. Ademds podemos suponer que cualquier elemento V' € V; es tal que
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diam (V) < ﬁ si ¢ > 1. Definimos de manera inductiva aplicaciones G-equivariantes
H;: AxIx|[0,1-1/i] > X x[0,1—1/i] tal que

1. H; es una extensién de H; 1 si ¢ > 1.

2. H, preserva fibras sobre [0,1 — 1/1].

w

- Hi | axqoyxjoi—1/0= f x Ljo-1/4-

4. po H; | gxrxf1-1/i) es Vi-cercana a h.

5. pom o H; |A><I><[1—1/(i—1),1—1/i] es 2/i-cercana a h x Tn-1/G-1),1-1/4

Comenzamos con la construccién inductiva. Sea Hy : A x I x {0} — X x {0} tal que
H; |A><{O}><{0}: f v po Hy es Vi-cercana a h que existe gracias a que p satisface la
G-AHLP. Ahora supongamos que H; ya esta definida. Ya que po H; [sx <11/} s Vi-
cercana a h y como po H; |A><{0}><{1—1/i} v h |A><{O} coinciden, existe una U;-G-homotopia
entre po H; ’A><I><{171/i} y h relativa a A x {0} X {1 — 1/1} Sea Hi—|—1 |A><I><[171/i,171/(i+1)}:
AxIx[1-1/i,1—-1/(i+1)] - X x[1 —=1/i,1 —1/@ + 1)] un V;41-levantamiento
de dicha homotopia. Por la regulardidad mencionada anteriormente podemos suponer
que Hi+1 |A><{0}><[1—1/@',1—1/(1’—&-1)}: f X 1[1_1/1-,1_1/(1-4_1)]. Ahora es claro que existe H :
Ax I x0,1) = X x[0,1) pegando las H;’s, es decir, H | sx1x[0,1-1/i)= Hi- O

Lema 3.1.10. Sea X un G-espacio completamente normal, Y un G-espacio paracom-
pacto y (X, A) un G-NDR par. Sea f : A x I — Y una G-V-homotopia donde V es
una G-cubierta abierta de Y. Supongamos que fo admite una G-extension Fy: X — Y.
Entonces existe una G-V-homotopia F : X x I =Y que es una extension de f.

Demostracion: Sea u : X — [y g : X x I — X la funcién equivariante y la G-
homotopia respectivamente definidas por el G-NDR par. Sea U = {z | u(z) < 1} una
vecindad de A. Como (X, A) esun G-NDR par, (X xI,(X x{0})U(AxI))esun G-DR
par, entonces existe una G-retraccién r : (X x {0})U(U xI) — (X x{0})U(A x I) dada
por r(z,t) = (g¢(x),t). Gracias a que X es completamente regular, podemos cambiar la
funcién v apropiadamente y podemos elegir U muy cerca de A. Definimos k : X x I —
(X x{0})U(U xI) por k(z,t) = (x, (1 —u(x))t). Definimos ahora la funcién equivariante
h:(Xx{0})U(AxI)—Y por h(x,0) = Fy(z) y h(a,t) = f(a,t), entonces definimos la
extension F': X x [ — Y por F(x,t) = horok(xz,t). Sixz ¢ U, entonces {F(z,t) | t € I'}
es un simple punto. Si z € U podemos elegir r y U tal que {F(x,t) | t € I} estd cercano
a algin {f(a,t) | t € I} para algin a € A. Por lo tanto F' es una G-V-homotopia. O

Lema 3.1.11. Sea p : X — Y wuna funcion equivariante que tiene la G-AHLP para
G-celdas. Entonces el siguiente G-problema de levantamiento

((G/H) x D™) x {0} U((G/H) x 9D™) x I

] |

((G/H) x D™) x I Y

tiene una solucion G-aproximable.
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Demostracion: Como (D" x {0}) U (0D™ x I) = D", tenemos que ((G/H) x D™) x
{0}U((G/H) x0D™) x I = (G/H x (D™ x{0}))U(G/H x (0D" x I)) = G/H x ((D™ x
{0}) U (0D™ x I)) =2 G/H x D". Asi que el problema de G-levantamiento aproximable
tiene solucién. O

Sea X un G-espacio y U una G-cubierta abierta de X. Sea A C X, el conjunto
st(A,U) = Uy, nazp Ua es llamado estrella de A. Una G-cubierta abierta V' es llama-
da G-refinamiento estrella de otra (G-cubierta abierta U, siempre que la G-cubierta
{st(Va, V) | Vo € V} sea un refinamiento de U. En el siguiente lema ocuparemos el hecho
de que cada G-cubierta de un G-espacio paracompacto admite un G-refinamiento estrella
([12], proposicién 1.6).

Lema 3.1.12. Sea X es un G-ANR, Y un G-espacio paracompacto y p : X — Y
una funcion equivariante. Supongamos que dados V y U G-cubiertas abiertas de X y'Y
repectivamente y un G-problema de levantamiento:

At o x

iol p

Ax I ——Y
©

donde A es un G-espacio métrico, hay una funcion equivariante F': A x I — X tal que
f y Foig son V-cercanas y po F' y ¢ son U-cercanas. Entonces p tiene la G-AHLP con
respecto a A.

Demostracion: Sea U una G-cubierta de Y. Como Y es paracompacto, existe un G-
refinamiento estrella 4’ de U. Sea V una G-refinamiento abierto de p~*(U’) tal que
cualesquiera dos funciones equivariantes V-cercanas son p~!(U’)-G-homotépicas. Sea F' :
Ax I — X una G-homotopia tal que f y Fjj son V-cercanas y po F’ y ¢ son U’-cercanas.
Sea k: A x I — X una p~1(U’)-G-homotopia entre f y F). Ademds, para cada a € A,
existe una cubierta finita Uq,...,U, de abiertos en U’ de las imigenes de las curvas
po F'(a, )y ¢la, ) tal que ¢(a,0),po F'(a,0) € Uy y ¢(a,1),po F'(a,1) € U,. Si
a(t) = pla,t) y to € a~1(Uy), entonces po k(a,t/ty) v ©(tg) estdn en un mismo abierto
de U para cada t € [0, t9]. Entonces definimos F': A x I — X por

o k‘(a,t/t()), 0§t§t0
F(a.t) = { Flla,t/to—1), tg<t<1

con tg suficientemente pequeiio tal que po F' y ¢ sean U-cercanas. O

Lema 3.1.13. (ver [15]) Sea p : X — Y wuna funcion equivariante entre G-ANR’s que
tiene la G-AHLP para G-celdas. Entonces p tiene la G-AHLP para G-ANR’s.

Proposiciéon 3.1.1. Sea p: X — Y una funcidn equivariante entre G-ANR’s la cual
satisface la G-AHLP para G-celdas. Entonces p satisface la G-AHLP.

Demostracion: Es suficiente resolver el G-problema de levantamiento para el espacio
D(p). Por el lema anterior, es suficiente mostrar que el espacio D(p) es un G-ANR. Sea
d la métrica de Y. Sea U una G-cubierta abierta de Y tal que cualesquiera dos funciones
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G-equivariantes de un espacio métrico A a Y que coinciden sobre un G-subconjunto ce-
rrado D de A y ellas son U-cercanas, entonces ellas son G-homotépicas rel(D). Podemos
suponer que diam(U) < 1 para cada U € U. Ya que Y es un G-ANR, el espacio de
curvas Y! es G-ANR (ver [12], teorema 11.1) y como un G-ANR es un G-ANE y el
producto finito de G-ANE es de nuevo un G-ANE, X xY! esun G-ANE y asf, X x Y/
es G-ANR con la accién diagonal. Sea D(p)’ = {(z,a) € X x Y | p(z),a(0) € U para
algiin U € U} entonces D(p)’ es un G-subconjunto abierto de X x Y y por lo tanto es un
G-ANR. Notemos que ademdas D(p) es un G-subconjunto cerrado de D(p)’. Definimos
dos funciones G-equivariantes g1, g2 : D(p)’ — Y por gi(z,a) = p(z) y ga(z, @) = «(0).
Por construccién g; y g2 son U-cercanas y coinciden en D(p), por lo tanto existe una
G-homotopia H de g1 a go rel(D(p)). Para (x,a) € D(p)" definimos o/ € Y por

o z),a(0))
o)) (p(0), (0))§ <1

la aplicacién r : D(p)" — D(p) dada por r(z,«) = (z,a’) es una G-retraccién y por lo
tanto D(p) es un G-ANR. O

El siguiente teorema dice practicamente que p una G-fibracién aproximable si y sélo
si satiface la G-AH LP gracias a la proposicién anterior.

Teorema 3.1.1. Sea p: X — Y una funcion G-equivariante entre G-AN R’s. Entonces
p es una G-fibracion aprozimable si y solo si satisface la G-AHLP para G-celdas.

Demostracion: Supongamos que p es una G-fibracion aproximable. Como X y Y son
G-espacios métricos, p satisface G-AH L P, en particular, para GG-celdas. Si p satisface la
G-AHLP para G-celdas, por el lema anterior satisface G-AHLP y como Y es G-ANR,
p es una G-fibracién aproximable. O

El el capitulo anterior se demostré que una funcién equivariante es una G-fibracion
de Serre si y s6lo si p : XH — YH es una fibracién de Serre. Aunque no se sabe
si este resultado es cierto para caracterizar G-fibraciones de Hurewicz, es cierto para
G-fibraciones aproximables de Hurewicz.

Teorema 3.1.2. p: X — Y es una G-fibracion aprozimable si y sélo si p™ : XH — yH
es una fibracion aproximable para cada subgrupo H de G.

Demostracién: Sip es una G-fibracién aproximable entonces p'! es una fibracién apro-
ximable. Ahora supongamos que p es una fibracién aproximable para cada subgrupo
H de G. Demostraremos que p tiene la G-AH LP para G-celdas. Sea

(G/H) x D" X

)

un G-problema de levantamiento y U una G-cubierta abierta de Y. Notemos que hay
una correspondencia uno a uno 1 : Homg((G/H) x D", Z) — Hom(D", Z) dada por
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n(s) =3, s(x) = s(H,x), con inversa n~'(r)(¢gH,z) = gr(z) por lo tanto obtenemos el
problema de levantamiento:

Dn4f>XH

L

D'x [ —=YH
©

y ya que p'! es una fibracién aproximable, y en particular X y Y son espacios métri-
cos, p satisface la AHLP entonces hay un levantamiento F:Dvx1 — XH tal
que F |prx{oy= f v las funciones pH o f vy @ son U N YH-cercanas, entonces la fun-
cién equivariante F : (G/H) x D" x I — X definida por F = 5~ 1(F) es tal que
F(gH,z,0) = gF(x,0) = gf(z) = gf(H,z) = f(gH, ) y por otra parte, poF(gH, x,t) =
p(gF (z,t)) = gp(F(z,t)) es U N Y H-cercana a g@(z,t) = gp(H, z,t) = p(gH, z,t). Por
lo tanto p es una G-fibracién aproximable. O

3.2. Grupos de Lie y subgrupos grandes.

En esta seccion describimos los grupos de Lie y resultados que seran utilidad mas
adelante.

Definicion 3.2.1. Sea k£ un entero positivo. Un grupo de Lie de dimension k es
un grupo topolégico G segundo numerable con estructura de variedad diferenciable de
dimensién k tal que las operaciones de grupo (,) : G x G — G, (91,92) — g1g2 €
i:G — G, g+ g~ ! son diferenciables.

Proposicién 3.2.1. (ver [7], corolario 1.10.7)Todo subgrupo cerrado H de un grupo de
Lie, es un grupo de Lie.

Proposicién 3.2.2. (ver [5], teorema 0.5.1) Un grupo compacto de Hausdorff G es un
grupo de Lie si y solo si es isomorfo a un subgrupo cerrado de O(n) para algin n.

Proposicién 3.2.3. (ver [5], corolario 0.4.4) Sea G un grupo compacto y sea U una
vecindad de la identidad e € G. Entonces existe un morfismo continuo ¢ : G — O(n) tal
que ker(p) C U.

Corolario 3.2.1. Sea G un grupo compacto. Para cada vecindad U de la identidad
e € G, existe un subgrupo normal cerrado N C G tal que N CU y G/N es un grupo de
Lie.

Demostracion: Sea ¢ : G — O(n) el morfismo continuo de la proposicién anterior,
tomamos N = ker(p) C U, entonces G/N = G/ker(¢) = ¢(G) que es un subgrupo
cerrado de O(n). Por lo tanto G/N es un grupo de Lie. O

Proposicion 3.2.4. Sean N1, ..., Ny, subgrupos cerrados de un grupo compacto de Haus-
dorff G tales que para cada i, G/N; es un grupo de Lie. Entonces G/(N1N---NNy) es
también un grupo de Lie.

41



Demostracion: Como G/N; es un grupo de Lie para cada i, el grupo H = G/Np X
-+« x G/Ny, es también un grupo de Lie. Sea ¢ : G — H el morfismo dado por ¢(g) =
(gN1,...,9Ny), entonces ker(p) = Ny N---N Ny, asi que G/(N1N---NNp,) = Im(p) y
como Im(p) es un subgrupo cerrado de H, entonces G/(N; N--- N N,) es un grupo de
Lie. O

Proposicién 3.2.5. (ver [1], teorema 1.1) Sea G un grupo compacto de Hausdorff y X
un G-ANR. Entonces para cada subgrupo normal cerrdado N C G, el espacio X/N es
un G/N-ANR. En particular, X/G es un ANR.

Proposicién 3.2.6. (ver [14], corolario 1.6.7) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo
compacto de Lie. Entonces G/H es un G-ANR.

Ejemplo 3.2.1. Los siguientes son ejemplos de grupos de Lie:
= Kl grupo aditivo R™.
» La circunferencia unitaria S C C
= El toro T = (S1)»

El grupo general lineal real GI,,(R) 6 complejo G,,(C)

» El grupo ortogonal O(n) asi como el grupo unitario
U(n) = {A € GI,(C) | AA" = I}
Definicion 3.2.2. Sea GG un grupo compacto. Un subgrupo cerrado H C G es grande
si existe un subgrupo normal cerrado N C H tal que G/N es un grupo de Lie.

Proposicién 3.2.7. (ver [2] y [3]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto
G. Entonces la siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es grande.

2. G/H es un G-ANR

3. G/H es localmente conezxo y dim(G/H) < cc.

4. G/H es una variedad diferenciable.
Proposicion 3.2.8. Sea G un grupo compacto.

1. Si H C G es un subgrupo grande, entonces N(H)/H es un grupo de Lie compacto.
En particular, un subgrupo normal cerrado N es grande si y sdlo si G/N es un
grupo de Lie.

2. S5t N C G es un subgrupo normal grande, entonces para cada subgrupo cerrado
H C @G, el subgrupo NH es también un subgrupo grande.
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Demostracion: 1. Sea N un subgrupo normal cerrado de G tal que N C H y G/N
es un grupo de Lie. Como N(H)/N es un subgrupo cerrado de G/N, N(H)/N es un
grupo de Lie. Ademads, la funcién ¢ : N(H)/N — N(H)/H dada por ¢(gN) = gH es un
morfismo continuo sobreyectivo. Entonces N(H)/H = (N(H)/N)/ker(¢) es el cociente
de un grupo de Lie, por lo tanto es un grupo de Lie. Si N es un subgrupo normal cerrado
grande de G, N(N) = G y asi G/N es un grupo de Lie, y si G/N es un grupo de Lie,
entonces claramente N es grande

2. NH es un subgrupo cerrado de G, N C NH y por la proposicién anterior G/N
es un grupo de Lie, entonces N H es un subgrupo grande. O

3.3. Restriccion y Extension de G-espacios.

En esta seccién vamos a definir dos funtores covariantes definidos por un morfismo
de grupos topoldgicos a : G' — @G, el funtor restriccién Res, : G-Top — G'-Top y el
funtor extensién Ext, = G x, — : G'-Top — G-Top.

Sea a : G’ — G un morfismo de grupos topoldgicos. Sea X un G-espacio, entonces
definimos Res,(X) como el G'-espacio que como conjunto es el mismo espacio topol6gi-
co X y con una G’-accién definida de la siguiente manera: sea ¢’ € G’ y x € X, entonces
definimos ¢’ -z = a(¢ )z y si f : X — Y es una funcién G-equivariante, entonces
Resq(f) : Resq(X) — Reso(Y), dada por Reso(f)(x) = f(x) es G'-equivariante ya que
Resa(£)(g ) = Resa(f)(alg)z) = f(a(g)a) = alg)f(z) = ¢ - f(z) = g'- Resalf)(@).

A partir de ahora por comodidad escribiremos ¢’z en vez de ¢’ - x.

Ahora sea X un G’-espacio, entonces G x X tiene estructura de G’-espacio de la siguiente
manera: Sea ¢’ € G', g € Gy € X entonces ¢’ - (g,2) = (g(a(g’))™t,¢'z) y denota-
mos por [g, z] la G'-érbita del punto (g, x) entonces definimos G x,, X como el cociente
(G x X)/G" que tiene estructura de G-espacio con la siguiente accién: Sean g1,g2 € G y
x € X entonces definimos g1 - [g2, ] = [g1g2,z]. Si f : X — Y es G'-equivariante, defini-
mos GXq f:GxoX = Gx,Y por G x4 f(lg,x]) = g, f(2)] y es G-equivariante ya que
G xa f(g1-19:7]) = G xa f([919,7]) = (919, f(@)] = g1 - [9, [ ()] = g1 - (G xa f([g,2]))-

Por comodidad, a partir de ahora escribiremos gi[g, z] en vez de g; - [g, x].

Ejemplo 3.3.1. A continuacién mencionaremos dos ejemplos importantes del funtor
extension:

= Sea H un subgrupo normal cerrado de un grupo G. Entonces la proyecciéon natural
7w : G — G/H induce el funtor extension G/H X, — : G-Top — G/H-Top y es tal
que G/H x, X 2 X/H, [¢gH,z] — N(gx).

= Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G. La inclusiéon natural ¢ : H — G induce

el funtor extensién G x; — : H-Top — G-Top que asocia a cada H-espacio X el
G-espacio G x; X qu en este caso lo denotamos por G x i X y lo llamamos producto
torcido.

A continuaciéon demostraremos algunas proposiciones relacionadas con los funtores
previamente definidos y que seran de utilidad. Estos resultados también los podemos
encontrar en [11].
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Proposicién 3.3.1. Sea a : G' — G un morfismo de grupos topolégicos donde G’ es
compacto y sea X un G'-espacio. Entonces la aplicacion ix : X — G xq X, © — e, z]
es una funcién G'-equivariante cerrada y si o es inyectiva, ix es un G'-encaje.

Demostracion: Sea i, : X — G x X dada por i.(z) = (e,z) y mgxx : G X X —
G x4 X la proyeccion orbital, ambas son continuas, entonces ix = Tgxx © e €s continua,
ademds como G’ es compacto, Tgxx es cerrada y como i, también es cerrada, ix es
cerrada. Ahora como G X, X es un G’-espacio tomando la restriccién, se tiene que
ix(g'z) = le,d'z] = [a(d),z] = a(d)|e,x] = a(d)ix(x) = ¢"ix(z), por lo tanto, ix es
una funcién G’-equivariante cerrada. Supongamos que « es inyectiva. Sean z1,x9 € X
tal que [e,x1] = [e, 73], entonces existe ¢’ € G’ tal que (a(g')™!,¢g'r1) = (e,x2) de este
modo, a(g’) = ey asi, ¢ = e esto significa que ix es inyectiva, cerrada y G’-equivariante.
Por lo tanto, ix es un G’-encaje. O

Proposicién 3.3.2. Sea a : G' — G un morfismo de grupos topoldgicos y X un G'-
espacio. Entonces (G x4 X)/G = X/G'.

Demostracién: La proyeccién en la segunda entrada o : Gx X — X es G'-equivariante
ya que m2(g'(g, 7)) = m2(g(a(g’)) "1, ¢'z) = ¢x = ¢'ma(g,x). La funcién inducida en los
espacios cociente Ty : G X4 X — X/G’ es continua y abierta ya que o lo es. Como
72(Glg, x]) = G'z, T3 se puede factorizar como:

G xqX
7TG><QX\L T2

(G XQX)/G?X/G/

donde ¢ esta dada por ¢(G[g,x]) = G’z es continua ya que mgx, x es una identificacién
y T2 es continua y es abierta ya que 7z lo es. Ahora supongamos que G[g1,x1] y G|g2, z2]
son tales que G'z1 = G'x9, entonces existe ¢ € G’ tal que ¢g'z1 = x4, entonces G[ga, x2] =
Glg2, g'x1]) = Glgac(g’), 1] = G[g1, z1], por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo. O

Proposicién 3.3.3. Sea o : G' — G un morfismo de grupos compactos tal que coker(a)
es metrizable. Si X es un G'-espacio metrizable, entonces el G-espacio G X, X es me-
trizable.

Demostracion: Como G’ es compacto, la proyeccién mx : X — X /G’ es propia y como
X es metrizable y gracias al lema 1.4.1, la imagen bajo esta proyeccién X /G’ es metrizable
entonces por la proposicién anterior (G X, X)/G es metrizable. Sea [g,x2] € G X4 X y
como G es compacto y X Hausdorff, Gle,z] = G/G|c 4. Como ker(a) es un subgrupo
cerrado del grupo compacto G’ la proyeccién natural G' — G’/ker(«) es propia y asi,
la restriccién de « a su imagen a : G’ — «(G’) es propia, luego, a : G'/G), — G /a(G)
dada por a(¢’'Gl) = a(g')a(Gh) es también propia y como G’z = G'/G!, es metrizable,
G/a(GY,) es metrizable y como G /Im(a) es metrizable, G/a(G)) = G/Ge 0 = G/Gg 4
es metrizable. Hemos demostrado que las G-érbitas G[g, x| y (G x4 X)/G son metrizables
entonces G X, X es metrizable. ]

Proposicién 3.3.4. Sea o : G' — G un morfismo de grupos compactos tal que coker(a)
es metrizable y sea Y un G-ANR, entonces Y es un G'-ANR.
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Demostracion: Sea (X, A) un G’ par metrizable y f : A — Y G’-equivariante. Defini-
mos f: G xqA —'Y dada por f( [9,a]) = gf(a) es G-equivariante. Como G’ es compacto,
la proyeccién natural G x X — G x4 X es cerrada y asi, G X, A es cerrado en G X4 X
y son metrizables gracias a la proposicién anterior. Como Y es un G-AN R, existe una
vecindad G-invariante U de G x4 A en G X, X y una G-extensién f : U — Y de f. Sea
V =i (U), entonces V es una vecindad G'-invariante de A en X y foiy [y: V =Y
es una G’-extensién de f y por lo tanto Y es un G’-ANR. O

A continuacién hablaremos un poco de las H-rebanadas ya que necesitamos un re-
sultado relacionado con esta definicién, para ser mas precisos el corolario 3.3.1 que ocu-
paremos mas adelante.

Definicion 3.3.1. Sea X un G-espacio, H un subgrupo cerrado de Gy S C X H-
invariante. S es una H-rebanada de X si:

1. GS es abierto en X.
2. S es cerrado en GSS.
3. Sige G\ H, entonces gS NS = 0.
Diremos que S es una H-rebanada global de X cuando GS = X

Proposiciéon 3.3.5. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo cerrado de G. Sea S
un subconjunto H-invariante de un G-espacio X, tal que GS es abierto en X. Entonces
S es una H-rebanada si y solo si la funcion n: G xg S — GS, dada por n([g, s]) = gs
es un homeomorfismo G-equivariante.

Demostraciéon: Supongamos que S es una H-rebanada. Sean [g,s] = [¢/,s'] € G xg S,
entonces existe h € H tal que g = ¢'h~! y s = hs', entonces 71([g, s]) = gs = ¢h " hs' =
g's" = n(lg’,s']) por lo tanto, n estd bien definida. Consideremos ahora el siguiente
diagrama conmutativo:
G xS ! GS
% /
G XH S

donde 0((g, s)) = gs. Como mgx g es continua, abierta y sobreyectiva, es una identificacién
y como 6 es continua y sobre, 77 es continua y sobre. Sea C C G xS cerrado, entonces
n(C) = 9(ﬂ51X5(C)) ademas, W&lxs(C) es cerrado en G x S y como G es compacto, 8 es
cerrada, por lo tanto n(C) es cerrado en G'S. Supongamos ahora que 1([g, s|) = n([¢’, §']),
entonces gs = ¢'s’ asi que s = g~ '¢’s’. Como S es una H-rebanada, g~'¢’ € H, enton-
ces [¢,8'] = [¢'(g7'g) 1, (g7 1g")s'] = |g, s], por lo tanto 7 es inyectiva y claramente es
G-equivariante y asi n es un homeomorfismo G-equivariante.

Supongamos ahora que 1 es un homeomorfismo G-equivariante. Por hipotesis GS es
abierto en X. Supongamos que gS NS # (), entonces existen s, s’ € S tales que gs = s'.
Como 7([e, s']) = s = gs = n([g, s]) y por inyectividad [e, '] = [g, s] asi que existe h € H
tal que e = gh™' y s’ = hs por lo tanto g € H y asi se cumple la condicién 3 de la
definicién de H-rebanada. Sea (g,s) € §71(S) entonces 0((g,s)) = gs € S entonces por
la propiedad 3 ya demostrada, g € H asf que §~1(S) C H x Sy 6~1(S) = H x S. Como
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H x S es cerrado en G x S, n5L o(n71(S)) = 671(S) es cerrado en G x S y como Tgxs
es una identificacién, n71(S) es cerrado en G xy S y como 7 es un homoeomorfismo,
S =n(n~Y(S)) es cerrado en G'S. Por lo tanto, S es una H-rebanada. O

Proposicion 3.3.6. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G y sea X un G-espacio.
Si f: X — G/H es G-equivariante, entonces S = f~Y({H}) es una H-rebanada global
de X.

Demostracién: S = f~1({H}) es H-invariante ya que {H} € G/H lo es. Luego
GS = G(f'({H})) = fYG{H}) = f~YG/H) = X. Como H es cerrado, G/H es
de Hausdorff, entonces {H} es cerrado en G/H y asi S es cerrado en X. Por lo tanto
S es cerrado en GS. Ahora supongamos que ¢S NS # (), entonces existen s1, s € S tal
que s1 = gsa. Luego f(s1) = f(gs2) € gH, y como f(s1) = H, entonces g € H. De esta
manera, si g € G\ H, entonces gSNS = (). Por lo tanto, S es una H-rebanada global. [

Corolario 3.3.1. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de G y X un
G-espacio. Entonces para cualquier funcion G-equivariante f : X — G/H, G xg S =X
donde S = f~Y({H}).

Demostracion: Por la proposicion 3.3.6, S es una H-rebanada global de X, es decir,
GS = X y por la proposicién 3.3.5, G xg S =2 GS = X. O

Definicion 3.3.2. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio de Hausdorff y x € X. Un
G-tubo alrededor de la érbita Gz es un G-encaje ¢ : G X, A — X sobre una vecindad
abierta de Gz en X, donde A C X es G -invariante.

Los siguientes resultados los utilizaremos para demostrar el teorema 3.4.1 sobre G-
haces principales:

Teorema 3.3.1. (ver [5], teorema 5.4) Sea G un grupo de Lie compacto y X un G-
espacio completamente reqular. Entonces existe un tubo alrededor de cada una de las
orbitas de X.

Teorema 3.3.2. (ver [5], teorema 4.2) Sea X un G-espacio y x € S C X. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

» Eziste un G-tubo ¢ : G Xg, A — X alrededor de Gx tal que p([e, A]) = S.
» S es una G-rebanada.

= GS es abierto en X y existe una G-retraccion f : GS — Gx tal que f~(z) = S.

3.4. (G-haces principales.

Antes de definir G-haces principales necesitamos definir lo que es una accién dere-
cha. Un G-espacio derecho es un espacio topolégico X junto con una funcién continua
p:Gx X — X tal que

» ¢p(e,r) = x para todo =z € X.

» (9192, %) = p(g2, ¢(g1,x)) para todo gi,92 € Gy = € X.
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En tal caso, por comodidad escribiremos ¢(g,x) = xg para cada g € Gy = € X.

Definicion 3.4.1. Sea X un G-espacio libre derecho. Una funcién continua sobreyectiva
p: X — Y es un G-haz principal si

» p(xg) =p(z) paratodor € X y g € G.

» Para cada y € Y existe una vecindad abierta V' 3 y en Y y un homeomorfismo
G-equivariante ¢ : p~1(V) — V x G tal que el siguiente diagrama conmuta:

p (V) 4 VxG
x /
V
Si p es un G-haz principal, por la condicion 2, p es una funcién abierta y consideremos
el siguiente diagrama que es conmutativo gracias a la condicién 1:
X
>N

X/G Y

h

Entonces h es un homeomorfismo y X/G =Y.

Sean p: X — X'y q:Y — Y’ G-haces principales, un morfismo entre los G-haces
Py q es un par de funciones continuas (F, f) donde F' es G-equivariante tal que el
siguiente diagrama:

Xty

X —=Y'
f

es conmutativo. En este caso, gracias a [6] proposiciones 8.3 y 8.4, el diagrama anterior
es un pull-back.

Si X es un G-espacio, definimos X, como el mismo espacio topoldgico X pero con la
accién derecha dada por - g = g~ 'z para todo g € G y € X. Del mismo modo, si X
es un G-espacio derecho, definimos X; como el mismo espacio topolégico X con la accion

definida por g -z = zg~!.

Ejemplo 3.4.1. Sea X un G-CW complejo libre, entonces p : X, — X,./G es un G-haz
principal. Inversamente, si p : X — Y es un G-haz principal sobre un CW complejo Y,
entonces X; tiene la estructura de un G-CW complejo libre adoptada de las imagenes
inversas de los esqueletos de Y.

Ejemplo 3.4.2. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una accién
¢ :Gx M — M de G sobre M es una accién diferenciable si ¢ es diferenciable. ¢
es una accién propia si 6 : G x M — M x M, (g,z) — (gz,z) es propia. Si M es
un grupo de Lie con una accién derecha libre diferenciable y propia sobre una variedad
diferenciable M. Entonces por [9], M es un G-CW complejo propio y la proyeccién
m: M, — M, /G es un G-haz principal.
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Definicion 3.4.2. Sea G un grupo de Lie compacto, H un grupo topolégico y o : G —
Aut(H) una accién de G en H. Un (G, «a, H)-haz principal es un H-haz principal
p: X — Y en donde X y Y tienen una estructura de G-espacios izquierdos tal que:

1. p es G-equivariante.
2. Paracadage G, he Hy x € X, se satisface g(zh) = (gx)ay(h).

Teorema 3.4.1. ([11]) Sean G y H grupos de Lie compactos. Sip : X — Y es un
(G, «, H)-haz principal, donde X es un G-espacio metrizable, entonces p es una G-
fibracion reqular.

Demostracion: Sea K = G x H el producto semidirecto. Entonces podemos considerar
aXyY = X/H como K-espacios con las siguientes acciones: (g,h)z = (gx)h~! y
(9,h)zH = (gx)H paracada (g,h) € K =GxH,z € XyxH € Y.Seazy € X. Como K
es un grupo de Lie y X es completamente regular, por el teorema 3.3.1, existe un K-tubo
alrededor de cada K-érbita de x € X y por el teorema 3.3.2, existe una K-vecindad U de
la 6rbita Kz y una K-retracciéon f : U — K/Kg,. f es también G-equivariante izquierda
y H-equivariante derecha. Sea p’ = p |k,, entonces p’ es una proyeccién H-orbital y
como K/K,, = Ko, se tiene que p'(K/K,,) = p'(Kxo) = {p((g,h)xo) | (9,h) € K} =
{(g:h)p'(xo) | (g9,h) € K} = {gp'(z0) | g € G} = {gp(x0) | g € G} = Gp(x0) = G/Cp(ay)
Luego definimos f': V = p(U) — G/Gp,) por f'(xH) = f(x)H para tH € V y es
G-equivariante ya que gf (zH) = g(f(@))H = (9f@)H = (f(g2))H = f'(gaH) =
f'(g(xH)) para todo g € Gy xH € V y f’ es tal que el siguiente diagrama conmuta:

U—t KK,

ml ip'

4 *f>’ G/Gp(xo)

de esta manera, (f, f’) es un morfismo de haces, por lo tanto el diagrama anterior es un
pull-back. Gracias a ([6], pag. 54 E. 7), p’ es una G-fibracién. Ademés por la proposicién
3.2.6, G/Gpzy) esun G-ANRy K /Ky, esun K-AN R y por lo tanto, un G-AN R gracias
a la proposicién 3.3.4 aplicada al monomorfismo i : G — K dada por i(g) = (g, €). Luego
p es un G-fibracién regular y por lo tanto p |y es también una G-fibracién regular.
De esta manera existe una cubierta {V;};,c; de X/H tal que p |y,;: U; — V; es una G-
fibracién regular y por la caracterizacion local de las G-fibraciones, p es una G-fibracion
regular. O

3.5. G-fibraciones aproximables inducidas por los funtores
Resq, y G xpg —.

Ya hemos demostrado que si una G-funcién equivariante p : X — Y es una G-

fibracién aproximable, entonces es también una H-fibraciéon aproximable para cada sub-

grupo H de G. A continuacién demostraremos una generalizacién de esto; que el functor
Res, preserva fibraciones aproximables equivariantes.
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Proposicién 3.5.1. Sean G y G’ grupos compactos, X, Y G-espacios y a: G' — G un
morfismo de grupos. Sip: X — Y es una G-fibracion aproximable, entonces Resq(p) es
una G’'-fibracién aproximable.

Demostracion: Sea A un G’-espacio. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A\ /X
G xq A
i0 GXa(iO)i P
o (AXT)
Ax1T Y

donde f'([g,a]) = gf(a) y F'([g,(a,t)]) = gF(a,t) y como p es una G-fibracién aproxi-
mable, existe una funcién G-equivariante K : G xo A x I x [0,1) — X x [0,1) tal que
K |Gx,axqoyxfo,n=f" x 1jg1) ¥ la siguiente funcion:

— [ pomoK(lg,al,t,s), 0<s<1

Kilgat.) = { Pga.,  s—1
es continua, entonces la funcién G’-equivariante buscada es K1 = K o (iaxs X 1[071)) ya
que K1 = K o (iaxs x 17). O

Ahora vamos a demostrar que el funtor GG X g7- preserva fibraciones aproximables equi-
variantes pero antes de comenzar con esto, hablaremos un poco de limites inversos en la
categoria G-Top.

Sea (A, <) un conjunto dirigido. Un sistema inverso en G-Top estd formado por
una coleccion {X,}aen de G-espacios y una coleccién de funciones G-equivariantes
{pap : X3 = Xata<p tal que

" Yaa = lx, para cada o € A.
" P00 Ppy = Pary Siempre que a < 3 <oy

El limite inverso de un sistema inverso ({Xa}, {¢as}) es un G-espacio X junto con
una coleccién de funciones G-equivariantes {f, : X — X, } tal que el siguiente diagrama:

X
2N
X, X

conmuta (a dicha coleccién se le llama G-cono sobre el sistema inverso ({Xa}, {vag}))
y se satisface la siguiente propiedad universal: Si {f! : X’ — X,} es una coleccién
de funciones G-equivariantes donde X’ es un G-espacio y satisfacen que @, o fé =
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/1 entonces existe una tnica funcién G-equivariante h : X’ — X tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X/
lh
) x \Js
A k
Xo =i X

Entonces decimos que X es el limite inverso y lo denotaremos por X = lim({X,}, {fa}) =
(—

lim X,. En esta categoria podemos describir de manera explicita al limite inverso como

e

el siguiente G-espacio:

X ={we [] Xa | 7ala) = gup o m5(@). 0 < 5}
acl

donde 73 : [, Xo — X3 es la proyeccién en la S-ésima entrada.

Definicion 3.5.1. Sea H un subgrupo de G. Una sucesiéon pro-Lie para el G-espacio
G/H es una sucesién decreciente {N;};en de subgrupos normales cerrados de G tales
que G/N; es un grupo de Lie y NienV;H = H.

Proposicién 3.5.2. Sea {f; : X — X;}ien un G-cono sobre el sistema inverso {X;, fi;}
tal que para cada i, f; es propia y sobreyectiva. Si para cada x € X, ﬁingi_l(fi(:c)) =
{z}, entonces (X, {fi}) es el limite inverso de {Xj, fij}.

Demostracion: Vamos a demostrar que (X;, {fi;}) satisface la propiedad universal del
limite inverso. Para esto sea (Y, {r; : ¥ — X, };en) un G-cono sobre (X;, {fi;}). Seay € Y
y sea z; = 1;(y). Como f; es propia y sobreyectiva, f;l(azi) es compacto y no vacio pa-
ra cada i, y como f; !(z;) D fj_l(xj) para cada i < j, se tiene que Nienf; *(x;) # 0.
Asi que Nienf; *(2;) # 0 consta de un solo elemento, de hecho, si © € Nienf; ' (z;) # 0,
entonces f;(x) = x;, de este modo, Nienf; *(;) = Nienf; *(fi(z)) = {x}. Definimos
f:Y = X por f(y) =z, y se cumple que f;(f(y)) = fi(x) = x; = ri(y). Ahora demos-
traremos que f es continua. Sea A un subconjunto cerrado de X. Entonces f~!(A) C
FEHFH(fi(A)) = r 1 (fi(A)) para cada i. Por otra parte, si y € Nienr; ' (fi(A)), enton-
ces 7;(y) € fi(A), es decir, f; H(ri(y)) N A # 0 para cada i. {f; '(r:(y)) N A}y forma
una sucesién decreciente de subconjuntos compactos, luego (NMienf; ' (ri(y))) N A # 0
y como Nienf; H(ri(y)) = Nienf; *(z:) = {x} = {f(y)}, entonces f(y) € A, de esta
manera, f~'(A) = Nenr; *(fi(A)). Por lo tanto, f~!(A) es cerrado ya que para cada
i, fi es cerrada. Si h : Y — X es otra funcién tal que f;(h(y)) = z; para cada i, en-
tonces h(y) € Nienf; *(x;) = {x} por lo tanto f = h y as{ f es tnica. Por tltimo, si
T € ﬂieijl(a:i), entonces gr € ﬂiefol(gxi) por lo tanto f(gy) = gz = gf(x) y asi f
es G-equivariante. O

Proposicion 3.5.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si el cociente
G/H es metrizable, entonces existe una sucesion decreciente {N;}ien de subgrupos nor-
males cerrados de G tales que G/N; es un grupo de Lie y Nien(N;H) = H. Por lo tanto
hln{G/(NiH),rij} = G/H donde r;; : G/(N;H) — G/(N;H), es la proyeccion natural

para cada i < j.
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Demostracion: Sea {U;};en una sucesién decreciente de vecindades de {H} en G/H
tal que NienU; = {H} y sea U; = mL(U;), donde 7 : G — G/H es la proyeccién natural.
Para cada i, existe un subgrupo normal cerrado N/ tal que N] C U; y G/N/ es un grupo
de Lie. Definimos la sucesién {N;}iey por N1 = Ni, N; = N;_; N N/. Los grupos G/N;
también son grupos de Lie gracias a la proposicién 3.2.4. Como 7(N;H) = ©(N;) C
m(N}) C Uj, tenemos que H C Nien(N;H) C Njenldy = H, entonces Nien(N;H) = H.
Ahora veamos que se cumplen las condiciones de la proposicién anterior. Sea {r; : G/H —
G/(N;H)}ien la familia de proyecciones dada por r;(gH) = gN; H, entonces, para cada
i, r; = 15 0or; y ademds r; es propia y sobreyectiva. Para el elemento H € G/H, se
cumple
ﬂieNrjl(ri(H)) = ﬂieNT,fl(NiH) = ﬂzeN(NZH)/H =

— H/H = (I}

luego, como r; es equivariante, para cada gH € G/H se tiene: ﬂieNri_l(ri(gH)) =
g(Nienr; 1(ri(H))) = g{H} = {gH}. Entonces por la proposicién anterior, G/H =
lim{G/NlH, T‘Z‘j}. ]
—

Corolario 3.5.1. Sea G un grupo compacto metrizable. Entonces existe una sucesion

decreciente {N;}ien de subgrupos normales cerrados de G tal que los grupos G/N; son

grupos de Lie con NienN; = {e} y Im{G/N;,r;;} = G donde rjj : G/N; — G/N; es la
—

proyeccion natural para cada i < j.

El siguiente lema es uno de los resultados mas importantes de este trabajo ya que
lo utilizaremos fuertemente en la demostracion de nuestro resultado principal. En la
demostracién de este resultado ocuparemos de manera implicita varios resultados de
esta tesis tales como la caracterizacién local de las G-fibraciones regulares (teorema
2.2.1) entre otros.

Lema 3.5.1. [11] Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable G. Si
consideramos a G como un H -espacio con la accion: h-g = hgh™! entonces la proyeccion
natural m: G — G/H es una H-fibracion.

Demostracion: Sea N el subgrupo normal cerrado de G tal que N C H y G/N es un

grupo de Lie. Como G es un es un grupo compacto metrizable, entonces gracias al corola-

rio anterior, existe una sucesién pro-Lie {N/};en tal que hzn{G /N!,ri;} = G. Para cada

i sea N; = N N N/, entonces por la proposicién 3.2.4, {N;}ien es también una sucesién

pro-Lie y lim{G/N;,r;;} = G. Notemos que G/N; = (G/N;y1)/(N;i/Niy1). Ahora sea
«—

i € N arbitrario y definimos G = G/N;+1, N = N;/N;+1 vy H = HN;;1/N;11, podemos
observar que 711 : G = G/N;+1 — G/N = G/N; es una funcién H-equivariante con la
accién conjugacién de H en G, ademds, r; ;41 es localmente trivial ([5], cap II teorema 5.8)
y asf es un N-haz principal y hN;;1((gNix1)niNiv1) = (hgh ' Niy1)(hn;h ' Niy1) para
cada h € H, g € G, n; € N;. Por lo tanto 7; ;41 es un (F, a,ﬁ)—haz principal donde « es
la accién por conjugacién, entonces por el teorema 3.4.1, rf“ es una H-fibracién y por
la proposicién 3.5.1, es una H-fibracién via la proyeccién natural H — HN;;1/Ni;1. De
manera similar, como G/HN;+1 = (G/Nit+1)/(HNj+1/Ni41). Como para cada i, N; C H,
la funcién inducida ;41 : G/N;31 — G/H por la proyeccién natural ¢ : G — G/H, es
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un (H,«, H)-haz principal y por lo tanto una H-fibracién. Ahora para cada i € Z>°
tenemos el siguiente diagrama conmutativo H-equivariante:

A
io Tii+1 G/]\[Z—"-1
AxT

donde la coleccién {G, ¢;} forma el H-cono que define el limite inverso del sistema inverso
{G/N;,r;;}. Ahora como r; es una H-fibracién, existe una funcién H-equivariante h; :
A x 1 — G/N; tal que hjoiyg = gjo f y ri o hy = h, por otra parte, r; ;1 también es
una H-fibracién, entonces existe una funcién H-equivariante h;y; : A X I — G/Nj1
tal que hjy1 09 = ¢ir1 0 f ¥ Tiit1 © hiy1 = h;, de esta manera construimos un H-
cono {A x I, h;} sobre {G/Nj,ri;} por lo tanto existe una tnica funcién H-equivariante
h:AxI — G tal que ¢; o h = h; para toda i, es facil ver que 7o h = h, por otra
parte, g; o hoig= g; o f, es decir, h(a 0)N; = f(a)N; para todai € Ny a € A, entonces
h(a,0)(f(a)) L e ; Ni = {e} para cada a € A, por lo tanto hoig = fyasim: G — G/H
es una H-fibracion. O

Hemos llegado al teorema principal de este trabajo. Al igual que en la proposicién
3.5.1, el resultado andlogo para G-fibraciones es valido ([11]) y aqui lo hemos demostrado
para G-fibraciones aproximables. Este trabajo fue motivado por el hecho de tratar de
encontrar hipotesis suficientes bajo las cuales p : X — Y sea una G-fibracién siempre
y cuando p" : X — YH es una fibracién para cada subgrupo H de G. También se
pretende con la ayuda de estos resultados encontrar hipétesis suficientes para definir
G-fibraciones aproximables fuertes y demostrar que el funtor G Xy — también preserva
estos objetos.

Teorema 3.5.1. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable G. 5i X y
Y son H-espacios yp: X — Y es una H-fibracion aproximable, entonces p = G Xg p :
Gxg X = GxgY esuna G-fibracion aprorimable.

Demostracion: Consideremos el siguiente diagrama conmutativo equivariante:

A GXHX

o | |7

AxT—=GxpgY >~G/H

donde X([g,y]) = gH,

g€ G, ycY.SeaD =iy (F'(\"'(eH))) entonces por el
corolario 3.3.1, G xg D = A

, lg,d] — gd. Ahora consideremos el siguiente diagrama
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conmutativo de funciones H-equivariantes:

. k

DXIHGXHYHG/H

|D><I

donde G es un H-espacio con la accién conjugacion y ¢, es la funcién constante c.(d) = e
para todo d € D. Gracias al lema anterior, 7 : G — G/H es una H-fibracién, en-
tonces existe una funcién H-equivariante v : D x I — G tal que v o ig(d) = ce(a) y
mou(d,t) = Ao F(d,t).

Sea v : D x I x[0,1) = G xgY x[0,1) por ¢(d,t,s) = (v(d,t) ' F(d,t),s) y es
H-equivariante ya que

Y(hd,t,s) = (v(hd,t) " F(hd,t),s) = ((h*v(d,t)) " F(hd,t),s) =
= ((hv(d,t)h ")) hF(d,t),s) = h(v(d,t) " F(d,t),s) =
= hap(d,t,s)

por otra parte,
A X 1[0,1)(w(d7t7 S)) = (/\(U(d, t)ilF(dv t))vs) = ((v(d, t))il)‘(F(dﬂ t))? s) =

= (v(d, t)"'7(v(d, 1), 5) = (v(d,t) " (v(d,t) H), 5) = (H,5)
es decir, Im( ) € (A X 1j1)) H(H x [0,1)). Luego, iy : Y — G xg Y es un H-encaje
cerrado asi, Y = {[e, y] | y € Y}, ahora, para cadad € D, po f(d) = Foig(d) € \™'(H) =
Y, entonces f(d) € p~1(Y) = X. Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo
de funciones H-equivariantes:

D flp X

J )

DxI——=Y

m10Y0ipx |

donde ipxr: D x I — D x I x[0,1) estd dada por ipxz(a,t) = (a,t,0) y como p es una
H-fibracién aproximable, existe una funcién H-equivariante n: D xIx[0,1) — X x[0,1)
tal que 1 [pxfoyxjo,)=f Ip X1y y 7 : D x I x I =Y dada por

- _ | pomon(dts), 0<s<1
n(d ! S) _{ WlowoiDXI(dvt)v s=1

es continua. Como A 2 G xg D = GD entonces para cada a € A, existenge Gyde D
tal que a estd identificado con gd. Definimos K : A x I x [0,1) — G xg X x [0,1) por
K(a,t,s) = K(gd,t,s) = ([gv(d,t), m1(n(d,t,s))],s). Si g1d1 = gd, entonces [g1,d1] =
[g,d] y asi, existe h € H tal que g1 = gh™! y di = hd, asf que

[gro(dy,t), m1(n(dn, t, 5))] = [gh~ w(hd, t), m(n(hd, t, s))] =
= [ghilv(hch t)hhila hy (U(d7 t, S))] = [gv(d, t)hilv hﬂ'l(n(dﬂ 2 S))] =
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= [gv(da t)v 1 (n(da t, 3))]

por lo tanto K estd bien definida. Si pr: G x D x I x[0,1) - G xg D x I x[0,1) es
la proyeccién natural (g,d,t,s) — ([g,d],t,s), entonces K o pr es continua y como pr es
una identificacién, K es continua. K es G-equivariante ya que

K(glavt’ 8) = K(glgdatv‘s) = ([glgv(d7 t)vﬂ-l(n(dvtv 8))]75) =

= gl([gv(d’ t)v T (TI(CL t S))]7 S) = glK(aa t 5)
y es tal que

k(avovs) = ([gv(d70>7771(77(d7078))]75) = ([gaf ‘D (d)]73) =

= (g[evf ‘D (d)]vs) = (gf(d)vs) = (f(a)vs)

ahora sélo falta demostrar que K : A x I x I — G xpz Y dada por

— [ pomoK(a,t,s), 0<s<1

es continua. Para esto, como a estd identificado con gd para algin g € Gy d € D, entonces
pom o K(a7t7 5) - [gv(d7t)7p(7‘—1(n<d7tﬂ S)))] = gv(d, t)[evp(ﬂ—l (U(dat, S)))] y F(a,t) =

F(gd, t) = g}i(dv t) = gv(d, t)Trl (w(iDXI(dv t)))v ast K(a, t, 8) = gv(da t)iy(ﬁ(d, t, 5))’ de
esta manera K opr: G x D x I x1[0,1) - G xgY, (g,d,t,s) — gu(d,t)iy(7(d,t,s)) es
continua. Por lo tanto K es continua y asi p : G xzg X — G Xz Y es una G-fibracién

aproximable. O
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