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Introducción

El objetivo de este trabajo es entender la teoŕıa de las G-fibraciones y G-fibraciones
aproximables para grupos compactos y grupos finitos y demostrar que para un subgrupo
grande H de un grupo compacto metrizable G, el funtor G ×H − preserva fibraciones
aproximables equivariantes, es decir, G ×H p : G ×H X → G ×H Y es una G-fibración
aproximable si p : X → Y es una H-fibración aproximable (Teorema 3.5.1) por lo cual
este trabajo está basado en el art́ıculo S. Prassidis, Equivariant Approximate Fibrations
[15], completando la mayor parte de las demostraciones y corrigiendo algunas de ellas.

En el primer caṕıtulo damos una breve descripción de la teoŕıa de grupos topológicos y
G-espacios en donde también hablamos un poco de G-extensores y G-retractos, además
mencionamos el importante resultado que afirma que X es un G-ANE metrizable para
la clase de G-espacios metrizables si y sólo si X es un G-ANR para la misma clase
(Teorema 1.5.1). También se demuestran algunos resultados con respecto a los G-CW
complejos finitos.

El caṕıtulo dos lo dedicamos a las G-fibraciones donde definimos las G-fibraciones de
Hurewicz aśı como las G-fibraciones regulares. Además damos una caracterización local
de las G-fibraciones para grupos compactos (Teorema 2.2.1) y una caracterización cono-
cida de G-fibraciones de Serre (Teorema 2.3.1).

Por último, en el tercer caṕıtulo hablamos de las G-fibraciones aproximables para gru-
pos finitos y se demuestra que una función equivariante p : X → Y entre G-ANR’s es
una G-fibración aproximable si y sólo si satisface la propiedad de levantamiento de G-
homotoṕıa aproximable para G-celdas (Teorema 3.1.1) en donde suponemos que todos
los G-espacios son métricos y G-retractos absolutos de G-vecindades para la clase de
G-espacios métricos. En esta sección también demostramos una caracterización de las
G-fibraciones aproximables por restricción a los puntos fijos (Teorema 3.1.2, resultado
que aún no se ha demostrado para G-fibraciones de Hurewicz), es decir, una función equi-
variante p : X → Y es una G-fibración aproximable si y sólo si pH : XH → Y H es una
fibración aproximable para cada subgrupo H de G. Además presentamos herramientas
necesarias para demostrar que la proyección natural π : G → G/H es una H-fibración
donde G es un H-espacio mediante conjugación (Teorema 3.5.1), resultado que ocupamos
como lema para la demostración del resultado principal.
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Caṕıtulo 1

Grupos topológicos y G-espacios

1.1. Grupos topológicos

Empezaremos dando la definición de grupo topológico ya que es uno de los objetos
que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1.1. Un grupo topológico es un espacio topológico G con una estructura
de grupo y ambas estructuras están relacionadas en el siguiente sentido: sea ( , ) : G ×
G → G la operación de grupo. Ahora pedimos que la operación de grupo y la inversión
i : G → G, g 7→ g−1 sean continuas. Si G y G′ son grupos topológicos, un morfismo de
grupos topológicos es una función continua f : G → G′ tal que f(g1g2) = f(g1)f(g2)
para todo g1, g2 ∈ G, es decir, los morfismos son las funciones que preservan la estructura
de grupo topológico.

Algunos ejemplos de grupos topológicos son los siguientes:

Ejemplo 1.1.1. El grupo aditivo de los números reales R, el grupo aditivo de los números
complejos C y en general el grupo aditivo Rn con las topoloǵıas usuales. Además los
grupos multiplicativos R \ {0} y C \ {0}. Cualquier grupo equipado con la topoloǵıa
dicreta es un grupo topológico llamado grupo discreto.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el conjunto de matrices n×n con entradas realesMn(R).
Existe un isomorfismo Mn(R) ∼= R2n, (aij) 7→ (a11, . . . , a1n, a12, . . . , ann), este isomor-
fismo induce una topoloǵıa en Mn(R) y la métrica ∥A − B∥ = (

∑
i,j(aij − bij)

2)1/2

compatible con dicha topoloǵıa, de esta manera el determinante A 7→ det(A) es una
función continua ya que es una función polinomial, por razones similares, el producto
(A,B) 7→ AB y la inversión A 7→ A−1 son continuas en donde estén definidas. De esta
manera se definen los siguientes grupos topológicos:

El grupo general lineal GLn(R) = {A ∈ Mn(R) | det(A) ̸= 0}. Este grupo es
un abierto de Mn(R) ya que es imagen inversa del abierto {0}c bajo la función
continua det :Mn(R) → R.

El grupo especial lineal SLn(R) = {A ∈ Mn(R) | det(A) = 1}. Este grupo es
un subgrupo normal cerrado de Mn(R) ya que es el kernel del morfismo de grupos
det :Mn(R) → R \ {0}.
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Sea I ∈Mn(R) la matriz identidad y At la transpuesta de A. El grupo ortogonal
O(n) = {A ∈ Mn(R) | AAt = I}. Como la función A 7→ AAt es continua, On es
cerrado en Mn(R) y si A ∈ O(n), entonces

∑
j a

2
ij = 1 para cada i por lo tanto

O(n) está acotado y aśı es compacto.

El grupo especial ortogonal SOn = O(n) ∩ SLn(R). Este grupo también es
compacto ya que es cerrado en O(n).

De la definición de grupo topológico se sigue que las traslaciones Lg : G→ G, x 7→ gx
y Rg : G→ G, x 7→ xg son homeomorfismos.

Sean A,B ⊆ G subconjuntos de un grupo topológico G, entonces emplearemos la
siguiente notación:

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

A−1 = {a−1 | a ∈ A}

Un subconjunto A ⊆ G que satisface A−1 = A se llama conjunto simétrico. Es claro que
si A ⊆ G es abierto y B ⊆ G entonces AB y BA son abiertos y si A es cerrado y B es
finito entonces AB y BA son cerrados. A partir de ahora denotaremos por e al elemento
neutro de un grupo topológico G.

Proposición 1.1.1. Sea G un grupo topológico y sea U ⊆ G una vecindad de e, entonces
existen vecindades de e N, V y W ⊆ G tales que

N2 ⊆ U, V −1 ⊆ U y WW−1 ⊆ U

Demostración: Como la operación de grupo φ : G × G → G es continua, φ−1(U) es
abierto, entonces existen abiertos de la identidad, U1 y U2 tal que U1U2 ⊆ U aśı que el
conjunto buscado es N = U1∩U2, de la misma manera existen V yW ya que la inversión
y la división son continuas.

Proposición 1.1.2. Todo grupo topológico G es un espacio regular y G es de Hausdorff
si y sólo si {e} es cerrado.

Demostración: Como las traslaciones son homeomorfismos, es suficiente demostrar que
se pueden separar un conjunto cerrado arbitrario que no contiene a e del conjunto {e}.
Sea C un conjunto cerrado que no contiene a la identidad. Existe un abierto W ∋ e
tal que WW−1 ⊆ Cc, entonces W ∩ CW = ∅, los abiertos buscados son W y CW . Si
{e} es cerrado, entonces todos los puntos de G son cerrados y por ser G regular, es de
Hausdorff, trivialmente si G es de Hausdorff, {e} es cerrado.

Definición 1.1.2. Una métrica invariante izquierda o derecha de un grupo topológico
G es una métrica d en G compatible con su topoloǵıa tal que d(hg1, hg2) = d(g1, g2) o
respectivamente d(g1h, g2h) = d(g1, g2)

1.2. G-Espacios

En esta sección daremos una breve introducción a la categoŕıa de G-espacios y fun-
ciones equivariantes llamada la categoŕıa G-Top donde G es un grupo topológico. Antes
de empezar hablaremos un poco de acciones de grupos en categoŕıas más generales.
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Sea G un grupo y C una categoŕıa arbitraria. Si A ∈ C entonces el conjunto de automor-
fismos Aut(A) = {f ∈ Hom(A,A) | f es invertible } es un grupo con la composición, de
esta manera una acción de G sobre A en la categoŕıa C es un morfismo de grupos:

φ : G→ Aut(A)

Es decir cada elemento g ∈ G se ve como un automorfismo de A. Si la categoŕıa C es
una categoŕıa conjuntista, es decir, cada elemento A ∈ C es un conjunto y cada morfismo
es una función, y si G actúa sobre A entonces el morfismo φ : G → Aut(A) induce una
función

φ̃ : G×A→ A

dada por φ̃(g, a) = φ(g)(a) para cada g ∈ G y a ∈ A. A continuación definimos con
mayor precisión una acción en la categoŕıa de espacios topológicos:

Definición 1.2.1. Sea G un grupo. Un G-espacio es un espacio topológico X junto
con una acción de G en X en la categoŕıa de espacios topológicos, es decir, junto con
un morfismo de grupos φ : G → Aut(X) donde Aut(X) denota el grupo mencionado
anteriormente, en este caso es el grupo de homeomorfismos. Por comodidad ocuparemos
la siguiente notación: φ(g)(x) = gx. A la terna (G,X,φ) se le conoce como grupo de
transformaciones.

La acción φ induce una función φ̃ : G×X → X dada por (g, x) 7→ φ(g)(x) se sigue
de la definición de acción que esta aplicación satisface lo siguiente:

φ̃(e, x) = x para todo x ∈ X

φ̃(g, φ̃(h, x)) = φ̃(gh, x) para toda x ∈ X, g, h ∈ G

Definición 1.2.2. Sea G un grupo topológico, un grupo de transformaciones (G,X,φ),
es un grupo topológico de transformaciones si φ̃ : G×X → X es continua.

Sea ∆ un conjunto dirigido y X un espacio topológico. Una red en X es simplemente
una función x : ∆ → X, x(α) = xα. También podemos denotar a la red x : ∆ → X
por (xα)α∈∆. Si ∆

′ es un otro conjunto dirigido y h : ∆′ → ∆ es una función creciente
(h(α1) ≤ h(α2) si α1 ≤ α2), una subred de una red x : ∆ → X es la composición
x ◦ h : ∆′ → X. Una red (xα)α∈∆ converge a p ∈ X y escribimos xα → p si para cada
abierto U ⊆ X de p, existe β ∈ ∆ tal que xα ∈ U siempre que β ≤ α.

Sea f : X → Y una función continua entre espacios topológicos. Decimos que f es
abierta si f(U) es abierto siempre que U sea abierto y f es cerrada si f(U) es cerrado
siempre que U sea cerrado. f es propia si f es cerrada y f−1(y) es compacto para cada
y ∈ Y . Si f : X → Y es además sobreyectiva, una función continua s : Y → X es una
sección de f si f ◦ s = 1Y .

Si A ⊆ G y U ⊆ X son abiertos, entonces φ̃(A,U) =
∪
g∈A gU es abierto por lo tanto la

función φ̃ : G×X → X es abierta. Si además G es compacto, φ̃ también es cerrada, lo
que demostraremos en la siguiente proposición:

Proposición 1.2.1. Si G es compacto, entonces φ̃ es cerrada.
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Demostración: Sea C ⊆ G×X cerrado. Si x ∈ φ̃(C), entonces existe una red (gα, xα)α∈I
en C tal que gαxα → x. Por otra parte, como G es compacto, existe una subred
(gαγ ) de (gα) que converge a algún punto g ∈ G, de este modo, g−1αγ

→ g−1, entonces

xγγ = g−1αγ
(gαγxαγ ) → g−1x y aśı, (gαγ , xαγ ) → (g, g−1x) ∈ C por lo tanto x ∈ φ̃(C).

Proposición 1.2.2. Si (G,X,φ) es un grupo topológico de tranformaciones, entonces
φ : G → Aut(X) es continua. (donde Aut(X) está dotado de la topoloǵıa compacto-
abierta).

Demostración: Sea U ⊆ Aut(X) un abierto sub-básico, es decir,

U = (K,V )(Aut(X)) = {f ∈ Aut(X) | f(K) ⊆ V }

dondeK es un compacto y V es un abierto deX respectivamente, si g ∈ φ−1(U), entonces
g(K) ⊆ V entonces (g, x) ∈ φ̃−1(V ) para todo x ∈ K y como φ̃−1(V ) es abierto, existen
abiertos Wx ⊆ G de g y U ′x ⊆ X de x tal que WxU

′
x ⊆ V para todo x y como K es

compacto, existe un número finito de abiertos W 1
x , . . . ,W

n
x , U

′1
x , . . . , U

′n
x tal que

K ⊆
∪
i

U ′ix

entonces ∩W i
x es abierto y es claro que f(∪U ′ix ) ⊆ V ∀f ∈ ∩W i

x por lo tanto g ∈ ∩W i
x ⊆

φ−1(U) y aśı, φ−1(U) es abierto.

Definición 1.2.3. Sea X un G-espacio con acción φ : G→ Aut(X).

Un subconjunto A ⊆ X es invariante si GA ⊆ A. En este caso, g(A) = A para
cada g ∈ G y aśı A es un G-espacio.

Sea x ∈ X. Al conjunto Gx = {g ∈ G | gx = x} se le conoce como estabilizador
de x y es claramente un subgrupo de G.

La órbita de un punto x ∈ X se define como: Gx = {gx | g ∈ G}.

φ es transitiva si para cualesquiera x1, x2 ∈ X existe g ∈ G tal que x1 = gx2. En
este caso, X es un G-espacio homogeneo.

Sea H un subgrupo de G. El conjunto de puntos fijos de H es el conjunto
XH = {x ∈ X | hx = x ∀h ∈ H}. Un punto x ∈ X es un punto fijo de la acción si
x ∈ XG.

φ es efectiva si es inyectiva o de manera equivalente, si
∩
x∈X Gx = {e} ya que

ker(φ) =
∩
x∈X Gx

φ es libre si todos lo estabilizadores son triviales, es decir, Gx = {e} ∀x ∈ X.

φ es discontinua si para todo compacto K ⊆ X, el siguiente conjunto {g ∈ G |
gK ∩K ̸= ∅} es finito.

φ es propiamente discontinua si para todo x ∈ X existe un abierto U ⊆ X de
x tal que gU ∩ U = ∅ para todo g /∈ Gx.

Los siguientes son ejemplos de grupos topológicos de transformaciones:
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Ejemplo 1.2.1. Cualquier grupo topológico G es un G-espacio donde la acción es la
operación de grupo G × G → G. (g, h) 7→ gh. Si G es un grupo topológico, cualquier
espacio X es un G-espacio con la acción trivial, es decir, G×X → X, (g, x) = x.

Ejemplo 1.2.2. Sea G un grupo topológico y H un subgrupo de G. Definimos una
acción de H sobre G por φ : H ×G → G, (g, h) 7→ gh−1 para cada h ∈ H, g ∈ G. Esta
acción es continua ya que la inversión lo es, de esta manera G es un H-espacio.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el grupo ortogonal O(n) que actúa de manera natural en
Rn de la siguiente manera: φ : O(n) × Rn → Rn, (A, x) 7→ Ax. Claramente está acción
es continua, de esta manera Rn es un O(n)-espacio. Mas aun, como las transformaciones
ortogonales preservan la norma, el disco unitario Dn = {x ∈ Rn | ∥x∥ ≤ 1} y su frontera
Sn−1 son O(n)-invariantes por lo tanto son O(n)-espacios.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos el conjunto finito S = {0, 1, . . . , k − 1} con la topoloǵıa
discreta y sea X = SZ con la topoloǵıa producto, sus elementos son funciones f : Z → S.
Considerando a Z como grupo discreto, definimos una acción de Z sobre X por φ :
Z×X → X, (n, f) 7→ φn(f) donde φn(f)(k) = f(n+ k). Si πn : X → S es la proyección
en la n-ésima entrada, entonces φ(n,−) = φn : X → X satisface que πn ◦ φ1 = πn+1 y
πn ◦ φ−1 = πn−1 por lo tanto φ1 y φ−1 son funciones continuas y aśı φn es continua y
como Z es discreto, φ es continua. De esta forma X es un Z-espacio.

Sea G un grupo y sean X e Y dos G-espacios. Un morfismo de G-espacios es una
función continua f : X → Y tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
f //

g

��

Y

g

��
X

f
// Y

La colección de G-espacios junto con los morfismos de G-espacios es una categoŕıa y es
denotada por G-Top. A un morfismo en la categoŕıa de G-espacios, se le conoce como
función equivariante.

Definimos el funtor cociente −/G : G-Top → Top de la siguiente manera: Dado un
G-espacio X, definimos el cociente como el siguiente conjunto X/G = {Gx | x ∈ X} con
la topoloǵıa cociente de la proyección natural πX : X → X/G, x 7→ Gx y una función
equivariante φ : X → Y induce una función continua φ̃ : X/G→ Y/G, Gx 7→ Gφ(x) de
esta manera el siguiente diagrama conmuta:

X
φ //

πX
��

Y

πY
��

X/G
φ̃

// Y/G

Claramente con esta topoloǵıa, la proyección orbital πX , es abierta y si G es compacto,
entonces π−1X (πX(C)) = G(C) es cerrado si C ⊆ X es cerrado ya que la acción φ̃ es
una función cerrada. Además las fibras Gx son compactas ya que Gx es la imagen de la
función continua λ : G→ Gx, g 7→ gx y de esta manera πX es propia.
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Ejemplo 1.2.5. Consideremos la acción del grupo discreto Z2 = {0, 1} sobre la n-esfera
Sn = {x ∈ Rn+1 | ∥x∥ = 1} definida por φ : Z2×Sn → Sn, φ(1, x) = −x es libre y como
la función antipodal y la identidad en la esfera son continuas y como Z2 es discreto, φ
es continua aśı que Sn es un Z2-espacio cuyo espacio cociente Sn/Z2 es el espacio que
resulta de identificar de Sn los puntos diametralmente opuestos. Este espacio es llamado
el n-espacio proyectivo real y es denotado por Pn.

Sea X un G-espacio. Un conjunto fundamental respecto a la acción de G sobre
X es un conjunto D ⊆ X tal que πX |D: D → X/G es biyectiva, es decir es un conjunto
que contienen exactamente un punto de cada órbita de X/G.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos la acción por traslación de Z sobre R, es decir, φ :
Z×R → R, (n, r) 7→ r + n. El cociente R/Z es isimorfo a S1 ya que cada órbita admite
un representante en el intervalo unitario I = [0, 1] de manera única salvo los puntos 0 y 1
que están el la misma órbita ([0,1) es un conjunto fundamental), por lo tanto el cociente
R/Z se obtiene identificando en I los puntos 0 y 1. Consideremos ahora la acción de Z2

sobre R2, φ : Z2×R2 → R2, ((n,m), (x, y)) 7→ (n,m)+(x, y). El espacio cociente es el toro
T2 ya que cada órbita admite un representante en el cuadrado unitario I2 = [0, 1]× [0, 1]
de manera única salvo los puntos de su frontera, y se obtiene identificando los lados
opuestos en el cuadrdado unitario, aśı el conjunto I2 es la cerradura de de un conjunto
fundamental.

Sea X un espacio topológico, decimos que un espacio E es un cubriente con la
función continua p : E → X, si p es sobreyectiva y si para cada x ∈ X existe un abierto
U de x y una colección de abiertos disjuntos dos a dos Uα ⊆ E tal que p−1(U) =

⊔
Uα

y tal que p |Uα : Uα → U es un homeomorfismo. A la función p se le llamará proyección
cubriente.

Proposición 1.2.3. Sea X un G-espacio con acción libre y propiamente discontinua,
entonces la proyección natural πX : X → X/G es una proyección cubriente.

Demostración: Sea Gx ∈ X/G una órbita. Como la acción es propiamente discontinua,
existe un abierto U de x tal que gU ∩ U = ∅ para todo g ̸= e ya que la acción es libre,
entonces g1U ∩ g2U = ∅ siempre que g1 ̸= g2. El conjunto Ũ = {Gx | x ∈ U} ⊆ X/G
es abierto ya que π−1X (Ũ) =

∪
g∈G gU y además esta unión es disjunta. Por último,

πX |gU : gU → Ũ es continua, sobreyectiva y abierta, por lo tanto es un homeomorfismo
y aśı, πX es una proyección cubriente.

A partir de ahora G será un grupo topológico y (G,X,φ) será un grupo topológico de
transformaciones y siempre que hablemos de un G-espacio X, nos estaremos refiriendo
a un grupo topológico de transformaciones.

Teorema 1.2.1 (Propiedad Universal del Cociente). Sea X, Y y Z espacios topológicos
y f : x → Y , g : Y → Z funciones donde f es continua y Y tiene la topoloǵıa cociente
inducida por f . Entonces g ◦ f es continua si y sólo si g es continua.

Demostración: Supongamos que g ◦ f es continua. Sea U ⊆ Z un abierto, entonces
f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U) es abierto y de esta forma, g−1(U) es abierto. Por lo tanto
g es continua. El rećıproco es inmediato.
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Sea H < G un subgrupo de G y sea q : G → G/H, g 7→ gH, la proyección natu-
ral. La función f : G × G → G × G/H, (g1, g2) 7→ (g1, q(g2)) es continua, sobreyectiva
y abierta por lo tanto es una identificación. Si definimos µ : G × G/H → G/H como
µ(g1, g2H) = g1g2H, entonces la función µ ◦ f = q ◦ ( , ) es continua y por el teore-
ma 1.2.1, µ : G × G/H → G/H es continua. Por otra parte, ψ : G → Aut(G/H),
g 7→ ψ(g) : G/H → G/H, dada por ψ(g)(g′H) = gg′H es una acción ya que ψ(g) es un
homeomorfismo para toda g ∈ G por lo tanto, (G,G/H,ψ) es un grupo topológico de
transformaciones.

Las funciones θx : G → Gx, g 7→ gx y q : G → G/H son funciones G-equivariantes.
Además, la función θ̃x : G/Gx → Gx, gGx 7→ gx es equivariante y biyectiva y hace el
siguiente diagrama conmutativo:

G
θx //

q ""E
EE

EE
EE

E Gx

G/Gx
θ̃x

;;wwwwwwwww

Proposición 1.2.4. Si G es compacto y X es de Hausdorff, entonces θ̃x es un homeo-
morfismo.

Demostración: Sea C ⊆ G/Gx cerrado, como G es compacto, G/Gx también lo es, de
esta manera, C es compacto y aśı, θ̃x(C) es compacto y por ser X Hausdorff, también
es cerrado. Por lo tanto, θ̃x es cerrada y un homeomorfismo.

1.3. Pull-back y push-out en la categoŕıa G-Top.

Un diagrama conmutativo de funciones G-equivariantes:

X
g′ //

f ′

��

A

f
��

B g
// Y

es un diagrama pull-back en la categoŕıa G-Top si satisface la siguiente propiedad
universal: Si Z es un G-espacio y α : Z → A y β : Z → B son equivariantes tales
que f ◦ α = g ◦ β, entonces existe una única función equivariante φ : Z → X tal que el
siguiente diagrama conmuta:

Z
α

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP
P

φ
  @

@@
@@

@@
@

β

��0
00
00
00
00
00
00
0

X
g′

//

f ′

��

A

f
��

B g
// Y

al G-espacio X se le conoce como pull-back de f y g y gracias a la propiedad universal,
es único salvo isomorfismo y podemos definirlo de manera expĺıcita como

X = {(a, b) ∈ A×B | f(a) = g(b)}
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con la acción diagonal. Al pull-back lo denotamos como X = A×Y B.

Proposición 1.3.1. En el siguiente diagrama pull-back

X
g′ //

f ′

��

A

f
��

B g
// Y

se satisface lo siguiente:

Si f es sobreyectiva, entonces f ′ también es sobreyectiva y si f es inyectiva, en-
tonces f ′ también es inyectiva.

Si f es abierta, f ′ también lo es.

Si f admite una sección s, entonces f ′ admite una sección s′ tal que s ◦ g = g′ ◦ s′

Si f es propia, entonces f ′ también lo es.

Demostración: Como X ∼= A ×Y B, podemos suponer que g′ = π1 y f ′ = π2 las
proyecciones en la primera y segunda entrada respectivamente. Supongamos que f es
sobreyectiva. Si b ∈ B, existe a ∈ A tal que f(a) = g(b), entonces (a, b) ∈ A ×Y B
y π2(a, b) = b aśı que π2 es sobreyectiva. Ahora supongamos que f es inyectiva. Sean
(a1, b), (a2, b) ∈ A ×Y B entonces f(a1) = g(b) = f(a2) entonces a1 = a2 y aśı π2
es inyectiva. Si f admite una sección s : Y → A, definimos s′ : B → A ×Y B por
s′(b) = (s(g(b)), b) que es una sección de π2. Supongamos ahora que f es abierta, sean U
y V abiertos en A y B respectivamante, sea b ∈ π2((A×Y B)∩ (U ×V )), entonces existe
a ∈ U tal que f(a) = g(b), f(U) es abierto y g(b) ∈ f(U). Para cada x ∈ V ∩ g−1(f(U)),
existe a ∈ U tal que g(x) = f(a) entonces b ∈ V ∩g−1(f(U)) ⊆ π2((A×Y B)∩ (U×V )) y
aśı, π2 es abierta. Ahora, si f es propia, sea C ⊆ A×B cerrado y (aλ, bλ) ∈ A×Y B∩C una
red tal que bλ → x entonces g(bλ) = f(aλ) → g(x). Por otra parte f({aλ}) es cerrado,
entonces f({aλ}) = f({aλ}) y g(x) ∈ f({aλ}) de esta manera existe a ∈ {aλ} tal que
g(x) = f(a) y como x ∈ {bλ}, (a, x) ∈ {(aλ, bλ)} ⊆ C por lo tanto x ∈ π2((A×Y B)∩C)
y aśı π2 es cerrada. Sea b ∈ B, entonces π−12 (b) ∼= f−1(g(b)) que es compacto. Por lo
tanto π2 es propia.

Proposición 1.3.2. Sea X un G-espacio y Z el pull-back de A
f // X/G X

πXoo

donde A es un G-espacio con la acción trivial y X/G es considerado como G-espacio con
la acción trivial. Entonces A ∼= Z/G.

Demostración: Como Z ∼= A×X/G X, podemos considerar el siguiente diagrama con-
mutativo:

A×X/G X
π1 //

π2

��

A

f

��
X πX

// X/G
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como πX es sobre y abierta, π1 es sobre y abierta y el diagrama anterior induce el
siguiente diagrama sobre las órbitas:

(A×X/G X)/G
π̃1 //

π̃2
��

A

f

��
X/G

1X/G

// X/G

y es claro que π̃1 es inyectiva y además sobre y abierta ya que π1 lo es. Por lo tanto
Z/G ∼= (A×X/G X)/G ∼= A.

Lema 1.3.1. Si la composición de aplicaciones continuas X
f // Y

g // Z es propia
con Y un espacio de Hausdorff, entonces f y g |f(X) son propias.

Demostración: Si z ∈ Z entonces (g |f(X))
−1(z) = f(X) ∩ g−1(z) = f((g ◦ f)−1(z))

es compacto ya que g ◦ f es propia y f es continua. Un cerrado de f(X) es de la forma
A ∩ f(X) donde A es cerrado en Y entonces g |f(X) (A ∩ f(X)) = g(A ∩ f(X)) =
(g ◦ f)(f−1(A)) es cerrado ya que g ◦ f es cerrada y f−1(A) es cerrado y aśı g |f(X) es
propia. Por otra parte, si y ∈ Y , (g ◦ f)−1(g(y)) es compacto y como Y es Hausdorff,
f−1(y) es cerrado y como f−1(y) ⊆ (g ◦ f)−1(g(y)), f−1(y) es compacto. Sea A cerrado
en X, como g ◦ f es propia, (g ◦ f) |A es propia y por la primera parte del lema, g |f(A)
es propia y además admite una extensión continua a f(A) y gracias a ([8] lema 3.7.4),
f(A) no puede ser un subespacio propio de f(A) por lo tanto f(A) = f(A).

Si una función f : X → Y es equivariante, entonces gf(x) = f(x) siempre que
g ∈ Gx, es decir, Gx ⊆ Gf(x) para todo x ∈ X pero no siempre se tiene la igualdad.
Cuando se tiene que Gx = Gf(x) para todo x ∈ X, decimos que f es isovariante.

Proposición 1.3.3. Sea G un grupo compacto. Sean X e Y G-espacios de Hausdorff
y f : X → Y equivariante. Entonces el siguiente diagrama (donde los cocientes están
considerados como G-espacios con la acción trivial)

X
f //

πX
��

Y

πY
��

X/G
f̃

// Y/G

es un pull-back si y sólo si f es isovariante.

Demostración: Supongamos que f es isovariante. Sea P = {(Gx, y) | Gf(x) = Gy} el
pull-back de f̃ y πy. Veamos que el morfismo inducido h : X → P es un G-isomorfismo.
Si (Gx1, f(x1)) = (Gx2, f(x2)), entonces existe g ∈ G tal que x2 = gx1 aśı que g ∈
Gf(x1) = Gx1 y x1 = x2, si (Gx, y) ∈ P , entonces Gf(x) = Gy y existe g ∈ G tal que
gf(x) = y aśı que h(gx) = (Gx, y) por lo tanto h es biyectiva. πX es propia ya que G
es compacto y por el lema anterior, h es propia en particular, es cerrada y aśı, h es un
homeomorfismo. Supongamos ahora que el diagrama anterior es un pull-back entonces
X es G-isomorfo a P y Gx = G(Gx,f(x)) = GGx ∩Gf(x) = G ∩Gf(x) = Gf(x).

9



A continuación daremos la definición de push-out en G-Top que es la definición dual
del pull-back y espacio de adjunción para poder dar la definición de G-CW complejos:

Un diagrama conmutativo de funciones G-equivariantes:

X
g //

f
��

A

f ′

��
B

g′
// Y

es un diagrama push-out en la categoŕıa de G-espacios si satisface la siguiente pro-
piedad universal: Si Z es un G-espacio, α : B → Z y β : A → Z equivariantes tales
que β ◦ g = α ◦ f , entonces existe una única función equivariante φ : Y → Z tal que el
siguiente diagrama conmuta:

X
g //

f
��

A

f ′

��
β

��/
//
//
//
//
//
//
/

B
g′ //

α
''PP

PPP
PPP

PPP
PPP Y φ

��@
@@

@@
@@

@

Z

Al espacio Y se le conoce como push-out de f y g y de nuevo como en el pull-back, Y es
único salvo isomorfismo gracias a la propiedad universal del push-out y se puede definir
de manera expĺıcita como:

Y ∼= A ⊔B/ ∼

donde a ∼ b si y sólo si existe x ∈ X tal que g(x) = a y f(x) = b.

Definición 1.3.1. Sea X un G-espacio, A ⊆ X un subconjunto cerrado G-invariante
y f : A → Y equivariante. El espacio de adjunción X ∪f Y es el cociente (X ⊔ Y )/ ∼
donde a ∼ f(a). En otras palabras, el siguiente diagrama es un push-out:

A
f //

i
��

Y

p|Y
��

X
p|X

// X ∪f Y

donde i es la inclusión y p : X ⊔ Y → X ∪f Y es la proyección natural. A la función f se
le llama función de pegado.

1.4. G-CW complejos.

Los CW complejos son espacios muy usados en Topoloǵıa Algebraica ya que son
espacios relativamente sencillos pero también son lo suficientemete generales en muchos
casos. La razón del nombre viene de las palabras Closure-finite-Weak-topology que son
dos condiciones que satisface la definición de CW complejo:

Condición de cerradura finita. Cualquier celda Dn
α está contenida en la unión de

un número finito de interiores de celdas.
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Condición de topoloǵıa débil. Un conjunto F ⊆ X es cerrado si y sólo si F ∩Dn
α

es cerrado en Dn
α para cada celda Dn

α.

A continuación damos la definición a detalle de un G-CW complejo:

Definición 1.4.1. Sea n un entero no negativo y sea Dn = {x ∈ Rn | ∥x∥ < 1}. Una
G-(n-celda) es un G-espacio de la forma (G/H) × Dn donde la G-acción sobre Dn es
trivial y H es un subgrupo de G.

Definición 1.4.2. Un par de G-espacios (X,A) es un G-CW complejo relativo si X
es el ĺımite directo de G-espacios Xn con inclusiones in : Xn → Xn+1, tal que X0 es
la unión disjunta de A y G-(0-celdas) G/H y Xn es obtenido de Xn−1 adjuntando una
colección de G-(n-celdas) {G/Hα×Dn}α∈R mediante funciones equivariantes de pegado
φα : G/Hα × Sn−1 → Xn−1 como en el siguiente diagrama push-out:⊔

α∈RG/Hα × Sn−1 //

��

Xn−1

��⊔
α∈RG/Hα ×Dn // Xn

Si A = ∅, diremos que X es un G-CW complejo. Un G-CW complejo relativo (Y,B) es
un subcomplejo de (X,A) si Y es un G-subespacio de X, B es un G-subespacio de A y
Yn = Y ∩Xn en la descomposición celular.

La razón de la construcción de este tipo de espacios y de este pegado es que el re-
sultado es un espacio con propiedades locales muy agradables como algunas propiedades
topológicas de los espacios Euclideanos ya que en cada paso se está pegando la frontera
de las n-celdas y de esta manera se tiene una copia homeomorfa del interior de cada
n-celda en el n-esqueleto Xn.

Ejemplo 1.4.1. Sea (X,A) un G-CW complejo relativo y n un entero no negativo.
Entonces (X,Xn) y (Xn, A) son G-CW complejos relativos y (Xn, A) es un subcomplejo
de (X,A). De esta manera, los esqueletos son subcomplejos.

Ejemplo 1.4.2. Sea {(Xi, Ai)}i∈R una familia de subcomplejos de (X,A). Entonces el
par de G-espacios (

∩
iXi,

∩
iAi) es un subcomplejo. Además, si

∪
iAi es cerrado en X,

entonces el par de espacios de G-espacios (
∪
iXi

∪
iAi) es un subcomplejo.

Definición 1.4.3. Sea X un CW complejo y G un grupo. Decimos que una acción
G → Aut(X) es celular si para cada g ∈ G y cada n-celda E de X, gE es una n-celda
de X.

Proposición 1.4.1. Sea G un grupo discreto. X es un G-CW complejo si y sólo si X
es un CW complejo con una acción celular de G con el mismo esqueleto.

Demostración: Supongamos que X es un G-CW complejo y sea {G/Hα ×Dn}α∈R el
conjunto de G-(n-celdas) de X, entonces tenemos una función equivariante

φ :
∪
α∈R

(G/Hα ×Dn) → Xn
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tal que las funciones φ |G/Hα×Sn−1 coinciden con las aplicaciones de pegado. Considere-
mos el conjunto R′ =

∪
α∈RG/Hα entonces obtenemos una aplicación ψ : R′×Dn → Xn

dada por ψ(gHi, x) = φ(gHi, x) y de esta manera obtenemos un diagrama push-out:

R′ × Sn−1 //

��

Xn−1

��
R′ ×Dn // Xn

por lo tanto, X es un CW complejo en donde claramente G actúa en el conjunto de
ı́ndices R′, de esta manera es una acción celular. Ahora supongamos que X es un CW
complejo con una acción celular de G, sea {Dn

α}α∈R un conjunto de n-celdas que definen
la estructura de CW -complejo de X. Consideremos a R como un espacio discreto y sea
ψ : R ×Dα → Xn la aplicación asociada de n-celdas en Xn tal que al restrigirla sobre
R× Sn−1, obtenemos la aplicación de pegado. Ya que la acción de G en X es celular, G
actúa sobre R, entonces R es unión disjunta de sus órbitas. Si Ri es la órbita de i ∈ R yHi

es el estabilizador de i, entonces gracias a que R y G son discretos, Ri y G/Hi también
son discretos, entonces tenemos un homeomorfismo γi : Ri ∼= G/Hi. Definimos una
función equivariante φi : G/Hi×Dn → Xn, φi(g1(gHi), x) = g1ψ(γ

−1
i (gHi), x) entonces,

restringiendo estas aplicaciones a G/Hi×Sn−1 obtenemos aplicaciones de pegado y aśı el
siguiente diagrama conmutativo es un push-out:⊔

α∈J(G/Hα)× Sn−1 //

��

Xn−1

��⊔
α∈J(G/Hα)×Dn // Xn

y aśı, X es un G-CW complejo.

Corolario 1.4.1. Sea G un grupo discreto y H un subgrupo de G. Si X es un G-
CW complejo, entonces X visto como H-espacio, es un H-CW complejo con el mismo
esqueleto.

Demostración: Como X es un G-CW complejo, X es un CW complejo con una acción
celular de G. Entonces la restricción de la acción al subgrupo H, también es una acción
celular. Por la proposición anterior, X es un H-CW complejo.

En general un G-CW complejo no es un espacio metrizable pero un G-CW complejo
finito siempre es metrizable y para demostrar esto, necesitamos el teorema de matrización
de Nagata-Smirnov que mencionamos a continuación:

Teorema 1.4.1 (Teorema de metrización de Nagata-Smirnov (ver [8] 4.4.7)). Un espacio
topológico es metrizable si y sólo si es un espacio regular con una base σ-localmente finita.

Lema 1.4.1. La metrizabilidad es un invariante bajo aplicaciones propias.

Demostración: Sea f : X → Y una aplicación propia de un espacio metrizable X en
Y . Sea i un entero positivo y sea d una métrica para X y para cada y ∈ Y , consideremos
los conjuntos Ui(y) = D1/i(f

−1(y)) = {y′ ∈ Y | d(y′, f−1(y)) < 1/i}, Wi(y) = Y \ f(X \
Ui(y)), Vi(y) = f−1(Wi(y)) ⊆ Ui(y). De la definición tenemos que Uj(y) ⊆ Ui(y) si j ≥ i.
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La colección Wi = {Wi(y) | y ∈ Y } es una cubierta abierta de Y . Además para cada
y ∈ Y , {Wi(y)}i∈Z>0 es una base local en y. Para cada abierto V de y, existe un i tal que
Ui ⊆ V y como f−1(Wi(y)) ⊆ Ui(y),Wi(y) ⊆ V . Mostraremos ahora que para cadaWi(y)
existe un j tal que

∪
{Wj(z) |Wj(z) ∋ y} ⊆Wi(y). Existe j ≥ 2i tal que Uj(y) ⊆ V2i(y).

Consideramos un punto z ∈ Y tal que y ∈Wj(z), ya que f−1(y) ⊆ Vj(z) ⊆ Uj(z), existe
x ∈ f−1(z) y x′ ∈ f−1(y) tal que d(x, x′) < 1/j esto implica que Uj(y) ∩ f−1(z) ̸= ∅ y
f−1(z) ⊆ V2i(y). Sea t ∈ Wj(z), ya que f−1(t) ⊆ Uj(z), para cada x ∈ f−1(t) existe un
x′ ∈ f−1(z) tal que d(x, x′) < 1/j ≤ 1/2i. Obtenemos f−1(z) ⊆ V2i(y) ⊆ V2i(y), por lo
tanto existe un x′′ ∈ f−1(y) tal que d(x′, x′′) > 1/2i. Tenemos d(x, x′′) < 1/i esto implica
que f−1(t) ⊆ Ui(y), es decir, t ∈ Wi(y) y con esto se completa la demostración de la
afirmación anterior. La cubierta Wi tiene un refinamiento localmente finito Bi entonces
la unión

∩
i Bi es una base para Y y por el teorema de metrización de Nagata-Smirnov,

Y es metrizable.

Proposición 1.4.2. Cada G-CW complejo finito es un G-espacio metrizable.

Demostración: El resultado se obtiene del lema anterior y por inducción sobre el núme-
ro de G-celdas, adjuntando celda por celda.

1.5. G-extensores y G-retractos.

Antes de empezar hablaremos un poco de los encajes equivariantes.

Un encaje G-equivariante es una función continua equivariante f : X → Y tal que la
restricción f ′ : X → f(X) es un homeomorfismo.

Sea Cc(X,Y ) el espacio de funciones continuas de X en Y con la topoloǵıa compacto-
abierta. En ocaciones denotaremos a Cc(X,Y ) simplemente por Y X .

Para G-espacios X y Y donde X es localmente compacto, el espacio de funciones con-
tinuas Y X con la topoloǵıa compacto-abierta es un G-espacio con la acción definida
por

φ : G× Y X → Y X

dada por φ(g, f) = gf : X → Y , gf(x) = g(f(g−1x)).

Un G-espacio L es llamado un G-espacio lineal topológico si y sólo si L es un espacio
vectorial topológico sobre R con una acción continua de G en la categoŕıa de espacios vec-
toriales topológicos. Es decir, L es un espacio vectorial y también es un espacio topológico
y las operaciones de espacio vectorial son continuas. Un G-espacio lineal normado es
un G-espacio lineal L junto con una norma G-invariante ∥∥ : L→ R, aśı que L es un G-
espacio métrico. Recordemos que un espacio de Banach es un espacio vectorial normado
completo con la topoloǵıa inducida por la norma. Si un G-espacio lineal normado B es
completo, entonces B es un G-espacio de Banach.

En este trabajo una clase de espacios será la colección de objetos de una sub-categoŕıa
C de la categoŕıa G-Top de espacios topológicos. Una clase topológica débilmente
hereditaria es una clase C de G-espacios topológicos de Hausdorff que satisface:

Si X ∈ C y X ′ ∼= X, entonces X ′ ∈ C.

13



Si X ∈ C y A ⊆ X es un subespacio invariante cerrado, entonces A ∈ C.

Un G-C par (X,A) consta de un G-espacio X que pertenece a la clase C y un subes-
pacio cerrado A ⊆ X G-invariante.

Definición 1.5.1. Un G-extensor absoluto de vecindades para la clase C, es un
G-espacio Y tal que para cada G-C par, (X,A) y toda función G-invariante f : A→ Y ,
existe una vecindad G-invariante U de A y una G-extensión f̃ : U → Y de f y escribimos
Y ∈ G-ANE(C). Si además siempre se puede elegir U = X entonces diremos que Y es
un G-extensor absoluto para la clase C y denotaremos Y ∈ G-AE(C).

Proposición 1.5.1. Si Y ∈ G-ANE(C) y V ⊆ Y es un abierto invariante entonces
V ∈ G-ANE(C).

Demostración: Sea (X,A) un G-Cpar y f : A → V G-equivariante, sea i : V → Y la
inclusión natural entonces existe una vecindad invariante U ⊆ X de A tal que i ◦ f :
A → Y admite una G-extensión f̃ : U → Y de i ◦ f , entonces la extensión buscada es
f̃ |

f̃−1(V )
: f̃−1(V ) → V .

Proposición 1.5.2. Sean Y1, . . . , Yn ∈ G-ANE(C) entonces ΠiYi ∈ G-ANE(C). Si
{Yα}α∈I ⊆ G-AE(C), entonces ΠαYα ∈ G-AE(C).

Demostración: Sea (X,A) un G-Cpar y f : A → ΠiYi equivariante, entonces cada
aplicación πi ◦ f = fi : A → Yi admite una extensión f̃i : Ui → Yi a una vecindad Ui
de A aśı que f̃ = (f̃1 |∩Ui , . . . , f̃n |∩Ui) es la extensión buscada. De manera similar se
demuestra la segunda afirmación pero ahora las extensiones son a todo el espacio X.

Ejemplo 1.5.1. El teorema de extensión de Gleason ([13], Teorema 5.24) dice que si
X es un Gln(R)-espacio normal y A ⊆ X es un cerrado invariante y f : A → Rn es
Gln(R)-equivariante, entonces f admite una extensión f̃ : X → Rn Gln(R)-equivariante.
Este teorema dice Rn es un Gln(R)-extensor absoluto para la clase de Gln(R)-espacios
normales.

Ejemplo 1.5.2. Gracias al teorema de extensión de Tietze, el intervalo unitario I = [0, 1]
es un extensor absoluto para la clase de espacios normales y como (0, 1) es un abierto de
[0, 1], (0, 1) es un extensor absoluto de vencindades para la misma clase y aśı también lo
es R ∼= (0, 1).

Definición 1.5.2. Sea X un G-C-espacio. Diremos que X es un G-retracto absoluto
de vecindades para la clase C, denotado por X ∈ G-ANR(C), si para cada G-C-espacio
Y y cada encaje equivariante f : X → Y , existe una vecindad invariante U de f(X) en
Y tal que f(X) es un G-retracto de U . Si además se puede tomar U = Y , diremos que
X es un G-retracto absoluto y escribiremos X ∈ G-AR(C).

Proposición 1.5.3. Si Y es un G-retracto de Z ∈ G-AE(C) (ó Z ∈ G-ANE(C))
entonces Y ∈ G-AE(C) (ó Y ∈ G-ANE(C)).

Demostración: Como Y es un G-retracto, existe una función equivariante r : Z → Y
tal que r(y) = y para todo y ∈ Y , sea (X,A) un G-C par y φ : A → Y equivariante,
entonces i ◦ φ admite una extensión φ̃ donde i : Y → Z es la inclusión natural, aśı que
r ◦ φ̃ es la extensión buscada.
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Denotaremos ahora por M a la clase de G-espacios metrizables.

Proposición 1.5.4. Sea Y un G-espacio metrizable. Si Y ∈ G-AE(M) entonces Y ∈ G-
AR(M). Si Y ∈ G-ANE(M) entonces Y ∈ G-ANR(M).

Demostración: Sea φ : Y → X un encaje equivariante cerrado y como Y ∼= φ(Y ),
φ(Y ) ∈ G-AE(C) ó φ(Y ) ∈ G-ANE(C) y además (X,φ(Y )) es un G-C par, entonces
la identidad 1φ(Y ) : φ(Y ) → φ(Y ) admite una extensión equivariante. Por lo tanto, un
extensor absoluto (de vecindades) es un retracto absoluto (de vecindades).

El rećıproco de la proposición anterior se satisface y es demostrado en [13], propo-
sición 6.15 y es muy importante en este trabajo sobre todo en la sección 3.1 ya que los
espacios G-ANR tienen el mismo tipo de homotoṕıa de un G-CW complejo y a la vez
necesitaremos la propiedad de ser extensores absolutos de vecindades.

Teorema 1.5.1. Sea G un grupo compacto de Hausdorff y sea Y un G-espacio metri-
zable. Entonces Y ∈ G-AR(M) si y sólo si Y ∈ G-AE(M). Y ∈ G-ANR(M) si y sólo
si Y ∈ G-ANE(M).
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Caṕıtulo 2

G-fibraciones.

En este caṕıtulo introducimos los conceptos deG-fibraciones yG-fibraciones regulares
aśı como las propiedades, herramientas y construcciones necesarias para demostrar una
caracterización local de las G-fibraciones regulares entre espacios metrizables, resultado
que aplicaremos más adelante para demostrar el resultado principal de este trabajo.

2.1. Levantamiento de homotoṕıas y G-fibraciones.

Definición 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Una homotoṕıa equivariante es una
función continua h : X × I → Y equivariante, donde G actúa en X × I de manera
diagonal y trivialmente en I = [0, 1] es decir, g(x, t) = (gx, t) para toda (x, t) ∈ X × I y
toda g ∈ G. Dos funciones equivariantes f, g : X → Y son G-homotópicas si existe una
homotoṕıa equivariante h : X × I → Y tal que h(x, 0) = f(x) y h(x, 1) = g(x) para todo
x ∈ X y lo denotaremos por f ≃ g. Si D ⊆ X, diremos que una homotoṕıa equivariante
h : X × I → Y es relativa a D si h(d, t) = h(d, 0) para cada d ∈ D y cada t ∈ I y lo
denotaremos por rel(D).

Definición 2.1.2. Una función equivariante p : X → Y tiene la propiedad de levanta-
miento de G-homotoṕıas respecto a un G-espacio A si para cada función equivariante
f : A → X y toda G-homotoṕıa h : A × I → Y de p ◦ f (es decir, h(a, 0) = p(f(a))
para toda a ∈ A), existe una G-homotoṕıa h̃ : A× I → X tal que el siguiente diagrama
conmuta:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h̃

;;xxxxxxxx

h
// Y

donde i0(a) = (a, 0) para toda a ∈ A.

Una función G-equivariante p : X → Y es una G-fibración de Hurewicz si p tiene
la propiedad de levantamiento de G-homotoṕıas respecto a todo G-espacio A.

Una clase importante de G-fibraciones son la fibraciones tal que si la homotoṕıa
es relativa a un subespacio cerrado invariante del G-espacio dado entonces existe un
levantamiento que también es relativo a este subespacio, esta definición la formalizaremos
en la siguiente definición:
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Definición 2.1.3. Una función equivariante p : X → Y es una G-fibración regu-
lar si para cada subespacio invariante D de un G-espacio A y para cada diagrama
G-equivariante:

(A× {0}) ∪ (D × I)
f //

i
��

X

p

��
A× I

h
// Y

existe una G-homotoṕıa h̃ : A× I → X tal que h̃ ◦ i = f y p ◦ h̃ = h.

Ejemplo 2.1.1. Sea G un grupo y X y Y G-espacios. Sea p : X × Y → Y , (x, y) 7→ y,
sea A cualquier G-espacio y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A
f //

i0
��

X × Y

p

��
A× I

h
// Y

definimos h̃ : A × I → X × Y por (a, t) 7→ (π1(f(a)), h(a, t)) donde π1 es la pro-
yección en la primera entrada. Entonces h̃ ◦ i0(a) = h̃(a, 0) = (π1(f(a)), h(a, 0)) =
(π1(f(a)), p(f(a))) = f(a) y p ◦ h̃(a, t) = p((π1(f(a)), h(a, t))) = h(a, t) y demás, si
h(a,−) : I → Y es constante entonces h̃(a,−) = (π1(f(a)), h(a,−)) también es constan-
te. Por lo tanto p es una G-fibración regular.

Proposición 2.1.1. Sean X y Y G-espacios. Si una función equivariante p : X → Y
es una fibración con la propiedad de levantamiento único de trayectorias, entonces p es
una G-fibración.

Demostración: Sea f : A → X una función equivariante y h : A × I → Y una G-
homotoṕıa de p ◦ f entonces por ser p una fibración, existe una función h̃ : A × I → X
tal que el siguiente diagrama conmuta:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h̃

;;xxxxxxxx

h
// Y

por otra parte, p(h̃(gx, t)) = h(gx, t) = gh(x, t) = gp(h̃(x, t)) = p(gh̃(x, t)) y además,
h̃(gx, 0) = f(gx) = gf(x) = gh̃(x, 0) esto significa que h̃(gx, t) y gh̃(x, t) son levan-
tamietos de la misma trayectoria y que comienzan en el mismo punto por lo tanto
h̃(gx, t) = gh̃(x, t).

Corolario 2.1.1. Toda proyección cubriente equivariante es una G-fibración.

Ejemplo 2.1.2. R y S1 son Z-espacios con las acciones: Z actúa en R por traslación
n(r) = r + n y trivialmente en S1. Definimos p : R → S1 por p(r) = e2πxi, entonces p es
Z-equivariante y como p es una proyección cubriente, es una Z-fibración.

17



Lema 2.1.1. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio. Si V es una vecindad de un
subconjunto invariante A de X, entonces existe una vecindad invariante U de A tal que
U ⊆ V .

Demostración: Supongamos que V es una vecindad abierta del subconjunto invariante
A ⊆ X, y consideramos la proyección natural πX : X → X/G que es cerrada ya que
G es compacto. El conjunto W = (X/G)\π(X\V ) es abierto en X/G y contiene a
π(A). Además π−1(W ) ⊆ V ya que π−1(w) ∩ (X\V ) = ∅ para todo w ∈ W . Aśı,
U = π−1(W ) = X\(G(X\V )) es la vecindad invariante de A deseada.

Lema 2.1.2. Sea G un grupo compacto, X y Y G-espacios, A ⊆ X y B un subconjunto
compacto de Y . Si V es una vecindad de A×B en X ×Y , entonces existe una vecindad
invariante U de A, tal que U ×B ⊆ V .

Demostración: Sea a ∈ A. Para cada b ∈ B, existen vecindades abiertas Vb ⊆ X y
Wb ⊆ Y , de A y B respectivamente, tales que Vb × Wb ⊆ V . Entonces la colección
{Vb ×Wb}b∈B es una cubierta abierta de {a} × B. Como {a} × B es compacto, existe
una subcubierta finita {Vb1 ×Wb1 , . . . , Vbn ×Wbn} tal que {a}×B ⊆

∪
i(Vbi ×Wbi) ⊆ V .

Consideremos Va =
∩
i Vbi . Entonces Va es una vecindad abierta de a en X y como para

toda b ∈ B, Va × {b} ⊆ V entonces Va × B ⊆ V . Definimos Ṽ =
∪
a∈A Va. Entonces Ṽ

es una vecindad de A, y por el lema anterior, existe una vecindad invariante U de A tal
que U ⊆ Ṽ . Ahora es inmediato que U ×B ⊆ V .

Corolario 2.1.2. Sea G un grupo compacto y (X,A) un G par. Si V es una vecindad de
A×I en X×I, entonces existe una vecindad invariante U de A en X tal que U×I ⊆ V .

Proposición 2.1.2. Para el siguiente diagrama pull-back

X
g′ //

f ′

��

A

f
��

B g
// Y

se satisface lo siguiente:

1. Si f es una G-fibración (regular), entonces f ′ es también una G-fibración (regular).

2. Sea G un grupo compacto de Hausdorff. Si A, B y Y son espacios metrizables G-
ANR(M) y f es una G-fibración regular, entonces X es un espacio G-ANR(M).

Demostración: 1. Sea φ : Z → X una función equivariante y h : Z×I → B homotoṕıa
G-equivariante de f ′ ◦ φ entonces existe una G-homotoṕıa h̃ : Z × I → A de tal manera
que el siguiente diagrama conmuta:

A
φ //

i0
��

X
g′ //

f ′

��

A

f
��

Z × I
h

//

h̃

66mmmmmmmmmmmmmmm
B g

// Y

y como g(h(z, t)) = f(h̃(z, t)) aśı que (h(z, t), h̃(z, t)) ∈ A×Y B ∼= X por lo tanto existe
un levantamiento h̃′ : Z × I → X de h, de manera similar se demuestra que si f es una
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fibración regular entonces f ′ también es regular.

2. Por el teorema 1.5.2, A,B, Y ∈ G-ANE(M), basta demostrar que X ∈ G-ANE(M).
Sea (Z,A) un G-M par y h : A → X equivariante, como A,B ∈ G-ANR(M), existen
vecindades abiertas U1 y U2 invariantes de D y extensiones f̃ : U1 → B y g̃ : U2 → A de
f ′ ◦ h y g′ ◦ h respectivamente. Sea U = U1 ∩ U2, ahora definimos la función

h̃ : (U × {0, 1}) ∪ (D × I) → Y

de la siguiente manera:
h̃(x, 0) = f(g̃(x)), x ∈ U,

h̃(x, 1) = g(f̃(x)), x ∈ U,

h̃(a, t) = f(g̃(a)) = g(f̃(a)), a ∈ D, t ∈ I.

entonces h̃ es continua. Como B ∈ G-ANR(M), existe una vecindad invariante W de
(U × {0, 1}) ∪ (D × I) en U × I y una extensión G-equivariante h′ : W → Y de h̃.
Por el lema anterior, existe una vecindad invariante V de D en U tal que V × I ⊆ W .
Aśı tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(V × {0}) ∪ (D × I)
g̃′ //

i
��

A

f

��
V × I

h′|V ×I

// Y

donde g̃′(x, t) = g̃(x) para cada (x, t) ∈ (V ×{0})∪ (D× I). Como f es una G-fibración
regular, existe H : V × I → A equivariante tal que el diagrama conmuta:

(V × {0}) ∪ (D × I)
g̃′ //

i
��

A

f

��
V × I

H

77nnnnnnnnnnnnnn

h′|V ×I

// Y

Definamos g : V → A, g(v) = H(v, 1) para cada v ∈ V , entonces f(g(v)) = f(H(v, 1)) =
h′(v, 1) = g(f̃(v)). Por lo tanto g y f̃ |V determinan una función equivariante única
h : V → X tal que g′ ◦ h = g y f ′ ◦ h = f̃ . Además como g |D= g̃ |D= g′ ◦ h y
f̃ |D= f ′ ◦ h, entonces h |D= h por lo tanto h es la extensión buscada.

Definición 2.1.4. Sea p : X → Y una G-fibración, y D(p) ⊆ X × Y I el subespacio
D(p) = {(x, α) | p(x) = α(0)}. Una función de levantamiento para p : X → Y
es una función equivariante λ : D(p) → XI (donde la acción en XI está dada por
(gα)(t) = g(α(t))) tal que λ(x, α)(0) = x y p(λ(x, α)(t)) = α(t) para cada (x, α) ∈ D(p).
Decimos que λ es regular si λ(x, α) es una trayectoria constante siempre y cuando α sea
constante.

Teorema 2.1.1. Una función equivariante p : X → Y es una G-fibración de Hurewicz si
y sólo si existe una función de levantamiento. La función p : X → Y es una G-fibración
regular si y sólo si la función de levantamiento es regular.

19



Demostración: Supongamos que p : X → Y es una G-fibración. Sea h : D(p)×I → Y ,
((x, α), t) 7→ α(t) entonces tenemos

D(p)
π1 //

i0
��

X

p

��
D(p)× I

h
// Y

un diagrama conmutativo equivariante, de esta manera existe una función equivarian-
te h̃ : D(p) × I → X tal que h̃(d, 0) = π1(d) y p ◦ h̃ = h, con esto, definimos λ :
D(p) → XI , λ(x, α)(t) = h̃((x, α), t), entonces λ(x, α)(0) = h̃((x, α), 0) = π1(x, α) = x y
p(λ(x, α)(t)) = p(h̃((x, α), t)) = h((x, α), t) = α(t) y es fácil ver que λ es equivariante y
que si p es una G-fibración regular, entonces λ es regular.

Supongamos ahora que p : X → Y admite una función de levantamiento λ : D(p) → XI .
Sea f : A → X equivariante y h : A × I → Y una G-homotoṕıa de p ◦ f , definimos
h̃ : A× I → X por h̃(a, t) = λ(f(a), h(a, ))(t) esta función es claramente equivariante y
hace el siguiente diagrama conmutativo

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h
//

h̃

;;xxxxxxxx
Y

y además, si λ es regular y h(a, ) es constante, entonces h̃(a, ) = λ(f(a), h(a, ))( ) es
constante por lo tanto p es regular.

Gracias a la proposición anterior, si suponemos queX y Y sonG-espacios metrizables,
D(p) también es metrizable y aśı, p es una G-fibración si y sólo si p tiene la propiedad
de levantamiento de homotoṕıa equivariante con respecto a G-espacios metrizables.

2.2. Caracterización local de las G-fibraciones.

En esta sección demostraremos que una función equivariante p : X → Y entre G-
espacios metrizales es una G-fibración si y sólo si la restricción de p a una vecindad
invariante de cada punto de Y , p |p−1(U): p

−1(U) → U es una G-fibración, para esto,
vamos a suponer a lo largo de toda la sección que G es un grupo compacto, pero antes
de eso, daremos una contrucción y herramientas para la demostración.

Sea Y un G-espacio fijo. Denotaremos por G-TopY a la categoŕıa de G-espacios sobre
Y , es decir, los objetos en esta categoŕıa son pares (X, f) donde X es un G-espacio y
f : X → Y es G-equivariante y un morfismo entre (X1, f1) y (X2, f2) es una función
equivariante φ : X1 → X2 tal que el siguiente diagrama conmuta:

X1
φ //

f1   A
AA

AA
AA

A X2

f2~~}}
}}
}}
}}

Y
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Definición 2.2.1. Sea C una clase de G-espacios. Decimos que (X, p) ∈ G-TopY es
un G-AE(C)Y en la categoŕıa G-TopY (X es un G-AE(C) sobre Y ) si para todo G-C
par (Z,A) y f : A → X y h : Z → Y equivariantes, existe una función equivariante
h̃ : Z → X tal que el siguiente diagrama conmuta:

A
f //

i
��

X

p

��
Z

h
//

h̃

>>~~~~~~~~
Y

Sean X y Y G-espacios de Hausdorff. El espacio W (X,Y ) = {(x, y) ∈ X × Y |
Gx ⊆ Gy} es un subespacio G-invariante de X × Y con la acción diagonal. Denotamos
al espacio cociente por (X,Y )G = W (X,Y )/G. Ya sabemos que si f : X → Y es
equivariante, entonces Gx ⊆ Gf(x) para cada x ∈ X , es decir, (x, f(x)) ∈ W (X,Y ).
Consideremos el siguiente diagrama:

W (X,Y )
π1|W (X,Y ) //

πW (X,Y )

��

X

πX
��

(X,Y )G
˜π1|W (X,Y )

// X/G

donde π1 es la proyección en la primera entrada y ˜π1 |W (X,Y ) es la función inducida de
π1 |W (X,Y ). Si f : X → Y es una función sobreyectiva, denotamos por Ω(f) al con-

junto de secciones de f . Definimos φ : Ω( ˜π1 |W (X,Y )) → Ω(π1 |W (X,Y )) por φ(s) = s′

donde s′(x) = (x, y) y y ∈ Y es el único elemento tal que G(x, y) = s(Gx) en-

tonces φ es una biyección con inversa ψ : Ω(π1 |W (X,Y )) → Ω( ˜π1 |W (X,Y )) dada por

ψ(s′) = s̃′. Por otra parte podemos definir ψ′ : HomG(X,Y ) → Ω(π1 |W (X,Y )) por
ψ′(f) = sf : X → W (X,Y ) donde sf (x) = (x, f(x)) y es fácil ver que esta asigna-
ción es una biyección. Por lo tanto existe una biyección entre funciones equivariantes

f : X → Y y secciones s : X/G → (X,Y )G η : HomG(X,Y ) → Ω( ˜π1 |W (X,Y )) dada por
η(f)(Gx) = G(x, f(x)).

A continuación daremos una condición necesaria y sufuciente para que un G-espacio
X sea G-AE(C) sobre Y .

Proposición 2.2.1. Sea (X, p) un G-espacio sobre Y . Entonces X es un G-AE(C) sobre
Y , si y sólo si (Z,X)G es AE(C) sobre (Z, Y )G para cada G-espacio Z.

Demostración: Supongamos primero que (Z,X)G es AE(C) sobre (Z, Y )G para cada
G-espacio Z. Sea (Z,A) un G-C par y supongamos que tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

A
f //� _

i
��

X

p

��
Z

F
// Y
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f y F definen secciones s̃f : A/G → (A,X)G, Ga 7→ G(a, f(a)) y s̃F : Z/G → (Z, Y )G,

Gz 7→ G(z, F (z)) de ˜π1 |W (A,X) y ˜π1 |W (Z,Y ) respectivamente. Sea f : A/G → (Z,X)G
dada por f(Ga) = G(i(a), f(a)) y aśı obtenemos el diagrama conmutativo:

A/G
f //

ĩ
��

(Z,X)G

˜(1z×p)|W (Z,X)
��

Z/G
s̃F

// (Z, Y )G

Por hipótesis, existe H : Z/G → (Z,X)G que preserva la conmutatividad del diagra-

ma anterior. Además la función inducida ˜π1 |W (Z,X) : (Z,X)G → Z/G es igual a la

composición ˜π1 |W (Z,Y ) ◦ ˜(1Z × p) |W (Z,X), aśı que

˜π1 |W (Z,X) ◦H(Gx) = ˜π1 |W (Z,Y ) ◦ ˜(1Z × p)W (Z,X) ◦H(Gx)

= ˜π1 |W (Z,Y )(s̃F (Gx)) = ˜π1 |W (Z,Y )(G(x, F (x))) = Gx

aśı que H es una sección de ˜π1 |W (Z,X) por lo tanto define una función equivariante
h : Z → X tal que H(Gz) = G(z, h(z)) para todo z ∈ Z. como

G(z, p(h(z))) = ˜(1Z × p) |W (Z,X)(G(z, h(z)))

= ˜(1Z × p) |W (Z,X)(H(Gz)) = s̃F (Gz) = G(z, F (z)).

y
G(a, h(i(a))) = G(i(a), h(i(a))) = H(G(i(a)))

= H (̃i(Ga)) = f(Ga) = G(i(a), f(a)) = G(a, f(a)).

para toda z ∈ Z, a ∈ A, entonces p ◦h = F y h ◦ i = f por lo tanto, (X, p) ∈ G-AE(C)Y .

Ahora supongamos que X ∈ G-AE(C)Y , (A,D) un G-C par y el siguiente diagrama
es conmutativo:

A
f //� _

i

��

(Z,X)G

˜(1Z×p)|W (Z,X)
��

D
F
// (Z, Y )G

con Z un G-espacio.

Sean A∗ y D∗ los pull-back de

A
f // (Z,X)G W (Z,X)

πW (Z,X)oo

y

D
F // (Z, Y )G W (Z, Y )

πW (Z,Y )oo
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respectivamente, además como πW (Z,X) y πW (Z,Y ) son proyecciones orbitales, por la
proposición 1.3.2, A ∼= A∗/G y D ∼= D∗/G. Ahora consideremos el siguiente diagrama:

A∗
f ′ //

πA∗

��

i∗
&&

W (Z,X)
(1Z×p)|W (Z,X)

))RR
RRR

RRR
RRR

RR

πW (Z,X)

��

D∗
F ′

//

πD∗

��

W (Z, Y )

πW (Z,Y )

��

A
f //

i
&&MM

MMM
MMM

MMM
MMM

(Z,X)G

˜(1z×p)|W (Z,X)
))RR

RRR
RRR

RRR
RR

D
F

// (Z, Y )G

donde i∗ es la función equivariante inducida de la propiedad universal del pull-pack, por
otra parte, como (1Z × p)W (Z,X) es isovariante, el diagrama:

W (Z,X)
(1Z×p)|W (Z,X)//

πW (Z,x)

��

W (Z, Y )

πW (Z,Y )

��
(Z,X)G

˜(1Z×p)|W (Z,X)

// (Z, Y )G

es un pull-back y por lo tanto,

A∗
i∗ //

πA∗
��

D∗

πD∗
��

A
i

// D

es un pull-back y como i es propia e inyectiva, i∗ también lo es gracias a la proposición
1.3.1, entonces i∗ es un encaje cerrado. Ahora consideremos el diagrama

A∗
f ′ //

i∗

��

W (Z,X)
π2|W (Z,X) //

(1Z×p)|W (Z,X)

��

X

p

��
D∗

F ′
//W (Z, Y )

π2|W (Z,Y )

// Y

y como X ∈ G-AE(C)Y , existe una función equivariante ϕ : D∗ → X tal que p ◦
ϕ = π2 |W (Z,Y ) ◦F ′ y ϕ ◦ i∗ = π2 |W (Z,X) ◦f ′. Definimos ahora la función equivariante
ϕ′ : D∗ → W (Z,X) por ϕ′(d) = (π1(F

′(d)), ϕ(d)), entonces ϕ′(d) ∈ W (Z,X) ya que π1
y F ′ son isovariantes, y aśı, Gπ1(F ′(d)) = Gd ⊆ Gϕ(d). Además

ϕ′(i∗(a)) = (π1(F
′(i∗(a))), ϕ(i∗(a))) = (π1((1Z × p)(f ′(a))), π2(f

′(a)))

= (π1(f
′(a)), π2(f

′(a))) = f ′(a)
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para cada a ∈ A∗ y

(1Z × p)(ϕ′(x)) = (1Z × p)(π1(F
′(x)), ϕ(x)) = (π1(F

′(x)), p(ϕ(x)))

= (π1(F
′(x)), π2(F

′(x))) = F ′(x)

para cada x ∈ D∗. Es decir, ϕ′ hace que el siguiente diagrama conmute:

A∗
f ′ //

i∗

��

W (Z,X)

(1Z×p)|W (Z,X)

��
D∗

ϕ′
66nnnnnnnnnnnnnn

F ′
//W (Z, Y )

entonces ϕ̃′ hace conmutativo el siguiente diagrama:

A
f //

i

��

(Z,X)G

˜(1Z×p)|W (Z,X)
��

D

ϕ̃′
77oooooooooooooo

F
// (Z, Y )G

por lo tanto (Z,X)G ∈ AE(C)(Z,Y )G .

A continuación demostraremos que la propiedad de que un G-espacio X ∈ G-AE(C)Y
es una propiedad local.

Lema 2.2.1. ([10]) Sea (X, p) un espacio sobre Y . Supongamos que existe una cubierta
abierta {Vα}α∈I de Y tal que p−1(Vα) es un AE(C) sobre Vα para cada α ∈ I, entonces
X es un AE(C) sobre Y .

Proposición 2.2.2. Sea (X, p) un G-espacio sobre Y y supongamos que existe una
cubierta abierta de conjuntos invariantes {Vα}α∈I de Y tal que para cada α ∈ I,

(p−1(Vα), p |p−1(Vα)) ∈ G-AE(C)Vα

Entonces X ∈ G-AE(C)Y .

Demostración: Sea Z un G-espacio y consideramos la cubierta abierta {(Z, Vα)G}α∈I
de (Z, Y )G. Entonces por hipótesis, p−1(Vα) es G-AE(C) sobre Vα para cada α ∈ I
aśı que por la proposición 2.2.1, (Z, p−1(Vα))G es AE(C sobre (Z, Vα)G, luego (Z,X)G es
AE(C) sobre (Z, Y )G por el lema anterior. Por lo tanto nuevamente por la proposición
2.2.1, X ∈ G-AE(C)Y .

Definición 2.2.2. Decimos que el diagrama conmutativo:

A
f ′ //

p′

��

B

p

��
C

f
// D
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es un cuadrado G-AE(C), si en el diagrama conmutativo,

A
f ′

''PP
PPP

PPP
PPP

PPP

φ
��@

@@
@@

@@
@

p′

��/
//
//
//
//
//
//
/

P
t //

s
��

B

p

��
C

f
// D

el cuadrado interior es un diagrama pull-back y (A,φ) es G-AE(C) sobre P .

Proposición 2.2.3. Una función equivariante p : X → Y , es una G-fibración regular si
y sólo si el diagrama

XI pI //

π0
X
��

Y I

π0
Y

��
X p

// Y

es un cuadrado G-AE donde pI(α) = p ◦ α y π0X(α) = α(0).

Demostración: Notemos primero que el pull-back de p y π0Y es el G-espacio D(p) =
{(x, α) | p(x) = α(0)}. Sea (Z,A) un G par. Consideremos los siguientes diagramas
conmutativos equivariantes:

A
f //

i

��

XI

φ

��

Z × {0} ∪A× I
f ′ //

��

X

p

��
Z

F
//

ψ

>>|||||||||
D(p) Z × I

F ′
//

ψ′
88qqqqqqqqqqqq
Y

donde F ′(z, t) = π2(F (z))(t), f
′(z, 0) = π1(F (z)), f

′(a, t) = f(a)(t) y ψ(z, t) = ψ′(z)(t)
para todo z ∈ Z, a ∈ A, t ∈ I. Con las ecuaciones anteriores tenemos de inmediato que
p es una G-fibración regular si y sólo si XI ∈ G-AE sobre D(p).

Ahora si tomamos A = ∅, en el diagrama de la demostración de la proposición ante-
rior, podemos ver que p es una G-fibración si y sólo si φ admite una sección equivariante
(aunque esto ya lo hab́ıamos demostrado entes).
Si además, tomamos Z = D(p), tenemos que p tiene la propiedad de levantamiento de ho-
motoṕıa equivariante con respecto a D(p) si y sólo si existe una sección equivariante de φ.

Ahora ya estamos en condiciones necesarias para demostrar la caracterización local de las
G-fibraciones regulares antes mencionada. Este resultado también lo podemos encontrar
en [11].

Definición 2.2.3. Una función equivariante p : X → Y es una G-fibración (regular)
local si existe una cubierta abierta de conjuntos invariantes {Uα}α∈J tal que p |p−1(Uα):
p−1(Uα) → Uα es una G-fibración (regular) para cada α ∈ J .
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Teorema 2.2.1. Sea G un grupo compacto y p : X → Y una función equivariante
de G-espacios metrizables. Entonces p es una G-fibración regular si y sólo si p es una
G-fibración regular local.

Demostración: La necesidad se satisface claramente, aśı que sólo demostraremos la
suficiencia. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

XI

pI

((RR
RRR

RRR
RRR

RRR
RRR

φ
""D

DD
DD

DD
DD

π0
X

��2
22

22
22

22
22

22
22

2

D(p)
π2 //

π1

��

Y I

π0
Y

��
X p

// Y

Sea (x, ω0) ∈ D(p). Por el lema de la cubierta de Lebesgue, hay un entero n y una
colección de conjuntos invariantes U1, . . . , Un tales que p |p−1(Ui) es una G-fibración
regular y ω0([(i− 1)/n, i/n]) ⊆ Ui para cada i. Luego el conjunto

W = {ω ∈ Y I | ω([(i− 1)/n, i/n]) ⊆ Ui, i = 1, . . . , n}

es una vecindad abierta invariante de ω0 y (x, ω0) ∈ π−12 (W ) = W̃ . De esta manera
obtenemos la restricción del diagrama anterior

(pI)−1(W )
pIW

))RR
RRR

RRR
RRR

RRR
RR

φW

$$I
II

II
II

II
I

π0
V

��7
77

77
77

77
77

77
77

77

W̃ π2
//

π1
��

W

π0
W

��
X p

// Y

donde el cuadrado interno es un pull-back y vamos a demostrar que el cuadrado externo
es un cuadrado G-AE. Para esto, trabajaremos en la categoŕıa Hom(GM) cuyos objetos
son las funciones equivariantes entre G-espacios metrizables y cuyos morfismos entre
p : E → B y p′ : E′ → B′ son pares de funciones equivariantes (f, f ′) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

E′
f ′ //

p′

��

E

p

��
B′

f
// B
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Ahora construimos el siguiente diagrama conmutativo:

p1,n
αn

yyttt
ttt

ttt
t

$$JJ
JJJ

JJJ
JJ

p1,n−1

%%JJ
JJ

JJ
JJ

J
p2,n

##H
HH

HH
HH

HH

zzttt
ttt

ttt
t

p12

""E
EE

EE
EE

E
α2

~~||
||
||
||

· · · p2,n−1 p3,n

pIU1

βU1 !!B
BB

BB
BB

B
αU1

����
��
��
��

pIU2

βU2 $$I
II

II
II

II
II

αU2

||xx
xx
xx
xx
x

· · · pIUn−1

βUn ""F
FF

FF
FF

FF
pIUn

αUn

}}{{
{{
{{
{{
{

p p p · · · p

donde los morfismos αUi , βUi : p
I
Ui

→ p se definen como las composiciones i◦(π0p−1(Ui)
, π0Ui

)

y i ◦ (π1p−1(Ui)
, π1Ui

) respectivamente donde i : pU → p es la inclusión natural y los niveles
superiores son los pul-back de los morfismos anteriores. Ahora como i es un cuadrado
pull-back y pU es una G-fibración regular, entonces αUi es un cuadrado G-AE. Luego
los morfismos α2, . . . , αn son cuadrados G-AE ya que se producen de los cuadrados
G-AE, αU2 , . . . , αUn respectivamente, tomando pull-backs. Luego, la composición α =
αU1 ◦ α2 ◦ · · · ◦ αn : p1,n → p es también un cuadrado G-AE. La función equivariante
p1,n : V → W y el morfismo α = (πV , πW ) pueden describirse de manera directa, sea

Ũi = p−1(Ui), i = 1, . . . , n, entonces

V = {(ω1, . . . , ωn) ∈ Ũ I1 × · · · × Ũ In | ω1(1) = ω2(0), . . . , ωn−1(1) = ωn(0)},

W = {(ω1, . . . , ωn) ∈ U I1 × · · · × U In | ω1(1) = ω2(0), . . . , ωn−1(1) = ωn(0)},

p1,n(ω1, . . . , ωn) = (pω1, . . . , pωn), πV (ω1, . . . , ωn) = ω1(0), πW (ω1, . . . , ωn) = ω1(0).
Los G-espacios V y W son G-isomorfos a los G-espacios V y W respectivamente por
medio de las reglas de correspondencia h̃, h : ω 7→ (ω1, . . . , ωn), dadas por ωi(t) =
ω((i− 1 + t)/n), i = 1, . . . , n. La composición de (h̃, h) : pIW → p1,n y α : p1,n → p es el

morfismo (π0V , π
0
W ) : pIW → p, el cual es un cuadrado G-AE al igual que α y (h̃, h). Para

finalizar, notemos que gracias a la elección inicial de (x, ω0) ∈ D(p) podemos asegurar

que obtenemos una cubierta abierta de conjuntos invariantes {W̃j}j∈J de D(p), tal que

φ−1(W̃j) es G-AE sobre W̃j , para cada j ∈ J . Aśı que por la proposición 2.2.2, XI es
G-AE sobre D(p) y por lo tanto, gracias a la proposición 2.2.3, p es una G-fibración
regular.

2.3. Una caracterización de G-fibraciones de Serre.

Para terminar este caṕıtulo presentamos una caracterización para G-fibraciones de
Serre, el resultado también es cierto para grupos le Lie compactos aunque aqúı lo de-
mostramos para un grupo finito y también lo podemos ver en [4].

Sea X, Y G-espacios, una función equivariante p : X → Y es una G-fibración de Serre
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si p satisface la propiedad de levantamiento de G-homotoṕıa para la clase de G-CW
complejos.

Proposición 2.3.1. Una función equivariante p : X → Y es una G-fibración de Serre
si y sólo si fH : XH → Y H es una fibración de Serre para cada subgrupo H de G.

Demostración: Notemos que hay una correspondencia uno a uno η : HomG((G/H)×
In, Z) → Hom(In, ZH) dada por η(s) = s̃, s̃(x) = s(H,x), con inversa η−1(r)(gH, x) =
gr(x). Si p es una G-fibración de Serre, consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

Dn f //

i0
��

XH

pH

��
Dn × I

h
// Y H

aplicando η−1, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G/H ×Dn η−1(f) //

i0
��

X

p

��
G/H ×Dn × I

η−1(h)
// Y

entonces existe H : G/H × Dn × I → X tal que p ◦ H = η−1(H) y H ◦ i0 = η−1(f)
entonces η(H) es tal que p ◦ η(H) = h y η(H) ◦ i0 = f por lo tanto pH es una fibración
de Serre para cada subgrupo H de G. Ahora si pH es una fibración para cada H, usamos
de nuevo la biyección η : HomG((G/H) × Dn, Z) → Hom(Dn, ZH) y consideramos el
siguiete diagrama conmutativo:

(G/H)×Dn f //

i0
��

X

p

��
(G/H)×Dn × I φ

// Y

entonces existe F : Dn × I → XH tal que el siguiente diagrama conmuta:

Dn f̃ //

i0
��

XH

pH

��
Dn × I

F

::vvvvvvvvvv

φ̃
// Y H

entonces η−1(F ) es un levantamiento de φ y de esta manera p es una fibración para
G-celdas y aśı, es una G-fibración de Serre.
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Caṕıtulo 3

G-fibraciones aproximables.

En este caṕıtulo estudiaremos una generalización de las G-fibraciones llamadas G-
fibraciones aproximables. Posteriormente hablaremos un poco de grupos de Lie e in-
troducimos dos funtores importantes, el funtor restricción Resα y el funtor extensión o
producto torcido G×H−. También demostramos que la proyección natural π : G→ G/H
es una H-fibración donde G es un H-espacio con la acción conjugación, dicho resultado
servirá como lema para demostrar nuestro resultado principal.

3.1. G-funciones controladas y G-fibraciones aproximables.

Esta sección está basada en el art́ıculo S. Prassidis, Equivariant Approximate Fi-
brations en donde introducimos las G-funciones controladas aśı como también las G-
fibraciones aproximables y las funciones que satisfacen la propiedad de levantamiento de
G-homotoṕıa aproximable denotada por G-AHLP demostrando que una función equi-
variante p : X → Y es una G-fibración aproximable si y sólo si p satisface la G-AHLP
resultado que aplicaremos para demostrar el resultado principal de esta seccción que es
una caracterización de las G-fibraciones aproximables por restricción a los puntos fijos.
Para esto, vamos a suponer que G es un grupo finito discreto y que los espacios G-ANR’s
son G-espacios metrizables para la clase de G-espacios metrizables y en este caso, un G-
ANR será lo mismo que un G-ANE, además vamos a suponer que las métricas en esta
sección son G-invariantes, esto gracias a que G es finito.

Definición 3.1.1. Sea p0 : X0 → Y y p1 : X1 → Y dos funciones equivariantes.
Una G-función controlada hc : X0 → X1 de p0 a p1 es una función equivariante
h : X0× [0, 1) → X1× [0, 1) que preserva fibras sobre [0, 1) es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

X0 × [0, 1)
h //

π0
2 %%KK

KKK
KKK

KK
X1 × [0, 1)

π1
2yysss

sss
sss

s

[0, 1)

donde π02 y π12 son las proyecciones en la segunda entrada y la función h : X0× [0, 1] → Y
dada por

h(x, t) =

{
p1 ◦ π1 ◦ h(x, t), t < 1

p0(x), t = 1
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es continua donde π1 : X1 × [0, 1) → X1 es la proyeción en la primera entrada.

Definición 3.1.2. Una función G-equivariante p : X → Y es una G-fibración aproxi-
mable para una clase de G-espacios C, si para cada diagrama conmutativo equivariante,
donde A ∈ C,

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I φ

// Y

existe una G-función controlada hc : A×I → X de φ a p tal que h |A×{0}×[0,1)= f×1[0,1)
donde 1[0,1) es la identidad en [0, 1). La función p es una G-fibración aproximable si p es
una G-fibración aproximable para la clase de todos los G-espacios. hc es estacionario
con φ si para cada a ∈ A tal que φ(a,−) : I → Y es una curva constante, entonces
π1 ◦h(a,−, s) : I → X es una curva constante para cada s ∈ [0, 1). p es una G-fibración
aproximable regular si hc puede ser elegida estacionaria con φ.

Sea p : X → Y es una G-fibración aproximable y consideremos el siguiente diagrama
conmutativo equivariante:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h
// Y

entonces existe una G-función controlada H : A× I × [0, 1) → X × [0, 1) de h a p donde
H(a, t, s) = (Hs(a, t), s), de esta manera, H se puede considerar como una red (Hs)s∈[0,1)
de funciones Hs : A×I → X y la red (p◦Hs)s∈[0,1) → h ya que la función H es continua.
En otras palabras, H se está aproximando a ser una G-fibración a medida que s → 1 y
esta es la razón del nombre.

Supongamos que p : X → Y es una G-fibración y sean f : A → X y h : A × I → Y
equivariantes tal que h(a, 0) = p(f(a)) para todo a ∈ A, entonces existe H : A× I → X
tal que H(a, 0) = f(a) y p(H(a, t)) = h(a, t) y definimos F : A× I × [0, 1) → X × [0, 1)
por F (a, t, s) = (H(a, t), s), entonces F |A×{0}×[0,1)= f ×1[0,1) y F : A× I× I → Y dada
por

F (a, t, s) =

{
p ◦ π1 ◦ F (a, t, s), s < 1

h(a, t), s = 1
= h(a, t)

es continua, por lo tanto p es también una G-fibración aproximable y de esta manera las
G-fibraciones aproximables son una generalización de las G-fibraciones.

Sea X un G-espacio. Una G-cubierta abierta de X es una colección de abiertos U
tal que gU ∈ U siempre que U ∈ U para todo g ∈ G. Si f, g : X → Y son funciones
G-equivariantes y U es una G-cubierta abierta de Y , diremos que f y g son U-cercanas
si para cada x ∈ X existe U ∈ U tal que f(x), g(x) ∈ U .

Definición 3.1.3. Sea p : X → Y G-equivariante. Si U es una G-cubierta abierta de
Y , entonces p tiene la propiedad de levantamiento de U-homotoṕıa equivariante
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(G-U-HLP ) con respecto a un G-espacio A si, dado el diagrama conmutativo:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I φ

// Y

existe una homotoṕıa equivariante h : A× I → X tal que h ◦ i0 = f y p ◦ h es U-cercana
a φ. Entonces h es un G-U-levantamiento de φ. Si p satisface la G-U-HLP para cada
G-espacio, entonces p es una U-G-fibración. Además si p es una U-G-fibración para
cada G-cubierta U , entonces decimos que p satisface la propiedad de levantamiento
de G-homotoṕıa aproximable (G-AHLP ). p se dice tener la propiedad de levanta-
miento de G-homotoṕıa aproximable regular con respecto al G-espacio A, si para
todas las G-cubiertas U de Y , el G-U-levantamiento de φ es estacionario con φ.

Sea (X,A) un G-par. Una G-homotoṕıa, h : X × I → X, es llamada una retracción
por deformación de G-vecindades a A en X si h es la identidad en X×{0}∪A×I y
hay una G-vecindad U de A en X tal que h(U×{1}) = A. Un par de G-espacios (X,A) es
un G-NDR par si existe una función equivariante α : X → I tal que α−1({0}) = A y una
retracción por deformación de G-vecindades h a A en X tal que h(α−1([0, 1)), 1) = A.
(X,A) es un G-DR par si es un G-NDR par tal que h(X, 1) ⊆ A.

Lema 3.1.1. Sean (X,A) y (Y,B) G-NDR. Entonces aśı lo es el producto (X,A) ×
(Y,B) = (X × Y, (X × B) ∪ (A × Y )) y si uno de ellos es un G-DR y el otro es un
G-NDR, entonces el producto es un G-DR.

Demostración: Para la primera parte supongamos que h : X×I → X y r : Y ×I → Y
son las retracciones por deformación de (X,A) y (Y,B) respectivamente y u : X → I
y v : Y → I G-equivariantes tales que u−1(0) = A, v−1(0) = B, h(u−1([0, 1)), 1) = A
y r(v−1([0, 1)), 1). Definimos w : X × Y → I por w(x, y) = u(x)v(y) es claro que w es
equivariante y que w−1(0) = (X×Y, (X×B)∪(A×Y )) y ahora definimos q : X×Y ×I →
X × Y por

q(x, y, t) =


(x, y), x ∈ A, y ∈ B

(h(x, t), r(y, x(x)v(y) t)), v(y) > 0, u(x) ≤ v(y)

(h(x, v(y)u(x) t), r(y, t)), u(x) > 0, v(y) ≤ u(x)

esta función es continua en (A×B)c× I ya que (h(x, t), r(y, x(x)v(y) t)) y (h(x, v(y)u(x) t), r(y, t))

coinciden cuando 0 < u(x) = v(y). Entonces sólo basta demostrar que q es continua en
A× B × I. Para esto, sea (x, y) ∈ A× B y sean U y V vecindades de x y y respectiva-
mente, entonces {x} × I ⊆ h−1(U) y {y} × I ⊆ r−1(V ), luego, como h−1(U) y r−1(V )
son abiertos, existen abiertos S, T de x y y respectivamente tales que S × I ⊆ h−1(U)
y {y} × I ⊆ r−1(V ) y aśı (S ∩ U) × (T ∩ V ) ⊆ q−1(U × V ) por lo tanto, q es continua
y claramente es equivariante. Además, por la construcción de q es fácil ver que es una
retracción por deformación de (X,A)× (Y,B) = (X × Y, (X ×B) ∪ (A× Y )).

Ahora supongamos que (X,A) es un G-DR y (Y,B) es un G-NDR entonces ya sa-
bemos que el prducto es un G-DR. Entonces sólo hay que demostrar que q(x, y, 1) ∈

31



(X × B) ∪ (A × Y ). Para esto, tenemos tres casos, el primero, x ∈ A, y ∈ B, entonces
q(x, y, 1) = (x, y). En el segundo caso, v(y) > 0 y u(x) ≤ v(y), h(x, 1) ∈ A ya que
(X,A) es un G-DR par, por lo tanto, q(x, y, 1) ∈ A × Y . En el tercer caso, u(x) > 0 y
v(y) ≤ u(x) y aqúı tenemos dos casos: v(y) = 1 ó v(y) < 1. Si v(y) = 1, tenemos que
u(x) = 1 y aśı q(x, y, 1) = (h(x, 1), r(y, 1)) ∈ A × Y . Si v(y) < 1, r(y, 1) ∈ B ya que
(Y,B) es un G-NDR par y aśı q(x, y, 1) ∈ X ×B. Por lo tanto, el producto es un G-DR
par.

Lema 3.1.2. Sea p : X → Y una G-fibración. 1) Sea (A,D) un G-DR par. Entonces el
siguiente problema de levantamiento equivariante tiene solución:

D
f //

i
��

X

p

��
A φ

// Y

2) Sea (A,D) un G-DNR par. Entonces el siguiente problema de levantamiento equiva-
riante tiene solución:

A× {0} ∪D × I
f //

i
��

X

p

��
A× I

F
// Y

Demostración: 1) Sea r : A→ D una retracción, h : A×I → A rel(D) una homotoṕıa
equivariante y α : A → I equivariante tales que h0 = 1A, h1 = i ◦ r y α−1(0) = D.
Definimos ψ : A× I → A como:

ψ(a, t) =

{
h(a, 1− t

α(a)), t < α(a)

h(a, 0), t ≥ α(a)

esta función es equivariante y claramente continua en Dc × I. Sea (d, t) ∈ D × I, sea U
un abierto de d, entonces {d}× I ⊆ h−1(U) entonces existe una vecindad V de d tal que
V × I ⊆ h−1(U) por lo tanto, ψ(V × I) ⊆ h(V × I) ⊆ U y aśı, ψ es continua. Ahora
consideremos el siguiente diagrama equivariante conmutativo:

A
r //

i0
��

D
f //

i
��

X

p

��
A× I

ψ
// A φ

// Y

como p es una G-fibración, existe una homotoṕıa equivariante H : A × I → X tal que
H(a, 0) = f ◦ r y p ◦H = φ ◦ ψ. Definimos F : A→ X por F (a) = H(a, α(a)), entonces
F (d) = H(d, α(d)) = f(r(d)) = f(d) para todo d ∈ D y p(F (a)) = p(H(a, α(a))) =
φ(ψ(a, α(a))) = φ(h(a, 0)) = φ(a) por lo tanto es la solución buscada.

2) Como (I, {0}) es un G-DR par y (A,D) es un G-NDR par, por el lema anterior,
(A× I, A× {0} ∪D× I) es un G-DR par y aśı, por la parte 1), el problema de levanta-
miento tiene solución.
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Lema 3.1.3. Sea q : A → Y una función equivariante y p : X → Y una G-fibración.
Sea (A,D) un G-NDR par y f c : A → X una G-función controlada tal que f c |D es
una familia constante de G-funciones que preservan fibras. Entonces f c es G-homotópica
controlada rel(D) a una familia constante de G-funciones que preservan fibras.

Demostración: Sea ks : [0, 1] → [0, 1] una homotoṕıa de la identidad a la aplicación
constante 1 rel({1}). Entonces obtenemos una G-homotoṕıa F : A × [0, 1] × [0, 1] → Y
dada por F (a, t, s) = f(a, ks(t)). Entonces F es una G-homotoṕıa entre f y πY ◦(q×1[0,1])
donde πY es la proyección natural sobre Y . Como f c |D es una familia constante, F es
relativa sobre D × I. Restringiendo F podemos considerar el siguiente problema de
levantamiento:

A× [0, 1)
f //

i
��

X

p

��
A× [0, 1)× I

F
// Y

y como p es una G-fibración, existe una función equivarianteH : A×[0, 1)×I → X la cual
extiende a f y que puede ser elegida relativa sobre D × [0, 1) gracias al lema anterior.
H es una G-homotoṕıa controlada entre f c y H( , , 1) y satisface H(d, t, s) = f(d, 0)
para todo d ∈ D, ya que p(H(a, t, 1)) = F (a, t, 1) = q(a), H( , , 1) es una función
equivariante que preserva fibras para cada t ∈ I pero puede no ser constante. Podemos
utilizar una homotoṕıa ns : [0, 1) → [0, 1) de la identidad a la aplicación constante 0
rel({0}), entonces podemos definir una G-homotoṕıa L : A × [0, 1) × I → X dada por
L(a, t, s) = H(a, ns(t), 1) entre H( , , 1) y H( , 0, 1). Notemos que L es una función
equivariante que preserva fibras y por lo tanto es una G-homotoṕıa controlada a la
G-función controlada constante H( , 0, 1) y rel(D).

Definición 3.1.4. Sea p : X → Y una función G-equivariante y ev : D(p) × I → Y ,
(x, α, t) 7→ α(t), la función evaluación.

p admite unaG-función de levantamiento aproximable si existe unaG-función
controlada kc de ev a p tal que k(x, α, 0, s) = (x, s). Además, kc es regular si
k(x, α, , s) es constante siempre que α sea constante en p(x) para cada s ∈ [0, 1).

Para una G-cubierta U de Y , p admite una G-U-función de lavantamiento si
existe una función equivariante λ : D(p) → XI tal que λ(x, α)(0) = x y p ◦ λ(x, α)
y α son U-cercanas. λ es regular si es regular en el mismo sentido del caṕıtulo 2.

El siguiente lema es el análogo del teorema 2.1.1 para G-fibraciones:

Lema 3.1.4. 1) La función equivariante p : X → Y es una G-fibración aproximable
(regular) si y sólo si p admite una G-función de levantamiento aproximable (regular).
2) p tiene la G-AHLP (regular) si y sólo si admite una G-U-función de levantamiento
(regular) para cada G-cubierta abierta de Y .

Demostración: 1) supongamos que p admite una G-función de levantamiento aproxi-
mable y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h
// Y
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sea kc : D(p) × I → X una G-función de levantamiento aproximable de ev a p, es de-
cir, k(x, α, 0, s) = (x, s) y k : D(p) × I × I → Y dada por k |D(0)×I×[0,1)= p ◦ π ◦ k y

k |D(0)×I×{1}= ev es continua, definimos una G-función Hc : A× I → X por H(a, t, s) =

k(f(a), h(a, ), t, s) entonces H : A × I × I → Y dada por H |A×I×[0,1)= p ◦ π ◦ H
y H |A×I×{1}= h es continua ya que H = k ◦ µ donde µ : A × I × I → D(p) × I × I,
µ(a, t, s) = (f(a), h(a, ), t, s) que también es continua. Por lo tanto, Hc es una G-función
controlada de h a p. Es claro que si kc es regular, entonces Hc es regular por construcción.

Ahora supongamos que p es una G-fibración aproximable y consideremos el siguiente
diagrama conmutativo:

D(p)
π1 //

i0
��

X

p

��
D(p)× I ev

// Y

donde π1 es la proyección en la primera entrada y ev es la evaluación. Como p es una
G-fibración aproximable, existe una G-función controlada Hc : D(p)× I → X de ev a p
tal que H |D(p)×{0}×[0,1)= π1 × 1[0,1) por lo tanto Hc es una G-función de levantamiento
aproximable y trivialmente si p es una G-fibración aproximable regular, también lo esHc.

2) Supongamos primero que p admite una G-U-función de levantamiento λ : D(p) → XI ,
definimos H : A × I → X por H(a, t) = λ(f(a), h(a, ))(t) de esta manera, H(a, 0) =
λ(f(a), h(a, ))(0) = f(a) y como p ◦ λ(f(a), h(a, )) y h(a, ) son U -cercanas para to-
da G-cubierta abierta U de Y , p ◦ H y h son U-cercanas para toda G-cubierta abierta
U por lo tanto p tiene la G-AHLP . Si λ es regular, y h(a, ) es constante, entonces
H(a, ) = λ(f(a), h(a, )) es constante por lo tanto p tiene la G-AHLP regular.

Ahora si p tiene la G-AHLP consideramos el diagrama conmutativo:

D(p)
π1 //

i0
��

X

p

��
D(p)× I ev

// Y

entonces existe una función equivariante H : D(p)× I → X tal que H(a, 0) = π1(x, α) y
p ◦H y ev son U-cercanas para cada G-cubierta abierta de Y , definimos λ : D(p) → XI

por λ(x, α)(t) = H(x, α, t), entonces λ(x, α)(0) = H(x, α, 0) = π1(x, α) = x y por otra
parte, p◦λ(x, α) y α son U-cercanas ya que p◦λ(x, α)(t) = p◦H(x, α) y α(t) = ev(x, α, t).
Si p tiene la G-AHLP regular entonces H(x, α, ) es constante si α lo es y aśı λ(x, α) =
H(x, α, ) es constante por lo tanto regular.

El siguiente corolario es inmediato y dice que una función equivariante satisface la
propiedad de levantamiento con respecto a todos los espacios si lo hace sólo para D(p).

Corolario 3.1.1. 1) p : X → Y es una G-fibración aproximable si y sólo si el G-problema
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de levantamiento controlado tiene solución:

D(p)
π1 //

i0
��

X

p

��
D(p)× I ev

// Y

2) p tiene la G-AHLP para todos los G-espacios si y sólo si p tiene la G-AHLP para
el G-espacio D(p).

Corolario 3.1.2. Sean X y Y G-espacios métricos. 1) Si p : X → Y es una G-fibración
aproximable para la clase de G-espacios métricos, entonces p es una G-fibración aproxi-
mable. 2) Si p : X → Y tiene la G-AHLP para la clase de G-espacios métricos, entonces
p tiene la G-AHLP .

Demostración: Como X y Y son G-espacios métricos, también lo es D(p). 1) p admite
una G-función de levantamiento aproximable. 2) p admite una G-U-función de levanta-
miento para cada G-cubierta abierta de Y .

Corolario 3.1.3. Sea p : X → Y una G-fibración aproximable y H un subgrupo de G.
Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. La función pH : XH → Y H es una N(H)/H-fibración aproximable.

2. p es una H-fibración aproximable.

Demostración: Como p es una G-fibración aproximable, existe una G-función de le-
vantamiento aproximable kc : D(p)×I → X además, D(p)H = D(pH) y (XI)H = (XH)I

por lo tanto la restricción de Kc al conjunto de puntos fijos es una N(H)/H-función de
levantamiento aproximable. kc es también H-equivariante aśı que p es una H-fibración
aproximable.

Corolario 3.1.4. Sea Y un G-espacio metrizable. Si p : X → Y es una G-fibración
aproximable de Hurewicz entonces p es una G-fibración aproximable regular con respecto
a todos los espacios. Si p : X → Y tiene la G-AHLP entonces p tiene la G-AHLP
regular.

Demostración: Elegimos una métrica d de Y tal que diam(Y ) < 1. Para cada α ∈ Y I ,
definimos

α(t) =

{
α( t

diam(α(I))), t < diam(α(I))

α(1), t ≥ diam(α(I))

Por otra parte, existe una G-función de levantamiento aproximable kc : D(p) × I →
X, entonces definimos k̃(x, α, t, s) = k(x, α, t(diam(α(I))), s) que es una G-función de
levantamiento aproximable regular . Ahora si p tiene la G-AHLP entonces existe una G-
U-función de lavantamiento λ : D(p) → XI para toda G-cubierta abierta de Y , entonces
definimos λ(x, α)(t) = λ(x, α)(t(diam(α(I)))) que es una G-U-función de levantamiento
regular para cada G-cubierta abierta U de Y .
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Lema 3.1.5. Sea p : X → Y una función equivariante e i : X → D(p) x 7→ (x, ωp(x))
donde ωp(x) es la curva constante en el punto p(x). Entonces p es una G-fibración apro-
ximable si y sólo si existe una G-función controlada rc : D(p) → X tal que rc ◦ i es
G-homotópica controlada a 1X . Además si tal rc existe, entonces i y rc son equivalencias
G-homotópicas controladas inversas.

Demostración: Supongamos primero que p es una G-fibración aproximable y conside-
remos el siguiente diagrama conmutativo:

D(p)
π1 //

��

X

p

��
D(p)× I ev

// Y

entonces existe una G-fibración controlada hc : D(p) × I → X de ev a p. Sea rc =
hc( , 1). Definimos H(x, t, s) = h(x, ωp(x), t, s) que es una G-homotoṕıa controlada entre
1X y rc ◦ i. Ahora supongamos que existe tal rc y consideremos el siguiente diagrama
conmutativo:

A
f //

i0
��

X

p

��

i // D(p)

��
A× I

h
// Y

1Y
// Y

Este problema tiene una solución Lc : X × I → D(p), la composición rc ◦ Lc es con-
trolada pero no necesariamente resuelve el problema, pero como rc ◦ i es homotópica a
la identidad, existe una homotoṕıa Hc : X × I → X tal que Hc

0 = 1cX y Hc
1 = rc ◦ ic

entonces definimos φc : A × I → X por φ(a, t, s) = H(f(a), t, s) esta es una homotoṕıa
controlada que comienza en f c y termina en rc ◦Lc0 pegando rc ◦Lc y φc de la siguiente
manera podemos definir: Kc : A× I → X por

K(a, t, s) =

{
φ(a, 2t

1−s , s), t ≤ 1−s
2

r × 1[0,1) ◦ L(a, 2t−1+s1+s , s), t ≥ 1−s
2

que es una solución aproximable del problema de levantamiento.

Lema 3.1.6. Sea X un G-espacio paracompacto. Entonces X/G es paracompacto.

Demostración: Sea V una cubierta abierta de X/G. La colección {π−1X (V )}V ∈V es una
G-cubierta abierta de X de conjuntos G-invariantes. Como X es paracompacto, existe
un refinamieto localmente finito U de {π−1X (V )}V ∈V , entonces U ′ = {GU}U∈U es un
refinamiento localmente finito de {π−1X (V )}V ∈V que consta de conjuntos G-invariantes y
aśı, {πX(U)}U∈U ′ es un refinamiento localmente finito de V.

Lema 3.1.7. Sea p : X → Y una G-fibración aproximable para la clase de G-espacios
paracompactos, entonces p tiene la G-AHLP para G-espacios paracompactos.

Demostración: Sea

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h
// Y
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un diagrama conmutativo donde A es un G-espacio paracompacto y U es una G-cubierta
abierta de Y . Entonces existe una G-función controlada F c : A× I → X de h a p tal que
F |A×{0}×[0,1)= f×1[0,1). Aśı que tenemos una función equivariante F : A×I×I → Y ×I
tal que F |A×I×[0,1)= (p×1[0,1))◦F y F |A×I×{1}= h. Sea (A×I)/G = {G(aj , tj) | j ∈ J}
el conjunto completo de representantes de las órbitas de la acción de G sobre A×I. Para
cada j ∈ J elegimos un subconjunto abierto Vj de A × I que contiene a (aj , tj) y un
número rj ∈ [0, 1) tal que F (Vj × (rj , 1]) está contenido en U × [0, 1] para algún U ∈ U y
aśı, F (g(Vj × (rj , 1])) está contenido en algún U × [0, 1] ya que U es una G-cubierta. Sea
π : A×I → (A/G)×I la aplicación cociente, la colección {π(Vj)}j∈J forma una cubierta
abierta de (A/G)× I. Ya que (A× I)/G es paracompacto, existe una subcubierta V de
{π(Vj)}j∈J localmente finita, para cada V ∈ V, sea j(V ) ∈ J tal que V ⊆ π(Vj(V )).
Como (A/G) × I es paracompacto existe una aplicación α : (A/G) × I → [0, 1) tal que
α(G(aj , tj)) ≥ min{rj(V ) | V ∋ G(aj , tj)} para cada G(aj , tj) en (A/G) × I. Definimos
una función G-equivariante β : A× I → [0, 1) por β(a, t) = α(G(a, t)). Ahora definimos
una aplicación equivariante γ : A×I → A×I× [0, 1) por γ(a, t) = (a, t, β(a, t)), entonces
p◦π1◦F ◦γ(a, t) = π1◦F (a, t, α(G(a, t))) y π1◦F (a, t, 1) = h(a, t) pertenecen al un mismo
abierto U ∈ U , además π1 ◦F ◦ γ(a, 0) = π1 ◦F (a, 0, α(G(a, t))) = π1(f(a), α(G(a, t))) =
f(a). Por lo tanto π1 ◦ F ◦ γ es un G-U-levantamiento aproximable de h.

Corolario 3.1.5. Sea p : X → Y una G-fibración aproximable, donde X y Y son
G-espacios métricos. Entonces p satisface G-AHLP .

Demostración: por el lema anterior, p tiene la G-AHLP para G-espacios paracompac-
tos y como X y Y son G-espacios métricos, D(p) ⊆ X × Y I es paracompacto entonces
p tiene la G-AHLP para todos los G-espacios.

Definición 3.1.5. Sea U una G-cubierta abierta de Y . Decimos que una homotoṕıa
h : X × I → Y es una U-G-homotoṕıa si para cada x ∈ X, existe U ∈ U tal que
h(x, t) ∈ U para todo t ∈ I.

Lema 3.1.8. (ver [12], proposición 9.1) Si X es un G-ANR y U una G-cubierta abierta
de X, entonces existe un G-refinamiento V de U , tal que para cualquier G-par me-
trizable (Y,B) y cualquier par de aplicaciones V-cercanas f ,f ′ : Y → X y cualquier
G-V-homotoṕıa ht : B → X con h0 = f |B, h1 = f ′ |B, existe una G-U-homotoṕıa
Ht : Y → X con H0 = f , H1 = f ′ y H |B×I= h.

Lema 3.1.9. Sea p : X → Y una función equivariante que satisface G-AHLP donde Y
es un G-espacio métrico y un G-ANR. Entonces p es una G-fibración aproximable.

Demostración: Sea

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I

h
// Y

un diagrama conmutativo. Como Y es un G-espacio métrico, p satisface la G-AHLP
regular. Para cada n ∈ Z+, elegimos Un unaG-cubierta abierta de Y tal que diam(U) < 1

n
para cada U ∈ Un, entonces por el lema anterior existe un G-refinamiento abierto Vi de
Ui tal que cualesquiera dos aplicaciones equivariantes a Y que son Vi-cercanas son Ui-
G-homotópicas. Además podemos suponer que cualquier elemento V ∈ Vi es tal que
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diam(V ) < 1
n−1 si i > 1. Definimos de manera inductiva aplicaciones G-equivariantes

Hi : A× I × [0, 1− 1/i] → X × [0, 1− 1/i] tal que

1. Hi es una extensión de Hi−1 si i > 1.

2. Hi preserva fibras sobre [0, 1− 1/i].

3. Hi |A×{0}×[0,1−1/i]= f × 1[0,1−1/i].

4. p ◦Hi |A×I×{1−1/i} es Vi-cercana a h.

5. p ◦ π1 ◦Hi |A×I×[1−1/(i−1),1−1/i] es 2/i-cercana a h× 1[1−1/(i−1),1−1/i].

Comenzamos con la construcción inductiva. Sea H1 : A × I × {0} → X × {0} tal que
H1 |A×{0}×{0}= f y p ◦ H1 es V1-cercana a h que existe gracias a que p satisface la
G-AHLP . Ahora supongamos que Hi ya está definida. Ya que p ◦Hi |A×I×{1−1/i} es Vi-
cercana a h y como p◦Hi |A×{0}×{1−1/i} y h |A×{0} coinciden, existe una Ui-G-homotoṕıa
entre p◦Hi |A×I×{1−1/i} y h relativa a A×{0}×{1−1/i}. Sea Hi+1 |A×I×[1−1/i,1−1/(i+1)]:
A × I × [1 − 1/i, 1 − 1/(i + 1)] → X × [1 − 1/i, 1 − 1/(i + 1)] un Vi+1-levantamiento
de dicha homotoṕıa. Por la regulardidad mencionada anteriormente podemos suponer
que Hi+1 |A×{0}×[1−1/i,1−1/(i+1)]= f × 1[1−1/i,1−1/(i+1)]. Ahora es claro que existe H :
A× I × [0, 1) → X × [0, 1) pegando las Hi’s, es decir, H |A×I×[0,1−1/i]= Hi.

Lema 3.1.10. Sea X un G-espacio completamente normal, Y un G-espacio paracom-
pacto y (X,A) un G-NDR par. Sea f : A × I → Y una G-V-homotoṕıa donde V es
una G-cubierta abierta de Y . Supongamos que f0 admite una G-extensión F0 : X → Y .
Entonces existe una G-V-homotoṕıa F : X × I → Y que es una extensión de f .

Demostración: Sea u : X → I y g : X × I → X la función equivariante y la G-
homotoṕıa respectivamente definidas por el G-NDR par. Sea U = {x | u(x) < 1} una
vecindad de A. Como (X,A) es un G-NDR par, (X×I, (X×{0})∪(A×I)) es un G-DR
par, entonces existe una G-retracción r : (X×{0})∪ (U × I) → (X×{0})∪ (A× I) dada
por r(x, t) = (gt(x), t). Gracias a que X es completamente regular, podemos cambiar la
función u apropiadamente y podemos elegir U muy cerca de A. Definimos k : X × I →
(X×{0})∪(U×I) por k(x, t) = (x, (1−u(x))t). Definimos ahora la función equivariante
h : (X×{0})∪ (A× I) → Y por h(x, 0) = F0(x) y h(a, t) = f(a, t), entonces definimos la
extensión F : X× I → Y por F (x, t) = h◦ r ◦k(x, t). Si x /∈ U , entonces {F (x, t) | t ∈ I}
es un simple punto. Si x ∈ U podemos elegir r y U tal que {F (x, t) | t ∈ I} está cercano
a algún {f(a, t) | t ∈ I} para algún a ∈ A. Por lo tanto F es una G-V-homotoṕıa.

Lema 3.1.11. Sea p : X → Y una función equivariante que tiene la G-AHLP para
G-celdas. Entonces el siguiente G-problema de levantamiento

((G/H)×Dn)× {0} ∪ ((G/H)× ∂Dn)× I
f //

i
��

X

p

��
((G/H)×Dn)× I φ

// Y

tiene una solución G-aproximable.
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Demostración: Como (Dn × {0}) ∪ (∂Dn × I) ∼= Dn, tenemos que ((G/H) × Dn) ×
{0}∪ ((G/H)× ∂Dn)× I ∼= (G/H × (Dn×{0}))∪ (G/H × (∂Dn× I)) ∼= G/H × ((Dn×
{0}) ∪ (∂Dn × I)) ∼= G/H ×Dn. Aśı que el problema de G-levantamiento aproximable
tiene solución.

Sea X un G-espacio y U una G-cubierta abierta de X. Sea A ⊆ X, el conjunto
st(A,U) =

∪
Uα∩A ̸=∅ Uα es llamado estrella de A. Una G-cubierta abierta V es llama-

da G-refinamiento estrella de otra G-cubierta abierta U , siempre que la G-cubierta
{st(Vα,V) | Vα ∈ V} sea un refinamiento de U . En el siguiente lema ocuparemos el hecho
de que cada G-cubierta de un G-espacio paracompacto admite un G-refinamiento estrella
([12], proposición 1.6).

Lema 3.1.12. Sea X es un G-ANR, Y un G-espacio paracompacto y p : X → Y
una función equivariante. Supongamos que dados V y U G-cubiertas abiertas de X y Y
repectivamente y un G-problema de levantamiento:

A
f //

i0
��

X

p

��
A× I φ

// Y

donde A es un G-espacio métrico, hay una función equivariante F : A× I → X tal que
f y F ◦ i0 son V-cercanas y p ◦F y φ son U-cercanas. Entonces p tiene la G-AHLP con
respecto a A.

Demostración: Sea U una G-cubierta de Y . Como Y es paracompacto, existe un G-
refinamiento estrella U ′ de U . Sea V una G-refinamiento abierto de p−1(U ′) tal que
cualesquiera dos funciones equivariantes V-cercanas son p−1(U ′)-G-homotópicas. Sea F ′ :
A× I → X una G-homotoṕıa tal que f y F ′0 son V-cercanas y p◦F ′ y φ son U ′-cercanas.
Sea k : A × I → X una p−1(U ′)-G-homotoṕıa entre f y F ′0. Además, para cada a ∈ A,
existe una cubierta finita U1, . . . , Un de abiertos en U ′ de las imágenes de las curvas
p ◦ F ′(a, ) y φ(a, ) tal que φ(a, 0), p ◦ F ′(a, 0) ∈ U1 y φ(a, 1), p ◦ F ′(a, 1) ∈ Un. Si
α(t) = φ(a, t) y t0 ∈ α−1(U1), entonces p ◦ k(a, t/t0) y φ(t0) están en un mismo abierto
de U para cada t ∈ [0, t0]. Entonces definimos F : A× I → X por

F (a, t) =

{
k(a, t/t0), 0 ≤ t ≤ t0

F ′(a, t/t0 − 1), t0 ≤ t ≤ 1

con t0 suficientemente pequeño tal que p ◦ F y φ sean U-cercanas.

Lema 3.1.13. (ver [15]) Sea p : X → Y una función equivariante entre G-ANR’s que
tiene la G-AHLP para G-celdas. Entonces p tiene la G-AHLP para G-ANR’s.

Proposición 3.1.1. Sea p : X → Y una función equivariante entre G-ANR’s la cual
satisface la G-AHLP para G-celdas. Entonces p satisface la G-AHLP .

Demostración: Es suficiente resolver el G-problema de levantamiento para el espacio
D(p). Por el lema anterior, es suficiente mostrar que el espacio D(p) es un G-ANR. Sea
d la métrica de Y . Sea U una G-cubierta abierta de Y tal que cualesquiera dos funciones
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G-equivariantes de un espacio métrico A a Y que coinciden sobre un G-subconjunto ce-
rrado D de A y ellas son U-cercanas, entonces ellas son G-homotópicas rel(D). Podemos
suponer que diam(U) < 1 para cada U ∈ U . Ya que Y es un G-ANR, el espacio de
curvas Y I es G-ANR (ver [12], teorema 11.1) y como un G-ANR es un G-ANE y el
producto finito de G-ANE es de nuevo un G-ANE, X×Y I es un G-ANE y aśı, X×Y I

es G-ANR con la acción diagonal. Sea D(p)′ = {(x, α) ∈ X × Y I | p(x), α(0) ∈ U para
algún U ∈ U} entonces D(p)′ es un G-subconjunto abierto de X×Y I y por lo tanto es un
G-ANR. Notemos que además D(p) es un G-subconjunto cerrado de D(p)′. Definimos
dos funciones G-equivariantes g1, g2 : D(p)′ → Y por g1(x, α) = p(x) y g2(x, α) = α(0).
Por construcción g1 y g2 son U-cercanas y coinciden en D(p), por lo tanto existe una
G-homotoṕıa H de g1 a g2 rel(D(p)). Para (x, α) ∈ D(p)′ definimos α′ ∈ Y I por

α′(t) =

{
H(x, α, 1

d(p(x),α(0))), 0 ≤ t < d(p(x), α(0))

α( t−d(p(x),α(0))1−d(p(x),α(0))), d(p(x), α(0)) ≤ t ≤ 1

la aplicación r : D(p)′ → D(p) dada por r(x, α) = (x, α′) es una G-retracción y por lo
tanto D(p) es un G-ANR.

El siguiente teorema dice prácticamente que p una G-fibración aproximable si y sólo
si satiface la G-AHLP gracias a la proposición anterior.

Teorema 3.1.1. Sea p : X → Y una función G-equivariante entre G-ANR’s. Entonces
p es una G-fibración aproximable si y sólo si satisface la G-AHLP para G-celdas.

Demostración: Supongamos que p es una G-fibración aproximable. Como X y Y son
G-espacios métricos, p satisface G-AHLP , en particular, para G-celdas. Si p satisface la
G-AHLP para G-celdas, por el lema anterior satisface G-AHLP y como Y es G-ANR,
p es una G-fibración aproximable.

El el caṕıtulo anterior se demostró que una función equivariante es una G-fibración
de Serre si y sólo si pH : XH → Y H es una fibración de Serre. Aunque no se sabe
si este resultado es cierto para caracterizar G-fibraciones de Hurewicz, es cierto para
G-fibraciones aproximables de Hurewicz.

Teorema 3.1.2. p : X → Y es una G-fibración aproximable si y sólo si pH : XH → Y H

es una fibración aproximable para cada subgrupo H de G.

Demostración: Si p es una G-fibración aproximable entonces pH es una fibración apro-
ximable. Ahora supongamos que pH es una fibración aproximable para cada subgrupo
H de G. Demostraremos que p tiene la G-AHLP para G-celdas. Sea

(G/H)×Dn f //

i0
��

X

p

��
(G/H)×Dn × I φ

// Y

un G-problema de levantamiento y U una G-cubierta abierta de Y . Notemos que hay
una correspondencia uno a uno η : HomG((G/H) ×Dn, Z) → Hom(Dn, ZH) dada por
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η(s) = s̃, s̃(x) = s(H,x), con inversa η−1(r)(gH, x) = gr(x) por lo tanto obtenemos el
problema de levantamiento:

Dn f̃ //

i0
��

XH

pH

��
Dn × I

φ̃
// Y H

y ya que pH es una fibración aproximable, y en particular XH y Y H son espacios métri-
cos, pH satisface la AHLP entonces hay un levantamiento F̃ : Dn × I → XH tal
que F̃ |Dn×{0}= f̃ y las funciones pH ◦ f̃ y φ̃ son U ∩ Y H -cercanas, entonces la fun-

ción equivariante F : (G/H) × Dn × I → X definida por F = η−1(F̃ ) es tal que
F (gH, x, 0) = gF̃ (x, 0) = gf̃(x) = gf(H,x) = f(gH, x) y por otra parte, p◦F (gH, x, t) =
p(gF̃ (x, t)) = gp(F̃ (x, t)) es U ∩ Y H -cercana a gφ̃(x, t) = gφ(H,x, t) = φ(gH, x, t). Por
lo tanto p es una G-fibración aproximable.

3.2. Grupos de Lie y subgrupos grandes.

En esta sección describimos los grupos de Lie y resultados que serán utilidad más
adelante.

Definición 3.2.1. Sea k un entero positivo. Un grupo de Lie de dimensión k es
un grupo topológico G segundo numerable con estructura de variedad diferenciable de
dimensión k tal que las operaciones de grupo ( , ) : G × G → G, (g1, g2) 7→ g1g2 e
i : G→ G, g 7→ g−1 son diferenciables.

Proposición 3.2.1. (ver [7], corolario 1.10.7)Todo subgrupo cerrado H de un grupo de
Lie, es un grupo de Lie.

Proposición 3.2.2. (ver [5], teorema 0.5.1) Un grupo compacto de Hausdorff G es un
grupo de Lie si y sólo si es isomorfo a un subgrupo cerrado de O(n) para algún n.

Proposición 3.2.3. (ver [5], corolario 0.4.4) Sea G un grupo compacto y sea U una
vecindad de la identidad e ∈ G. Entonces existe un morfismo continuo φ : G→ O(n) tal
que ker(φ) ⊆ U .

Corolario 3.2.1. Sea G un grupo compacto. Para cada vecindad U de la identidad
e ∈ G, existe un subgrupo normal cerrado N ⊆ G tal que N ⊆ U y G/N es un grupo de
Lie.

Demostración: Sea φ : G → O(n) el morfismo continuo de la proposición anterior,
tomamos N = ker(φ) ⊆ U , entonces G/N = G/ker(φ) ∼= φ(G) que es un subgrupo
cerrado de O(n). Por lo tanto G/N es un grupo de Lie.

Proposición 3.2.4. Sean N1, . . . , Nn subgrupos cerrados de un grupo compacto de Haus-
dorff G tales que para cada i, G/Ni es un grupo de Lie. Entonces G/(N1 ∩ · · · ∩Nn) es
también un grupo de Lie.
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Demostración: Como G/Ni es un grupo de Lie para cada i, el grupo H = G/N1 ×
· · · × G/Nn es también un grupo de Lie. Sea φ : G → H el morfismo dado por φ(g) =
(gN1, . . . , gNn), entonces ker(φ) = N1 ∩ · · · ∩Nn, aśı que G/(N1 ∩ · · · ∩Nn) ∼= Im(φ) y
como Im(φ) es un subgrupo cerrado de H, entonces G/(N1 ∩ · · · ∩Nn) es un grupo de
Lie.

Proposición 3.2.5. (ver [1], teorema 1.1) Sea G un grupo compacto de Hausdorff y X
un G-ANR. Entonces para cada subgrupo normal cerrdado N ⊆ G, el espacio X/N es
un G/N -ANR. En particular, X/G es un ANR.

Proposición 3.2.6. (ver [14], corolario 1.6.7) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo
compacto de Lie. Entonces G/H es un G-ANR.

Ejemplo 3.2.1. Los siguientes son ejemplos de grupos de Lie:

El grupo aditivo Rn.

La circunferencia unitaria S1 ⊆ C

El toro Tn = (S1)n

El grupo general lineal real Gln(R) ó complejo Gln(C)

El grupo ortogonal O(n) aśı como el grupo unitario

U(n) = {A ∈ Gln(C) | AA
t
= I}

Definición 3.2.2. Sea G un grupo compacto. Un subgrupo cerrado H ⊆ G es grande
si existe un subgrupo normal cerrado N ⊆ H tal que G/N es un grupo de Lie.

Proposición 3.2.7. (ver [2] y [3]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto
G. Entonces la siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es grande.

2. G/H es un G-ANR

3. G/H es localmente conexo y dim(G/H) <∞.

4. G/H es una variedad diferenciable.

Proposición 3.2.8. Sea G un grupo compacto.

1. Si H ⊆ G es un subgrupo grande, entonces N(H)/H es un grupo de Lie compacto.
En particular, un subgrupo normal cerrado N es grande si y sólo si G/N es un
grupo de Lie.

2. Si N ⊆ G es un subgrupo normal grande, entonces para cada subgrupo cerrado
H ⊆ G, el subgrupo NH es también un subgrupo grande.
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Demostración: 1. Sea N un subgrupo normal cerrado de G tal que N ⊆ H y G/N
es un grupo de Lie. Como N(H)/N es un subgrupo cerrado de G/N , N(H)/N es un
grupo de Lie. Además, la función φ : N(H)/N → N(H)/H dada por φ(gN) = gH es un
morfismo continuo sobreyectivo. Entonces N(H)/H ∼= (N(H)/N)/ker(φ) es el cociente
de un grupo de Lie, por lo tanto es un grupo de Lie. Si N es un subgrupo normal cerrado
grande de G, N(N) = G y aśı G/N es un grupo de Lie, y si G/N es un grupo de Lie,
entonces claramente N es grande

2. NH es un subgrupo cerrado de G, N ⊆ NH y por la proposición anterior G/N
es un grupo de Lie, entonces NH es un subgrupo grande.

3.3. Restricción y Extensión de G-espacios.

En esta sección vamos a definir dos funtores covariantes definidos por un morfismo
de grupos topológicos α : G′ → G, el funtor restricción Resα : G-Top → G′-Top y el
funtor extensión Extα = G×α − : G′-Top→ G-Top.

Sea α : G′ → G un morfismo de grupos topológicos. Sea X un G-espacio, entonces
definimos Resα(X) como el G′-espacio que como conjunto es el mismo espacio topológi-
co X y con una G′-acción definida de la siguiente manera: sea g′ ∈ G′ y x ∈ X, entonces
definimos g′ · x = α(g′)x y si f : X → Y es una función G-equivariante, entonces
Resα(f) : Resα(X) → Resα(Y ), dada por Resα(f)(x) = f(x) es G′-equivariante ya que
Resα(f)(g

′ ·x) = Resα(f)(α(g
′)x) = f(α(g′)x) = α(g′)f(x) = g′ ·f(x) = g′ ·Resα(f)(x).

A partir de ahora por comodidad escribiremos g′x en vez de g′ · x.

Ahora sea X un G′-espacio, entonces G×X tiene estructura de G′-espacio de la siguiente
manera: Sea g′ ∈ G′, g ∈ G y x ∈ X entonces g′ · (g, x) = (g(α(g′))−1, g′x) y denota-
mos por [g, x] la G′-órbita del punto (g, x) entonces definimos G×α X como el cociente
(G×X)/G′ que tiene estructura de G-espacio con la siguiente acción: Sean g1, g2 ∈ G y
x ∈ X entonces definimos g1 · [g2, x] = [g1g2, x]. Si f : X → Y es G′-equivariante, defini-
mos G×α f : G×αX → G×α Y por G×α f([g, x]) = [g, f(x)] y es G-equivariante ya que
G×α f(g1 · [g, x]) = G×α f([g1g, x]) = [g1g, f(x)] = g1 · [g, f(x)] = g1 · (G×α f([g, x])).
Por comodidad, a partir de ahora escribiremos g1[g, x] en vez de g1 · [g, x].

Ejemplo 3.3.1. A continuación mencionaremos dos ejemplos importantes del funtor
extensión:

Sea H un subgrupo normal cerrado de un grupo G. Entonces la proyección natural
π : G→ G/H induce el funtor extensión G/H ×π − : G-Top→ G/H-Top y es tal
que G/H ×π X ∼= X/H, [gH, x] 7→ N(gx).

Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G. La inclusión natural i : H → G induce
el funtor extensión G ×i − : H-Top → G-Top que asocia a cada H-espacio X el
G-espacio G×iX qu en este caso lo denotamos por G×HX y lo llamamos producto
torcido.

A continuación demostraremos algunas proposiciones relacionadas con los funtores
previamente definidos y que serán de utilidad. Estos resultados también los podemos
encontrar en [11].
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Proposición 3.3.1. Sea α : G′ → G un morfismo de grupos topológicos donde G′ es
compacto y sea X un G′-espacio. Entonces la aplicación iX : X → G ×α X, x 7→ [e, x]
es una función G′-equivariante cerrada y si α es inyectiva, iX es un G′-encaje.

Demostración: Sea ie : X → G × X dada por ie(x) = (e, x) y πG×X : G × X →
G×αX la proyección orbital, ambas son continuas, entonces iX = πG×X ◦ ie es continua,
además como G′ es compacto, πG×X es cerrada y como ie también es cerrada, iX es
cerrada. Ahora como G ×α X es un G′-espacio tomando la restricción, se tiene que
iX(g

′x) = [e, g′x] = [α(g′), x] = α(g′)[e, x] = α(g′)iX(x) = g′iX(x), por lo tanto, iX es
una función G′-equivariante cerrada. Supongamos que α es inyectiva. Sean x1, x2 ∈ X
tal que [e, x1] = [e, x2], entonces existe g′ ∈ G′ tal que (α(g′)−1, g′x1) = (e, x2) de este
modo, α(g′) = e y aśı, g′ = e esto significa que iX es inyectiva, cerrada y G′-equivariante.
Por lo tanto, iX es un G′-encaje.

Proposición 3.3.2. Sea α : G′ → G un morfismo de grupos topológicos y X un G′-
espacio. Entonces (G×α X)/G ∼= X/G′.

Demostración: La proyección en la segunda entrada π2 : G×X → X esG′-equivariante
ya que π2(g

′(g, x)) = π2(g(α(g
′))−1, g′x) = g′x = g′π2(g, x). La función inducida en los

espacios cociente π̃2 : G ×α X → X/G′ es continua y abierta ya que π2 lo es. Como
π̃2(G[g, x]) = G′x, π̃2 se puede factorizar como:

G×α X
π̃2

&&MM
MMM

MMM
MMM

πG×αX

��
(G×α X)/G φ

// X/G′

donde φ está dada por φ(G[g, x]) = G′x es continua ya que πG×αX es una identificación
y π̃2 es continua y es abierta ya que π̃2 lo es. Ahora supongamos que G[g1, x1] y G[g2, x2]
son tales que G′x1 = G′x2, entonces existe g

′ ∈ G′ tal que g′x1 = x2, entonces G[g2, x2] =
G[g2, g

′x1] = G[g2α(g
′), x1] = G[g1, x1], por lo tanto, φ es un homeomorfismo.

Proposición 3.3.3. Sea α : G′ → G un morfismo de grupos compactos tal que coker(α)
es metrizable. Si X es un G′-espacio metrizable, entonces el G-espacio G ×α X es me-
trizable.

Demostración: Como G′ es compacto, la proyección πX : X → X/G′ es propia y como
X es metrizable y gracias al lema 1.4.1, la imagen bajo esta proyecciónX/G′ es metrizable
entonces por la proposición anterior (G ×α X)/G es metrizable. Sea [g, x] ∈ G ×α X y
como G es compacto y X Hausdorff, G[e, x] = G/G[e,x]. Como ker(α) es un subgrupo
cerrado del grupo compacto G′, la proyección natural G′ → G′/ker(α) es propia y aśı,
la restricción de α a su imagen α : G′ → α(G′) es propia, luego, α̃ : G′/G′x → G/α(G′x)
dada por α̃(g′G′x) = α(g′)α(G′x) es también propia y como G′x ∼= G′/G′x es metrizable,
G/α(G′x) es metrizable y como G/Im(α) es metrizable, G/α(G′x)

∼= G/G[e,x] = G/G[g,x]

es metrizable. Hemos demostrado que las G-órbitas G[g, x] y (G×αX)/G son metrizables
entonces G×α X es metrizable.

Proposición 3.3.4. Sea α : G′ → G un morfismo de grupos compactos tal que coker(α)
es metrizable y sea Y un G-ANR, entonces Y es un G′-ANR.
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Demostración: Sea (X,A) un G′ par metrizable y f : A→ Y G′-equivariante. Defini-
mos f̃ : G×αA→ Y dada por f̃([g, a]) = gf(a) es G-equivariante. Como G′ es compacto,
la proyección natural G×X → G×α X es cerrada y aśı, G×α A es cerrado en G×α X
y son metrizables gracias a la proposición anterior. Como Y es un G-ANR, existe una
vecindad G-invariante U de G×α A en G×α X y una G-extensión f : U → Y de f̃ . Sea
V = i−1X (U), entonces V es una vecindad G′-invariante de A en X y f ◦ iX |V : V → Y
es una G′-extensión de f y por lo tanto Y es un G′-ANR.

A continuación hablaremos un poco de las H-rebanadas ya que necesitamos un re-
sultado relacionado con esta definición, para ser más precisos el corolario 3.3.1 que ocu-
paremos más adelante.

Definición 3.3.1. Sea X un G-espacio, H un subgrupo cerrado de G y S ⊆ X H-
invariante. S es una H-rebanada de X si:

1. GS es abierto en X.

2. S es cerrado en GS.

3. Si g ∈ G \H, entonces gS ∩ S = ∅.

Diremos que S es una H-rebanada global de X cuando GS = X

Proposición 3.3.5. Sean G un grupo compacto y H un subgrupo cerrado de G. Sea S
un subconjunto H-invariante de un G-espacio X, tal que GS es abierto en X. Entonces
S es una H-rebanada si y sólo si la función η : G ×H S → GS, dada por η([g, s]) = gs
es un homeomorfismo G-equivariante.

Demostración: Supongamos que S es una H-rebanada. Sean [g, s] = [g′, s′] ∈ G×H S,
entonces existe h ∈ H tal que g = g′h−1 y s = hs′, entonces η([g, s]) = gs = g′h−1hs′ =
g′s′ = η([g′, s′]) por lo tanto, η está bien definida. Consideremos ahora el siguiente
diagrama conmutativo:

G× S
θ //

πG×S %%KK
KKK

KKK
KK

GS

G×H S

η

::uuuuuuuuu

donde θ((g, s)) = gs. Como πG×S es continua, abierta y sobreyectiva, es una identificación
y como θ es continua y sobre, η es continua y sobre. Sea C ⊆ G×H S cerrado, entonces
η(C) = θ(π−1G×S(C)) además, π−1G×S(C) es cerrado en G× S y como G es compacto, θ es
cerrada, por lo tanto η(C) es cerrado en GS. Supongamos ahora que η([g, s]) = η([g′, s′]),
entonces gs = g′s′ aśı que s = g−1g′s′. Como S es una H-rebanada, g−1g′ ∈ H, enton-
ces [g′, s′] = [g′(g−1g′)−1, (g−1g′)s′] = [g, s], por lo tanto η es inyectiva y claramente es
G-equivariante y aśı η es un homeomorfismo G-equivariante.

Supongamos ahora que η es un homeomorfismo G-equivariante. Por hipótesis GS es
abierto en X. Supongamos que gS ∩ S ̸= ∅, entonces existen s, s′ ∈ S tales que gs = s′.
Como η([e, s′]) = s′ = gs = η([g, s]) y por inyectividad [e, s′] = [g, s] aśı que existe h ∈ H
tal que e = gh−1 y s′ = hs por lo tanto g ∈ H y aśı se cumple la condición 3 de la
definición de H-rebanada. Sea (g, s) ∈ θ−1(S) entonces θ((g, s)) = gs ∈ S entonces por
la propiedad 3 ya demostrada, g ∈ H aśı que θ−1(S) ⊆ H × S y θ−1(S) = H × S. Como
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H × S es cerrado en G× S, π−1G×S(η
−1(S)) = θ−1(S) es cerrado en G× S y como πG×S

es una identificación, η−1(S) es cerrado en G ×H S y como η es un homoeomorfismo,
S = η(η−1(S)) es cerrado en GS. Por lo tanto, S es una H-rebanada.

Proposición 3.3.6. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo G y sea X un G-espacio.
Si f : X → G/H es G-equivariante, entonces S = f−1({H}) es una H-rebanada global
de X.

Demostración: S = f−1({H}) es H-invariante ya que {H} ∈ G/H lo es. Luego
GS = G(f−1({H})) = f−1(G{H}) = f−1(G/H) = X. Como H es cerrado, G/H es
de Hausdorff, entonces {H} es cerrado en G/H y aśı S es cerrado en X. Por lo tanto
S es cerrado en GS. Ahora supongamos que gS ∩ S ̸= ∅, entonces existen s1, s2 ∈ S tal
que s1 = gs2. Luego f(s1) = f(gs2) ∈ gH, y como f(s1) = H, entonces g ∈ H. De esta
manera, si g ∈ G\H, entonces gS∩S = ∅. Por lo tanto, S es una H-rebanada global.

Corolario 3.3.1. Sean G un grupo compacto, H un subgrupo cerrado de G y X un
G-espacio. Entonces para cualquier función G-equivariante f : X → G/H, G×H S ∼= X
donde S = f−1({H}).

Demostración: Por la proposición 3.3.6, S es una H-rebanada global de X, es decir,
GS = X y por la proposición 3.3.5, G×H S ∼= GS = X.

Definición 3.3.2. Sea G un grupo compacto, X un G-espacio de Hausdorff y x ∈ X. Un
G-tubo alrededor de la órbita Gx es un G-encaje φ : G×Gx A→ X sobre una vecindad
abierta de Gx en X, donde A ⊆ X es Gx-invariante.

Los siguientes resultados los utilizaremos para demostrar el teorema 3.4.1 sobre G-
haces principales:

Teorema 3.3.1. (ver [5], teorema 5.4) Sea G un grupo de Lie compacto y X un G-
espacio completamente regular. Entonces existe un tubo alrededor de cada una de las
órbitas de X.

Teorema 3.3.2. (ver [5], teorema 4.2) Sea X un G-espacio y x ∈ S ⊆ X. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

Existe un G-tubo φ : G×Gx A→ X alrededor de Gx tal que φ([e,A]) = S.

S es una Gx-rebanada.

GS es abierto en X y existe una G-retracción f : GS → Gx tal que f−1(x) = S.

3.4. G-haces principales.

Antes de definir G-haces principales necesitamos definir lo que es una acción dere-
cha. Un G-espacio derecho es un espacio topológico X junto con una función continua
φ : G×X → X tal que

φ(e, x) = x para todo x ∈ X.

φ(g1g2, x) = φ(g2, φ(g1, x)) para todo g1, g2 ∈ G y x ∈ X.
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En tal caso, por comodidad escribiremos φ(g, x) = xg para cada g ∈ G y x ∈ X.

Definición 3.4.1. Sea X un G-espacio libre derecho. Una función continua sobreyectiva
p : X → Y es un G-haz principal si

p(xg) = p(x) para todo x ∈ X y g ∈ G.

Para cada y ∈ Y existe una vecindad abierta V ∋ y en Y y un homeomorfismo
G-equivariante φ : p−1(V ) → V ×G tal que el siguiente diagrama conmuta:

p−1(V )
φ //

p
##F

FF
FF

FF
FF

V ×G

π1
||yy
yy
yy
yy
y

V

Si p es un G-haz principal, por la condición 2, p es una función abierta y consideremos
el siguiente diagrama que es conmutativo gracias a la condición 1:

X
p

��?
??

??
??

?
πX

||zz
zz
zz
zz

X/G
h

// Y

Entonces h es un homeomorfismo y X/G ∼= Y .

Sean p : X → X ′ y q : Y → Y ′ G-haces principales, un morfismo entre los G-haces
p y q es un par de funciones continuas (F, f) donde F es G-equivariante tal que el
siguiente diagrama:

X
F //

p
��

Y

q
��

X ′
f

// Y ′

es conmutativo. En este caso, gracias a [6] proposiciones 8.3 y 8.4, el diagrama anterior
es un pull-back.

Si X es un G-espacio, definimos Xr como el mismo espacio topológico X pero con la
acción derecha dada por x · g = g−1x para todo g ∈ G y x ∈ X. Del mismo modo, si X
es un G-espacio derecho, definimos Xl como el mismo espacio topológico X con la acción
definida por g · x = xg−1.

Ejemplo 3.4.1. Sea X un G-CW complejo libre, entonces p : Xr → Xr/G es un G-haz
principal. Inversamente, si p : X → Y es un G-haz principal sobre un CW complejo Y ,
entonces Xl tiene la estructura de un G-CW complejo libre adoptada de las imágenes
inversas de los esqueletos de Y .

Ejemplo 3.4.2. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una acción
φ : G ×M → M de G sobre M es una acción diferenciable si φ es diferenciable. φ
es una acción propia si δ : G ×M → M ×M , (g, x) 7→ (gx, x) es propia. Si M es
un grupo de Lie con una acción derecha libre diferenciable y propia sobre una variedad
diferenciable M . Entonces por [9], M es un G-CW complejo propio y la proyección
π :Mr →Mr/G es un G-haz principal.
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Definición 3.4.2. Sea G un grupo de Lie compacto, H un grupo topológico y α : G→
Aut(H) una acción de G en H. Un (G,α,H)-haz principal es un H-haz principal
p : X → Y en donde X y Y tienen una estructura de G-espacios izquierdos tal que:

1. p es G-equivariante.

2. Para cada g ∈ G, h ∈ H y x ∈ X, se satisface g(xh) = (gx)αg(h).

Teorema 3.4.1. ([11]) Sean G y H grupos de Lie compactos. Si p : X → Y es un
(G,α,H)-haz principal, donde X es un G-espacio metrizable, entonces p es una G-
fibración regular.

Demostración: Sea K = GoH el producto semidirecto. Entonces podemos considerar
a X y Y ∼= X/H como K-espacios con las siguientes acciones: (g, h)x = (gx)h−1 y
(g, h)xH = (gx)H para cada (g, h) ∈ K = GoH, x ∈ X y xH ∈ Y . Sea x0 ∈ X. ComoK
es un grupo de Lie y X es completamente regular, por el teorema 3.3.1, existe un K-tubo
alrededor de cada K-órbita de x ∈ X y por el teorema 3.3.2, existe una K-vecindad U de
la órbitaKx0 y unaK-retracción f : U → K/Kx0 . f es también G-equivariante izquierda
y H-equivariante derecha. Sea p′ = p |Kx0 , entonces p′ es una proyección H-orbital y
como K/Kx0

∼= Kx0, se tiene que p′(K/Kx0) = p′(Kx0) = {p((g, h)x0) | (g, h) ∈ K} =
{(g, h)p′(x0) | (g, h) ∈ K} = {gp′(x0) | g ∈ G} = {gp(x0) | g ∈ G} = Gp(x0) = G/Gp(x0)
Luego definimos f ′ : V = p(U) → G/Gp(x0) por f ′(xH) = f(x)H para xH ∈ V y es
G-equivariante ya que gf ′(xH) = g(f(x))H = (gf(x))H = (f(gx))H = f ′(gxH) =
f ′(g(xH)) para todo g ∈ G y xH ∈ V y f ′ es tal que el siguiente diagrama conmuta:

U
f //

p|U
��

K/Kx0

p′

��
V

f ′
// G/Gp(x0)

de esta manera, (f, f ′) es un morfismo de haces, por lo tanto el diagrama anterior es un
pull-back. Gracias a ([6], pag. 54 E. 7), p′ es una G-fibración. Además por la proposición
3.2.6, G/Gp(x0) es un G-ANR y K/Kx0 es un K-ANR y por lo tanto, un G-ANR gracias
a la proposición 3.3.4 aplicada al monomorfismo i : G→ K dada por i(g) = (g, e). Luego
p′ es un G-fibración regular y por lo tanto p |U es también una G-fibración regular.
De esta manera existe una cubierta {Vi}i∈J de X/H tal que p |Ui : Ui → Vi es una G-
fibración regular y por la caracterización local de las G-fibraciones, p es una G-fibración
regular.

3.5. G-fibraciones aproximables inducidas por los funtores
Resα y G×H −.

Ya hemos demostrado que si una G-función equivariante p : X → Y es una G-
fibración aproximable, entonces es también una H-fibración aproximable para cada sub-
grupo H de G. A continuación demostraremos una generalización de esto; que el functor
Resα preserva fibraciones aproximables equivariantes.
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Proposición 3.5.1. Sean G y G′ grupos compactos, X, Y G-espacios y α : G′ → G un
morfismo de grupos. Si p : X → Y es una G-fibración aproximable, entonces Resα(p) es
una G′-fibración aproximable.

Demostración: Sea A un G′-espacio. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A
f //

iA

''OO
OOO

OOO
OOO

O

i0

��

X

p

��

G×α A

f ′
88qqqqqqqqqqq

G×α(i0)
��

G×α (A× I)

F ′

&&LL
LLL

LLL
LLL

A× I

iA×I

77ppppppppppp

F
// Y

donde f ′([g, a]) = gf(a) y F ′([g, (a, t)]) = gF (a, t) y como p es una G-fibración aproxi-
mable, existe una función G-equivariante K : G ×α A × I × [0, 1) → X × [0, 1) tal que
K |G×αA×{0}×[0,1)= f ′ × 1[0,1) y la siguiente función:

K([g, a], t, s) =

{
p ◦ π1 ◦K([g, a], t, s), 0 ≤ s < 1

F ′([g, a], t), s = 1

es continua, entonces la función G′-equivariante buscada es K1 = K ◦ (iA×I × 1[0,1)) ya

que K1 = K ◦ (iA×I × 1I).

Ahora vamos a demostrar que el funtor G×H - preserva fibraciones aproximables equi-
variantes pero antes de comenzar con esto, hablaremos un poco de ĺımites inversos en la
categoŕıa G-Top.

Sea (Λ,≤) un conjunto dirigido. Un sistema inverso en G-Top está formado por
una colección {Xα}α∈Λ de G-espacios y una colección de funciones G-equivariantes
{φαβ : Xβ → Xα}α≤β tal que

φαα = 1Xα para cada α ∈ Λ.

φαβ ◦ φβγ = φαγ siempre que α ≤ β ≤ γ.

El ĺımite inverso de un sistema inverso ({Xα}, {φαβ}) es un G-espacio X junto con
una colección de funciones G-equivariantes {fα : X → Xα} tal que el siguiente diagrama:

X
fβ

  A
AA

AA
AA

A
fα

~~}}
}}
}}
}}

Xα Xβφαβ

oo

conmuta (a dicha colección se le llama G-cono sobre el sistema inverso ({Xα}, {φαβ}))
y se satisface la siguiente propiedad universal: Si {f ′α : X ′ → Xα} es una colección
de funciones G-equivariantes donde X ′ es un G-espacio y satisfacen que φαβ ◦ f ′β =
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f ′α entonces existe una única función G-equivariante h : X ′ → X tal que el siguiente
diagrama conmuta:

X ′

f ′β

��1
11
11
11
11
11
11
11

f ′α

��






















h
��
X

fβ !!B
BB

BB
BB

B

fα}}||
||
||
||

Xα Xβφαβ

oo

Entonces decimos queX es el ĺımite inverso y lo denotaremos porX = ĺım
←

({Xα}, {fα}) =
ĺım
←
Xα. En esta categoŕıa podemos describir de manera expĺıcita al ĺımite inverso como

el siguiente G-espacio:

X = {x ∈
∏
α∈Λ

Xα | πα(x) = φαβ ◦ πβ(x), α ≤ β}

donde πβ :
∏
αXα → Xβ es la proyección en la β-ésima entrada.

Definición 3.5.1. Sea H un subgrupo de G. Una sucesión pro-Lie para el G-espacio
G/H es una sucesión decreciente {Ni}i∈N de subgrupos normales cerrados de G tales
que G/Ni es un grupo de Lie y ∩i∈NNiH = H.

Proposición 3.5.2. Sea {fi : X → Xi}i∈N un G-cono sobre el sistema inverso {Xi, fij}
tal que para cada i, fi es propia y sobreyectiva. Si para cada x ∈ X, ∩i∈Nf−1i (fi(x)) =
{x}, entonces (X, {fi}) es el ĺımite inverso de {Xi, fij}.

Demostración: Vamos a demostrar que (Xi, {fij}) satisface la propiedad universal del
ĺımite inverso. Para esto sea (Y, {ri : Y → Xi}i∈N) un G-cono sobre (Xi, {fij}). Sea y ∈ Y
y sea xi = ri(y). Como fi es propia y sobreyectiva, f−1i (xi) es compacto y no vaćıo pa-
ra cada i, y como f−1i (xi) ⊇ f−1j (xj) para cada i ≤ j, se tiene que ∩i∈Nf−1i (xi) ̸= ∅.
Aśı que ∩i∈Nf−1i (xi) ̸= ∅ consta de un solo elemento, de hecho, si x ∈ ∩i∈Nf−1i (xi) ̸= ∅,
entonces fi(x) = xi, de este modo, ∩i∈Nf−1i (xi) = ∩i∈Nf−1i (fi(x)) = {x}. Definimos
f : Y → X por f(y) = x, y se cumple que fi(f(y)) = fi(x) = xi = ri(y). Ahora demos-
traremos que f es continua. Sea A un subconjunto cerrado de X. Entonces f−1(A) ⊆
f−1(f−1i (fi(A))) = r−1i (fi(A)) para cada i. Por otra parte, si y ∈ ∩i∈Nr−1i (fi(A)), enton-
ces ri(y) ∈ fi(A), es decir, f−1i (ri(y)) ∩ A ̸= ∅ para cada i. {f−1i (ri(y)) ∩ A}i∈N forma
una sucesión decreciente de subconjuntos compactos, luego (∩i∈Nf−1i (ri(y))) ∩ A ̸= ∅
y como ∩i∈Nf−1i (ri(y)) = ∩i∈Nf−1i (xi) = {x} = {f(y)}, entonces f(y) ∈ A, de esta
manera, f−1(A) = ∩i∈Nr−1i (fi(A)). Por lo tanto, f−1(A) es cerrado ya que para cada
i, fi es cerrada. Si h : Y → X es otra función tal que fi(h(y)) = xi para cada i, en-
tonces h(y) ∈ ∩i∈Nf−1i (xi) = {x} por lo tanto f = h y aśı f es única. Por último, si
x ∈ ∩i∈Nf−1i (xi), entonces gx ∈ ∩i∈Nf−1i (gxi) por lo tanto f(gy) = gx = gf(x) y aśı f
es G-equivariante.

Proposición 3.5.3. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si el cociente
G/H es metrizable, entonces existe una sucesión decreciente {Ni}i∈N de subgrupos nor-
males cerrados de G tales que G/Ni es un grupo de Lie y ∩i∈N(NiH) = H. Por lo tanto
ĺım
←

{G/(NiH), rij} = G/H donde rij : G/(NjH) → G/(NiH), es la proyección natural

para cada i ≤ j.
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Demostración: Sea {Ui}i∈N una sucesión decreciente de vecindades de {H} en G/H
tal que ∩i∈NUi = {H} y sea Ũi = π−1(Ui), donde π : G→ G/H es la proyección natural.
Para cada i, existe un subgrupo normal cerrado N ′i tal que N

′
i ⊆ Ũi y G/N

′
i es un grupo

de Lie. Definimos la sucesión {Ni}i∈N por N1 = N ′1, Ni = Ni−1 ∩N ′i . Los grupos G/Ni

también son grupos de Lie gracias a la proposición 3.2.4. Como π(NiH) = π(Ni) ⊆
π(N ′i) ⊆ Ui, tenemos que H ⊆ ∩i∈N(NiH) ⊆ ∩i∈NUi = H, entonces ∩i∈N(NiH) = H.
Ahora veamos que se cumplen las condiciones de la proposición anterior. Sea {ri : G/H →
G/(NiH)}i∈N la familia de proyecciones dada por ri(gH) = gNiH, entonces, para cada
i, ri = rij ◦ rj y además ri es propia y sobreyectiva. Para el elemento H ∈ G/H, se
cumple

∩i∈Nr−1i (ri(H)) = ∩i∈Nr−1i (NiH) = ∩i∈N(NiH)/H =

= H/H = {H}

luego, como ri es equivariante, para cada gH ∈ G/H se tiene: ∩i∈Nr−1i (ri(gH)) =
g(∩i∈Nr−1i (ri(H))) = g{H} = {gH}. Entonces por la proposición anterior, G/H =
ĺım
←

{G/NiH, rij}.

Corolario 3.5.1. Sea G un grupo compacto metrizable. Entonces existe una sucesión
decreciente {Ni}i∈N de subgrupos normales cerrados de G tal que los grupos G/Ni son
grupos de Lie con ∩i∈NNi = {e} y ĺım

←
{G/Ni, rij} = G donde rij : G/Nj → G/Ni es la

proyección natural para cada i ≤ j.

El siguiente lema es uno de los resultados más importantes de este trabajo ya que
lo utilizaremos fuertemente en la demostración de nuestro resultado principal. En la
demostración de este resultado ocuparemos de manera implicita varios resultados de
esta tesis tales como la caracterización local de las G-fibraciones regulares (teorema
2.2.1) entre otros.

Lema 3.5.1. [11] Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable G. Si
consideramos a G como un H-espacio con la acción: h ·g = hgh−1 entonces la proyección
natural π : G→ G/H es una H-fibración.

Demostración: Sea N el subgrupo normal cerrado de G tal que N ⊆ H y G/N es un
grupo de Lie. Como G es un es un grupo compacto metrizable, entonces gracias al corola-
rio anterior, existe una sucesión pro-Lie {N ′i}i∈N tal que ĺım

←
{G/N ′i , rij} = G. Para cada

i sea Ni = N ∩N ′i , entonces por la proposición 3.2.4, {Ni}i∈N es también una sucesión
pro-Lie y ĺım

←
{G/Ni, rij} = G. Notemos que G/Ni

∼= (G/Ni+1)/(Ni/Ni+1). Ahora sea

i ∈ N arbitrario y definimos G = G/Ni+1, N = Ni/Ni+1 y H = HNi+1/Ni+1, podemos
observar que ri,i+1 : G = G/Ni+1 → G/N = G/Ni es una función H-equivariante con la
acción conjugación deH enG, además, ri,i+1 es localmente trivial ([5], cap II teorema 5.8)
y aśı es un N -haz principal y hNi+1((gNi+1)niNi+1) = (hgh−1Ni+1)(hnih

−1Ni+1) para
cada h ∈ H, g ∈ G, ni ∈ Ni. Por lo tanto ri,i+1 es un (H,α,N)-haz principal donde α es
la acción por conjugación, entonces por el teorema 3.4.1, ri+1

i es una H-fibración y por
la proposición 3.5.1, es una H-fibración v́ıa la proyección natural H → HNi+1/Ni+1. De
manera similar, como G/HNi+1 = (G/Ni+1)/(HNi+1/Ni+1). Como para cada i,Ni ⊆ H,
la función inducida πi+1 : G/Ni+1 → G/H por la proyección natural q : G → G/H, es
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un (H,α,H)-haz principal y por lo tanto una H-fibración. Ahora para cada i ∈ Z>0

tenemos el siguiente diagrama conmutativo H-equivariante:

A
f //

i0

��

G

qi

����
��
��
��
��
��
��

qi+1

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;

G/Ni

ri

��8
88

88
88

88
88

88
8

G/Ni+1
ri,i+1oo

ri+1

����
��
��
��
��
��
��
�

A× I
h

// G/H

donde la colección {G, qi} forma el H-cono que define el ĺımite inverso del sistema inverso
{G/Ni, ri,j}. Ahora como ri es una H-fibración, existe una función H-equivariante hi :
A × I → G/Ni tal que hi ◦ i0 = qi ◦ f y ri ◦ hi = h, por otra parte, ri,i+1 también es
una H-fibración, entonces existe una función H-equivariante hi+1 : A × I → G/Ni+1

tal que hi+1 ◦ i0 = qi+1 ◦ f y ri,i+1 ◦ hi+1 = hi, de esta manera construimos un H-
cono {A× I, hi} sobre {G/Ni, ri,j} por lo tanto existe una única función H-equivariante

h̃ : A × I → G tal que qi ◦ h̃ = hi para toda i, es fácil ver que π ◦ h̃ = h, por otra
parte, qi ◦ h̃ ◦ i0 = qi ◦ f , es decir, h̃(a, 0)Ni = f(a)Ni para toda i ∈ N y a ∈ A, entonces
h̃(a, 0)(f(a))−1 ∈

∩
iNi = {e} para cada a ∈ A, por lo tanto h̃◦i0 = f y aśı π : G→ G/H

es una H-fibración.

Hemos llegado al teorema principal de este trabajo. Al igual que en la proposición
3.5.1, el resultado análogo para G-fibraciones es válido ([11]) y aqúı lo hemos demostrado
para G-fibraciones aproximables. Este trabajo fue motivado por el hecho de tratar de
encontrar hipótesis suficientes bajo las cuales p : X → Y sea una G-fibración siempre
y cuando pH : XH → Y H es una fibración para cada subgrupo H de G. También se
pretende con la ayuda de estos resultados encontrar hipótesis suficientes para definir
G-fibraciones aproximables fuertes y demostrar que el funtor G×H − también preserva
estos objetos.

Teorema 3.5.1. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto metrizable G. Si X y
Y son H-espacios y p : X → Y es una H-fibración aproximable, entonces p̃ = G×H p :
G×H X → G×H Y es una G-fibración aproximable.

Demostración: Consideremos el siguiente diagrama conmutativo equivariante:

A
f //

i0
��

G×H X

p̃

��
A× I

F
// G×H Y

λ // G/H

donde λ([g, y]) = gH, g ∈ G, y ∈ Y . Sea D = i−10 (F−1(λ−1(eH))) entonces por el
corolario 3.3.1, G ×H D ∼= A, [g, d] 7→ gd. Ahora consideremos el siguiente diagrama
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conmutativo de funciones H-equivariantes:

D
ce //

i0
��

G

π
��

D × I
F |D×I

// G×H Y
λ

// G/H

donde G es un H-espacio con la acción conjugación y ce es la función constante ce(d) = e
para todo d ∈ D. Gracias al lema anterior, π : G → G/H es una H-fibración, en-
tonces existe una función H-equivariante v : D × I → G tal que v ◦ i0(d) = ce(a) y
π ◦ v(d, t) = λ ◦ F (d, t).

Sea ψ : D × I × [0, 1) → G ×H Y × [0, 1) por ψ(d, t, s) = (v(d, t)−1F (d, t), s) y es
H-equivariante ya que

ψ(hd, t, s) = (v(hd, t)−1F (hd, t), s) = ((h ∗ v(d, t))−1F (hd, t), s) =

= ((hv(d, t)h−1)−1hF (d, t), s) = h(v(d, t)−1F (d, t), s) =

= hψ(d, t, s)

por otra parte,

λ× 1[0,1)(ψ(d, t, s)) = (λ(v(d, t)−1F (d, t)), s) = ((v(d, t))−1λ(F (d, t)), s) =

= (v(d, t)−1π(v(d, t)), s) = (v(d, t)−1(v(d, t)H), s) = (H, s)

es decir, Im(ψ) ⊆ (λ × 1[0,1))
−1(H × [0, 1)). Luego, iY : Y → G ×H Y es un H-encaje

cerrado aśı, Y ∼= {[e, y] | y ∈ Y }, ahora, para cada d ∈ D, p̃◦f(d) = F ◦i0(d) ∈ λ−1(H) ∼=
Y , entonces f(d) ∈ p̃−1(Y ) ∼= X. Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo
de funciones H-equivariantes:

D
f |D //

i0
��

X

p

��
D × I

π1◦ψ◦iD×I

// Y

donde iD×I : D× I → D× I × [0, 1) está dada por iD×I(a, t) = (a, t, 0) y como p es una
H-fibración aproximable, existe una función H-equivariante η : D×I×[0, 1) → X×[0, 1)
tal que η |D×{0}×[0,1)= f |D ×1[0,1) y η : D × I × I → Y dada por

η(d, t, s) =

{
p ◦ π1 ◦ η(d, t, s), 0 ≤ s < 1
π1 ◦ ψ ◦ iD×I(d, t), s = 1

es continua. Como A ∼= G×H D ∼= GD entonces para cada a ∈ A, existen g ∈ G y d ∈ D
tal que a está identificado con gd. Definimos K : A × I × [0, 1) → G ×H X × [0, 1) por
K(a, t, s) = K(gd, t, s) = ([gv(d, t), π1(η(d, t, s))], s). Si g1d1 = gd, entonces [g1, d1] =
[g, d] y aśı, existe h ∈ H tal que g1 = gh−1 y d1 = hd, aśı que

[g1v(d1, t), π1(η(d1, t, s))] = [gh−1v(hd, t), π1(η(hd, t, s))] =

= [gh−1v(hd, t)hh−1, hπ1(η(d, t, s))] = [gv(d, t)h−1, hπ1(η(d, t, s))] =
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= [gv(d, t), π1(η(d, t, s))]

por lo tanto K está bien definida. Si pr : G ×D × I × [0, 1) → G ×H D × I × [0, 1) es
la proyección natural (g, d, t, s) 7→ ([g, d], t, s), entonces K ◦ pr es continua y como pr es
una identificación, K es continua. K es G-equivariante ya que

K(g1a, t, s) = K(g1gd, t, s) = ([g1gv(d, t), π1(η(d, t, s))], s) =

= g1([gv(d, t), π1(η(d, t, s))], s) = g1K(a, t, s)

y es tal que

k(a, 0, s) = ([gv(d, 0), π1(η(d, 0, s))], s) = ([g, f |D (d)], s) =

= (g[e, f |D (d)], s) = (gf(d), s) = (f(a), s)

ahora sólo falta demostrar que K : A× I × I → G×H Y dada por

K(a, t, s) =

{
p̃ ◦ π1 ◦K(a, t, s), 0 ≤ s < 1

F (a, t), s = 1

es continua. Para esto, como a está identificado con gd para algún g ∈ G y d ∈ D, entonces
p̃ ◦ π1 ◦ K(a, t, s) = [gv(d, t), p(π1(η(d, t, s)))] = gv(d, t)[e, p(π1(η(d, t, s)))] y F (a, t) =
F (gd, t) = gF (d, t) = gv(d, t)π1(ψ(iD×I(d, t))), aśı K(a, t, s) = gv(d, t)iY (η(d, t, s)), de
esta manera K ◦ pr : G×D × I × [0, 1) → G×H Y , (g, d, t, s) 7→ gv(d, t)iY (η(d, t, s)) es
continua. Por lo tanto K es continua y aśı p̃ : G ×H X → G ×H Y es una G-fibración
aproximable.
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