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Resumen

La terna (M, g, V) la llamaremos una variedad de Riemann M con métrica g y conexion
de Levi-Civita V. A la pareja (M, J) donde M representa a (M,g,V) y J es un (1,1)-tensor
que satisface J? = —Id (donde Id es la identidad), se llama una variedad casi compleja y a J

estructura casi compleja. Si para cada X,Y € X(M), J satisface
9(JX, JY) = g(X,Y),

entonces a la terna (M, J, g) la nombraremos variedad casi hermitiana, ademds a una variedad
casi hermitiana (M, J, g) con la propiedad de que (VxJ)X = 0 diremos que (M, J, g) es una
variedad nearly Kaehler y se llamara de Kaehler si J es integrable, en otras palabras (VxJ) =0

para todo X € X(M).

La esfera S° tiene una estructura casi compleja J inducida por los ntimeros de Cayley.
Si consideramos la métrica usual g de S® como subvariedad de Riemann de R’, (S%, J, g) es
una variedad nearly Kaehler. En el afo 1978 Aurel Benjacu [1] introduce el concepto de CR~
subvariedad definido como una subvariedad M de una variedad de Kaehler (N, J, g) junto a

una pareja de distribuciones diferenciables de M, (D, D*) tales que,

1. La distribucién D sea consistente con la estructura casi compleja de N, es decir, J(D,) =

D, para cada x € M.

2. La distribucién ortogonal complementaria x — DL C T, M es totalmente real, esto es

J(DY) c T,M* para cada z € M.

Aunque la definicién como se puede ver tiene sentido para variedades nearly Kaehler, en esta
tesis estudiamos a las CR-subvariedades de S° en los casos extremos en los que coinciden con

las subvariedades casi complejas y las subvariedades totalmente reales. Para lo que durante
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el Capitulo 1 se introduce todos los conceptos necesarios para los capitulos posteriores. En
el Capitulo 2 se expone el articulo de A. Benjacu [1]. Durante el Capitulo 3 se le induce la
estructura casi compleja a la seis esfera por medio de los nimeros de Cayley. Por iltimo en
el Capitulo 4 probaremos que S° no tiene subvariedades casi complejas de dimensién cuatro.
También que si M es una subvariedad totalmente real de dimensién tres M debe ser minima
y orientable. Mas ain, si M tiene curvatura constante c, entonces M es totalmente geodésica

(c =1) 6 tiene curvatura ¢ = 6

II1
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Capitulo 1

Introduccion a variedades Kaehler

En este capitulo repasaremos las definiciones y resultados necesarios para los consecuentes
capitulos. Daremos la notacién que llevaremos asi como la definicion de una estructura casi
compleja J en una variedad de Riemann M (en el caso de existir a la pareja (M, J) la llama-
remos variedad casi compleja), la clasificacion de las variedades con estructura casi compleja

incluyendo las variedades casi Hermiticas, nearly Kaehler y Kaehler.

1.1. Estructura casi compleja y variedades casi Hermiti-

cas

Sea M una variedad diferenciable, denotamos por C' (M) el anillo de funciones diferen-
ciables f : M — R, X (M) el médulo sobre C* (M) el cual consta de los campos vectoriales
diferenciables sobre M y A (M) el médulo dual de X (M) formado por 1-formas.

Un tensor de tipo (r,s) o (r,s)-tensor es una funcién C°°(M)-multilineal 7" : (A (M))" x
(X (M))" = C> (M),

Ejemplo 1. Dada una variedad M siempre es posible construir una métrica de Riemann sobre
M [2, Proposicién 2.10, p. 43], es decir, g : X(M) x X(M) — C* (M) el cual resulta ser un
(0,2)-tensor.

Ejemplo 2. La torsiéon de una conexion afin V en una variedad M se define como

T(0,X,Y)=0(T(X,Y)) =0 (VyY — VyX — [X,Y])

2



1.1. ESTRUCTURA CASI COMPLEJA Y VARIEDADES CASI HERMITICAS 3

donde T" es una funcién multilineal definida de X(M) x X(M) a X (M) y 6 es una 1-forma, por

lo que T es un (1,2)-tensor.

Esto da pie a que cualquier funcién multilineal A : (X (M))® — X (M) defina un (1,s)-tensor
dado por

A0, X1,..., X)) =0(A(X,.... X)),

por lo que al referirnos a un (1,s)-tensor solo mencionaremos la funcién multilineal A : (X (M))* —

x (M).

Definicién 1. Sea V una conexién afin en M. Dada un tensor A de tipo (r, s), definimos la

derivada covariante de A como el (r, s + 1)-tensor VA dado por:

—_

. Si A e C®(M), entonces VA = dA

2. Si A€ X(M), entonces (VA)V =V A

3. Si A e A(M), entonces (VA)(V, X) = (VyA)X =VAX) — AVyX)

4. En general si A es un (r, s) tensor

(VA O, 0,V X0, X)) = (Ve A)(Or, .10, X1, X

=VA®Or,....00, X1, .. X)) =Y Ay, ..., Vybi,..., 0, X1,..., X,)

=3 A(b 0 X VXX,
J

Definicién 2. Una estructura casi compleja es un (1,1)-tensor J en M tal que J? = —Id, a la

pareja (M, J) le llamaremos una variedad casi compleja.

Observacion. Toda variedad casi compleja (M, J) es de dimensién par.

Demostracion. Sea n la dimensién de una variedad casi compleja (M, J) entonces
0 < (detJ)? = detJ* = det(—1d) = (—1)"

por lo que n es un nimero par. O



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION A VARIEDADES KAEHLER

Ejemplo 3. Sea C los numeros complejos, definimos a la estructura casi compleja en los
nimeros complejos i: X (C) — X (C) definida como multiplicar por i, entonces la pareja (C, 1)

es una variedad casi compleja.

Ejemplo 4. Como un ejemplo importante de una variedad casi compleja veremos que S° tiene

estructura casi compleja, (véase Capitulo 3).

Definicién 3. Una variedad casi compleja (M, J) con métrica de Riemann ¢ es una variedad
casi Hermitica si

9(J X, JY) = g(X,Y)
para cada X,Y € X(M). A la variedad casi Hermitica la denotamos por la terna (M, J, g).

Podemos decir entonces que (C,i) y (S% J) ademds de ser variedades casi complejas son
variedades casi Hermiticas con la métrica ususal en C y la métrica usual de S® como subvariedad

de R7 respectivamente.

Definicién 4. Una variedad casi Hermitica (M, J, g) con conexién de Levi-Civita V, es una

variedad nearly Kaehler si
(Vx )X =VxJX —JVxX =0

para cada X € X(M).

Lema 1.1.1. Una variedad casi Hermitica (M, J, g) es nearly Kaehler si y solo si
(VxJ)Y = —(VyJ)X

para cada X,Y € X(M).

Demostracion. Supongamos que M es nearly Kaehler, es decir,
0=(VxpJ)(X+Y).

Por bilinealidad y dado que M es naerly Kaehler

0=(Vxiy)(X+Y)=(VxJ)Y + (VyJ)X.

Por otro lado si (VxJ)Y = —(VyJ)X para cada X,Y € X(M) entonces hacemos X =Y lo

que garantiza que M es nearly Kaehler. O]
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Definicién 5. Sea (M, J) una variedad casi compleja, entonces definimos el (1,2)-tensor
GX,)Y)=(VxJ)Y
para cada X,Y € X(M).
Entonces lo anterior se puede reescribir como.

Definicién 6. Una variedad casi Hermitica (M, J, g) con conexién de Levi-Civita V, es una
variedad nearly Kaehler si

G(X,X) =0

para cada X € X(M).

Lema 1.1.2. Una variedad casi Hermitica (M, J, g) es nearly Kaehler siy sélo si el (1,2)-tensor

G es antisimétrico.
Este (1,2)-tensor tiene las propiedades enunciadas en la siguiente proposicién.
Proposicién 1.1.3. Sea (M, J, g) una variedad casi Hermitica, entonces:
1. g(G(X,Y),Z) = —g(Y, G(X, 2))
2. G(X,JY)=—-JG(X,Y)
para cada X,Y,7Z € X(M).
Demostracion. Para demostrar la primer parte tenemos para toda X,Y, Z € X(M):

9(G(X,Y),Z) = g((VxJ])Y,Z)
= ¢(VxJY — JVyY, Z)
= g(VxJY,Z) —g(JVxY,Z)
= Xg(JY,Z)—g(JY,VxZ)+g(VxY,JZ)
= Xg(JY,Z)—g(JY,VxZ)+ Xg(Y,JZ) —g(Y,VxJZ)
= g(Y,JVxZ)—qg(Y,VxJZ)
= —g(Y,(VxJ)Z)
= —g(Y,G(X,2)).
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Para la segunda parte partimos de
—JG(X,Y)=—J(VxJY—JIVxY) = —JVxJY+J’VxY = —JVxJY+VxJ?Y = G(X, JY)
m

Dos tensores importantes en la teoria de variedades casi complejas los enunciamos en las

siguientes definiciones.

Definicién 7. Sea (M, J) una variedad casi compleja con métrica de Riemann ¢ definimos la

forma de Kaehler como el (0, 2)-tensor
QX,)Y)=g9(JX,Y).

Definicién 8. Sea (M, J) una variedad casi compleja con métrica de Riemann ¢ definimos el

tensor de Niejenhuis como el (1,2)-tensor denotado por N; y definido como
Ny(X,)Y)=[JX,JY] - [X,Y] - J([JX,Y] + [X, JY]).

Proposicién 1.1.4. Sea (M, J, g) una variedad casi Hermitica con conexion de Levi-Civita V,
entonces

N;(X,)Y)=GJX,)Y)-GUJY,X)+G(X,JY)-G(Y,JX).
Demostracion. Sean X,Y € X(M), entonces

= VyxJY = VpuJX —VxY +VyX —J(V,xY —VyJX +VxJY -V X)
= G(JX,Y) - GY,X)+G(X,JY) — G(Y, JX).

[]

Recordemos que una variedad nearly Kaehler es una variedad casi Hermitica (M, J, g), tal

que G(X, X) = 0, con esto presente tenemos la siguiente definicién.

Definicién 9. Una variedad casi Hermitica (M, J, g) es llamada de Kaehler si

G=0.
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Es inmediato entonces que una variedad de Kaehler es una variedad nearly Kaehler. A
continuacion veremos que cualquier variedad nearly Kaehler de dimension 4 es una variedad de

Kaehler. Para ello tenemos los siguientes resultados.

Lema 1.1.5. Si (M, J,g) es una variedad nearly Kaehler entonces para cada X,Y € X(M)
GX,Y)+G(JX,JY)=0.
Demostracion. Por la Proposicién 1.1.3 para cualesquiera X,Y, 7 € X(M)

g GX,Y)+GIX,JY),2) = g(G(X,Y),Z)+ g(G(JX,JY), Z)
= —g(Y,G(X,2)) — g(JY,G(JX, Z))

y como G es antisimétrico por Lema 1.1.1

—9(JY,G(JX,Z)) = g(JY.G(Z,JX))
= —g(JY,JG(Z, X))
= —g(Y,G(Z,X))
= g(Y.G(X, 2)).

Con lo que concluimos G(X,Y) +G(JX,JY) =0. O

Proposicién 1.1.6. Si (M, J,g) es una variedad nearly Kaehler con conexién de Levi-Civita

V, entonces para cada X,Y € X(M)
N;(X,Y)=—-4G(Y, JX).
Demostracion. Por la Proposiciéon 1.1.4
N;(X,)Y)=GUJX,Y)-GUJY,X)+G(X,JY) -G, JX)
luego como G es antisimétrico y el Lema 1.1.5

Ny (X,Y) =2(G(JX,Y) = G(JY, X)) = 2(-=G(Y, JX) + G(J?Y, JX)) = —4G(Y, J X).

Corolario 1.1.7. Una variedad nearly Kaehler (M, J, g) es de Kaehler si y sdlo si Ny = 0.
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Demostracion. Si M es de Kaehler

N;(X,Y)

0=G(Y,JX) = ="

para cada X,Y € X(M) y por lo tanto N; = 0. Reciprocamente si N; = 0 de la Proposicién
1.1.6
0=N,;(X,Y)=—-4G(Y, JX)

por lo tanto M es de Kaehler. O

Estamos listos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Si (M, J, g) es una variedad nearly Kaehler de dimensidon 4, entonces M es

una variedad Kaehler.

Demostracion. Probaremos que el tensor de Niejenhuis es idénticamente cero de forma local,
y es decir cero de forma global. Sean U un abierto de un punto p € M y {X,Y,JX, JY} una
base de X(U), notemos que

g(NJ(X,Y),X) = —4g(G(JY, X),X) = 49(G(X, JY), X) = 49(JY, G(X, X)) = 0
g(NJ(X,Y),JX) = 4g(G(X,JY),JX) = 4g(JY, G(X, JX)) = —4g(JY, JG(X, X)) = 0
g(NJ(X,Y),JY) = —4g(G(JY, X), JY) = 4g(X, G(JY, JY)) = 0
g(NJ(X,Y),Y) = —4g(G(JY, X),Y) = 4g(X,G(JY,Y)) = g(X, N,(Y, JY)) = 0.

De manera similar se prueba que N;(V,W) = 0 para cualquier VW € {X,Y,JX,JY}, es
decir, N; = 0 por lo tanto M es de Kaehler. O

1.1.1. Curvatura en variedades nearly Kaehler

Como sabemos en una variedad diferenciable existen muchas conexiones y para cada una

de ellas podemos definir su curvatura como sigue.

Definicién 10. Sea (M, g) una variedad de Riemann y V su conexién de Levi-Civita. La

curvatura de V es el (1,3)-tensor R definido como

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ - VixyZ



1.1. ESTRUCTURA CASI COMPLEJA Y VARIEDADES CASI HERMITICAS 9

Proposicion 1.1.9. FEl tensor de curvatura para la conexion de Levi-Civita cumple la primera

identidad de Bianchi, es decir,
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
Denotamos por Rxyzw al tensor de curvatura definido como
Rxyzw = g(R(X,Y)Z,W).

Supondremos que (N, J, g) es una variedad casi Hermitica. Veremos que el tensor de curva-
tura tiene una relacién con el tensor G. Para ello, observemos la primera y segunda derivada
covariante de la forma de Kaeheler © (Definicién 7), calculamos con todo detalle la primera
derivada covariante de €2. Y para la segunda derivada covariante de {2 s6lo mostraremos el
resultado.

Entonces la primera derivada covariante de €2 en la direccién de X € X(N) viene dada por

VY, Z) = XQY,Z) - VY, Z) — QY,Vx2)
— Xg(JY,Z) — g(JVxY,Z) — g(JY,VxZ)
= 9(VxJY,Z) +g(JY,VxZ) — g(JVxY,Z) — g(JY,VxZ)
= g9(VxJY,Z) = g(JVxY, Z)
= 9(G(X,)Y),Z).

De manera similar V2Q(W, XY, Z)
VIQW, X,Y, Z) = Wg(G(X,Y), Z)—g(G(VwX,Y), Z)—g(G(X, ViwY), Z)—g(G(X,Y), Vi Z).
Ya que R(W, X)Y es una funcién C*(M) trilineal y Q es un tensor definimos el tensor
Rywx(Q)(Y,Z2) = QR(W,X)Y,Z) + Q(Y,R(W, X)Z).

En el siguiente lema se dara una relacién de este tensor con la segunda derivada covariante de

Q.
Lema 1.1.10. Para cada X,Y, Z, W € X(N) se satisface:

1. RwxQ(Y, Z) = —=V2Q(W, X, Y, Z) + V2QX,W,Y, Z)
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2. V2QW, XY, Z) = —V2Q(W,Y, X, Z)
3. V2Q(Y, X, X, JY) = 0.

Demostracién. Calculemos VZQ(W, X, Y, Z), por los anteriores calculos

VIQW, X,Y,Z) = Wg(G(X,Y),2) - g(G(VwX,Y),Z) — g(G(X,VwY), Z)
- 9(G(X)Y),VwZ)
= g(VwG(X,Y) = G(VwX,Y) — G(X,VwY), 2)
= g(VwVxJY — VigJVxY — Vo, xJY + JVy, xY
— VxJVyY + JVxVyY, 2).

Por lo tanto
VQQ(X, W)Y, Z) = g(VxVwJY-VxJVwY Vo wJY+IVe wY -V JVxY+JIVyVxY, Z)

por lo hacer la diferencia, —V2Q(W, XY, Z) + V2Q(X,W,Y, Z) = Ry xQY, Z) se obtiene el
resulatdo. La segunda parte se sigue directamente de la Proposicién 1.1.3 y la parte tres es

consecuencia inmediata de la segunda. O
Corolario 1.1.11. Para todo X,Y € X(N)
—Rxyxy + Rxvixsy = [|G(X,Y)|.

Demostracion. Como N es nearly Kaehler y

V2Q(X, X,Y, JY)=

= Xg(G(X.Y),JY) - g(G(VxX,Y),JY) - g(G(X,VxY),JY) — g(G(X,Y),VxJY)
= —Xg(G(Y,X),JY) + g(G(Y,VxX),JY) + g(VxY,G(X, JY)) — g(G(X.Y),VxJY)
= Xg(X,G(Y,JY)) — g(VxX,G(Y,JY)) + g(VxY,G(X,JY)) — g(G(X,Y),VxJY)
= —g(VxY,JG(X,Y)) - g(G(X,Y),VxJY)

= g(JVxY,G(X,Y)) — g(G(X.Y),VxJY)

= —[[GXY)P
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Entonces por el Lema 1.1.10
IGX,V)|]? = —V*QUX,X,Y,JY)
= VXY, X,JY) -0
= VXY, X,JY) - VQY, X, X,JY)
= —RxyQ(X,JY)
= —Q(R(X,Y)X,JY)—-Q(X,R(X,Y)JY)
= —g(JR(X,Y)X,JY) - g(JX,R(X,Y)JY)
= —g(RIX,V)X,Y)+g(R(X,Y)JX,JY)

= —Rxyxy + Rxyisxjy-

1.2. Subvariedades casi complejas

Consideramos ahora una variedad casi Hermitica (N, .J, g) y una variedad M encajada en

N. Denotamos a la restriccién del dlgebra X(N) sobre M por X(M), entonces
X(M) =2(M) @ X(M)*

donde X(M) es el dlgebra de campos vectoriales de M y X(M)* es el médulo de campos

vectoriales perpendiculares a M.

Definicién 11. Sea M una subvariedad de una variedad casi compleja (N, J); decimos que M

es una subvariedad casi compleja de N si
I (T M) C T, M
para cada m € M, o equivalentemente para cada X € X(M)
J(X) e X(M).

En este caso escribiremos que (M, J) es una subvariedad casi compleja de (N, J), observemos
que evitamos poner la restricciéon a J que formalmente deberia ir, pero para no complicar la

notacion acordamos utilizar la misma estructura casi compleja.
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En general si (M, g) es una subvariedad de Riemann con conexién de Levi-Civita V en una
variedad de Riemann (N, g) con conexién de Levi-Civita V, la relacién entre estas conexiones
viene dada por P(V) = V, donde P : X(M) — X(M) es la proyeccién ortogonal canénica. De
manera mas general tenemos las siguientes igualdades llamadas férmula de Gauss y férmula de

Weingarten respectivamente

7XY:VXY+04(X,Y) (11)
VxZ=—-AzX +V+Z (1.2)

donde a : X(M)x X(M) — X(M)* es la segunda forma fundamental, A : X(M)x X(M)+ —
X(M) es el operador de forma y V* : X(M) x X(M)+ — X(M)* es la conexién normal.

Existen tres ecuaciones relevantes como consecuencia de la féormula de Gauss y de Wein-
garten, la ecuacién de Gauss, ecuacién de Ricci y la ecuacion de Codazzi respectivamente [2,

Capitulo 6, Seccién 3, pp. 134-138]
9(R(X,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z, W) + g(a(X, W), a(Y, Z)) — (X, Z), (Y, W))  (1.3)
(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z) (1.5)
para X,Y, Z,W € XM y n,& € X(M)*. La siguiente definicién aparece en [5].

Definicién 12. Sean (M, .J), (N, J,g), V y P como antes, definimos el tensor de configuracién
T : X(M) x (M) — X(M) como la segunda forma fundamental y el operador de forma,

respectivamente
TxY = a(X,Y)=VxY -~ VyY € X(M)*+, TxZ = -AzX = P(VxZ) € X(M)
para X,Y € X(M)y Z € X(M)*.

Proposicién 1.2.1. Sean X € X(M) y Z,W € X(M) entonces el tensor de configuracion

satisface
1. T es C°(M) bilineal.

9. Tx(X(M)) € X(M)* y Ty (X(M)*) € X(M).
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Demostracion. La primer parte de la proposicion se sigue del hecho que T esta definido en
términos de suma y composicién de funciones C'™°. La tercera parte es consecuencia de la

definicién. Ahora para la segunda parte, consideramos la proyeccién natural @ : X(M) —
X(M)*+
9g(Ix2Z2,W) = g(Ix(P(Z)+Q(Z)), P(W) + Q(W))
= 9(Ix(Q(2)), P(W)) + g(Tx(P(Z2)),Q(W)).

Luego

9(Tx(P(2)),QW)) = g(VxP(Z) = VxP(Z),Q(W))
= 9(VxP(Z),Q(W)) — g(VxP(Z),Q(W))
= Xg(P(2),Q(W)) — g(P(Z),VxQ(W))
= —g(P(2),VxQ(W))
= —9(P(2), TxQ(W)).
De manera similar g(Tx(P(Z)), Q(W)) = —g(P(Z), TxQ(W)) asf obtenemos
9(Ix2Z,W) = g(Ix(P(Z2)+Q(2)), P(W) +Q(W))
= 9(Tx(Q(2)), P(W)) + g(Tx(P(Z)),Q(W))
= —9(Q(2), TxP(W)) — g(P(Z), TxQ(W))
= —9(Z,TxW).
O

Teorema 1.2.2. Sean (N, J,g) una variedad nearly Kaehler y (M, J) una subvariedad casi

compleja de N, entonces (M, J,g) es una variedad nearly Kaehler.
Demostracion. Veamos que tanto difiere Tx J X de JTx X, es decir,
TxJX — JTxX =VxJX —VxJX — J(VxX = VxX) = (VxJ)X — (VxJ)X.

Como (N, J, g) es una variedad nearly Kaehler (Vx.J)X = 0, esto quiere decir que la parte
izquierda normal a M es igual a la parte derecha tangente a M, y esto es posible si y sélo si

ambos extremos de la igualdad son cero, por lo tanto

(V)(J)X =0 y ijX— JT)(X =0
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y se sigue que M es nearly Kaehler. O

Corolario 1.2.3. Sean (N, J,g) una variedad nearly Kaehler y (M, J) una subvariedad casi
compleja de N, entonces

TxJX =JIxX.

1.3. Subvariedades totalmente reales

En la seccién anterior se uso que X(M) = X(M) @ X(M)*, ahora de manera opuesta a la

Definicién 11 tenemos la siguiente definicion.

Definicién 13. Sea M una subvariedad de una variedad casi compleja (N, J); decimos que M

es una subvariedad totalmente real de NNV si
Jo (T M) C T M+
para cada m € M, o equivalentemente para cada X € X (M)
J(X) € X(M)* .

Si M es una subvariedad totalmente real de una variedad casi Hermitica (N, .J, g) con co-
nexién de Levi-Civita V y como antes V. = P o V la conexién de Levi-Civita de M y de la
Definicién 12 se sigue que

VxZ =-TxZ+VxZ.
Como consecuencia tenemos la proposicién siguiente.

Proposicién 1.3.1. Si M es una subvariedad totalmente real de una variedad nearly Kaehler

(N, J,q), entonces G(X,Y) € X(M)*.
Demostracion. Sean XY, Z € X(M), entonces

= —g(JY,TxZ) +g(IxY,JZ)

= g(Y,JTxZ) — g(JTxY, Z).
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De manera analoga

g(G(Z,X),Y) :g<JTZY7X) _g(JTZX7Y>
g(G(Y, Z),X) = g(JTyX, Z) — g(JTyZ, X)

Por la Proposicién 1.1.3 y el Lema 1.1.1
9(G(X,Y), Z2) = —g(V,G(X, 2)) = 9(G(Z, X),Y) = g(G(Y, X), Z),
al sumar las primeras tres igualdades obtenemos
39(G(X,Y), Z) = 0,
en otras palabras G(X,Y') es ortogonal a M. O

Proposicién 1.3.2. Sea (N, J, g) una variedad nearly Kaehler, entonces
(VxG)(JY,JZ)=—(VxQ)Y,Z)+ JG(G(X,Y), Z) + JG(Y,G(X, Z)).
Demostracion. Sean XY, Z € X(M), entonces
(VxG)(JY,JZ) = VxGJY,JZ)—G(NxJY,JZ) - G(JY,VxJZ).

Notemos que

VxG(JY,JZ) = —-VxJG(JY,Z)
= VxJG(Z,JY)
= Vx - J’G(Z)Y)
= —VxG(Y,2).
Asi
(VxG)(JY,JZ) = —VxG(Y,Z)-GG(X,Y),JZ) - G(JIVxY,JZ)—G(JY,G(X, 2Z))
~G(JY,JVxZ)

= —VxGY,2)+JGG(X,Y), Z)+G(VxY,Z)+ JG(Y,G(X, Z))
+G(Y,Vx2)
= —(VxG)(Y,2) +JG(G(X,Y), Z) + JG(Y,G(X, Z)).



Capitulo 2

Subvariedades CR

En el ano 1978 A. Benjacu introduce en [1] a las CR~subvariedades este capitulo abordaremos

los resultados mas destacados que se relacionan con esta tesis.

2.1. Subvariedades CR en una variedad nearly Kaehler

Sean (N, J, g) una variedad Kaehler de dimension n (n par) y (M, go) una subvariedad de
Riemann inmersa isométricamente en N. Sea D una distribuciéon en M, es decir, una funcién tal
que a cada x € M le asocia el subespacio D, C T, M de dimension m, de manera diferenciable.
Donde diferenciable se entenderd que existen Xi, Xs,...,X,, € X(M) tal que el conjunto

{Xi(x), Xo(z), ..., X;n(x)} es una base de D, para toda x € M.

Definicién 14. Una subvariedad (M, go) de una variedad Kaehler (N, J, g) con distribuciones
(D, D*%) es una CR subvariedad de N si se satisface

1. La distribucién D es consistente con la estructura casi compleja de N, es decir, J(D,) =

D, para cada x € M.

2. La distribucién ortogonal complementaria z — D C T, M es totalmente real, esto es

J(D}) C T,M* para cada x € M.

Observacion. Una CR subvariedad M con distribuciones (D, D*) de una variedad Kaehler
es una subvariedad M de N junto con una descomposicién de su espacio tangente T'M =

D(M) @& D+(M). Con lo que podemos escribir de manera tinica a cada X € X(M) como
X =P(X)+Q(X).

16
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Donde P : TM — D(M) (la parte horizontal) y @ : TM — D+ (M) (la parte vertical) son las

proyecciones naturales, ademaés de que
JoP:TM - D(M) y JoQ:TM —TM~.

Ejemplo 5. Una curva inmersa o : I — N con las distribuciones D, = 0y D = T,(a(I)) es

una CR subvariedad de N.

Ejemplo 6. Cualquier subvariedad casi compleja (M, J) de una variedad Kaehler (N, J, g) con
las distribuciones D, = T,(M) y D+ = 0 es una CR subvariedad de N. De manera opuesta,
cualquier subvariedad totalmente real My de N con las distribuciones D, = 0 y DL = T, M es

una CR subvariedad de N.

En el ejemplo anterior tenemos entonces que las subvariedades casi complejas y las subva-
riedades totalmente reales son casos particulares de las CR subvariedades.

Sea & un campo vectorial normal a M, podemos descomponer a
JE = A& + B+ C¢,
donde A es la parte horizontal, B¢ es la parte vertical y C¢ es la parte normal.

Lema 2.1.1. Sean M una CR subvariedad de una variedad de Kaehler N y X € X(M) entonces

las siguientes ecuaciones son validas

C*€+JBE+E€=0 (2.1)
JAE + ACE =0 (2.2)
BC¢ = 0. (2.3)

Demostracion. Aplicando J a la ecuacién JE = A + BE + C€ tenemos

£ = J%
= JAE+ JBE+ JCE
= JAE + JBE + ACE + BCE + C*%¢.

Si comparamos partes verticales, horizontales y normales

C*+JBE+£6=0
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JAE + ACE =0

BC¢ = 0.

Al aplicar C' a la ecuacién 2.1 por la ecuacion 2.5, se sigue que
(CP+ O =CP¢+CE=0.

Este operador en el espacio normal es el introducido por K. Yano [12].

Como caso particular si X € X(M). Entonces JQX es un campo normal a M, y por tanto
—QX =JJQX =AJQX + BJQX + CJQX,
al comparar partes horizontales, verticales y normales se siguen
BJQX +QX =0, (2.4)
AJRX =CJQX = 0. (2.5)

Lema 2.1.2. Sean M una CR subvariedad de una variedad Kaehler N y X, Y € X(M) entonces

las siguientes ecuaciones son validas.

a(X,Y) — P(Ajov X) = JPVxY + Aa(X,Y) (2.6)
Q(VxJPY) — Q(AsovX) = Ba(X,Y) (2.7)
(X, JPY) +VxJQY = JQVxY + Ca(X,Y). (2.8)

Demostracion. De las férmulas de Gauss 1.1 y Weingarten 1.2
VxJY = VxJPY +VxJQY
= VxJPY +a(X,JPY) - A;ov X + VxJQY
= P(VxJPY)+Q(VxJPY)+a(X,JPY) — P(Ajov X) — Q(Asov X) + VxJQY.
Por otro lado como N es de Kaehler se sigue
VxJY = JVxY

= JVxY +Ja(X,Y)
— JPVxY +JQVyY + Aa(X,Y) + Ba(X,Y) + Ca(X,Y).
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Comparando las partes horizontales verticales y normales se tienen las tres siguientes ecuaciones
a(X,Y) - P(AjovX) = JPVxY + Aa(X,Y)

Q(VxJPY) = Q(AsqrX) = Ba(X,Y)

(X, JPY) + VxJQY = JQVxY + Ca(X,Y).

2.2. Curvatura seccional de una CR subvariedad

A partir de ahora supondremos que la variedad Kaehler (N, J,g) es una variedad de curva-

tura holomorfa constante ¢, entonces la curvatura de N esta dada por

R(X,YV)Z =~ [g(Y, 2)X —§(X, 2)Y +g(JY, Z2)JX —g(JX, Z)JY +25(X,JY)JZ] (2.9)

c
4
para cualquier X, Y, Z € X(N). Més aun, si X,Y, Z, W € X(M)

JRX,Y)Z,W) = 2)9(X, W) — (X, 2)5(Y, W) + G(JY, Z)5(JX, W)

g(y,

— G(JX, 2)g(JY, W) + 26(X, JY)G(JZ, W)
9(Y. Z2)g(X, W) — (X, Z)g(Y, W) + g(JPY, Z)g(J PX, W)
g(

JPX, Z)g(JPY,W) + 2§(X, JPY )g(JPZ,W).

Sabemos que con las propiedades del tensor de curvatura, es posible a partir de la curvatura
seccional recuperar el tensor de curvatura. Por lo cual es importante conocer la forma de la
curvatura seccional en la variedad N. Para ello hacemos en la ecuaciéon anterior X = W y

Y = Z con lo cual obtenemos
F(R(X,Y)Y,X)=1+3g(JY,X)* =1+ 3g(JPY, PX)*.

Proposicién 2.2.1. Sea M una CR subvariedad de una variedad Kaehler (N, J,g). Entonces

la curvatura seccional de M es

gRXY)Y.X) = £ % [1 4 3g(JPY, PX )] +9(a(X, X), a(Y; Y)) =g(a(X, V), a(X, Y)). (2.10)
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Demostracién. Al sustituir g(R(X,Y)Y,X) = 1+ 3g(JY,X)? = 1 + 3g(JPY,PX)? en la

ecuacién de Gauss 1.3 tenemos que la curvatura seccional de M viene dada por
9(R(X, Y)Y, X) = 7 [1+3g(JPY. PX)’] +g(a(X, X),a(Y.Y)) = §(a(X,Y), a(X.Y)).
Tal como se queria probar. O

Definicién 15. La curvatura seccional holomorfa H de una CR subvariedad M determinada
por el campo horizontal unitario X € X(M) es la curvatura seccional que determina el plano

generado por {X, JX}
HX)=c+g(a(X,X),a(JX,JX)) —g(a(X, JX),a(JX, X)). (2.11)

Proposicién 2.2.2. La curvatura seccional de una CR subvariedad M de una variedad Kaehler

(N, J,g) viene dada por

H(X) = c+[[Ba(X, X)|I* = [Ja(X, X)|I* = [|Ca(X, X)||* = IQVxX[*  (2.12)
+ g(a(X,X),JQV,;xY) —29(JQVx X, Ca(X, X)). (2.13)

Demostracion. Recordemos que o(X, JPY) + VxJQY = JQVxY + Ca(X,Y), pero para

nuestro caso QY = 0 por lo que esta ecuacién se reduce a
a(X,JY) =JQVxY 4+ Ca(X,Y) (2.14)
se sigue que
a(JX,JY)=JQV;xY + Ca(JX,Y)=JQV,;xY + C(JQVy X + Ca(X,Y)).
Como CJQZ = 0 para cualquier Z € X(M) (véase la ecuacién 2.5)
a(JX,JY) = JQV,;xY + C?a(X, X). (2.15)
Al sustituir las ecuaciones 2.15 y 2.14 en H(X)

HX) = c+7ga(X,X),a(JX,JX)) — gla(X, JX),a(JX, X))
= c+79(a(X,X),JQV,xY + C?a(X, X))
— G(JQVxX 4 Ca(X,X),JQVxX + Ca(X, X))
(a(X, X),C*a(X, X)) +g(a(X, X), JQV ;xY)

Il
Q|

— G(JQVxX,JQVxX) — G(Ca(X, X),Ca(X, X)) — 25(JQV X, Ca(X, X)).
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Por la ecuacién 2.1, lo anterior se reduce a
H(X) = c+||Ba(X, X)|]* — [la(X, X)|]* = [[Ca(X, X)[]* - [|QVx X]”
+ g(a(X,X),JQV,;xY) —2(JQVx X, Ca(X, X)).
Justo lo que se queria probar. O

Definicién 16. La distribucion horizontal D es llamada paralela con respecto a la conexién de

Riemann V en M, si VxY € D para cualesquiera campos vectoriales X,Y € D.

Lema 2.2.3. Si M es una CR subvariedad de una forma espacial compleja N(c) entonces la
distribucion D es involutiva, es decir para cualesquiera campos X,Y € D, [X,Y] € D, si y sdlo

sia(JX,Y)=a(X,JY).
Demostracion. Sea X,Y € D se sigue de la ecuacién 2.14
a(X,JY)—a(Y,JX)=JQ(VxY — VyX) = JQ(X,Y]).
El lema se sigue de inmediato. En particular
—a(X, X) = a(X, J?X) = a(JX, JX).
O

Teorema 2.2.4. Si M es una CR subvariedad de una forma espacial compleja N(c) y D es
una distribucion involutiva entonces la curvatura seccional holomorfa es menor o iqual a ¢, en
otras palabras para cada X € D

H(X)<ec

Demostracion. De la Definiciéon 2.11 y del Lema 2.2.3

HX) = c+9(a(X, X),a(JX,JX)) —g(a(X, JX),a(JX, X))

= c— ([[a(X, X[ + lle(X, JX)|P") < c.

Corolario 2.2.5. Si D es paralela entonces H(X) < ¢ para todo X € D.

Definicién 17. La CR subvariedad M es llamada D-totalmente geodésica (respectivamente

D+ totalmente geodesica) si a(X,Y) = 0 para cada X,Y € D (X,Y € D4).
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Teorema 2.2.6. Una CR subvariedad M de una forma espacial compleja N(c) es D totalmente

geodésica si y solo si D es involutiva y H(X) = ¢ para cada X € D.

Demostracion. Si D es totalmente geodésica por el Lema 2.2.3, D es involutiva. De la Definicién
2.11, paracada X € D H(X) =c.

Por otro lado, como H(X) = ¢ entonces
g(a(X, X),a(X, X)) = 0

Fla(X, JX),a(X, JX)) =0

para cada X € D. En otras palabras a(X, X) = 0, en particular
0=a(X+Y,X+Y) = 2aX,Y),
es decir, D es totalmente geodésica. O]

Sea { X1, Xo, ..., X,,} una base local en M, con la condicién de que { X7, Xo,..., X, JX; =
Xoi1, JXo = Xgi9,...,JXs = Xos} es una base para Dy {Xosi1, Xosio, .-+, Xosir = Xin} €8

una base para D+.

Definicién 18. La CR subvariedad M es llamada D minima (respectivamente D+ minima) si

2s

Z Oé(XZ', Xz) = 0

=1

(i a<X23+i7 X2s+i) = O) .

i=1
Como en geometria de subvariedades una CR subvariedad D totalmente geodésica es D

minima.

Teorema 2.2.7. Si M es una CR subvariedad D+ minima de una forma espacial compleja

N(c) entonces M es D+ totalmente geodésica si y sdlo si
gROLYIY,X) = 5

para todo X,Y € D*.
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Demostracion. Al hacer la sustitucion de X y Y por Xogp; v Xosyj con i, j € {1,2,...,r} en

la ecuacién 2.10 esta se reduce a

@)

g(R<X23+i7X2s+j)X2s+j7X2s+i) =—- + ?(Oé(Xst,X%H),Oé(X2s+j7X2s+j))

4
— gl Xasyi, Xassj), a(Xosti, Xosts))-

c
Supongamos entonces que g(R(Xosyi, Xostj) Xostj, Xosii) = T al sustituir en la ecuacién an-

terior y sumando sobre todo 7

> G0 (Xasris Xowis), o Xosriy Xasry)) = O | Xasps, Koy
=1

i=1

= > G(a(Xaari, Xoayi), (Xaeyj, Xaor))
=1

= ?(Z a(X2s+i7X23+i)7a<X2s+j7X2s+j)> =0.

i=1
Por lo que o(Xas44, Xos+;) = 0 para cada 4,5 € {1,2,...,7}, y como consecuencia a(X,Y) =0

para cada X,Y € D™, es decir, M es D+ totalmente geodésica. El reciproco es claro. O

Definicién 19. Sean M una CR subvariedad en una variedad Kaehler (N, J,g), X € Dy

Y € D*. A la curvatura seccional de X y Y la llamaremos CR curvatura seccional.

Definicién 20. Una CR subvariedad M es llamada CR totalmente geodésica si para cada

X € Dy Y € D* su segunda forma fundamental se anula, es decir, a(X,Y) = 0.

Teorema 2.2.8. Sea M una CR subvariedad en una variedad Kaehler (N,J,g). Si la CR

. & . . .
curvatura seccional de M es 17 alguna de las condiciones siguientes es satisfecha
1. M es D minima
2. M es D' minima.

Entonces M es CR totalmente geodésica.



Capitulo 3

Estructura casi compleja de S°

En este capitulo definimos a los niimeros de Cayley, con los que le induciremos la estructura
casi compleja a S®. Ademds calculamos la conexién de Levi-Civita de S°. En el Lema 3.2.2 se

relacionan las conexiones de Levi-Civita entre de S® y C.

3.1. Numeros de Cayley

Sea C' el espacio vectorial real generado por el conjunto {1, eg, €1, €2, €3, €4, €5, €6}, vamos a

definir en C' una estructura de algebra. Definimos el producto en C' dado por la Tabla 3.1.

* I €p €1 €9 €3 €4 €5 €6

I I €o €1 €9 €3 €4 €5 €6

€y | € 1 €9 -€1 €4 -€3 €g -€5

€1 | €1 | -€2 I €o €5 -€g | -€3 €4

€o | €9 €1 -€o I -€g | €5 €4 €3

€3 | €3 | -€4 | -€5 €6 I €0 €1 -€9

€4 | €4 €3 €6 €5 -€p I -€9 | -€1

€5 | €5 | -€g €3 -€4 | -€1 €9 I €0

€6 | €6 €5 -€4 | -€3 €2 €1 -€0 I

Cuadro 3.1: Producto en C.

24
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Si € € C entonces existen escalares X, X; € R con i € {0,1,2,3,4,5,6} tales que
g = XI + X0€0 + X1€1 + X2€2 + X3€3 + X4€4 + X5€5 + X6€6 = X[ + x.

El elemento ¢ es llamado imaginario puro si X = 0. Todos los nimeros imaginarios puros de

Cayley forman un subespacio 7-dimensional E7 de C'. Si elegimos a
n=YI+Yoeq + Yier + Yoes + Yaes + Yiey + Yaes + Yoeg = Y +y

entonces el producto de £ con 7 esta definido por:

6 6
Exn=XYI-Y XYiI+Xy+Yo+> XYiexep
i ik
De manera que si X =Y = 0 entonces

6 6
Exn=axy=—> XY+ XYiexe,
i itk
donde

6
Z X,V I

es el producto escalar de x con y denotado por (x,y). El nimero imaginario puro
6
Z X;Yie; x ep
i#k
es llamado el vector producto de x con y denotado por x x y. Para una férmula explicita vea

la prueba del Teorema 3.2.1. Por tanto podemos escribir
xxy=—{(x,y) [ +x xXy.

Observemos que

1
<x,y>:—§(a;*y+y*a;) (3.1)
1
xxyzé(x*y—y*x). (3.2)

Algunas propiedades relevantes del producto * son:

= es bilineal antisimétrico,
= 1 X y es ortogonal tanto a x como a v,
w (2 X y,w) = (z,y X w),

= (zxy)Xwt+z X (yxw)=2(x,wy—(y,w)r—(T,y)w,

para cualesquiera x,y,c € C.
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3.2. Estructura casi compleja de S°

Ahora estamos listos para definir la estructura casi compleja en S® como sigue:

Sea S como el conjunto de elementos unitarios en E7, en otras palabras,
S*={Ne€E":< N N>=1}

Notemos que E7 coincide con R”, con lo que al espacio tangente Ty.S® lo podemos identificar
con el subespacio de E7 ortogonal a N es decir TyS® = N+,

En S¢ C C definimos la (1,1) — tensor J : X(S%) — X(S°) como
JIn(x) =N x xpy

para z € X(S9). Para evitar acumulacién de notacién pondremos en lugar de Jy(z) = N x zy
simplemente

J(z) =N x x.

Ahora, veamos que J es una estructura casi compleja para S°. Primero hagamos notar que

J esta bien definido, es decir, para cada x € X(S°) J(z) € X(S%). Sea = € X(S°) entonces
(J(x),N) = (N xx,N) = (N,z x N) = — (N xz,N) = — (J(z), N)
se sigue que (J(z), N) = 0y es decir J(z) € X(S°). Luego como
(xxy)xw+zx((yxw)=2{x,wy—(yw)z— (r,y)w
sustituyendo x =y = N y w = x obtenemos
J*(z) =N x (N xz)=2(N,2) N — (N,z) N — (N,N)x = —z.

En otras palabras (S°, J) es una variedad casi compleja. Como observacién extra tenemos que

J es una isometria pues

(Jo,Jy) = (N x &, N x y) = — (x x N, N X y)
= —<£IZ',N X (N X y)) = <~T,y>
Ahora estudiaremos la estructura diferenciable de la seis esfera apoyandonos de la segunda
forma fundamental y el operador de forma.

Consideremos ahora la conexién de Levi-Civita D para el espacio E7 que afortunadamente

es la conexién usual en un espacio euclidiano R7 asi tenemos la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 3.2.1. Para cualesquiera x,y,z € X(E") tenemos
D.(x xy)= D,z xy+xxD,y.

Demostracion. Existen funciones z;,y; : E7 — R con i = 0,1,2,3,4,5,6, tales que, z =
ZLO Tie; Yy = 22‘7:0 z;e; donde e; € X(ET) son campos constantes. Entonces damos la férmula

explicita para

TXY = (T1Y2 — Toyr + T3Ys — TaY3 + T5Ys — TeYs5)€o
TolYo — ToY2 + TsY3 — T3Ys + TaYs — TelYs)€1

Toy1 — 1Yo + Tays — TsYa + T3Ys — TeY3)€2

TslYo — ToYs + TeY1 — T1Ye + ToYs — T3lYo)ea

( )
( )
( )
(TaYo — Toya + T1Y5 — TsY1 + TeY2 — T2Ys)e3
( )
(T2ys — Tay2 + TeYo — ToYs + T3y — T1Y3)es
( )

+ o+ o+ 4+ o+ o+

T1Ys — TaY1 + ToYs — TeYo + ToY3 — T3Y2)Es.

Para evitar una gran cantidad de cuentas analogas solo veremos que el teorema es valido para la
primer coordenada, es decir queremos comparar < D, (xXy), ey > con < D,xXy+zx Dy, ey >

que por definicién es
<D.(xxy)eo> = D.(v1y2 — Tay1 + T3ys — Tays + TsYo — T6Ys)
= D.xvys + 21D.ys — Doty — 2o Dy1 + Dosys + 23D,y4
— D.ryys — w4D2ys + D.xsys + w5 D2 y6 — Doeys — 26D.Ys
= D.x1ys — Doy + Doasys — Daways + Daasys — Daaeys
+ x1D.y2 — w2 Doyr + 23D ys — x4 Dyys + x5 D2y — 16D, Ys
= <D,xxy+xxD,y,e >.

Justo lo que se queria probar. O

Al concentrarnos en S° tenemos que su conexién de Levi-Civita viene dada por V = Po D

donde P : E” — N* es la proyeccién ortogonal lo cual es equivalente a
P(z) =2— <z,N > N.

Para cada x € X(E"). Por lo que tenemos la siguiente lema.
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Lema 3.2.2. Para cualesquiera x,y,z € X(S%) se tiene que
Ve xy=D.x xy+g(r,2)JI(y)
donde g es la métrica en S.
Demostracion. Utilizando la observacion anterior tenemos
V.xxy=(D,x— < Dy, N>N)xy=D,xxy—<D,z,N>N xy
y dado que < x, N >= 0 se tiene
<D,z,N >=—<x,D,N >= - <x,z2>=—¢g(x,2)
de donde se sigue el Lema. O]
Con este Lema es sencillo prbar el corolario siguiente.
Corolario 3.2.3. La igualdad
V. xy)=V.,xxy+zxV,y
no nescesariamente es satisfecha.
Demostracion. Por el Lema 3.2.2
V.rxy+axV.y=D.xxy—D.yxax+g(x,2)J(y) —g(y,2)J ()

mientras que el lado izquierdo es

Vi(z xy) = P(D:(xxy))
= P(D,x xy)+ P(x x D,y)
= Daxxy—<D,xxy,N>N—P(D,y X x)
= Daxy—<D,x,yx N>N—-D,yxz+ < D,yyx x N>N

= Do xy+<D,x,J(y) >N —D,yxxz— < D,y,J(x) > N.

Concluyendo la prueba del corolario. O]



Capitulo 4

Subvariedades totalmente reales de S°

En este capitulo abordaremos las subvariedades casi complejas y totalmente reales de S°.
Mostraremos que no existen subvariedades casi complejas de dimension cuatro (Teorema 4.1.2).
Mientras que en el caso de que M sea una subvariedad totalmente real de dimension tres,
entonces M es minima y orientable (Teorema 4.2.4), si ademds M tiene curvatura constante
¢ entonces ¢ = 1y por lo tanto totalmente geodésica (Lema 4.2.6) o ¢ = 1 (Teorema 4.2.7).
Denotamos a (S, J, g) a la variedad nearly Kaehler donde g es la métrica de Riemann inducida
en S% como subvariedad del espacio de los niimeros imaginarios puros del dlgebra de Cayley C

que denotamos por E7 en el Capitulo 3.

4.1. Subvariedad casi compleja de dimensién cuatro

El propésito de esta seccion es demostrar que la seis esfera no contiene subvariedades casi

complejas de dimension cuatro.

Lema 4.1.1. Sean M wuna subvariedad casi compleja de (S®, J,g), f : Tpl(M) — R definida
como f(z) = ||z, )|[* donde Ty (M) = {x € T,M : ||z|| = 1}. Siz € T, (M) es un mdzimo de
f.y €T (M) es ortogonal a x y J(x) entonces, o(x,y) y a(x, J(y)) son ortogonales a oz, z)
y a(z, J(r)).

Demostracion. Consideremos la funcién g : R — T} (M) definido como g(t) = cos(t)x + sen(t)y

29
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entonces la composicién
V(t) = foglt)
= ||a(cos(t)x + sen(t)y, cos(t)x + sen(t)y||?
= |lcos®(t)a(z,x) + sen(2t)a(x, y) + sen®(t)a(y, )|

Por regla de la cadena y de la suposiciéon que df (¢(0)) = df (z) = 0 tenemos que

d
(0 = df(9(0))dg(0) = 0.
Calculando directamente y usando el hecho de que T,z = a(z, ) tenemos
dry d 2 2 2
E(t) = %(HCOS (t)Tpx + sen(2t) Ty + sen”(t)T,y||*)
d
= 2g(% (cos*(t)au(z, z) + sen(2t)a(z, y) + sen®(t)a(y,y)) , cos* (t)a(z, x)

+ sen(2t)a(z,y) + sen®(t)a(y, y))
= 29(2cos(t)sen(t)(T,yy — Tpw) + 2c08(2t) Ty, cos®(t)Tpx + sen(2t) T,y + sen®(t)T,y).

Al evaluar en t = 0 tenemos que

_da

0=

(0) = 29(Tpy, Tpx)
r+ Jx
V2

flu) = a(”“\r/;xxj/;x) 2

() (55

que prueba una parte del lema. Ademas si u =

Por lo tanto f alcanza su maximo en u ademés g(u,y) = g(Ju,y) = 0 por lo que con procedi-

miento andlogo tenemos que

0= gla(u,u),a(u,y)) = %(g(@(%hﬁ),a(%y))+9(04(337J$)704(J33,3/))) (4.1)
= %(g(a(%«]ﬁ),a(ﬂ%y))+9(Ja($,x)>Ja($,y))) (4.2)
- g(Oz(:L‘,J:L‘),Oz(ZL‘,y)), (43)

es decir, a(z,y) es ortogonal a a(x,z) y a(z, Jx). De forma similar a(z, Jy) es ortogonal a

alz,x) y a(z, Jx). O
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Teorema 4.1.2. La variedad casi Hermitica (S, J, g) no contiene subvariedades casi complejas

de dimension cuatro.

Demostracion. Supongamos que M es una subvariedad casi compleja de dimensién 4 en S°.
Si existen p € M, x € T,(M) tal que a(z,z) # 0 y = sea un maximo de la funcién f(z) =
||a(z, z)]|?, entonces del Corolario 1.2.3 a(xz, Jx) = Ja(x,x) # 0 por lo que a(z,z) y alx, Jx)
forman una base ortogonal para T,M~. Para cada y € Tpl(M) tal que g(z,y) =0y g(Jz,y) =0
por el Lema 4.1.1 a(x,y) y a(x, Jy) son ortogonales a «o(z,z) y a(x, Jz) por lo que la unica

opcién para T,y, T, Jy € T,M~* es que sean el vector cero.

Sea K la curvatura seccional constante del operador R de S®. Entonces si ||y|| = 1 observa-

mos del Corolario 1.1.11 y de la Proposicion 1.1.8 que

F:g(nya:,y)—O = g(Rzyx,y)—g(nyJx,Jy)
— 2
= ||(Vad)y]|
— (Vo) + ToJy — JTy||* = 0.

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, para todo p € M y cada x € T,M, a(z,z) = 0. En

otras palabras M es totalmente geodésica en S°, por lo que debe ser una subvariedad abierta

de la 4-esfera con curvatura constante K. Por tanto de nuevo del Corolario 1.1.11

0= ||(V$J)y||2 = <nyl‘,y> - <R:vy‘](x)7 J(y)> =K.

Lo que es otra contradiccion. Por lo tanto dicha subvariedad no existe. O

4.2. Subvariedad totalmente reales de S°

Las posibles subvariedades totalmente reales de S® son de dimensién uno, dos o tres. Como
vimos en el Capitulo 1 toda curva, es decir, toda subvariedad de dimensién uno es totalmente
real. En ésta seccion nos encargamos de estudiar a las subvariedades totalmente reales de
dimensién tres. Recordemos que en el Capitulo 1 se definié el tensor G (Definicién 5). En el

siguiente lema se da de manera explicita la forma de su derivada covariante.
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Lema 4.2.1. Para cada X,Y,Z € X(S%, J, g)
(VxG)Y, Z2) = g(YV,JZ)X + g(X, Z)JY — g(X,Y)J Z.

Demostracion. Calculemos primero G(X,Y), entonces al considerar V = P(D) donde D es la

conexion de Levi-Civita de E7

G(X,Y)=VxJY —JVxY = P(DxJY)—JVxY
= P(Dx(N xY))—JVxY
DxN xY + N x DxY) — JVxY
= P(X xY)+P(N x (VxY +a(X,Y))) - JVxY

(
(
(
(
= P(X xY)+P(N x g(DxY, N)N)

(

Calculamos ahora cada término de (VxG)(Y, Z) = VxG(Y, Z) - G(VxY, Z) - G(Y,Vx Z) por

separado

VxG(Y,Z) = Vx(Y xZ—g(Y x Z, N)N)
— PDx(Y x Z)— PDx(g(Y x Z,N)N)
= P(DxY x Z)+P(Y x DxZ) — PDx(g9(Y x Z,N)N)
= DxY xZ—g(DxY x Z,N)N+Y x DxZ —g(Y x DxZ,N)N

— Dx(g(Y x Z,N)N) + g(Dx(g9(Y x Z,N)N), N)N.
Ahora calculamos los ultimos dos términos de la igualdad anterior

—Dx(g(Y x Z,N)N) = —g(Y x Z,N)DxN — Xg(Y x Z, N)N
= —g(Y x Z,N)X — g(DxY x Z,N)N — g(Y x DxZ, N)N
— g(Y x Z,DxN)N
= —g(Y X Z,N)X — g(DxY x Z,N)N — g(Y x DxZ,N)N

— g(Y x Z,X)N.
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Y

9(Dx(g(Y x Z,N)N), N)N

9(g(Y x Z,N)X,N)N + g(g(DxY x Z,N)N,N)N

+ g(g(Y x DxZ,N)N,N)N + g(g(Y x Z,X)N, N)N

g(DxY x Z,N)N + g(Y x DxZ,N)N + g(Y x Z, X)N.
por lo que al sustituir tenemos y ya que —g(Y x Z, N) = g(Y, JZ)
ViG(Y,Z) = DxY x Z—g(DxY x Z,N)N+Y x DxZ — g(Y x DxZ, N)N
— gV x Z,N)X
= DxY xZ—g(DxY xZ,N)N+Y xDxZ —g(Y x DxZ, N)N

+ gV, JZ)X.
Por otro lado tenemos que

~G(VxY,Z) = VxY xZ—g(VxY x Z,N)N

= PDxY x Z— g(PDxY x Z,N)N.

En donde
PDxY xZ = DxY xZ—g(DxY,N)N x Z
= DxY xZ—-Xg(Y,N)NxZ+g(Y,DxN)N x Z
= DxY xZ+g(Y,X)JZ
y

g(PDxY x Z,N)N = ¢(DxY x Z,N)N + g(g(Y,X)JZ,N)N

= g(DxY x Z,N)N.
Es decir, tenemos que
G(VxY,Z)=DxY x Z+g(Y,X)JZ — g(DxY x Z,N)N
y analogamente
G(Y,VxZ)=Y x DxZ — g(Z,X)JY — g(Y x DxZ, N)N.

Finalmente al realizar las sumas correspondientes obtenemos el resultado. O
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Lema 4.2.2. Sean M una subvariedad totalmente real de (S%, J,g) y X,Y € X(M) entonces
VxJY =G(X,Y)+ J(VxY)

AyxY = —Ja(X,Y).

Demostracion. Sean X,Y € X(M) entonces

G(X,Y) = VxJY —JVxY
= —Ayy +VEJY —JVxY — Ja(X,Y).

Comparando partes normales y tangentes se sigue el Lema. O

Lema 4.2.3. Sean M una subvariedad totalmente real de (S, J,g) y X,Y € X(M) campos

ortonormales entonces

g(X,Y)=XxY.
Demostracion. En el Lema 4.2.1 calculamos
GX,)Y)=XxY —g(X xY,N)N.
Con lo cual es suficiente probar g(X x Y, N) = 0. De las ecuaciones 3.1 y 3.2

g X XY, N) = —— (X xY)«x N+ Nx*x(XxY))

I NSRS

1
((X*Y—Y*X)*N)—Z(N*(X*Y—Y*X)).
1
Luego como —§(X*Y—|—Y*X):g(X,Y):0, entonces, X *Y = Y x X y

g(X XV, N) — —;L((X*YnLX*Y)*N)—i(N*(X*YJrX*Y)):O.

Estamos listos para probar uno de los resultados principales de ésta seccion.

Teorema 4.2.4. Una subvariedad M totalmente real en (S°, J, g) de dimension tres es orien-

table y minima.
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Demostracion. En el Lema 4.2.3 se calculd
GX,Y)=XxY.

Ademés en la Proposicién 1.3.1 se probé que G(X,Y) es normal a M. Ahora probaremos que

JG(X,Y) esnormal a X y Y.

g(JG(X,Y),X) = g¢(G(X,JY),X)
= g(JY,G(X, X)) =0.

De manera andloga ¢(JG(X,Y),Y) = 0. Asi podemos definir un producto cruz en TM como
JG(X,Y) para X,Y € X(M) por lo tanto M es orientable.
Para probar que M es una subvariedad minima probaremos que tr(«) = 0. Como conse-

cuencia del Lema 4.2.2 tenemos que para cada X,Y, Z € X(M)
(VxG)(Y,Z) = VxG(Y,Z) = G(VxY,Z) = G(Y,VxZ)
= —AcyzX —VxJ(JG(Y,2)) - G(VxY,Z) - G(Y,VxZ)
= Ja(JG(Y,Z),X) - G(X,JGQ(Y,Z)) — JVxJG(X,Y)
— G(VxY,Z) - G(Y,VxZ)
= Ja(JG(Y, 2),X) + JG(X,G(Y, Z)) — J(VxJG)(Y, Z)
+G(a(X,Y), Z) + G(Y, (X, Z)).

Despejando a (VxJG)(Y, Z) y utilizando el Lema 4.2.1 tenemos que

(VJG)Y.Z) = g(X,Y)Z - g(X,2)Y +G(X,G(Y, Z)) + a(JG(Y, Z), X)
+JG(a(X,Y), 2) + JG(Y, (X, Z))

y la parte normal de esta expresion es
a(JGY,Z2), X))+ JG(a(X,Y), Z)+ JG(Y,a(X, Z)) = 0.

Al tener ya definido un producto vectorial podemos elegir una base ey, e5, e3 de X (M) tal que
JG (e, e2) = e3, JG(ea,e3) = €1y JG(e3,€1) = ey. Para terminar la demostracién sustituimos

estos valores en la igualdad anterior,

04(61, JG(GQ, 63)) + JG(oz(el, 62), 63) + JG<€2, 04(61, 63)) =0
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aleq, JG(es, e1)) + JG(a(es, e3),e1) + JG(e3, ez, e1)) =0
ales, JG(e1, e2)) + JG(ales, 1), e2) + JG(e1, aes, ez)) = 0.
Al sumar las tres igualdades tenemos, en efecto
0=afer,er) + ales, e2) + afes, e3).
O

Lema 4.2.5. Sean M una subvariedad totalmente real de (S°,J, g) de dimension tres, T) (M) =
{r e T,M : ||z|| =1} y f : T, (M) — R definida como f(x) = g(T,x,J(x)). Six € T, (M) es

un mdximo de f, entonces a(x, ) es un miltiplo de J(x).
Demostracion. Sean y € T (M) ortogonal a x y g : R — T, definida como
g(t) = cos(t)x + sen(t)y

entonces

por lo que

T(()) = g(Try, J(x)) + g(Tpx, J(y))
= —g(y. T J (2) + g(Tpx, J(y))
= —g(y, JTox) + g(Tpx, J(y))

= 29(T,x,J(y)) = 0.

En otras palabras T,z es ortogonal a J(y) para cada y € TI} ortogonal a x, de donde T,z es un

multiplo de J(x). O

Lema 4.2.6. Sea M una subvariedad en un espacio forma (N, g) con curvatura constante c. Si
M es minima, orientada y tiene curvatura constante c, entonces M es una variedad totalmente

geodésica.

Demostracion. Del hecho de que M tiene curvatura constante la ecuacién de Gauss 1.3 se

reduce a

g(Oé(X, Z),Oé(Y, W)) - g(Oé(X, W),Oé(Y, Z))
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Elegimos una base ortonormal { X, Xs,..., X, } para X; = X = W y para cualquier X; = Z =

Y'; la ecuacion de Gauss toma la forma
[la(X, X))II* = g(a(Xi, X;), a(X;, X3)) = g(a(Xi, Xi), a(X;, X;)).

Por lo tanto

n

leaXz,X )P = Zg (X, X0), (X, X)) = g(a( X0, X0), Y alX;, X;)) = 0.
7j=1

Se sigue entonces que a(X;, X;) = 0 para cualesquiera campos en la base, por lo tanto M es

totalmente geodésica. O

Teorema 4.2.7. Si M es una subvariedad totalmente real de (S, J,g) de dimensién tres,
métrica g y curvatura constante c, entonces ¢ = 1, es decir, M es totalmente geodésica o
1

c=—.
16

Demostracion. Si ¢ = 1 entonces por el Lema 4.2.6 M es totalmente geodésica, por lo que
podemos suponer que ¢ < 1. Consideramos la funcién f(z) = g(a(z,z), J(z)) en T)M = {z €
T,M : ||z|| = 1} y x € T M un maximo de la funcién, entonces por el Lema 4.2.5 a(z,z) es
un multiplo de J(x). Supongamos por el momento que f es constante; como M es minima en
S8 entonces para cualquier base ortonormal z,v,z € Tle alz,z) + a(y,y) + a(z,2z) = 0o

equivalentemente

La pentltima igualdad es valida ya que z,y,z € T le son maximos de la funcién, entonces
f =0, es decir, a(x,z) = 0 para todo = € Tle lo cual quiere decir que M es totalmente
geodésica lo que no es posible ya que ¢ < 1, f no es constante.

Sea e; € X(M) definido como el méximo de la funcién f en cada punto p € M, elegimos dos
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campos vectoriales Y, Z € X(M) tal que el conjunto {e;, X, Y} forma una base ortonormal en

cada punto. Utilizando el Lema 4.2.5 obtenemos
06(61, 61) = >\1J(€1>

Oé(}/, 61) = )\QJY + N Z
a(Z,e1) =AY + X372
donde
N = gla(Y,er), JY)
= g(AnY,e)

= —g9(JaY,Y) 1)
= 9(aY,Y), J(er)).

De manera similar A\3 = g(a(Z, Z), J(e1)). Asi Ay = g(a(er,e1), J(e1)).

Por ultimo tenemos

A = glaY,e),J2)
= gler, AszY)
= —gler, Ja(Z,Y))
= gler, Ay 2)

= g(a(Z,e1),JY).
Al sustituir en la ecuacién de Gauss X = Z =e; y Y = W obtenemos
(1—c) = A4+ XA — A3 =0.
Y con la sustitucion X =Z =e; y Y =W =27
(1—c) =M+ XAz — )3 =0.
Al igualar las dos ecuaciones anteriores se tiene

s — A3) = A2 = A2 = (A — A3)(Aa + Ag).
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Si suponemos que Ay # A3 se sigue que
)\1 == )\3 + )\2

y ademdas como M es minima A; + Ay + A3 = 0 0 equivalentemente A\; = —(A\y + A3), es decir,

A1 = 0 lo cual es una contradiccién ya que A\; = f(e1) > 0. Entonces Ay = A3, en otras palabras
9V, Aye)Y) =X = X3 = g(Z, Ayen)2).

Como esto es valido para cualquier Y, Z normal al campo ey, cualquier vector normal a e; es
un eigenvector del operador Aj,).

Elijamos ahora una base para la obtencién de la curvatura de M. Consideremos e; N Tle .
Sea e, el méaximo de la funcién f restringida a ef N'T, Z}M . De manera andloga a como se hizo
anteriormente obtenemos que f(ez) # 0y (e, €2) es un multiplo de J(ez).

Por ultimo elegimos e3 € T I}M de manera que se completa una base ortonormal con la condicion
de que e; X e5 = Jes (esto tomard un papel importante al final de la demostracién).

Como ey, ey y e3 son eigenvectores de Aj,) se tiene

aler,er) = M J(er)

06(62, 61) = )\2J(€2)

04(63, 61) = )\3J(€3).
De la eleccion de ey y por el Lema 4.2.5

g(a(ez, e2), J(e3)) = g(ales, e2), J(e2)) = 0.

Una observacién pertinente en este momento es que calculamos que

aler,er) = AiJ(er)

aes, e2) = AaJ(e1) + glales, e2), J(e2))J (e2)

afes, ez) = A3J(e1) + g(ales, e3), J(ez))J (e2) + g(ales, e3), J(e3))J (e3).

Del hecho que M es minima y por las tres igualdades encontradas arriba tenemos

gla(es, e2), J(e2)) = —g(ales, e3), J(e2)) = B
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g(a(es, e3), J(e3)) =0
y también

g(alez, e3), J(e3)) = B

teniendo las siguientes igualdades
04(61, 61) = )\1J(61)

aler, 2) = Ao J(e2)
a(er, e3) = AsJ(es)

aea, e2) = Ao (e1) + B (es)
aes, e3) = BJ(es)

a(es, e3) = AsJ(e1) — BJ(e2).

Asi que solo basta determinar los coeficientes A, Ay = A3 y 5. Para encontrar los primeros tres
coeficientes resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones ya encontradas anteriormente y que
pondremos a continuacién

M+ A+ A3=0
1-0-’-)\1/\2—/\;:0

1—C+)\1/\3—/\g:0

1—c 1—c
3 YA =A3=— —5 Ahora para encontrar [ sustituimos

en la ecuacion de Gauss a X =W =ey y Y = Z = e3 obtenemos

cuyas soluciones son \; = 2

0 = —(1—c)+glaleres), ales, e2)) — glalez, e), afes; e3))
= (1= +p=N+p

2(1—c)

es decir, 8 = I

Resumiendo, la segunda forma fundamental esta dada por

1—c¢

5 J(e1)

06(61, 61) =2

1—c¢
3

aler,en) = — J(es)
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1—c

aler,e5) =~ T (es)

alessen) = = 15 e+ (e
alenses) =\ 2L e

alesses) =~ 15 o) = (e

El propdsito es conocer la conexién V de M. Introducimos una nueva notaciéon para reducir las

operaciones que se elaboraran. Hacemos
k _
Qi = g(VEiej’ ek)

con lo cual

_ 1 2 3
Ve = ae1 + aj;es + ajjes.

Como {ey, e, e3} es una base ortonormal en M y por la compatibilidad de la métrica de V

: J
¥y como consecuencia, aij =

Por otro lado del Lema 4.2.2 y ya que S® es nearly Kaehler
VyJX = JVxX.

Como antes hacemos
bf] = g(VjiJej, Jek)

y por lo tanto

i

Con ésta notacion podemos escribir la conexién de Levi-Civita de M como se muestra en el
Cuadro 4.2.
Luego al desarrollar (V.,«)(ej,ex) = Via(e;,er) — a(Ve,ej,e,) — alej, Veey) tenemos la

siguiente forma general

(Ve,a)(ej er) = Véa(ej, er) — a}joz(el, er) — a?ja(eg, er) — afja(eg, er)

—agaler, ej) — agales, e;) — ajales, ;).
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_ 2 3 S 3 _ 1 2
Ve 61 = ajjes +ajjes | Ve,ea = a1 + ay9e3 | V€3 = a35e1 + 3562

_ 1 3 _ 2 3 _ 2 3
Ve 2 = ajqe1 + ajses | Ve,e1 = a3,ea + aye3 | Vese1 = agiea + ay €3

_ .1 2 _ 1 2 _ .1 3
Ve e3 = ajse1 + ajses | Ve,e3 = a33e1 + a5362 | Vesea = a39€1 + a39€3

Cuadro 4.1: Ve; descompuesta en la base {e1, e2, e3}.

ViJer =a}Jes+al Jes | Vi Jes =ab,Jer +asyJes | Vi Jes = ajzJer +adsJes
ViJey = —a} Jey + by Jes | V& Jey = —abyJes + b3 Jes | Vi Jey = b3, Jes — ajsJes

1 _ 3 2 1 _pl 3 €L _pl 2

Cuadro 4.2: Ve; descompuesta en la base {e1, e2, e3}.

De la ecuacién de Codazzi 1.5 tenemos un sistema de ecuaciones que a continuacion se

recopilan en el Cuadro 4.3.

Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos que b3, = —3ai, y
3 _ .2 _ 2 _ _ 1 _ 1 _ _ 3
(13 = —a13 = G31 = 03y = g3 = —0dy;
3 _ 32 _ 32 _ 31 _ 31 _ 33
by = —biz = by = —bzy = by3 = —b,

mientras que todas las variables restantes son cero. Luego otra vez por el Lema 4.2.2 y por el

Lema 4.2.3

Vé'l J62 = G(@l, 62) + JV6162

es equivalente a la ecuacién

b2, Jes = e; X ey + adyJes.

Por lo tanto

3
—4ai,Jes = e X e,

1
y como Jez = e; X ey pues asi fue elegido, a3, = T Por ultimo al sustituir en el tensor de
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curvatura seccional

R(eg, 61)61 = VeQVelel — VBIVeQel — V[e2’eﬂ€1

1
= —Vel (163) — V(V6261—Ve162)€1

1
= —Vel (163) —V<1 1 )61
—e3+—e3

4 4
1 1
= _E62_§V6361
1 +1
= ——e —e
16 > 8°
B 1
= 1662‘

1
Es decir, M tiene curvatura seccional constante ¢ = 6 L]
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(Ve,a)(er, e2) = (Ve,a)(er, e1) af B = —ajp — 203X

biaAe — afi B — afrdo = b3 A1 — 2a3, s

—CL%l)\Q — a?l)\z - CL%3)\1 =0
(Ve a)(er, e3) = (Ve,a) (e, e1) bishe — af) B — ajzha = b3 A1 — 2a3, M

2 n_ 1 3
—af1 8 = —agz3A\1 — 2a3;\9

G%Q)‘Q - G%Q)\l - CLg1)\2 = a%ﬁ
(Ve,a)(ea, e1) = (Ve,a)(e2, €2) a3 0 = af; Ay — 2a},\;

3 3 39_ .3 3 3
Aoy — Aoy — iy B = aj Ao — by 8 — 2a7,3

bé?ﬁ - agz/\2 - a%3/\2 = _bzlnﬁ

(Ve,a)(e2, €3) = (Ves)(e2, €2) — a3 — a3y — agshe + a33B = b5 Aa — 2a55)0
—a3p\ = —azz\y — a3 — 203,
z3he — g\t — a3\ = —af,
(Vesa)(es, e1) = (Ve, ) (es, €3) a33Ae — a3zhe — a3y = @i Ao
—a3, 8 = aj;Aa + b}y — 2a1300 — 207,
a3 — azzho — a3zde — afpho = —aj,f

(Ves)(es, e2) = (Ve,a)(es, e3) 33 — a3sf — a3yl = —azAs

—aishs = b3 Ao + a3y — 2a330s — 203,

_a:ﬁﬂ - @?2)‘2 - a%3)\2 = b%3>‘2 - @53>‘1 - @31)‘2
(Ve a)(ez,e3) = (Ve,a)(e1, e3) b%:sﬁ - a?zﬁ - a%3)\2 + a%z«‘ﬁ = _a§’2>‘2 - a§3>\2 - a%lﬁ

1 — 42

(Ve,a)(er, e3) = (Ve,a) (e, €1) —a)s — ajzhs — a3 B = a3, 3

2 2 3 3
Ay Ag = —a33A\a — Az A2 — a3 3

Cuadro 4.3: Sistema de ecuaciones.
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