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Resumen

La terna (M, g,∇) la llamaremos una variedad de Riemann M con métrica g y conexión

de Levi-Civita ∇. A la pareja (M,J) donde M representa a (M, g,∇) y J es un (1,1)-tensor

que satisface J2 = −Id (donde Id es la identidad), se llama una variedad casi compleja y a J

estructura casi compleja. Si para cada X, Y ∈ X(M), J satisface

g(JX, JY ) = g(X, Y ),

entonces a la terna (M,J, g) la nombraremos variedad casi hermitiana, además a una variedad

casi hermitiana (M,J, g) con la propiedad de que (∇XJ)X ≡ 0 diremos que (M,J, g) es una

variedad nearly Kaehler y se llamará de Kaehler si J es integrable, en otras palabras (∇XJ) ≡ 0

para todo X ∈ X(M).

La esfera S6 tiene una estructura casi compleja J inducida por los números de Cayley.

Si consideramos la métrica usual g de S6 como subvariedad de Riemann de R7, (S6, J, g) es

una variedad nearly Kaehler. En el año 1978 Aurel Benjacu [1] introduce el concepto de CR-

subvariedad definido como una subvariedad M de una variedad de Kaehler (N, J, g) junto a

una pareja de distribuciones diferenciables de M , (D,D⊥) tales que,

1. La distribución D sea consistente con la estructura casi compleja de N , es decir, J(Dx) =

Dx para cada x ∈M .

2. La distribución ortogonal complementaria x 7→ D⊥x ⊂ TxM es totalmente real, esto es

J(D⊥x ) ⊂ TxM
⊥ para cada x ∈M .

Aunque la definición como se puede ver tiene sentido para variedades nearly Kaehler, en esta

tesis estudiamos a las CR-subvariedades de S6 en los casos extremos en los que coinciden con

las subvariedades casi complejas y las subvariedades totalmente reales. Para lo que durante
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el Caṕıtulo 1 se introduce todos los conceptos necesarios para los caṕıtulos posteriores. En

el Caṕıtulo 2 se expone el art́ıculo de A. Benjacu [1]. Durante el Caṕıtulo 3 se le induce la

estructura casi compleja a la seis esfera por medio de los números de Cayley. Por último en

el Caṕıtulo 4 probaremos que S6 no tiene subvariedades casi complejas de dimensión cuatro.

También que si M es una subvariedad totalmente real de dimensión tres M debe ser mı́nima

y orientable. Más aún, si M tiene curvatura constante c, entonces M es totalmente geodésica

(c = 1) ó tiene curvatura c =
1

16
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Caṕıtulo 1

Introducción a variedades Kaehler

En este caṕıtulo repasaremos las definiciones y resultados necesarios para los consecuentes

caṕıtulos. Daremos la notación que llevaremos aśı como la definición de una estructura casi

compleja J en una variedad de Riemann M (en el caso de existir a la pareja (M,J) la llama-

remos variedad casi compleja), la clasificación de las variedades con estructura casi compleja

incluyendo las variedades casi Hermı́ticas, nearly Kaehler y Kaehler.

1.1. Estructura casi compleja y variedades casi Hermı́ti-

cas

Sea M una variedad diferenciable, denotamos por C∞ (M) el anillo de funciones diferen-

ciables f : M → R, X (M) el módulo sobre C∞ (M) el cual consta de los campos vectoriales

diferenciables sobre M y ∧ (M) el módulo dual de X (M) formado por 1-formas.

Un tensor de tipo (r, s) o (r, s)-tensor es una función C∞(M)-multilineal T : (∧ (M))r ×

(X (M))s → C∞ (M).

Ejemplo 1. Dada una variedad M siempre es posible construir una métrica de Riemann sobre

M [2, Proposición 2.10, p. 43], es decir, g : X(M) × X(M) → C∞ (M) el cual resulta ser un

(0,2)-tensor.

Ejemplo 2. La torsión de una conexión afin ∇ en una variedad M se define como

T (θ,X, Y ) = θ (T (X, Y )) = θ (∇XY −∇YX − [X, Y ])

2



1.1. ESTRUCTURA CASI COMPLEJA Y VARIEDADES CASI HERMÍTICAS 3

donde T es una función multilineal definida de X(M)×X(M) a X (M) y θ es una 1-forma, por

lo que T es un (1,2)-tensor.

Esto da pie a que cualquier función multilineal A : (X (M))s → X (M) defina un (1,s)-tensor

dado por

A (θ,X1, . . . , Xs) = θ (A (X1, . . . , Xs)) ,

por lo que al referirnos a un (1,s)-tensor solo mencionaremos la función multilinealA : (X (M))s →

X (M).

Definición 1. Sea ∇ una conexión afin en M . Dada un tensor A de tipo (r, s), definimos la

derivada covariante de A como el (r, s+ 1)-tensor ∇A dado por:

1. Si A ∈ C∞(M), entonces ∇A = dA

2. Si A ∈ X(M), entonces (∇A)V = ∇VA

3. Si A ∈ ∧(M), entonces (∇A)(V,X) = (∇VA)X = V A(X)− A(∇VX)

4. En general si A es un (r, s) tensor

(∇A)(θ1, . . . , θr, V,X1, . . . Xs) = (∇VA)(θ1, . . . , θr, X1, . . . Xs)

= V A(θ1, . . . , θr, X1, . . . Xs)−
∑
i

A(θ1, . . . ,∇V θi, . . . , θr, X1, . . . , Xs)

−
∑
j

A(θ1, . . . , , . . . , θr, X1, . . . ,∇VXj, . . . Xs).

Definición 2. Una estructura casi compleja es un (1,1)-tensor J en M tal que J2 = −Id, a la

pareja (M,J) le llamaremos una variedad casi compleja.

Observación. Toda variedad casi compleja (M,J) es de dimensión par.

Demostración. Sea n la dimensión de una variedad casi compleja (M,J) entonces

0 ≤ (detJ)2 = detJ2 = det(−Id) = (−1)n

por lo que n es un número par.
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Ejemplo 3. Sea C los números complejos, definimos a la estructura casi compleja en los

números complejos i : X (C)→ X (C) definida como multiplicar por i, entonces la pareja (C, i)

es una variedad casi compleja.

Ejemplo 4. Como un ejemplo importante de una variedad casi compleja veremos que S6 tiene

estructura casi compleja, (véase Caṕıtulo 3).

Definición 3. Una variedad casi compleja (M,J) con métrica de Riemann g es una variedad

casi Hermı́tica si

g(JX, JY ) = g(X, Y )

para cada X, Y ∈ X(M). A la variedad casi Hermı́tica la denotamos por la terna (M,J, g).

Podemos decir entonces que (C, i) y (S6, J) además de ser variedades casi complejas son

variedades casi Hermı́ticas con la métrica ususal en C y la métrica usual de S6 como subvariedad

de R7 respectivamente.

Definición 4. Una variedad casi Hermı́tica (M,J, g) con conexión de Levi-Civita ∇, es una

variedad nearly Kaehler si

(∇XJ)X = ∇XJX − J∇XX = 0

para cada X ∈ X(M).

Lema 1.1.1. Una variedad casi Hermı́tica (M,J, g) es nearly Kaehler si y sólo si

(∇XJ)Y = −(∇Y J)X

para cada X, Y ∈ X(M).

Demostración. Supongamos que M es nearly Kaehler, es decir,

0 = (∇X+Y J)(X + Y ).

Por bilinealidad y dado que M es naerly Kaehler

0 = (∇X+Y J)(X + Y ) = (∇XJ)Y + (∇Y J)X.

Por otro lado si (∇XJ)Y = −(∇Y J)X para cada X, Y ∈ X(M) entonces hacemos X = Y lo

que garantiza que M es nearly Kaehler.
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Definición 5. Sea (M,J) una variedad casi compleja, entonces definimos el (1,2)-tensor

G(X, Y ) = (∇XJ)Y

para cada X, Y ∈ X(M).

Entonces lo anterior se puede reescribir como.

Definición 6. Una variedad casi Hermı́tica (M,J, g) con conexión de Levi-Civita ∇, es una

variedad nearly Kaehler si

G(X,X) = 0

para cada X ∈ X(M).

Lema 1.1.2. Una variedad casi Hermı́tica (M,J, g) es nearly Kaehler si y sólo si el (1,2)-tensor

G es antisimétrico.

Este (1,2)-tensor tiene las propiedades enunciadas en la siguiente proposición.

Proposición 1.1.3. Sea (M,J, g) una variedad casi Hermı́tica, entonces:

1. g(G(X, Y ), Z) = −g(Y,G(X,Z))

2. G(X, JY ) = −JG(X, Y )

para cada X, Y, Z ∈ X(M).

Demostración. Para demostrar la primer parte tenemos para toda X, Y, Z ∈ X(M):

g(G(X, Y ), Z) = g((∇XJ)Y, Z)

= g(∇XJY − J∇XY, Z)

= g(∇XJY, Z)− g(J∇XY, Z)

= Xg(JY, Z)− g(JY,∇XZ) + g(∇XY, JZ)

= Xg(JY, Z)− g(JY,∇XZ) +Xg(Y, JZ)− g(Y,∇XJZ)

= g(Y, J∇XZ)− g(Y,∇XJZ)

= −g(Y, (∇XJ)Z)

= −g(Y,G(X,Z)).
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Para la segunda parte partimos de

−JG(X, Y ) = −J(∇XJY −J∇XY ) = −J∇XJY +J2∇XY = −J∇XJY +∇XJ
2Y = G(X, JY )

Dos tensores importantes en la teoŕıa de variedades casi complejas los enunciamos en las

siguientes definiciones.

Definición 7. Sea (M,J) una variedad casi compleja con métrica de Riemann g definimos la

forma de Kaehler como el (0, 2)-tensor

Ω(X, Y ) = g(JX, Y ).

Definición 8. Sea (M,J) una variedad casi compleja con métrica de Riemann g definimos el

tensor de Niejenhuis como el (1,2)-tensor denotado por NJ y definido como

NJ(X, Y ) = [JX, JY ]− [X, Y ]− J([JX, Y ] + [X, JY ]).

Proposición 1.1.4. Sea (M,J, g) una variedad casi Hermı́tica con conexión de Levi-Civita ∇,

entonces

NJ(X, Y ) = G(JX, Y )−G(JY,X) +G(X, JY )−G(Y, JX).

Demostración. Sean X, Y ∈ X(M), entonces

NJ(X, Y ) = [JX, JY ]− [X, Y ]− J([JX, Y ] + [X, JY ])

= ∇JXJY −∇JY JX −∇XY +∇YX − J(∇JXY −∇Y JX +∇XJY −∇JYX)

= G(JX, Y )−G(JY,X) +G(X, JY )−G(Y, JX).

Recordemos que una variedad nearly Kaehler es una variedad casi Hermı́tica (M,J, g), tal

que G(X,X) = 0, con esto presente tenemos la siguiente definición.

Definición 9. Una variedad casi Hermı́tica (M,J, g) es llamada de Kaehler si

G ≡ 0.
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Es inmediato entonces que una variedad de Kaehler es una variedad nearly Kaehler. A

continuación veremos que cualquier variedad nearly Kaehler de dimensión 4 es una variedad de

Kaehler. Para ello tenemos los siguientes resultados.

Lema 1.1.5. Si (M,J, g) es una variedad nearly Kaehler entonces para cada X, Y ∈ X(M)

G(X, Y ) +G(JX, JY ) = 0.

Demostración. Por la Proposición 1.1.3 para cualesquiera X, Y, Z ∈ X(M)

g(G(X, Y ) +G(JX, JY ), Z) = g(G(X, Y ), Z) + g(G(JX, JY ), Z)

= −g(Y,G(X,Z))− g(JY,G(JX,Z))

y como G es antisimétrico por Lema 1.1.1

−g(JY,G(JX,Z)) = g(JY,G(Z, JX))

= −g(JY, JG(Z,X))

= −g(Y,G(Z,X))

= g(Y,G(X,Z)).

Con lo que concluimos G(X, Y ) +G(JX, JY ) = 0.

Proposición 1.1.6. Si (M,J, g) es una variedad nearly Kaehler con conexión de Levi-Civita

∇, entonces para cada X, Y ∈ X(M)

NJ(X, Y ) = −4G(Y, JX).

Demostración. Por la Proposición 1.1.4

NJ(X, Y ) = G(JX, Y )−G(JY,X) +G(X, JY )−G(Y, JX)

luego como G es antisimétrico y el Lema 1.1.5

NJ(X, Y ) = 2(G(JX, Y )−G(JY,X)) = 2(−G(Y, JX) +G(J2Y, JX)) = −4G(Y, JX).

Corolario 1.1.7. Una variedad nearly Kaehler (M,J, g) es de Kaehler si y sólo si NJ ≡ 0.
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Demostración. Si M es de Kaehler

0 = G(Y, JX) =
NJ(X, Y )

−4

para cada X, Y ∈ X(M) y por lo tanto NJ ≡ 0. Rećıprocamente si NJ ≡ 0 de la Proposición

1.1.6

0 = NJ(X, Y ) = −4G(Y, JX)

por lo tanto M es de Kaehler.

Estamos listos para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Si (M,J, g) es una variedad nearly Kaehler de dimensión 4, entonces M es

una variedad Kaehler.

Demostración. Probaremos que el tensor de Niejenhuis es idénticamente cero de forma local,

y es decir cero de forma global. Sean U un abierto de un punto p ∈ M y {X, Y, JX, JY } una

base de X(U), notemos que

g(NJ(X, Y ), X) = −4g(G(JY,X), X) = 4g(G(X, JY ), X) = 4g(JY,G(X,X)) = 0

g(NJ(X, Y ), JX) = 4g(G(X, JY ), JX) = 4g(JY,G(X, JX)) = −4g(JY, JG(X,X)) = 0

g(NJ(X, Y ), JY ) = −4g(G(JY,X), JY ) = 4g(X,G(JY, JY )) = 0

g(NJ(X, Y ), Y ) = −4g(G(JY,X), Y ) = 4g(X,G(JY, Y )) = g(X,NJ(Y, JY )) = 0.

De manera similar se prueba que NJ(V,W ) = 0 para cualquier V,W ∈ {X, Y, JX, JY }, es

decir, NJ ≡ 0 por lo tanto M es de Kaehler.

1.1.1. Curvatura en variedades nearly Kaehler

Como sabemos en una variedad diferenciable existen muchas conexiones y para cada una

de ellas podemos definir su curvatura como sigue.

Definición 10. Sea (M, g) una variedad de Riemann y ∇ su conexión de Levi-Civita. La

curvatura de ∇ es el (1,3)-tensor R definido como

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.
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Proposición 1.1.9. El tensor de curvatura para la conexión de Levi-Civita cumple la primera

identidad de Bianchi, es decir,

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Denotamos por RXY ZW al tensor de curvatura definido como

RXY ZW = g(R(X, Y )Z,W ).

Supondremos que (N, J, g) es una variedad casi Hermı́tica. Veremos que el tensor de curva-

tura tiene una relación con el tensor G. Para ello, observemos la primera y segunda derivada

covariante de la forma de Kaeheler Ω (Definición 7), calculamos con todo detalle la primera

derivada covariante de Ω. Y para la segunda derivada covariante de Ω sólo mostraremos el

resultado.

Entonces la primera derivada covariante de Ω en la dirección de X ∈ X(N) viene dada por

∇XΩ(Y, Z) = XΩ(Y, Z)− Ω(∇XY, Z)− Ω(Y,∇XZ)

= Xg(JY, Z)− g(J∇XY, Z)− g(JY,∇XZ)

= g(∇XJY, Z) + g(JY,∇XZ)− g(J∇XY, Z)− g(JY,∇XZ)

= g(∇XJY, Z)− g(J∇XY, Z)

= g(G(X, Y ), Z).

De manera similar ∇2Ω(W,X, Y, Z)

∇2Ω(W,X, Y, Z) = Wg(G(X, Y ), Z)−g(G(∇WX, Y ), Z)−g(G(X,∇WY ), Z)−g(G(X, Y ),∇WZ).

Ya que R(W,X)Y es una función C∞(M) trilineal y Ω es un tensor definimos el tensor

RWX(Ω)(Y, Z) = Ω(R(W,X)Y, Z) + Ω(Y,R(W,X)Z).

En el siguiente lema se dará una relación de este tensor con la segunda derivada covariante de

Ω.

Lema 1.1.10. Para cada X, Y, Z,W ∈ X(N) se satisface:

1. RWXΩ(Y, Z) = −∇2Ω(W,X, Y, Z) +∇2Ω(X,W, Y, Z)
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2. ∇2Ω(W,X, Y, Z) = −∇2Ω(W,Y,X,Z)

3. ∇2Ω(Y,X,X, JY ) = 0.

Demostración. Calculemos ∇2Ω(W,X, Y, Z), por los anteriores cálculos

∇2Ω(W,X, Y, Z) = Wg(G(X, Y ), Z)− g(G(∇WX, Y ), Z)− g(G(X,∇WY ), Z)

− g(G(X, Y ),∇WZ)

= g(∇WG(X, Y )−G(∇WX, Y )−G(X,∇WY ), Z)

= g(∇W∇XJY −∇WJ∇XY −∇∇WXJY + J∇∇WXY

− ∇XJ∇WY + J∇X∇WY, Z).

Por lo tanto

∇2Ω(X,W, Y, Z) = g(∇X∇WJY−∇XJ∇WY−∇∇XWJY+J∇∇XWY−∇WJ∇XY+J∇W∇XY, Z)

por lo hacer la diferencia, −∇2Ω(W,X, Y, Z) +∇2Ω(X,W, Y, Z) = RWXΩ(Y, Z) se obtiene el

resulatdo. La segunda parte se sigue directamente de la Proposición 1.1.3 y la parte tres es

consecuencia inmediata de la segunda.

Corolario 1.1.11. Para todo X, Y ∈ X(N)

−RXYXY +RXY JXJY = ||G(X, Y )||2.

Demostración. Como N es nearly Kaehler y

∇2Ω(X,X, Y, JY )=

= Xg(G(X, Y ), JY )− g(G(∇XX, Y ), JY )− g(G(X,∇XY ), JY )− g(G(X, Y ),∇XJY )

= −Xg(G(Y,X), JY ) + g(G(Y,∇XX), JY ) + g(∇XY,G(X, JY ))− g(G(X, Y ),∇XJY )

= Xg(X,G(Y, JY ))− g(∇XX,G(Y, JY )) + g(∇XY,G(X, JY ))− g(G(X, Y ),∇XJY )

= −g(∇XY, JG(X, Y ))− g(G(X, Y ),∇XJY )

= g(J∇XY,G(X, Y ))− g(G(X, Y ),∇XJY )

= −||G(X, Y )||2.
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Entonces por el Lema 1.1.10

||G(X, Y )||2 = −∇2Ω(X,X, Y, JY )

= ∇2Ω(X, Y,X, JY )− 0

= ∇2Ω(X, Y,X, JY )−∇2Ω(Y,X,X, JY )

= −RXY Ω(X, JY )

= −Ω(R(X, Y )X, JY )− Ω(X,R(X, Y )JY )

= −g(JR(X, Y )X, JY )− g(JX,R(X, Y )JY )

= −g(R(X, Y )X, Y ) + g(R(X, Y )JX, JY )

= −RXYXY +RXY JXJY .

1.2. Subvariedades casi complejas

Consideramos ahora una variedad casi Hermı́tica (N, J, g) y una variedad M encajada en

N . Denotamos a la restricción del álgebra X(N) sobre M por X(M), entonces

X(M) = X(M)⊕ X(M)⊥

donde X(M) es el álgebra de campos vectoriales de M y X(M)⊥ es el módulo de campos

vectoriales perpendiculares a M .

Definición 11. Sea M una subvariedad de una variedad casi compleja (N, J); decimos que M

es una subvariedad casi compleja de N si

Jm(TmM) ⊂ TmM

para cada m ∈M, o equivalentemente para cada X ∈ X(M)

J(X) ∈ X(M).

En este caso escribiremos que (M,J) es una subvariedad casi compleja de (N, J), observemos

que evitamos poner la restricción a J que formalmente debeŕıa ir, pero para no complicar la

notación acordamos utilizar la misma estructura casi compleja.
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En general si (M, g) es una subvariedad de Riemann con conexión de Levi-Civita ∇ en una

variedad de Riemann (N, g) con conexión de Levi-Civita ∇, la relación entre estas conexiones

viene dada por P (∇) = ∇, donde P : X(M)→ X(M) es la proyección ortogonal canónica. De

manera más general tenemos las siguientes igualdades llamadas fórmula de Gauss y fórmula de

Weingarten respectivamente

∇XY = ∇XY + α(X, Y ) (1.1)

∇XZ = −AZX +∇⊥XZ (1.2)

donde α : X(M)×X(M)→ X(M)⊥ es la segunda forma fundamental, A : X(M)×X(M)⊥ →

X(M) es el operador de forma y ∇⊥ : X(M)× X(M)⊥ → X(M)⊥ es la conexión normal.

Existen tres ecuaciones relevantes como consecuencia de la fórmula de Gauss y de Wein-

garten, la ecuación de Gauss, ecuación de Ricci y la ecuación de Codazzi respectivamente [2,

Caṕıtulo 6, Sección 3, pp. 134–138]

g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) + g(α(X,W ), α(Y, Z))− g(α(X,Z), α(Y,W )) (1.3)

g(R⊥(X, Y )ξ, η) = g([Aξ, Aη]X, Y ) (1.4)

(∇Xα)(Y, Z) = (∇Y α)(X,Z) (1.5)

para X, Y, Z,W ∈ XM y η, ξ ∈ X(M)⊥. La siguiente definición aparece en [5].

Definición 12. Sean (M,J), (N, J, g), ∇ y P como antes, definimos el tensor de configuración

T : X(M) × X(M) → X(M) como la segunda forma fundamental y el operador de forma,

respectivamente

TXY = α(X, Y ) = ∇XY −∇XY ∈ X(M)⊥, TXZ = −AZX = P (∇XZ) ∈ X(M)

para X, Y ∈ X(M) y Z ∈ X(M)⊥.

Proposición 1.2.1. Sean X ∈ X(M) y Z,W ∈ X(M) entonces el tensor de configuración

satisface

1. T es C∞(M) bilineal.

2. g(TXZ,W ) = −g(Z, TXW ).

3. TX(X(M)) ⊂ X(M)⊥ y TX(X(M)⊥) ⊂ X(M).
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Demostración. La primer parte de la proposición se sigue del hecho que T está definido en

términos de suma y composición de funciones C∞. La tercera parte es consecuencia de la

definición. Ahora para la segunda parte, consideramos la proyección natural Q : X(M) →

X(M)⊥

g(TXZ,W ) = g(TX(P (Z) +Q(Z)), P (W ) +Q(W ))

= g(TX(Q(Z)), P (W )) + g(TX(P (Z)), Q(W )).

Luego

g(TX(P (Z)), Q(W )) = g(∇XP (Z)−∇XP (Z), Q(W ))

= g(∇XP (Z), Q(W ))− g(∇XP (Z), Q(W ))

= Xg(P (Z), Q(W ))− g(P (Z),∇XQ(W ))

= −g(P (Z),∇XQ(W ))

= −g(P (Z), TXQ(W )).

De manera similar g(TX(P (Z)), Q(W )) = −g(P (Z), TXQ(W )) aśı obtenemos

g(TXZ,W ) = g(TX(P (Z) +Q(Z)), P (W ) +Q(W ))

= g(TX(Q(Z)), P (W )) + g(TX(P (Z)), Q(W ))

= −g(Q(Z), TXP (W ))− g(P (Z), TXQ(W ))

= −g(Z, TXW ).

Teorema 1.2.2. Sean (N, J, g) una variedad nearly Kaehler y (M,J) una subvariedad casi

compleja de N , entonces (M,J, g) es una variedad nearly Kaehler.

Demostración. Veamos que tanto difiere TXJX de JTXX, es decir,

TXJX − JTXX = ∇XJX −∇XJX − J(∇XX −∇XX) = (∇XJ)X − (∇XJ)X.

Como (N, J, g) es una variedad nearly Kaehler (∇XJ)X = 0, esto quiere decir que la parte

izquierda normal a M es igual a la parte derecha tangente a M , y esto es posible si y sólo si

ambos extremos de la igualdad son cero, por lo tanto

(∇XJ)X = 0 y TXJX − JTXX = 0
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y se sigue que M es nearly Kaehler.

Corolario 1.2.3. Sean (N, J, g) una variedad nearly Kaehler y (M,J) una subvariedad casi

compleja de N , entonces

TXJX = JTXX.

1.3. Subvariedades totalmente reales

En la sección anterior se uso que X(M) = X(M) ⊕ X(M)⊥, ahora de manera opuesta a la

Definición 11 tenemos la siguiente definición.

Definición 13. Sea M una subvariedad de una variedad casi compleja (N, J); decimos que M

es una subvariedad totalmente real de N si

Jm(TmM) ⊂ TmM
⊥

para cada m ∈M, o equivalentemente para cada X ∈ X(M)

J(X) ∈ X(M)⊥.

Si M es una subvariedad totalmente real de una variedad casi Hermı́tica (N, J, g) con co-

nexión de Levi-Civita ∇ y como antes ∇ = P ◦ ∇ la conexión de Levi-Civita de M y de la

Definición 12 se sigue que

∇XZ = −TXZ +∇⊥XZ.

Como consecuencia tenemos la proposición siguiente.

Proposición 1.3.1. Si M es una subvariedad totalmente real de una variedad nearly Kaehler

(N, J, g), entonces G(X, Y ) ∈ X(M)⊥.

Demostración. Sean X, Y, Z ∈ X(M), entonces

g(G(X, Y ), Z) = g(∇XJY, Z)− g(J∇XY, Z)

= g(TXJY, Z) + g(∇XY, JZ)

= −g(JY, TXZ) + g(TXY, JZ)

= g(Y, JTXZ)− g(JTXY, Z).
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De manera análoga

g(G(Z,X), Y ) = g(JTZY,X)− g(JTZX, Y )

g(G(Y, Z), X) = g(JTYX,Z)− g(JTYZ,X).

Por la Proposición 1.1.3 y el Lema 1.1.1

g(G(X, Y ), Z) = −g(Y,G(X,Z)) = g(G(Z,X), Y ) = g(G(Y,X), Z),

al sumar las primeras tres igualdades obtenemos

3g(G(X, Y ), Z) = 0,

en otras palabras G(X, Y ) es ortogonal a M .

Proposición 1.3.2. Sea (N, J, g) una variedad nearly Kaehler, entonces

(∇XG)(JY, JZ) = −(∇XG)(Y, Z) + JG(G(X, Y ), Z) + JG(Y,G(X,Z)).

Demostración. Sean X, Y, Z ∈ X(M), entonces

(∇XG)(JY, JZ) = ∇XG(JY, JZ)−G(∇XJY, JZ)−G(JY,∇XJZ).

Notemos que

∇XG(JY, JZ) = −∇XJG(JY, Z)

= ∇XJG(Z, JY )

= ∇X − J2G(Z, Y )

= −∇XG(Y, Z).

Aśı

(∇XG)(JY, JZ) = −∇XG(Y, Z)−G(G(X, Y ), JZ)−G(J∇XY, JZ)−G(JY,G(X,Z))

−G(JY, J∇XZ)

= −∇XG(Y, Z) + JG(G(X, Y ), Z) +G(∇XY, Z) + JG(Y,G(X,Z))

+G(Y,∇XZ)

= −(∇XG)(Y, Z) + JG(G(X, Y ), Z) + JG(Y,G(X,Z)).



Caṕıtulo 2

Subvariedades CR

En el año 1978 A. Benjacu introduce en [1] a las CR-subvariedades este caṕıtulo abordaremos

los resultados más destacados que se relacionan con esta tesis.

2.1. Subvariedades CR en una variedad nearly Kaehler

Sean (N, J, g) una variedad Kaehler de dimension n (n par) y (M, g0) una subvariedad de

Riemann inmersa isométricamente en N . Sea D una distribución en M , es decir, una función tal

que a cada x ∈M le asocia el subespacio Dx ⊂ TxM de dimension m, de manera diferenciable.

Donde diferenciable se entenderá que existen X1, X2, . . . , Xm ∈ X(M) tal que el conjunto

{X1(x), X2(x), . . . , Xm(x)} es una base de Dx para toda x ∈M .

Definición 14. Una subvariedad (M, g0) de una variedad Kaehler (N, J, g) con distribuciones

(D,D⊥) es una CR subvariedad de N si se satisface

1. La distribución D es consistente con la estructura casi compleja de N , es decir, J(Dx) =

Dx para cada x ∈M .

2. La distribución ortogonal complementaria x 7→ D⊥x ⊂ TxM es totalmente real, esto es

J(D⊥x ) ⊂ TxM
⊥ para cada x ∈M .

Observación. Una CR subvariedad M con distribuciones (D,D⊥) de una variedad Kaehler

es una subvariedad M de N junto con una descomposición de su espacio tangente TM =

D(M)⊕D⊥(M). Con lo que podemos escribir de manera única a cada X ∈ X(M) como

X = P (X) +Q(X).

16
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Donde P : TM → D(M) (la parte horizontal) y Q : TM → D⊥(M) (la parte vertical) son las

proyecciones naturales, además de que

J ◦ P : TM → D(M) y J ◦Q : TM → TM⊥.

Ejemplo 5. Una curva inmersa α : I → N con las distribuciones Dx = 0 y D⊥x = Tx(α(I)) es

una CR subvariedad de N .

Ejemplo 6. Cualquier subvariedad casi compleja (M,J) de una variedad Kaehler (N, J, g) con

las distribuciones Dx = Tx(M) y D⊥x = 0 es una CR subvariedad de N . De manera opuesta,

cualquier subvariedad totalmente real M0 de N con las distribuciones Dx = 0 y D⊥x = TxM0 es

una CR subvariedad de N .

En el ejemplo anterior tenemos entonces que las subvariedades casi complejas y las subva-

riedades totalmente reales son casos particulares de las CR subvariedades.

Sea ξ un campo vectorial normal a M , podemos descomponer a

Jξ = Aξ +Bξ + Cξ,

donde Aξ es la parte horizontal, Bξ es la parte vertical y Cξ es la parte normal.

Lema 2.1.1. Sean M una CR subvariedad de una variedad de Kaehler N y X ∈ X(M) entonces

las siguientes ecuaciones son válidas

C2ξ + JBξ + ξ = 0 (2.1)

JAξ + ACξ = 0 (2.2)

BCξ = 0. (2.3)

Demostración. Aplicando J a la ecuación Jξ = Aξ +Bξ + Cξ tenemos

−ξ = J2ξ

= JAξ + JBξ + JCξ

= JAξ + JBξ + ACξ +BCξ + C2ξ.

Si comparamos partes verticales, horizontales y normales

C2ξ + JBξ + ξ = 0
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JAξ + ACξ = 0

BCξ = 0.

Al aplicar C a la ecuación 2.1 por la ecuación 2.5, se sigue que

(C3 + C)ξ = C3ξ + Cξ = 0.

Este operador en el espacio normal es el introducido por K. Yano [12].

Como caso particular si X ∈ X(M). Entonces JQX es un campo normal a M , y por tanto

−QX = JJQX = AJQX +BJQX + CJQX,

al comparar partes horizontales, verticales y normales se siguen

BJQX +QX = 0, (2.4)

AJQX = CJQX = 0. (2.5)

Lema 2.1.2. Sean M una CR subvariedad de una variedad Kaehler N y X, Y ∈ X(M) entonces

las siguientes ecuaciones son válidas.

α(X, Y )− P (AJQYX) = JP∇XY + Aα(X, Y ) (2.6)

Q(∇XJPY )−Q(AJQYX) = Bα(X, Y ) (2.7)

α(X, JPY ) +∇⊥XJQY = JQ∇XY + Cα(X, Y ). (2.8)

Demostración. De las fórmulas de Gauss 1.1 y Weingarten 1.2

∇XJY = ∇XJPY +∇XJQY

= ∇XJPY + α(X, JPY )− AJQYX +∇⊥XJQY

= P (∇XJPY ) +Q(∇XJPY ) + α(X, JPY )− P (AJQYX)−Q(AJQYX) +∇⊥XJQY.

Por otro lado como N es de Kaehler se sigue

∇XJY = J∇XY

= J∇XY + Jα(X, Y )

= JP∇XY + JQ∇XY + Aα(X, Y ) +Bα(X, Y ) + Cα(X, Y ).
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Comparando las partes horizontales verticales y normales se tienen las tres siguientes ecuaciones

α(X, Y )− P (AJQYX) = JP∇XY + Aα(X, Y )

Q(∇XJPY )−Q(AJQYX) = Bα(X, Y )

α(X, JPY ) +∇⊥XJQY = JQ∇XY + Cα(X, Y ).

2.2. Curvatura seccional de una CR subvariedad

A partir de ahora supondremos que la variedad Kaehler (N, J, g) es una variedad de curva-

tura holomorfa constante c, entonces la curvatura de N está dada por

R(X, Y )Z =
c

4
[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(JY, Z)JX − g(JX,Z)JY + 2g(X, JY )JZ] (2.9)

para cualquier X, Y, Z ∈ X(N). Más aún, si X, Y, Z,W ∈ X(M)

g(R(X, Y )Z,W ) = g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ) + g(JY, Z)g(JX,W )

− g(JX,Z)g(JY,W ) + 2g(X, JY )g(JZ,W )

= g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W ) + g(JPY, Z)g(JPX,W )

− g(JPX,Z)g(JPY,W ) + 2g(X, JPY )g(JPZ,W ).

Sabemos que con las propiedades del tensor de curvatura, es posible a partir de la curvatura

seccional recuperar el tensor de curvatura. Por lo cual es importante conocer la forma de la

curvatura seccional en la variedad N . Para ello hacemos en la ecuación anterior X = W y

Y = Z con lo cual obtenemos

g(R(X, Y )Y,X) = 1 + 3g(JY,X)2 = 1 + 3g(JPY, PX)2.

Proposición 2.2.1. Sea M una CR subvariedad de una variedad Kaehler (N, J, g). Entonces

la curvatura seccional de M es

g(R(X, Y )Y,X) =
c

4

[
1 + 3g(JPY, PX)2

]
+g(α(X,X), α(Y, Y ))−g(α(X, Y ), α(X, Y )). (2.10)
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Demostración. Al sustituir g(R(X, Y )Y,X) = 1 + 3g(JY,X)2 = 1 + 3g(JPY, PX)2 en la

ecuación de Gauss 1.3 tenemos que la curvatura seccional de M viene dada por

g(R(X, Y )Y,X) =
c

4

[
1 + 3g(JPY, PX)2

]
+ g(α(X,X), α(Y, Y ))− g(α(X, Y ), α(X, Y )).

Tal como se queŕıa probar.

Definición 15. La curvatura seccional holomorfa H de una CR subvariedad M determinada

por el campo horizontal unitario X ∈ X(M) es la curvatura seccional que determina el plano

generado por {X, JX}

H(X) = c+ g(α(X,X), α(JX, JX))− g(α(X, JX), α(JX,X)). (2.11)

Proposición 2.2.2. La curvatura seccional de una CR subvariedad M de una variedad Kaehler

(N, J, g) viene dada por

H(X) = c+ ||Bα(X,X)||2 − ||α(X,X)||2 − ||Cα(X,X)||2 − ||Q∇XX||2 (2.12)

+ g(α(X,X), JQ∇JXY )− 2g(JQ∇XX,Cα(X,X)). (2.13)

Demostración. Recordemos que α(X, JPY ) + ∇⊥XJQY = JQ∇XY + Cα(X, Y ), pero para

nuestro caso QY = 0 por lo que esta ecuación se reduce a

α(X, JY ) = JQ∇XY + Cα(X, Y ) (2.14)

se sigue que

α(JX, JY ) = JQ∇JXY + Cα(JX, Y ) = JQ∇JXY + C(JQ∇YX + Cα(X, Y )).

Como CJQZ = 0 para cualquier Z ∈ X(M) (véase la ecuación 2.5)

α(JX, JY ) = JQ∇JXY + C2α(X,X). (2.15)

Al sustituir las ecuaciones 2.15 y 2.14 en H(X)

H(X) = c+ g(α(X,X), α(JX, JX))− g(α(X, JX), α(JX,X))

= c+ g(α(X,X), JQ∇JXY + C2α(X,X))

− g(JQ∇XX + Cα(X,X), JQ∇XX + Cα(X,X))

= g(α(X,X), C2α(X,X)) + g(α(X,X), JQ∇JXY )

− g(JQ∇XX, JQ∇XX)− g(Cα(X,X), Cα(X,X))− 2g(JQ∇XX,Cα(X,X)).
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Por la ecuación 2.1, lo anterior se reduce a

H(X) = c+ ||Bα(X,X)||2 − ||α(X,X)||2 − ||Cα(X,X)||2 − ||Q∇XX||2

+ g(α(X,X), JQ∇JXY )− 2g(JQ∇XX,Cα(X,X)).

Justo lo que se queŕıa probar.

Definición 16. La distribución horizontal D es llamada paralela con respecto a la conexión de

Riemann ∇ en M , si ∇XY ∈ D para cualesquiera campos vectoriales X, Y ∈ D.

Lema 2.2.3. Si M es una CR subvariedad de una forma espacial compleja N(c) entonces la

distribución D es involutiva, es decir para cualesquiera campos X, Y ∈ D, [X, Y ] ∈ D, si y sólo

si α(JX, Y ) = α(X, JY ).

Demostración. Sea X, Y ∈ D se sigue de la ecuación 2.14

α(X, JY )− α(Y, JX) = JQ(∇XY −∇YX) = JQ([X, Y ]).

El lema se sigue de inmediato. En particular

−α(X,X) = α(X, J2X) = α(JX, JX).

Teorema 2.2.4. Si M es una CR subvariedad de una forma espacial compleja N(c) y D es

una distribución involutiva entonces la curvatura seccional holomorfa es menor o igual a c, en

otras palabras para cada X ∈ D

H(X) ≤ c.

Demostración. De la Definición 2.11 y del Lema 2.2.3

H(X) = c+ g(α(X,X), α(JX, JX))− g(α(X, JX), α(JX,X))

= c− (||α(X,X)||2 + ||α(X, JX)||2) ≤ c.

Corolario 2.2.5. Si D es paralela entonces H(X) ≤ c para todo X ∈ D.

Definición 17. La CR subvariedad M es llamada D-totalmente geodésica (respectivamente

D⊥ totalmente geodesica) si α(X, Y ) = 0 para cada X, Y ∈ D (X, Y ∈ D⊥).
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Teorema 2.2.6. Una CR subvariedad M de una forma espacial compleja N(c) es D totalmente

geodésica si y sólo si D es involutiva y H(X) = c para cada X ∈ D.

Demostración. Si D es totalmente geodésica por el Lema 2.2.3, D es involutiva. De la Definición

2.11, para cada X ∈ D H(X) = c.

Por otro lado, como H(X) = c entonces

g(α(X,X), α(X,X)) = 0

g(α(X, JX), α(X, JX)) = 0

para cada X ∈ D. En otras palabras α(X,X) = 0, en particular

0 = α(X + Y,X + Y ) = 2α(X, Y ),

es decir, D es totalmente geodésica.

Sea {X1, X2, . . . , Xm} una base local en M , con la condición de que {X1, X2, . . . , Xs, JX1 =

Xs+1, JX2 = Xs+2, . . . , JXs = X2s} es una base para D y {X2s+1, X2s+2, . . . , X2s+r = Xm} es

una base para D⊥.

Definición 18. La CR subvariedad M es llamada D mı́nima (respectivamente D⊥ mı́nima) si

2s∑
i=1

α(Xi, Xi) = 0

(
r∑
i=1

α(X2s+i, X2s+i) = 0

)
.

Como en geometŕıa de subvariedades una CR subvariedad D totalmente geodésica es D

mı́nima.

Teorema 2.2.7. Si M es una CR subvariedad D⊥ mı́nima de una forma espacial compleja

N(c) entonces M es D⊥ totalmente geodésica si y sólo si

g(R(X, Y )Y,X) =
c

4

para todo X, Y ∈ D⊥.
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Demostración. Al hacer la sustitución de X y Y por X2s+i y X2s+j con i, j ∈ {1, 2, . . . , r} en

la ecuación 2.10 esta se reduce a

g(R(X2s+i, X2s+j)X2s+j, X2s+i) =
c

4
+ g(α(X2s+i, X2s+i), α(X2s+j, X2s+j))

− g(α(X2s+i, X2s+j), α(X2s+i, X2s+j)).

Supongamos entonces que g(R(X2s+i, X2s+j)X2s+j, X2s+i) =
c

4
, al sustituir en la ecuación an-

terior y sumando sobre todo i

r∑
i=1

g(α(X2s+i, X2s+j), α(X2s+i, X2s+j)) =
r∑
i=1

||α(X2s+i, X2s+j)||2

=
r∑
i=1

g(α(X2s+i, X2s+i), α(X2s+j, X2s+j))

= g(
r∑
i=1

α(X2s+i, X2s+i), α(X2s+j, X2s+j)) = 0.

Por lo que α(X2s+i, X2s+j) = 0 para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , r}, y como consecuencia α(X, Y ) = 0

para cada X, Y ∈ D⊥, es decir, M es D⊥ totalmente geodésica. El rećıproco es claro.

Definición 19. Sean M una CR subvariedad en una variedad Kaehler (N, J, g), X ∈ D y

Y ∈ D⊥. A la curvatura seccional de X y Y la llamaremos CR curvatura seccional.

Definición 20. Una CR subvariedad M es llamada CR totalmente geodésica si para cada

X ∈ D y Y ∈ D⊥ su segunda forma fundamental se anula, es decir, α(X, Y ) = 0.

Teorema 2.2.8. Sea M una CR subvariedad en una variedad Kaehler (N, J, g). Si la CR

curvatura seccional de M es
c

4
y alguna de las condiciones siguientes es satisfecha

1. M es D mı́nima

2. M es D⊥ mı́nima.

Entonces M es CR totalmente geodésica.



Caṕıtulo 3

Estructura casi compleja de S6

En este caṕıtulo definimos a los números de Cayley, con los que le induciremos la estructura

casi compleja a S6. Además calculamos la conexión de Levi-Civita de S6. En el Lema 3.2.2 se

relacionan las conexiones de Levi-Civita entre de S6 y C.

3.1. Números de Cayley

Sea C el espacio vectorial real generado por el conjunto {I, e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6}, vamos a

definir en C una estructura de álgebra. Definimos el producto en C dado por la Tabla 3.1.

∗ I e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6

I I e0 e1 e2 e3 e4 e5 e6

e0 e0 I e2 -e1 e4 -e3 e6 -e5

e1 e1 -e2 I e0 e5 -e6 -e3 e4

e2 e2 e1 -e0 I -e6 -e5 e4 e3

e3 e3 -e4 -e5 e6 I e0 e1 -e2

e4 e4 e3 e6 e5 -e0 I -e2 -e1

e5 e5 -e6 e3 -e4 -e1 e2 I e0

e6 e6 e5 -e4 -e3 e2 e1 -e0 I

Cuadro 3.1: Producto en C.

24
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Si ξ ∈ C entonces existen escalares X,Xi ∈ R con i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} tales que

ξ = XI +X0e0 +X1e1 +X2e2 +X3e3 +X4e4 +X5e5 +X6e6 = XI + x.

El elemento ξ es llamado imaginario puro si X = 0. Todos los números imaginarios puros de

Cayley forman un subespacio 7-dimensional E7 de C. Si elegimos a

η = Y I + Y0e0 + Y1e1 + Y2e2 + Y3e3 + Y4e4 + Y5e5 + Y6e6 = Y I + y

entonces el producto de ξ con η está definido por:

ξ ∗ η = XY I −
6∑
i

XiYiI +Xy + Y x+
6∑

i6=k

XiYkei ∗ ek.

De manera que si X = Y = 0 entonces

ξ ∗ η = x ∗ y = −
6∑
i

XiYiI +
6∑

i 6=k

XiYkei ∗ ek

donde
6∑
i

XiYiI

es el producto escalar de x con y denotado por 〈x, y〉. El número imaginario puro

6∑
i 6=k

XiYkei ∗ ek

es llamado el vector producto de x con y denotado por x × y. Para una fórmula expĺıcita vea

la prueba del Teorema 3.2.1. Por tanto podemos escribir

x ∗ y = −〈x, y〉 I + x× y.

Observemos que

< x, y >= −1

2
(x ∗ y + y ∗ x) (3.1)

x× y =
1

2
(x ∗ y − y ∗ x) . (3.2)

Algunas propiedades relevantes del producto ∗ son:

es bilineal antisimétrico,

x× y es ortogonal tanto a x como a y,

〈x× y, w〉 = 〈x, y × w〉,

(x× y)× w + x× (y × w) = 2 〈x,w〉 y − 〈y, w〉x− 〈x, y〉w,

para cualesquiera x, y, c ∈ C.
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3.2. Estructura casi compleja de S6

Ahora estamos listos para definir la estructura casi compleja en S6 como sigue:

Sea S6 como el conjunto de elementos unitarios en E7, en otras palabras,

S6 = {N ∈ E7 :< N,N >= 1}.

Notemos que E7 coincide con R7, con lo que al espacio tangente TNS
6 lo podemos identificar

con el subespacio de E7 ortogonal a N es decir TNS6 = N⊥.

En S6 ⊂ C definimos la (1, 1)− tensor J : X(S6)→ X(S6) como

JN(x) = N × xN

para x ∈ X(S6). Para evitar acumulación de notación pondremos en lugar de JN(x) = N × xN
simplemente

J(x) = N × x.

Ahora, veamos que J es una estructura casi compleja para S6. Primero hagamos notar que

J está bien definido, es decir, para cada x ∈ X(S6) J(x) ∈ X(S6). Sea x ∈ X(S6) entonces

〈J(x), N〉 = 〈N × x,N〉 = 〈N, x×N〉 = −〈N × x,N〉 = −〈J(x), N〉

se sigue que 〈J(x), N〉 = 0 y es decir J(x) ∈ X(S6). Luego como

(x× y)× w + x× (y × w) = 2 〈x,w〉 y − 〈y, w〉x− 〈x, y〉w

sustituyendo x = y = N y w = x obtenemos

J2(x) = N × (N × x) = 2 〈N, x〉N − 〈N, x〉N − 〈N,N〉x = −x.

En otras palabras (S6, J) es una variedad casi compleja. Como observación extra tenemos que

J es una isometŕıa pues

〈Jx, Jy〉 = 〈N × x,N × y〉 = −〈x×N,N × y〉

= −〈x,N × (N × y)〉 = 〈x, y〉 .

Ahora estudiaremos la estructura diferenciable de la seis esfera apoyándonos de la segunda

forma fundamental y el operador de forma.

Consideremos ahora la conexión de Levi-Civita D para el espacio E7 que afortunadamente

es la conexión usual en un espacio euclidiano R7 aśı tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 3.2.1. Para cualesquiera x, y, z ∈ X(E7) tenemos

Dz(x× y) = Dzx× y + x×Dzy.

Demostración. Existen funciones xi, yi : E7 → R con i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, tales que, x =∑7
i=0 xiei y =

∑7
i=0 xiei donde ei ∈ X(E7) son campos constantes. Entonces damos la fórmula

expĺıcita para

x× y = (x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + x5y6 − x6y5)e0

+ (x2y0 − x0y2 + x5y3 − x3y5 + x4y6 − x6y4)e1

+ (x0y1 − x1y0 + x4y5 − x5y4 + x3y6 − x6y3)e2

+ (x4y0 − x0y4 + x1y5 − x5y1 + x6y2 − x2y6)e3

+ (x5y2 − x2y5 + x6y1 − x1y6 + x0y3 − x3y0)e4

+ (x2y4 − x4y2 + x6y0 − x0y6 + x3y1 − x1y3)e5

+ (x1y4 − x4y1 + x0y6 − x6y0 + x2y3 − x3y2)e6.

Para evitar una gran cantidad de cuentas análogas solo veremos que el teorema es válido para la

primer coordenada, es decir queremos comparar < Dz(x×y), e0 > con < Dzx×y+x×Dzy, e0 >

que por definición es

< Dz(x× y), e0 > = Dz(x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + x5y6 − x6y5)

= Dzx1y2 + x1Dzy2 −Dzx2y1 − x2Dzy1 +Dzx3y4 + x3Dzy4

− Dzx4y3 − x4Dzy3 +Dzx5y6 + x5Dzy6 −Dzx6y5 − x6Dzy5

= Dzx1y2 −Dzx2y1 +Dzx3y4 −Dzx4y3 +Dzx5y6 −Dzx6y5

+ x1Dzy2 − x2Dzy1 + x3Dzy4 − x4Dzy3 + x5Dzy6 − x6Dzy5

= < Dzx× y + x×Dzy, e0 > .

Justo lo que se queŕıa probar.

Al concentrarnos en S6 tenemos que su conexión de Levi-Civita viene dada por ∇ = P ◦D

donde P : E7 → N⊥ es la proyección ortogonal lo cual es equivalente a

P (x) = x− < x,N > N.

Para cada x ∈ X(E7). Por lo que tenemos la siguiente lema.
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Lema 3.2.2. Para cualesquiera x, y, z ∈ X(S6) se tiene que

∇zx× y = Dzx× y + g(x, z)J(y)

donde g es la métrica en S6.

Demostración. Utilizando la observación anterior tenemos

∇zx× y = (Dzx− < Dx, N > N)× y = Dzx× y− < Dzx,N > N × y

y dado que < x,N >= 0 se tiene

< Dzx,N >= − < x,DzN >= − < x, z >= −g(x, z)

de donde se sigue el Lema.

Con este Lema es sencillo prbar el corolario siguiente.

Corolario 3.2.3. La igualdad

∇z(x× y) = ∇zx× y + x×∇zy

no nescesariamente es satisfecha.

Demostración. Por el Lema 3.2.2

∇zx× y + x×∇zy = Dzx× y −Dzy × x+ g(x, z)J(y)− g(y, z)J(x)

mientras que el lado izquierdo es

∇z(x× y) = P (Dz(x× y))

= P (Dzx× y) + P (x×Dzy)

= Dzx× y− < Dzx× y,N > N − P (Dzy × x)

= Dzx× y− < Dzx, y ×N > N −Dzy × x+ < Dzy, x×N > N

= Dzx× y+ < Dzx, J(y) > N −Dzy × x− < Dzy, J(x) > N.

Concluyendo la prueba del corolario.



Caṕıtulo 4

Subvariedades totalmente reales de S6

En este caṕıtulo abordaremos las subvariedades casi complejas y totalmente reales de S6.

Mostraremos que no existen subvariedades casi complejas de dimensión cuatro (Teorema 4.1.2).

Mientras que en el caso de que M sea una subvariedad totalmente real de dimensión tres,

entonces M es mı́nima y orientable (Teorema 4.2.4), si además M tiene curvatura constante

c entonces c = 1 y por lo tanto totalmente geodésica (Lema 4.2.6) o c = 1
16

(Teorema 4.2.7).

Denotamos a (S6, J, g) a la variedad nearly Kaehler donde g es la métrica de Riemann inducida

en S6 como subvariedad del espacio de los números imaginarios puros del álgebra de Cayley C

que denotamos por E7 en el Caṕıtulo 3.

4.1. Subvariedad casi compleja de dimensión cuatro

El propósito de esta sección es demostrar que la seis esfera no contiene subvariedades casi

complejas de dimensión cuatro.

Lema 4.1.1. Sean M una subvariedad casi compleja de (S6, J, g), f : T 1
p (M) → R definida

como f(x) = ||α(x, x)||2 donde T 1
p (M) = {x ∈ TpM : ||x|| = 1}. Si x ∈ T 1

p (M) es un máximo de

f , y ∈ T 1
p (M) es ortogonal a x y J(x) entonces, α(x, y) y α(x, J(y)) son ortogonales a α(x, x)

y α(x, J(x)).

Demostración. Consideremos la función g : R→ T 1
p (M) definido como g(t) = cos(t)x+sen(t)y

29
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entonces la composición

γ(t) = f ◦ g(t)

= ||α(cos(t)x+ sen(t)y, cos(t)x+ sen(t)y||2

= ||cos2(t)α(x, x) + sen(2t)α(x, y) + sen2(t)α(y, y)||2.

Por regla de la cadena y de la suposición que df(g(0)) = df(x) = 0 tenemos que

dγ

dt
(0) = df(g(0))dg(0) = 0.

Calculando directamente y usando el hecho de que Txx = α(x, x) tenemos

dγ

dt
(t) =

d

dt
(||cos2(t)Txx+ sen(2t)Txy + sen2(t)Tyy||2)

= 2g(
d

dt

(
cos2(t)α(x, x) + sen(2t)α(x, y) + sen2(t)α(y, y)

)
, cos2(t)α(x, x)

+ sen(2t)α(x, y) + sen2(t)α(y, y))

= 2g(2cos(t)sen(t)(Tyy − Txx) + 2cos(2t)Txy, cos
2(t)Txx+ sen(2t)Txy + sen2(t)Tyy).

Al evaluar en t = 0 tenemos que

0 =
dα

dt
(0) = 2g(Txy, Txx)

que prueba una parte del lema. Además si u =
x+ Jx√

2

f(u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣α(x+ Jx√
2

,
x+ Jx√

2

)∣∣∣∣∣∣∣∣2
= g

(
α

(
x+ Jx√

2
,
x+ Jx√

2

)
, α

(
x+ Jx√

2
,
x+ Jx√

2

))
= f(x).

Por lo tanto f alcanza su máximo en u además g(u, y) = g(Ju, y) = 0 por lo que con procedi-

miento análogo tenemos que

0 = g(α(u, u), α(u, y)) =
1√
2

(g(α(x, Jx), α(x, y)) + g(α(x, Jx), α(Jx, y))) (4.1)

=
1√
2

(g(α(x, Jx), α(x, y)) + g(Jα(x, x), Jα(x, y))) (4.2)

= g(α(x, Jx), α(x, y)), (4.3)

es decir, α(x, y) es ortogonal a α(x, x) y α(x, Jx). De forma similar α(x, Jy) es ortogonal a

α(x, x) y α(x, Jx).
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Teorema 4.1.2. La variedad casi Hermı́tica (S6, J, g) no contiene subvariedades casi complejas

de dimensión cuatro.

Demostración. Supongamos que M es una subvariedad casi compleja de dimensión 4 en S6.

Si existen p ∈ M , x ∈ T 1
p (M) tal que α(x, x) 6= 0 y x sea un máximo de la función f(x) =

||α(x, x)||2, entonces del Corolario 1.2.3 α(x, Jx) = Jα(x, x) 6= 0 por lo que α(x, x) y α(x, Jx)

forman una base ortogonal para TpM
⊥. Para cada y ∈ T 1

p (M) tal que g(x, y) = 0 y g(Jx, y) = 0

por el Lema 4.1.1 α(x, y) y α(x, Jy) son ortogonales a α(x, x) y α(x, Jx) por lo que la única

opción para Txy, TxJy ∈ TpM⊥ es que sean el vector cero.

Sea K la curvatura seccional constante del operador R de S6. Entonces si ||y|| = 1 observa-

mos del Corolario 1.1.11 y de la Proposición 1.1.8 que

K = g(Rxyx, y)− 0 = g(Rxyx, y)− g(RxyJx, Jy)

=
∣∣∣∣(∇xJ)y

∣∣∣∣2
= ||(∇xJ)y + TxJy − JTxy||2 = 0.

Lo cual es una contradicción. Por lo tanto, para todo p ∈M y cada x ∈ TpM , α(x, x) = 0. En

otras palabras M es totalmente geodésica en S6, por lo que debe ser una subvariedad abierta

de la 4-esfera con curvatura constante K. Por tanto de nuevo del Corolario 1.1.11

0 = ||(5xJ)y||2 = 〈Rxyx, y〉 − 〈RxyJ(x), J(y)〉 = K.

Lo que es otra contradicción. Por lo tanto dicha subvariedad no existe.

4.2. Subvariedad totalmente reales de S6

Las posibles subvariedades totalmente reales de S6 son de dimensión uno, dos o tres. Como

vimos en el Caṕıtulo 1 toda curva, es decir, toda subvariedad de dimensión uno es totalmente

real. En ésta sección nos encargamos de estudiar a las subvariedades totalmente reales de

dimensión tres. Recordemos que en el Caṕıtulo 1 se definió el tensor G (Definición 5). En el

siguiente lema se da de manera explicita la forma de su derivada covariante.
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Lema 4.2.1. Para cada X, Y, Z ∈ X(S6, J, g)

(∇XG)(Y, Z) = g(Y, JZ)X + g(X,Z)JY − g(X, Y )JZ.

Demostración. Calculemos primero G(X, Y ), entonces al considerar ∇ = P (D) donde D es la

conexión de Levi-Civita de E7

G(X, Y ) = ∇XJY − J∇XY = P (DXJY )− J∇XY

= P (DX(N × Y ))− J∇XY

= P (DXN × Y +N ×DXY )− J∇XY

= P (X × Y ) + P (N × (∇XY + α(X, Y )))− J∇XY

= P (X × Y ) + P (N × g(DXY,N)N)

= P (X × Y )

= X × Y − g(X × Y,N)N.

Calculamos ahora cada término de (∇XG)(Y, Z) = ∇XG(Y, Z)−G(∇XY, Z)−G(Y,∇XZ) por

separado

∇XG(Y, Z) = ∇X(Y × Z − g(Y × Z,N)N)

= PDX(Y × Z)− PDX(g(Y × Z,N)N)

= P (DXY × Z) + P (Y ×DXZ)− PDX(g(Y × Z,N)N)

= DXY × Z − g(DXY × Z,N)N + Y ×DXZ − g(Y ×DXZ,N)N

− DX(g(Y × Z,N)N) + g(DX(g(Y × Z,N)N), N)N.

Ahora calculamos los últimos dos términos de la igualdad anterior

−DX(g(Y × Z,N)N) = −g(Y × Z,N)DXN −Xg(Y × Z,N)N

= −g(Y × Z,N)X − g(DXY × Z,N)N − g(Y ×DXZ,N)N

− g(Y × Z,DXN)N

= −g(Y × Z,N)X − g(DXY × Z,N)N − g(Y ×DXZ,N)N

− g(Y × Z,X)N.
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Y

g(DX(g(Y × Z,N)N), N)N = g(g(Y × Z,N)X,N)N + g(g(DXY × Z,N)N,N)N

+ g(g(Y ×DXZ,N)N,N)N + g(g(Y × Z,X)N,N)N

= g(DXY × Z,N)N + g(Y ×DXZ,N)N + g(Y × Z,X)N.

por lo que al sustituir tenemos y ya que −g(Y × Z,N) = g(Y, JZ)

∇XG(Y, Z) = DXY × Z − g(DXY × Z,N)N + Y ×DXZ − g(Y ×DXZ,N)N

− g(Y × Z,N)X

= DXY × Z − g(DXY × Z,N)N + Y ×DXZ − g(Y ×DXZ,N)N

+ g(Y, JZ)X.

Por otro lado tenemos que

−G(∇XY, Z) = ∇XY × Z − g(∇XY × Z,N)N

= PDXY × Z − g(PDXY × Z,N)N.

En donde

PDXY × Z = DXY × Z − g(DXY,N)N × Z

= DXY × Z −Xg(Y,N)N × Z + g(Y,DXN)N × Z

= DXY × Z + g(Y,X)JZ

y

g(PDXY × Z,N)N = g(DXY × Z,N)N + g(g(Y,X)JZ,N)N

= g(DXY × Z,N)N.

Es decir, tenemos que

G(∇XY, Z) = DXY × Z + g(Y,X)JZ − g(DXY × Z,N)N

y análogamente

G(Y,∇XZ) = Y ×DXZ − g(Z,X)JY − g(Y ×DXZ,N)N.

Finalmente al realizar las sumas correspondientes obtenemos el resultado.
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Lema 4.2.2. Sean M una subvariedad totalmente real de (S6, J, g) y X, Y ∈ X(M) entonces

∇⊥XJY = G(X, Y ) + J(∇XY )

AJXY = −Jα(X, Y ).

Demostración. Sean X, Y ∈ X(M) entonces

G(X, Y ) = ∇XJY − J∇XY

= −AJY +∇⊥XJY − J∇XY − Jα(X, Y ).

Comparando partes normales y tangentes se sigue el Lema.

Lema 4.2.3. Sean M una subvariedad totalmente real de (S6, J, g) y X, Y ∈ X(M) campos

ortonormales entonces

g(X, Y ) = X × Y.

Demostración. En el Lema 4.2.1 calculamos

G(X, Y ) = X × Y − g(X × Y,N)N.

Con lo cual es suficiente probar g(X × Y,N) = 0. De las ecuaciones 3.1 y 3.2

g(X × Y,N) = −1

2
((X × Y ) ∗N +N ∗ (X × Y ))

= −1

4
((X ∗ Y − Y ∗X) ∗N)− 1

4
(N ∗ (X ∗ Y − Y ∗X)) .

Luego como −1

2
(X ∗ Y + Y ∗X) = g(X, Y ) = 0, entonces, X ∗ Y = −Y ∗X y

g(X × Y,N) = −1

4
((X ∗ Y +X ∗ Y ) ∗N)− 1

4
(N ∗ (X ∗ Y +X ∗ Y )) = 0.

Estamos listos para probar uno de los resultados principales de ésta sección.

Teorema 4.2.4. Una subvariedad M totalmente real en (S6, J, g) de dimensión tres es orien-

table y mı́nima.
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Demostración. En el Lema 4.2.3 se calculó

G(X, Y ) = X × Y.

Además en la Proposición 1.3.1 se probó que G(X, Y ) es normal a M . Ahora probaremos que

JG(X, Y ) es normal a X y Y .

g(JG(X, Y ), X) = g(G(X, JY ), X)

= g(JY,G(X,X)) = 0.

De manera análoga g(JG(X, Y ), Y ) = 0. Aśı podemos definir un producto cruz en TM como

JG(X, Y ) para X, Y ∈ X(M) por lo tanto M es orientable.

Para probar que M es una subvariedad mı́nima probaremos que tr(α) = 0. Como conse-

cuencia del Lema 4.2.2 tenemos que para cada X, Y, Z ∈ X(M)

(∇XG)(Y, Z) = ∇XG(Y, Z)−G(∇XY, Z)−G(Y,∇XZ)

= −AG(Y,Z)X −∇⊥XJ(JG(Y, Z))−G(∇XY, Z)−G(Y,∇XZ)

= Jα(JG(Y, Z), X)−G(X, JG(Y, Z))− J∇XJG(X, Y )

− G(∇XY, Z)−G(Y,∇XZ)

= Jα(JG(Y, Z), X) + JG(X,G(Y, Z))− J(∇XJG)(Y, Z)

+G(α(X, Y ), Z) +G(Y, α(X,Z)).

Despejando a (∇XJG)(Y, Z) y utilizando el Lema 4.2.1 tenemos que

(∇XJG)(Y, Z) = g(X, Y )Z − g(X,Z)Y +G(X,G(Y, Z)) + α(JG(Y, Z), X)

+JG(α(X, Y ), Z) + JG(Y, α(X,Z))

y la parte normal de esta expresión es

α(JG(Y, Z), X) + JG(α(X, Y ), Z) + JG(Y, α(X,Z)) = 0.

Al tener ya definido un producto vectorial podemos elegir una base e1, e2, e3 de X(M) tal que

JG(e1, e2) = e3, JG(e2, e3) = e1 y JG(e3, e1) = e2. Para terminar la demostración sustituimos

estos valores en la igualdad anterior,

α(e1, JG(e2, e3)) + JG(α(e1, e2), e3) + JG(e2, α(e1, e3)) = 0
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α(e2, JG(e3, e1)) + JG(α(e2, e3), e1) + JG(e3, α(e2, e1)) = 0

α(e3, JG(e1, e2)) + JG(α(e3, e1), e2) + JG(e1, α(e3, e2)) = 0.

Al sumar las tres igualdades tenemos, en efecto

0 = α(e1, e1) + α(e2, e2) + α(e3, e3).

Lema 4.2.5. Sean M una subvariedad totalmente real de (S6, J, g) de dimensión tres, T 1
p (M) =

{x ∈ TpM : ||x|| = 1} y f : T 1
p (M) → R definida como f(x) = g(Txx, J(x)). Si x ∈ T 1

p (M) es

un máximo de f , entonces α(x, x) es un múltiplo de J(x).

Demostración. Sean y ∈ T 1
p (M) ortogonal a x y g : R→ T 1

p definida como

g(t) = cos(t)x+ sen(t)y

entonces
d(f ◦ g)

dt
(0) = 0

por lo que

d(f ◦ g)

dt
(0) = g(Txy, J(x)) + g(Txx, J(y))

= −g(y, TxJ(x)) + g(Txx, J(y))

= −g(y, JTxx) + g(Txx, J(y))

= 2g(Txx, J(y)) = 0.

En otras palabras Txx es ortogonal a J(y) para cada y ∈ T 1
p ortogonal a x, de donde Txx es un

múltiplo de J(x).

Lema 4.2.6. Sea M una subvariedad en un espacio forma (N, g) con curvatura constante c. Si

M es mı́nima, orientada y tiene curvatura constante c, entonces M es una variedad totalmente

geodésica.

Demostración. Del hecho de que M tiene curvatura constante la ecuación de Gauss 1.3 se

reduce a

g(α(X,Z), α(Y,W )) = g(α(X,W ), α(Y, Z)).
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Elegimos una base ortonormal {X1, X2, . . . , Xn} para Xi = X = W y para cualquier Xj = Z =

Y ; la ecuación de Gauss toma la forma

||α(Xi, Xj)||2 = g(α(Xi, Xj), α(Xj, Xi)) = g(α(Xi, Xi), α(Xj, Xj)).

Por lo tanto

n∑
j=1

||α(Xi, Xj)||2 =
n∑
j=1

g(α(Xi, Xi), α(Xj, Xj)) = g(α(Xi, Xi),
n∑
j=1

α(Xj, Xj)) = 0.

Se sigue entonces que α(Xi, Xj) = 0 para cualesquiera campos en la base, por lo tanto M es

totalmente geodésica.

Teorema 4.2.7. Si M es una subvariedad totalmente real de (S6, J, g) de dimensión tres,

métrica g y curvatura constante c, entonces c = 1, es decir, M es totalmente geodésica o

c =
1

16
.

Demostración. Si c = 1 entonces por el Lema 4.2.6 M es totalmente geodésica, por lo que

podemos suponer que c < 1. Consideramos la función f(x) = g(α(x, x), J(x)) en T 1
pM = {x ∈

TpM : ||x|| = 1} y x ∈ T 1
pM un máximo de la función, entonces por el Lema 4.2.5 α(x, x) es

un múltiplo de J(x). Supongamos por el momento que f es constante; como M es mı́nima en

S6 entonces para cualquier base ortonormal x, y, z ∈ T 1
pM α(x, x) + α(y, y) + α(z, z) = 0 o

equivalentemente

0 = g(α(x, x) + α(y, y) + α(z, z), J(x) + J(y) + J(z))

= g(α(x, x), J(x)) + g(α(y, y), J(y)) + g(α(z, z), J(z))

+ g(α(x, x), J(y)) + g(α(x, x), J(z)) + g(α(y, y), J(x))

+ g(α(y, y), J(z)) + g(α(z, z), J(x)) + g(α(z, z), J(y))

= g(α(x, x), J(x)) + g(α(y, y), J(y)) + g(α(z, z), J(z))

= 3g(α(x, x), J(x)).

La penúltima igualdad es válida ya que x, y, z ∈ T 1
pM son máximos de la función, entonces

f ≡ 0, es decir, α(x, x) = 0 para todo x ∈ T 1
pM lo cual quiere decir que M es totalmente

geodésica lo que no es posible ya que c < 1, f no es constante.

Sea e1 ∈ X(M) definido como el máximo de la función f en cada punto p ∈ M , elegimos dos
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campos vectoriales Y, Z ∈ X(M) tal que el conjunto {e1, X, Y } forma una base ortonormal en

cada punto. Utilizando el Lema 4.2.5 obtenemos

α(e1, e1) = λ1J(e1)

α(Y, e1) = λ2JY + λJZ

α(Z, e1) = λJY + λ3JZ

donde

λ2 = g(α(Y, e1), JY )

= g(AJY Y, e1)

= −g(Jα(Y, Y ), e1)

= g(α(Y, Y ), J(e1)).

De manera similar λ3 = g(α(Z,Z), J(e1)). Aśı λ1 = g(α(e1, e1), J(e1)).

Por último tenemos

λ = g(α(Y, e1), JZ)

= g(e1, AJZY )

= −g(e1, Jα(Z, Y ))

= g(e1, AJYZ)

= g(α(Z, e1), JY ).

Al sustituir en la ecuación de Gauss X = Z = e1 y Y = W obtenemos

(1− c)− λ2 + λ1λ2 − λ22 = 0.

Y con la sustitución X = Z = e1 y Y = W = Z

(1− c)− λ2 + λ1λ3 − λ23 = 0.

Al igualar las dos ecuaciones anteriores se tiene

λ1(λ2 − λ3) = λ23 − λ22 = (λ2 − λ3)(λ2 + λ3).
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Si suponemos que λ2 6= λ3 se sigue que

λ1 = λ3 + λ2

y además como M es mı́nima λ1 + λ2 + λ3 = 0 o equivalentemente λ1 = −(λ2 + λ3), es decir,

λ1 = 0 lo cual es una contradicción ya que λ1 = f(e1) > 0. Entonces λ2 = λ3, en otras palabras

g(Y,AJ(e1)Y ) = λ2 = λ3 = g(Z,AJ(e1)Z).

Como esto es válido para cualquier Y, Z normal al campo e1, cualquier vector normal a e1 es

un eigenvector del operador AJ(e1).

Elijamos ahora una base para la obtención de la curvatura de M . Consideremos e⊥1 ∩ T 1
pM .

Sea e2 el máximo de la función f restringida a e⊥1 ∩ T 1
pM . De manera análoga a como se hizo

anteriormente obtenemos que f(e2) 6= 0 y α(e2, e2) es un multiplo de J(e2).

Por último elegimos e3 ∈ T 1
pM de manera que se completa una base ortonormal con la condición

de que e1 × e2 = Je3 (esto tomará un papel importante al final de la demostración).

Como e1, e2 y e3 son eigenvectores de AJ(e1) se tiene

α(e1, e1) = λ1J(e1)

α(e2, e1) = λ2J(e2)

α(e3, e1) = λ3J(e3).

De la elección de e2 y por el Lema 4.2.5

g(α(e2, e2), J(e3)) = g(α(e3, e2), J(e2)) = 0.

Una observación pertinente en este momento es que calculamos que

α(e1, e1) = λ1J(e1)

α(e2, e2) = λ2J(e1) + g(α(e2, e2), J(e2))J(e2)

y

α(e3, e3) = λ3J(e1) + g(α(e3, e3), J(e2))J(e2) + g(α(e3, e3), J(e3))J(e3).

Del hecho que M es mı́nima y por las tres igualdades encontradas arriba tenemos

g(α(e2, e2), J(e2)) = −g(α(e3, e3), J(e2)) = β
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g(α(e3, e3), J(e3)) = 0

y también

g(α(e2, e3), J(e3)) = β

teniendo las siguientes igualdades

α(e1, e1) = λ1J(e1)

α(e1, e2) = λ2J(e2)

α(e1, e3) = λ3J(e3)

α(e2, e2) = λ2J(e1) + βJ(e2)

α(e2, e3) = βJ(e3)

α(e3, e3) = λ3J(e1)− βJ(e2).

Aśı que solo basta determinar los coeficientes λ1, λ2 = λ3 y β. Para encontrar los primeros tres

coeficientes resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones ya encontradas anteriormente y que

pondremos a continuación

λ1 + λ2 + λ3 = 0

1− c+ λ1λ2 − λ22 = 0

1− c+ λ1λ3 − λ32 = 0

cuyas soluciones son λ1 = 2

√
1− c

3
y λ2 = λ3 = −

√
1− c

3
. Ahora para encontrar β sustituimos

en la ecuación de Gauss a X = W = e2 y Y = Z = e3 obtenemos

0 = −(1− c) + g(α(e2, e3), α(e3, e2))− g(α(e2, e2), α(e3, e3))

= −(1− c) + β2 − λ22 + β2

es decir, β =
√

2(1−c)
3

.

Resumiendo, la segunda forma fundamental está dada por

α(e1, e1) = 2

√
1− c

3
J(e1)

α(e1, e2) = −
√

1− c
3

J(e2)
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α(e1, e3) = −
√

1− c
3

J(e3)

α(e2, e2) = −
√

1− c
3

J(e1) +

√
2(1− c)

3
J(e2)

α(e2, e3) =

√
2(1− c)

3
J(e3)

α(e3, e3) = −
√

1− c
3

J(e1)−
√

2(1− c)
3

J(e2).

El propósito es conocer la conexión ∇ de M . Introducimos una nueva notación para reducir las

operaciones que se elaborarán. Hacemos

akij = g(∇eiej, ek)

con lo cual

∇eiej = a1ije1 + a2ije2 + a3ije3.

Como {e1, e2, e3} es una base ortonormal en M y por la compatibilidad de la métrica de ∇

akij = −ajik

y como consecuencia, ajij = 0.

Por otro lado del Lema 4.2.2 y ya que S6 es nearly Kaehler

∇⊥XJX = J∇XX.

Como antes hacemos

bkij = g(∇⊥eiJej, Jek)

y por lo tanto

biij = −ajii.

Con ésta notación podemos escribir la conexión de Levi-Civita de M como se muestra en el

Cuadro 4.2.

Luego al desarrollar (∇eiα)(ej, ek) = ∇⊥eiα(ej, ek) − α(∇eiej, ek) − α(ej,∇eiek) tenemos la

siguiente forma general

(∇eiα)(ej, ek) = ∇⊥eiα(ej, ek)− a1ijα(e1, ek)− a2ijα(e2, ek)− a3ijα(e3, ek)

−a1ikα(e1, ej)− a2ikα(e2, ej)− a3ikα(e3, ej).
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∇e1e1 = a211e2 + a311e3 ∇e2e2 = a122e1 + a322e3 ∇e3e3 = a133e1 + a233e2

∇e1e2 = a112e1 + a312e3 ∇e2e1 = a221e2 + a321e3 ∇e3e1 = a231e2 + a331e3

∇e1e3 = a113e1 + a213e2 ∇e2e3 = a123e1 + a223e2 ∇e3e2 = a132e1 + a332e3

Cuadro 4.1: ∇eiej descompuesta en la base {e1, e2, e3}.

∇⊥e1Je1 = a211Je2 + a311Je3 ∇⊥e2Je2 = a122Je1 + a322Je3 ∇⊥e3Je3 = a133Je1 + a233Je2

∇⊥e1Je2 = −a211Je1 + b312Je3 ∇⊥e2Je1 = −a122Je2 + b321Je3 ∇⊥e3Je1 = b231Je2 − a133Je3
∇⊥e1Je3 = −a311Je1 + b213Je2 ∇⊥e2Je3 = b123Je1 − a322Je2 ∇⊥e3Je2 = b132Je1 − a233Je3

Cuadro 4.2: ∇eiej descompuesta en la base {e1, e2, e3}.

De la ecuación de Codazzi 1.5 tenemos un sistema de ecuaciones que a continuación se

recopilan en el Cuadro 4.3.

Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos que b312 = −3a312 y

a312 = −a213 = a231 = −a132 = a123 = −a321

b312 = −b213 = b231 = −b132 = b123 = −b321

mientras que todas las variables restantes son cero. Luego otra vez por el Lema 4.2.2 y por el

Lema 4.2.3

∇⊥e1Je2 = G(e1, e2) + J∇e1e2

es equivalente a la ecuación

b312Je3 = e1 × e2 + a312Je3.

Por lo tanto

−4a312Je3 = e1 × e2,

y como Je3 = e1 × e2 pues aśı fue elegido, a312 = −1

4
. Por último al sustituir en el tensor de
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curvatura seccional

R(e2, e1)e1 = ∇e2∇e1e1 −∇e1∇e2e1 −∇[e2,e1]e1

= −∇e1

(
1

4
e3

)
−∇(∇e2e1−∇e1e2)

e1

= −∇e1

(
1

4
e3

)
−∇1

4
e3+

1

4
e3

e1

= − 1

16
e2 −

1

2
∇e3e1

= − 1

16
e2 +

1

8
e2

=
1

16
e2.

Es decir, M tiene curvatura seccional constante c =
1

16
.
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(∇e1α)(e1, e2) = (∇e2α)(e1, e1)

−a211λ2 − a211λ2 − a112λ1 = 0

a211β = −a122λ1 − 2a221λ2

b312λ2 − a311β − a312λ2 = b321λ1 − 2a321λ2

(∇e1α)(e1, e3) = (∇e3α)(e1, e1)

−a311λ2 − a311λ2 − a113λ1 = 0

b213λ2 − a311β − a213λ2 = b231λ1 − 2a231λ2

−a211β = −a133λ1 − 2a331λ2

(∇e2α)(e2, e1) = (∇e1α)(e2, e2)

a122λ2 − a122λ1 − a221λ2 = a211β

a221β = a211λ2 − 2a112λ2

a322λ2 − a322λ2 − a321β = a311λ2 − b312β − 2a312β

(∇e2α)(e2, e3) = (∇e3α)(e2, e2)

b123β − a322λ2 − a223λ2 = −b132β

−a322β − a322β − a123λ2 + a223β = b231λ2 − 2a132λ2

−a122λ2 = −a133λ2 − a233β − 2a332β

(∇e3α)(e3, e1) = (∇e1α)(e3, e3)

a133λ2 − a133λ1 − a332λ2 = −a211β

a233λ2 − a233λ2 − a332β = a211λ2

−a231β = a311λ2 + b312β − 2a113λ2 − 2a213β

(∇e3α)(e3, e2) = (∇e2α)(e3, e3)

a133β − a133λ2 − a233λ2 − a332λ2 = −a122β

a233β − a233β − a332β = −a122λ2
−a213λ2 = b321λ2 + a322β − 2a123λ2 − 2a223β

(∇e1α)(e2, e3) = (∇e2α)(e1, e3)

−a311β − a312λ2 − a213λ2 = b123λ2 − a123λ1 − a321λ2
b213β − a312β − a113λ2 + a213β = −a322λ2 − a223λ2 − a321β

a112λ2 = a221λ2

(∇e2α)(e1, e3) = (∇e3α)(e2, e1)

b123λ2 − a123λ1 − a321λ2 = b132λ2 − a132λ1 − a231λ2
−a322λ2 − a223λ2 − a321β = a231β

a221λ2 = −a233λ2 − a332λ2 − a331β

Cuadro 4.3: Sistema de ecuaciones.
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