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Abreviaciones

SPT(s)

bd(P)
MLP(s,t)

MLD(s,t)
Ple; ]

WT(x)
SMT(Z, P)

smt(Z, P)
()
H,(N)
MST

mst

Visibilidad de un punto p al interior de un poligono.

Visibilidad de un segmento de recta pq al interior de un poligono.
Triangulacion de un poligono P.

Grafica dual de la triangulacién de P.

(Depth First Search) Busqueda en profundidad.

(Shortest Path) Trayectoria euclidiana més corta entre los puntos
s y t dentro de un poligono.

(Shortest Path Tree) Arbol de trayectorias méas corta que conecta
a s con todos los vértices del poligono donde esta contenido s.
(border) Borde o limite de P.

(Minimum Link Path) Trayectoria minima en aristas entre los puntos
s y t al interior de un poligono.

(Minimum Link Distance) Numero de aristas en M LP(s,t).
Partition por ventanas desde ¢, donde ¢ es uno de los dos puntos
finales del segmento de recta x.

(Windows Tree) Arbol de ventanas generado a partir del punto x.
(Steiner Minimum Tree) Arbol de Steiner minimo en aristas al
interior de un poligono simple P a partir del conjunto de terminales Z.
Numero de aristas en SMT(Z, P).

Todos los subconjuntos de tamano n del conjunto C.

Hipergrafica r-acotada ponderada.

(Minimum Spanning Tree) Arbol de expansion minima.

Numero de aristas en MST.



Introduccion

El problema del drbol de Steiner fue nombrado asi en honor a Jakob Steiner (1796-
1863), quien resolvié y popularizé el problema de unir tres villas por un sistema
de caminos que tuvieran la minima longitud total. El problema, en su versién
Euclidiana, consiste en unir un conjunto de puntos que estan en el plano a través
de segmentos de recta tal que la suma de las longitudes de los segmentos sea el
minimo. Para esto, es posible crear puntos auxiliares que ayudan a minimizar la

longitud total, estos puntos son llamados puntos de Steiner (o vértices de Steiner).

El problema del arbol de Steiner en gréficas consiste en, dada una grafica (conjunto
de vértices y aristas) y un conjunto de vértices (conjunto de terminales) contenidos
en la grafica ya mencionada, encontrar el arbol minimo en aristas que conecte al
conjunto de terminales, esto es, encontrar un arbol que conecte al conjunto de
terminales y tenga la cantidad minima de aristas necesaria para ello. Notese que
en este problema no es posible agregar vértices auxiliares, lo que se hace en este

caso es utilizar vértices que ya pertenecen a la grafica.

Calcular trayectorias éptimas bajo algin criterio, en un dominio geométrico, es
un problema fundamental de la geometria computacional. Por ejemplo, un pro-
blema muy conocido en esta area es calcular la trayectoria con la menor distancia
Euclidiana entre dos puntos en un poligono simple. Otro problema interesante y
muy utilizado en este trabajo es encontrar la trayectoria minima en nimero de

segmentos de recta entre dos puntos dentro de un poligono simple.

En este trabajo se continta el estudio de una generalizacion en la distancia minima

en segmentos de recta entre dos puntos en un poligono simple. En lugar de buscar

VI



Introduccion VII

conectar inicamente dos puntos, ahora se desea conectar m puntos al interior de un
poligono simple, de igual manera, minimizando el niimero de segmentos de recta a
utilizar. Se busca entonces encontrar un arbol minimo en aristas que conecte a los
m puntos y esté contenido totalmente en el poligono simple. Esta generalizacién

ha sido estudiada en [1] y [2] y sus principales resultados son:

El problema de encontrar un arbol de Steiner minimo en aristas al interior

de un poligono simple es un problema NP — Completo.

= Se encontré una cota combinatoria que relaciona el nimero de vértices de

Steiner y el nimero de vértices de un poligono simple.

= Un par de algoritmos exponenciales para calcular un arbol de Steiner minimo

en aristas al interior de un poligono simple.

= Un algoritmo de aproximacion para este problema con una razén de aproxi-

macion de 2.

En el capitulo uno veremos los algoritmos fundamentales para el desarrollo de la
teoria del resto del trabajo. En el capitulo dos se muestra un algoritmo exponencial
para calcular el arbol de Steiner minimo en aristas dado un poligono P y un
conjunto de terminales Z dentro de P plateado en [1] pero con modificaciones
importantes y se realiza su analisis de tiempo y espacio. En el capitulo tres se habla
de un algoritmo 1.69-aproximacién para el problema del arbol de Steiner minimo
en graficas. En el capitulo cuatro se describe un algoritmo de 1.69-aproximacién
para el problema del drbol de Steiner minimo en aristas al interior de un poligono

simple.

En el capitulo dos se agregd la subrutina BF.S — Ajuste al algoritmo exponencial
exacto [1, pag. 46|, la cual sirve para corregir la funcionalidad del algoritmo men-
cionado para algunos casos de entrada especificos. Lo que hace esta subrutina es:
cada vez que se agrega un nuevo vértice terminal a nuestro arbol solucion, se hace
una busqueda en amplitud sobre el arbol para ajustar el tamano de los poligonos

que representan a cada vértice de Steiner, ya que, para poder conectar un vértice



Introduccion VIII

terminal a un vértice de Steiner, siempre serd necesario hacer una interseccién
de poligonos; la cual puede reducir el tamano del poligono de visién del vértice
de Steiner. Si se reduce el tamano de un poligono de visién, es posible que los
poligonos de visiéon de otros vértices de Steiner conectados al vértice de Steiner
mencionado tambien reduzcan su tamano, por lo que es necesaraio revisar su ve-
cindad de vértices de Steiner para verificar si es necesaria la reduccién de area de

visibilidad.



Capitulo 1

Algoritmos de visibilidad en el

plano

El objetivo de este capitulo es familiarizar al lector con los conceptos que se ma-
nejan a lo largo de este trabajo. Se mostrard informacién necesaria que respalda

conceptos de los siguientes capitulos.

1.1. Visibilidad

1.1.1. Nocidn de visibilidad

La visibilidad es un fenémeno natural de la vida diaria. Vemos objetos a nuestro
alrededor y entonces decidimos nuestros movimientos de acuerdo con esto. Ver
un objeto significa identificar porciones del objeto que son visibles desde la posi-
cién actual de un observador. Es posible que el objeto entero no sea visible desde
la posicién de un observador. El observador también puede identificar formas y
tamanos de porciones de un objeto. Las porciones visibles de un objeto pueden
cambiar de forma si el observador se mueve de un lugar a otro. Por otra parte,

el observador puede ver varios objetos en diferentes direcciones desde su posicién
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actual; las porciones visibles de esos objetos forman la escena alrededor del obser-
vador. Construir tal escena es muy comun para un observador humano ya que su

sistema visual puede ejecutar esta tarea sin esfuerzo.

Supdngase que un robot quiere llegar de un punto inicial a una posiciéon objetivo
sin colisionar con un objeto o algin obstaculo alrededor de él. El robot construye
la escena alrededor de él desde la posicién actual y entonces guia su movimiento
en el espacio libre entre él y los objetos alrededor de él. Las posiciones de los
objetos y el robot pueden ser representadas por la computadora del robot como
coordenadas x, y, y z, por lo tanto, la escena que consiste en porciones visibles
de esos objetos pueden ser calculadas para la posicién actual del robot. Incluso
calcular la visibilidad de un solo objeto con la presencia de otros objetos no es una
tarea sencilla. Por otra parte, calcular una escena por cada punto en el camino del
robot es una tarea que consume bastante tiempo incluso para una computadora

de alta velocidad de procesamiento.

El problema anteriormente mencionado puede ser reducido a su problema corres-
pondiente en dos dimensiones. Si un robot que tiene contacto constante con el
suelo es proyectado en el suelo, su sombra bidimensional puede modelarse como
un poligono. Estas mismas proyecciones pueden ser hechas para los obstaculos.
Este proceso resulta ser un mapa que consiste de poligonos en dos dimensiones.
El poligono del robot puede ser utilizado para navegar este mapa sin tocar los
obstaculos poligonales. Entonces se puede calcular una ruta libre de colisiones
desde la posicién original a la posicion objetivo. Mientras se navega, se calcula
la visibilidad de porciones de los obstaculos para construir la escena alrededor de
la posicién actual del robot. Aunque la representacion bidimensional ha reducido
la complejidad del problema de planear la ruta del robot, disenar un algoritmo

eficiente sigue siendo una tarea retadora.
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1.1.2. Poligonos

Un poligono P se define como una regién cerrada R en el plano acotado por
un conjunto finito de segmentos de linea (llamadas aristas de P) tal que existe un
camino entre cualesquiera dos puntos dentro de R los cuales no intersecan ninguna
arista de P. Todo punto final de una arista de P es llamado vértice de P, el cual
es un punto en el plano. Ya que P es una regién cerrada y acotada, la frontera de
P consiste en ciclos de aristas de P donde dos aristas consecutivas comparten un
vértice. La regién R es llamada la region interna de P. Similarmente, la regiéon del
plano que excluye todos los puntos de R es llamado regién externa o exterior de
P. Un vértice de P es llamado convexo si el angulo interior del vértice formado

por dos aristas es a lo mas 7; en caso contrario, es llamado reflejo.

Como se defini6 arriba, un poligono simple P es una region en el plano acotado por
un ciclo de aristas tal que cualquier par no consecutivo de aristas no intersecan.
En este trabajo se considera a P como una lista de vértices. Cada vértice tiene los
campos x vy ¥, que son las coordenadas de vértice. También se supone que el orden
de los vértices esta dado en contra de las manecillas del reloj. De esta forma, si se
recorre la lista de vértices que definen a P, sabemos que el interior del poligono

siempre estd del lado izquierdo.

1.1.3. Visibilidad de un punto en un poligono simple

Dos puntos p y ¢ en P se dicen visibles si el segmento de recta que los une no
contiene ningun punto exterior de P. Esto significa que el segmento de recta pg
estd contenido totalmente dentro de P. Esta definicién permite que el segmento
de recta pase sobre un vértice reflejo o permite rozar una arista de P (ver figua
1.1).

Determinar la region de visibilidad de un objeto geométrico dentro de un poligono
es un problema muy conocido en la geometria computacional. El poligono de vi-
sibilidad V' (¢) de un punto ¢ en un poligono simple P es el conjunto de todos los

puntos de P que son visibles desde ¢. Por definicién, cualquier V' (¢) es un poligono
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FIGURA 1.1: En este poligono simple, b y ¢ son visibles desde a, pero d no lo
es.

en forma de estrella. Un poligono P tiene forma de estrella si existe un punto z
tal que para cualquier punto p dentro de P el segmento Zp esta totalmente conte-
nido dentro de P. El conjunto de todos los puntos con esta propiedad es llamado

kernel.

N/ Y@
7, N

/.

FiGUurA 1.2: Poligono de visibilidad del punto gq.

El poligono de visibilidad V' (¢) de un punto ¢ en un poligono simple fue primera-
mente resuelto por Davis y Benedikt [3] con un algoritmo que tarda O(n). Después

ElGindy y Davis [4] y Lee en [5] presentaron un algoritmo lineal que calcula V(q).

Lema 1.1. El poligono de visibilidad V (q) de un punto q en un poligono simple

puede ser calculado en tiempo O(n).
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1.2. Triangulacion

Una triangulacién T'(P) de un poligono P es una particién de P en tridngulos
hecho por diagonales (ver figura 1.3), donde un segmento de recta que junta dos
vértices de P mutuamente visibles es llamado diagonal de P. Se puede ver que una
triangulacién de P no es unica ya que muchos subconjuntos de diagonales pueden
dar una triangulacién del mismo poligono. El problema de calcular el poligono de
visibilidad V'(¢) de un punto ¢ esté relacionado con el problema de eliminar lineas

escondidas [6] y esto es parte del proceso de rendereo en gréficas computacionales.

AN AN

FiguraA 1.3: Triangulacién de un poligono simple.

Lema 1.2. Todo poligono simple puede ser triangulado y cada triangulacion de

un poligono simple con n vértices consiste en exactamente n — 2 tridngulos.

Demostraciéon

Probaremos este teorema por induccién sobre n. Cuando n = 3 el mismo poligono
es un triangulo, lo que hace que el teorema sea trivialmente cierto. Sea n > 3,y
suponemos que el teorema es cierto para toda m < n. Sea P un poligono con n
vértices. Primero probamos la existencia de una diagonal en P. Sea v el vértice
méas a la izquierda de P (en caso de empate, tomamos el de més abajo). Sean u
y w los dos vecinos de v en la frontera de P. Si el segmento uw esta totalmente
contenido en P, encontramos una diagonal. Si no, hay uno o mas vértices dentro
del triangulo definido por u, v y w o estan sobre la diagonal ww. De los vértices
que estan a la izquierda de u y w, sea v' el vértice mas lejano del segmento uw.
El segmento que conecta v y v’ no puede intersectar una arista de P, ya que si

existiera dicho vértice, uno de los vértices de esa arista estaria mas a la izquierda
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de ww que v, lo que contradice que v’ sea el vértice més a la izquierda de uw. Por

lo tanto, vv’ es una diagonal.

Asi que las diagonales existen. Cualquier diagonal corta a P en dos subpoligonos
simples P, y P,. Sea my el nimero de vértices de P, y my el nimero de vértices
de P,. Ambos my y ms tienen que ser menores a n. Asi que, por induccién, P; y

P, pueden ser triangulados. Por lo tanto, P puede ser triangulado.

Sélo queda probar que cualquier triangulacién de P consiste en n — 2 tridngulos.
Para esto, considérese una diagonal arbitraria en cualquier triangulaciéon T'(P).
Esta diagonal corta a P en dos subpoligonos con my y ms vértices, respectivamente.
Cada vértice de P aparece exactamente en uno de los subpoligonos, excepto por
los vértices que definen la diagonal, quienes aparecen en ambos subpoligonos. Por
lo tanto, my +mo = n+ 2. Por induccién, cualquier triangulacion de P; consiste en
m; — 2 tridngulos, lo que implica que T'(P) consiste en (my —2) + (mg—2) =n—2

triangulos. O

U

(A) uw estd totalmente contenida en P (B) uw no estd totalmente contenida en P

Ficura 1.4
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1.2.1. El problema de la galeria de arte

Eres dueno de una galeria de arte y quieres colocar cdmaras de tal manera que

toda la galeria sea a prueba de robos.

. Donde pondrias las cdmaras de tal manera que toda la galeria sea visible?

. Cuantas camaras tendrias que comprar?

Para definir el problema de la galeria de arte de forma mas precisa, primero se
debe formalizar la nocién de galeria. Una galeria es un espacio tridimensional,
pero el plano del piso nos da la informacién suficiente para saber donde poner
las camaras. Por lo tanto, se modela una galeria como una region poligonal en el
plano. Estas regiones estan restringidas a ser poligonos simples. Las regiones con
hoyos no son contempladas. La posicién de una camara corresponde a un punto
dentro del poligono. Una camara puede ver todos los puntos a los cuales se puede
conectar con un segmento de recta que esta totalmente contenido en el poligono.
,Cuantas camaras necesitas para cuidar toda la galeria? Esto depende del poligono
a tratar: entre mas complejo sea el poligono, mas camaras seran requeridas. Se ex-
presa la cota del nimero de camaras necesarias en términos de n, el niimero de
vértices del poligono. Pero incluso cuando dos poligonos tienen el mismo niimero

de vértices, uno puede ser mas dificil de vigilar que el otro.

El lema 1.2 implica que cualquier poligono con n vértices puede ser vigilado con
n — 2 camaras, ya que cada tridngulo puede ser vigilado por una camara, pero esto
puede ser una medida excesiva. Una camara puesta en una diagonal, por ejemplo,
puede vigilar dos triangulos, asi que poniendo una camara en una diagonal bien
escogida reducimos el nimero de cdmaras a n/2. Colocando camaras en vértices
parece ser incluso mejor, porque un vértice puede ser incidente a muchos triangu-
los, y una camara en ese vértice los vigila a todos. Esto sugiere el siguiente enfoque:
Sea T'(P) una triangulacién de P. Se selecciona un subconjunto de vértices de P

tal que cualquier tridngulo en T'(P) tiene al menos un vértice seleccionado, y se
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coloca una camara en esos vértices. Para encontrar ese subconjunto asignamos
un color a cada vértice de P: blanco, gris o negro. En una 3-coloracién de un
poligono triangulado, todos los triangulos tienen un vértice blanco, gris y negro.
Por lo tanto, si colocamos las camaras en, por ejemplo, los vértices de color gris,
garantizamos la vigilancia del poligono completo. Si escogemos la clase de color
més pequefia para poner las cdmaras, podemos vigilar P usando a lo mas | %]

camaras.

AN

FicurA 1.5: Una 3-coloracién de una triangulacién de un poligono simple.

. Pero siempre hay una 3-coloracién? La respuesta es si. Para ver esto, se introduce
la llamada grafica dual de T'(P). Esta grafica G(T'(P)) tiene un vértice por cada
tridngulo en T'(P). Se denota al tridngulo correspondiente a un vértice v por ¢(v).
Hay una arista entre v y u si ¢(v) y ¢(u) comparten una diagonal. Una arista en
G(T(P)) corresponde a una diagonal en T'(P). Ya que una diagonal parte P en
dos, remover una arista de G(T'(P)) parte la gréfica en dos. Por lo tanto, G(T'(P))
es un arbol. Y, por lo tanto, la grafica puede ser coloreada por un algoritmo simple

de recorrido de graficas, tal como una biisqueda en profundidad (DFS) [7, pdg. 603].

Se concluye que un poligono simple triangulado siempre tiene una 3-coloracion.

Con base en esto, cualquier poligono simple puede ser vigilado con [ %] cdmaras.

Pero quiza se puede hacer algo mejor que eso. Después de todo, una camara puesta

en un vértice podria vigilar mas que los triangulos incidentes. Desafortunadamente,
n

para cualquier n existe un poligono simple que requiere | %] cdmaras. Un ejemplo

es un poligono en forma de peine con una base horizontal larga de [% | dientes
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donde cada uno esta hecho de dos aristas. Los dientes son conectados por aristas
horizontales. La construccién del peine se hace de tal manera que una camara no
pueda ver dos dientes simultaneamente. Asi que no podemos ver una estrategia
que pueda producir menos de ng camaras. En otras palabras, el enfoque de la
3-coloracion es éptimo en el peor caso.

Acabamos de probar el teorema de la galeria de arte, un resultado clasico de la

geometria combinatoria.

|n/3| Dientes
— T

Teorema 1.3. (Teorema de la galeria de arte) Para todo poligono simple con n

vértices, L%J cdmaras son ocasionalmente necesarias y siempre suficientes para

tener cada punto del poligono siempre visible desde al menos una de las camaras.

1.3. Tipos de visibilidad

La nocién de visibilidad débil de un poligono desde un segmento de recta fue
introducido por Avis y Toussaint [8] en el contexto del problema de la galeria
de arte. Ellos consideraron la variacién del problema cuando sélo puede haber
un guardia y este tiene permitido moverse sobre una arista del poligono. Ellos
definieron la visibilidad de una arista v;v;,; en un poligono simple P de tres

maneras diferentes.

= Se dice que P es completamente visible desde v;v; ;1 si cada punto de z € P

y cualquier punto w € v;v;41 son visibles (ver figura 1.6a).

= Sedice que P es fuertemente visible desde v;v; 11 si existe un punto w € v;v;11

tal que para cada z € P, w y z son visibles (ver figura 1.6b).
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= Se dice que P es débilmente visible desde v;v;41 si para cada punto de z € P
existe un punto w € v;v;11 (dependiendo de z), tal que w y z son visibles

(ver figura 1.6c¢).

Vi Vi1 vy w o Vitl

(A) Visibilidad completa (B) Visibilidad fuerte

Ui Vit1

(c) Visibilidad débil

Ficura 1.6

Volviendo al problema de la galeria de arte, si P es completamente visible desde
v;V;11, un guardia puede posicionarse en cualquier punto de v;v; 1. En otras pala-
bras, P y el poligono de visibilidad V (w) de P desde cualquier punto w € v;v;1;
son lo mismo. Si P es fuertemente visible desde v;v;11, existe por lo menos un pun-
to w en v;v;41 donde el guardia puede ver todo el poligono P, esto es, P =V (w).
Finalmente, si P es débilmente visible desde v;v;11, es necesario que el guardia

camine sobre todo el segmento v;v;,1 para poder ver a todo P.

En este trabajo solo se hablard del problema de calcular la visibilidad débil de un

segmento de recta pq dentro de un poligono simple P.
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1.3.1. Visibilidad débil

En esta seccion se presentard el algoritmo de tiempo O(n) de Guibas [9] para cal-
cular el poligono de visibilidad débil V' (pq) de un poligono simple P de n vértices
desde un segmento de recta pq al interior de P.

Antes de analizar este algoritmo, se hablard sobre la trayectoria euclidiana més
corta entre dos puntos y el arbol de trayectorias euclidianas méas cortas entre un
punto y todo el poligono.

La trayectoria euclidiana més corta entre dos puntos s y t en P (denotada co-

(A) trayectoria euclidiana mas corta (B) Arbol de trayectorias euclidianas més
cortas

Ficura 1.7

mo SP(s,t)) es la trayectoria que conecta a s y t tal que esta trayectoria estd
totalmente contenida dentro de P y la longitud de la trayectoria es més corta que
cualquier otra trayectoria que conecta a sy t (ver figura 1.7a). Asi mismo, el arbol
de trayectorias euclidianas més cortas de un punto s dentro de un poligono P,
consiste en la unién de las trayectorias euclidianas mas cortas entre el punto s y

todos los vértices de P (ver figura 1.7b).

Lema 1.4. Sea P un poligono simple de n vértices y sean p y q dos puntos dentro

de P. La trayectoria mds corta SP(p,q) puede ser calculada en tiempo O(n) [9].

Lema 1.5. Sea P un poligono simple de n vértices y sea s un punto dentro de P.

El drbol de trayectorias mds cortas SPT(s) puede ser calculado en tiempo O(n)

[10].
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Volviendo al tema de la visibilidad débil. El algoritmo que se presenta esta dado
para calcular el poligono de visibilidad débil en aristas convexas!. Pero a continua-
cion se describe como, utilizando el mismo algoritmo, se puede calcular el poligono

de visibilidad débil de una arista no convexa.

Se denota por bd(P) a la frontera o limite de P y por % al rayo® que comienza en
el punto a y pasa por el punto b. Sea u el punto mas cercano a p entre los puntos
de interseccién de gp y bd(P) (Véase la figura 1.8) y sea v;v,,1 la arista a la que u
pertenece. De igual manera, sea w el punto mas cercano a ¢ entre los puntos de in-
terseccion de @ y bd(P), y sea vivy41 la arista a la que pertenece w. Ahora se divide
a P en dos poligonos Py y P, con uw. Donde Py = (v, U, D, @, W, Vg g1,y - -+, Vi—1,0;) Y
Py = (vis1, ..., 0, w,q,p,u,v;11). Es evidente que V (pq) es la unién de los poligo-
nos de visibilidad de P; y P, desde pq, y entonces el problema se reduce a calcular
los poligonos de visibilidad débil de Py y P, desde pq (Calcular Vp, (pq) y Ve, (pq)).
Como pqg se ha convertido en una arista convexa de ambos P, y P, el procedi-
miento para calcular el poligono de visibilidad débil desde pq para P, y P, , es el

mismo que el que se presenta en el Algoritmo 1.3.1.

FiguraA 1.8: Cuando pg no es una arista poligonal convexa, dividimos P con
uw en dos subpoligonos P} y P

IEsto significa que los angulos internos de sus dos vértices no son mayores a 7.
2Un rayo es una linea que comienza en un punto y va hacia el infinito en una direccién en
particular.
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Dada la discusion anterior, ahora se puede simplificar las cosas y suponer que pq
es una arista convexa del poligono dado P. Asi que se presentara un algoritmo
para calcular V' (pq) desde una arista convexa pq de P. Se considera que los vérti-
ces de P estan etiquetados en el sentido contrario al de las manecillas del reloj
(v1,v9,...,v,), donde ¢ = v; y p = v,. En los corolarios 1.7 y 1.8, productos del
lema 1.6, se muestran las ideas principales presentadas para el algoritmo 1.3.1,
el cual calcula el poligono de visibilidad débil V(pq), dado el segmento pg en un

poligono simple P. La correctez del algoritmo 1.3.1 sigue directamente del lema 1.6.

pP= 1’" q=v,

P=v, 9=,

(A) SP(q,v;) da una primer vuelta a la iz- (3) SP(p, v;) da la primera vuelta a derecha
quierda en v; en v;

Ficura 1.9

Lema 1.6. Sea viv1 una arista convexa de un poligono simple P. Un vértice v;
de P es visible desde algin punto de vgvgyy si y solo si SP(vg,v;) da vueltas a la
izquierda en todo vértice de la trayectoria y SP(vgy1,v;) da vueltas a la derecha

en todo vértice de la trayectoria.

Demostraciéon

(Véase la figura 1.9) Si v; es visible desde un punto u de vxvy,1 , entonces S P(vg, v;)
no puede intersectar el segmento uv; . De manera que todo vértice en SP(vy,v;)
pertenece a bd(v;, vy). Por lo tanto, SP(vg, v;) sélo puede dar vueltas a la izquierda

en todo vértice de la trayectoria. Andlogamente, S P(vy1,v;) da vuelta a la derecha
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en todo vértice de la trayectoria. Para probar el reciproco, sea v, y v, el vértice
siguiente de v; en SP(vg,v;) y SP(vg41,v;) respectivamente. Dado que SP(vy, v;)
da vueltas a la izquierda en todo vértice de la trayectoria, v; queda a la derecha
de 705, Analogamente, como SP(vy1,v;) da vueltas a la derecha en todo vértice
de la trayectoria, vgy1 queda a la izquierda de m Sea h la porcion generada
desde la interseccion de vpvg1 con m hasta la interseccién de vivg,1 con m )
De manera que v v vi1 quedan en lados opuestos de la porcién h. Por lo que v;

es visible desde cualquier punto de vivgy1 que esté en la porcién h. O

Corolario 1.7. Sea v; el padre de v; en SPT(p) tal que SP(p,v;) da la primer
vuelta a la derecha en v; . Entonces todos los descendientes de v; en SPT(p) no

son visibles desde ningun punto de pq (Véase la Figura 1.9a).

Corolario 1.8. Sea v; el padre de vj en SPT(q) tal que SP(q,v;) da la primera
vuelta a la derecha en v; . Entonces todos los descendientes de v; en SPT(q) no

son visibles desde ningin punto de pq (Véase la Figura 1.9b).

Teorema 1.9. El poligono de visibilidad V (pq) de un segmento pq, en un poligono

simple P de n lados, puede ser calculado en tiempo O(n).

Demostracién
Por el lema 1.5, calcular SPT(p) y SPT(q) toma tiempo O(n). Ademds, cada
vértice de SPT(p) y SPT(q) es visitado una sola vez y las operaciones restantes

toman tiempo constante. Por lo que la complejidad en tiempo es de O(n). O
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Algoritmo 1.3.1 Poligono de Visibilidad débil V' (pq)

Entrada: Un poligono P y un segmento de linea pq
Salida: V (pq)

1:

2:

9:
10:
11:
12:

13:
14:
15:
16:
17:

18:

19:

20
21

Calcular SPT(p) en P.
Haciendo un recorrido en profundidad sobre SPT(p) revisar la direccién de la
vuelta en cada vértice v; en SPT(p).
para todo v; en SPT(p) hacer
Checar la direccién en la que da vuelta.
si La trayectoria da vuelta a la derecha en v; entonces
Encontrar el descendiente de v; en SPT(p) con el mayor indice j.
Calcular el punto de interseccion z de vjvj41 y et , donde vy, es el padre
de v; en SPT(p).
Quitar la frontera de P desde v; a z, en sentido opuesto de las manecillas
del reloj, insertando el segmento v;z.
fin si
fin para
Calcular SPT(q) en P, donde P’ la porcién remanente de P.
Haciendo un recorrido en Profundidad sobre SPT(q) de P’ revisar la direccién
de la vuelta en cada vértice v; en SPT(q) de P'.
para todo v; en SPT(q) hacer
Checar la direcciéon en la que da vuelta.
si La trayectoria da vuelta a la izquierda en v; entonces
Encontrar el descendiente de v; en SPT(p) con el menor indice j.
Calcular el punto de interseccién z de vjv;_1 y et , donde vy, es el padre
de v; en SPT(q).
Quitar la frontera de P’ desde v; a z, en sentido opuesto de las manecillas
del reloj, insertando el segmento v;z.
fin si
fin para
devolver La porcién remanente de P’ como V(pq).
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1.4. Trayectoria minima en aristas al interior de

poligonos simples

Se considera un robot-punto que se mueve en caminos de linea recta dentro de un
poligono P. Cada vez que tiene que cambiar de direccion del camino, se detiene y
rota hasta que consiga la direccién adecuada. En el proceso, hace muchas vueltas
hasta llegar a la posicién objetivo. Si los movimientos en linea recta son “baratos”,
pero las vueltas son “caras”, reducir el numero de lineas rectas en el camino
minimiza el costo de las vueltas pero aumenta la distancia de la ruta. Esto motiva
el estudio de las trayectorias en aristas dentro de la regién de un poligono P. Una
trayectoria en aristas entre dos puntos s y ¢t de un poligono P es un camino que
conecta a s y t por una cadena de segmentos de linea (llamadas aristas). Una
trayectoria minima en aristas M LP(s,t) es una trayectoria que conecta a s y a t
teniendo el minimo niimero de aristas necesarias para esa tarea. Hay que observar
que puede haber muchas trayectorias minimas en aristas entre dos puntos s y ¢.
La distancia minima en aristas M LD(s,t) es el numero de aristas en la trayectoria
minima en aristas entre s y ¢ dentro de P. En general, M LP(s,t) no es tnica y
normalmente existe un numero infinito de trayectorias minimas en aristas entre
dos puntos. El problema de calcular la trayectoria minima en aristas entre dos
puntos dentro de un poligono simple fue estudiado por primera vez por ElGindy
en [11] y por Suri en [12]. En este capitulo se describird un algoritmo que calcula

una trayectoria minima en aristas entre s y ¢ en P.

1.4.1. Trayectorias minimas en aristas

En esta seccion se presentara un algoritmo que en tiempo lineal pueda calcular la
trayectoria minima en arista entre dos puntos s y t en el interior de un poligono
simple P. Se considera que el poligono de entrada P tiene los vértices etiquetados
como vy, Vs, ..., U, en orden contrario a las manecillas del reloj. Se denotara por

MLP(s,t) ala trayectoria més corta entre s y ¢ en P.
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F1GURA 1.10: En (a) siempre son necesarias al menos tres aristas para conectar
a syt En (b) se muestra M LP(s,t) comparado con SP(s,t)

Es evidente que V (s), el poligono de visibilidad de s en P, es el conjunto de todos
los puntos en P que pueden ser alcanzados por una arista desde s (ver figura 1.11).
Sit € V(s), entonces el segmento st es la trayectoria minima en aristas de s a t.
Denotaremos la region V(s) como Ry y a P como Py, entonces Ry es la regién a la
cual s puede llegar con una sola arista, es decir M LD(s, R;) = 1. El poligono de
visibilidad de F, desde s es el conjunto R; de todos los puntos de Fy que pueden

ser alcanzados desde s por una arista.

F1cura 1.11: Todo M LP(s,t) intersecta a wujzi, usza y uszs, las cuales son
aristas construidas de R, Ry y R3 respectivamente.

Ahora se considera la situacion en la que t no puede ser alcanzado desde s por

una arista. Como t € Py — Ry, toda trayectoria minima en aristas de s a t debe
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intersectar una arista construida de R; para poder alcanzar t. De hecho, toda
MLP(s,t) intersecta la misma arista no poligonal uy2; de Ry (ver figura 1.11),
dado que P es un regién cerrada y delimitada. Sin embargo, este conjunto de

trayectorias M LP(s,t) intersectan a u;z; en diferentes puntos.

Lema 1.10. Eziste una trayectoria minima en aristas en M LP(s,t) tal que el

primer punto de giro de MLP(s,t) estd en la arista construida u z; .

Demostracion

Consideremos cualquier M LP(s,t). Sea w; el punto de interseccién entre ujz; y
MULP(s,t). Sea ky € Ry el punto de giro en M LP(s,t) y entonces la primera arista
L; = sk; puede remplazarse por la arista sw; para construir otra M LP(s,t) la

cual tendra como primer punto de giro a w;. O

Extrayendo R, de F, se genera un subpoligono de P por cada arista construida de
R;. Para identificar la arista construida wu;z; sobre las demas aristas construidas
de Ry, hay que identificar el subpoligono P; que contiene a t y la arista construida

de Ry que estd en la frontera de P; es uqz.

Lo que resta por explicar es como localizar el primer punto de giro w; sobre u;2;.
Calculemos el conjunto de puntos Ry C P; que pueden ser alcanzados desde s
por dos aristas. Ry es el conjunto de puntos de P; que pueden ser alcanzados por
una arista desde algin punto de R;, pero por el lema 1.10 se puede restringir a
los puntos que pueden ser alcanzados por una arista desde u;z;. Si recordamos la
definicion de visibilidad débil de una arista, Ry es el poligono de visibilidad débil
de P;, desde wujzy, es decir Ry = V(uy21) en Py. Sit € Ry tomando cualquier
punto w; sobre wuyz; tal que wyt sea una arista en el interior de R,, entonces
MLP(s,t) = (swy,wit). De lo contrario, extrayendo Ry de P;, Py se divide en
subpoligonos y uno de los subpoligonos P, contiene a t. Sea us25 la arista construida
de Ry que esta en la frontera de P,. Continuamos con este proceso de localizar P,
y calcular R;,, desde la arista construida u;z;, hasta que ¢ sea visible desde ;, 2,
donde m es la distancia minima en aristas entre s y . Resumimos la construccién

anterior con el siguiente par de lemas.
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Lema 1.11. Sea w;v; la arista no poligonal de R; tal que después de remover R;
de P;_1, u;v; es una arista del subpoligono P; que contiene a t. Para 1 < 1 <
MLD(s,t), toda MLP(s,t) intersecta uv; y existe una M LP(s,t) cuyo i-ésimo

punto de giro estd en u;v;.

Lema 1.12. Para 1 <i < MLD(s,t), el conjunto R; 1 de todos los puntos en P;
que pueden ser alcanzados desde s por i + 1 aristas es el poligono de visibilidad

débil de P; desde u;v;.

Basado en los lemas anteriores, se da el siguiente algoritmo para calcular M LP(s,t)

en P().

Algoritmo 1.4.1 Trayectoria minima en aristas M LP(s,t)
Entrada: Un poligono P y dos puntos s,t € P.
Salida: M LP(s,t)

1: Calcular T'(P)

2: 141

3: Calcular V(s) y llamar R; a esta region.

4: si t es visible desde s entonces

5 MLP(s,t) < st

6: devolver MLP(s,t)

7: si no

8  repetir

9: Identificar el subpoligono de P;_; que contiene a t y llamarlo P;.

10: Nombrar como u;_1v;_; a la arista no poligonal de R; que forma parte de

la frontera de P;.

11: si ¢ > 1 entonces

12: Asignemos como w;_; al punto de interseccion entre u; 1v;_1 y v;u;.

13: fin si

14: Calcular V(w;v;) en P; y llamemoslo R, ;.

15: 141+ 1.

16:  hasta que ¢ sea visible desde cualquier punto de u;v;, es decir, hasta que
t € V(uw;).

17: fin si

18: Localizar un punto w; € V(t) sobre u;v;.
19: MLP(s,t) « (swy, wiws, ..., wt).
20: devolver M LP(s,t).

Demostrar que el algoritmo es correcto se sigue de los Lemas 1.10, 1.11 y 1.12. Se

analizara la complejidad del Algoritmo 1.4.1. Utilizando el algoritmo de Lee en [5]



Capitulo 1. Algoritmos de visibilidad en el plano 20

podemos calcular el poligono de visibilidad V' (s) en el Paso 3y V() en el Paso 18
en tiempo O(n).

Identificar el subpoligono de P;_; que contiene a t en el Paso 9, también se puede
hacer en tiempo O(n) como se describe a continuacién. Sea uv la arista no poligonal
de p;_1 que pertenece a R;. Dado que R; =V (s) cuandoi =10 R; = V(u;—1v;_1),
entonces sabemos que uno de los puntos finales de la arista no poligonal es un
vértice de P. Sin pérdida de generalidad, se considera que u es el vértice v; de
P. Sea vyv,y41 la arista de P tal que z € vgvg41. Sea v, un vértice visible desde
t, por lo que v, € V(t). Si uz intersecta tv,, el punto de interseccién se convierte
en w;. Si uz no intersecta tv,, comparando j, k,p podemos determinar la porcién
de la frontera de P,_; que forma parte de la frontera de P;. Una vez que P; es
reconocido, la arista no poligonal de R; asociada a P; se convierte en u;z;. Por lo
que gastando tiempo O(1) para cada arista no poligonal de R;, podemos localizar
u;2;. Como solo puede haber una arista construida por cada vértice concavo de P,

el Paso 9 toma tiempo O(n).

FIGURA 1.12: Un poligono donde MLD(s,t) = 5

Existen poligonos en los cuales pueden existir puntos s y t para los cuales

MLD(s,t) =n/2.

En la figura 1.12 se muestra un poligono con puntos sy t donde M LD(s,t) = n/2.
Ademas, observando la figura 1.12 es facil ver que para todo poligono y para
cualesquiera dos puntos s y t dentro de este, MLD(s,t) < n/2. Por lo tanto,
i=1,...,n/2y entonces i = O(n) en el Algoritmo 1.4.1.
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En la seccién 1.3.1 se demostrd que calcular el poligono de visibilidad utilizando el
Algoritmo 1.4.1 nos toma tiempo 0(n). Dado que i = O(n) tendriamos que mandar
llamar al Algoritmo 1.3.1 un nimero lineal de veces, con lo que el Algoritmo 1.4.1
tendrfa una complejidad de = O(n?). Para reducir éste tiempo cuadratico sélo hay

que modificar un poco el Algoritmo 1.3.1.

La complejidad O(n) del Algoritmo 1.3.1 se debe a que construimos SPT(u) y
SPT(v) completos, es decir que recorremos toda la gréfica dual de la triangulacién
que, como ya vimos anteriormente, es de tamano O(n). El truco para reducir la
complejidad de O(n?) a O(n) es extender solamente el drbol de trayectorias mas
cortas hacia los vértices de los tridangulos que son al menos parcialmente visibles
desde uv, y entonces el tiempo total para calcular V(uv) en el paso 14 es O(k.),
donde k. es el nimero de tridngulos en T'(P) intersectados por V(uv). Es decir,
calculamos SPT(u) y SPT(v) tal y como en el Algoritmo 1.3.1, avanzando de
una diagonal a otra y revisando igualmente la direccién de la vuelta (izquierda o
derecha) en cada vértice de SPT(u) o SPT(v). Entonces, al igual que antes, el
tiempo total estara acotado por el tiempo necesario para construir ambos arboles
de trayectorias mas cortas, pero como ahora inicamente seran hojas de los arboles

los vértices de los k. tridngulos, el Paso 14 toma tiempo O(k.).

En la siguiente seccién hablaremos sobre la particién por ventanas, una estructura
que nos permitird demostrar que cualquier tridngulo de 7'(P) intersecta inicamen-
te un numero constante de regiones de la particiéon por ventanas. Lo cual implica

que el Algoritmo 1.4.1 corre en tiempo O(n).

1.4.2. Particion por ventanas de un poligono simple

En esta seccién se presenta una estructura que sera de gran utilidad para analizar
el algoritmo 1.4.1. Esta particién por ventanas es simplemente otra forma un poco
distinta de ver la teoria desarrollada en la seccion anterior. Esta estructura es
utilizada en el algoritmo original de Suri en [12] y [13] para calcular trayectorias

minimas en aristas en poligonos simples.
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Esta estructura es resultado de particionar un poligono simple en regiones sobre
las cuales la distancia en aristas permanece constante con respecto al punto sobre
el cual se construira la particion. Es decir que se particionara P con respecto a un
punto z en regiones Ry, Rs, ..., R, tales que para 1 < ¢ < m, todos los puntos
de R; pueden ser alcanzados por i aristas desde x. A esta particion se le llama
particién por ventanas. La grafica dual de una particién por ventanas es un arbol
el cual es llamado arbol de ventanas. Sea x un punto o una arista dentro de P,
una ventana es definida como una arista del poligono de visibilidad V' (x) tal que

esta arista no pertenece al borde de P.

Sea c una cuerda y sea x un segmento de linea en P tal que ¢ y = no se intersec-
tan. La cuerda ¢ divide el poligono P en dos subpoligonos, de los cuales sélo uno
contiene a z. Se utilizard P[c; x] para denotar el subpoligono que no contiene a x.
Estas definiciones se ilustran en la Figura 1.13. El algoritmo 1.4.2 es el algoritmo
recursivo original de Suri en [12] para construir la particién por ventanas de un

poligono simple P con respecto a x.

FIGURA 1.13: Se muestran dos ventanas wy y wsy y los subpoligonos Plwy;x] y
Plwy; .

Sea w una ventana en la particién de P, decimos que la regiéon R(w) estd asociada
con (o es generada por) w. Aunque cada ventana de la particién es compartida

por dos regiones, se asignara la ventana a la regiéon con menor distancia en aristas
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desde la fuente. Es facil ver que cada region en la particion por ventanas tiene al
menos un vértice de P y que el tamano de la grafica plana dual sobre la particién

por ventanas es O(n).

Toémese en cuenta que en el algoritmo 1.4.2 el valor inicial de 7 es 1 y el valor

inicial de R es {}.

Algoritmo 1.4.2 Particién por Ventanas W (z, P, R, j)
Entrada: Un poligono simple P y un punto o un segmento x € P.
Salida: R(x) = coleccién de regiones que juntas son una particién de P

1: Calcular el poligono de visibilidad V(z) en P y llamar R; a esta region.
R < RUR,;.
Sean wy, we, . .., wy las ventana de V(x).
para todo i = 1 hasta k hacer

R < RU Particién por Ventanas W (w;, Plw;, z], R,j + 1).

fin para
devolver R.

F1GURA 1.14: La particion por ventanas de P y su respectivo arbol de ventanas
WT(x)

A partir de de la particiéon por ventanas se puede definir un Arbol de Ventanas
WT(x). Un arbol de ventana WT'(z) es una grafica plana dual de P con respecto
a z definida de la siguiente manera: WT'(x) tiene un nodo por cada regién de la
particién por ventanas y una arista que une a dos nodos si y sélo si las regiones

comparten una ventana.
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Ya que se definio lo que es una particiéon por ventanas podemos regresar al anélisis
de Algoritmo 1.4.1. Observese que en el Algoritmo 1.4.2 cada poligono de visibili-
dad calculado define una regién en la particion por ventanas de P. Por lo tanto,
la cota O(n) en tiempo para el Algoritmo 1.4.1 se cumplird si todo triangulo en
T(P) intersecta unicamente un nimero constante de regiones de la particién por

ventanas de P. Se probara esto en el siguiente lema. Ver Figura 1.15.

F1aurA 1.15: Interseccién de un tridngulo de T'(P) con tres regiones.

Lema 1.13. Cualquier tridngulo 2\ € T(P) intersecta a lo mds tres regiones de

la particion por ventanas de P.

Demostracion

Sea W (w;, Plw;; w;]) la primera vez que el triangulo triangulo A € T'(P) es usado,
esto es, el poligono de visibilidad de w; calculado en Plw;; w;| intersecta el interior
de tridangulo A. Si estd completamente contenido en V[w;; w;](w;), entonces no
puede pertenecer a ninguna otra regién de la particién, y el lema se cumple. De no
ser este el caso, triangulo AN Vp|w;; w;](w;) es un conjunto conectado de Py estd
acotado por a lo mas dos ventanas de Vp[w;; w;](w;), se le llamaran w;; y wjs. (Ver
la Figura 1.15) Pero entonces, es facil ver que estd completamente contenido en
la unién del poligono de visibilidad de w; en Plw;;w,], el poligono de visibilidad
de w1 en Plw;;w;] y el poligono de visibilidad de w;s en Plw;o; w;]], por lo que se

cumple lo que se queria mostrar. O
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En resumen, cada regién de una particion por ventanas de P puede ser calculada
en tiempo proporcional al nimero de tridngulos en T'(P) intersectados por esta,
y ningun tridngulo es intersectado por mas de tres regiones. Esto junto con el

desarrollo de la seccién anterior prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.14. La trayectoria minima en aristas entre dos puntos s y t en un

poligono simple P de n vértices puede ser calculada en tiempo O(n).

Corolario 1.15. Sea P un poligono triangulado de n vértices. Sea x un punto o
un segmento de linea en P. La particion por ventanas de P con respecto a x puede

ser calculada en tiempo O(n).



Capitulo 2

Algoritmo exponencial exacto
para encontrar el arbol de Steiner
minimo en aristas dentro de un

poligono simple

Dado un poligono simple P de n vértices y un conjunto de puntos terminales
Z = {z1,22,...,2n} dentro de P. El objetivo es encontrar el drbol de Steiner
minimo en aristas que expanda a Z tal que todo segmento de recta esté totalmente
contenido en P. Para llevar a cabo esta tarea, es posible agregar puntos nuevos
dentro de P para lograr la interconexién entre puntos terminales. Estos puntos
nuevos son llamados vértices de Steiner.

En este capitulo veremos un algoritmo exponencial para resolver este problema y

analizaremos su complejidad en tiempo y espacio.

2.1. Algoritmo exacto para encontrar SMT(Z,P)

Definicién 2.1. Sea P un poligono simple y Z = {21, 22, ..., 2, } un conjunto de

puntos terminales dentro de P, definimos SMT(Z, P) como el drbol de Steiner

26
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minimo en aristas que une a todos los puntos de Z y donde toda arista esta total-
mente contenida en P. De igual manera, definimos smt(Z, P) como la cardinalidad

del conjunto las aristas de SMT(Z, P).

El algoritmo para encontrar el d&rbol de Steiner minimo en aristas que se muestra
en este capitulo, es un algoritmo de programacién dindmica tipo bottom-up (desde
el fondo hacia arriba), lo que significa que el algoritmo empieza resolviendo los
casos base y al final se resuelve el problema original. Al resolver el problema para
subconjuntos de Z de cardinalidad 2, es decir, para algin Z' = {z,2;} € Z donde
1<i,j<wyi#j,esevidente que SMT(Z', P) = MLP(z, 2;).

De ahora en adelante se utilizard smt(Z) vy SMT(Z) en vez de smt(Z,P) y
SMT(Z, P), respectivamente.

Ahora se retomara y se cambiard un poco la definicién de R; del capitulo 1.4.

Definicién 2.2. Sea P un poligono simple y Z = {21, 29, ..., z,} un conjunto de
puntos terminales dentro de P, se define a R;(zy), donde z; € Z, como la regién

donde z; puede llegar utilizando i aristas.

Lema 2.3 ([1]). Sea Sy, i,y para algin {z;,, z,} € (3) la region donde se puede
colocar el punto p; de SMT({z,,z,}), donde 0 < j < smt({z,,z,}). Entonces,
S{ihiQ},j = Rj (2’11) N Rl{ilyb}_]’(ziz), donde l{il,ig} = MLD(Z”, Zig)-

Demostracion

Cuando j =0y j = smt({z;,, zi, }), la regién del terminal estd dada por Ry(z;,) N
Rig, o0 (2i) = zipy Rug, o (20)NRo(2i,) = 2i,, respectivamente, dado que Ro(z;,) =
zi, v Ro(zi,) = zi,. Lo cual es valido por que la regiéon donde puedo colocar a los
terminales z;, y z;, es precisamente el punto mismo z;, y z;,, respectivamente.
Luego, si 1 < j < smit({z;,,2,}) — 1 entonces p; es un punto de Steiner y su
region donde puede ser colocado esta dada por la regiéon en la que puedo llegar en
Jj aristas desde el terminal z;,, R;(z;,) interseccion con la regién en la que puedo

llegar en ly;, ;,3 — J aristas desde el terminal z;,. ]
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Como se mencioné anteriormente, el algoritmo dado en esta seccién es un algoritmo
de programaciéon dinamica. Todo algoritmo de programacién dinamica es repre-
sentado por una relacién de recurrencia en donde un problema es definido como la
union de ciertos subproblemas. Es necesario escribir esta relacion de recurrencia y

mostrar que esta es correcta.

Lema 2.4 ([1]). Sea P un poligono simple y Z = {z1, 22, ..., zm} un conjunto de
puntos dentro de P, el numero de aristas del drbol de Steiner minimo de Z en P

esta dado por la siguiente recurrencia:
(MLD(ZH,ZQ) si ’Z‘ =2

min ) <smt({zi1, s Ziw1 })

smt(Z) = {2i55%iy,_1 }E
min MLD({zy,---, %,
OSjgsmt({zil,..,,ziwl})< ({ ! }
|~z 2 ) S{Zil,,,,,ziwfl},j))) si |Z] > 2

donde S{Zil,...,z 1. €s la region donde se puede colocar el punto p; de

tw—1

SMT({zi),- 2y, }) para 0 < j < smt({zi,,..,Zi,_1})-

Demostracién

Supongamos que tenemos SMT(Z) que estd compuesto por SMT(Z — {z}) U
MLP(z,vs) donde z, € Z y s; es una regiéon en donde se puede colocar un vértice
Steiner en SMT(Z — {z}). Si construimos un arbol de Steiner ST(Z — {2}, P)*
que también utilice la region v, y tenga menor cardinalidad que SMT(Z —{zx}) o
construimos una trayectoria en aristas LP(zx, v5)* mas corta que M LP(z, vs), en-
tonces podemos construir un arbol de Steiner menor a SMT(Z), lo que contradice

que SMT(Z) es minimo. O

Antes de hablar de los algoritmos, se dara una definicién que describe a SMT(Z, P)

como una grafica.
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Definicién 2.5. Sea P un poligono simple y Z = {21, 22,...,2,} un conjunto
de puntos terminales dentro de P, definimos SMT(Z, P) como la tupla (S, L),
donde S es un conjunto donde cada elemento es una regién donde se puede poner
un vértices de Steiner o un vértice terminal y L es un lista de adyacencia de los

elementos de S. L representa que regiones de S son alcanzables entre si en P por

una arista.
Supongamos que se tiene un conjunto Z = {z1, 29, . . ., 2, } de vértices terminales y
un conjunto Z* = {z1,29,...,2y_1} C Z con 2 < w < m. Al momento de agregar

un nuevo terminal z, a un arbol de Steiner minimo SMT(Z*), el algoritmo que
describe la recurrencia del lema 2.4 selecciona una regién de Steiner S; a la cual se
conectara z, mediante el algoritmo M LP(z,, S;). En esta situacién pueden ocurrir

dos cosas:

- S; in otro vérti rmin ir, S; = z;, donde z; nton r
S; es al otro vértice te al, es decir, S , donde z, € Z*, entonces, para
conectar a z, y zx es necesario calcular M LP(z,, k).

- S; es una regién de Steiner, por lo que M LP(z,,S;) es una trayectoria minima

en aristas entre un punto y una region.

En el segundo caso es fundamental recalcular la region de Steiner S;, dado que es
posible que no todo punto en S; sea alcanzable desde z,, con M LD(z,,S;) aristas.
Por lo que S} = Ryrp(zy,s,)(2w) N S; tomard el lugar de S; en SMT(Z*). Sin
embargo, es posible que la vecindad de S*; no sea visible en su totalidad desde
S?, es decir, es posible que V(Sf) NS; # V(Sf) ocurra, donde S; es alguna re-
gién de Steiner adyacente a S} en SMT(Z*), por lo que es necesario reemplazar
S; por S7 = V(S}) N S;. Es evidente que se tiene que realizar el mismo proceso
para cada regién de Steiner de SMT(Z*). Para lograr esto, el algoritmo 2.1.1 hace
una busqueda en amplitud sobre SMT(Z*) empezando por S; para asegurar la

recalculacion de todas las regiones de Steiner.
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Algoritmo 2.1.1 BFS-Ajuste

Entrada: Un drbol de Steiner SMT* = (S, L) y un entero j* que es el indice de
una region de Steiner.
Salida: SMT(Z,)
1: Sea () una cola de elementos enteros.
2: Q<0
3: Sea Marca un arreglo de tamano |S| de elementos booleanos, todos estos con
valor inicial de cierto .
4: Sea t un entero.
5. Marcalj*] < falso
6: Marca[j* + 1] + falso
7. Q.push(hijo)
8: mientras || # 0 hacer
9:  t< Q.front()
10:  Q.pop()
11:  Sea L[t] el conjunto de regiones vecinas de S|[t]

12:  para todo vecino v € L[t] hacer

13: si Marcav] = cierto entonces
14: Marcav] + falso

15: S[v] < V(S[t]) N S[v]

16: Q.push(v)

17: fin si

18:  fin para
19: fin mientras

20: devolver (S, L)
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Algoritmo 2.1.2 Arbol de Steiner Minimo en aristas
Entrada: Un poligono simple P de n vértices y un conjunto de puntos Z =

{z1,29,...,2m} en P.
Salida: SMT(Z)
1: para todo {z;,,z;,} € (g) hacer
2. smt({zi,,2i,}) < MLD(z, z:,)
30 iy < smt({zi, %, })
4:  para j < 0 hasta j < smt({z;,, z;,}) hacer
5: Stiviays € Bi(zi) N Ry, o —(2i)
6: fin para
7. fin para

8: para w < 3 hasta w <— m hacer

9:  para todo Z, = {2;,...,2,} € () hacer
10: smt(Zy,) — min {smt(Z,_1) +
Z1={2iy oziyy_1 YE( )
ogjggz?(lZw_l){MLD(Zi”’ Szu-13)})
11: Sean Z;_;y j* los minimos y 2] el punto seleccionado en el paso anterior.
12: SMT* <= SMT(Zy-—1) UMLP(z},, Sz j<)
13: Uiy} < MLD(2}, Stz 1)
14: para j < 0 hasta j < smt(Z,) hacer
15: si 0 < 7 < 7" entonces
16: S7u,j & Szz_j
17: si no, si j* < j < " +1y,,..4,) entonces
18: S2uwi  Rjmjr(Szz_5) VR, -5 (20,)
19: si no
20: SZwi Sz;zfl,j_,{il ,,,,, )
21: fin si
22: fin para
23: SMT(Z,) < BFS-Ajuste(SMT*, j*)

24:  fin para
25: fin para
26: devolver SMT(Z)
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2.2. Analisis de tiempo y espacio

Lema 2.6. Dado un poligono P con n vértices y un conjunto de puntos Z =

{z1,29,...,2m} dentro de P.

m—1<smt(Z)<2-|5]+m

Demostracién

Tomando los vértices de la clase cromatica de menor cardinalidad, sobre una 3-
coloracion de alguna triangulacion de P, por el teorema 1.3, sabemos que siempre
son suficientes | % | vértices de Steiner para formar una arista entre los m terminales
y estos vértices de Steiner. Dado que por cada vértice de una clase cromatica
en la 3-coloracion de la triangulacién, siempre existe otro vértice de la misma
clase cromatica dentro de un mismo cuadrilatero de P, y todo cuadrilatero es un
poligono en forma de estrella, entonces puedo conectar cualesquiera dos de los
vértices de Steiner anteriores por medio de a lo mas dos aristas. Por lo que a lo
mas son necesarias m +2- | % | aristas en un arbol minimo en aristas para conectar
al conjunto de punto Z en P. Para el lado izquierdo de la inecuacién, basta con
suponer que todos los puntos terminales son visibles entre si. Para crear un arbol

que una m puntos, se necesitan exactamente m — 1 aristas. ]

Lema 2.7. Dado un drbol de Steiner SMT* = (S,L) y un entero j* que es el

indice de una region de Steiner, el algoritmo 2.1.1 termina en tiempo O(n?logn).

Demostracién

Ya que el ciclo de la linea 8 es repetido una vez por cada vértice en S, este ciclo
hace O(m) iteraciones. Cada vez que un elemento entra a la cola, en la linea 15 se
calcula una interseccién de poligonos, y por [14, pag. 40], sabemos que esto toma

O(nlogn). Por lo tanto, el algoritmo 2.1.1 toma O(n?logn). O
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Teorema 2.8. Dado un poligono simple P de n vértices y un conjunto de ter-
minales Z = {z1,29,...,2m} dentro de P, el algoritmo 2.1.2 calcula SMT(Z) en

tiempo 0(2mnm(n +m)).
Demostracién

12|

>') € 6(n?) iteraciones. En la linea 2 calculamos M LD

El ciclo de la linea 1 hace (
dentro del ciclo y por 1.14 sabemos que esto toma O(n). Por el lema 2.6 sabemos
que el ciclo de la linea 4 toma O(n). Para la instruccién 5 sabemos que por [14,
pag. 40| la interseccién de poligonos toma O(nlogn) por lo que el procesamiento

del ciclo de la linea 1 toma O(n + n?logn)

El algoritmo busca, para cada uno de los posibles 6(2™) subconjuntos de Z de
cardinalidad 3 o mayor, su arbol de Steiner. Para algtin arbol de Steiner de car-
dinalidad 7, se toma uno de los terminales y se calcula la distancia mas corta en
aristas de ese terminal a alguna regién de un arbol de Steiner de cardinalidad
i — 1. Esto se hace para los #(m) terminales. Como vimos en la seccién 1.4, calcu-
lar la distancia mas corta en aristas toma 6(n). Esto se hace para cada uno de los

6(n + m) vértices del arbol Steiner de cardinalidad i — 1. O

Teorema 2.9. Dado un poligono simple P de n vértices y un conjunto de ter-
minales Z = {z1,22,...,2n} dentro de P, el algoritmo 2.1.2 calcula SMT(Z)

utilizando 6(2™(n? 4+ m)) en espacio.

Demostracion

Este algoritmo genera todos los 6(2™) = ("f), (7;), ce (Z) arboles de Steiner y,
al ser un algoritmo de programacién dinamica tipo Bottom-up, es necesario que
existan todos los arboles de Steiner de tamano ¢ — 1 para generar todos los arboles

de Steiner de tamano ¢, por lo que el nimero de arboles de Steiner que existen

simultaneamente en memoria estd dado por:

@?ﬁz (") + (7))



Capitulo 2. Algoritmo exponencial exacto para encontrar el drbol de Steiner
minimo en aristas dentro de un poligono simple 34

Este nimero estd dado por el coeficiente binomial central [15]

Tomando en cuenta que nuestra combinacién en realidad es (Z), sustituyendo m
2

con 3, obtenemos:

N
3

(3) <

vlw
3
+
—

Este nimero nos indica cuantos arboles de Steiner hay simultaneamente. Ahora
solo necesitamos calcular cuanto pesa cada arbol de Steiner. Sabemos que la in-
terseccién de dos poligonos de visibilidad tiene a lo més 6(n) vértices [14, pag.
40] y por el teorema 2.8 sabemos que un &rbol de Steiner tiene 6(n) vértices de
Steiner y m vértices terminales. Por lo tanto, cada arbol de Steiner pesa 6(n?+m).
Con esto podemos concluir que la complejidad en espacio del algoritmo 2.1.2 es

de 0(2™(n* +m))
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2.3. Ejemplo de ejecucién del algoritmo

En esta seccion se dard un ejemplo del funcionamiento del algoritmo 2.1.2 paso a

paso. A continuacién se muestra el poligono con el que estaremos trabajando:

L

z1

FicuraA 2.1: Poligono inicial

Empezaremos por calcular todos los arboles de Steiner minimos en aristas de
cardinalidad dos. Lo que es lo mismo que calcular todas las trayectorias minimas
en aristas entre todo par de puntos. Para ejemplificar este paso, calcularemos
SMT(z,z4), que es equivalente a calcular M LP(z1, z4). El objetivo de este paso
es encontrar las regiones en donde podemos colocar los vértices de Steiner para
conectar z; y z4 mediante una trayectoria minima en aristas. Para esto, se calcula

la distancia minima en aristas desde z; a z4 y desde z4 a z; (figura 2.2).
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(A) MLD(z,z4) empezando desde z; (B) MLD(z1,24) empezando desde z4
Ralm) = & Rolzg) = 24
Ry (#1) Rylz) o
Ry(=) Rylz)
Ralz) Ry(z) (N
(¢) Regiones de z; (D) Regiones de z4

FIGURA 2.2: MLD(z1,z24) Empezando desde 21 (a) y z4 (b) y almacenando
todas las regiones R;(z1) (¢) y Ri(z4) (d).

Ahora, para encontrar las regiones donde podemos colocar vértices Steiners, se
calcula la interseccién de las regiones R;(z1) y las regiones R;(z4) de la siguiente
manera. Sea j < 0y k <= MLD(z, z), intersectamos la regién R;(z1) con la
region Ry(z4) y lo almacenamos en Sy, .3, aumentamos j en uno y disminuimos
k en uno. Repetimos el proceso anterior hasta que j = M LD(zy,z4) vy k = 0 (figura

2.3).
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Ro(z1) N R3(z4) = Siz 200 = Z
R] (21) N RZ(Z,;) = 5{21,24),1

Ry(z1) N Ry (24) = Stz 2,2 [
R3(z1) M Ro(24) = Siz,203 = %4

. .
Zy

Siz1 2431 S€Z1:Z4),2

(B)

FIGURA 2.3: En (a) se puede apreciar la interseccién de regiones descritas por
(b). En (b) se muestra un arbol que describe a la lista de adyacencia de la
relacién entre las regiones encontradas.

Este proceso se hace para todo posible par de puntos: {z1, 22}, {21, 23}, {21, 24}, {22, 23}, {22, 24}
y {23, 24}. A continuacién se presenta el resultado del proceso anterior para todos

los pares de puntos faltantes.

Ro(Z1) al Rz(Zz) = S(zl“zz}'o =

Ri(z)) N Ry(z3) = Sizy.z11 e
Ry(z21) N Ro(22) = Sizy202 = 2z,

z . ]

Sz .z

(B)

Ficura 2.4
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R0(Z1)HR2(23) S{z,z}O = I

Ri(21) N\ Ry(z3) = Sizy.z -

Ry(z1) N Rolz3) = iz 2002 = Z3
Z3

-‘

Ficura 2.5

Ro(zz)mRz(Zg) = S{zz,.zal,ﬂ =z

Ri(23) N Ry(23) = Sizy 11 -
Ry(2) N Rol(23) = Siz,2002 =

>

Ficura 2.6
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Ro(z3) N\ R3(z4) = S{zz.zﬂ.o =&
R-| (Zz) N Rz(zd.) = 5{2214},1 -

Ry(22) N\ R1(24) = Si5, 2,1 [
R3(Zz) N Ro(z4) = 5(22.24}3 = 24

Z4

Z;
2 S{Z),Zq},'l Sizz.zﬂ.Z

(B)

(4)

Ficura 2.7

Ro(z3) N R3(z4) = Stz 700 = 23
Ri(23) N\ Ra(za) = Szyz00 [

Ra(23) N Ry(24) = S,z [
R3(23) N\ Rol24) = Sizy 233 = 24

@
Zy

Z3
Stzy,241.1 Siz;,201,2

(B)

Ficura 2.8

Al terminar estos procesos, las siguientes listas de adyacencia se encuentran con-

tenidas en memoria.
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SMT({z;,2,}) 2 . . m

SMT({z;, 23}) ) m . a >

SMT({z,24}) * -—. . -~

SMT{{22,23}} z1 B . u z3

SMT({2,,2,}) 2 .—. . .
SMT({z3,24}) 2 I—. . m

Ficura 2.9

Una vez que todos los arboles de Steiner en aristas de cardinalidad dos estan al-
macenados en memoria, el siguiente paso es encontrar todos los arboles de Steiner
en aristas de cardinalidad tres, es decir, todos los arboles de Steiner en aristas
para las tripletas {z1, 20, 23}, {21, 20, 24}, {21, 23,24} v {22, 23, 24}. A continuacién

calcularemos SMT({z1, 22, 24 }) para ejemplificar este proceso.

Como se mencioné al principio de este capitulo, nuestro algoritmo toma solu-

ciones de problemas pequenos para resolver problemas mas grandes. Para calcular
SMT({z,29,24}) se insertard zj, zo v 24 en SMT ({22, 24}), SMT({z1,24}) ¥
SMT({z1, 22}) respectivamente.

Empezaremos insertando z4 en SMT({z1, 22}).
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‘

FIGURA 2.10: SMT ({z1, 22})-

Se calcula la distancia minima en aristas entre z4 y todas las regiones de SMT'({z1, 22}).

Ficura 2.11: Visibilidad de z4

Se escoge una regién R; de SMT({z1, 22}) la cual minimice MLD(R;,z,) y se
calcula la interseccién de esa region R; y el poligono de visibilidad de z4 con el que

se encontrd R;, en este caso es Ry(zy)
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FIGURA 2.12: Intersecciéon entre Rao(z4) y la region més cercana de
SMT({Zl,ZQ}).

Llamemos a la regién resultante del paso anterior R;. Ahora calcularemos M LP(R}, z4)
y calcularemos las intersecciones de las regiones de visibilidad de MLP(R}, zy) y

MLP(z4, R}) (ver figuras 2.2 y 2.3).

FicuraA 2.13: Visibilidad del poligono descrito en la figura anterior y su cone-
xién con 24

Asf obtenemos un érbol de Steiner para {z1, 22, 24} de cinco regiones.

Para las siguientes figuras se muestra el mismo procedimiento para calcular un
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arbol de Steiner para {z1, 29, 24} a partir de SMT({z1, z4}) y SMT ({29, 24}).

Un arbol de Steiner a partir de SMT ({1, z4}):

FIGURA 2.14: SMT ({21, 24}).

Ficura 2.15: Visibilidad de z9
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FIGURA 2.16: Intersecciéon entre Ri(z2) y la region més cercana de
SMT({Zl,ZQ}).

FicUura 2.17: Visibilidad del poligono descrito en la figura anterior y su cone-
xién con 2o
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F1GURA 2.18: Reduccion de los poligonos vecinos de la region seleccionada.

Se obtiene un arbol de Steiner para {z1, 22, 24} de cinco regiones.

Un arbol de Steiner a partir de SMT' ({22, 24}):

FIGURA 2.19: SMT ({22, 24}).
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Ficura 2.20: Visibilidad de z;

FIGUrA 2.21: Interseccién entre Rj(z1) y la region mds cercana de
SMT({Z’Q,Z4}).
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FiGurA 2.22: Visibilidad del poligono descrito en la figura anterior y su cone-
xion con 21

FicurA 2.23: Reduccién de los poligonos vecinos de la region seleccionada.

Se obtiene un arbol de Steiner para {z1, 22, 24} de cinco regiones.

Para obtener SMT'({z1, 29, z4}) a partir de los tres drboles anteriores, se tiene que
escoger el arbol con el menor nimero de regiones, como fue mencionado en la
recurrencia del lema 2.4. Podemos observar que en este ejemplo, los tres arboles

de Steiner tienen el mismo nuimero de regiones, por lo que cualquiera de los tres
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es un buen candidato para ser SMT({z1, 22, 24}).

Aplicando el mismo proceso para calcular SMT ({21, 22, 23}), SMT ({21, 23, 24}) ¥y

SMT({z9, 23, 24}), obtenemos los siguientes arboles de Steiner.

3 4

2l mE?2 "= |2
SMT[{ZI,ZQ,Zg}} SMT{{Z];zzrzzi}]

z4 z4

z1 . . 73 z2 z3
SMT({zy,z3,24}) SMT({z3, 23, 24})

Ficura 2.24

Repitiendo el proceso que se hizo a partir de la figura 2.9 sobre SMT({z1, 22, 23}),
SMT({z1,22,24}), SMT ({21, 23,24}) y SMT ({29, 23, 24 }) obtenemos SMT(Z), el

cual esta formado por cinco aristas y seis regiones.



Capitulo 2. Algoritmo exponencial exacto para encontrar el drbol de Steiner
minimo en aristas dentro de un poligono simple 49

SMT(Z)

Ficura 2.25



Capitulo 3

Algoritmo de aproximacion para
encontrar un arbol de Steiner

minimo en graficas

Como su nombre lo indica, un algoritmo de aproximacién no busca encontrar la
solucion 6ptima de un problema. En vez de eso, busca encontrar una solucién que
no es “‘muy lejana” al valor de la solucién 6ptima. Una medida utilizada para
medir la calidad del algoritmo de aproximacién es la razén maxima entre el valor
regresado por el algoritmo y el valor de la solucién 6ptima, donde el maximo es
tomado de todas las posibles instancias del problema de optimizacién. Esta razén

es llamada razon de aproximacion.

El algoritmo de aproximacion que veremos en este capitulo es la generalizacién
del algoritmo de A. Matsuyama y H. Takahashi [16] el cual consiste en calcular el
arbol de expansién minima de la grafica de distancias del conjunto de terminales
K. Una grafica de distancias de un subconjunto de vértices K C V es una grafica
completa de |K| vértices en la que los pesos de una arista es igual al peso de la
trayectoria mas corta entre dos vértices v, w € K. Este algoritmo tiene una razén

de aproximacién de 2.

50
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Podemos ver a la trayectoria mas corta entre dos terminales como el arbol de
Steiner de esos dos vértices. Esta observacién motiva la siguiente generalizacion:
En vez de sélo usar arboles de Steiner minimos para todos los pares de vértices,
también podemos utilizar arboles de Steiner minimos para todos los posibles trios
de vértices o, incluso, usar arboles de Steiner minimos para todos con subconjuntos
de K de tamano r. Ahora el problema se reduce a encontrar un arbol de expansién

minima en una hipergrdfica.

3.1. Arbol de expansion minima en hipergraficas

Sea N = (V,E,l; K) una gréfica. Con respecto a esto definimos para cualquier
r > 2 una hipergrafica r-acotada ponderada H,(N) = (K, E,,[,) en el conjunto
de vértices K de la siguiente manera. El conjunto de hiperaristas F, consiste en
todos los subconjuntos de K de tamano a lo méas r, el peso [,.(¢) de una hiperarista
e € E, consiste en el peso del SMT de esa hiperarista e en la grafica N. La hi-
pergrafica H,(N) es llamada la hipergréfica de r-distancia de N. Por simplicidad,
denotaremos mst,.(N) a mst(H,(N)).

Lema 3.1. Sea N = (V, E,l; K) una grdfica con el conjunto de terminales K y

sea H.(N) como fue definido arriba, entonces:

mst.(N) > smt(N).

Demostracién

Sea T'un M ST en H,(N). Para cada hiperarista e en T" escogemos un SMT T,
para e en N. El hecho de que T sea un arbol de expansién en H,.(N) implica que
U.er T es una subgréfica conectada de (V, E) que contiene todos los vértices en

K. ]

Lema 3.2. Sear una constante fija. Entonces la hipergrdfica de r-distancia H,(N)

de una grdfica N = (V, E,l; K) puede ser computado en O(n?log(n)+nm+k"'n?).
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Demostracién
Para poder construir H,(N) necesitamos calcular un SMT por cada subconjunto

™ ' .
de K de tamano a los mas r. Esos son ) (f) <> % < k™! subconjuntos. Para
=2

cada uno de estos subconjuntos calcula;;;s el SMT con el algoritmos de Dreyfus-
Wagner [17]. La inicializacién del algoritmo tarda O(n?log(n) + nm). Los demés
pasos del algoritmo Dreyfus-Wagner requieren tiempo O(2'n? + 3"n) = O(n?)
tomando en cuenta que r es constante. Como la inicializacién se calcula una sola

vez, podemos calcular el SMT para cada conjunto de K de tamano a los mas r

en tiempo O(n%log(n) + nm + k" 'n?). O

El lema 3.2 implica que si mostramos para una r fija que (1) Los M ST en H,(N)
pueden ser determinados en tiempo polinomial y (2) Los M ST tienen la pro-
piedad de que no son mucho mas grandes que los SMT, entonces podemos en-
contrar un buen algoritmo de aproximacion. Sea p, la cota superior de la razén
mst,.(N)/smt(N) para todas las graficas N = (V, E,[; k). Los valores de p, son
llamados “Razones de Steiner”. Por el lema 3.1 sabemos que p, > 1. Es conocido

que py = 2. [16]

3.2. Razones de Steiner

A continuacién se mostrara una cota inferior y una superior para las razones de

Steiner, las cuales nos ayudaran a encontrar un valor para p;.

3.2.1. Cota inferior para p,

Considera un espacio métrico particular M, basado en un arbol ponderado B,.
Sea B, un arbol binario completo con n niveles de aristas y un nivel de aristas
extra donde cada vértice interno sélo tiene un hijo. Las aristas en el nivel 1 <7 <n
tienen peso 2"~ y las aristas del tltimo nivel, el nivel n + 1, tienen peso 1. Ver

figura 3.1.
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Figura 3.1

Los vértices de M, son los vértices de B,, la distancia entre dos vértices es la
longitud de la trayectoria mas corta entre ellos en B,,. Podemos ver que las aristas
entre dos puntos en M,, son trayectorias entre esos puntos en B,,.

Sean las hojas de B,, el conjunto K de vértices terminales. Vamos a calcular el

mstr(N)
smit(N)

limite de la razén con n — 00. Esto nos dard una cota inferior para p,.

Lema 3.3. La longitud del drbol de Steiner minimo para K es la longitud total de

B, esto es, smt(N) = (n+ 1)2".

Demostracién

El arbol B, interconecta a K y es claro que todas las aristas de B,, deben de ser
usadas para interconectar K. Por lo tanto, B, ya es el arbol méas pequeno que
interconecta a K.

La suma de los pesos de las aristas de B,, en cualquier nivel de aristas de B,, es de
2", Esto es cierto para los tltimos dos niveles de B, siendo que |K| = 2". Para
cada nivel, excepto los iltimos dos, el nivel de abajo tiene el doble de cantidad de
aristas que el nivel de arriba, pero cada arista con la mitad del peso de la aristas

del nivel de arriba. Como hay n + 1 niveles, entonces smt(N) = (n + 1)2". O

Lema 3.4. Eziste un drbol de Steiner minimo r-acotado para K donde cada vértice

de Steiner es de grado 3.
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Demostracion

Los vértices terminales de un componente en cualquier arbol de Steiner r-acotado
pueden ser interconectados por arboles binarios embebidos en B,,, y por el lema 3.3,
ése es el arbol de longitud minima que interconecta esos terminales. Los vértices
de Steiner de longitud 2 puedes ser reemplazados por una arista con peso igual a
la suma de los pesos que tienen las aristas adyacentes a ese vértice. Por lo tanto,
podemos suponer que todos los vértices son de grado 3. Estos componentes son

usados para construir el arbol de Steiner r-acotado deseado. O]

Podemos pensar que un componente en un arbol de Steiner r-acotado para K
como un arbol binario regular con a los mas r hojas embebido en B,,, donde las
aristas son trayectorias en B,,. Las raices de estos componentes son los vértices de
Steiner de grado 2 que estan en el nivel mas alto; nos referiremos a estos vértices

como raices componentes.

Lema 3.5. Existe un drbol de Steiner minimo r-acotado para K donde cada vértice
de Steiner es de grado 3 y donde los vértices de B,, no son usados mds de una vez

como vértices de Steiner o raices componentes.

Demostracion

Considerese un arbol de Steiner minimo r-acotado T descrito como en el lema 3.4.
Sea v un vértice en el nivel mas alto de B,, que es usado como raiz componente o
vértice de Steiner de dos componentes, A y B, en T. Sea v y w los hijos de v. Las
aristas vu y vw son usadas en ambos componentes A y B. Sean A; y B partes de
los componentes A y B, respectivamente, que estan debajo de u, y sean Ay y By

las partes que estan debajo de w. Ver figura 3.2.
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V e A%
u w u W
/ \ / \ / \ /1 N\
/ \ / \ / \ /7 \
/ \ / \ / \ /7 \
/ \ / \ / \ /7 \
/ \ / \ / \ /7 \
Ficura 3.2

Los componentes A y B deben de estar conectados por alguna trayectoria en 7.
pero como esto es un arbol, la trayectoria no puede ir por B; y By a la vez. Su-
pongamos que no va por Bs.

Removemos la arista vw del componente B. Hacemos a By un componente sepa-
rado, y conectamos By al componente A mediante una trayectoria a un terminal

de Ay (una hoja en B,,). Ver figura 3.2.

Obsérvese que en B, la longitud de la arista vw es la misma que la longitud de la
trayectoria de w a un terminal. Esto sucede porque la longitud de una arista tiene
el doble de longitud que una arista en el nivel inferior. Por lo tanto, este cambio no
modifica la longitud del arbol de Steiner, tampoco aumenta la longitud de ningin
componente ni agrega ningun vértice de Steiner, asi que todos los vértices de Stei-
ner son de grado 3. El vértice w se convirtio en la raiz de un nuevo componente.
Quizd hemos agregado vértices que son usados como vértices de Steiner o raices
componentes en mas de un componente, sin embargo, sélo los agregamos debajo
de v.

Por induccidn, si repetimos este proceso sucesivamente podemos remover los vérti-
ces de Steiner o raices componentes agregadas por pasos anteriores que se traslapan
en vértices de B, de nivel en nivel yendo hacia abajo hasta que no haya dichos

vértices sobrantes. O
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Lema 3.6. Existe un drbol de Steiner minimo r-acotado para K donde cada vértice
de Steiner es de grado 3 y donde los vértices de B, excepto en el nivel inferior,
es usado eractamente una vez un como vértice de Steiner o como raiz de algun

componente.

Demostraciéon

Por el lema 3.5 sabemos que existe un arbol de Steiner minimo r-acotado 7" donde
cada vértice interno de B,, es usado a lo mas una vez. El nivel mas bajo de los
vértices interiores no pueden ser raiz de componentes o vértices de Steiner porque
s6lo tienen un hijo. Mostraremos que se necesitan 2" —1 vértices de Steiner y raices
componentes para interconectar todos los 2" vértices de K y ya que hay 2" — 1
vértices internos de B, (sin contar al nivel mas bajo de vértices internos), cada
vértice debe de usarse exactamente una vez.

Removemos las raices componentes y los vértices de Steiner de 7" uno por uno.
Cuando una raiz componente es removida, separamos el arbol en dos piezas. Cuan-
do removemos un vértice de Steiner, separamos el arbol en dos piezas desconec-
tando uno de los dos hijos del vértice de Steiner. Ya que todos los vértices internos
(excepto el ultimo nivel de vértices internos) son removidos, los 2™ vértices ter-
minales deben de estar completamente desconectados. Ya que remover un vértice
agrega una nueva pieza, debimos haber removido 2" — 1 vértices para crear los 2"

piezas desconectadas. O

Teorema 3.7. Para cualquier r, con r =2°+1t, donde 0 <t < 2%, tenemos que:

(s+1)2°+1¢

3.1
$2° +t (3.1)

Pr 2

Demostracion

Sea 1., un arbol de Steiner minimo r-acotado que satisface el lema 3.6. Podemos
tomar un componente C' en 7, ,, como un arbol binario regular, los vértices internos
de este arbol son raices componentes o vértices de Steiner. Debajo de cada uno de
estos vértices internos hay dos aristas en B,,. Todos los vértices de Steiner tienen

dos aristas debajo por el lema 3.4, y las raices componentes deben de tener dos
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aristas debajo de ellos en un arbol minimo. Nombremos a estas aristas Aristas
pico de C'y denotémoslas por Po. Nombremos al resto de las aristas usadas en
C como Aristas de conexion de C'y denotémoslas por C.. Denotemos todas las
aristas pico de T, por P, , y todas las aristas de conexién por C;,,. Cuando nos
referimos a un pico, se hace referencia a las dos aristas pico que tienen un vértice
en comun.

Queremos mostrar que

Y0z S Y (3.2

ecCle eceP,

Si esto es cierto, entonces sumando sobre todos los componentes de 7)., tenemos

> le) = 322—+t > lfe) (3.3)

eECr,n eepr,n

Supongamos que la inecuacién 3.3 es cierta. Por el lema 3.5 los vértices de Steiner
y las raices componentes cubren todos los vértices internos, excepto por el tltimo
nivel de vértices internos. Entonces las aristas pico cubren todas las aristas de B,,,
excepto el ultimo nivel. La suma de las aristas del dltimo nivel de B,, es 2" y la

suma de las longitudes de todas las aristas es smt(N) (ver lema 3.3). Entonces
smt(N) =2"+ Zeer'

por la inecuacion 3.3,

mst,(N) = > l(e)+ > Ie)

6€Pr,n €€Cr,n
S

2
2 <1+528+t>. Z

ecPrmn

) - (smt(N) — 27

B ((s+1)28+t
N s2° +t



Capitulo 3. Algoritmo de aproximacion para encontrar un drbol de Steiner

minimo en grdficas 58
Entonces
mst,(N)
Pr 2> ——
smt(N)
1)2% + ¢
M(smt(]v) — 9"
> s2° +1
- smt(N)
1)2° +t 1)2° +1t
(S + S) + (n + 1)271 (S + s) + n
_ 82X+t 8241
(n+1)2" (n+1)2"
(s+1)2°+t  (s4+1)2°+1¢
s+t (s2° +t)(n+1)

Siendo que p, es el méximo de T;fg(%) y que mst.(N) > smt(N) = (n + 1)2".

Haciendo que n — oo obtenemos una cota inferior para p,, la inecuacién 3.1.

Para terminar la prueba de este teorema, debemos de establecer la inecuacion 3.2.
Esta inecuacién depende en que r = 2° + t, pero el componente C' puede ser de
tamano r o mas pequeno. probaremos eso para todo componente C' en un arbol r-
acotado para toda r. Es facil ver que para 7’ <7y’ =2+t donde 0 < t' < 2¢,

tenemos:

§2% 1t 525+t

28— 7
Por esto podemos decir que la inecuacion 3.2 es cierta para cualesquiera compo-
nentes menores a r en un arbol de Steiner k-acotado. Ahora sélo falta comprobarlo
para las componentes de tamano exactamente r.
Por el lema 3.4, podemos sponer que todos los vértices son de grado 3, asi que
podemos ver a un componente como un arbol binario regular.
Probaremos la inecuacién 3.2 para un componente de tamano r por induccién so-
bre la suma de la profundidad de los picos desde la raiz componente. Calcularemos
la profundidad de los picos contando aristas de B,,, no de M,,, y las contaremos

ignorando su peso. La suma de la profundidad de los picos es la minima cuando
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los picos forman un arbol binario completo, excepto por el ultimo nivel, asi que
inicialmente trataremos el primer caso.

En un componente C' de tamafio r el cual sus aristas pico forman un arbol binario
completo, excepto quizd en el ultimo nivel. Tenemos 2° aristas pico en el segundo
nivel mas bajo y 2t aristas pico en el nivel mas bajo. Supongamos que las aristas
pico del nivel més bajo tiene peso w. Entonces la suma de los pesos de las aristas
del nivel més bajo es de 2tw y en los s niveles més arriba la suma de los pesos de

cada nivel es de 2°T71w. Entonces tenemos

> l(e) = 2w(s2° + t)

e€Pg
Las aristas de conexién de C' forman una trayectoria desde los picos en los niveles
mas bajos hasta los vértices terminales de B,,. Por la construccion de B,,, esas
trayectorias tienen el mismo peso que las demas trayectorias que empiezan en su
mismo nivel. Hay 2t trayectorias de peso w en el nivel mas bajo y hay 2° — t

trayectorias de longitud 2w un nivel mas arriba, Por lo tanto,

> l(e) =2w-2°

eeCco
En éste caso, la inecuacion 3.2 se satisface. De hecho, es una igualdad.
A continuacion, mostraremos que la razén de la longitud de las aristas de conexién
decrece cuando la suma de profundidad de las aristas pico decrece. De hecho, si
cambiamos la forma del componente moviendo un pico hacia arriba, la longitud de
la suma de las aristas de conexién se mantiene constante, mientras que el peso de
la suma de las aristas pico incrementa. Cuando los picos ya no pueden subir mas
niveles hacia arriba, la suma de la profundidad de las aristas pico es la minima,
y como ya demostramos, la inecuacion 3.2 es cierta. Por lo tanto, es cierto para

cualquier forma del componente C'.
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3.2.2. Cota Superior para p,

La prueba para la cota superior seguird el mismo lineamiento que la de la cota
inferior. Primero convertimos el d&rbol de Steiner en un arbol binario regular pon-
derado. Después etiquetaremos los vértices de este arbol binario y con base en
estas etiquetas, construimos s2° + ¢ arboles de Steiner r-acotados y mostraremos
que uno de esos arboles es suficientemente pequenio como para darnos una cota

inferior.

Lema 3.8. Para cualquier drbol binario, existe un mapeo de uno a uno f de un

vértice interno a las hojas del arbol tal que:

(a) Para cualquier vértice interno u, f(u) es un descendiente de wu.

(b) Todos las trayectorias p(u) de u a f(u) son disjuntas en aristas.

Demostracién

Primero agregamos el siguiente requerimiento adicional:

(c) Existe una hoja v tal que la trayectoria de la raiz a v es disjunta en aristas

de todas las demads trayectorias P(u).

Se demostrara por induccién sobre la altura del arbol que las tres condiciones son
ciertas. Cuando la altura es 0, esto es trivialmente cierto.

Sea T" un arbol de altura d > 1. T tiene dos subarboles, T} y T3, cada uno con
altura de a lo mas d — 1 t sus raices son los dos hijos de T". Por induccion, existen
las funciones f; y fo en los vértices terminales de T y 15 que satisfacen (a) y (b).
También existen vértices vy y vy en Ty y Ty, respectivamente, que satisfacen (c).
Se define f como la unién de f; y fo y definimos f(raiz de T') = v;. Claramente,

f satisface (a) y (b) y vy satisface (¢) para T'. Esto completa la induccién. O

Teorema 3.9. Para cualquier r, con r = 2° 4+t donde 0 < t < 2%, tenemos

D2+t

3.4
$2° +t (3-4)
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Demostracién

Podemos reescribir la inecuacién de la siguiente manera

mst,.(N) < (s+1)2°+t
smt(N) —  s2°+t

(3.5)

Demostraremos esto por induccién sobre n, el nimeros de terminales en P. Si
n < r, entonces la inecuacion es cierta ya que mst,.(N)/smt(N) = 1. Paran > r,
se considera el arbol de Steiner minimo 7" en K. Si T no es un arbol de Steiner com-
pleto, entonces podemos separar el arbol en dos arboles de Steiner mas pequenos
desde un vértice terminal interno, cada uno con menos de n vértices terminales.
Digamos que el conjunto de vértices de cada arbol es Ny y Ns. Entonces tenemos

smt(N) = smt(Ny) + smt(Ng) y mst,.(N) < mst.(N1) + mst,.(N3), y entonces

mst,.(N) < mst,(Ny) + mst,.(Ns)
smt(N) — smt(Ny) 4+ smt(Ns)
mst,.(N1) mst,.(N3) }
mst(Ny) = mst(No)
< (s+1)2°+1¢
s2° +1

< méx{

por nuestra hipotesis de induccion. Por lo tanto, s6lo tenemos que considerar los
casos donde T es un arbol de Steiner completo, esto es, todos lo vértices terminales
son hojas.

Anadiendo aristas de peso 0 y vértices Steiner, modificamos T' para ser un arbol
donde cada vértice Steiner tiene grado exactamente 3. Entonces escogemos una
raiz en la mitad de una arista para convertir a 7" en un arbol binario regular

ponderado, nombrémoslo 7”. Ver figura 3.3
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Ficura 3.3

Etiquetamos todos los vértices internos de ¢’ con conjuntos de tamano exactamen-
te 2° escogidos de los nimeros {1,2,...,s2° +t}. El etiquetamiento de un vértice
es determinado inductivamente por las etiquetas de los s vértices arriba de él en
la trayectoria hacia la raiz, sus s antecesores inmediatos.

Para empezar este etiquetamiento, etiquetamos a la raiz con el conjunto {1,2,...2%}.
Etiquetamos los dos vértices del siguiente nivel con el conjunto {2% + 1,2°% +
2,...,2-2°}. Y, en general, etiquetamos a todos los vértices en el i-ésimo ni-
vel, para 1 <wu <'s, con el conjunto {(: — 1)2° + 1, (: — 1)2° +2,...,i2°}.

El etiquetamiento inductivo mantendra la siguiente propiedad, la cual podemos
ver que el etiquetamiento para los primeros s niveles lo satisface.

Propiedad de disyuntividad. Los conjuntos de etiquetas de hasta s vértices conse-
cutivos en una trayectoria hacia la raiz del arbol son conjuntos disjuntos.
Supongamos que los primeros ¢ niveles han sido etiquetados, i > s, y que la pro-
piedad de disyuntividad cumple para los ¢ niveles. Etiquetaremos los vértices del
nivel 7 + 1 con las siguientes reglas.

Regla 1. Sea v un vértice en el nivel i + 1 — s etiquetado con el conjunto S, =
ly,lg, ..., lss. Etiquetamos el j-ésimo descendiente de v en el nivel ¢ + 1 con el con-
junto S; = {l;, Jj+1,- -, lj+2s—4—1}, reduciendo el subindice (modulo 2%) para que
estén en el rango de 1 a 2°.

El vértice v tiene a lo mas 2° descendientes en el nivel 7 4+ 1, asi que a lo mas

necesitamos los conjuntos Sy, Ss,...,S%. Cada conjunto S; tiene a lo mas 2° — ¢
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elementos, y cada etiqueta [, de S, aparece en a lo méas 2" — s de esos conjun-
tos, para ser especificos Iy € Sk, Sk_1, ..., Sk_2s1¢+1 donde de nuevo reducimos los
subindices (modulo 2%).

Para completar el etiquetamiento en el (i + 1)-ésimo nivel, debemos de agregar ¢
nimeros al conjunto de etiquetas.

Regla 2. Para cada vértice en el nivel (i + 1), agrega a su conjunto de etiquetas las
t etiquetas que no estdn en conjuntos de etiquetas de los s ancestros inmediatos.

Por la propiedad de disyuntividad, los s ancestros inmediatos de un vértice en
el nivel i + 1 estan etiquetados por s conjuntos disjuntos de tamano 2°, asi que
debe de haber ¢ nimeros de {1,2,...,52°+t} que no son utilizados. También, las
etiquetas agregadas por la regla 2 seran diferentes a las etiquetas agregadas por la
regla 1, asi que todos los vértices en el nivel 7 + 1 estan dados por exactamente 2°
etiquetas por las dos reglas.

La propiedad de disyuntividad es cierta para el nivel i+ 1, ya que el vértice u en el
nivel 7 4 1 tiene etiquetas tomadas del conjunto de etiquetas del s-ésimo ancestro,
las cuales, por la propiedad de disyuntividad, no son usadas por los s — 1 ancestros
inmediatos en el nivel i.

Por induccion, podemos etiquetar todo el arbol. Ver figura 3.4 para ver un ejemplo

de este etiquetamiento con r = 5.
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1234 1234
Regla 1

5678 5678
5678 5678

Regla 2
—> 5678 5678

1239 2349 3419 4129
1234

=

1239 2349 3419 4129

5674 6784 7851 8561 5672 6782 7853 8563

Ficura 3.4

Ahora usamos el etiquetamiento para obtener s2°+t arboles de Steiner r-acotados.

Cada etiqueta l = 1,2, ..., 52°+t determina el arbol de Steiner r-acotado 7;. Cada

nodo etiquetado con [ se vuelve una raiz para un componente en 7;. Adicional-

mente, siempre habra un componente en 7; que su raiz componente es la raiz de

T’, incluso cuando 7" no tiene la etiqueta [. Observemos un componente que tiene

una raiz componente v. Conectamos a v con los vértices abajo de el que también

tengan a [ en su etiqueta. Llamamos a esos vértices Hojas intermedias del compo-

nente. De la hoja intermedia u, el componente sigue la trayectoria p(u) a la hoja

del arbol f(u), como se vio en el lema 3.8. Si no hay vértices con la etiqueta [

debajo de v, entonces el componente se extiende directamente hasta una hoja del

arbol. Ver figura 3.5.
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Rafz Componente

1

Hojas
Intermedias

|

! |
I |
| |
I |
I |
! |
| ! ! |
! | | |
I | | |
I I I I Hojas del arbol
o e o e S (Terminales)

FiGUuRA 3.5: Un componente en T3 del etiquetado de la figura 3.4.

Primero, verificamos que 7} sea un érbol que expande los vértices terminales. (Hay
que recordar que las hojas de T” son los vértices terminales). Demostraremos esto
por induccién sobre la altura de T”. Esto es trivialmente cierto cuando la altura
es 0. Tomamos en cuenta al componente que esta en la parte mas alta de Tj, el
componente el cual su raiz es la raiz de 7". Ahora tomamos en cuenta a un arbol
que tiene como raiz a una de las hojas intermedias del componente anteriormente
mencionado. Por induccién. T; restringe a este subarbol a expandir vértices termi-
nales los cuales son hojas de ese subarbol. El componente de arriba, que también
es un arbol, cubre un vértice terminal que también es cubierto por uno de los
arboles debajo de las hojas intermedias.

Ahora observaremos a un componente en 71; que su raiz componente es v. Verifica-
remos que esos componentes siempre son de tamano a lo mas r. Si un componente
termina en una hoja del arbol antes de alcanzar una hoja intermedia, su tamano
sera mas pequeno, asi que solo observaremos a los componentes que tienen el méxi-
mo numero posible de hojas intermedias.

Supongamos que v no esta etiquetado con [. asi que v es laraizde Ty [ > 25+ 1.
Por el etiquetamiento inicial, 2° + 1,2° 4 2,. .., s2° aparecen en todos los vértices

de uno de los s — 1 niveles debajo de la raiz. Y, por la regla 2, las demés t etiquetas
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aparecen en todos los vértices en el s-ésimo nivel debajo de la raiz. Por lo tanto
las hojas intermedias estdn en el s-ésimo nivel o méas arriba y son de tamano a lo
mas 2% <r.

Por lo tanto, podemos suponer que v esta etiquetado con [. Por la regla 1 del
proceso de etiquetamiento, sabemos que ¢t descendientes de v, que estan s niveles
abajo, no tienen la etiqueta [ y los 2° —t descendientes restantes estan etiquetados
con [.

Ahora observaremos a un vértice w que esta s niveles debajo de la raiz componente
vy que no esté etiquetado con [. Ya que v tiene la etiqueta [, por la propiedad de
disyuntividad, ninguno de los s — 1 vértices en la trayectoria de v a w puede tener
la etiqueta [. Ya que [ no etiqueta a w, por la regla 2 del proceso de etiquetamiento,
los hijos de w deben de ser etiquetados con [ y deben de ser hojas intermedias.
Entonces el componente con raiz en v tiene 2¢ hojas intermedias s + 1 niveles
debajo de v y 2° — t hojas intermedias s niveles debajo de v. Por lo tanto, hay
2° 4+t = r hojas intermedias, lo que hace que el componente sea de tamano 7.
Por lo tanto, todos los componente son de tamano a lo mas r, y T; es un arbol de
Steiner r-acotado en el conjunto K de vértices terminales.

En T;, sea L; ser la suma del peso de las trayectorias p(u) de las hojas interme-
dias u en T; a las hojas del arbol. Consideramos la suma Ly + Lo + - -+ 4 Lgosyy.
Como cada vértice interno v en 7" es una hoja intermedia en exactamente 2° de
los arboles de Steiner r-acotados, en otras palabras, T; para cada [ en el conjunto
de u, la longitud de p(u) va a ser contada exactamente 2° veces en la suma. Como
esas trayectorias son disjuntas para diferentes hojas intermedias, la suma de las
trayectorias en todos los términos de la suma serd a lo més 2° veces la longitud

completa del arbol 7", la cual es la longitud del drbol de Steiner minimo. Entonces
L1+L2+"'+L323+t S 28'8mt(N>
Debe de existir una d tal que

min{Ly, La,...,Lgsi4} = Lg < 5252—%—15 - smt(N)
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La longitud de todo el arbol T, es la longitud de los componentes desde la raices
componentes hasta las hojas intermedias més la longitud desde las hojas interme-
dias a las hojas del arbol. Si de cada componente de Ty removemos las trayectorias
de las hojas intermedias a las hojas del arbol, los componentes resultantes cubren
T" exactamente una vez, asi que la suma de esos componentes es smt(N). Las

otras partes tienen longitud Ly. Por lo tanto,

longitud(T;) = smt(N) + Lqg

= <1 * 5252+ t) ~smt(N)

1)2° + ¢
:w-smt(]\ﬂ
52° 4+t

Siendo T, nuestro arbol de Steiner r-acotado, tenemos que

mst,.(N) < (Sl_gg—)_?_zft - smit(N)
smt(N) — smt(N)
(s 120+t
52° +1

Esto es la ecuacion (3.5), lo que prueba el teorema 3.9.
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3.3. Algoritmo de aproximacion para el proble-
ma del arbol de expansion minima en hi-

pergraficas

Gracias a la ultima seccién podemos definir el siguiente teorema:

Teorema 3.10. Sea r > 2 un entero tal que r = 2° +t y 0 <t < 2°. Entonces

_(s+1)2°+¢
Pr=""5 17

Demostracién

Directo por los teoremas 3.7 y 3.9. O

Teniendo el teorema 3.10 a mano, podemos observar que el arbol de expansién
minima en hipergraficas es un excelente enfoque para aproximar el drbol de Steiner

minimo en graficas, ya que p, — 1 cuando r — .co. Ver Cuadro 3.1.

rl2 3 4 5 6 7 8 16 32 64
pr|2 167 15 144 14 136 133 125 1.2 1.17

TABLA 3.1: Algunos valores de p, para una r pequena.

Entonces podemos decir que lo inico que necesitamos para aproximar el problema
del arbol de Steiner en graficas es un algoritmo eficiente para encontrar arboles
de expansién minima en hipergraficas. Sin embargo esto tampoco es una tarea

sencilla.

Teorema 3.11. Encontrar un drbol de expansion minima en una hipergrdfica

ponderada r-acotada es un problema NP-hard para toda r > 4 [18].

Lo que significa que, para obtener un algoritmo de aproximacién para el problema
del arbol de Steiner minimo en gréaficas en tiempo polinomial con el enfoque men-

cionado anteriormente, es necesario poder calcular un arbol de expansion minima
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en una hipergréfica r-acotada en tiempo polinomial. Por lo que se opta por encon-
trar un algoritmo polinomial de aproximaciéon para el problema de encontrar un

arbol de expansién minima en una hipergrafica r-acotada.

En esta seccién se mostrara un algoritmo de aproximacion para el problema de
encontrar arbol de expansiéon minima en hipergraficas r-acotadas con factor de

aproximacién (1 + [n2) ~ 1.69.

Sea N = (V,E,l, K) una grafica de la cual queremos resolver el problema del
arbol de Steiner. La meta es encontrar un arbol de expansién de poco peso en
la hipergrafica de r-distancia H,.(N) y entonces convertirla en un arbol de Stei-
ner en N. La estrategia para encontrar este arbol de expansién es ir tomando la
hiperarista que mas nos convenga en cada iteraciéon. Sin embargo, no podemos
solo escoger la hiperarista con menos peso en cada paso, esto siempre nos daria
una hiperarista de dos elementos, y, como resultado, obtendriamos un arbol de
expansién en Hy(N). Por lo que tenemos que inventar una métrica para las aristas
que permita saber como se deben de seleccionar. Esta métrica permitirda que una
hiperarista sea relativamente pesada si su contribucion al arbol de expansion es

suficientemente grande.

Antes de definir esta métrica, introduciremos una nueva notacion.

Sea Hy(N) = (K, Es.l3) nuestra grafica de distancia de N. Para un subconjunto
X C FEjy, denotamos por Hy(N; X) a la gréfica que surge de H, si reemplazamos al
peso de todas las aristas de X por cero. Similarmente, para un conjunto ¥ C K,
msta(N;Y) denota al drbol de expansiéon minima de N donde todas las aristas
que conectan a dos vértices de Y tienen peso cero, es decir, msty(IN;Y) es el arbol
de expansién minima de Hy(X; (g)) Sea Y7, Ys,...,Y; una familia de aristas de
H.(N) = (K, E,,l,), utilizamos msty(N; Y7, Ys,...,Y;) para denotar al arbol de
expansion minima de Hy(N; Y7, Ys, ..., Y)).
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Como medida de qué tanto contribuye la hiperaristas Y; € FE, en el arbol de
Steiner resultante, vemos que efecto tiene el reducir el peso de la hiperaristas Y;
en la longitud del arbol de expansiéon minima de Hy(N;Y;,Ys,...,Y; 1). Siendo

precisos, utilizamos

msty(N; Y1, ..., Y1) —msty(N; Y1, ..., Y1, Y))

Entre mas grande es esta cantidad, mas 1til serd escoger la hiperarista Y;.

Ahora se mostrard el algoritmo de Zelikovsky para calcular un arbol de Steiner

utilizando la métrica mencionada. De hecho, se mostrard una familia de algoritmos

A,, uno para cada entero r > 2.

Algoritmo 3.3.1 Algoritmo A, de Zelikovski
Entrada: Una grafica N = (V. E,[, K).

Salida: Un &arbol de Steiner T, para K.
1: Calcular HQ(N) = (K, Eg,lg).
2: Calcular H,(N) = (K, E,,l,.).

3: 1+ 1.
4: mientras YiU, ..., UY; no es un arbol de expansién conectado de H,.(N) ha-
cer

5. minimo < oo.

6: para todo e € F, hacer
(e
v peso:mstg(]\/';Yl,...,Yi) :(n)zstg(N;Yl,...,E,e)
8: si peso < minimo entonces
9: MINIMO <— PEeSo.
10: Yz‘+1 — e.
11: fin si

12:  fin para

13: 1+ i+ 1.

14: fin mientras

15: De Y7,U---U,Y; calcular un arbol de Steiner 7, para K en N.

16: devolver T,
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Antes de demostrar que este algoritmo es un algoritmo de aproximacién con un

buen factor de aproximacion, primero mostraremos que corre en tiempo polinomial.

Proposicién 3.12. Sea N = (V, E,l, K) una grifica y r > 2. El algoritmo A, de

Zelikovsky termina en tiempo O(n?logn + nm + k™'n?)

Demostracién

Por el lema 3.2 sabemos que el paso del preprocesamiento, es decir, calcular H,.(N)
y Hy(N), v el paso del postprocesamiento, es decir, calcular el drbol de Steiner de
N a partir del &rbol de expansién de H,.(N) puede realizarse en tiempo O(n?log n+
nm + k™n?).

El ciclo while se ejecutard a lo mas k — 1 veces. Esto sucede cuando el arbol
de Steiner que selecciona el algoritmo de Zelikovsky es el arbol de expansién de
Hy(N). Para cada iteracién, su tiempo esté acotado por O(k"(nlogn+m)) ya que
E, contiene a lo més k" aristas y calcular el arbol de expansién puede hacerse en
tiempo O(nlogn +m). Como m < n? nuestra proposicion es cierta. O
Empezaremos en andlisis del algoritmo de Zelikovsky probando un hecho clave de

la funcién mste(N; X).

Lema 3.13. Sea Hy(N) = (K, Es, l3) la grdfica de distancia de N y sea X,Y C Fy

y z € Fy. Entonces

msta(N; X UY) —msta(N; X UY U{z}) < msty(N; X) —msta(N; X U{z}).

Demostracién

Sea T un arbol de expansién minima en Hy(N; X) y sea T'(Y) el drbol de expansién
minima de Ho(N; X UY') el cual puede ser obtenido insertando sucesivamente las
aristas de Y\ E(T) en T y en cada paso remover la arista més grande del ciclo
que se va formando. Sea z = {zo, 21 }. Notese que msta(N; X) —msto(N; X U{z})
es igual al peso de la arista mas pesada en la trayectoria que conecta 2, con 21, en
T.

Ahora sea ¢ > 0 alguna constante. Denotamos por T, T.(Y') respectivamente, a la
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subgréfica de T', T'(Y') respectivamente, que es inducida por todas las aristas e que
satisfacen ly(e) < c. Notese que T. y T.(Y) pueden ser desconectadas. Entonces

tenemos que

msta(N; X) — msta(n; X U{z})
=min{c > 0| 2y y 21 estan en el mismo componente de T.}
>min{c > 0| 29 y 21 estan en el mismo componente de T.(Y')}

=msta(N; X UY) —msta(N; X UY U{z})

]

Corolario 3.14. Sea Hy(N) = (K, Es,l3) la grdfica de distancia de N y sea
X,Y, Z C E,. Entonces

msta(N; X UY) —mstay(N; X UY U Z) <mste(N; X) —msta(Z; X U Z).

Demostracién
Probamos el corolario por induccién en |Z|. Para |Z| = 1 aplicamos el lema 3.13.
Supongamos que la afirmacién es cierta para todo |Z| < t para una t > 1. Sea

Z = Z'U{z} de tamano t + 1. Por la hipétesis inductiva tenemos que

msta(N; X UY) —msta(N; X UY U Z') < msta(N; X) —msto(N; X UZ')

y por el lema 3.13 concluimos que

msta(N; X UY UZ') —msta(N; XUY UZ'U{z}) <
msta(N; X UZ') —msty(N; X U Z'U{z})

A continuacion, veremos un hecho 1til sobre secuencias de ntiimeros enteros.
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Proposiciéon 3.15. Sean a; > 0, b; > 0 enteros para i =1,...,n. Entonces

n
D
i=1

;o Qj
= > min b—]
1<j<n Uj
P
i=1
Demostracién
. aj . aj i
min — ) - b-) = (b--mln —) < b — = a;
(25) <; 2 (i) = 2y = 2

]

Ahora estamos listos para probar que el algoritmo de Zelikovsky calcula un arbol
de Steiner el cual su peso es un multiplo pequeno del arbol de expansién minima

de una hipergrafica r-acotada.

Teorema 3.16. Sea N = (V,E,l; K) una grdfica y r > 2. El algoritmo A, de

Zelikovsky calcula un drbol de Steiner Ty para K en tiempo polinomial tal que

(Tz) < (1+1n2)-mst.(N)

Demostracion

Sea T* = Y;*U---UY} un drbol de expansién minima de H,.(N), es decir, [,.(T*) =
mst,(N), y sea Yi,...,Y; las hiperaristas escogidas por el algoritmo A,..
Observese que mientras Y3 U --- U Y; no es una grafica de expansién de H,(N),
siempre existe una arista e € Ey (por ejemplo, cualquier aristas en un arbol de
expansion minima en Hy(N;Y7,...,Y;) con aristas de peso diferente de cero) tal
que lr(e) < msta(N;Yq,...,Y;) —msta(N; Y, ..., Y, e). Por lo tanto, para cada
1=1,...,t— 1 tenemos que

fiYiqa) <1 (3.6)
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El algoritmo de Zelikovsky selecciona en el (i 4 1)-ésimo paso la hiperarista Y;,; €

E,. que minimice f;. por lo tanto tenemos

L(Y;)

= min J

i msta(N;Yr, .., Ys) —msts(N; Ya, .., Vs, YS)

y por lo tanto, aplicando la proposicion 3.15, tenemos que

Zh(lﬂ-")
fi(Yiz1) < .

T msty(N; Y, Y5) = mstay(N3 YA, L YY)

J

J
El numerador del lado derecho de la inecuacion es igual a mst,.(IN). Por el corolario
3.14 podemos ver que el denominador es mayor o igual que

S (msta(N; Y, Y YY) — msta(N3 Ya, o Y Y, L Y, YY)

Esto es una suma telescépica en donde todos los términos excepto el primero y el
ultimo se cancelan. Ese tdltimo termino es msto(N; Yy, ..., Y, Y, ... )Y =0 ya

que Y7*U---UY} es un arbol de expansién minima en H,(NN). Entonces tenemos

mst,.(N)
i(Yiq) < 3.7
fil H)_mstg(N;Yl,...,Y;) (37)
Para simplificar la notacién, diremos que m; := msta(N;Yy,...,Y;) para i =

0,...,t. Combinando la definiciéon de f; y 3.6, 3.7 obtenemos:
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la secuencia my, ..., m; es mondtona decreciente con mg = mste(N) y my = 0.

Por lo tanto, se puede reemplazar la suma por una integral:

mo

min {1, M}dm

mi—1

S {20 <

me

mest,(N) mst2(N) |
:/ 1da:+mstr(N)/ —dz
0

msty(N)

= mst,(N) +mst,(N) - In <—

= mst,(N) (1 +1In (%))

msta(N)
Ya que mst,(N) > smt(N) (ver lema 3.1) y que “Zos

(Tz) < (1+1n2)-mst.(N).

< ps = 2 esto da

O

Teniendo a la mano el lema 3.2, el teorema 3.10 y el teorema 3.16 podemos formular

el teorema més importante de este capitulo.

Teorema 3.17. Sea N = (V,E,l;K) una grdfica a la cual se quiere calcular
un drbol de Steiner para K y sea r una constante fija. Existe un algoritmo de

aprorimacion que calcula un drbol de Steiner Ty tal que

(Tz) < (1+1In2)-p, - smt(N)

Demostracion
Tomamos en cuenta que p, es la razén de qué tan grande es un M ST, (N) respecto
a SMT(N), es decir , mst,.(N) < p, - smt(NN). Esto es directo por el lema 3.2, el

teorema 3.10 y el teorema 3.16. O]

Si escogemos una r suficientemente grande, el factor de aproximacién de este
algoritmo puede ser menor a dos, siendo que si r — oo entonces p, — 1. Sin

embargo, el logro de reducir el factor de aproximacién a menos de dos ha sido
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costoso en tiempo de procesamiento. El valor de » mas pequeno que hace que el
producto (1 4+ In2) - p, sea menor a dos es 49, lo que nos da un algoritmo de

aproximacién de tiempo O(n?logn + nm + k°°n?).



Capitulo 4

Algoritmo de aproximacion para
encontrar un arbol de Steiner
minimo en aristas en poligonos

simples

Dado un poligono simple P de n vértices y un conjunto de puntos terminales
Z ={z1,2,...,2n} dentro de P. El objetivo es encontrar un arbol de Steiner en
aristas 77, dentro de P que expanda a Z y que el nimero de aristas de este arbol
de Steiner sea menor al doble del nimero de aristas del arbol del Steiner minimo

Ty, esto es,

El algoritmo que se presentara en este capitulo es una modificacion a la estructura

del algoritmo del capitulo 3 aplicando el conocimiento de los capitulos 1 y 2.

7



Capitulo 4. Algoritmo de aproximacion para encontrar un drbol de Steiner
minimo en aristas en poligonos simples 78

4.1. Construccion del algoritmo
Este algoritmo sigue la misma idea que el algoritmo del capitulo 3:

1. Calcular la grafica de distancia Ho(P) = Ho(K, Es, 1) del conjunto de ter-

minales Z.

2. Dada una constante r, calcular el arbol de Steiner minimo en aristas r-

acotado H,.(P) = H,(K, E,,l,) del conjunto de terminales Z.

3. Utilizando una métrica, escogeremos las hiperaristas Y; € F, que contribuyan

mas al arbol de Steiner.

4. A partir de las hiperaristas Y; U- - - UY; contruiremos un arbol de Steiner T

para Z en P.

5. A partir del arbol de Steiner T, construiremos un arbol de Steiner en aristas

dentro de P para Z.

Sin embargo, algunos de estos pasos sélo es posible realizarse en graficas, por lo

que es necesario modificarlos.

4.1.1. Gréfica de distancia Hy(Z, P)

Normalmente una grafica de distancia es generada a partir de una grafica N =
(V, E,l). Sin embargo, en este caso recibimos como entrada un poligono simple y
un conjunto de puntos dentro del poligono, por lo que la grafica de distancia debe
ser construida a partir de algoritmos que encuentren trayectorias mas cortas entre
dos puntos dentro de poligonos, por lo que utilizaremos el algoritmo M LP que
vimos en el capitulo 1.

Una arista de la grafica de distancia entre dos vértices terminales z; y z; es igual

al M LP de esos dos puntos. Es decir,

€ij = MLP(ZZ',ZJ‘> Vei’j S EQ.
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Sin embargo, en este paso solo nos interesa el peso de la trayectoria mas corta,
es decir, utilizaremos M LD(P, z;, z;) = |MLP(P, z;, z;)|. A partir de esto, se dara

un algoritmo para poder calcular la grafica de distancia deseada.

Algoritmo 4.1.1 Grafica de distancia
Entrada: Un poligono simple P y un conjunto de puntos Z dentro de P.

Salida: Una matriz de adyacencia de una gréfica completa de |Z| vértices.
1: Sea m la cantidad de puntos en el conjunto Z.
2: Sea ady una matriz de m x m con todos sus elementos con valor de 0.
3: para 7 < 0 hasta m — 1 hacer
4: para j < ¢+ 1 hasta m — 1 hacer
5: ady[i][j] <~ MLD(P, z;, z;).
6 adyljl[i] < adyli](j].
7. fin para
8: fin para

9: devolver ady

Lema 4.1. La complejidad del algoritmo 4.1.1 es de O(nm?)

Demostracion

Sea n el nimero de vértices del poligono simple P. La linea 3 y 4 son ciclos anidados
en los cuales cada uno tiene m repeticiones. Por cada iteracién del ciclo anidado,
se ejecuta el algoritmo de M LD una vez. Por el teorema 1.14, la complejidad de

MLD es de O(n). Por lo tanto, la complejidad de este algoritmo es de O(nm?) [

4.1.2. Arbol de Steiner r-acotado H,(Z, P)

Después de crear la grafica de distancia, el algoritmo de Zelikovsky (algoritmo
3.3.1) calcula un arbol de Steiner de cada subconjunto de Z de tamano menor o
igual a r con el algoritmo de Dreyfus y Wagner, donde 7 es una constante fija.

Sin embargo, nosotros no podemos utilizar el algoritmo de Dreyfus y Wagner,

ya que este espera como entrada una grafica. En vez de utilizar el algoritmo de
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Dreyfus y Wagner, utilizaremos el algoritmo 2.1.2, el cual hace la misma funcién
que el algoritmo de Dreyfus y Wagner, pero enfocado en arboles de Steiner minimos

dentro de poligonos simples.

4.1.3. Meétrica

Teniendo la gréfica de distancia Hy(P) y el conjunto H,(P) de todos los drboles de
Steiner minimos de los subconjuntos de Z de tamano menor o igual a r, procedemos
a escoger algunos arboles de Steiner de este conjunto para crear un arbol de Steiner
que expanda a Z dentro de P y que no sea mucho méas grande que SMT(Z, P).
Para esto, utilizaremos la misma métrica a la del algoritmo de Zelikovsky, con la
diferencia de que utiliza arboles de Steiner minimos r-acotados dentro de poligonos
en vez de arboles de Steiner minimos en una grafica.

Utilizando la notacién de la seccién 3.3, la métrica consiste en escoger el minimo

de la siguiente funcion:

l.(e)
e) = 4.1
f() m3t2(Z7P;}/17"'7}/;)_mStZ(Zup;}/lu"w}/;l’e) ( )
Donde Yi,...,Y; es el conjunto de hiperaristas seleccionadas en las ¢ iteraciones
anteriores. Lo que significa que cada Y; es un arbol de Steiner r-acotado de un

subconjunto de Z en P.

4.2. Algoritmo de aproximacion para SMT(Z, P)

Como se menciono6 al principio, el algoritmo de aproximaciéon dado en este capitulo
estd basado en el algoritmo de Zelikovsky (algoritmo 3.3.1), modificado para poder
funcionar sobre puntos dentro de un poligono simple. A continuacién mostraremos
el nuevo algoritmo que se construyé basado en la modificaciones mencionada en

la seccién anterior:
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Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de aproximacién para SMT(Z, P)
Entrada: Un poligono simple P y un conjunto de puntos Z dentro de P.

Salida: Un arbol de Steiner que expanda a Z en P.

1. Calcular Ho(Z, P) = (Z, Es, 13).

2: Calcular H,(Z, P) = (Z, E,, ).

3: 14 0.

4: Yo+ {}.

5. mientras YyU, ..., UY; no es un arbol de expansion conectado de H,.(Z, P)
hacer

6:  MINImMo <— o0.

7.  para todo e € F, hacer

l.(e)

B eSO (Z P Y, Y —msta(Z, P, Yo, .., Y, €)
9: si peso < minimo entonces

10: minimo <— peso.

11: Yii1 e

12: fin si

13: fin para

14: 1<+ 1+ 1.

15: fin mientras

16: De Y7,U---U,Y; calcular un arbol de Steiner T, para Z en P.

17: Convertir T, a su representaciéon dentro del poligono APROX_SMT(Z, P).
18: devolver APROX_SMT(Z, P)

Ahora procedemos a calcular la complejidad del algoritmo.

Teorema 4.2. Dada una constante v, un poligono simple P de n vértices y un
conjunto de puntos terminales Z = {z1,22,...,2m} dentro de P. La complejidad
del algoritmo 4.2.1, el cual aproxima SMT(Z, P) con una razén de aprorimacion

menor a dos, es de O(2"nr(n + 1) + k" 'm3logm).
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Demostracién

Por el lema 4.1, calcular Hy(Z, P) toma O(nm?) y por el teorema 2.9, calcular
H.(Z,P) toma 0(2"nr(n +1)).

El maximo ntimero de iteraciones que puede tener el ciclo mientras es de m—1, ya
que el arbol de expansién con mas hiperaristas que puede encontrar este algoritmo
es un arbol donde todas sus hiperaristas son de cardinalidad 2, es decir, un arbol
de expansién minima.

El ciclo paratodo se repite una vez por cada elemento de E,. El niimero de ele-
mentos de FE, estd dado por é (f) < lé ’f—, < k™! Dentro de este ciclo, el pro-
cedimiento mas complejo es calcular un arbol de expansion minima, el cual toma
O(m?logm) utilizando el algoritmo de Kruskal. Por lo tanto, el tiempo que tarda
en terminar el ciclo mientras es de O(k"'m3logm).

Por 1ltimo, la complejidad de construir un arbol de Steiner T, a partir de Y;,U--- U, Y;
y construir un arbol de Steiner en aristas dentro del poligono P esta dado por el
numero de vértices que tendra el arbol de Steiner. Por el teorema 1.3, éste niimero
estd acotado por O(n).

Por lo tanto, la complejidad del algoritmo es de O(2"nr(n + r) + k™ 'm3logm)

]

4.3. Ejecuciéon del algoritmo de proxumacion

A continuacion se muestra un ejemplo de ejecucion del algoritmo 4.2.1 para ilus-
trar su funcionamiento.

Para éste ejemplo se utilizard la figura 4.1 como el poligono de entrada P y los
5 vértices dentro del poligono de la figura 4.1 sera el conjunto de entrada Z. Se

fijara la constante r a 3.
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F1GURA 4.1: Poligono de entrada P y conjunto de terminales Z.

Paso 1.- Calcular Hy(Z, P) y H.(Z, P).

Se puede ver a Hy(Z, P) como todos los MLP(z;,2;) Vz,2; € Z coni # jy
a H,(Z,P) como todos los posibles arboles de Steiner de subconjuntos de Z de
cardinalidad 2 y 3, siendo que r = 3. Como M LP(z;,z;) es equivalente a calcu-
lar SMT({#;, z;}, P), podemos simplemente calcular H,(Z, P) y tomar Hy(Z, P)
como subconjunto de H,(Z, P) en los casos donde las hiperaristas e € E, tienen
cardinalidad 2.

Utilizando el algoritmo 2.1.2 una vez para cada conjunto, podemos obtener el arbol
de Steiner para cada hiperarista E,.. Cada uno de las siguientes hiperaristas tiene
un ejemplo de un posible arbol de Steiner colocando un vértice de Steiner en cada

region encontrada.
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X

ﬂ

F1GURA 4.2: SMT para los vértices terminales z1 y 2o

R

ﬂ

FicUrA 4.3: SMT para los vértices terminales z y 23
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F1GURA 4.4: SMT para los vértices terminales z; y 24

F1GURA 4.5: SMT para los vértices terminales z1 y 25
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X

F1GURA 4.6: SMT para los vértices terminales zo v 23

F1GURA 4.7: SMT para los vértices terminales zo v 24
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F1GURA 4.8: SMT para los vértices terminales zo v 25

F1GURA 4.9: SMT para los vértices terminales z3 y 24
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F1cURA 4.11: SMT para los vértices terminales z4 y 25
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F1GURA 4.12: SMT para los vértices terminales 21, zo0 y 23

F1GURA 4.13: SMT para los vértices terminales 21, zo y 24



Capitulo 4. Algoritmo de aproximacion para encontrar un drbol de Steiner
minimo en aristas en poligonos simples 90

F1GURA 4.14: SMT para los vértices terminales z1, 22 v 25

F1GURA 4.15: SMT para los vértices terminales z1, z3 v 24
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FI1GURA 4.16: SMT para los vértices terminales 21, z3 y 25

FI1GURA 4.17: SMT para los vértices terminales 21, z4 y 25
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FIGURA 4.18: SMT para los vértices terminales 2z, 23 v 24

FIGURA 4.19: SMT para los vértices terminales 29, 23 v 25
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F1GURA 4.20: SMT para los vértices terminales 29, z4 v 25

FIGURA 4.21: SMT para los vértices terminales z3, z4 v 25



Capitulo 4. Algoritmo de aproximacion para encontrar un drbol de Steiner
minimo en aristas en poligonos simples

94

Resumen de los pesos de cada arbol de Steiner

|SMT ({21, 22}, P)|
|SMT ({21, 23}, P)|
|SMT ({21, 24}, P)|
|SMT ({21, 25}, P)|
({z2, 23}, P)|
|SMT ({2, 24}, P)|
( )|
( )|
( )|
( )|

™
<
~
I [ TR TR

5
S
~

{z2,25}, P
|SMT ({23, 24}, P
|SMT ({23, 25}, P
|SMT({z4, 25}, P

I
W N W = W NN W NN

la columna izquierda.

|SMT ({21, 22, 23}, P)| =
|SMT ({z1, 22, 24}, P)| =
|SMT ({21, 22, 25}, P)| =
({2’1,23,24} P)|
({21, 23,25}, P)| =
({21, 24,25}, P)| =
( )| =
( )| =
( )| =
( )| =

5
S
~

@
S
S

|SMT ({22, 23, 24}, P
|SMT ({22, 23, 25}, P
|SMT ({22, 24, 25}, P
|SMT({z3, 24, 25}, P

F1aurA 4.22: Gréfica de distancia Ha(Z, P)

Paso 2.- Escoger un conjunto de hiperaristas Y C FE, tal que Y7,Y5, ...,
un arbol de expansién de H,.(Z, P).

3
4
3
4
3
4
4
3
4
4

A partir de estos pesos podemos crear la grafica de distancia Hy(Z, P) utilizando

Y}y, sea
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Para escoger cuales hiperaristas deben ser parte de nuestro arbol de expansion, se
aplicara la ecuacién 4.1 para todos los elementos de E,. y se escogerd el minimo.
Recordando la definicion de msty(Z, P;Y'), todos los pesos de las aristas de la
grafica de distancia que conecte dos vértices zi,z5 € Y seran remplazados por 0.
A la gréfica de distancia resultante de este proceso se calculara su arbol de expan-

sion minima. Para ejemplificar este procedimiento, se empezara con el subconjunto

{Zh 22, Z3}'

|SMT({21, 29, 23}, P)|

4.2
(2. P Vo)~ msto(Z. P Yo (o z))

f({21, 20, 23}) =

procedemos a calcular msty(Z, P;Yy) y msto(Z, P; Yy, {21, 22, 23}). Como tenemos
que Yy = {} no es necesario cambiar ningin peso de las aristas de Hy(Z, P).
Entonces, calcular msty(Z, P;Yy) es un arbol de expansién de la gréfica de la

figura 4.22.

z3

z2 z4

z1 75

FiGurA 4.23: Un arbol de expansién minima de la grafica de distancia
Hy(Z, P).
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Obtenemos que msty(Z, P;Yy) = 8.
Para el caso de msty(Z, P; Yo, {21, 22, 23}), si es necesario cambiar los pesos de las
aristas que conectan a este conjunto de vértices, por lo que la grafica resultante se

ve de la siguiente manera:

FIGURA 4.24: Gréfica de distancia que define msta(Z, P; Yy, {21, 22, 23}).

Se procede a calcular su arbol de expansiéon minima.
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z3

z2 z4

zl z5

FicuraA 4.25: Un arbol de expansion minima de la gréafica de la figura 4.24.

Obtenemos que msty(Z, P; Yo, {21, 22, 23}) = 4. Con estos resultados ya se puede

calcular el valor para la ecuaciéon 4.2.

|SMT({21,22,23},P)|
msty(Z, Py Yo) — msto(Z, P; Yo, {z1, 22, 23})

f({21, 20, 23}) =

Aplicando éste mismo proceso para cada uno de las hiperaristas de E,., se obtienen

los siguientes resultados:

{2 =g =3=1 fzm, ) =55 =5=1
f{a,23}) = g5 =5 =1 flzz, ) =g =1=1
flanz)) =g =5=1 flam o)) =gs=2=1
f{znsh) =g =3=1 fzs ) =25 =2=1
fzn ) = g% =5 =1 Flonz)) =2 =2=1
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f({z1, 22, 23}) = 8%4 = % =0.75 f{z1,24,25}) = % = % =0.80
f({z1,22,24}) = % = ‘—; =0.80 f({z2, 23, 24}) = ﬁ = % =0.80
fz,20,5)) = 25 =5 =1 [z, 23,2)) = 25 =5 =1
f({z1,23,24}) = % = % =0.80 f({z2, 24, 25}) = ﬁ = j—i =1
f{z1,23,2}) =25 =2 =0.75 f({z3,24,25}) = g5 = + = 0.80

De todos esos resultados, tomamos una hiperarista con la funcién de peso menor.
En este caso, podemos tomar {21, 22, 23} 0 {21, 23, 25}. Se tomard a {21, z3, 25} co-

mo una nueva hiperarista de Y, es decir, Y; = {z1, 23, 25}

Repetimos el proceso sin tomar en cuenta la hiperarista {z;, 23, 25} ni cualquier
hiperarista que sea subconjunto de {z1, z3, 25}, pero ahora debemos tomar en cuen-
ta que {z1, 23,25} € Y. La ecuacién a considerar para la préxima iteracién es la

siguiente:

l.(e)
_ 43
fe) msta(Z, P; Yo, Y1) — msta(Z, P; Yy, Y1, €) (43)

Los resultados de la funciéon de peso para la nueva iteracion son los siguientes:

flanz}) = 5 =1 =2 fer,z,0)) = f5=1=1
f{a,za}) = =5 =1 F{z1,20,25)) = 225 = 3 =3
f{z,23}) = 25 =5=2 f{z1,23,24}) = 753 = 5 = 1.33
[z l)=25=3=1 f{z,20,25}) = 754 =3 =133
flzmzh) =5 =1=1 flze2,2)) = 5 =1 =
fzmal)=5=5=1 f{z2,23,25}) = 25 =3 =
flanzs)) =5 =5=1 [z, 2, 25)) = 2 =4 =
f{z,20,23}) = 25 =2=3 f{zs,24,25}) = 77 =3 = 1.33

De los resultados anteriores, se toma la hiperarista de menor peso. En este caso

se tomara el conjunto {z1, 29,24} v lo agregamos al conjunto Y, es decir, Y5 =

{Zla 22, 2:4}'
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Tomando esa hiperarista, se puede observar que el conjunto de hiperaristas Y ya

es un arbol de expansion sobre Z, obteniendo la hipergrafica siguiente:

z3

z1 75

FIGURA 4.26: Arbol de expansién para la hipergrafica H,(Z, P).

Paso 3.- Convertir la hipergréafica resultante a un arbol de Steiner en aristas en P.

El resultado anterior indica que al unir SMT ({21, 23, 25}, P) (figura 4.16) y
SMT({z1, 22, 24}, P) (figura 4.13) es una buena aproximacién para SMT(Z, P).
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z1 z5

FIGURA 4.27: Arbol de Steiner resultante del algoritmo 4.2.1.

Sin embargo, el arbol de Steiner minimo para este ejercicio es el siguiente:

FIGURA 4.28: Arbol de Steiner minimo del ejemplo de la figura 4.1

Se puede observar que el nimero de aristas del arbol de Steiner de la figura 4.27

es 7y el nimero de aristas del drbol de Steiner minimo ( figura 4.28) es 6.
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Utilizando el teorema 3.17, podemos evaluar que tan eficaz es el resultado respec-
to a su cota superior. ST(Z, P) se referirda al arbol de Steiner regresado por el

algoritmo 4.2.1.

|1ST(Z,P)| < (1+1n2)-p,-smt(N)

Se tomara el valor de ps de la tabla 3.1, obteniendo:

|ST(Z,P)| < (1+1n2)-ps-smt(N)
7<1.69-1.67-6

7<16.93

Ahora se calculara la razén de aproximacién para el ejemplo anterior.

ST(Z,P)| 7 _
ISMT(Z,P)| 6 1.166



Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se desarrollé un algoritmo con factor de aproximacién 1.69 de
complejidad O(2"nr(n + r) + k"'m3logm) para el problema de encontrar un
arbol de Steiner minimo en aristas al interior de un poligono simple. El factor
de aproximaciéon de este algoritmo es una mejora importante sobre el factor de
aproximacién del algoritmo [1, pdg. 56] el cual es un algoritmo de 2-aproximacién.
Este problema ha sido investigado desde el afio 2009 por el asesor de ésta tesis [1]
y se ha demostrado con anterioridad que es un problema NP-Completo que vive
en la clase de los problemas no deterministas polinomiales [19]. Ademas, se disené
la subrutina BFS-Ajuste, la cual es una correccion al algoritmo exponencial exacto

que podemos encontrar en [1, pag. 46].

Para desarrollar el algoritmo de 1.69-aproximacién para el problema del arbol de
Steiner minimo en aristas al interior de un poligono simple, primero fue necesario
investigar su equivalente en gréaficas [20, pag. 87]. De esta manera, se encontré6
que el enfoque del algoritmo de aproximacién para encontrar un arbol de Steiner
minimo en hipergraficas. Después de investigar éste enfoque, fue posible reducir el
problema del arbol de Steiner en poligonos a su equivalente a graficas, el cual, fue

reducido al problema del arbol de expansién minima en hipergréficas.

Una desventaja de éste algoritmo es que es muy complicado de implementar por
la gran cantidad de subrutinas necesarias para su funcionamiento [20, pag. 121].
Sin embargo, fue interesante haber encontrado un algoritmo de aproximacion con

factor de aproximaciéon menor a dos para resolver éste problema.

102
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Como trabajo futuro, seria interesante investigar diferentes variantes de este pro-
blema, por ejemplo, restringir la visibilidad de cada vértice a un cierto dangulo de
vision, como la visién de una cdmara de seguridad. Otra variacion interesante pue-
de ser el equivalente a este problema con poligonos con agujeros. En mi opinién, la
variacién méas compleja seria este problema en su versién tridimensional, es decir,

el arbol de Steiner minimo en aristas dentro de un poliedro no convexo.
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