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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo estd basado en el articulo [S], Chaos, periodicity, and snakelike continua,
cuyos autores son Marcy Barge y Joe Martin.

A continuacion daremos algunas definiciones y motivaciones que seran necesarias para
poder explicar de lo que trata esta tesis.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un continuo no
degenerado es un continuo que tiene mas de un punto.

Sea { X;}2°, una sucesién de espacios métricos y para cada ¢ € NU {0} consideremos
fi  Xiy1 — X, funciones continuas. Definimos el limite inverso de (X, f;) denotado por

lim (X}, f;), como el subespacio de H X; dado por
o i=0

1(1’31()(“ fi)=<T¢€ HX" . fi(xiy1) = z; paratodai € NU {0}

=0

A las funciones f; : X;.1 — X; se les llaman funciones de ligadura.

No entraremos a detalle con la teoria de limites inversos, pero si estdn interesados en
saber de ese tema, pueden leer el capitulo II del libro [7], ahi se da una buena introduccién
sobre la teoria de limites inversos. Un teorema importante que nos permite trabajar los
limites inversos en la teoria de continuos es el Teorema 2.4 del libro [7]] el cual nos dice
que el limite inverso de continuos es un continuo. Este teorema lo daremos por hecho.

En esta tesis s6lo hablaremos de limites inversos de arcos, es decir, cuando los espacios
son intervalos cerrados de R y las funciones de ligadura son funciones continuas de un
intervalo a otro. Mds especifico atin, nos enfocaremos en limites inversos de arcos que
tengan una unica funcién de ligadura, la cual serd una funcién continua f : [ — I, donde
I es un intervalo cerrado de R. A este tipo de limites inversos los denotaremos como (I, f).
Reescribiendo la definicién de limite inverso para una tnica funcién de ligadura tenemos
que (I, f) estd dada por

(I,f)=<TE€ HI:f(xiH) = z; paratodai € NU {0}

=0



2 1. INTRODUCCION

Esencialmente lo que el lector debe saber sobre limites inversos para entender esta
tesis es la definicion de limite inverso y que el limite inverso de continuos es un continuo.

Un continuo es indescomponible si no se puede expresar como la unién de dos sub-
continuos propios.

Si uno no ha visto ejemplos de continuos indescomponibles y el profesor de topologia
nos pide un ejemplo de un continuo indescomponible, seguramente lo primero que em-
pezaremos a hacer serd dibujos de continuos en el plano como circulos, arcos, cuadrados
rellenos, viboritas, etc. Tratando de ver si nos funcionan para el ejemplo que nos piden.
Después de dos horas de intentar seguramente no se nos ocurrird un ejemplo, entonces
pensaremos que tal vez ese tipo de continuos no existe.

La verdad es que construir un ejemplo de un continuo indescomponible no es tarea
facil. En teoria de continuos los continuos indescomponibles son muy extrafios y dificiles
de construir. El ejemplo clédsico de continuo indescomponible es el continuo de Knaster,
este continuo lo veremos en la segunda seccion del Capitulo 2| Una representacion grafica
del continuo de Knaster se muestra en la Figura [2.6]

Varios de los continuos indescomponibles que se conocen tienen propiedades muy in-
teresantes. Por ejemplo el continuo de Knaster, cuample que todos sus subcontinuos propios
son arcos, pero ¢l mismo no es un arco. Otro continuo indescomponible es el pseudoar-
co, este contino es muy estudiado en teoria de continuos pues cumple propiedades muy
interesantes, por ejemplo, cumple que no sélo es indescomponible sino que todos sus
subcontinuos son indescomponibles. Ademas de eso vive en el plano, pero no se puede
dibujar, pues no contiene arcos. Es un continuo extremadamente raro.

Ahora hablaremos de sistemas dindmicos. Para hablar de la parte de sistemas dinami-
cos que abordaremos en esta tesis lo primero que necesitamos es una funcién continua
f I — I,donde I es un intervalo cerrado de R.

Sea x € I.La 6rbita de x bajo f se denota como O(z, f) y estd dada por

O(z, f) ={z, f(x), f*(x), f*(2),..}.

Es decir, la 6rbita de x bajo f es el conjunto de iteraciones de x bajo la funcién f.
Sea x € I, decimos que x es un punto periddico si existe m € N tal que [™(z) = z,y
es de periodo n para algin n € N si

f*(x) = ryparatodak € Ncon k < n, f*(z) # x.

Decimos que x es un punto preperiddico si existe n € N tal que f"(z) es un punto
periddico.

Parte del trabajo que se hace en sistemas dinamicos discretos es analizar las Orbitas
de una funcién. Cuando los puntos son periddicos o preperiddicos las drbitas son conjun-
tos finitos. Hay funciones que tienen Orbitas infinitas, es decir que viajan todo el tiempo
por lugares distintos. También hay funciones que tienen 6rbitas densas, que cumplen la
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propiedad impresionante de viajar todo el tiempo por todos los lugares del espacio, hasta
los lugares mas pequefios.

En el capitulo 9 del libro [3]], nos explican que cuando una funcién continua f : [ — [
tiene un punto con 6rbita densa, entonces f es una funcién cadtica. La definicion de caos
se da en el apartado 9.5 del libro [3]. Decir que f es cadtica es una forma de decir que la
dindmica de f es complicada.

Un Teorema importante que usaremos en la tesis serd el Teorema de Sharkovskii que
se encuentra enunciado en el Teorema 3.11 del libro [3]]. Un resultado sorprendente que
nos da el Teorema de Sharkovskii es que si una funcién continua, f : [ — I, tiene un
punto periddico de periodo 3, entonces tiene puntos periodicos de todos los periodos.

Cuando la funcion tiene Orbitas densas o puntos periddicos de periodo 3 la dinamica
de la funcion se vuelve interesante. Parte de esta tesis es relacionar funciones que tienen
dindmicas interesantes con continuos extrafios, que en nuestro caso seran los continuos
indescomponibles.

Estar familiarizado con lo anterior es suficiente para entender esta tesis. Para la parte
de limites inversos s6lo necesitaremos lo que acabamos de decir. Hay sélo una propiedad
sobre limites inversos que no hemos mencionado y que necesitaremos en la dltima seccién
de este capitulo, pero no se preocupen en dicha seccién enunciaremos y demostraremos
tal propiedad.

Para estar familiarizado con lo que hemos dicho anteriormente y por lo tanto tener
una mejor comprension de esta tesis es recomendable haber llevado un curso de teoria de
continuos y un curso de sistemas dindmicos que se imparten en la Facultad de Ciencias de
la UNAM.

Ahora si, estamos listos para poder explicar de lo que se trata esta tesis.

Sea f : I — I una funcién continua, el limite inverso natural que induce esta fun-
cién es (I, f). Los resultados principales de esta tesis estan relacionados con la funcién
continua f : I — [ y su limite inverso (1, f).

Lo que estudiaremos de f es su dindmica, particularmente estudiaremos funciones
que tengan puntos periddicos que no sean potencia de 2 y funciones que tengan puntos
con Orbita densa. Estas propiedades dindmicas hacen que la funcién tenga una dindmica
interesante. En cuanto a (I, f) estudiaremos subcontinuos indescomponibles, éstos son
continuos muy extrafios y dificiles de construir.

El objetivo de esta tesis es mostrar algunas relaciones que existen entre funciones,

f I — I, que tienen una dinamica interesante, con subcontinuos indescomponibles de
(1, ).

Veremos que cuando la dindmica de f : [ — I es interesante, entonces (I, f) contiene

un subcontinuo indescomponible. Esto se encuentran dicho en los Teoremas y
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Analizaremos también el regreso. Es decir, si (7, f) es un continuo indescomponible,
[serd que f tiene una dindmica interesante? Veremos que bajo ciertas condiciones, lo an-
terior si pasa. Este resultado estd enunciado en el Teorema Sin embargo, veremos
que este regreso no siempre se cumple, pues mostraremos en la dltima seccion del dltimo
capitulo una funcién f : I — [ que cumple que (I, f) contiene un subcontinuo indes-
componible, pero f cumple que: no tiene puntos periddicos con periodo mayor que 1,
los unicos puntos fijos son 0 y 1, y las 6rbitas de todos los demds puntos convergen al
0. Lo cual nos dice que f tiene una dindmica sencilla o predecible. Sin embargo, la fun-
cién que se presenta no es nada sencilla. Esto nos muestra que las funciones que cumplen
que (I, f) contienen un subcontinuo indescomponible, resultan ser funciones muy intere-
santes, aunque a veces desde el punto de vista dindmico no lo sean.

Lo anterior fue una explicacion de la parte principal de esta tesis. A continuacién
explicaré sobre el contenido de los capitulos.

Empezaré con Capitulo [2| Cuando empecé a hacer la tesis, lo primero con lo que me
topé fueron los limites inversos. Mi profesor me dijo que para entender limites inversos era
necesario hacer varios ejemplos. Los tinicos ejemplos que analizé son lo que se encuentran
en el Capitulo [2] Los ejemplos que entendi relativamente rapido son los que aparecen en
la primera seccién del Capitulo 2]

Después empecé a analizar el limite inverso de la funcién que aparece en el Ejemplo
Demostrar que el limite inverso de esa funcion es homeomorfo al continuo seno del
topdlogo fue una tarea muy dificil, me llevé mucho tiempo para demostrarlo.

El segundo ejemplo, que aparece en la segunda seccion del Capitulo [2] es la famosa
funcidn tienda. Estuve pensado durante mucho tiempo en cémo demostrar que el limite
inverso de esa funcién es homeomorfo al continuo de Knaster. Después de un buen tiempo
decidi dejarlo por que no me salia. Haces dos meses lo volvi a retomar y me encontré con el
articulo [2]], que demuestra este hecho. La prueba que se da en esta tesis sobre ese ejemplo
es parecida a la prueba que aparece en el articulo [2].

En el Capitulo |3| demostraremos un Teorema de Bing, el cual se encuentra enunciado
en el Teorema [3.27] Este teorema serd importante para demostrar el Teorema§.26] que es
uno los teoremas principales de esta tesis.

Cuando empecé a leer el articulo [S]], con el cual me guié para hacer la tesis, me
encontré en los preliminares ese Teorema de Bing. Considero que una de las partes mas
dificiles del articulo [S], fue entender la demostracién que Bing hace sobre el Teorema
8 en su articulo. Gracias a la motivacién de mi asesor pude entender la demostracién
de ese teorema. Pienso que explicar esa parte del preliminar del articulo [S] en esta tesis
hara que la lectura de la misma no sea tan oscura. Para avanzar con los siguientes capitulos
no es necesario entender la demostracion del Teorema de Bing, el lector puede saltarse
este capitulo y solo leer el enunciado del Teorema de Bing que sevird para demostrar el
Teorema [4.26]

Los capitulos ]y [5] son los principales de esta tesis.
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En el capitulo [ hay dos secciones. En la primera seccion demostramos el Teorema
parte de lo que nos dice el teorema es que con sélo tener una 6rbita densa de f y otra
condicion sencilla sobre la orbita, entonces / se puede descomponer en dos subintervalos
que se intersectan en un punto tal que f manda un intervalo al otro. A mi parecer esa
descomposicién es muy bonita.

En la segunda seccién, con ayuda del teorema anterior, demostramos el Teorema (4.26}
el cual nos dice que si f : I — [ es una funcién continua que tiene una Orbita densa,
entonces (/, f) contiene un subcontinuo indescomponible.

En el capitulo [5hay tres secciones. En la primera seccién mostramos el Teorema [5.23]
este teorema nos dice que si (/, f) es un continuo indescomponible y f cumple ciertas
condiciones, entonces [ tiene puntos periédicos cuyo periodo no es potencia de 2. En la
segunda seccion probaremos los Teoremas y los cuales nos muestra que cuando
la dindmica de f es interesante, entonces (/, f) contiene un subcontinuo indescomponible.
Finalmente en la dltima seccién daremos un ejemplo de una funcién continua f : I — I,
que cumple que (/, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero la dindmica de f
es muy sencilla.

Esto ha sido todo con respecto a la explicacion general de lo que trata cada capitulo de
esta tesis.

Antes de empezar de lleno con los siguientes capitulos enunciaremos un teorema cono-
cido en teoria de continuos, este teorema nos da distintas formas de ver a un continuo
indescomponible. El inciso i) del proximo teorema lo pueden consultar en el Ejercicio
6.19, pagina 97 de libro [7]. El inciso #ii) se encuentra en el Corolario 11.20, pagina 205
del libro [[7].

También daremos la definicion de funcion proyeccion y mencionaremos una propiedad
importante que cumple esta funcién. Estas dos herramientas serdn importantes para el
desarrollo de varios de los siguientes capitulos.

Sean x,y en X, decimos que X es irreducible entre x y y si no existe un subcontinuo
propio de X que tengaaxyay.

Teorema 1.1. Sea X un continuo, las siguientes condiciones son equivalentes

i) X es un continuo indescomponible.
i1) Todo subcontinuo propio de X tiene interior vacio.
iii) Existen tres elementos distintos de X tal que X es irreducible entre cualesquiera
par de ellos.

Definicion 1.2. Sea f : I — [ una funcién continua. Para cadan € NU {0} sea
7 - (I, f) — I la funcion dada por

Tn(T) = .

Esta funcién es conocida como la funcion proyeccion en la enésima entrada.
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En topologia se sabe que una funcién H que entra a un producto topoldgico es continua
si para cada proyeccion, la proyeccion compuesta con H es una funcion continua. Este
resultado se encuentra demostrado en el Teorema 19.6, pagina 117, del libro [1].

De lo anterior se sigue que una funcién H que entra a (I, f) es continua si para toda
n € NU{0}, m, o H es una funcion continua. Este resultado lo daremos por hecho y lo
usaremos en la tesis.

Lo que hemos dicho en la primera parte de esta introduccion, y este dltimo teorema y
definicién, son los preliminares generales que necesitamos para poder empezar a desarro-
llar los siguientes capitulos.

Las herramientas que nos ayudardn a demostrar los resultados principales de cada
capitulo, seran dadas en los respectivos capitulos. Muchas de esas herramientas son defini-
ciones y resultados conocidos en la teoria de continuos. Algunas de esas herramientas las
demostraremos y otras, debido a que se escapan del objetivo de esta tesis, s6lo daremos la
referencia del libro donde se encuentran demostradas.



Capitulo 2

Ejemplos de Limites Inversos para Funciones en el Arco

En este capitulo analizaremos el limite inverso de algunas funciones continuas,
f: 1 — Idonde I = [0,1], y en base a este anélisis daremos subespacios del plano a
los cuales son homeomorfos. Empezaremos con unos ejemplos sencillos e iremos dando
ejemplos mds complicados.

La métrica de (/, f) que usaremos para demostrar que los siguientes ejemplos de
limites inversos son homeomorfos a los subespacios del plano correspondiente, estd da-
da por

d(z,7) = ; Iz — v - ol
Donde 7,7 € (I, f) con -
T = (21,%2,23,....) Y U= (Y1, Y2, Y3, -..)-
2.1. Ejemplos sencillos de Limites Inversos

Ejemplo 2.1. Sea f : [ — I, dada por f(z) = ¢, donde c es una constante de /.

Este ejemplo es muy sencillo, pues si tomamos un T € (I, f), por la definicién de
limite inverso se debe cumplir que para cadan € N, f(z,.1) = x,, entonces para cada
n € N, z,, = ¢, si denotamos a ¢ = (¢, ¢,c, ....), entonces pasa que T = ¢ y por lo tanto
(L, f) = {e}.

Ejemplo 2.2. Sea f : I — I un homeomorfismo. Entonces (7, f) es homeomorfo a 1.

Para demostrar este hecho, observemos que si 7 € (I, f), debe pasar que para cada
n € N, f(zn11) = x,, si llamamos g, a la funcidn inversa de f, entonces x,.1 = g(z,),
se sigue que T es de la forma, T = (x, g(z), ¢*(x), ¢*(z), ...), donde x € I. Si definimos a
h:I— (I,f),como

h(z) = (z,9(z),9°(2), ¢*(x), ...)

por el andlisis anterior h es suprayectiva, y si x # y, entonces
(z,9(x), ¢*(x), *(x),...) # (v,9(v), *(y), 9*(v), ...), o que nos dice que h es inyectiva.
Ahora paracadan € N, ,,0h = g" oy, y tanto 7m; como g son continuas, entonces 7,, o h
es continua y por lo tanto h es continua, como I, (I, ) son continuos, entonces h es un
homeomorfismo.
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Ejemplo 2.3. Sea f : [ — I, dada por
2z, siz €|0,3],

fz) =

1, sizel}1].
entonces (/, f) es homeomorfo a /.

La grafica de f es la que se muestra en Figura 2.1

A

v

FIGURA 2.1.

Empecemos analizando a (1, f). Para cada n € N, definimos a

an:{EG(I,f):xngé}

y sea g la funcién inversa de la funcién

1
Floy {07 5] —[0,1],
entonces, si definimos a h, : [0, 1] — o, como

ha(z) = (f*7H(2), ors f(2), 7, 9(2), 6% (2), 6 (2), )

se puede probar que h,, es un homeomorfismo. Lo que nos dice que para cadan € N, o,
es homeomorfo a un arco. También se cumple lo siguiente.

i) Paracadan € N, a,, C a1

it) (I, f) = G a, U {1}, donde T = (1,1,1,...).

=n
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Ahora si tomamos n € N, y definimos a

_ 11 1 1
T = (171717"")\ 1 ,757?7?7?7 )7
se cumple que
_ 1 1
i=n+1

Esto nos dice que 1 € U Q.
=1
Este efecto es parecido al efecto que se produce con el 1 del intervalo [0, 1], donde
para cada n € N, hay intervalos A, anidados, de la forma A, = [0,a,| con a, < 1 tal

o0

que lim a, = 1. Aligual que pasacon 1,1 € U A,. Este andlisis nos ayuda a intuir que

n—o0
i=1
(I, f) podria ser homeomorfo a I, lo cual efectivame pasa y en seguida lo probaremos.
Definamos a h : (I, f) — I la funcién dada por

“x
_ i
i=1
Observemos que h(1) = 1. Para ver que h es inyectiva, tomemos T, % € (I, f), con T # 7,
sea n el minimo tal que x,, # y,, podemos suponer que z,, < y,, como f es creciente se
debe cumplir que x; < y; para ¢ > n, entonces

—Z< ) ¥
22 2
i=n+1 i=n+1
y como z, < Yy, Se cumple que
)

T > Y.

7 7
5 <2
=1 =1

por lo tanto h(Z) < h(7). Lo que nos dice que h es inyectiva.
Para ver que h es continua, tomemos T € (I, f)ye > 0. Seay € (I, f) tal que

d(Z,7) < €, entonces
oo
|z — yil
D~ <&
i=1

luego

_ _ = T - Yi - ’l’z—yz|
@) @I =Y 5 - D Gl <D T <
=1 =1 =1
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Esto nos dice que h es continua.

Como h(0) = 0y h(1) = 1, entonces por ser h continua y (I, f) conexo, se sigue
que h(I, f) = [0, 1]. Lo que tenemos es que h es una funcién biyectiva y continua, entre
continuos, por lo tanto i es un homeomorfismo.

2.2. Dos ejemplos complicados de limites inversos

En este apartado veremos dos funciones que son muy conocidas en la teoria de limites
inversos, pues siempre que se empieza a estudiar limites inversos estos son los primeros
ejemplos interesantes que se mencionan. La primera funcion es la que esta definida en el
ejemplo Siempre se dice que el limite inverso de esta funcion es homeomorfo a la
cerradura de la gréfica de la funcién sin(2), con 2 € (0, 1], 6 también llamada el seno del
topdlogo. Incluso hasta se dan argumentos geométricos para convencernos de tal hecho,
pero nunca se prueba formalmente.

La segunda funcidén, muy famosa en sistemas dindmicos, es la funcién tienda. Esta
funcidn, aunque parezca muy sencilla, resulta que el limite inverso es homeomorfo al con-
tinuo de Knaster. Al igual que la primera, de esta funcion se dice lo mismo, hay argumentos
geométricos que tratan de explicar el porqué el limite inverso podria ser homeomorfo al
continuo de Knaster. También hay pruebas formales que nos dicen que el limite inverso es
indescomponible y que sus subcontinuos propios son arcos. Lo dicho anteriormente sobre
estas funciones lo pueden consultar en las paginas 3-7 del libro [8].

Lo que nosotros haremos serd tratar de demostrar formalmente que el limite inver-
so de estas funciones son homeomorfos a los subcontinuos del plano correspondientes.
Empecemos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea f : I — I, dada por

2z, siz € [0, 3],

flx) =

S, sizel;1]

Entonces el limite inverso de f es homeomorfo al seno del topdlogo.

La grifica de f se muestra en la Figura[2.2]
Una representacion grafica del seno del toplogo se muestra en la Figura

Cuando a uno le dicen por primera vez que el limite inverso de f es homeomorfo al
seno del topdlogo, es dificil creerlo, pues es dificil imaginar una funcién continua que
asigne a cada sucesion de (I, f), un elemento del seno del topdlogo, y que ademads sea un
homeomorfismo. Después de que a uno le cuentan una idea geométrica de por qué podria
ser, uno se medio convence. Pero no quedas muy seguro. A continuacion daremos una
prueba formal de que el limite inverso de f y el seno del topélogo son homeomorfos.

Para demostrar este ejemplo empezaremos a construir algunas herramientas. Definire-
mos algunos subconjuntos de (/, f) que nos seran dtiles para construir el homeomorfismo.
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v

FIGURA 2.2.

FIGURA 2.3.

Seaoy ={Te(l,f):0<z <3},
paracadan > 1,seac, ={T € (I, f): 1 <z, < 3}
yK={ze(I,f):2;>3paratodaic N }.

Los siguientes incisos son observaciones con respecto a estos conjuntos.
i) Seani,j € N, coni # j. Entonces o; Nov; = &.

(o9}
i) (I, f) = KU Jo).
i=1
Para probar i), tomemos ¢ # j dos nimeros distintos en N, podemos suponer que
i < j.SiT € aj, entonces ; < z; < 1, por lo tanto 3 < x;_;. Como ¢ < j entonces
% < x;, lo que nos dice que T ¢ «;, esto prueba 7).
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Para ii). D, es por definicién de los conjuntos. Para la otra contencién tomemos T €
_ . . 1 o , .
I, f), supongamos que Z ¢ I, entonces existe i € N tal que z; < 3, seam = min{i €
:x; < 3}.Sim =1, entonces T € ay. Sim > 1, entonces 1 < z,,,_1, esto nos dice que
<z, < %, por lo tanto T € «,. Esto prueba ii).
Ahora definiremos unas funciones que van de los conjuntos o, al intervalo, que nos
ayudaran para construir el homeomorfismo buscado.

Sean hy : o — [O, %) la funcién dada por

,ph_xZA

hl (T) =T,
hy i ap — [5,5 + 1), la funcién dada por
1
ho (T) = X9 + Z,
n—1 1 n 1
ysin > 2, sean h, : a,, — 50 5), las funciones dadas por
=1 =1
n—2
1 1 T
hn ) = - - L .
(.T) e + on + 2n—2

Una cosa que debemos decir de esas funciones es que la imagen si cae en los contrado-
minios respectivos. Para n = 1 es claro, pues si T € «ay, x1 € |0, %) Paran > 1, se sigue
dequesiZ € a, + <z, < 1.

Observemos que si T € «,, para algin n € N, entonces = estd determinado por x,,.
Es decir que existe un dnico = € «,,, que tiene a x,, en su entrada n. Ademads, h,, es una
funcidén suprayectiva. De esto se sigue que para cada n > 1, h,, es una funcién biyectiva.

Recordando cuanto valen las sumas que hemos escrito anteriormente para definir a las
funciones h,,. Para cada n > 1, podemos escribir a las funciones h,, de la siguiente forma.

1 1
h,: a, = |[1———1——|,
2n—1 on

1 1 Tn
h,(x) =1— — .
y (:U) 2n72 + 2n + 2n72

oo
Con ayuda de las funciones h,,, definiremos una funcion, h : U a; — [0, 1), dada por
i=1
h(Z) = h,(T), SIT € ay
Se preguntardn en qué forma utilizaremos a la funcién h. La necesitaremos porque lo

que vamos a hacer serd ver que (1, f) es homeomeomorfo al continuo que se representa en
la Figura el cual es homeomorfo al seno del top6logo. Si analizamos con cuidado la
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Figura[2.4] veremos que las imdgenes de las funciones h,, corresponden con las intervalos
en los que dividimos al intervalo [0, 1], como se ve en la Figura[2.4]
A continuacion daremos una funcién del intervalo en el intervalo, cuya cerradura de

FIGURA 2.4.

su grafica sea la que aparece en la Figura[2.4]

Después de observar un buen rato a la Figura y hacer algunas cuentas deducimos
que la funcion que define a la Figura[2.4] estd dada a partir de las siguientes funciones que
describen a los pedazos de rectas que se ven en la Figura[2.4].

Sean > 1. Entonces g, : [1 — 21,1 — 37] — [0, 1] es la funcién dada por

() = 2" +2—2"  sinesimpar,
In\T) = —2"x +2" — 1, sinespar.

En base a las funciones g,,, definimos la funcién ¢ : [0,1) — [0, 1] dada por

. 1 1
A la cerradura de la grifica g le llamaremos .S. En lo que sigue construiremos las he-
rramientas necesarias para demostrar que (I, f) y S son homeomorfos.
Observemos que si T € K entonces paracadan > 1, f(x,11) = %—aan = x,, luego
Tn41 = 3 — x,. Lo que nos dice esto es que T = (z —x,T,...).

3 3 3
,§—$,ZE,§—ZE,$,§
Abhora si, estamos en condiciones para dar el homeomorfismo.
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Definamos a H : (I, f) — S, dada por:

(h(T), g o h(T)), meUan,
H(7) =
(1,2 — 2x), siTEK,dondefz(x,%—x,x,%—x,x,...).
Algo que nos servird para ver que H es continua, es saber quién es g o h(T), para
T € (I, f). Veamos quién es.
Si T € a4, entonces h(T) = x4, por lo tanto g o h(T) = 2z;.
Siz € o, conn > 1ynpar

1 1
go(h(@)) = =2"(1- i T 5+ 5 2)+2"—1 = 422122, 42" —1 = 2—2%1,,.
Sin es impar
1 1
go(h(Z)) = 2"(1— 5zt om +2 “)+2-2" =20 =224 14+ 2%, 422" = 2%, — 1.
En conclusion
21’1, SIT € aq,
g(h(z)) =<¢ 2—2%,, SiT € a,yn par,

22z, —1, siT € a,, n > 1y n impar.

Se puede saber mds a detalle quién es g(h(7)), paray € «,, con n > 1. Vamos a
analizarlo.
Recordemos que 7 es de la forma G = (Y1, Y2, s Yn—15 Yns Yns1s )5 donde <y, <

%, observemos que también se puede escribir como
y _ (y § — YL,y y Yn—-1 Yn—1 Yn—1 )
172 1, Y1y -y Yn—1, 9 ; 22 ) 23 y e )
~——
Yn
Esto pasa porque 3 L < y,_1. Entonces
3 9 3 3
f(Yn-1) = 9 Yn-1Y [~ (Yn-1) = 5 (5 ~ Yn-1) = Yn-1-
Sin — 1 es impar, y,_1 = y1, luego y, = 4, por lo tanto
_ Y1
gh(@) =2 - 2@)—2—%1
3_
Sin —1espar,y, 1 =2 — y1, luego y, = 25—, por lo tanto

g@@»:f(igm)—1:2é—yn—1:2—wy
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Finalmente, con esta informacién podemos describir a g o h de la siguiente manera.

2y17 Siyealu

2—2y;, SIY € ay, n>1.

Con lo cual la funcién H : (I, f) — S queda definida de la siguiente manera.

<$1,2$1), SIT € a1,
H(@) =< (h(T),2—2x1), SITE ay, conn > 1,
(1,2 — 2x), si 7€ K,dondeZ = (2,3 —z,2,% —z,2,...).

Ahora si, veamos que H es continua.

DEMOSTRACION. SeaT € (I, f) y seae > 0.

Lo haremos por casos, empezaremos con el siguiente caso.

Caso 1. Cuando T € K, entonces T = (2,3 —z,z,% —z,2,3 —z,2,..).

Caso 1.1. CuandoT € K y z € (3,1].

Sea m impar tal que 5~ < £. Sea d > 0, tal que Bs(z) N [0,1] C (3,1]. Sea
6 = min{5>, 2} Seay € (I, f) tal que d(Z,y) < 61, luego lz—m| yl‘ < 52, entonces
|z — y1| < &, lo que nos dice que y; € (%, 1], luego j ¢ av.

Siy € «, para algin n > 1, entonces g o h(y) = 2 — 2y;. Como d(Z,7) < % ymes
impar, entonces ‘”3%’”‘ < 59 2m , por lo tanto |z —y,,| < ¢. Lo que nos dice que y,, € (%, 1] ,
por lo tanto n > m. Como h(y) € [1 — 55,1 — 5-) tenemos que 1 — o= < h(7), luego
|h(y) — 1| < 3w < 5. De esto se sigue que

IH@) — H@)| = I(1,2 = 22) = (h(©),2 = 2y1)|| < 1 = h(@)| + [2 = 22 — (2 — 2u1)]
< 5420z — ).

Como d(T,7) < 3+, se sigue que “”;—y” < gmgz, por lo tanto 2|z — y1| < 5 < £.
Con lo cual se sigue que
I1H(T) — H@)|| <e

Sige K,y=(y,2 —v,y,2 —y,y,...) y como d(T,y) < 5775, entonces

I1H(7) = H@)l| = [I(1 = 1,2 = 22— (2= 2y))|| = 2[z —y[ < 2Lm <€

Caso 1.2 Cuandor € Ky x = %
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,...). Sea m par tal que 5; < 5. Seay € (I, f) tal que

Entonces T = (%, 1, %, 1,
d(7,7) < vz

Siy € o, para algin n € N, entonces como [1=ym| yml < 2,,1%, [ym — 1] < %, por lo tanto
Ym € ( 1]. Lo cual nos dice que m + 1 < n, entonces 1— 2%” < h(y), por lo tanto

€

1
1-h@)| < — < =
1=h@)| < 57 <3

|y1 lyi—3

ademds como < QW%, entonces 2|y; — % < 2Lm < 5. Con esto tenemos que

_ _ _ 1 € 1 €
H() ~ H@) < 1~ @]+ |2 - 2(35) — (2= 2m)| < S +2ln — 5 < 5+ 5 =
Siy € K, entonces H(y) = (1,2 — 2y1), luego || H(Z) — H@)|| =2|y1 — 3| < e

Caso 2. Cuando 7 € U oy,
i=1
Caso 2.1 Cuando T € o;.
Entonces z; € [0, 3). Sea § > 0 tal que Bs(x1) N [0,1) C [0, 3), entonces si

o1 = min{5g;, 21, tenemos que si d(T,y) < &; entonces 1w yl' < 3, luego y; € [0,3),

entonces H () = (y1, 2y1), por lo tanto
1H (@) — H@)| = l(y1 — 1, 2(z1 — y2))[| < 3|z — wal.

Como M < 3Gy — 11| < ¢, porlo tanto |H(Z) — H(y)| < e.

Caso 2 2. Cuando 7 € «, para algiin n > 1.

Sabemos que g es continua en /(7). Sea d; > 0, con 6; < &, tal que si z € Bs, (h(T))
entonces |g(z) — g(h(T))| < 5.

Casos 2.2. 1 Cuando E € ao.

Entonces + < 5 < 1. Sea 52 > 0 tal que By, (x2) C (

|$2 y2|

Sea § = min{%, %}. Si

8’2) 239 922

d(y,T) <9, entonces luego |zrs — yo| < d2, entonces ¥ € ay U aia.

Siy € as, entonces

22’

1 1

h(5) — h(@)| = I+ § — (o2 + Dl = o — ]

Como ‘yg 2l < %1, entonces |z5 — 2| < &1 < &, por lo tanto |A(Z) — h(Y)| < § y ademds

l9(h(z)) = g(h())] = |2 = 221 — (2 = 2p1)| = 2|21 — -

Como @ < %, por lo tanto |g(h(Z)) — g(h(7))| < & < %. Con lo cual tenemos que

I1H(T) — H()|| <e.
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Siy € aq, entonces

1 1 ) 1
\h(7) — MT)| = |yr — (22 + 4_1>| <|y1— 21|+ |2y — (22 + 1)| < 51 + [229 — (22 + Z)|
1) 1 1) 1) 1)
y 5 tle =gl <Gl <o+ =0

Con lo cual tenemos que |h(y) — h(T)| < 61 < §, y usando la continuidad de g tenemos
que |g(h(y)) — 9(h(Z))| < 5, porlo tanto || H(z) — H(y)|| < e.

Caso 2.2.2. Cuando T € o, para algin n > 3.

Entonces 1 < z,, < 1. Sea 6, tal que By, (z,,) C (£,1). Sea§ = min{$2, &%}, entonces

sid(Z,7y) < 0, |x"2+y”| < g—i, luego |z, — yn| < d2, porlo tanto 7 € av, U a1
Si y € Qp_1.
Entonces

h(y) =
(y) p 2 + gn—1 n—3
n—2
1 1 Tn
h T) = - -
y (:E) — 2 + i + 2n72
Recordemos que
n—2 n—1
1 1
h(y — —
) € [ 5 2z> ;
=1 =1
entonces
n—1 n—3 n—2 n—1
1 1 1 ynfl 1 T 1
h y) — h T — - — - - - - -
=1 =1 =1 =1
Yn—1 1 1 Tn, Yn—1 1 1 Tn,
= — - _ -9 — i
21173 27172 omn 27172 2n72 27171 + on 27172
B UYn 1 1 Tn
- 2n—3 2n—1 + n 2n—2
esta ultima igualdad es porque 2y,, = ¥, 1.
Hasta ahora llevamos lo siguiente
1(@) = W@)| = 2| g — o |+ [ — 53] = i [un — |+ s [ — ]

2 1 22 1| _ 4 1 1
< g5 [Yn — 3| + 5 |70 — 3| = (o — 1]+ [ve — 2D
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Recordemos que =7 € o, YU € av—1, luego vy, < % y i < z,, entonces

| | oy L
Tn = Yn| = |Tn — n — —| -
Y A Ty
Por lo tanto
2 ra ’mn - yn‘ 51

Finalmente tenemos que |h(7) —h(Z)| < 61 < §y porla d; de la continuidad de g en h(7)
tenemos que |g(h(Z)) — g(h(¥))| < 5. Porlo tanto || H(Z) — H(y)| < e.
Siy € a,, entonces recordando la definicion de h, tenemos que
n -~ Jn n - Jn 5
Tn = Yn| _ g2l = 4l <2 o5 < S

h(@) - h(7)| = | ] > i <0<y

y siguiendo un argumento anélogo al anterior, llegamos a que || H(Z) — H(y)|| < €. Esto
termina todos los casos, ya podemos decir que H es continua en (7, f).

Observemos que / es una funcién biyectiva, al igual que p : [1,1] — [0,1], donde
p(z) = 2 — 2z. De esto se sigue que H es una funcion biyectiva.

Tenemos que H es una funcién biyectiva y continua y tanto el dominio como el con-
tradominio son continuos, con lo cual podemos concluir que H es un homeomorfismo. [J]

Ejemplo 2.5. Sea f la funcién dada por

2z, siz € (0,3],

fx) =

2—2z, size (3,1

Veremos que (1, f) es homeomorfo al continuo de Knaster.

Este ejemplo estd basado en las paginas 72-75 del Articulo [2].

La funcién f es conocida como la funcion tienda, ya que su gréfica es parecida a una
tienda de acampar, como se muestra en la Figura

El continuo de Knaster es muy conocido entre los continuélogos, pues siempre que
se habla de continuos indescomponibles el primero que se menciona es el continuo de
Knaster. Una representacién grafica del continuo de Knaster se muestra en la Figura 2.6
Para una descripcion mas detallada del continuo de Knaster, pueden ver las paginas 204 y
205 del libro [4].

A continuacion construiremos algunas herramientas que nos servirdn para probar que
(I, f) y el continuo de Knaster son homeomorfos. Para empezar analizaremos c6mo se
comportan los puntos del limite inverso, con el fin de verlo de una forma mas adecuada,
que nos ayudard a poder dar el homeomorfismo.
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A

FIGURA 2.5. Grafica de la funcién tienda.

FIGURA 2.6.

Seaw € (I, f),T = (21, %2, 23, ...) cumple que f(z;41) = x; paratodai € N, entonces
Si Tit1 S [0, %],

Li
f(xi—l—l) = 21’2‘+1 = Xy, luego Tiv1 = 5

Stz € [%, 1],
T

f(-ri—i-l) =2—- 2.Ti+1 = x;, entonces Tiy1 = 1— E

Si definimos a fo : I — [0,3] ya fi : I — [1,1] las funciones dadas por
s xXr

fo(x) = 9 y filz)=1- bR
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entonces T se puede ver de la siguiente forma,

T = (xafal(x)7fa2 © fa1<x>’ "'7fan o fan71 -0 fal(x)v )7

donde @ = (ay,as,as,...) cona € {0,1}N y x € [0, 1], que inductivamente la podemos
definir como:

rT =2,

suponiendo definida x,,, T,11 = fa, ().

Inversamente si T estd definida de esa forma, veremos que T € ([, f). Sean € N,
por definicién x,,41 = f,,(2,). Si a, = 0, entonces z,41 = %, luego f(zn41) = . Si
an = 1, entonces z,41 = 1 — &=, luego f(2n41) =2 —2(1 — %) = 2, luego T € (I, f).

Con este andlisis, podemos escribir a (I, f) de la siguiente forma

L f)={zecl0,1]N:21=2y 2,01 = fu,(2,), donde@ € {0,1}Vyz € I}.

Recordemos que el conjunto de Cantor es homeomorfo al espacio {0, 1}. En lo que
sigue usaremos al conjunto de Cantor como {0, 1}.

A partir de lo dicho en los dos ultimos parrafos, podemos definir una funcién natural
h:{0,1}N x [0,1] — (I, f), dada por

h(aa t) = (ta fa1<t)7fa2 ° fal(t)a -":fan © fan_1 ©:::0 fa1(t)> )7

observemos que por la descripcion anterior de (7, f), h resulta suprayectiva.

Observemos ademds que si @, b € {0,1}"y d(@,b) < 5, entonces a; = b;, para toda
i€{l,2,...,n}ycomoparatodan € N, f, of, . ---of, escontinua, sesigue que 7, oh
es continua para toda n € N, con lo cual concluimos que /h es continua y suprayectiva.

Si definimos una relacién de equivalencia en {0, 1} x [0, 1], dada por
(a,t) ~ (b,r) siysélosih(a,t) = hb,r),
por el Teorema 3.21 en [7]] pag. 44, se tiene que
A={[@0)]: (@t) e {0,1}" x[0,1]}

con la topologia cociente, es homeomorfo a (I, f).
Observemos que si (b,7) € [(@,t)], entonces por la definicién de h, debe pasar que
t = r. Asf que que cada vez que tomemos un elemento de [(@, t)], serd de la forma (b, t).
Las siguientes dos observaciones nos ayudardn a ver como es el espacio cociente.

Observacién 2.6. Supongamos que h(a,t) = h(b,t) = (21, 23, 23, ...), y sead € N tal que
a; # b;. Entonces z; = 1.

DEMOSTRACION. Si a; # b;, como h(a,t) = h(b,t), entonces ziy1 = fa,(2)

fv,(2i), luego % =1- %, por lo tanto z; = 1. ]
Observacién 2.7. Sean @,b € {0,1}" y supongamos que (b,t) € [(@,t)] con @ # b.

Entonces existe un tnico i € N, tal que a; # b;, que cumple lo siguiente:
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i) Sii =1, entoncest = 1.
i1) Sii=2,entoncest =0ya; =b; = 1.
i11) Sii > 2,entoncest =0,a;_1 =b,_1 =1ysij<i—1,a;=>;=0.

DEMOSTRACION. Como (b,t) € [(@, )], entonces h(a,t) = h(b, t) = (21, 22, 23, -..).
Si existieran j,7 € N, con j < 1, tal que a; # b; y a; # b;, entonces por la observacion
anterior z; = z; = 1, pero como Z € (I, f), entonces f(z;) = z;_1 = 0y por lo tanto
z; = 0, contradiciendo que z; = 1. Por lo tanto sélo existe un ¢ € N, tal que a; # b;.

Si¢ =1, entonces z; = 1y por la definicién de h, 2y =t = 1.

Sii = 2, entonces zo = 1y porlotanto z; = ¢t = 0. Como f, : I — [0,5],
BT = 5Ly o (21) = fuy (1) = i, (0) = fuy (0) = 1, luego by = ay = 1.

Siz > 2, entonces z; = 1, luego z; 1 = 0 = z; = t. Como

foic1(zic1) = fai 1 (zic1) = fo,,(0) = fa,_,(0) = 1,
entonces b;_; = a;_1 = 1. Sij <i—1, fy,(2;) = fa;(2;) = 0, luego b; = a; = 0. O

La siguiente proposiciéon nos dice como son las clases de equivalencia, lo cual nos
ayuda a entender al espacio cociente.

Proposicion 2.8. Seaa € {0,1} yt € [0, 1]. Entonces las clases de equivalencia son de
la siguiente forma.

Z) [( )] {<au )7((1_(117@2’@37"')71)}

i7) [(6

iii) [(0,0)]2 (0.0))

Z"U) [((17&17a2>a37 )7())] = {((1,@ a2aa'37"')> )7(( ’1 al>a2>a37-'-) 0)}

U) [((0717a17a2>a37 )70 ] = {((0 1,a1,a2,a3,.. )7 )7(( ) 7 a17a27a/37"')70)}
vi) [((0,0,1, aq,a9,as,...),0)] = {((0,0,1, a4, as, ...), 0), ((0,0, 1,1—ay,as,..),0)}

(3] 0,0,...,0,1,aq,as,as,...),0)| =1{((0,0,...,0,1, a1, as, as, ...), 0),
) [(( 1, a2, as, -.), 0)] = {(( 1,02, s, -..), 0)

n ceros n ceros

((0,0, ...,0, 1, 1-— ai,as, as, ),O)}

DEMOSTRACION. Para el insicio i), observemos que

1

(D f(1) = fo(1) = 3
lo cual nos da la contencion 2. La contencion C se _sigue de la Observ_aci(’)n

Para el inciso ¢7). Si suponemos que existe un (b,¢) € [(a,t)] con b # @, entonces por

la Observacion se tiene que si h(a,t) = Z, entonces existe i € N, tal que z; = 1,

luego z; = 0 6 z; = 1, lo cual no pasa pues por definiciéon de h, z; = ¢, por lo tanto
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(@ t)] ={(@)}.

El iniciso ii7) se sigue de la Observacion [2.6|y de que 1(0,0) = 0.

La contencién C de los siguientes incisos se sigue de la Observacién 2.7)y la con-
tencion O se sigue de la ecuacion (1) y de que se cumple que f;(0) = 1.

La Figura[2.7|nos da una idea de como se ven estas relaciones.

0
T T A T S SR T T S R S =
- - - ~ T > >< > - Sel S ~T o
- - -~ -~ P AN A O ~ SelS ~ ~
7 - e r’e .’ 7 7 N X ~ ~ SN ~ ~
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;s s s s . s NN N N SN N
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A Sy S Y WA NN N
/7 Sy N Y N AU W W
VA A Sl I N WA A U WY
A Lo U T S W WY
A [ R U T P W W
A [ B R S [
Lo o bl S T
I
L
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\0S / / 1 { I I I I
N_NV_ s \ \ \ \ / / / /
\ \ \ \ / / / /
NN NN s s,
N \\\ N

FIGURA 2.7. Representacion del espacio cociente {0, 1}/ ~

El espacio que se ve en el dibujo representa al conjunto de Cantor producto con el
intervalo [0, 1], la capa de arriba son los puntos de la forma (@, 1), los de la capa de abajo
son de la forma (@, 0), los arcos que unen a ciertos pares de puntos indican que esos puntos
estan relacionados o que se pueden pegar.

Con ayuda del Teorema 3.21 del libro [7] p4dg. 44 se puede probar que ese espacio
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cociente es homeomorfo al continuo de Knaster. Ya no probaré este ultimo resultado, pero
espero que los argumentos que he dado hayan sido suficientes para que el el lector quede
convencido de que el limite inverso de la funcién tienda y el continuo de Knaster son
homemorfos.






Capitulo 3

Un Teorema de Bing

Este capitulo tiene como objetivo demostrar el Teorema |[3.27] el cual se encuentra de-
sarrollado en las paginas 657-659 del articulo [6], cuyo autor es R.H.Bing. Este teorema
lo necesitaremos para demostrar el resultado principal del capitulo

Empezaremos enunciando algunas definiciones y resultados sobre continuos encade-
nables, los cuales nos serdn utiles para demostrar los lemas necesarios para el teorema
principal.

3.1. Definiciones y algunos resultados sobre continuos encadenables

En esta seccidn enunciaremos algunas definiciones y resultados sobre continuos enca-
denables, los cuales se pueden encontrar en los capitulo XII del libro [7]. También enun-
ciaremos otras definiciones y resultados sobre teoria de continuos que nos seran ttiles para
demostrar los lemas de la proxima seccion. Los resultados de esta seccion los usaremos
sin demostrarlos, esperando que el lector pueda consultarlos en la bibliografia correspon-
diente.

Definicion 3.1. Sea X un continuo y sean P, () subconjuntos de X. Decimos que P, @
estan mutuamente separados en X, si.

i) P, @ son subconjuntos no vacios,

i) PNQ=9yQNP=a.
Si ademds se cumple que P U () = X decimos que P y () separan a X y lo denotamos
como X = P|Q.

Definicion 3.2. Un continuo X es llamado triodo, si hay un subcontinuo Z de X tal que
X \ Z es launién de tres conjuntos no vacios, tal que cada par de ellos estin mutuamente
separados en X.

Definicion 3.3. Un continuo X se dice que es la suma esencial de subcontinuos X; con
1 <% < n,yloescribimos como X = X; @ Xy ® X3&® - B X, sl pasa que

X=X vy
i=1
i) X & | ) Xiparak = 1,2, ... n.

itk
25
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Definicion 3.4. Un continuo X es llamado triodo débil, si existen X1, X5 y X3 subconti-
nuos de X tales que

Z) X:Xl@XQ@ng
3

i) () X: # 2.
=1

Definicion 3.5. Un continuo X es unicoherente, si para todo A, B subcontinuos de X tal
que X = AU B, entonces A N B es conexo.

El siguiente teorema, que se encuentra en la pagina 209 de [7], nos dice como se
relaciona un triodo débil con un triodo.

Teorema 3.6. Supongamos que X es un continuo unicoherente, entonces X es un triodo
si y solo si X es un triodo débil.

A continuacion daremos la definicion de continuo encadenable y algunos propiedades
sobre ellos.

Definicion 3.7. Un cadena de un continuo X, es una familia finita de conjuntos abiertos
de X,C ={Uy,U,,Us,...,U,}, tal que

UNU; # @siysodlosili —j| < 1.

Sea med(C) = mdx{didmetro(U;) : 1 < i < n}.

Si C es una cadena de X y med(C) < ¢, decimos que C es una e-cadena.

Si para todo € > 0 existe una e-cadena de X que cubre a X, diremos que X es un
continuo encadenable.

A principios del capitulo XII del libro [7], se habla de continuos Arc-like, mas ade-
lante después de desarollar un poco de teoria, se demuestra que los continuos Arc-like
y los continuos encadenables son lo mismo. Este resultado se encuentra en el Teorema
12.11, pagina 235 del libro [7]. Yo daré por hecho este resultado, con base en ello, uti-
lizaré las siguientes propiedades que cumplen los continuos encadenables, las cuales se
pueden consultar en las paginas 230-232 del libro [7].

Teorema 3.8. Algunas propiedades de los continuos encadenables.

i) Todo subcontinuo no degenerado de un continuo encadenable es un continuo en-
cadenable.
i1) Todo continuo encadenable es hereditariamente unicoherente.
i1i) Todo continuo encadenable no contiene triodos y, por el Teorema no contiene
triodos débiles.

A continuacion enunciaremos los tres teoremas de golpes en la frontera, y un coro-
lario que se deduce apartir de estos teoremas. Estos resultados los pueden consultar en la
paginas 73-75 de [7].
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Para hablar de los teoremas de golpes en la frontera, necesitamos recordar la definicion
de componente.

Definicion 3.9. Sea X un espacio topoldgico. Una componente de X es un subconjunto
conexo maximal de X. Si p € X, entonces C), estd definida como

C’p:U{A C X :pe Ay Aesconexo}.
C, es la componente de X que contiene a p.

Observemos que como la cerradura de un conexo es un conexo, entonces las compo-
nentes son subconjuntos cerrados de X. También podemos observar que todo conjunto
conexo de X estd contenido en una componente y que las componentes forman una parti-
cién en X.

Abhora si, podemos empezar a enunciar los teoremas de golpes en la frontera.

Teorema 3.10 (Primer Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
U # @ un subconjunto abierto y propio de X. Si K es una componente de U, entonces

KNFrU) # o
o equivalentemente, como K C U y U es abierto, entonces
KN (X\U) # 2.

Teorema 3.11 (Segundo Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
E # & un subconjunto propio de X. Si K es una componente de F, entonces

KNFr(E)# o
o equivalentemente, como K C E, entonces
KNX\E+#02.

Teorema 3.12 (Tercer Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
E # & un subconjunto propio de X. Si K es una componente de E, entonces se cumple
lo siguiente.

Si E es abierto, entonces

KN(X\E)+#@, esdecir K\ E # @.

Si E es cerrado, entonces

KN(X\E)+#o.

Corolario 3.13. Sea X un continuo, sea A un subcontinuo propio de X. Si K es una
componente de X \ A, entonces K U A es un continuo.
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3.2. Algunos Lemas y Teoremas previos al Teorema Principal

En esta seccion demostraremos algunos lemas y teoremas que nos ayudardn a de-
mostrar el teorema principal. Los resultados de esta seccion estdn motivados por los lemas
que aparecen en la pigina 657 del articulo [6]. Empezamos con el siguiente lema.

Lema 3.14. Sea X un continuo encadenable, sea { X,: @ € R} una familia arbitraria de

subcontinuos de X. Supongamos que ﬂ X, # 9, entonces ﬂ X, es un continuo.
aER aER

DEMOSTRACION. Sabemos que Y = ﬂ X, es un espacio compacto y métrico, pues

acR
es una interseccion de cerrados y es un subespacio de un métrico. Sélo falta ver que es

conexo. Veamos que Y es un conexo, supongamos que no, como Y es cerrado, entonces
existen A, B subconjuntos cerrados de X tales que
i) A+ 2,B# 2,
i) AUB = () Xay
a€ER
iti) ANB = @.
Como Ay B son cerrados y X es métrico, existen U, V' abiertos de X tales que
i) ACU,BCVy
i) UNV =w@.
Entonces
AUB= (X, CUUY,
aER
por lo tanto
(X\U)N(X\V)C [ X\ X
acER
Como (X \ U) N (X \ V) es cerrado, entonces es compacto, luego existe una cantidad
finita de elementos de R, {1, as, as, ..., a,} C R, tal que

(XA N(X\V) € XN\ X,
=1
se sigue que

ﬁXa,- - UUM
i=1

n
de donde se sigue que ﬂ X, es disconexo, lo cual es una contradiccion pues como X es
=1

encadenable, X es herditariamente unicoherente.
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Por lo tanto Y es conexo y entonces es un continuo. 0

El siguiente lema nos dice cudl es el mdximo de componentes que puede tener un
continuo encadenable cuando le quitan un subcontinuo.

Lema 3.15. Sea X un continuo encadenable y sea H un subcontinuo de X. Entonces
X \ H tiene a lo mds 2 componentes.

DEMOSTRACION. Si X \ H tiene al menos 3 componentes, digamos C, Cy y C3, por
el Corolario [3.13] H U Cy, H U Cy y H U (s son subcontinuos, si definimos a ¥ como
Y = HUC; UC>UCS, entonces por ser las componentes una particién de X \ H, se tiene
que

Y=(HUGC)s (HUC) s (HUC),

que es un triodo débil de X, lo cual es una contradiccion al Teorema pues X es un
continuo encadenable. Por lo tanto X tiene a lo mas 2 componentes. U

La siguiente observacion nos ayudard a demostrar el proximo lema.

Observacion 3.16. Sea X un continuo y H un subconjunto cerrado de X. Si C' es com-
ponente de X \ H, entonces C' C C'U H.

DEMOSTRACION. Seax € C. Siz € X \ H, entonces para todo abierto U de X tal
quex € U,setieneque U N (X \ H)NC # &, luego x € o\ y por ser C' un cerrado
en X \ H, tenemos que C' = ™ Porlo tanto z € C. O

El siguiente lema nos dice cudl es el maximo de componentes que puede tener un
continuo encadenable cuando le quitamos dos subcontinuos ajenos.

Lema 3.17. Sean X un continuo encadenable y H, K subcontinuos ajenos de X . Entonces
X \ (H U K) tiene a lo mds 3 componentes.

DEMOSTRACION. Si X \ (H U K) tiene 4 componentes C', Cy, C5 'y Cy, por el Teo-
rema[3.12] la cerradura de las componentes intersectan a H U K.

Si la cerradura de tres de esas componentes intersectan a un subcontinuo, digamos
C1,Cy, Cs intersectan a H, entonces por la observacién anterior y por cumplir que las
componentes son una particién, se tendria que H U C; U Cs U C; es un triodo débil de
X, lo cual contradice que X sea encadenable. Debe pasar que la cerradura de dos com-
ponentes solo intersectan a H y la cerradura de las otras dos sélo intersecten a K, de esto
obtendriamos una disconexion para X, que es una contradiccion, pues X es un continuo.
Entonces X \ (H U K) no tiene 4 componentes.

Si tuviese por lo menos 5 componentes, debe pasar que la cerradura de 3 componentes
intersecten a [ o a K, de lo cual obtendriamos otra vez un triodo débil, por lo tanto
X \ (H U K) tiene a lo méas 3 componentes. O
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El siguiente lema nos dice que un continuo encadenable no puede tener curvas cerradas
simples.

Lema 3.18. Sean X un continuo encadenable, sean H,, H, y H3 subcontinuos de X, tales
que cada par de ellos se intersectan. Entonces uno de ellos es subconjunto de la unién de
los otros dos.

DEMOSTRACION. Observemos que H; U H, es un continuo, pues H; N Hy # @'y
también H3N(H,UH,) es un continuo, por ser X hereditariamente unicoherente. Entonces
debe pasar que

(HsNHy) N (Hs N Hy) # 2.
Si no pasara, H3 N (H; U H,) seria disconexo. Por lo tanto H; N Hy N Hy # O.

Si la conclusién del lema no pasara, como HyNHyNH; # @ tendriamos que H; U HyU
Hj seria un triodo débil, que es una contradiccién pues X es un continuo encadenable. [

Antes de seguir con el siguiente lema, serd necesario mencionar la siguiente definicion.

Definicion 3.19. Sea X un continuo, sean A, B y C, subconjuntos ajenos de X, decimos
que A separaa By C en X, si existen Py (), subconjuntos de X tales que

i) BCP,CCQy

i1) X \ A= P|Q. Donde P|(Q es una separacién de X \ A.

El siguiente lema nos dice que en los continuos encadenables se cumple que, siempre
que tengamos 3 subcontinuos ajenos con interior no vacio, uno de ellos separa a los otros
dos.

Lema 3.20. Sea X un continuo encadenable, sean H,, H, y H3 subcontinuos de X que
tienen interior no vacio y ajenos por pares. Entonces existe i € {1, 2, 3}, tal que H; separa
a los otros dos en X, por medio de dos componentes conexas de X \ H;.

DEMOSTRACION. Por el lema[3.15] para cadai € {1,2,3}, X \ H; tiene a lo mds dos
componentes. Si la conclusion del lema no pasa, entonces se cumple lo siguiente.

i) Hy U Hj esta contenido en una componente de X \ H; que llamaremos Cj 3,

i1) Hy U H, estd contenido en una componente de X \ Hj que llamaremos C' 'y

i11) Hs U H, estd contenido en una componente de X \ H; que llamaremos C 3.

Sea A = Cy3NC12NCY 9, como Hy C mﬂm y por el Teorema H, ﬂ@ =+
. Entonces H; N A # &. Por lo tanto A U H; es un continuo.

Andlogamente HyNC 3 # @y HsNC\ o # O, entonces AN Hy # @y AN Hs # @,
por lo tanto AU Hy y A U H3 son continuos.

Observemos también que ANH; C Fr(H;) paracadai € {1,2,3}. Probemos estd ob-
servacién. Parai = 1,seax € AN Hy, siz € int(Hy) comox € A, x € @, entonces
int(Hy) N Cs4 # @, 1o cual no pasa pues C5, C C'\ Hy, por lo tanto x € F'r(H;). Los
demas casos son andlogos.
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Recordemos que los conjuntos H; s son ajenos y tienen interior no vacio, entonces
usando la Observacion [3.16] tenemos que:

i) AUH, € AU H, U Hj
i) AUHy, ¢ AUH, UHj;
iii) AUHs € AU Hy U Hy

y como A # &, entonces AU H; U HyU Hj es un triodo débil en X, lo cual no puede pasar,
pues X es un continuo encadenable. Por lo tanto existe i € {1, 2, 3} tal que H; separa a los
otros dos, H; y Hy, por medio de las dos componentes de X \ H,;. U

Gracias a la siguiente observacion, podemos decir que las componentes del lema ante-
rior que separan a [{; y a H}, son abiertas.

Observacion 3.21. Sea X un continuo y H un subconjunto cerrado de X. Si X \ H tiene
una cantidad finita de componentes, esas componentes son abiertas en X.

DEMOSTRACION. Sean C,Cy, ..., C, las componentes de X \ H, sea z € C; con
i €{1,2,3,...,n}. Como las componentes son cerradas en X \ H, existe un U abierto de
X,conz € U,talque UN (X \ H)NC; = @ para j # i, entonces U N (X \ H) C C,,
UN(X \ H)esabiertoyz € UN (X \ H). Por lo tanto C; es abierto en X. O

La siguiente observacién y el siguiente lema nos ayudardn a probar el proximo teore-
ma, el cual serd importante para probar el teorema principal.

Observacion 3.22. Sea X un continuo encadenable, sean H; y Hy subci)ntinuos ajenos
de X. Entonces existe una componente C' de X \ (H; U Hy) tal que C N Hy # @'y
CNH,#@.

DEMOSTRACION. Por el Lema[3.17] X \ (H; U Hs) tiene a lo méds 3 componentes,
por el Teorema [3.12] la cerradura de cada componente intersecta a H; U Ho.

Si la cerradura de cada componente sélo intersecta a H;, 6 sélo intersecta a Ho,
entonces por haber una cantidad finita de componentes X seria disconexo, que es una

contradiccion pues X es un continuo. Por lo tanto la cerradura de una componente de
X\ (Hy U H,) intersectaa H; y a Ho. O

Lema 3.23. Supongamos que X es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacio, sea C' un conexo y abierto de X. Entonces existen
K, Ky y K35 subcontinuos de X tales que

i) C = K, UK,UKj.
i1) Paracada ¢ € {1,2,3} existen ; € int(K;) tal que z; ¢ (K; U K,)coni,jys
distintos.
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DEMOSTRACION. Observemos que C' es un subcontinuo de X que tiene interior no
vacio, se sigue C' es un continuo descomponible, luego existen K; y B subcontinuos pro-
pios de (' tales que

6:K1UB,

entonces existe y; € K7 \ B, como B es cerrado, existe § > 0 tal que B;s(y;) N B = &, se
sigue que Bs(y1) N C' C K;. Ademds como y; € C, Bs(y1) N C # &, tenemos que existe
x1 € int(K7).

Como C es un subcontinuo de X y X es un continuo encadenable, entonces C esun
continuo encadenable y le podemos aplicar el Lema por lo tanto C'\ K tiene a lo
mads 2 componentes.

Si C'\ K, tiene dos componentes K, y K3, por la Observacién Ky y K3 son
abiertos en C. Como Ko #+ &, existe yo € Ko, por ser K5 abierto en C, existe § > 0 tal
que

Bs(y2) N C C Ky,

Como y, € C, Bs(y2) NC # @. Ademds Bs(y,) NC C K, entonces existe x5 € int(K>)
y por la Observacién Ty ¢ K, U K3. Andlogamente existe 73 € int(K3) tal que
13 ¢ K, UK,. Ademds se cumple que C' = K, U Ky, U K3y como z; € int(K)), se sigue
que 71 ¢ C \ K1, luego z; ¢ K, U K3 que es lo que nos pide el lema.

Si C'\ K tiene una sola componente, entonces C' \ K; es conexo. Recordemos que
C = K, U B, ambos subcontinuos propios de C, con lo cual tenemos que existe un
x € B\ Kj, por ser K; cerrado, existe 6 > 0 tal que Bs(z) N K; = &, pero x € C,
entonces Bs(z) N C # @y Bs(x) N C C C'\ K, esto nos dice que C' \ K| tiene interior
no vacio.

Como C'\ K] tiene interior no vacio, C'\ K; es un continuo descomponible, luego

existen K, K3 subcontinuos propios de C'\ K tales que

C\ K, = K, UK3.

Entonces existe yo € K5 \ K3, por ser K3 cerrado, existe § > 0 tal que Bs(y2) N K3 = .

Como y, € C'\ K1, Bs(y2) N (C'\ K,) # @. Seaxy € Bs(y2) N (C'\ K), sea e > 0 tal
que B.(z3) C Bs(y2) y Be(z2) N K| = @, tenemos que

BE<I2) N C Q C \ Kl.
Como B.(x2) C Bs(y2) y Bs(y2) N K3 = & se sigue que
Be(ﬂfg) nc Q Kg.

Como x5 € C, tenemos que B, (25)NC # @. Sea z, € B.(x,)NC. Entonces z, € int(K>)
y 2o ¢ K; U Kj. Andlogamente existe z3 € int(K3) tal que 23 ¢ K; U K,. Ademds se
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cumple que C' = K; U Ky U K3y como z; € int(K;) tenemos que z; ¢ C \ K, por lo
tanto z; ¢ K5 U K3, y esto termina el lema. ]

El siguiente Teorema nos da algunas condiciones para determinar cuando dos conti-
nuos ajenos pueden ser separados en X.

Teorema 3.24. Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacio y sean Hy, Hy subcontinuos ajenos de X con interior no
vacio. Entonces hay un subcontinuo de X con interior no vacio que separa a Hy y a Ho
en X.

DEMOSTRACION. Por la Observaci6n|3.22} existe una componente C'de X'\ (H,UH>)
talque CN H, # @y C'N Hy # @. Como C' es un abierto conexo, entonces por el Lema
existen K, Ko, K3 subcontinuos de X tales que

Z) U:K1UK2UK3Y
i1) para cada i € {1,2,3} existen z; € int(K;) tal que x; ¢ (K; U K) coni,7,s
distintos.

Siexiste i € {1, 2, 3} tal que K no intersecta a H;U H,, supongamos que es /5. Como
C C C\ H, C C,entonces C'\ H, es conexo. Ademds K, C C\ H,y (C\ H\)NH, # @,
entonces (C'\ H;) U Hy es un conexoy Ko U Hy C (C'\ Hy) U Hs. Por lo tanto H; no
puede separar a Ky de Hs. Siguiendo un argumento similar obtenemos que /{5 no puede
separar a Ky de H;. Como los tres continuos son ajenos y tienen interior no vacio, por el
Lema uno de ellos debe separar a los otros dos, por lo tanto K5 separa a H; de Hy
en X, que es lo que buscabamos.

Si para cada i € {1,2,3}, K; N (H; U Hy) # @. Como son 3 subcontinuos, dos de
ellos debe intersectar a alguno, podemos suponer que K y K5 intersectan a H;. Observe-
mos que K3 no puede intersectar a H;, ya que como fueron tomados los conjuntos K
se formaria un triodo débil, por lo tanto K5 sélo intersecta a H,. Ademds K3 debe inter-
sectar a K| 0 a K, de lo contrario habria una disconexién. Supongamos entonces que K3
intersecta a K.

Lo dicho anteriormente se puede representar en la Figura|3.1

De este analisis obtenemos los siguientes continuos:

i) Ay = HHUK,U K3,
ZZ) BQZHQUKQUKgy
iii) C = K; U Ky U K.
Observemos que K, U K5 C A; N By N C, entonces A; N B, N C # @. Como H; tiene
interior no vacio y H, N H; = &, entonces H, SZ C U Bs, por lo tanto A, SZ C U Bs.
También H, tiene interior no vacioy Hy N H; = &, entonces Bs gZ A; U C. Finalmente
como existe z; € int(K;)\(K2UKs3), entonces C ¢ A;UBs. De todo esto obtenemos que
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FIGURA 3.1.

CUA;UB,, es un triodo débil en X, lo cual contradice que X es un continuo encadenable.
Por lo tanto se da el caso anterior y tenemos el teorema. U

Para el siguiente teorema necesitaremos dar la siguiente definicion, la cual serd muy
utilizada en la préxima seccion.

Definicion 3.25. Sean A y B subconjuntos de X. Diremos que A esta contenido interior-
mente en B, si A C int(B) y lo denotaremos como A C° B.

El siguiente teorema nos dice que los subcontinuos con interior no vacio de un continuo
encadenable que no contiene subcontinuos indescomponibles con interior no vacio, es
denso bajo el el orden C°. Es decir, si A, B son subcontinuos de X con interior no vacio
tal que A C° B, entonces existe un subcontinuo C' de X tal que A C° C' C° B. Este
teorema serd muy importante para la préxima seccidn, ya que nos ayudard a demostrar
varios lemas y teoremas. Con este teorema finalizamos esta seccion.

Teorema 3.26. Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacio. Sean H, y Hy subcontinuos de X con interior no vacio tal
que H, C° H,. Entonces existe Hs subcontinuo de X, tal que Hy, C° Hy C° H,.

DEMOSTRACION. Por el Lema[3.15] X \ H; tiene a los méds dos componentes.

Si X'\ H; tiene una sola componente, entonces C' = X \ H; es un conexo. Como H, co
H,, entonces C N Hy, = @. Por el Teorema yel Lema existe un subcontinuo &
de X con interior no vacio, tal que

i) X\ K =UUV,donde U,V son conexos, abiertos y ajenos.
iil) H, CUyC CV.
Por el lema de las orejas (Proposicién 6.3, pag 88 de [7]), K U U es un continuo,
entonces

H, C°KUU.
Por otra parte sabemos que X \ C' C Hy, pues X \ H; C C. Como K N C = @, entonces

KCX\C.
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Ademas como g NV = &, entonces U N C = &, por lo tanto U C X \ C', entonces
KUUC X\ C Cint(H,), por lo tanto

H, C"KuUC’ Hy,

que es lo que nos pide el Teorema.

Si X \ H; tiene dos componentes. Digamos C; y C5, las cuales sabemos que son
abiertas. Como H, C° Hj, entonces C; N Hy = @&. Por el Teorema existe [y
subcontinuo de X con interior no vacio que separa a C, de H,. También Cy N Hy = &,
sea K5 el subcontinuo de X con interior no vacio que separa a Cy de H,. Tenemos lo
siguiente:

i) Existen Uy, V; abiertos conexos y ajenos de X tales que X \ K3 = Uy UV} y
H, C Uy, C; C V.

i1) Existen Us, V; abiertos conexos y ajenos de X tales que X \ Ky = U, U Vay
Hy C Uy, Cy C Vs

Lo dicho en los incisos 7) y i) lo podemos representar en la Figura

I @ W)

H,

FIGURA 3.2.

Observemos que H, C° K, UU, y Hy C° K, U U,, por lo tanto
Hy, C° (K, UU) N (K, Uly),

y este Ultimo es un continuo, ya que por el lema de las orejas Ky U U; y Ky U Us son
continuos y ademas X es hereditariamente unicoherente. o o
Veamos que <K1UU1)Q(K2UU2) - X\(ClLJCg) Como UlﬂC’l =y y KlﬂCl = U,

entonces U; U K; C X \ C}, similarmente K, U Uy € X \ Cs. Por lo tanto
(K1UU) N (K, UU,) € X\ (CLUCy).
Como X \ H, C C; U (s, entonces X \ (C; U Cy) C H;. Por lo tanto

Hy, C° (K,UuU) N (K, UUy) C° Hy.
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3.3. Un teorema de Bing

En esta seccion demostraremos un teorema de Bing, que se encuentra enunciado en la
pagina 658 del articulo [6], este teorema serd muy importante para los siguientes capitulos.

Empezaremos enunciado el teorema y en el camino daremos algunas definiciones y
algunas herramientas, los cuales nos ayudaran para ir demostrando los diferentes incisos
del teorema.

Teorema 3.27 (de Bing). Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacio, entonces existe una particion G de X que cumple:

i) G es un particion semicontinua superior de subcontinuos de X.
i1) G con la topologia cociente es un arco.
iii) Los elementos de G tienen interior vacio.
iv) Si goy g1 son los extremos de G, entonces X es irreducible con respecto a gy y g;.

En el inciso iv) se utiliza la definicién de que un continuo sea irreducible con respecto
a dos conjuntos, esta defincion se encuentra enunciada mas adelante en la Definicién @

A continuaciéon daremos la definicion de que lo que es una particién semicontinua
superior, también daremos la definicion de limite superior y finalmente enunciaremos una
proposicion, la cual relaciona estos dos conceptos.

Definicion 3.28. Sea (X, T") un espacio topoldgico. Una particion G de X se dice que es
semicontinua superior, si paratoda D € Gy U € T,talque D C U, existe V € T que
cumple

i) DCV.

it) SiF e Gy FNV # &, entonces F' C U.

Definicién 3.29. Sea {D,,}{° una sucesién de subconjuntos de X . Definimos el limite su-
perior de {D,, }3°, lim sup D,,, como el conjunto de los x € X que cumplen que cualquier
abierto U que tenga a x, U intersecta a una infinidad de conjuntos D, .

Proposicion 3.30. Sea X un continuo y G una particion de X, tal que los elementos de G
son conjuntos cerrados de X. Entonces G es semicontinua superior si 'y solo si para toda

sucesion {a, }°, de X tal que lim a,, = z, lim sup D,, C D,. Donde D,, denota al
n—oo

tinico elemento de G que tiene a a,,. Andlogamente D, denota al tinico elemento de G que
tiene a .

DEMOSTRACION. Empezaremos con la ida. Sea {a,,}>2; una sucesién de X tal que
lim a,, = x. Supongamos que y € lim sup D,,.Siy ¢ D,, entonces

n—oo
D, C X\ D,,
por ser D, cerrado y X normal, existe U abierto tal que

D,CUCUCX\D,.
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Por hipétesis existe V' abierto tal que D, C V' y paratoda ' € G talque F NV # @,
F C U.Como y € lim sup D,,, hay una infinidad de D, , tal que D, , NV #+ O,

entonces Dy € U. Como lim a,, = z, entonces x € U, por lo tanto x € X \ D,, que es
n—od

una contradiccion. Por lo tanto y € D,, y esto termina la ida.

Para el regreso, supongamos que GG no es semicontinua superior. Entonces existen
D € Gy U un conjunto abierto, con D C U, que no cumplen la definicién de semicontinua
superior.

Para cadan € N sea U, = {z € X, tal que existe y € D, con = € B (y)}. Al

conjunto U, se le llama la nube de radio % alrededor de D, observemos que D C U,,.
Como D C U y U no cumplen la definicién de semicontinua superior. Entonces existe
z, € U, tal que D,, ¢ U. Sea {x,,} una subsucesién convergente de {z,}, tal que
lim z,, = xp, como lim ni = 0y D es cerrado, entonces xy € D.
k—o0 k—oo "k
Por hipétesis lim sup D,, < Dy, = D, esta ultima igualdad es porque g € D.
Como D, ¢ U, existe y,, € D, \ U. Sea {ynkj} una subsucesion convergente de

{Yn, }» tal que lim Yny, = Yo, eNtonces yo ¢ U, peroyo € lim sup D,,, ,entonces yo € D,
j—0o0 :
que es una contradiccién pues D C U. Por lo tanto GG es semicontinua superior. U

Ahora definiremos adecuadamente un conjunto GG para que sea una particién semicon-
tinua superior, con ayuda de la Proposicién [3.30]

Definicion 3.31. Sea X un continuo. Para cada z € X, sea
Gr = ﬂ{A € O(X) : existe B € C(X), con BC" Ay x € int(B)}.
C(X) denota al conjunto de subcontinuos de X . Definimos a G como
G={g, v e X}

Las siguientes dos observaciones nos ayudardn a demostrar que G es un particion
cuando X cumple las hipétesis del Teorema

Observacion 3.32. Sean p,q € X, X con las hipdtesis del Teorema y G como en la
Definicién Sip € g4, entonces g, C gq.

DEMOSTRACION. Sea p’ € g,. Sip’ ¢ g,, entonces existen H; y H, subcontinuos de
X, tales que g € int(H,), Hy C° Hyy p' ¢ H,. Por el Teorema existen Hy y Hy
subcontinuos de X tales que H, C° H, C° H3 C° H,. Como q € int(H,), Hy C° Hyy
P € g4, €ntonces p € H,. Por otra parte como H,y CP Hs, entonces p € int(Hs). Ademas
Hy; C° Hy yp' € g, entonces p' € Hy, contradiciendo que p’ ¢ H;. Porlo tanto p’ € g1 y
entonces g, C gq. 0

Observacion 3.33. Sea X como en la observacién anterior y sean p,q € X. Si g, C g,
entonces g, € gp.
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DEMOSTRACION. Por la observacion anterior, basta probar que ¢ € g,. Si g ¢ g, u-
sando el Teorema existen Hy, Hy, Hy y H, subcontinuos de X tales que p € int(Hs),
Hy C"HyC"H3; C" Hyyq ¢ H,.

Sea C, la componente de ¢ en X \ H;, observemos que C, es abierto y también que
q € int(@). Como Uq N H, C fr(H,)y H3 C° H, entonces Hz N Uq =@.Sea L, la
componente en X \ Hj que tiene a C,, entonces C, C L, y como L, es abierto, entonces
q € int(C,)y C, C° L,, luego g, C L,. Como L,NHs C fr(Hs),entonces L,NH, = &.
Por lo tanto g, N Hy = &.

Por otra parte como p € int(Hy)y Hy C° Hy, entonces g, C Hy. De aqui tendriamos
que g, N g, = <, lo cual no pasa, pues p € g,. Por lo tanto ¢ € g, y por la observacion
anterior g, C gp. 0

El siguiente corolario nos dice que GG es una particion de X.

Corolario 3.34. Sea X un continuo con las hipdtesis del Teorema Seanpyqen X,
tal que g, N g, # . Entonces g, = g,.

DEMOSTRACION. Sea x € g, N g,. Por la Observacién[3.32 g, C g, y 9. C g,. Por
la Observacion [3.33} g, = g, = g4, por lo tanto g, = g,. O

En la siguiente proposicién demostraremos el inciso i) del Teorema [3.27]

Proposicion 3.35 (Inciso i) del Teorema [3.27). Sea X un continuo que cumple las
hipétesis del Teorema y G como en la Definicién Entonces G es una particion
semicontinua superior de subcontinuos de X.

DEMOSTRACION DEL INCISO i) DEL TEOREMA [3.27] Como X es un continuo en-
cadenable, entonces por el Lema tenemos que para cada x € X, g, es un continuo,
lo cual nos dice que los elementos de G son subcontinuos de X .

Acabamos de ver GG es una particién de X.

Sélo falta ver que GG es semicontinua superior. Por la Proposicion s6lo necesi-
tamos ver que para toda sucesion {p;}2, en X y para toda p € X tal que lgn Pi = P,

11— 00

entonces lim sup g,, C gp.

Sea una sucesion y un elemento de X, como en el parrafo anterior. Seay € lim sup gp,.
Siy ¢ g,, entonces existen H; y Hy en C'(X), tales que Hy C° Hy,p € int(Hy) yy ¢ Hi.
Como p € int(Hs)y lim p; = p, entonces existe N € N, talque sin > N, p, € int(H,).

(3 [e.e]

Entonces sin > N, g,, € H;. Como y € lim sup g,,, entonces y € H;, contradiciendo
que y ¢ H;. Por lo tanto lim sup g,, C g,. O

En lo que sigue desarrollaremos algunas herramientas para demostrar el inciso i) del
Teorema Empecemos con el siguiente lema, que nos dice que dados 3 subcontinuos
ajenos de un continuo encadenable, a lo més, s6lo uno de ellos puede separar a los otros
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dos. La definiciéon de que un continuo separe a otros dos se encuentra en la Definicion

Lema 3.36. Sea X un continuo encadenable, sean H,, Hy y H3 subcontinuos de X ajenos
por pares. Supongamos que /1, separa a [, de H3, entonces H, no puede separar a /1, de
Hs 'y Hs no puede separar a H, de Ho.

DEMOSTRACION. Como H; separa a Hy de H3 y X es encadenable, entonces por el
Lema |3.15] existen C; y C> componentes abiertas de X \ H, tales que
Z) X\Hl :CQU03,
ii) Hy C Cyy Hy C Cs.
Si H, separa a Hy de Hj, entonces existen L; y L3 componentes abiertas de X \ Ho,
tales que
Z) X\HQ :L1UL3’
ZZ) H1 g Ll YHg g L3.

Por otra parte,

X\ (HiUHy) = (X\ Hi)N(X\ Hy) = (CoUC3)N (L1 U L) =
(Co 1 L1) U (Cs M Ly) U (Co N Ly) U (Cs N Ly).

Observemos que cada uniendo es un conjunto abierto y son ajenos por pares. Veamos que
cada uno de los uniendos es no vacio,

= Por el Teorema[3.12, C, N H; # @, entonces existe y € H; NCy y como Hy C Ly,
entonces y € Ly, pero L; es abierto, por lo tanto Ly N C # <.

= Por el Teorema[3.12} C5 N H; # @, entonces existe z € Cs N Hy y como Hy C Ly
y L, es abierto, entonces L. N C5 # O.

= Como L3 N H, # @, entonces hay un w € L3 N Hy, como Hy C Co, w € Cy y
como (), es abierto, entonces C N L3 # &

u Lng‘g, #@,pueng - L3m03.

Lo anterior nos dice que X \ (H; U Hs) tiene al menos 4 componentes, lo cual nos con-
tradice el Lema[3.17] pues X es un continuo encadenable. Por lo tanto H5 no puede separar
a [, de H3. Andlogamente H3 no puede separar a f{; de Hs. U

El siguiente corolario nos dice que si un subcontinuo f, con interior no vacio de un
continuo encadenable, separa a otros dos subcontinuos con interior no vacio, entonces to-
dos los subcontinuos con interior no vacio de H, también separan a esos dos subcontinuos.

Corolario 3.37. Sea X un continuo encadenable, sean H,, Hy y H3 subcontinuos de X
con interior no vacio y ajenos por pares. Supongamos que Hy separa a H, de Hs. Si H),
es un subcontinuo de Hj con interior no vacio, entonces H} también separa a H, de Hs.
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DEMOSTRACION. Porel Lema H no separa a H, de Hs, entonces HoUH3 C C,
donde C' es una componente de X \ Hi, entonces H, U H3 C C'. Lo que nos dice que H;
no separa a H} de Hj. También por el Lema [3.36|tenemos que H3 no separa a Hy de H,
entonces H; U Hy C K, donde K es una componente de X \ Hj, luego H; U H) C K,
lo que nos dice que H3 no separa a H; de H). Usando el Lema uno de ellos debe
separar a los otros dos. Por lo tanto H), separa a H; de Hs. U

A continuacién definimos al conjunto de los intersectandos de g,. Enseguida veremos
que ese conjunto es cerrado bajo intersecciones finitas. En lo que sigue supondremos que
X es un continuo que cumple las hipétesis del Teorema [3.27]

Definicion 3.38. Sea p € X. Definimos a GG, como
G,={H € C(X): existe Be C(X)talquep € int(B)y B C" H}.
Observacion 3.39. Seap € X, sean H y K en GG),. Entonces H N K € G,
DEMOSTRACION. Como H € G,y K € Gy, existen Hy, K; € C(X) tales que
HiNK, Cint(H)Nint(K)yp € int(Hy) Nint(K,).
Como la interseccion de los interiores es igual al interior de la interseccion, entonces
HiNnK, Cint(HNK)ype€int(H, NK;).
Por ser X encadenable K N H; es un continuo. Por lo tanto H N K € G),. U

Las siguientes dos observaciones nos ayudaran a probar el Lema [3.42] el cual serd im-
portante para probar el inciso ii) del Teorema [3.27]

Observacion 3.40. Sean g,, g, € G distintos. Entonces existen H, € G,y H, € G,
subcontinuos ajenos de X.

DEMOSTRACION. Como p ¢ g,, por el Teorema [3.26] existen Hy, Hy, H3 y H, sub-
continuos de X, tales que
Hy C" Hy C° Hy C° Hy, p ¢ Hyy q € int(H,),
entonces sy € G,,.
Por otra parte, como p ¢ H,, sea C), la componente en X \ H4 que tiene a p, como
C, N Hy C fr(Hy) entonces C, N Hy = &. Sea L, la componente en X \ Hj tal que
C, C Ly, entonces p € int(C,) y C, C° L,. Por lo tanto L, € G,. De nuevo como

» N H3 C fr(Hs), entonces L, N Hy = @. Con lo cual tenemos que
L,eG, HoeGyyL,NHy=2.

h

O

Observacion 3.41. Sean g, g, y g. elementos distintos de . Entonces existen H,,, H, y
H, subcontinuos de X, ajenos por pares, tales que
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H,e Gy H,ecG,y H, €G,.

DEMOSTRACION. Por la observacion anterior, existen K, € G,y K, € G, ajenos,
B, € G,y B, € G, ajenos, H, € G,y H, € G, ajenos. Por la Observacién[3.39, K, N B,,
B, H,y K, N H, son elementos de G, G, y G, respectivamente. Ademds son ajenos
por pares. U

Lema 3.42. Sean g,, g, y g, en G, distintos. Entonces uno de ellos separa a los otros dos
en X.

DEMOSTRACION. Por la Observacion anterior, existen H, € G,, H, € G,y H, € G,
ajenos por pares, que ademds tienen interior no vacio. Por el Lema uno de esos
subcontinuos separa a los otros dos, podemos suponer que 1, separa a H, de H,. Sea

G ={HcC(X): HeG,yHCH,}.

Recordemos que g, = [ G,. Veamos que g, = () G7. Como G; C G, entonces
9q € (G}, Para la otra contencién tomamos y € (G, y H € G,. Como H, € G, por
la Observacién 3.39, H N H, € G, entonces H N H, € G, luego y € H. Por lo tanto

Y € 9q-

Pgr el Corolario cada elemento H de Gﬁ] separa a H, de H,. Como g, C H, y
gp € H,, entonces cada H de G separa a g, de g,.

Entonces para cada H € G existen Ry y Py componentes abiertas de X \ H, tales
que

Se sigue que
!
X\g,=X\(G,= | xX\H={J (RyuPy)=(J Rn)u(J Pw.
HeG, Hea,, Hea, HeG,
Cada uno de estos dos ultimos uniendos es abierto, conexo y contienen a g, y g, respecti-
vamente. Veamos que no se intersectan. Supongamos que se intersectan, entonces existen
H,y Hjen G;, tales que * € Ry, N Ppy,. Por la Observacion , H,NH, € G;, entonces
existen Ry, nm, ¥ Pr,nm, componentes abiertas de X \ (H; N Hy), tales que
g’l” g RHlﬂHQ y gp g PHlﬂHz'

Como X \ H; C X \ (H; N Hs), entonces Ry, € Ry,nn, Y Pr, € Py,nn,- Por lo tanto
Ry, N Py, € Ry,nm, N Paynm,. Esto nos dirfa que Ry,ng, N Puyan, # 9, lo cual no
pasa, por ser componentes. Por lo tanto

(U Ry) N ( U Py)=2.
HeG, HeG,

Lo que nos dice que efectivamente g, separa a g, de g,. U
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El siguiente lema serd el tltimo que necesitaremos para probar el inciso i) del Teo-
rema Antes de empezar con el siguiente lema, necesitamos recordar que G' tiene la
topologia cociente y que U es un abierto en G, si y s6lo si ¢~1(U) es un abierto en X.
Donde ¢ : X — G es la funcion proyeccion dada por g(z) = g,.

Lema 3.43. Sea X un continuo que cumple las hipétesis del Teorema y G como en
la Definicién .18 G con la topologia cociente. Sean g,, g, y g. elementos distintos de
G. Supongamos que g, separa a g, de g, en X, entonces g, es un punto de corte en G,
que separa a g, de g, en G. Es decir existen conjuntos abiertos ajenos U, V' de G tal que
G\{g,} =UUV,cong,eUyg, €V.

DEMOSTRACION. Como g, separa a g, de g,, existen conjuntos abiertos, U, y U,
ajenos de X, tales que X \ g, = U, UU,, donde g, C U, y g, C U,. Veamos que

i) 9- € q(Ur), g4 € q(Uy).

i) G\{gp} = q(U,) Uq(U,).

it1) q(U,)y q(U,) son conjuntos abiertos y ajenos de G.

Como g, C U,, entonces r € U,.. Por lo tanto ¢(r) € q(U,), es decir g, € q(U,.). De la
misma forma g, € ¢(U,). Esto prueba 7).

Para ii). Sea g € G'\ {g,}, por ser G una particiéon de X, g N g, = &. Por lo tanto
g C U, UU,. Como g es un continuo, entonces g C U, 6 g C U,, luego g € q(U,) Uq(U,).
Para la otra contencién. Sea z € U, UU,. Entonces x ¢ g,, por lo tanto ¢(z) # g, entonces
a(x) € G\ {g,).

Para ver que ¢(U,.) es abierto en G, veremos que U, = ¢ '(q(U,)). Sea z € U,.
Entonces ¢(x) € ¢(U,), por lo tanto = € ¢~ '(q(U,)). Ahora sea z € ¢~ *(¢(U,)), entonces
q(z) € q(U,), luego q(x) = q(s), para algin s € U,. Como g, es un continuo y GG es una
particion, entonces g; C U,., por lo tanto ¢(z) C U,, entonces x € U,.. Esto prueba la otra
contencién. Como U, es un abierto de X y se tiene la igualdad anterior, entonces ¢(U,) es
abierto. Andlogamente se prueba que ¢(U,) es un abierto.

Sea x € U,. Entonces ¢(z) C U,. Como U, N U, = &, entonces ¢(z) N U, = &, por
lo tanto ¢(x) ¢ q(U,). lo cual nos dice que ¢(U,) N ¢(U,) = @. Esto termina la prueba de
1it). U

Finalmente demostraremos el inciso 7i) del Teorema el cual se encuentra enun-
ciado y demostrado en el siguiente corolario. Para este corolario usaremos el Teorema
6.17 del libro [7], pag. 96. El cual nos dice que un continuo es un arco si y solo si tiene
exactamente dos puntos que no son de corte. También usaremos el Teorema 3.10 del libro
[7], pag. 40. El cual nos dice que una particién semicontinua superior, con la topologia
cociente, de un continuo es un continuo.

Corolario 3.44 (Inciso ii) del Teorema[3.27). Sea X un continuo que cumple las hipdtesis
del Teorema y G como en la Definicion Entonces G con la topologia cociente
es un arco.
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DEMOSTRACION DEL INCISO i) DEL TEOREMA [3.27| Por la Proposicién G
es un particiéon semicontinua superior. Entonces por el Teorema 3.10 en [7] pag. 40, G
es un continuo. Como G’ es un continuo, por el Teorema 6.6 de [7], pagina 89, G tiene al
menos dos puntos g,, g, que no son de corte. Si existiera otro g, que no es punto de corte,
por el Lema([3.42] uno de ellos separa a los otros dos en X . Por el Lema, [3.43|uno de ellos
debe ser de corte, lo cual contradice que niguno es un punto de corte. Por lo tanto G tiene
exactamente dos puntos que no son de corte, entonces por el Teorema 6.17 del libro [7],
pagina 96, G es un arco. OJ

En la siguiente proposicién enunciamos y probamos el inciso #ii) del Teorema [3.27]

Proposicion 3.45. [Inciso iii) del Teorema Sea X un continuo que cumple las
hipétesis del Teorema[3.27)y G como en la Definicion Entonces para todo g € G,
int(g) = @.

DEMOSTRACION DEL INCISO ii7) DEL TEOREMA [3.27] Supongamos que existe g €
G, tal que int(g) # @. Porel Lema[3.15] X'\ g = C1UC5, donde C} y Cy son componentes
abiertas de X \ g, que pueden ser iguales.

Como int(g) # 9, existe x € int(g). Entonces # € X \ (C; U Cy). Sea C' la compo-
nente de 7 en X \ (C; U (). Observemos que C es abierto y C' C g, entonces C' C g. Por
el Lema existen fy, Hy y Hj3 subcontinuos de X, tales que

i) C = H, UH,U H.

i1) Para cada ¢ € {1,2,3}, existen z; € int(H;) tal que x; ¢ H; U Hi, con i, ky j

distintos.

Veamos que algiin par de ellos no se intersecta. Si pasara que cualesquiera dos de ellos
se intersectan, entonces Hy N Hy # @, Hb N Hy # @y H N Hy # @. Como X es
encadenable, H; N (Hy U Hy) = (Hy N Hy) U (H; N H3) es un continuo. Por lo tanto
H, N HyN Hy # @. Lo que nos diria que H; U Hy U Hj es un triodo simple, que es una
contradiccion. Por lo tanto podemos suponer que H; N Hs = <. Por el Teorema
existe K subcontinuo de X con interior no vacio, tal que K separa a [; de Hs en X.
Entonces existen C'y, y Cy, conexos abiertos y ajenos tales que X \ K = Cy, U Ch,,
H, C Cy, y H3 C Chg,.

Entonces H; C° Cy, y Hz C° Cp,. Ademés x; € int(H,) y w3 € int(Hs). Por
lo tanto g, € Cy, y gz, € Cp,. Por la Observacion C'_H3 C Cy, U K, entonces
x1 ¢ Cy,. Porlo tanto g,, # ¢.,, que es una contradiccion, pues x; y xo estan en g. Por
lo tanto int(g) = @. O

La siguiente proposicion es la ultima de este capitulo. En ella enunciaremos y de-
mostraremos el altimo inciso del Teorem Para la siguiente proposicion necesitamos
recordar qué significa que un continuo sea irreducible entre dos conjuntos. Esto lo haremos
en la siguiente definicion.
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Definicion 3.46. Sea X un continuo y sean A, B subconjuntos de X. Decimos que X es
irreducible con respecto a A'y B, si no hay subcontinuos propios de X que contengan a
AU B.

Proposicion 3.47 (Inciso iv) del Teorema [3.27). Sea X un continuo que cumple las
hipotesis del Teorema y G como en la Definicion G con la topologia cociente.
Si go y g1 son los extremos de G, entonces X es irreducible con respecto a go y ¢1.

DEMOSTRACION DEL INCISO iv) DEL TEOREMA [3.27] Supongamos que existe )M/
subcontinuo propio de X tal que go U g3 C M, entonces g, g1 € q(M) y como G es
un arco y go, g1 son los extremos de GG, entonces q(M) = G.

Seaz; € X\ M.Como ¢q(M) = G, entonces g,, "M # &.Si g,, UM = X, entonces
X\ M C g,,,lo cual nos dirfa que g,, tiene interior no vacio, que por la Proposiciénm
no es cierto. Por lo tanto g,, U M ¢ X.

Seaxy € X\ (9., UM). Entonces g,, # g,. Como q(M) = G, entonces g,,NM # &.
Observemos que M U g,, U g,, # X, si fuese X, entonces X \ (M U g,,) C g,, que otra
vez nos dirfa que g, tiene interior no vacio. Por lo tanto M U g,,, U g,, & X.

Anélogamente existe 3 € X \ (M U g,, U g.,) tal que g,, N M # &. De lo anterior
obtendriamos que M U g,, U g, U g, s un triodo débil, que no es cierto porque X es un
continuo encadenable. Por lo tanto X es irreducible con respecto a gy y ¢;. 0



Capitulo 4

Orbita Densa Implica Indescomponibilidad

Al hablar de la 6rbita densa de un punto en el intervalo, podemos imaginar que ese
punto pasa por todos los lugares del intervalo, hasta los rincones mas chiquitos, y nunca se
detiene, todo el tiempo estd rondando por el intervalo. Lo cual es sefial de que la dindmica
de la funcién puede resultar ser muy complicada. Tal hecho es verdad, pues es conocido
que si existe una Orbita densa en el intervalo, entonces la funcién es cadtica. Donde cadtica
es una forma de decir que la dindmica de la funcién es muy complicada. Para ver este
resultado pueden consultar el capitulo 9 del libro [3].

Podemos decir que el limite inverso de una funcion nos da una forma de interpretar
a la dinamica de la funcion, pues el limite inverso contiene mucha informacion sobre las
orbitas de la funcion. No es de extrafiar que si la dindmica de la funcion es complicada,
resulte que el limite inverso también sea un continuo complicado. Por ejemplo en nuestro
caso, que tenemos una funcion definida en el intervalo, que tiene una 6rbita densa, podria
ser que el limite inverso fuese un continuo muy complicado.

Algunos ejemplos de continuos complicados son el continuo de Knaster, el pseudoarco
y el solenoide diddico. Resulta que estos continuos son indescomponibles. Durante mucho
tiempo resulté dificil encontrar este tipo de continuos. Uno de los primeros que apare-
ci6 fue el contino de Knaster, el cual estudiamos en el capitulo 2. Uno de los continuos
indescomponibles muy importantes, que de hecho es hereditariamente indescomponible
es el pseudoarco. Este continuo ha sido muy estudiado por los continudlogos, al parecer
tiene propiedades muy interesantes.

El objetivo de este capitulo es estudiar el limite inverso de una funcién continua de
un intervalo en si mismo, f : [ — I, cuando f posee una drbita densa. Veremos que el
limite inverso siempre contiene un subcontinuo indescomponible. De hecho daremos las
condiciones dindmicas que debe cumplir f para que el limite inverso sea exactamente un
continuo indescomponible. Veremos también que si el limite inverso no resulta ser indes-
componible, entonces se puede ver como la uniéon de dos subcontinuos indescomponibles
que se intersectan en un punto. Para poder probar estos resultados tan interesantes, nece-
sitaremos ayuda del teorema que se desarrolla en la siguiente seccion.

45
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4.1. Orbitas densas en intervalos

En esta seccion trabajaremos con un intervalo cerrado / de R y con una funcién con-
tinua f : I — I. El objetivo de esta seccién es demostrar el Teorema{.13] Para demostrar
este teorema necesitaremos ayuda de algunos lemas previos, que acontinuacién se desa-
rrollan.

El siguiente lema nos dice que si un intervalo es unién finita de conjuntos cerrados,
entonces es también unidn finita de la cerradura de los interiores de los conjuntos cerrados
respectivos.

Lema 4.1. Sea [ un intervalo cerrado de R. Supongamos que existen By, Bs, ..., B, sub-
conjuntos cerrados de [ tales que

entonces

I=|Jint(B).

=1

DEMOSTRACION. Para demostrar esta igualdad, observemos que basta demostrar que

int(I) C CJ int(B;).

Demostremos esta ultima contencion.
Supongamos que existe x € int([) tal que = ¢ |J;_, int(B;), entonces existe § > 0
tal que

Byx) I y Bsla)n (UL, int(B,)) = 2.

Suponiendo lo anterior veamos por induccién que para toda k € {1,...,n}, existe
y € Bs(x) y existen B,,,, B,, ..., By, distintos tales que

k
) y ¢ B
=1

Veamos que k = 1 lo cumple. Como |J;', B; = I, entonces € B, para algiin
r € {1,2,...,n}, pero = ¢ int(B,), entonces Bs(x) N (R \ B,) # @. Como Bs(z) C I,
entonces Bs(x) N (I \ B,) # @.Seay € Bs(x) N (I \ B,). Entonces y € Bs(z) y existe
un B, tal que y ¢ B,, esto demuestra la base de induccién.

Ahora supongamos que (2) se cumple para 7, con 1 < r < n. Entonces se tiene que
existe y € Bs(x) y existen B,,, B,, ..., By, distintos tales que y ¢ |J,_, B,,. Como
U;_, Bn, es cerrado y y € Bs(z), podemos tomar un 6; > 0 tal que By, (y) C Bs(z)
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y Bs,(y) N (U_, Bn,) = @. Como y € I, existe j tal que y € B;. Como Bj(x) N
(UL, int(B;)) = @, entonces y ¢ int(B;), luego Bs, (y) N (I \ B;) # @, entonces existe
z € By, (y) € Bs(z)y z ¢ Bj. Ademas z ¢ |J._, B,,,. Como y € Bj, entonces B; # B,,
paratodai € {1,2,3,...,7}. Con lo cual tenemos que z € Bs(z), z ¢ |J._, Bn, UB; y los
B, son distintos. Esto prueba el caso & = r + 1.

Sigamos con la demostracion del lema. Usando (2) para el caso k = n, tenemos que
existe z € Bs(z) tal que z ¢ |J;_, By, y los B, distintos, pero esto no puede pasar, pues
I = J;_, B;. Por lo tanto = € |J}_, int(B;). Lo cual nos dice que int(I) C |J;_, intB;.
Por lo tanto I C | J}'_, intB;. O

El siguiente teorema es parecido a un caso particular del teorema de la categoria de
Baire. Nosotros lo hemos probado sélo con la ayuda del lema anterior.

Teorema 4.2. Sea [ un intervalo cerrado de R. Supongamos que existen By, B, ..., B,
subconjuntos cerrados de I, tales que
=B,
i=1
entonces existe k € {1,2,3,...,n} tal que int(By,) # 2.

DEMOSTRACION. Si para toda k € {1,2,...,n} el int(B),) = @, por el Lemad.1] se
tendria que

entonces [ = &, lo cual no puede pasar. Por lo tanto existe un k tal que int(By) # @. O

Abhora si, empezaremos con dindmica. La siguiente observacion, que serd muy utiliza-
da en las proximas pruebas, nos dice que si una funcién tiene una Orbita densa, entonces la
funcién manda intervalos cerrados no degenerados en intervalos cerrados no degenerados.

Observacion 4.3. Sea f : I — [ una funcion continua y sea x € [ tal que

O(z, f) = {z, f(2), f*(2), f*(2), ...},
es densa en I. Si J C [ es un intervalo cerrado no degenerado, entonces f(.J) es un
intervalo cerrrado no degenerado.

DEMOSTRACION. Como f es continua, entonces f(.J) es un intervalo cerrado.

Supongamos que f(J) = {y}, para algin y € I. Como O(z, f) es densoen [ y .J
es no degenerado, podemos tomar n,m € N, con n > m tal que {f"(x), f"(z)} C J.
Con lo cual [ (z) =y = f*(z)y fo™(f™ 1 (z)) = f™*(z), esto nos diria que
f™*1(x) = y es un punto periédico, lo cual implicaria que que O(z, f) no es denso en 1.

Por lo tanto f(.J) es un intervalo cerrado no degenerado. U
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La siguiente observacion, que no la demostraremos, sera ttil para demostrar el préximo
lema.

Observacion 4.4. Sea A un subconjunto cerrado de I y sean yy, ¥, ..., y, € I\ A. Entonces
int(AU{y1,92, ..., yn}) Cint(A).

La siguiente conjunto serd muy importante para el resto del capitulo, ya que la mayor
parte de los resultados de este capitulo estdn relacionados con este conjunto.

Definicion 4.5. Sea f : I — [ una funcién continua, sea x € [ y sean s y k nimeros
enteros, con s > 1y k > 0. Definimos a A, j(z) como un subconjunto de O(z, f) dado
por

Agilw) = {5 (z) 0 > 0},
Cuando se entienda que estamos trabajando con un x € [ en particular, escribiremos A, j
en vez de A, i ().

De aqui en adelante, hasta el final de esta seccion, estaremos trabajando con un inter-
valo cerrado I de R, una funcién continua f : I — [ y un punto = € [, cuya Orbita es
densa en /. Algunas veces no mencionaremos estas hipdtesis, pero se entenderd que las
estamos suponiendo.

En el siguiente lema enunciaremos algunas propiedades del conjunto A; ;, que acaba-
mos de definir. Tales propiedades serdn bdsicas para los siguientes resultados.

Lema 4.6. Sea x € I, tal que O(xz, f) es un conjunto denso en /. Sea s > 1, denotamos a
B, = A,,. Entonces se cumple lo siguiente.

s—1
i) | JB =1
r=0

it) int(B,) # @ paratodar € {0,1,...,s — 1}.

iti) Sean j,r € {0,1,...,s — 1}. Si int(B,) Nint(B;) # @, entonces int(B,) =

int(l3j)

DEMOSTRACION. Empecemos con 7). Recordemos que si n € N, por el algoritmo de
la division, n = sk +r,con 0 < r < s — 1y k € N. Entonces {f™(z) : n € N} =
{f**7(z) : 0 <r <s—1yk € N}, conlocual |J_, A,, = A;. Como O(z, f) es
densoen I y O(zx, f) = Aj,, entonces

s—1 s—1
Us=UA,=4=1L
r=0 r=0

Ahora demostremos 7). Veamos primero que para 0 < r, f(B,) C B,;1. Seay € B,.
Entonces existe {n;}5°, tal que

lim f**7(x) = y.

1—00
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Como f es continua, entonces

lim fr 00 (@) = f(y),

11— 00
luego f(y) € By41, por lo tanto f(B,) C B,;1. Ademas observemos que A, s C Agy,
pues f5"5(x) = 5"+ (z). Por lo tanto B, C B.

Por el Teorema [4.2] existe un k € {0,1,...,s — 1} tal que int(By) # &. Por la Ob-
servacion tenemos que f(By) contiene un intervalo no degenerado. Acabamos de ver
que f(By) C By.1, entonces By, contiene un intervalo cerrado no degenerado. Por el
parrafo anterior, tenemos que f(By) C By, f(B1) C Bo,..., f(Bs—2) € Bs_1y f(Bs—1) C
B, C By. De esto y de la Observacién se sigue que para toda k € {0,1,...,s — 1},
mt(Bk) #+ .

Finalmente demostraremos 7i7). Sear, j € {0, 1, ..., s—1} y supongamos que int(B,)N
int(B;) # @.Seay € int(B,)Nint(B;). Entonces existe § > 0 tal que Bs(y) C B, N B;.
Como y € B,, entonces y es limite de una sucesion de elementos de B,, luego existe
n € N tal que f*"*"(x) € B;s(y). Como f*"*"(z) también estd en B;, existe una sucesién
{/79(2)}22, de B, tal que

lim () = f ().
1—00
Como f es continua, para [ > 0 se cumple
fsn—&-r—l—sl(z.) — fs(n—l—l)—i—r(x) — fsl(hfm fsni-l—j(x)) — h’m fs(ni+l)+j<x>.
1—00 11— 00
Entonces para toda [ > 0,
s(n+l)+r . 7 s(ni+l)+j
f (z) = lim f :

De esto se se sigue que {f**7"(z) : k > n} C B, entonces

Br g Bj U {fT<I),fs+T([L‘),f28+T(ZL’), ...,fs(n_1)+T<.I‘)}.

Por la Observacion 4.4, tenemos que int(B,) C int(B;). Para demostrar que int(B;) C
int(B,), hacemos un argumento similar. Por lo tanto tenemos que int(B;) = int(B,). O

En la siguiente observacion definiremos un conjunto G, el cual serd importante para
demostrar el Teorema Empezaremos a descubrir quién es en verdad ese conjunto G.

Cuando lleguemos a descubrir quién es, estaremos mds cerca de demostrar el Teorema
4.131

Observacion 4.7. Supongamos las hipétesis del Lema[d.6] Sea s > 1 fija.
Sea G = {g C I : gescomponente de int(B,), paraalginrcon0 < r < s — 1}.
Entonces se cumple lo siguiente.
i) G es un conjunto a lo mas numerable de intervalos abiertos de /, ajenos por pares.
Con lo cual G se puede escribir como G = {g1, g2, ..., Gn, --- }
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i1) Para cada ¢ > 1, sea C; = ¢;. Entonces para cada i € N existe b € N tal que
f(Cy) C G,
iii) Paracadai,j € Nexiste k € N tal que f*(C;) C Cj.

DEMOSTRACION. Notemos que si g,h € Gy g N h # &, por el insicio iii) del Lema
se tiene que g = h. Como para cada r € {0,1,2,...,s — 1}, int(B,) es abierto y
localmente conexo, por el Ejercicio 5.22 inciso a), pag. 83 de [7]], cada componente g es
un intervalo abierto. Entonces GG es una coleccion de intervalos abiertos disjuntos. Como
I es un espacio métrico, solo puede tener a lo mas una cantidad numerable de esos. Luego
G se puede ver como G = {g1, G2, -, Gn, -+ } -

Para el inciso i7), tomemos i € N. Como g; C B, para alginr € {0,1,2,...,s — 1},
entonces C; C B, luego f(C;) C f(B,) € B,41 (por la prueba del inciso i) del Lema
[.6). Con lo cual int(f(C;)) C int(B,+1) y como int(f(C;)) es un intervalo conexo y
abierto que esta contenido en int( B, ), entonces existe una componente g, del int(B, 1),
con b € N, tal que int(f(C;)) C gp. Luego int(f(C;)) € gp. Por lo tanto f(C;) C Cy.

Para el inciso iii) tomemos 7, j € N. Recordemos que como O(z, f) es densa en 1,
entonces existen m,n € N con m > n tal que f"(z) € int(C;)y f"(z) € C;. Sea
k =m — n. Entonces f*(f"(z)) € f*(Ci) y f*(f"(z)) € int(C;), luego

int(f£(Cy)) Nint(C;) # 2,

pues por la Observacion f%(C;) es un intervalo no degenerado.

Por el inciso 7i) tenemos que existe b € N tal que f(C;) C Cy, luego f*(C;)
f%71(C,). Usando el inciso ii) varias veces tenemos que existe r € N tal que f*~1(C})
C,, entonces f*(C;) C C,. Con lo cual tenemos que int(f*(C;)) C int(C,). Luego

@ #int(fF(Ci)) Nint(C;) C int(C,) Nint(Cy).

Por lo tanto int(C,) N int(C;) # @ y por ser g,,g; componentes, g, = g;, entonces
C, = C; y porlo tanto f*(C;) C C}, esto prueba la observacion.

NN

Seguimos en la busqueda de quién es ese conjunto (G, en el préximo lema demostrare-
mos que GG es un conjunto finito.

Lema 4.8. Supongamos las hipétesis del Lema [4.6] Sea G como en la Observacién
entonces G es finito.

DEMOSTRACION. Para facilitar la demostracién vamos a empezar a numerar a los
conjuntos Cy/s, desde el Cj. Por el inciso i) de la Observacién G es alo mas numerable.
Por el inciso iii), existe k € N el minimo que cumple que f*(Cy) C Cj. Por el inciso i)
de la Observaci(’)n para cada j > 0 existe ¢ > 0 tal que f(C;) C C;.

Supongamos primero que k£ > 1, entonces renumerando los conjuntos Cy; podemos
suponer que.
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f(Cy) € C4
f(Co) C Cs
f3(Cy) C Cs

f*1(Co) Q' Ci-1.

De aqui tenemos que f"(Cy) C C,,si0 <r <k — 1.

Veamos que {C; : j > 0} = {Cy,Cy,Cs, ..., Cr—1}. Sea j > 0, por la Observacion
existe m € N tal que f™(Cp) C Cj.

Por el algoritmo de la division m = nk +r,con 0 < r < k—1yn > 0. Como
f*(Cy) C Cy, entonces

f™(Co) = f7(f™(Co)) € f(Co) € Gy, con0 <7 <k — 1.

De esto se sique que C; N C, # &. Como G es una coleccién de conjuntos ajenos por
parejas, entonces C,. = C}. Por lo tanto {C; : j > 0} = {Cy, C1,...,Cx_1} y entonces G
es finito.
Si k = 1, entonces f1(Cy) C Cy. Siguiendo un argumento similiar para cuando k > 1,
se tiene que {C; : j > 0} = {Cy}.
O

Por ser G finito, podemos escribir a G = {go, g1, g2, .-, gr—1} para algin k € N.
Denotaremos a G = {40, 71,92, .- Gk—1} = {Co,C1,Cs,...,Cr_1}. Del Lema y el
Lemad.1] se sigue que

s—1 k—1 k—1 k—1
r=0 i=0 =0 i=0
El siguiente lema nos dice que GG no sélo es finita, jtiene a lo mas 2 elementos!

Lema 4.9. Supongamos las hipotesis del Lemad.6|y G como en el Lema Sea G =
{Cy, C1,Cy, ..., Cr_1}. Entonces G tiene a lo mds 2 elementos.

DEMOSTRACION. Como f es continua en I, existe un y € I tal que f(y) = y.

Siy € int(C;) para alguna j € {0,1,....k — 1}, entonces f(y) € f(C;), luego
int(C;)N f(C;) # @. Por ser ambos intervalos no degenerados, tenemos que int(f(C;))N
int(C;) # @. Por el inciso ii) de la Observacion 4.7)y por ser G una coleccién de conjun-
tos ajenos por pares, se sigue que f(C;) C C;. Por la demostracién del Lema se sigue
que {Co, C4, ...,Cy_1} = {C;}.

Si y es uno de los extremos del intervalo I. Sear € {0,1,2,....k — 1} talque y € C,.
Como f(y) = y, entonces y € f(C,) N C,. Por ser y un punto extremo de I,y f(C,),C,
intervalos cerrados no degenerados, entonces int(C,) N int(f(C,)) # @. Por lo tanto
f(C,) C C,. Se sigue de la demostracion del Lemaque {Co,C4,...,Cr1} ={C,}.
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Por dltimo si y no es extremo de [ y y ¢ int(C;) paratoda j € {0,1,2,....k —
1}, entonces existen C;, C; distintos tales que y € C; N C;. Como y € f(C;)NC;y
f(C;) € Cj, pues al menos hay dos distintos, C; y C;. Entonces f(C;) N C; = {y}.
También se cumple que C; N C; = {y}, entonces f(C;) C C;. Andlogamente se prueba
f(Ci) C C;. Por lo tanto f(C;) C Cj. Se sigue de la demostracién del Lema 4.8| que
{00,01,...,Ck} - {OZ,C]} |:|

La siguiente observacién nos dice que una funcidén que tiene una Orbita densa, es
suprayectiva. Asi que cada vez que pensemos en una funcion que tiene una Orbita densa
daremos por hecho que es suprayectiva. Esta observacion serd de ayuda para el siguiente
lema, aunque también la utilizaremos mds adelante para otros resultados.

Observacion 4.10. Sea f : I — [ una funcion continua y sea x € [ tal que O(x, f) es
densa en I, entonces f es suprayectiva

DEMOSTRACION. Como O(x, f) \ {z} C f(I), entonces O(z, f)\ {z} C f(I).
Como O(z, f) es densa en I, entonces O(z, f) \ {z} = I. Ademds, f es una funcién
continua, entonces f(I) = f(I). Porlo tanto f(I) = I. O

El proximo lema es el dltimo que se presenta antes de empezar a enunciar y demostrar
el teorema principal de esta seccion. El lema nos dice, finalmente, cémo se comporta el
conjunto G definido en la Observacion Mais aun, nos dice que f manda un elemento
de GG en el otro.

Lema 4.11. Supongamos las hipétesis del Lema Sea G como en el Lema Supon-
gamos que G = {Cy, C} }, con Cj # C}, entonces
i) I = CyU (4, donde Cy, C; son intervalos cerrados no degenerados tal que
CoN Cy = {p}.
i1) f(Co) = C4, f(C1) = Cpy pesun punto fijo de f.

DEMOSTRACION. El inciso 7) se sigue de los Lemas y de que G = {go, 91},
donde gy, g; son intervalos ajenos de .

Para el inciso i). Como C # C1, entonces por el inciso i) de la Observacion[d.7] se
sigue que

f(Co) CCry  f(Ch) C G

Por la Observacién[4.10] f es suprayectiva, entonces f(CoUCy) = f(Co)U f(Cy) =1 =
Cy U . Porlo tanto f(Cy) = Cry f(Cy) = Cy.

De lo que acabamos de probar se sigue que f(p) € Co N Cy y como Cy N Cy = {p},
entonces f(p) = p. O

La siguiente observacion algo técnica es para demostrar la segunda parte del inciso 1)
del Teorema
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Observacion 4.12. Seas > 1yk > stalquek =sn+r,donden e Ny0 <r <s—1.
Entonces

As,k U {fr($)7 fS-H"(x)? f2$+r(x)> s fS(n_l)—H(x)} = As,r-
DEMOSTRACION. Sea f*"*(x) € A, con m > 0, entonces
f8m+k(£L‘) — fsm—l—sn—&-r(x) — fs(m—l—n)—&-r(x)‘

Por lo tanto f*™*(z) € A,, con lo cual probamos C.
Ahorasea f*"""(z) € As,. Sim < n—1,entonces f*"*"(x) estd en la segunda parte
de la unién. Sin < m, entonces m = n +t cont > 0. Luego

fsm+r (l’) _ fs(nth)Jrr ($) _ fstJranrr (.1') _ fst+k (l’)
y por definicién, f**(z) € A, 4, con lo cual tenemos la otra contencién. U

Finalmente enunciaremos y probaremos el Teorema principal de esta seccion. En este
Teorema nos fijaremos en el subconjunto A, de la érbita densa de f. Parte de lo que dice
el teorema es que si Ay es denso en I, entonces paratoda s > 1y k > 0, A, es denso
en /.Y si Ay no es denso en I, entonces / se puede descomponer en dos subintervalos
cerrrados no degenerados que sélo se intersectan en un punto y que f manda uno en el otro.
A mi parecer esta descomposicidn es muy bella, y me sorprende que podemos obtener todo
esto con sélo tener un punto cuya Orbita es densa.

Teorema 4.13. Sea [ : [ — [ una funcion continua. Supongamos que existe v € [ tal
que O(x, f) es densa en 1, es decir Ay o es denso en I, entonces
1) Si Ay es denso en I, entonces Ay, es denso en I para toda s > 1y k > 0.
2) Si Ay no es denso en I entonces
21) I = A_QQ U E donde Kp y E son intervalos cerrados no degenerados.
2,2) Ay N Ayq = {p}, donde p es un punto fijo de f.
2,3) f(Az,o) =As1y f(A2,1) = Asp.
2,4) Paratodak > 1, Agpg = Asgy Aoy = Aay.

DEMOSTRACION. Empecemos con el inciso 1). Supongamos que Kp =1.Seas >
1, denotamos a n(s) la cantidad de elementos de G. Por el Lema n(s) =16n(s) =2.

Si n(s) = 2, por el Lema existen dos intervalos cerrados no degenerados de I,
Co, Cl, tales que C() N Cl = {p}, f(C()) = Cl, f(Cl) = Co y C() U Cl =I1.Seax el
el que cumple que O(z, f) es densa en /. Supongamos que = € (), entonces para toda
Jj €N, f¥(x) € Cp, con lo cual Ayg C Cy. Por lo tanto Ay N int(Cy) = @, lo cual
contradice que Ay = I. Por lo tanto n(s) = 1.

Tenemos que n(s) = 1,conlocual Cy = I.Sea k € {0,1,2, ..., s— 1}, entonces existe
j > 0tal que g; C int(A, ;) C A, . Como n(s) = 1, entonces g; = C; = Cy = 1. Por lo
tanto A, = 1.
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Si k > s, entonces por el algoritmo de la divisién, k = sn+r,conr € {0,1,2, ..., s —
1} y n € N. Por la Observacion 4.12| tenemos que

As,k U {fr(l'), f5+r<l’),f25+r(l')7 . fs(n—l)—f—’r‘(l,)} — 14877‘7

entonces A, U {f"(x),..., fs(r=D+r(x)} = A,, = I. Por lo tanto A,; = I. Con esto
termina la primera parte del teorema.

Ahora veamos el caso cuando Ayo # I. Para s = 2, n(s) = 2, pues si n(s) = 1,
entonces Cy = Iy como Cy C Ay 0, entonces Ago = I, contradiciendo que A20 # 1,
por lo tanto n(2) = 2. Entonces por el Lema existen Cy, Cy intervalos cerrados no
degenerados de / y p un punto fijo de f, tales que

I = CO U Cl, CO N Cl = {p}, f(Co) = Cl y f(Cl) = Co.

Recordemos que O(z, f) es densa en /. Supongamos que = € Cp, entonces para toda
j >0, f¥4(x) € Cyy f+4(x) € Cy. Porlo tanto Ay g C Cyy Ay; € Cy. Ahora como
int(Cy) N C, = @, entonces int(Cy) N AQJ = . Por el Lema , 6, I = A2,0 U Ag,l,
entonces int(Cy) C E,o, por lo tanto Cy C E,o- Con lo cual A_Qp = (). Similarmente
Ay, = C,. Entonces

m [ = Ay0U Ay, con Ay gy Ay intervalos cerrados no degenerados.
= Ay0N Ayq = {p}, donde p es un punto fijo de f.
n f(A20) = A21y f(A21) = Asp
Para el inciso 2.4). Si j € N, entonces Agjg C Aoy Agji C Agy. Como Agg # 1,
entonces m # I, luego n(2j) = 2. Por el Lema , para s = 2j, existen Dy, D
subconjuntos cerrados de I, tales que

I = DoUDs, f(Do) = Dy, f(D1) = Doy Dy Dy = {z}, donde z es un punto fijo de f.

Por el pérrafo anterior, z = p. Entonces podemos suponer que Dy = Ay y Dy = Ay;.
Por la construccién de Dy y D;, debe pasar que Dy C Ayjoy Dy € Ajyjq. Por lo tanto
Agjo = As0y Agj1 = Asi. Lo cual concluye la demostracién del teorema. O

4.2. Orbita Densa Implica Indescomponibilidad

En la seccién anterior descubrimos algunas propiedades que tiene el intervalo 7, en
relacion con la dinamica de la funcién f : I — I, cuando f : I — [ tiene una Orbita
densa. En esta seccidn usaremos tales propiedades para demostrar que el limite inverso de
f : I — I, contiene un subcontinuo indescomponible.

En esta seccion también serd el momento de usar el poderoso Teorema de Bing (Teo-
rema [3.27), el cual nos llevé todo el capitulo anterior. El Teorema de Bing nos ayudard a
probar que si A es denso en /, entonces (I, f) es exactamente un continuo indescom-
ponible. Este resultado sera la base para demostrar los siguientes incisos del Teorema|4.26
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Pero antes de demostrar tal hecho, necesitaremos desarrollar un poco mas de teoria
sobre limites inversos.
Un punto 3 € (I, f) es de la forma g = (yo, y1,Y2, Y3, ----). Si 2,7 € (I, f), entonces

— = |y — il
d(y,z) = Z ST
i=0

Definicién 4.14. Sea f : I — I una funcién continua. Definimos a f : (I, f) — (I, f),
como

(@) = (f(xo), w0, 21, T2, ...)

La funcién f : (I, f) — (I, f), es conocida en sistemas dinimicos como la funcion
corrimiento. Observemos que f : (I, f) — (I, f) es una funcién continua, pues es contin-
ua entrada a entrada. Ademds es inyectiva y suprayectiva. Por lo tanto, como (7, f) es un
continuo, entonces f : (I, f) — (I, f) es un homeomorfismo.

En lo que sigue supondremos que existe z € [ tal que O(z, f) es densa en . Por
la Observacién 4.10, f : I — [ es suprayectiva, entonces a x le podemos asociar un
Z € (I, f), que cumple que zy = z.

El siguiente lema nos dice que si O(x, f) es denso en I, entonces O(7, f) es denso en
(1, f), donde T es el punto que le asociamos a z en el parrafo anterior.

Lema 4.15. Sea f : [ — I una funcién continua y sea = € [ tal que la O(z, f) es densa
enl.SiT € (I, f) tal que xy = x, entonces A = { f"(Z) : n > 0} es denso en (I, f).

DEMOSTRACION. Seay € (I, f) yseae > 0.

Sean € N tal que 2% < 5. Sabemos que para cada i € {1,...,n}, f* es uniformente
continua, luego existe & > 0 tal que si [z —y| < d, entonces | f*(x) — f*(y)| < £ para toda
ie{l,2,...,n}.

Ahora nos fijamos en y,,. Como O(z, f) es densa en I, entonces existe N € N tal que
1N (2) =yl <8y |fN(2) — ya| < €. Seaz = fN*"(T), entonces

— - |fN+i($)_yn—z‘| = |zi — il & € 1 € €
7,2 =Y , yo bl Ll _e e
@:2) 2 on—i * 7 <2 doy T S ta T

i=n+1 =0

Por lo tanto d(7, f¥*"(Z)) < ey entonces A es denso en (I, f). O

Sabemos que si existe z € [ tal que O(z, f) es densa en I, entonces f : [ — [ es
suprayectiva. El siguiente lema nos dice que el regreso no siempre se cumple.

Lema 4.16. Sea f : I — [ una funcién continua. Si f es un homeomorfismo, entonces no
existe x € [ tal que O(x, f) seadensaen I.
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DEMOSTRACION. Supongamos que existe = € [ tal que O(z, f) es densa en I. Como
f I — I es un homeomorfismo, entonces es creciente o decreciente.
Si f es creciente y = < f(z), entonces

r< flr) < fAa)< o)< <o
Por lo tanto O(z, f) N (z, f(z)) = 2.
Si f escreciente y f(x) < z, entonces
C< < ) < fA2) < f) < 2
Por lo tanto O(z, f) N (f(x),z) = 2.
Si f es decreciente y x < f?(x), entonces f3(z) < f(z). Como f? es creciente se
tiene que
<< (@) < () < Pa) < f@)y Pla) < fe) < foa) <<
Como O(z, f) es densa, entonces existe k& € N tal que
FHE ) < fAz) < fHz) <<
Con lo cual tendriamos que
L < f2(k+2)+1(x) < f2(k+1)+1(x) < fAHYe) < 2R () < fQ(,H—l)(.I‘) e e

De esta ordenacién se sigue que O(f%(x), f) no es densa en I. Lo cual es una contradic-
cion, pues O(f?*(x), f) es denso en I, ya que s6lo le quitamos una cantidad finita de
puntos a O(z, f).

Si f?(xz) < z, entonces f(x) < f3(z). Usamos un argumento parecido para llegar a
una contradiccion.

En todos los casos hemos llegado a una contradiccion. Por lo tanto no hay orbitas
densas de homeomorfismos en el intervalo. 0

El siguiente lema sera util para demostrar la primera parte del inciso a) del Teorema
4.26

Lema 4.17. Si G es homeomorfo al intervalo [ y g : G — G es un homeomorfismo,
entonces no existe = € G tal que O(z, g) es denso en G.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe 2 € G tal que O(z, g) es denso en GG y sea
f :+ G — I el homeomorfismo de GG en I. Definamos a h : I — [ como

h(z) = fogo [~ (x).
Observemos que h es un homeomorfismo.
Veamos que O(f(z), h) es denso en /. Observemos primero que

B(f(2)) = fogo f o fogo [ fogo [ (f(x)) = fog"(x).

n veces
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Si U es un abierto de I, entonces f _1(U ) es un abierto de G, luego existe n € N
tal que ¢"(z) € f~1(U), entonces f(g"(x)) € U. Como h"*(f(z)) = f o g"(z), entonces
h"(f(x)) € U.Lo cual nos dice O(f(x), h) es denso en I, contradiciendo el lema anterior.
Por lo tanto no existen orbitas densas en G. U

A continuacién empezaremos a descubrir algunas propiedades de las particiones de un
espacio, con el fin de ir preparando el terreno para demostrar el Teorema 4.26]

En la siguiente definicién introducimos una funcién f' : G — (@, donde G es una
particion de (7, f). Inmediatamente después veremos en la siguiente observacion que esta
funcion tiene una propiedad muy importante, que serd la base para demostrar el proximo
lema.

Si G es una particion de (I, f). Podemos escribir a G como G = {¢z : T € (I, f)},
donde gz es el tnico elmento de GG que tiene a 7.

Definicion 4.18. Sea f : (I, f) — (I, f), la funcién dada en la Definicién Sea G,
G ={g9z:7 € (I, f)}, una particién de (I, f) con la topologia cociente que cumple que
paratoda® € (I, f)

~

f(gf) = Y@

Definimos a f : G — (G la funcién dada por

~
~

f(gf) = Y@=

Mais adelante veremos que la particiéon G de (1, f) que obtenemos del Teorema de
Bing, cumple la definicion anterior.

Observacion 4.19. Sea G como en la definicion anterior y sea T € ([, f). Entonces
fn(gf) = Yjnz)-
DEMOSTRACION. Esta observacion lo demostraremos por induccién.

Sin = 1, entonces f (9z) = 9j(z)> que es la definicidn de f.
Ahora supongamos que la observacion se cumple para n. Veamos que se cumple para
n + 1, entonces

JMH(QE) = [(f"(gz)) = f(gfn(f)) = 9i(fr@) = 9@
Por lo tanto f"+1(g;) = 1 (z)- ]

Recordemos que al principio de esta seccion empezamos con un punto z, cuya Orbita
es densa en I. A ese punto le asociamos un punto T € (I, f). Al punto T le podemos
asociar el punto natural, gz € GG, donde G es una particion de (I, f). En el siguiente lema

veremos que la 6rbita de gz bajo la funcién f ,es densaen G.
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Para el siguiente lema usaremos la topologia cociente, recordemos que U es un abierto
en G'siysolosig ' (U)esabiertoen (I, f),donde g : (I, f) — G es la funcién proyeccién
dada por ¢(T) = ¢z
Lema 4.20. Sea G una particion de (/, f) con la topologia cociente, G como en la Defini-
cién SeaZ € (I, f). Supongamos que { f™(Z) | n > 0} es denso en (I, f), entonces
{f™(gz) |> 0} es denso en G.

DEMOSTRACION. Sea A un abierto en G, entonces ¢ (A) es abierto en (I, f), luego
existe n € N tal que f(Z) € ¢ '(A), entonces Gnz € A. Por la Observacion (.19]

~

f™(9%) = gjn z)» entonces f"(g5) € A. N

En este momento es hora de recordar un poco acerca del capitulo anterior. En el capitu-
lo anterior vimos que si X es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos in-
descomponibles con interior no vacio, entonces el Teorema de Bing (Teorema, afirma
que existe una particién G' de X tal que sus elementos son de la forma

= ﬂ{A € C(X)|existe Be C(X)conB Cint(A)yz €int(B)}.

Que cumple que G con la topologia cociente es un arco.

El Teorema de Bing nos pide para empezar, un continuo encadenable. Como nosotros
vamos a usar este teorema para probar los resultados principales este capitulo, los cuales
tienen que ver con (I, f), serd necesario ver que (/, f) es un continuo encadenable.

Gracias al siguiente lema podemos usar la fuerza del Teorema de Bing.

Lema 4.21. Sea f : I — [ una funcién continua y suprayectiva, entonces (I, f) es un
continuo encadenable.

DEMOSTRACION. Recordemos de la Seccién 3.1, que para ver que un continuo es
encadenable basta ver que es un continuo Arc-like. Es decir, que para toda € > 0, existe
una funcién f, : (I, f) — I, continua y suprayectiva tal que diam(f."!(z)) < ¢, para toda
x el

Veamos que (I, f) es un continuo Arc-like. Sea ¢ > 0, sea n € N tal que 57 < .
Consideremos la funcién proyeccion en la entrada n, 7, : (I, f) — I. Sabemos que 7, es
una funcién continua y como f es una suprayectiva, entonces 7,, también es suprayectiva.

Seax € I,yseanz,y € 1, (x). Como z,7y € (I, f) N, (), entonces z; = y; para
toda 0 < 57 < n. Por lo tanto

oo oo

iz =S ‘5”2;?/% > =<

1=n+1 1=n+1

Por lo tanto diam(7,, }(z)) < e. O
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En lo que sigue, cuando se hable de (G, estaremos hablando del conjunto G' que nos
regala el Teorema de Bing. Supondremos que (1, f) no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacio.

La siguiente proposicion nos serd importante para demostrar el siguiente lema.

Proposicion 4.22. Supongamos que X es un continuo encadenable que no contiene sub-
continuos indescomponibles con interior no vacio y sea G la particion que nos da el Teore-
ma Si f: X — X es un homeomorfismo, entonces para toda x € X, gy = f(9z)-

DEMOSTRACION. Sea z € X. Seay € ¢gf(), veamos que [~ '(y) € g,. Sea H €
C(X) tal que existe B € C'(X) con B C int(H)y x € int(B). Por ser f homeomorfismo
se tiene que f(B) C int(f(H))y f(z) € int(f(B)). Comoy € gs),entonces y € f(H),
luego f~1(y) € H. Por lo tanto f~'(y) € g,.

Veamos ahora la otra contencién. Sea y € f(g.). Entonces y = f(w), con w € g,.
Veamos que y € gy). Sea H € C(X) tal que existe B € C(X) con B C int(H)
y f(z) € int(B). Por ser f~! homeomorfismo se tiene que f~*(B) C int(f~'(H))y
z € int(f~1(B)), entonces w € f~'(H), luegoy € H.Porlo tanto y € gy, esto prueba
la proposicion. 0

Saber que f : G — G es un homeomorfismo, serd la herramienta principal que nos
ayudara a probar la primera parte del inciso a) del Teorema

A continuacién probaremos que f : G — G es un homeomorfismo.

Lema 4.23. Supongamos que X es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacio. Sea G la particiéon que nos da el Teorema Si
f + X — X es un homeomorfismo, entonces f : G — @, la funcién dada por f (92) =
9§ (z)> €8 un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Veamos primero la inyectividad. Sean g,, g, € G tal que flgs) =
f (gy)- Entonces g¢z) = gf(y)- Porla Proposici(’)n f(9.) = f(gy) y por ser f homeo-
morfismo, g, = g,.

Sea g, € (G, entonces f (gf 1(,,3)) = gf(f-1(x)) = Y- Por lo tanto f es suprayectiva.

Veamos ahora que f es un homeomorfismo. Sea A un abierto en G, entonces A se
puede ver de la forma A= {g.|xr € A}, donde A C X. Como f es biyectiva, f 1(A ) =
[f Ul € A}. o A A

Como f(gs-1()) = ga» entonces [ (f(gp-1(x))) = f~*(gx), por lo tanto f~*(g,) =
gf=—(z)-

Entonces f 1 (A) = {95-1(x)|x € A}. Porser A un abierto de G, U g es un abierto de

€A
X, entonces f ' ({U,c4 9x) €s un abierto de X. Como g () = f(gs), entonces f(g-1(z)) =
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92 Y 9p-1(2) = [ (z), luego

U =U g =Uuw=0c"(/"A),

z€EA TEA €A

donde ¢ : X — G es la funcién proyeccién. Entonces ¢~ '(f~'(A)) es un abierto de X,
por lo tanto f es continua. Como G es un arco y f G — (G es una funcién continua y
biyectiva, entonces f es un homeomorfismo. O

La siguiente observacion es muy conocida en teoria de continuos, de hecho la men-
cionamos en el primer capitulo. Ahora la demostraremos, cosa que no es tan dificil. Esta
observacion serd la que utilizaremos para ver que ciertos continuos son indescomponibles.

Observacion 4.24. Si f : X — Y es un homeomorfismo entre continuos y S C X es un
subcontinuo indescomponible de X, entonces f(.S) es un subcontinuo indescomponible
deY.

DEMOSTRACION. Sea S un subcontinuo indescomponible de X, veamos que f(S) es
un subcontinuo indescomponible de Y. Supongamos que existe Y & f(.S) un subcontinuo
propio con interior no vacio, entonces f~'(Y) & S. Por ser f un homeomorfismo, ten-
driamos que S contiene un subcontinuo propio con interior no vacio, lo cual contradice
al hecho de que S es un continuo indescomponible. Por lo tanto f(S) es un subcontinuo
indescomponible de Y. U

El préximo lema sera el dltimo que mencionaremos en este capitulo, este lema es
consecuencia del Lema[.15] el cual enunciamos al principio de esta seccion.

El préximo lema lo necesitaremos para probar la dltima parte del inciso a) del préximo
teorema.

Lema 4.25. Sea f : I — [ una funcién continua y suprayectiva, sean k > 1,1 > 0y
x € I, tal que {f"*!(x) : n > 0} es denso en I, entonces { f"™**(Z) : n > 0} es denso en
(I, f),donde T = (xg, 1, ..., Tp,...) talque xg =z y T € (I, f).

DEMOSTRACION. Como el conjunto { f"**!(z) : n > 0} es denso en I, entonces el
conjunto { f™(f'(z)) : n > 0} es denso en I.

Sea g = f*. Entonces {g"(f!(x)) : n > 0} es denso en I. Luego O(f!(x), g) es densa
en [. Usando el Lema tenemos que {¢"(Z) : n > 0} es denso en (/,g). Donde
zZ € (I,g),?z(fl(:ic),...); -

Se sigue que {(f*)"(f'(Z)) : n > 0} es denso en (I, f), luego {(f)*(f1(T)) : n > 0}
es denso en (I, f). Por lo tanto { f"**!(Z) : n. > 0} es denso en (I, f). O

El siguiente teorema es el teorema principal de este capitulo y también uno de los
teoremas mds importantes de la tesis.
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El enunciado de este teorema es un formalizacion de lo que dijimos en el ultimo parrafo
de la introduccion de este capitulo.

A primera vista la demostracion se ve muy larga, lo cual hace pensar que puede llegar
a ser tediosa y dificil de entender. Aunque se vea larga, esperemos que, gracias a los lemas
anteriores, pueda ser un poco menos dificil de entender. Invitamos al lector a que le eche
un vistazo. Con este teorema concluimos este capitulo.

Teorema 4.26. Sea f : [ — [ una funcion continua. Supongamos que existe v € [ tal
que la orbita de x es densa en I, entonces pasa lo siguiente.

(a) Si el conjunto {f*"(x) : n > 0} es denso en I, entonces (I, f) es un continuo
indescomponible.
(b) Si el conjunto {f*"(x) : n > 0} no es denso en I, entonces existen subcontinuos
propios H'y K de (I, f) tales que
(1) Hy K son subcontinuos indescomponibles de (1, f).
(i1) HUK = (I, f).
(uii) H N K es un punto fijo bajo 1.
(iv) f(H) = K y J(K) = 1.

DEMOSTRACION. Empezaremos a demostrar el inciso a). Supongamos entonces que
{f*(x)|n >0} es denso en I.

Veamos primero que (7, f) contiene un subcontinuo indescomponible con interior no
vacio.

Supongamos que (I, f) no contiene subcontinuos indescomponibles con interior no
vacio. Como (I, f) es un continuo encadenable, entonces por el Teorema hay una
particién G de (I, f), tal que G con la topologia cociente es un arco.

Como f : (I, f) — (I, f) es un homeomorfismo, entonces por el Lema , la fun-
cion f : G — G dada por

f (gf) = 9i@)
es un homeomorfismo. Como O(z, f) es densa, entonces por la Observacién fes
suprayectiva. Con lo cual podemos definir a

T = (20, %1, s, Tn,...) talque 2o = 2y T € (I, f).

Por el Lemal4.15, {/"(Z) : n > 0} es denso en (I, f), y por el Lema .20, { f"(gz) : n >

0} = O(ga, f) es denso en G. Tenemos que f : G — G es un homeomorfismo que tiene
una 6rbita densa. Ademds GG es homeomorfo a un intervalo. Esto contradice el Lema4.17
esta contradiccion vino de suponer que (1, f) no contiene subcontinuos indescomponibles
con interior no vacio. Por lo tanto hay un subcontinuo indescomponible S de (7, f) que
tiene interior no vacio.
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El siguiente paso es probar que (I, f) = S. Para esto primero veamos que existe k € N
tal que int(f*(S) N S) # @.

Como S tiene interior no vacio y { f"(Z) : n > 0} es denso en (I, f), entonces existen
n,m € N, con m > n, tal que f"(T) € int(S)y f™@) € int(S). Sea k = m — n.
Entonces f*(f™(z)) € f*(int(S)). Como f es un homeomorfismo, entonces f*(int(S))
es un abierto, luego

FE @) = fr(@) € int(f4(S)) Nint(S).
Por lo tanto int(f*(S) N S) # @.

Como S es un continuo indescomponible y por la Observacion f *(S) también es
un continuo indescomponible, entonces S'y f *(S) no pueden tener subcontinuos propios
con interior no vacio. Como int(f¥(S) N S) # @, fX*(S)NS C Sy fFns C f*S9),
entonces f5(S) NS =Sy fFNS = f*S). Porlo tanto f*(3) = S.

Ahora, sea | € N tal que f/(Z) € S, entonces f*(z) € S, f+2(z) € Sy asi para
toda n € N, fl*""(z) € S. Como {f>"(z) : n > 0} es denso en I, entonces por el
inciso 1) del Teorema {f™**(z) : n > 0} es denso en I y por el Lema
{f™*+(T) : n > 0} es denso en (I, f), entonces

(L, f) ={f™*(@) :n >0} S C (L, f).
Por lo tanto (I, f) = Sy entonces (1, f) es un continuo indescomponible.

Ahora pasemos al inciso b). Supongamos que { f?"(z)|ln > 0} no es denso en I.
Entonces por el Teorema | se tiene que A, g 0y A2 1 I son intervalos cerrrados no de-
generados que cumplen

i) AggU Ay =1,

“) f(_A2,0)iA2,1, f(A2,1) = A2,0,

iii) Aso N Az1 = {p} tal que f(p) =
Llamemos aA_ZO =Cly am = (Y

A partir de esta informacion definimos los siguientes conjuntos [ y K.

H={ye (I, f): paratodan >0, 4o, € C1y Y241 € Co} 'y

K={ye(l,f): paratodan >0, yo, € Coy yoni1 € C1}.
Veamos que H y K son los que nos pide el teorema.
Primero veremos que f(H) = Ky f(K) = H.
Empecemos con f(H) = K.
SeaT € K,T = (9,1, T2,...). Si nombramos a (x1,xs, T3, ...) = (Yo, Y1, Y2, ---),
entonces y; = x;41 paratoda: > 0. Como = € K, se tiene que para todan > 0, xg, € Cs

IRecordemos que A, ,, = {f*"+*(z)|n > 0}
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y Tons1 € Ch, entonces ya, € C1 Y Yoni1 € Co. Por lo tanto (yo, y1, Yo, ...) € H y como
f (o, y1, 92, ...) = (20, 1, T2, ...), entonces T € f(H).

Sea T € H. Entonces paratodan > 0, x9, € C1y o1 € Cs. Sea (Yo, Y1, Y2, -..) =
(f(xo), o, 1, ...). Entonces yo € Co, yo; = X9;—1, 811 > 1y Yojy1 = X9, sii > 0. Por lo
tanto para toda i > 0, yo; € Coy Y41 € (1, lo cual nos dice que que (yo, ¥1,...) € K
y entonces f(Z) € K. Esto nos prueba la otra contencién. Por lo tanto f(H) = K. La
prueba de que f(K) = H es similar.

Ahora veremos que H y K son subcontinuos propios de (7, f), empecemos con H.

Primero definamos una funcién i : C; — C; como h(x) = f*(z). Observemos que h
esta bien definida, entonces (C, k) es un continuo. Veamos que (C', k) es homeomorfo a
H.

Sea F': (Cy,h) — H, definida como

F<y07y17y27y37 ) = (y0> f(y1>7y1> f(y2>7y2> f(y3>7y3> sy f(yn)ayrw )

Observemos que las entradas pares de esta sucesion son de la forma y,, € C] y que las
entradas impares son de la forma f(y,,) € Cs, entonces F'(yo, y1, Y2, ...) € H. Por lo tanto
F esta bien definida.

Veamos ahora que F’ es inyectiva. Sean z,y € (C1, h), supongamos que
F(yo,y1,92,-..) = F(20, 21, 22, ...), entonces las entradas pares de las dos sucesiones son
iguales y por lo tanto (yo, y1, Y2, --.) = (20, 21, 22, ...). Esto prueba la inyectividad.

Sea (Yo, Y1, Y2, ...) € H. Entonces para todan > 0, yo, € C1y Y211 € Co, luego
(Yo, Y2, Ya, --.) € (Cy, h). Ademas F(yo, Y2, Ya, ---) = (Yo, Y1, Y2, Y3, -..). Lo cual prueba la
suprayectividad.

Finalmente para ver que F' es continua observemos que 7y; o F' = 7; para toda ¢ > 0
y moi—1 0 ' = f o, paratoda i > 1, las cuales son funciones continuas. Lo cual nos dice
que I es continua. Como (C, h) es compacto y H es 75, entonces (C, h) es homeomorfo
a H. Por lo tanto H es un continuo.

Sea zy € Cy \ {p}. Entonces por ser f suprayectiva, existe T € (I, f) tal que zo =
7o(T). Como zg € C3 \ {p}, entonces T ¢ H y por lo tanto H es un subcontinuo propio.

Ya vimos que f (H) = K y como f es un homeomorfismo y H es un subcontinuo
propio, entonces K es un subcontinuo propio.

Ahora veamos que H U K = (I, f). De la definicion de H y K se sigue que H U K C
(I, f). Para la otra contencién, tomamos x € (I, f).

Si T es de la forma = = (p, p, p, ...) = P, entonces x,, € C; N Cy para toda n € N. Por
lotantor € H U K.

Si T # P, entonces existe n € N tal que x,, # p. Sea N = min{i € N : z; # p}.
Observemos que si n > N, x,, # p, pues f(p) = p. Sean > N. Entonces z,, € C}, para
algin i € {1,2}, luego z,,+1 € C; con j # i. Pues si z,,; € C;, entonces z,, € C;, luego
z, € C; N Cj, entonces x,, = p. Esto es una contradiccion, pues n > N. Entonces los
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x5 son alternados, si n > N. Como f(C;) = C}, entonces los z,, se alternan para toda
n > 0. Por lo tanto 7 estd en H o en K, dependiendo en donde estd xy, en C 6 en Cs.

Ahora veremos que H N K = {p}. Yavimosque p € HNK.SiT € HN K, entonces
x, € C1 N Cy paratodan > 0. Como C; N Cy = {p}, entonces T = P. Esto prueba que
Hn K ={p}.

Finalmente veremos que / y K son continuos indescomponibles. Para esto recorde-
mos que estamos en el caso en donde O(x, f) es denso en I y Ay no es denso en /. Por
el Teorema Ap2)0 es denso en Ay g = Cy, es decir {f*"(z) : n > 0} es denso en
C1. Como h(z) = f?(x), entonces {h**(x) : n > 0} es denso en C}. Por el inciso a) del
Teorema (C1, h) es un continuo indescomponible y como (C', h) es homeomorfo a
H, entonces H es un continuo indescomponible. Como f (H)=Ky f es un homeomor-
fismo, entonces K es un continuo indescomponible. Esto concluye la demostracion del
Teorema [4.26] O



Capitulo 5

Indescomponibilidad y periodo 3

El objetivo de este capitulo es estudiar algunas relaciones que hay entre subcontinuos
indescomponibles de (7, f) y puntos periddicos de f cuyos periodos no son potencia de 2.

El Teorema de Sharkovskii nos dice que si f : I — I tiene un punto periédico que no
es potencia de 2, entonces f tiene una infinidad de puntos periddicos. En particular f tiene
puntos periddicos de periodo 2* para toda k € N U {0}.

Recordemos que en el capitulo anterior vimos que si f tiene una 6rbita densa, entonces
(I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. En este capitulo volverdn a aparecer
subcontinuos indescomponibles en (I, f), pero ahora serd gracias a puntos periédicos de f
cuyos periodos no son potencia de 2. Parece ser que cuando la dindmica de f es interesante,
aperecen subcontinuos indescomponibles en (7, f).

Para desarrollar la teoria que hay entre indescomponibilidad y puntos periddicos, he-
mos dividido este capitulo en tres secciones. En la primera seccién supondremos que (7, f)
es un continuo indescomponible y en base a esta suposicién veremos que bajo ciertas
condiciones f tiene un punto periddico cuyo periodo no es potencia de 2.

En la segunda seccién veremos que si f tiene un punto peridédico cuyo periodo no
es potencia de 2, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. También de-
mostraremos un corolario que nos relaciona, puntos periddicos cuyos periodos no son
potencia de 2, con subcontinuos indescomponibles de (7, f).

En la dltima seccién mostraremos un ejemplo de una funcién f : I — I que cumple
que (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero f no tiene puntos periddicos
de periodo mayor a 1. Lo cual nos dice que el regreso del Teorema [5.31] no siempre se
cumple.

5.1. Indescomponibilidad y Puntos Esquina Implican Periodo 3

Sabemos que los continuos indescomponibles son algo complicados, pues si tan sélo
pensamos en el continuo de Knaster y el pseudoarco, ya es suficiente para imaginarnos que
este tipo de continuos son dificiles. Ademds de que guardan algunas propiedades intere-
santes que escapan de la intuicién. Como por ejemplo el pseudoarco, el cual no se puede
dibujar por no contener arcos, o el continuo de Knaster que cumple que sus subcontinuos
propios son arcos, pero el mismo no es un arco.

65
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Lo anterior nos lanza una pregunta natural relacionado con f e (I, f), la pregunta es:
(C6émo serd f cuando (I, f) sea un continuo indescomponible? Es natural intuir que la
funcién f tiene que ser muy interesante, ya sea con respecto a la dindmica o quiza dindmi-
camente no sea intersante, pero tal vez sea dificil de construir.

Hablando de dindmica, por ejemplo en el primer capitulo vimos que el limite inverso
de la funcién tienda es el continuo de Knaster. Sabemos que la dindmica de la funcién
tienda es muy interesante ya que tiene puntos periddicos de cualquier periodo, tiene érbitas
densas y ademds es una funcién cadtica.

El objetivo de esta seccion es argumentar, que si (/, f) es un continuo indescomponible
y f es de cierta forma, entonces f es una funcién dindmicamente interesante como la
tienda.

Nos enfocaremos en funciones que son uniones finitas de funciones monétonas, a este
tipo de funciones les diremos que tienen una cantidad finita de puntos esquina (ver Defini-
cién [5.13). Observemos que estas funciones son féciles de construir y podriamos decir
que son una clase muy importante de funciones, f : I — I, continuas. Aunque sencillas
que parezcan, muchas veces la dindmica de este tipo de funciones resulta muy interesante,
como es el caso de la funcién tienda.

El Teoremal[5.23] el cual es el teorema principal de esta seccion, nos dice que si f : I —
I es una funcién continua y suprayectiva que tiene una cantidad finita de puntos esquina
y que ademds cumple que (7, f) es un continuo indescomponible, entonces f tiene puntos
periddicos cuyos periodos no son potencia de 2. A continuacién desarrollaremos algunas
herramientas que nos ayudardn a demostrar este teorema. Algunos de los lemas que se
muestran a continuacién nos dan informacion importante, por ejemplo el Lema nos
da algunas condiciones sobre f, para que f tenga exactamente puntos de periodo 3. Se le
invita al lector a que lea detenidamente los resultados previos al Teorema principal, varios
de ellos son interesantes.

Primero desarrollaremos algunas herramientas que nos ayudaran a probar el Teorema
este teorema serd importante para probar el Teorema

La siguiente definicién es muy conocida en teoria de continuos, la recordamos porque
serd muy utilizada en gran parte del capitulo.

Definicion 5.1. Sea X un continuo, sean x,y € I. Decimos que X es irruducible entre x
y ¥ si no existe un subcontinuo propio de X que tengaazyay.

En la siguiente observacion denotaremos a [x,,y,] C I, como el intervalo cerrado
mads chico que tiene a x,,, y,. Para demostrar el préximo lema, necesitaremos ayuda de
la siguiente observacion, el cual nos describe una forma de como estidn ordenados los
intervalos [z, y,] cuando T,y € (I, f).

Observacion 5.2. Sea f : I — I, una funcién continua. Sean 7,y € (I, f), con T =
(xo, 1, 22,...) YU = (Yo, Y1, Yo, ...). Entonces para todan > 0y k > 0 se tiene que
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Z) [$k+myk+n] - f([l‘k+n+17yk+n+1]) y
“) fn[xk—i-nvyk-‘rn] - f"“[xk+n+1,yk+n+1].

DEMOSTRACION. Seann > 0y k > 0. Como f(Zpini1) = Than Y [ (Ykins1) =
Yk+n, €ntonces por el teorema del valor intermedio
[@ktns Yrtn] € F([Trtntt, Yosnt])-

Si aplicamos f" de ambos lados tenemos

1
S (@ ksns Yern]) S 7 ([htntts Yernsa])-
Lo cual nos prueba la observacion. 0
En el siguiente lema empezaremos a utilizar la Definicion [5.1] Este lema nos da una
propiedad interesante sobre el intervalo cuando existen T,y € (I, f) tal que (I, f) es

irreducible entre ellos. Las construcciones que haremos en la demostracion de este lema
nos serviran para probar el Lema/[5.5]

Lema5.3. Sea ] = [a,b],sea f : I — [ unafuncién continua y suprayectiva. Supongamos
que (I, f) es irreducible entre T y 7, entonces para todo ¢,d € I,cona < ¢ < d < b,
existe N € Ntal que sin > N, [¢,d] C f™([xn, Yn))-

DEMOSTRACION. Por la observacién anterior, dado k£ > 0 tenemos que

[T, k] C f([Trs1, Yrra]) C fz([xk+2a3/k+2]) C - C f"Thtn Yran] S -

Sea

Ly, = 25, Y] U f([2rg1, Yrr]) U P2 ([Trg2, Yraa]) U f ([T pgns Ypgn) ) U - - - =

U Jm_k[xm Yn)-

n>k

Como { f" ¥, Yn] }n>k €s una sucesion creciente de intervalos, entonces Ly, es un inter-
valo.
Para cada k£ > 0, sea

Ji = L.
Entonces J, es un intervalo cerrado.
Veamos que
f (Jk—i-l) = J.
Recordemos que Liy1 = [Zs1, Yrr1) U f([Trg2, Ynra)) U 2 ([Trgs, Yras]) U - - -, en-

tonces Ly = [xg,yx] U f(Lg+1). Como Liyy C Jpyq, entonces f(Lgy1) € f(Jkt1)-
Ademds como [k, yi] © f([@rt1, Yrs1]) ¥ f([2h41, Yri1]) € f(Jura), entonces [zx, ] ©
f(Jg41)- Por lo tanto [z, yx| U f(Lgy1) = Lg € f(Jks1), entonces Ly C f(Jgy1), luego
Ji C [ (Jk+1).
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Para la otra contencion, recordemos que como f es continua, se cumple que f(C) C
f(C), entonces f(Lpy1) € f(Lgs1) C Ly. Por lo tanto f(Jy41) C Ji. Esta contencién
termina la prueba de que que f(Jy11) = Ji.

Como ya vimos que para toda k > 0, f(Jx1+1) = Ji, entonces podemos hablar de

Observemos que J es un subcontinuo de (7, f) que tiene a T y a 7, pues para toda k > 0,

T, Yr € Jx. Y como (I, f) es irreducible entre T y 7, entonces J = (I, f).
Como f es suprayectiva, entonces Jy = I, luego

n=0
Como Ly es un intervalo y Ly = I = [a, b], entonces

Lo = |J r([zn, yal) U {a, 0} = 1.
n=0
De la hipétesis de que a < ¢ < d < by de la propiedad f™([z,, yn]) C f" " ([Tnt1, Ynt1))
para todan > 0, se sigue que existe N € N tal que {c,d} C f¥([zn,yn]). Por el teorema
del valor intermedio [c,d] € f¥([zn,yn]). Entonces por la Observacion sin > N,
le,d] € f™([xn, yn]). Esto termina la prueba del lema. O

En lo siguiente introducimos la definicién de funcion organica. Este tipo de funciones
serd muy importante, pues en el Teorema probaremos que si (I, f) es un continuo
indescomponible y f es organica, entonces f tiene un punto periddico cuyo periodo no es
potencia de 2.

Definicion 5.4. Sea f : [ — [ una funcién continua. Decimos que f : I — [ es una
funcion orgdnica si para todo Z, g en (I, f) tal que (I, f) es irreducible entre T y 7, existe
n € Ntal que f"([z,, yn)) = I. Donde [z, y,| denota al intervalo mds pequefio que tiene
ax,yay,.

Diremos que f : I — I es inorgdnica si no es organica

Quiz4 por el dificil manejo de los limites inversos sea complicado encontrar funciones
f I — I que sean organicas. Lo cual nos puede hacer pensar que tal vez ese tipo de
funciones no existan. El siguiente lema nos viene a rescatar, ya que gracias a este lema
podemos dar una infinidad de ejemplos de funciones orgénicas.

El ejemplo de la funcion que se da en la dltima seccidn de este capitulo es un ejemplo
de funcién inorgénica.

Lema 5.5. Sea [ = [a,b] y f : I — I continua. Supongamos que existen p, g en (a,b) y
r,s > 1tal que f"(p) = ay f°(q) = b, entonces f : [ — I es orgdnica.
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DEMOSTRACION. Sean 7,7 en (I, f) tales que (/, f) es irreducible entre ellos. Vea-
mos que existe n € N tal que f"([z,, yn]) = 1.

Como f(f"'(p)) =a, f(f*'(q)) = by f es continua, entonces, por el teorema del
valor intermedio, f es suprayectiva.

Como [ es suprayectiva, entonces este lema cumple las hipétesis del lema anterior.
Usando el hecho de que, @(Jk, f) = (I, f), de la demostracién del lema anterior y que
f es suprayectiva, se sigue que .J,, = I. Es decir

Jr = L_r = U fn_r([xmyn]) =1

n>r

Como p € (a,b) y L, es un intervalo, entonces p € |J,, f" " ([Zn, Yn)), luego existe
N; tal que p € M "([xn,, yn,]). Como fT(p) = a, entonces a € fN'([zn,,yn,])-
Andlogamente tenemos que .J, = I, entonces existe N, tal que ¢ € fV2*([xn,, Yn,])-
Como f*(q) = b, entonces b € f([zn,,yn,]). De la Observacion [5.2} se sigue que
si N = max{Ny, Ny}, entonces {a,b} C fV([xn,yn]), luego por el teorema del valor
intermedio I = [V ([zy, yn])- O

Los siguientes dos lemas nos hablan de algunas propiedades conocidas de funciones
continuas, f : I — I. Estos lemas serdn importantes para probar el préximo Teorema. El
proximo lema se podria pensar como una forma del teorema del valor intermedio, pues nos
dice que si K C f(J), donde K, J son intervalos, entonces existe un subintervalo R C .J
tal que f(R) = K.

Lema 5.6. Sea I un intervalo, f : I — I una funcién continua y [a, b], ¢, d] subintervalos
de I. Si[a,b] C f([c,d]), entonces existe [e,m| C [c, d] tal que f([e,m]) = [a, b].

DEMOSTRACION. Como a,b € f([c,d]), entonces existen t,q € [c,d] tales que
f(t) =ay f(q) = b. Puede pasarque t < ¢ 6 q < t.

Caso1.Sit <g,seae=sup{zr € I:2<qy f(x)=a}, como f(t) = a, entonces
e existe. Ahoraseam = inf{r € I : e <r < gqy f(r) =b},como f(q) =bye < g,
entonces m existe. Veamos que f([e, m]) = [a, b].

Por la continuidad de la funcién f y por la definiciéon de infimo y supremo tenemos
que f(e) = ay f(m) = b. Entonces por el teorema del valor intermedio [a, b] C f([e, m]).

Veamos ahora que f([e,m]) C [a,b]. Sea z € (e,m), si f(x) < a, entonces f(z) <
a < f(m), porel T.V.IL existe z € (x,m) tal que f(z) = a. Como z < m < ¢, entonces
z < q,luego z < e, pero e < x < z, esto es una contradiccion, por lo tanto a < f(z).

Sib < f(z), entonces f(e) < b < f(z), luego existe z € (e, x) tal que f(z) = b.
Comoe < z <z <m < g, entonces e < z < ¢, luego m < z, pero z < m, esto es una
contradiccion, por lo tanto f(z) > b.

De las dos desigualdades se sigue que a < f(x) < b. Por lo tanto f([e,m]) C [a, b].
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Caso2.Sig <t,seae=sup{rel:r<ty f(ry=0tym=inf{rel:e<
r <ty f(r) =a}. Como f(q) = by q < t, entonces e existe, también pasa que ¢ < t
y f(t) = a, entonces m existe. Al igual que en el caso anterior f(e) = by f(m) = a
entonces [a,b] C f([e,m]).

Ahorasea z € (e,m) si f(x) < a, entonces f(x) < a < f(e), luego existe z € (e, x)
tal que f(z) = a. Como e < z < m < t, entonces ¢ < z < t, luego m < z, pero z < m,
esto es una contradiccion. Por lo tanto a < f(z).

Sib < f(x), entonces f(m) < b < f(z), luego existe z € (z,m) tal que f(z) = by
z < t, entonces z < e, pero e < z, esto es un contradiccién. Por lo tanto f(z) € [a,b].
Esto prueba que f([e,m]) C [a, b] y asi terminamos el lema. O

El Lema nos regala un punto fijo cuando J C f(.J) para un intervalo .J. El punto
fijo que nos regala este lema, serd importante para demostrar el Lema/5.§]

Lema 5.7. Sea f : I — [ una funcién continua y [a,b] C I tal que [a,b] C f([a,?b]),
entonces existe z € [a, b] tal que f(z) = =z

DEMOSTRACION. Como a € f([a,b]), entonces existe 2 € [a,b] tal que f(z) = a,
luego f(x) < z.Como b € f([a,b]), existe y € [a,b] tal que f(y) = b, luegoy < f(y).
Si consideramos a la funcién & : [a,b] — R dada por h(w) = f(w) — w, entonces h
es continua, h(z) < 0y 0 < h(y). Luego por el Teorema del valor intermedio existe
z € [a, b] tal que h(z) = 0, entonces f(z) = z. O

El Lemade cierta forma nos dice que cuando una funcién, f : [ — I, contiene una
funcién tipo la funcién tienda, entonces f tiene un punto periddico de periodo 3.

El Lema serd en esencia lo que necesitaremos para demostrar el Teorema
También nos servird para demostrar los Lemas y Los cuales serdn importantes

para probar el Teorema

Lema 5.8. Sea f : I — [ una funcién continua. Supongamos que existen cg, ¢; y g en 1,
con ¢y < g < ¢y, tal que [co, c1] € f([co,q]) ¥ [co,c1] € f([g,c1]), entonces f: I — I
tiene un punto periodico de periodo 3.

DEMOSTRACION. Como [cg,q] € f([g,c1]), entonces por el Lema existe J;
subintervalo de [g, ¢;] tal que f(.J1) = [co, q].- Como J; C f([g, c1]), existe Jo C [g, ;] tal
que f(J2) = J;. Finalmente como J, C f([co, q]), existe J3 C [co, ¢] tal que f(J3) = Jo.

Del pérrafo anterior tenemos que f(J3) = Jo, f2(J3) = Ji, f2(J3) = [co,q] y J3 C
[co, g]. Por lo tanto J3 C f3(J3). Por el Lemal5.7} existe » € J; tal que f3(x) = x. Veamos
que z tiene periodo 3.

Observemos primero que ¢ ¢ J; N Jy. Siq € J; N Jy, como Jy, Jo C [q, ¢1], entonces
J1 € Jy6Jy € Jy.SiJy C Jy, entonces f(J1) C f(J2), luego [co,q) € J1y Ji C [g,c1l,
por lo tanto [cg, q] C [q, ¢1], que es una contradiccién. Si J C Jy, entonces f(Jo) C f(Jy),
luego J; C [co, ¢|. Esto es una contradicién, pues .J; C [g, ¢1]. Por lo tanto ¢ ¢ J; N Js.
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Ahora si, veamos que x es de periodo 3. Si f(z) = z, entonces z € Jo y f(x) € Ji,
luego z € J; N Jo N Js, porlo tanto x = qy ¢ € J; N Jo. Lo cual es una contradiccion,
pues acabamos de ver que ¢ ¢ J; N Jo. Si f?(z) = z, entonces f?(z) = f(z) = x, luego
f(x) = = y regresamos al caso anterior. Por lo tanto x si tiene periodo 3. U

Finalmente hemos llegado a uno de lo teoremas principales de esta secciéon. Como
vimos en el Lema|[5.5] las funciones organicas son una familia bastante grande. Para esta
familia de funciones, el siguiente teorema nos dice que f tiene puntos periddicos, cuyos
periodos no son potencia de 2, cuando (1, f) es un continuo indescomponible.

Teorema 5.9. Si f : I — I es una funcion orgdnicay (I, f) es indescomponible, entonces
f : I — [ tiene un punto periodico cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACION. Como (I, f) es indescomponible, hay tres puntos 7,7,z € (I, f)
tal que (7, f) es irreducible entre cualesquiera par de ellos. Recordando de la Observacion
que si n < m, entonces f"([zn,yn]) € f™([Tm,ym]) y usando que f es organica,
entonces existe n € N tal que f"([zn, ynl) = f"([Yn, 2n]) = ([0, 2,]) = I. Podemos
suponer que x,, < Y, < Zp.

Como f" ([, yn]) = f"([yn, 2n]) = I, entonces [, z0] S f"([2n,yn]) ¥ [2n, zn] C
S ([Yn, zn]). Usando el Lema [5.8] para la funcién f : I — I, se sigue que existe z € [
tal que x es un punto periddico de periodo 3 para la funcién f. Es decir

fra) # (), [fx) £y (o) =

Sea s € Nel periodo de z, entonces s es de laformas =3k 6s=3k+16s =3k +2
para algin k£ > 0. Si s = 3k + 1, entonces f"*(z) = z, luego

v = FRERD (@) = (@) = fi(a),

por lo tanto f"(x) = x y ya vimos que esto no puede pasar. Si s = 3k + 2, entonces
frBE+2) (1) = 1, luego x = f2(f3"*(x) = f?"(x), por lo tanto f2"(x) = x y ya vimos
que esto no puede pasar. Por lo tanto s = 3k que no es potencia de dos. 0

En el teorema anterior vimos que si (/, f) es un continuo indescomponible y f es una
funcién orgénica, entonces f tiene un punto periodico de periodo no potencia de 2. En el
Teorema5.23] basicamente se analizard el caso cuando f es inorgénica y tiene una cantidad
finita de puntos esquina (ver Definicién [5.13)). La teoria que se desarrolla a continuacién
serd para demostrar esa parte del Teorema|5.23]

El siguiente lema nos da una condicién sobre f para que (I, f) sea un continuo des-
componible. Este lema nos ayudard a probar los Lemas y los cuales serdn im-
portantes para probar la existencia de puntos fijos. Pero antes de demostrar el siguiente
lema, sera necesario hacer la siguiente observacion, la cual nos da una condicion para que
un conjunto cerrado H de (I, f) sea un continuo.
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Observacion 5.10. Se H C (I, f) un conjunto cerrado de (I, f). Supongamos que para
todan € N, (H) es un intervalo, entonces H es un continuo.

DEMOSTRACION. Como H es cerrado, entonces H es compacto y métrico. Sélo falta
Ver que es conexo.

Supongamos que H no es conexo, entonces H = A U B, tal que Ay B son cerrados
ajenos no vacios de (I, f). Obsérvese que A, B se pueden tomar cerrados, pues H es
cerrado.

Como para todan > 0, m,(H) = m,(A) Um,(B) y m,(H) es un intervalo, entonces
para toda n € N m,(A) N 7,(B) # &, luego existen 7,* € Ay 7,? € B tales que
Tn(Tn?) = Yy = T (7, 2). Si definimos a § como 7 = (yo, y1, ¥, ...), entonces

lm 7,* =7 = lim 3,7,
n—oo n—oo
pero Ay B son cerrados, luego 7 € AN B, lo cual contradice que son ajenos.
Por lo tanto H es un continuo. U

Lema 5.11. Supongamos que f : I — [ es una funcién continua y suprayectiva, y sea
J C I un subintervalo cerrado propio de I tal que paracadan € N, f~"(.J) es un intervalo,
entonces (/, f) es un continuo descomponible.

DEMOSTRACION. Sea H = {Z € (I, f) : my € J}. Observemos que H = 7, (J).
Como J es un intervalo cerrado y propio de /, f es sobre y 7 es continua, entonces H es
un subconjunto cerrado propio de (7, f).

Sean > 0. Veamos que 7, (H) = f~"(J). Sea x € m,(H). Entonces existe T € H
tal que T = (xg, .., Tpn_1,T, Tpi1,...) Y To(T) = x, luego xg = f"(z) € J, entonces
x € f~"(J). Porlo tanto 7, (H) C f~"(J).

Ahoraseax € f~"(J), entonces f"(x) € J. Si consideramos el punto

7= ("), " x), ..z, T, ..

donde z;, coni > n + 1, cumplen que f(z;41) = x; y f(x,11) = z, esto se puede por ser
f suprayectiva. Entonces T € H'y x € m,(H). Lo cual prueba que f~"(J) C 7,(H). Con
las dos contenciones tenemos que 7,(H) = f~"(J).

Por hipétesis tenemos que f~"(J) es un intervalo cerrado, entonces por la Obser-
vacién[5.10| H es un subcontinuo propio de (I, f). Por dltimo tenemos que m, * (int(.J)) C
75 (J) C H,entonces H es un subcontinuo propio de (I, f) con interior no vacio. Lo cual
nos dice que (7, f) es un continuo descomponible. O

El siguiente lema serd muy importante para probar los incisos 7) y ii) de la demostra-
cién del Teorema La funcién f; que se introduce en el siguiente lema, en sistemas
dindmicos se le llama funcién conjugada de f. Se sabe que la dindmica de dos funciones
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conjugadas es esencialmente la misma. Si se cumple esta propiedad entre funciones con-
jugadas, es de esperarse que los limites inversos respectivos sean homeomorfos. Tal hecho
se prueba en el siguiente lema.

Lema 5.12. Sea f : I — [ una funcién continua y & : I — [ un homeomorfismo. Si
fi=ho foh ! entonces (I, f)y (I, fi) son homeomorfos.

DEMOSTRACION. Sea H : (I, f) — (I, f1) una funcién dada por
H(l‘o, T1,T9, ) = (h([Eo), h(l’l), h(l]g), )

Obsérvese que H estd bien definida, pues

Si(M(@ni1)) = h(f(2n41)) = h(2n),

paran > 0.
Como 7,0 H(xg, 1, T2, ...) = h(z,) = hom,(T) y hom, es continua para todan > 0,
entonces H es continua.
Sean 7,y € (I, f). Si H(xo,x1, 22, ...) = H(yo, Y1, Y2, -..). Entonces h(x,) = h(y,)y
por ser h un homeomorfismo, x,, = ¥, para toda n > 0, esto prueba que H es inyectiva.
Ahora, sea (g, x1, T2, ...) € (I, f1). Entonces para cada n > 0,
hofoh Y (z,1)= fi(xni1) = T, luego fo h ™ (x,41) = h~1(x,), por lo tanto

(W™ (o), b (21), A% (22), ) € (1, f) y

H(h (o), (1), h~2(@s), ...) = (20, 21, T2, -..),

esto prueba que H es suprayectiva. Por lo tanto H es un homeomorfismo. 0

Antes de seguir con la siguiente definicion es importante que aclaremos lo que enten-
deré por funcidn creciente y decreciente.

Sea f : I — I. Diremos que f es creciente si para todo z,y € I, tal que = < 1y,
f(z) < f(y). f serd decreciente si paratoda z,y € I, talque z < vy, f(y) < f(x).

Decimos que una funcién, f : I — [, es mondnota si es creciente o decreciente.
Cuando f : I — [ es una funcioén continua decir que f es monétona es equivalente a
decir que f es inyectiva. Esta ultima equivalencia sera utilizada para probar alguno de los
siguientes lemas.

Finalmente definiremos formalmente lo que quiere decir que una funcién f : I — I,
tenga una cantidad finita de puntos esquina.

Definicion 5.13. Sea I = [a,b]y f : I — I una funcién continua. Decimos que f : I — |
tiene una cantidad finita de puntos esquina si existe una cantidad finita de puntos de I,
ap < a; < ag < -+ < ap, talque ag = a, a, = byparacadai € {0,1,2,,...,n— 1}, fes
mondtona en [a;, a;41].
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El siguiente lema nos dice que la composicidon de funciones que tienen una cantidad
finita de puntos esquina, también tiene una cantidad finita de puntos esquina. Este lema
sera utilizado en la parte i) y 7i7) de la demostracién del Teorema para ver que
f?y f1 un conjugado de f, tienen una cantidad finita de puntos esquina. La siguiente
observacion sera la herramienta principal que nos ayudara a demostrar el siguiente lema.

Observacion 5.14. Sea g : I — [ una funcién continuay sea ag < a; < az < -+ < a,
una particién de I, con ag = a y a,, = b. Supongamos que g es inyectiva en [¢,d] C I,
entonces existe una particion wy < wy < wy < + -+ < Wy, de [¢,d], con wy = cy w,, =d
que cumple que para toda ¢ € {0,1,2,....,m — 1} existe j € {0,1,2,....,n — 1} tal que
glwi, wira] C aj, ajia].

DEMOSTRACION. Como g : I — [ es continua e inyectiva en [c, d], entonces g es
creciente 6 decreciente en [c, d].

Caso 1. Si g es creciente, entonces ¢([c, d]) = [g(c), g(d)], sea a,, el mas cercano por
la izquierda al intervalo [g(c), g(d)] y a,, es mds cercano por la derecha, entonces

lg(c),9(d)] C [an,an] yparacadai € {n+ 1,n+ 2,...,m — 1} existe w; € [c, d] tal que
g(w;) = a;.

Observemos que por ser g creciente en [c, d|, se cumple que paracadai € {n+1,n+2, ...,
m — 1}, w; < w;41. Por la continuidad de g y el Teorema del valor intermedio se sigue
que

g(le, wni1]) C [an, ansals g([wi, wis1]) = [ai, aip1] sii € {n+1,n+2,...,m— 1}
y g([wm—la d] g [am—b amD
Entonces la particion de [c, d] dada por {¢, w11, W9, ..., Wn_1,d} cumple lo que quere-
mos.

Caso 2. Si g es decreciente entonces g([c, d]) = [g(d), g(c)], sea a,, el mds cercano por
la izquierda a g(d) y a,, el mas cercano por la derecha a ¢(c), entonces

lg(d), g(c)] C [an,an]yparacadai € {n+ 1,n+2,...,m — 1} existe w; € (c,d) tal que
g(w;) = a;.
Por ser g decreciente se cumple que
C< W1 < Wpog < Wz < -+ < Wy < d.
Por la continuidad de g y el teorema del valor intermedio se sigue que
([wni1,d)) C lan, any1ls g([wi, wiq]) = [ai_1,a;] sii € {n+2,....,m —1}

y g([ca wm—l]) C [a”fI’L—la am]'
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Entonces la particion dada por {c¢, w,,_1, Wp_2, ..., W1, d} cumple lo que queremos.
OJ

Lema 5.15. Sean f, g : [ — I funciones continuas. Supongamos que f,g : I — [ tienen
una cantidad finita de puntos esquina, entonces f o g : I — [ tiene una cantidad finita de
puntos esquina.

DEMOSTRACION. Sea {ag, aj, as, ..., a, } la particién de I, tal que f es inyectiva en
la;,a;11) paracadai € {0,1,...,n— 1} y sea P, = {bg, b1, ..., by, } la particion de I tal que
g es inyectiva en [b;, b;, 1] paracadai € {0,1,2,...,m — 1}.

Por la observacion anterior, existe una particion P, = {wg, w, ws, ....,ws} de I, que
es un refinamineto de P, tal que paracadai € {0,1,2,...,s—1} existe j € {0,1,2,...,n—
1} tal que g([wi, wi]) € [a;, aj41].

Como P, refina a P, se tiene que para todai € {0,1,2,...,s — 1} g es inyectiva en
[w;, wit1] y como g([w;, wi+1]) C [aj,a;j41] para alguna j € {0,1,2,....n — 1}y fes
inyectiva en [a;, a;1], entonces f o g es inyectiva en [w;, w;1]. Esto prueba que f o g es
mondtona en [w;, w; 1] paratodai € {0,1,2,...,s—1} y entonces f o g tiene una cantidad
finita de puntos esquina. U

En el Teorema[5.9] utizamos que f : I — I era una funcién organica. A partir de ahora,
con ayuda de los lemas anteriores, empezaremos a analizar el caso cuando f : I — [ esun
funcién inorgénica. El siguiente lema nos dice que si f : I — [ es una funcién inorganicay
suprayectiva, entonces puede pasar que f~'({a}) = {a}. Este dltimo lema es importante,
ya que aparecerd en las hipétesis del Lema[5.22]

Analizando el préximo lema y el Lema [5.22] podemos ir imaginando como serd la
demostracion del Teorema[5.23

Lema 5.16. Sea [ = [a,b], f : I — I una funcidén continua, inorgdnica y suprayectiva.
Entonces pasa alguno de los siguientes:

= [7'({a}) = {a}
= fTH{b}) = {b}
= f7'({a,0}) ={a,b}y f(a) = b, f(b) = a.

DEMOSTRACION. Supongamos que f~'({a}) # {a}y f~*({b}) # {b}. Veamos
primero que f(a) = by que f(b) = a.

Como f~*({a}) # {a}, f~1({b}) # {b} y f es suprayectiva, entonces existen p, g € [
tal que a < p < b, con f(p) =aya <q<b,con f(q) =b.

Sia < p < b, entonces por ser f inorgdnica y por el Lema se sigue que ¢ = a,
luego f(a) = by como f(p) = a, entonces f2(p) = b, luego por Lemal5.5] f es orgdnica.
Lo cual contradice las hipétesis. Por lo tanto p = b, similarmente se demuestra que ¢ = a.
Esto prueba que f(a) = b, f(b) = ay {a,b} C f~'({a,b}).

Ahorasiz € f~1({a,b}), entonces f(z) = a6 f(z) =0.Si f(x) =aya <z <b.
Como f(a) = b, entonces f?(x) = b, luego por el Lema f es organica. Lo cual
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contradice la hipétesis. Por lo tanto = € {a, b}. Similarmente se prueba que si f(z) = b,
entonces = € {a,b}. Por lo tanto f~!({a,b}) C {a, b}, lo cual termina el lema. O

Los siguientes dos lemas nos servirdn para asegurar la existencia de puntos fijos en la
demostracion del Lema[3.21]

Al principio s6lo habia hecho el Lema pero luego me di cuenta que era nece-
sario hacer el Lema por separado, pues este lema tiene menos hipdtesis y éstas son
las unicas hipdtesis que me dan para demostrar la segunda parte del Lema La de-
mostracion de los dos lemas es muy parecida. El volver a hacerla me ayud6 a comprender
mejor la demostracion.

De aqui en adelante I serd un intervalo cerrado de R de la forma I = [a, b].

Lema 5.17. Si f : I — [ es una funcién continua y suprayectiva que cumple

i) f: 1 — I tiene una cantidad finita de puntos esquina,
i1) (I, f) es indescomponible y
iii) f7'({a}) = {a}.

Entonces para toda ¢ € (a, b) existe x € (a, c| tal que f(x) < z.

DEMOSTRACION. Sea I = [a,b] y ap < a; < --- < a, la cantidad finita de puntos
esquina de f en .

Supongamos que existe ¢ € (a, b) tal que paratoday € (a,c], y < f(y).

Como a ¢ f([c,b]) y f es continua, entonces existe 7 € I,cona <71 < a; yr < ¢, tal
que [a, 7] N f([e,b]) = @. Veamos que [a, 7] N f([r,b]) = 2.

Como [a,] N £([r,b)) = [a,7] 0 (F(r, ) U £(le,8])) =
la, 7|0 f([r, c]), entonces hay w € [r, | tal que f(w) = z, luego f
que f(w) > w para toda w € (a, c]. Por lo tanto [a, ] N f([r, b])

De lo anterior y de que f es suprayectiva se sigue que

3) la, 7] € f(la,r]).

1 Siz e f~Y([a,r]), f(x) € [a,r]. Como [a,r] N f([r,b]) = @, entonces x € [a, 7], por
o tanto

4) f_l([a> T]) - [avr]'

De la Ecuaciones (3) y (4) se sigue que f~!([a,r]) = f|[;1r]([a, r]) y este Gltimo es un
intervalo, pues r < a1y f|s : [a,7] = I es mondtona, por lo tanto f~'([a,7]) es un
intervalo.

Como f~!([a,r]) C f([a,7]) y f*([a,r]) C [a,r], entonces

2 (ar)) = Flah (F (lar))

y este dltimo es un intervalo pues f|[,,) es monétona, entonces f~>([a,r]) es un intervalo.
Inductivamente podemos ver que para toda n > 2,

a,r] N f([r,c]). Si z €
w) < w, esto contradice
.

I
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f(la,r]) C la, 7], f7 D ([a,r]) € f([a,r]) y f~""D([a,r]) es un intervalo,

entonces f~"([a,7]) = f|[;1r](f_(”_1)([a, r])) y este tltimo es un intervalo, pues f|(,] €s
mondtona. Por lo tanto tenemos que f~"([a, r]) es un intervalo para toda n € N, luego por
el Lema[5.11] (I, f) es descomponible, lo cual contradice la hipétesis de este lema. Por lo
tanto para todo ¢ € (a, b) existe x € (a, c] tal que f(z) < . O

Lema 5.18. Si f : I — [ es una funcién continua tal que:

i) f: 1 — I tiene una cantidad finita de puntos esquina,
i1) (I, f) es un continuo indescomponible,
iii) f7'({a}) = {a}y fTI({B}) = {b}.

Entonces para toda ¢ € (a, b) existe € (a,c]yy € [c,b) tal que f(z) < zyy < f(y).

DEMOSTRACION. Seac € (a,b), poriii) f es suprayectiva. Entonces podemos aplicar
el Lema[5.17] con lo cual tenemos que existe = € (a, c| tal que f(z) < z.

Para probar la segunda parte usaremos que f~'({b}) = {b}.

La demostracion es muy parecida. Supongamos que para toda = € [c,b), f(z) < x.

Como b ¢ f([a,c]), entonces existe r € I, con a,—1 < ryc < r,tal que [r,b] N
f(la, c]) = @. Veamos que [r,b] N f([a,7]) = 2.

Como f([a, r]) = f([a,c]) U f([¢,]), entonces [r,b] O f([a,r]) = [r,b] N (f([a, c]) U
f(le,r])) = [r 0] 0 f([e,r]). Siz € [r,b] N f([c,r]), entonces z = f(w ) onw € [e, 1]y
w < f(w), esto contradice que w € [c, b]. Por lo tanto [r,b] N f([a,r]) =

Del pérrafo anterior se sigue que [r,0] C f([r,b]) y f~([r,0]) C [r, b] Como [ :
[r,b] — f([r,b]) es un homeomorfismo y f~!([r,b]) = f|[;7lb}([r, b]), entonces f~1([r,b])
es un intervalo. Nuevamente tenemos que f~2([r,b]) C [r,0] y f~'([r,8]) € f([r,D]),
entonces f~1(f~1([r,b])) = f|[_b7lr](f_1([r, b])), luego f~2([r,b]) es un intervalo.

Inductivamente como en la demostracion del Lema[5.17] se tiene que f~"([r, b]) es un
intervalo para toda n € N. Entonces por el Lema [5.11] tendrfamos que (I, f) es descom-
ponible, lo cual es una contradiccion pues (I, f) es un continuo indescomponible. Por lo
tanto existe y € [c,b) tal que y < f(y). O

El siguiente lema nos asegura la existencia de un intervalo invariante bajo la condi-
ciones dadas. Ese intervalo invariante serd utilizado en la demostracién del Lema[5.21] La
condicién, r < g, conr € (a, b), serd importante para demostrar el Lema

Lema 5.19. Si f : I — I es una funcidn continua tal que:
i) fla) =
i) f:1— I tiene una cantidad finita de puntos esquina.
i1i) Paratoda c € (a,b) existe x € (a c] tal que f(x) < .
iv) Existe ¢ € (a,b) tal que f(q) =
Entonces existe < ¢, con 1 € (a,b), tal que f(r) =ry f(la,7]) = [a,7].



78 5. INDESCOMPONIBILIDAD Y PERIODO 3

DEMOSTRACION. Sean ay, ay, ..., a,, en I, tal que f es mondtona en [a;, a;41] para
cadai € {0,1,2,3,....,m — 1}.

En el inciso iv) nos dan un ¢ € (a,b) tal que f(q) = ¢. Como f(a) = a, entonces por
el T.V.L [a,q] C f([a, q])-

Si [a, q] C [a,a1], como f es creciente en ese intervalo, f(¢) = qy f(a) = a, entonces
f(la, q)) € la, q], Tuego f([a, q]) = [a, q] y es lo que queremos.

Si [a,q] € [a,a1], entonces a; < ¢. Si suponemos que f([a,q]) € [a, g, entonces
existe y € (a,q) tal que ¢ < f(y), por lo tanto y < f(y). Sea a, tal que q € [ay, ayi1]-

Sia, <y,comoy < q, f(q) =qy f(y) > ¢, entonces [ tiene que ser decreciente en
[an, @py1]. Como a, <yy f(y) < f(an), entonces a, < f(a).

Siy < a,, seaa; talque a; < gy y € [aj_1,a4]. Si f es creciente en [a;_1, a;],
entonces f(y) < f(a;)y g < f(y), entonces a; < f(a;). Si f es decreciente en [a;_1, a;],
entonces f(y) < f(a;j_1), luego a;_1 < f(aj_1).

Podemos concluir que existe un a;, con a < a; < ¢, tal que a; < f(a;).

Sea a,, = min{a; : a < a; < ¢q,a; < f(a;)}. Entonces a,,, < f(an,), por el inciso ii7),
existe € (a, a,,) tal que f(x) < z. Porel T.V.L. existe ¢,,, € (a, a,,) tal que f(qm) = Gm-
Nuevamente por el T.V.L. [a, ¢,,] C f([a, gm))-

Si no pasara que f([a, ¢n]) C [a, ¢n], igual que como hicimos cuando supusimos que
f(la,q]) € la,q], podemos encontrar un a;, con a < a; < ¢, tal que a; < f(a;). Pero
como ¢, < a, entonces a; < da,,. Lo cual contradice la eleccion de a,,. Por lo tanto

f([a, QWD = [aa QW] Y f(@m) = Gm- L]

Como se habran dado cuenta varios de los lemas anteriores que hemos desarrollado los
utilizaremos para demostrar los Lemas [5.21]y [5.22] los cuales serdn los lemas importantes
para demostrar el Teorema [5.23] En el articulo principal, articulo [5]], esencialmente s6lo
venian los Lemas y enseguida los demostraba en una pagina. A mi me pare-
cio dificil enteder 1la demostracion de esos lemas en una sola pagina, por eso lo he dividido
en varios lemas.

El préximo lema serd el ultimo que necesitaremos para demostrar los Lemas y
Los cuales son los principales de esta seccion. Parte de lo que nos dice el siguiente
lema es que bajo ciertas condiciones existe un intervalo, [a;, a;41], donde la funcién f es
decreciente.

Lema 5.20. Sea f : I — I una funcién continua y suprayectiva. Supongamos que existe
q € (a,b) tal que:

i) flg) =qy f([a.q]) = [a,q].
i1) (I, f) es un continuo indescomponible.
iti) f: I — I tiene una cantidad finita de puntos esquina, {ag, a1, as, ..., ax }.

Entonces existe a,, tal que f(a,) < ¢ < a,.

DEMOSTRACION. Veamos primero que existe x € [ talque ¢ < xy f(x) < q.
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Supongamos que para todo x con g < z, ¢ < f(z).

Si consideramos a T' = [q, b], entonces la funcién f|r : T — T estd bien definida. Si
J = [a, g|, por el inciso i), la funcién f|; : J — J estd bien definida.

Size (I,f)yz=1(q,¢,4,---,q,...),entonces T € (T, f|r). SiT # G,
seai = min{j > 0 : x; # ¢}. Siz; € [a,q), entonces T € (J, f|;). Si z; € (¢,b],
entonces T € (7', f|r). Porlo tanto (I, f) = (J, f|;) U (I, f|1). Como f es suprayectiva y
J, I son subintervalos propios de I, entonces (7', f|r) y (J, f|;) son subcontinuos propios
de (I, f). Por lo tanto (I, f) es un continuo descomponible. Esto es una contradiccion,
pues estamos suponiendo que (7, f) es un continuo indescomponible. Por lo tanto existe
reltalqueg<zy f(x) <q.

Sino existe a; tal que ¢ < a; < x, sea a,, €l mds proximo a g por la izquierda, entonces
a, < q <z <a,1.Como f(z) < g, entonces f es decreciente en [a,,, a,+1]. Por lo tanto
flant1) < f(2), f(an+1) < qy q < ans1.

Si existe a; tal que ¢ < a; < x, sea a,, el mas proximo por la izquierda a x, entonces
q < am < x < ape. Sifes creciente [ay,, am.1], entonces f(an) < f(z)y f(z) < g,
luego f(am) < qy q < an. Si f es decreciente en [a,,, amy1], entonces f(an+1) < f(2)
y f(z) < g.Porlo tanto f(am,+1) < ¢y q < am1, €sto termina la prueba. O

Hemos llegado a los tltimos dos lemas de esta seccidn, los cuales serdn demostrados
gracias a la ayuda de los lemas anteriores. El primer lema nos pide mds condiciones para
mostrar el mismo resultado del segundo lema. Parte de la demostracién del segundo lema
es parecida a la demostracion del primer lema. El segundo lema es importante porque nos
da exactamente las condiciones sobre f para que f tenga puntos periddicos de periodo 3,
cosa que no nos dice el Teorema en ese teorema solo nos dice que f tiene puntos
periddicos de periodo no potencia de 2.

Lema 5.21. Si f : [ — [ es una funcién continua y suprayectiva tal que:

i) f: 1 — I tiene una cantidad finita de puntos esquina, {ag, ai, ..., a, }.
i1) (I, f) es un continuo indescomponible.
iii) f~'({a}) = {a}y f1({0}) = {B}.

Entonces f : [ — I tiene un punto periddico de periodo 3.

DEMOSTRACION. Por el Lema 5.18] tenemos que para todo ¢ € (a, b) existen z,y €
I,conz € (a,c],y € [c,b), tal que f(x) < xzyy < f(y), entonces existe ¢ € (a,b) tal
que f(g) = g. Por el Lema5.19] existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = cy f([a,c]) = [a, c]. Por
el Lema[5.20] existe a; € {ao, ..., a,} talque f(a;) < ¢ < a;.

Sea ¢ = {a; € {ap,a1,...,a,} : existec € (a,b)talque f(c) = ¢, f([a,q]) =
la,c]y f(a;) < ¢ < a;}. El conjunto € es no vacio por lo dicho anteriormente.

Sea a,, el mdximo del conjunto €y sea ¢y el que cumple que f(co) = o, f([a, co]) =
la,coly flam) < co < .
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Como f~1({b}) = {b}, entonces a,, # b, luego a,, < b. Por el Lema[5.18] existe
y € (am,b) tal que y < f(y). Como f(a,,) < a,, entonces existe r € (a,,,b) tal que
f(r)y=r.

Sea h(x) = f(z) — x, con h : [an, b] — R, entonces h~'({0}) tiene un minimo. Sea
¢1 ese minimo, entonces a,, < ¢; < b. Puede pasar que f([a,c1]) = [a,c1] 6 f([a,c1]) #
la, ¢1]. Siempre pasa que [a, ¢1] € f([a, ¢1]).

Caso 1. Si f[a, 1] # [a, ¢1], entonces existe = € (a, c1) tal que ¢; < f(x). Sia, < z,
como f(a,) < any x < f(x), entonces existe r € (a,,,z) tal que f(r) = ry esto
contradice la eleccidn de ¢;. Por lo tanto z < a,,,.

De lo anterior tenemos que ¢y < x < a,, < 1y x < f(x), pero f(a,,) < a,,, entonces
existe ¢ € (z,a,,) tal que f(q) = q. Ahora tenemos que ¢y < x < ¢ < a,, < 1.

Como f(cy) < ¢1 < f(x), entonces hay w € [cg, z] tal que f(w) = ¢;. Por lo tanto
co1] € F(len2]) € F(lco,)). Como f(am) < iy < f(cr), hay = € [, ] tal que
f(2) = ¢o. Por lo tanto [cy, 1] C f([z,¢c1]) C f([am,1]) € f([g, c1]).

Del pérrafo anterior tenemos lo siguiente:

i) [co,c1] € f([co.q]) y
i) [co, 1] € f([g. ea])-
Por el lema|5.8] f tiene un punto periddico de periodo 3.
Caso 2. Si f([a, c1]) = [a,c1], por el Lema[5.20] existe a, tal que f(a,) < ¢1 < a,.
Entonces a, € €, pero a,, < ¢; < a, y esto contradice la eleccién de a,, como maximo
de % Por lo tanto no pasa este caso. El caso anterior nos da la conclusion del lema. 0

Lema 5.22. Si f : [ — [ es una funcién continua y suprayectiva, tal que

i) f: 1 — I tiene una cantidad finita de puntos esquina.
i1) (I, f) es un continuo indescomponible.
iii) f~'({a}) = {a}.

Entonces f : [ — [ tiene un punto periddico de periodo 3.

DEMOSTRACION. Sea {ag, ay, ..., a;} para algin k € N, los puntos esquina de f.

Si pasara que f~!({b}) = {b}, entonces por el Lema[5.21] f tiene un punto periédico
de periodo 3.

Si f71({b}) # {b}, como f es suprayectiva, existe p € (a,b) tal que f(p) = b.

Observemos que para toda ¢ < p existe y € (c,p) tal que f(y) > y. Si no pasara lo
anterior, entonces existiria ¢ < p tal que para toda y € (c,p), f(y) < y, luego

lim f(y) <p.
y—p

Por ser f continua f(p) < p, contradiciendo que f(p) = b, esto prueba la observacion.
Por el Lema[5.17] tenemos que para toda ¢ € (a, b) existe = € (a, | tal que f(z) < z.

De esto y del parrafo anterior se sigue que, existe ¢ € (a, p) tal que f(q) = g. Por el Lema

5.19 existe ¢ € (a,q] C (a,p) tal que f(c) = cy fla,c] = [a,c]. Por el Lema [5.20}
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existe a,, con f(a,) < ¢ < a,. Observemos que a,, # p, pues f(p) = b, entonces p < a,
6a, <p.

Caso 1. Si p < a,. Como f(c) < a, < f(p), entonces, por el teorema del valor
intermedio, [c, a,] C f([c,p]). Como f(a,) < an, < f(p)y f(an) < ¢ < f(p), entonces,
por el teorema del valor intermedio, [¢, a,,] C f([p, a,]). Por el Lema[5.8] f tiene un punto
de periodo 3.

La demostracién del siguiente caso es parecido a la demostracion del Lema|5.21

Caso 2. Si a,, < p.SeaC = {a; € {ag,a1,...,ax} : existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
¢, f(la,c]) =la,c], a; < py f(a;) < ¢ < a;}. Por lo dicho en el antepeniltimo parrafo,
C # @. Sea a,, el maximo de C y sea ¢, el respectivo nimero que cumple que f([a, ¢p]) =
la,coly flam) < ¢y < ay,. Como f(an,) < a,yp < f(p), entonces existe ¢ € (an,p) tal
que f(q) = q.Seac; = min{q € (anm,p) : f(¢) = ¢}. Observemos que ese minimo existe
por ser f continua. Por el teorema del valor intemedio [a, ¢;] C fla, ¢1], pero puede pasar
que [a,c1] # [f([a, 1]) 6 [a, 1] = f([a, ea]).

Si f([a, c1]) # [a, c1], entonces existe x € (a, ;) tal que ¢; < f(z). Si a,, < x, como
flam) < am y © < f(x), entonces existe r € (a,,, x) tal que f(r) = ry r < ¢, esto
contradice la eleccién de c¢;. Por lo tanto x < a,,. Entonces tenemos el siguiente orden
o <z <am<c.Seaq € (x,a,) tal que f(q) = ¢, ahora el orden es as{

Co<T<q<ay<C.
Como f(cg) < ¢1 < f(x), entonces [co, c1] € f([co, x]) € f([co, q]), luego

&) [co, e1] € f([co, q])-
También f(a.,) < co < f(c1), entonces [co, c1] C f([am,c1]) € f([g, c1]), luego
(0) [co, 1] € f([g, ea)-

De la ecuaciones y (6), y del Lema se sigue que f tiene un punto periédico de
periodo 3.

Si f([a, c1]) = [a, ¢1], entonces por el Lemal[5.20} existe un a,, tal que f(a,) < ¢; < an,.
Sip < ay, porel Caso 1, f tiene un punto de periodo 3. Si a,, < p, entonces a,, € C, luego
a, < a,,.Lo cual es una contradiccién, pues a,, < ¢; < a,. Por lo tanto no se da este caso,
se debe cumplir que f([a, ¢1]) # [a, ¢1]. Lo cual nos dice que f tiene un punto periddico
de periodo 3. O

Finalmente enunciaremos y demostraremos el Teorema[5.23] De cierta forma este teo-
rema une en un solo enunciado el Teorema[5.9)y el Lema[5.22]

Algo que no escribiremos formalmente pero que se observa en la demostracion del
siguiente teorema es que si f : [ — [ es una funcién como en el teorema que ademads es
inorgdnica, entonces f tiene puntos periddicos de periodo 3 6 6.

El siguiente Teorema nos responde parcialmente a la pregunta que nos hicimos en la
introduccion de esta seccidn, la pregunta era. ;Cémo es f cuando (I, f) es un continuo
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indescomponible? El Teorema nos responde diciendo que si f : I — I es una funcién
continua, suprayectiva y tiene una cantidad finita de puntos esquina, entonces [ tiene pun-
tos periddicos de periodo no potencia 2. Lo cual nos dice, por el Teorema de Sharkovskii,
que la dindmica de f es interesante.

Teorema 5.23. Sea I = [a,b]. Supongamos que f : I — I es una funcion continua y
suprayectiva que tiene una cantidad finita de puntos esquina.

Si (1, f) es un continuo indescomponible, entonces [ : I — I tiene un punto periédico
cuyo periodo no es potencia de dos.

DEMOSTRACION. Si f es orgdnica, por el Teorema f tiene un punto periédico
cuyo periodo no es potencia de dos.
Si f es inorgénica, por el Lema(5.16] pasa alguno de los siguientes:

i) f~{a} = {a}

i) f7Hb} = {b}

iii) f~Ha,b} ={a, b}y f(a) =b, f(b) =a.

Si f~'{a} = {a}, por el Lemal[5.22] f tiene un punto periédico de periodo 3.

Si f~1{b} = {b}.Seah : [ — Ilafunciéndadaporh(z) =a+b—xyseaf : I — I
la funcién dada por f; = ho foh™t. Como f~*({b}) = b, entonces f; ' ({a}) = {a}. Por
el Lema[5.15] f; tiene una cantidad finita de puntos esquina, y por el Lema[5.12} (I, f) es
homeomorfo a (/, f1). Entonces (I, f1) es un continuo indescomponible que cumple las
hipétesis del caso anterior. Por lo tanto f; tiene un punto periddico de periodo 3.

Sea z € I el punto cuyo periodo es 3 bajo f;, entonces h o f3(h™(z)) = fi(z) =
z, luego f2(h~1(z)) = h™1(x). Si f2(h"'(z)) = h~'(x), entonces fZ(z) = z, que es
una contradiccion. Por lo tanto f?(h~'(z)) # h™(z). Si f(h~!(z)) = h~!(x), entonces
f1(x) = x, que es una contradiccién. Por lo tanto f(h~'(z)) # h~!(x). Podemos concluir
que A~ (x) es un punto de periodo 3 bajo f.

Para el tercer caso nos fijaremos en f2, que por el Lema tiene una cantidad finita
de puntos esquina. Observemos que (1, f) es homeomorfo a (I, f?). Por lo tanto (I, f?) es
un continuo indescomponible. Ademas (f?)~*({a}) = {a}, entonces por el primer caso
f? tiene un punto periédico de periodo 3, luego f tiene un punto periédico de periodo 3
6 6. Con lo cual concluimos que f tiene un punto peridédico cuyo periodo no es potencia
de dos y esto termina la demostracion del teorema. 0

5.2. Periodo 3 Implica Indescomponibilidad

En sistemas dinamicos es muy conocida la expresion Periodo 3 Implica Caos. Parte del
propdsito de esta seccion es hacer que la expresion Periodo 3 Implica Indescomponiblidad
también sea conocida.

En el capitulo anterior vimos que si f : I — [ es una funcién continua que tiene una
orbita densa, entonces (/, f) contiene un subcontinuo indescomponible. En esta seccion
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veremos un ejemplo mas de que cuando la dindmica de la funcién es interesante, entonces
(1, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero ahora lo veremos desde el punto de
vista de los puntos peridédicos.

Demostraremos que cuando una funcién continua, f : [ — [, tiene un punto periddico
de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. Generalizando
este resultado, demostraremos el Teorema que nos dice que si f : I — [ es una
funcién continua que tiene un punto periodico de periodo no potencia de 2, entonces (/, f)
contiene un subcontinuo indescomponible.

En la dltima parte de esta seccion enunciaremos y demostraremos el Corolario [5.32]
el cual nos relaciona puntos periddicos que no son potencia de 2, con subcontinuos indes-
componibles de (7, f).

Como siempre para poder demostrar estos resultados interesantes, necesitaremos ayu-
da de algunas herramientas que a continuacion se desarrollan.

Una herramienta que necesitaremos serd la Observacion El cual nos dice que
subcontinuos indescomponibles se preservan bajo homeomorfismos.

El lema que mencionamos a continuacién nos ayudard a demostrar la dltima parte del
Corolario [5.32] pues ahi nos dardn un punto cuyo periodo no es potencia de dos bajo la
funcién f2" y por el lema que mencionamos a continuacién podemos estar seguros de que
tenemos un punto peridédico cuyo periodo no es potencia de 2 bajo la funcién f.

Lema 5.24. Sea f : I — I una funcién continua. Sea n € N, tal que f?" tiene un punto
periddico cuyo periodo no es potencia de 2. Entonces f : [ — [ tiene un punto peridédico
cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACION. Seax € Iy q € N, que no es potencia de dos, el periodo de z bajo
[, es decir (f?")!(z) =z ysil <m < q,entonces (f2")™(x) # .

Sea b € N el periodo de = bajo f. Si b es potencia de 2, digamos b = 2" para algin
r € N. Entonces b divide a 2"q y f? (x) = z.

Sir < n, entonces f22" " (x) = x, luego f*"(x) = z, lo cual contradice que x es de
periodo ¢ bajo %",

Sin < r.Como b divide a 2"¢q, entonces 2" < 2"q, luego 2"2"~" < 2"¢q, por lo tanto
2" < gy como ¢ no es potencia de dos, entonces 2" " < ¢. Tenemos que

fola)=f¥ (@) =% "(@) =zy2" <q

Esto contradice que z es de periodo ¢ bajo f2". Por lo tanto = es un punto periédico de f
que no es potencia de 2. O

Para el Lema serd necesario recordar que la funcién f : (I, f) — (I, f) estd dada

por f(xo, 71,7y, ....,) = (f(20), 2o, 21, T2, ...).
El Lema nos da algunas condiciones para que un subcontinuo S de (1, f) se pueda
ver como limite inverso de una funcidon. Este Lema serd utilizado en la dltima parte de la
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demostracion del Corolario [5.32] Ahi se demostrard, con ayuda del siguiente lema, que
cierto subcontinuo S de (I, f) se puede ver como limite inverso de una funcion.

Lema 5.25. Sean f : I — [ una funcién continua, S un subcontinuo de (7, f) y J un
subintervalo de [ tal que J = mo(S). Si f(J) = Jy f(S) = S, entonces (J, f|;) = S

DEMOSTRACION. Sea T € (J, f|,), entonces z; € my(S) para toda ¢ > 0, luego
existe 7' € S tal que 7o(7%) = x;. Como f(S) = S, entonces para toda i > 0, f*(7') € S.
Observemos que las primeras 7 entradas de 7 y f*(7) son iguales. Por lo tanto

lim fi(7) ==
1—r 00
Como S es cerrado, entonces T € S. Por lo tanto (J, f|;) C S.

Ahora sea ™ € S, entonces xy € my(S) y como f(S) = 5,7 = f(x1,29,23,...) y f es

un homeomorfismo, entonces z; € mo(S). Aplicando esto una y otra vez obtenemos que

(i, Tiv1, Tite,...) € S paratodai € N, entonces x; € my(.S) para todo ¢ € N. Por lo tanto
T € (J, f];) y esto prueba la otra contencion. O

Las siguientes dos observaciones nos ayudardn a demostrar el Teorema En lo
personal la siguiente observacion se me hace interesante. Nos dice que si un punto Z no
estd en H, donde H es un subcontinuo de (7, f), entonces existe N € N tal que z,, ¢
m.(H) sin > N. Esta observacion se sigue de que H es cerrado, como se demuestra a
continuacion.

Observacion 5.26. Sea H un subcontinuo de (I, f). Supongamos que existe T € (I, f)
tal que T ¢ H, entonces existe N € Ntal que sin > N, 7,(T) ¢ mn(H).

DEMOSTRACION. SeaT € (I, f) tal que T ¢ H. Supongamos que la conclusién no
es cierta, entonces existe una sucesion {n;}°,, con n; < ng < ng < ... < .., tal que
T, (T) € T, (H). Luego existe 7, con 7% € H, tal que m,, (") = x,,,. Observemos que
las primeras n; coordenadas de ™ y & son iguales, entonces

lim 7" =7,
71— 00
Como H es cerrado & € H, lo cual contradice la hipétesis.
Por lo tanto se da la conclusion. 0

Observacion 5.27. Sean f : I — [ una funcién continua, z € I un punto periddico de
periodo 3y T = (z, f*(x), f(z), =, f*(x), f(x),z, f*(), ...). Entonces existe 1 € {0, 1,2}
tal que

(@) € [m(f @), (£ (@),

donde [c, d] es el intervalo mds chico que contiene a {c, d}.
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DEMOSTRACION. Si f(z) < z < f*(z) 6 f*(z) < = < f(x), entonces m(T) €
70 £(®)), mol f2(@))] A A
Siz < f*(x) < f(z) 6 f(x) < f*(x) < , entonces m(T) € [m(f(T)), m(f*(7))].
Siz < f(z) < f2(z) 6 f?(x) < f(x) < x, entonces m3(T) € [ma(f(T)), m(f3(T))]. O

El Teorema de Sharkovskii nos sorprendié cuando nos dijo que si una funcién conti-
nua, f : I — I, tiene un punto periédico de periodo 3, entonces tiene puntos periddicos
de todos los periodos.

El siguiente teorema, el cual es el responsable del titulo de esta seccion, hara que el
ndmero 3 nos vuelva a sorprender. Pues mostraremos que si f : I — [ es una funcién con-
tinua que tiene un punto periddico de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo
indescomponible. ;Qué tiene el 3 para que haga cosas tan sorprendentes?

Teorema 5.28. Sea f : [ — [ una funcion continua. Si f : I — I tiene un punto periédico
de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible que es invariante

bajo f + (I, f) = (I.[).
DEMOSTRACION. Sean z el punto que es de periodo 3 bajo f,
7 = (z, f*(2), f(x), 2, f2(2), f(2), 2, f2(2), f(z),...),
B={z, [(@), [*@)} vy
S"={AC(I,f): Aesunsubcontinuode (I, f)y B C A}.

Observemos que S’ # &, pues (I, f) € S’. Como (I, f) es un continuo encadenable,
entonces [ ]S’ = S es un continuo. Veamos que S nos sirve para el Teorema.

Observemos que f(B) = By f~}(B) = B. Como B C S, entonces f(B) C f(S).
Ademds f es un homeomorfismo, entonces f (S) es un continuo que contiene a B, por
lo tanto S C f(S). Similarmente S C f~(S), luego f(S) C S. Por lo tanto de las dos
contenciones tenemos que f (S)=S5S.

Ahora veremos que S es un continuo indescomponible, para ver esto basta ver que S
es irreducible entre cualesquiera dos elementos de B.

Demostraré primero que S es irreducible entre f(Z) y f2(T). Supongamos que existe
H un subcontinuo propio de S tal que {f(Z), f2(Z)} C H. De esto se sigue que T ¢ H,
pues si T € H, por definiciéon de S, tendriamos que S C H lo cual contradice la eleccién
de H. Como T ¢ H, por la Observacion existe N € Ntal que sin > N, m,(T) ¢

7,(H). Por la Observacion [5.27} existe i € {0, 1,2} tal que m;(Z) € [m:(f(Z)), m:(F2(T))].
Como z es de periodo 3,

Tisak(T) € [Tiran(f(@)), Tirar(f2(T))] para toda k > 0.

Como {f(z), f2(z)} C H y m,(H) es conexo para toda n > 0, entonces
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A,

Tisax(f(@)), Tiran(f2(T))] C mivau(H) para toda k > 0,

luego ;131 (T) € miy3r(H) para toda & > 0. Esto contradice que 7,(Z) ¢ m,(H) para
todan > N. Por lo tanto S es irreducible entre f(Z) y f2(7).

Como f y f ~1 son homeomorfismos, entonces mandan parejas de puntos irreducibles
en parejas de puntos irreducibles. Por lo tanto f({f(Z), f2@)}) y f*({f(Z), f2(Z)}) son
parejas de puntos irreducibles en f (S)=Sy f ~1(8) = S respectivamente.

Por lo tanto S es irreducible entre Ty f2(T) y S es irreducible entre T y f(Z). Con lo
cual concluimos que S es un continuo indescomponible. U

La préxima observacion y el proximo lema son herramientas que nos ayudardn a de-
mostrar una generalizacion del teorema anterior.

La préxima observacion es una consecuencia inmediata del Teorema de Sharkovskii,
el cual mencionaremos enseguida.

Observacion 5.29. Sean f : I — [ una funcién continua, £ > 0y n > 1. Supongamos
que f : I — I tiene un punto periédico de periodo 2¥(2n + 1), entonces f : I — I tiene
un punto periédico de periodo 2¢*1 - 3. Por lo tanto f 21 T — I tiene un punto periédico
de periodo 3.

DEMOSTRACION. Para demostrar esta observacion necesitamos recordar el Teorema
de Sharkovskii, el cual se encuentra enunciado en el Teorema 3.7, paginas 29 y 30 del libro
[3]. Este teorema nos da un orden sobre los periodos, el cual se representa de la siguiente
forma.

3>bp>7>11> 13> 151> ---
2-32-5p2-7>2-11>2-13>2-15---
22.3p>22.5p>22.7>22.11>22-13>2%2-15---
22.3p>22.5p>23. 72311 >22-13>2%-15---

2222222 1.

Donde n > m significa que m estd en el mismo renglon pero a la derecha, o m
estd abajo del renglon de n.

El Teorema de Sharkovskii nos dice que si f : I — [ es una funcién continua que
tiene un punto peridédico de periodo n y n > m, entonces f tiene un punto periddico de
periodo m.

Como f tiene un punto periédico de periodo 2%(2n + 1) y la ordenacién del Teorema
de Sharkovskii nos dice que 2¥(2n + 1) > 21 . 3, entonces f tiene un punto periédico de
periodo 2¥+1 . 3. Por lo tanto f 2" tiene un punto periédico de periodo 3. U
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La funcién que se menciona en el préximo lema es un homeomorfismo, pues es conti-
nua entrada a entrada y ademas se ve que es biyectiva. Usaremos este hecho para demostrar
este lema.

Lema 5.30. Sean f : [ — [ una funcién continua, n € Ny H : (I, f) — (I, f™) el
homeomorfismo dado por

H(zg,x1, T2, ...) = (T0, T, Ton, Tan, ---)-
Supongamos que S es un subcontinuo de (7, f) tal que ﬁ(H (S)) = H(S), entonces
fr(8)=s.

DEMOSTRACION. Sea T € S, entonces H(Z) € H(S). Como ﬁ(H(S)) =H(S)y
ﬁ(.fn,ngn,{['gn,...) = (Zo, Tn, Tan, T3n, ---), €0tonces (T,, Toy, Tan,...) € H(S), luego
(fvn,xnﬂ,:cnw,...) € S. Como f”(xn,xnﬂ,xmg,...) = (zo, 1, T2, ...), entonces T €
fr(S). .

Ahoraseay € f"(S), entonces ¥ = (f"(zo), f* *(x0), ..., To, T1, T2, ...), donde T =
(xo,T1,22,...) y T € S, entonces ﬁ(:z:o, T, Ton, T3n, ) € H(S). Luego
(f™(xo), [ Yx0), ..., T, T1, Ta, ...) € S. Por lo tanto y € S, que es lo que querfamos
probar. U

El Teorema [5.3T] esencialmente serd demostrado gracias al teorema anterior y al Teo-
rema de Sharkovskii. Este teorema nos dice que no s6lo las funciones que tienen puntos
periddicos de periodo 3 implican indescomponibilidad, sino también las funciones que
tienen puntos periodicos cuyos periodos no son potencia de 2. Alin mas, nos dice que ese
subcontinuo indescomponible S de (I, f), es invariante bajo f 2" para algun £ € N. Esto
se puede interpretar como que el continuo S es un conjunto periddico con periodo alguna
potencia de 2 bajo la funcién f .

Teorema 5.31. Sea f : [ — [ una funcion continua, k > 0y n > 1. Supongamos que
f : I — I tiene un punto periédico de periodo 2*(2n + 1), es decir que no es potencia de
2, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible que es invariante bajo f 28

punto periédico de periodo 2¥(2n + 1). Por la Observacién [5.29] 72" tiene un punto
periddico de periodo 3. Por el Teorema , (I, f2k+1) contiene un subcontinuo indes-

componible S tal que f2*7'(S) = S.
Recordando la notacién del Lema se cumple que

DEMOSTRACION. Sea k, n enteros, con k > 0, n > 1. Suiongamos que f tiene un

FPH(HT(S)) = HH\(S)).
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Como H es homeomorfismo, H~'(S) es un subcontinuo indescomponible de (I, f) y
por el Lema [5.30, se cumple que f2°' (H~1(S)) = H~'(S), que es lo que se querfa
probar. U

Concluimos esta seccién con el Corolario el cual es una consecuencia de los Teo-
remas y Este corolario nos dice que si f : I — I es una funcién continua que
tiene una cantidad finita de puntos esquinas, entonces es equivalente que (/, f) contenga
un subcontinuo indescomponible invariante bajo alguna potencia de 2 de la funcion cor-
rimiento, con que f tenga puntos periddicos cuyos periodos no son potencia de 2. Algo
curioso que ocurre en el regreso del siguiente corolario es que cuando f tiene un punto
periddico de periodo no potencia de 2, entonces el subcontinuo indescomponible de (7, f),
que nos da el corolario, es un conjunto periédico que tiene periodo alguna potencia de 2,
bajo la funcion f .

Corolario 5.32. Sea f : I — I una funcion continua que tiene una cantidad finita de pun-
tos esquina. Hay un entero n > 0y un subcontinuo indescomponible de (1, f) invariante
bajo an siy solo si f tiene un punto periédico cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACION. El regreso lo acabamos de demostrar en el Teoremal5.31]

Vamos a demostrar la ida. Supongamos que existe n > 0 y un subcontinuo indescom-
ponible S de (I, f) que es invariante bajo f2". Sea g = f*". Entonces (I, f) es homeo-
morfo a (I, g) bajo el homeomorfismo H : (I, f) — (I, g) dado por

H((L‘(), T1,T9, ) = ((L’(), xgn,l‘g(gn), :L’3(2n), :L’4(2n), )

Sea 51 = H(S), veamos que §(S1) = S, es decir g(H(S)) = H(S).

Sea Ty = (@o, Ton, To(an), T3(2ny, -..) € H(S), con (xq, 21, T2, ...) € S. Como
f2"(S) = S, entonces (" (zo), f2* (x0),...) € S, luego
H(f* (z0), " Yx0), ..., 2o, 71, ...) € H(S), entonces

(fZ" (.’,CO), x[], .fCQn, x2(2n)7 ) E H(S)
Como

Q(EH) = (f2"($0),950,$2n,$2(2n)7 )7
entonces §(Ty) € H(S). AhoraseaZTy € H(S),esdecirTy = (2o, Ton, To(2n), T32n), ---)s
con (g, 1, 22, ...) € S. Como f2"(S) = S, entonces

(20, T1, 29, ...) = f2n<$2n7$2n+1,x2n+27 ) Y (xon, Ton i1, Tanya, ...) € S.
Como H (xon, Toni1, Tanga, ...) = (Tan, Tagany, T3(2n), ... ), entonces
(wan, Tagany, Ty(2m), ...) € H(S),
luego Ty € g(H(S)). Por lo tanto §(H (S)) = H(S).
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Ahora veamos que g(mo(S1)) = m(S1). Sea x € my(.S;). Entonces existe Ty € S tal
que 7y(Ty) = x, Ty es de la forma Ty = (xg, Tan, Ta2n), -..), con (zg, 1, T2, ...) € S.
Como §(H(S)) = H(S), entonces (xan, To2n), T3(2n),...) € H(S). Por lo tanto xon €
m0(S1) y g(zan) = 9 = z, entonces © € g(my(S1)). Ahora sea g(z), con z € m(S1).
Como g(H(S)) = H(S), entonces g(z) € my(.S1). Esto prueba la otra contencion y por lo
tanto la igualdad.

Sea J = my(S1). Como g(mo(S1)) = m0(S1), g : J — J estd bien definida, ademas
§(S1) = S;. Entonces por el Lema[5.25] (J,g) = S;. Con lo cual (J, g) es un continuo
indescomponible. Como g = f*', por el Lema|5.15] g tiene una cantidad finita de puntos
esquina, ademds g es suprayectiva, entonces por el Teorema[5.23] g tiene un punto periédi-
co cuyo periodo no es potencia de 2 y por el Lema f tiene un punto periédico cuyo
periodo no es potencia de 2. Esto termina el corolario. U

5.3. Indescomponibilidad no Implica Periodo 3

En esta seccion mostraremos un ejemplo de una funcion continua del intervalo en el
intervalo que cumple que (7, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero f no tiene
puntos periddicos de periodo impar, de hecho f no tiene puntos periédicos de periodo que
no sea potencia de dos. Este ejemplo nos servird para argumentar que en el Teorema [5.23|
la hipétesis de que f tenga una cantidad finita de puntos esquina es necesaria. También
nos servird para argumentar de cierta forma que el regreso del Teorema [5.31] no siempre
se cumple. Para este ejemplo usaremos el ejercicio 2.22 del libro [7] pag. 26 y 27, que a
continuacion enunciamos y demostramos.

Proposicion 5.33. Sean {X;}2°, v {Y:}32, dos sucesiones de continuos, y sean
X =lm(X;, k) y Y =I1lim(Y;, g),
— —
tal que para toda i > 0 existe p; : X; — Y; tal que los diagramas

Xo < X, <2 X,

ml el

YE) g1 le g2 Y,Q

conmutan y @; es un homeomorfismo. Entonces la funcion p : X — Y dada por

(10($0> L1, X2, ) = (QDO(xU)? Qpl(xl)v 902(1’2), )

es un homeomorfismo.
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DEMOSTRACION. Empecemos por ver que  estd bien definida. SeaZ € X y n > 0,
como el siguiente diagrama conmuta

hn+1
Xn - XTL+1

Soni Pn+1 i

gn+1
Y, ~— Y.

se cumple que

9nt1(Pnt1(Tnt1)) = Pulhns1(Tnr1))
ycomo T € X, hyi1(2ps1) = xp. Por lo tanto g,.1(0ns1(Tni1)) = @n(x,), lo que nos
dice que (po(z0), ¥1(21), p2(22),...) €Y.
Como cada ¢; es inyectiva, entonces ¢ es inyectiva.
Ahora veremos que ( es suprayectiva.
Seay € Y,sea® = (5" (%0), 01 (v1), ¥5  (12), ...). Como el diagrama anterior conmuta
yy €Y, se cumple que

hn+1(90;}r1(yn+1>> = 5 (9nr1(Un11) = @0 (Yn)
lo que nos dice que T € X. Ademds p(T) = 7. Esto prueba que ¢ es suprayectiva.
Para ver que ¢ es continua, observemos que para toda n > 0,
Tip © @ = Pn O Ty

y tanto 7, como ¢, son continuas entonces 7, © ¢ es continua, por lo tanto ¢ es con-
tinua. Tenemos que ( es continua, biyectiva y X, Y son continuos, por lo tanto ¢ es un
homeomorfismo. U

Ahora si empecemos a construir la funcién f que mencionamos anteriormente. La
funcién f se construird con ayuda de las funciones g y h que definimos a continuacién.
Sea g : I — I, dada por g(z) = 22, cuya gréfica es la que se muestra en la ﬁgura

FIGURA 5.1.
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ysea h : I — I dada por

3z, siz €10, %],
h(z) =14 2—3az, siz €[5, 3],

3z —2,siz e [31].

Cuya gréfica es la que se muestra en la figura[5.2]

v

FIGURA 5.2.

Sean {a, }22 ,y {b,}22, dos sucesiones en I definidas de la siguiente manera. ap = 5y
paracadan > 1,a, = g "(ag) . Sea by asi ay < by < ay,yparacadan > 1,b, = g~"(bo).

Observemos que la inversa de g es la funcién raiz cuadrada, es decir para toda x € I,
g~ '(z) = \/x, entonces g ! es creciente y siz € (0, 1), x < /7. Por esta tltima propiedad
se tiene que,

N =

ap < ap <y < - < ap---,

y como ag < by < a; y g~ ' es creciente, entonces las sucesiones estdn ordenadas de las
siguiente forma.

ap <byp<a; <by<ag<by<az<---ap,<b, <apni1 <bpi1---.

Si para cada ¢ > 0 definimos a A; = [a;, b;], entonces por el orden de los puntos
ays, birs, se cumple que si ¢ # j, entonces A; N A; = & y por la definicién de los puntos
airs,bis, ga;) = a;—1y g(b;) = b;—1. Ademds como ¢ es continua y creciente, se cumple
que g(A;41) = A; paratodai > 0.

Para cada i > 0, sea ; la funcidn, cuya grifica es la recta que une al punto (0, a;) con
el punto(1, b;). Es decir ¢; : I — [a;, b;] es la funcién dada por

pi(r) = (by — az)T + a;.
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Ahora para cada ¢ > 1, sea g; : |a;, b;] — [a;_1,b;_1] dada por
gi(x) = pi1ohoy (z)
con lo cual g;, hace que el siguiente diagrama conmute

[07 1] <h7 [O’ 1]

o | o

[aifla bifl} S [@u bi]

como para cada ¢ > 0, las ;5 son funciones crecientes que trasladan y expanden entonces
las gréficas de las g5 se ven como en la Figura[5.3]

FIGURA 5.3. Representacion de la grafica de g;

Otra cosa que observamos es que para cada i > 1, g; es una composicion de funciones
suprayectivas y por lo tanto g;(A4;) = A;_1.
Finalmente definamos la funcién f : [ — [ como sigue.

g(x), siz ¢ U A,

gi(z), six € A; paraalgini > 1.

fx) =

Una representacién de como podria ser la grifica de f, se muestra en la Figura [5.4
Lo que dijimos en el primer parrafo sobre la funcién f, lo formalizaremos en la siguiente
proposicion.

Proposicion 5.34. La funcion f : I — I que acabamos de definir cumple las siguientes
propiedades.
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v

5
b

9 bo
FIGURA 5.4. Representacién de la graficade f: [ — [

i) f: I — I esuna funcién continua.
i1) (I, f) contiene un continuo indescomponible.
i1) Los uinicos puntos periédicos de f son 0y 1, los cuales son puntos fijos.

DEMOSTRACION. Para ver que f es continua, observemos que para cada i > 1,
gi(a;) = a;_1 = g(a;) y tanto g; como g son funciones continuas, de lo cual se sigue que,
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por el lema del pegado, f es continua en [0, 1).
Que [ sea continua en 1, se sigue de los siguientes incisos.

i) lim a, =1y lim b, = 1.
n—o0 n—r0o0
ZZ) Para toda ¢ > 1, gi([ai, bl]) = [ai,l, bifl].
i11) g es creciente.

Ahora fijémonos en (I, f). Observemos que como para cada i > 0, g;11(A;11) =
A;, entonces tiene sentido definir 1im(A;, g;) y por como definimos a f, se cumple que
—

—
Por otra parte, notemos que nuestras funciones g;, h y ¢; cumplen la hipétesis de la
Proposicién|5.33] y por lo tanto lim(A;, g;) y (I, h) son homeomeomorfos.
—

Observemos que el espacio / y la funcién i cumplen las hipotesis del Teorema 2.7,
pag. 21 del libro [7]]. Entonces (I, h) es un continuo indescomponible. Por lo tanto
1im(A;, g;) es un continuo indescomponible.

«—

Lo que nos dice que (/, f) contiene un continuo indescomponible.

Ahora enfoquémonos en la dindmica de f, veamos si f tiene puntos periddicos, para
esto analizemos los puntos que estédn en /.

Siz € (0,ay), entonces por la definicion de f, f(z) = g(x) y como g(x) cumple que
g(x) < z, entonces ["(x) = ¢g"(z) y por lo tanto nh_>n010 fM(x) =0.

Six € [a;,b;] para algiin i > 1, entonces f(z) = ¢;(x), y como ¢;(A;) = A;_1, existe
N > 1tal que f¥(z) € [ag, bo], de lo cual se sigue que para todan > 1,

) = g" (N (@)
y por lo tanto lim f"(x) = 0.

n—oo
Siz € [a,1]yx ¢ U2, Ai, como gla;, b;] = [ai—1,bi—1] y g es inyectiva, entonces
paratodan > 1, f"(z) ¢ ;2 A; luego f"(z) = g™(x), por lo tanto lim f"(z) = 0.
n—oo

Del anilisis anterior resumimos que si # € (0, 1) entonces lim f"(z) = 0. Lo cual
n—oo

nos dice que si x € (0,1),  no es un punto periédico. Por lo tanto los tinicos puntos
periddicos son el 0 y el 1, los cuales son puntos fijos. U

El ejemplo dado en esta dltima seccién fue propuesto por el Dr. Héctor Méndez Lango
en un seminario de Sistemas Dindmicos que €l dirige en el departamento de la Facultad de
Ciencias de la UNAM.
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