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rı́gido con los demás, gracias por tus consejos y por el amor que le tienes a la familia.
También te agradezco el que me hayas inscrito en el CBTis No.31, fue un paso importante
para que continuara la universidad.

Dalid. La hermana más cercana que tengo, no sólo por la edad, también porque igual
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Capı́tulo 1

Introducción

Este trabajo está basado en el artı́culo [5], Chaos, periodicity, and snakelike continua,
cuyos autores son Marcy Barge y Joe Martin.

A continuación daremos algunas definiciones y motivaciones que serán necesarias para
poder explicar de lo que trata esta tesis.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacı́o. Un continuo no
degenerado es un continuo que tiene más de un punto.

Sea {Xi}∞i=0 una sucesión de espacios métricos y para cada i ∈ N∪{0} consideremos
fi : Xi+1 → Xi funciones continuas. Definimos el lı́mite inverso de (Xi, fi) denotado por

ĺım
←−

(Xi, fi), como el subespacio de
∞∏
i=0

Xi dado por

ĺım
←−

(Xi, fi) =

{
x ∈

∞∏
i=0

Xi : fi(xi+1) = xi para toda i ∈ N ∪ {0}

}
.

A las funciones fi : Xi+1 → Xi se les llaman funciones de ligadura.
No entraremos a detalle con la teorı́a de lı́mites inversos, pero si están interesados en

saber de ese tema, pueden leer el capı́tulo II del libro [7], ahı́ se da una buena introducción
sobre la teorı́a de lı́mites inversos. Un teorema importante que nos permite trabajar los
lı́mites inversos en la teorı́a de continuos es el Teorema 2.4 del libro [7] el cual nos dice
que el lı́mite inverso de continuos es un continuo. Este teorema lo daremos por hecho.

En esta tesis sólo hablaremos de lı́mites inversos de arcos, es decir, cuando los espacios
son intervalos cerrados de R y las funciones de ligadura son funciones continuas de un
intervalo a otro. Más especı́fico aún, nos enfocaremos en lı́mites inversos de arcos que
tengan una única función de ligadura, la cual será una función continua f : I → I , donde
I es un intervalo cerrado deR. A este tipo de lı́mites inversos los denotaremos como (I, f).
Reescribiendo la definición de lı́mite inverso para una única función de ligadura tenemos
que (I, f) está dada por

(I, f) =

{
x ∈

∞∏
i=0

I : f(xi+1) = xi para toda i ∈ N ∪ {0}

}
.

1



2 1. INTRODUCCIÓN

Esencialmente lo que el lector debe saber sobre lı́mites inversos para entender esta
tesis es la definición de lı́mite inverso y que el lı́mite inverso de continuos es un continuo.

Un continuo es indescomponible si no se puede expresar como la unión de dos sub-
continuos propios.

Si uno no ha visto ejemplos de continuos indescomponibles y el profesor de topologı́a
nos pide un ejemplo de un continuo indescomponible, seguramente lo primero que em-
pezaremos a hacer será dibujos de continuos en el plano como circulos, arcos, cuadrados
rellenos, viboritas, etc. Tratando de ver si nos funcionan para el ejemplo que nos piden.
Después de dos horas de intentar seguramente no se nos ocurrirá un ejemplo, entonces
pensaremos que tal vez ese tipo de continuos no existe.

La verdad es que construir un ejemplo de un continuo indescomponible no es tarea
fácil. En teorı́a de continuos los continuos indescomponibles son muy extraños y difı́ciles
de construir. El ejemplo clásico de continuo indescomponible es el continuo de Knaster,
este continuo lo veremos en la segunda sección del Capı́tulo 2. Una representación gráfica
del continuo de Knaster se muestra en la Figura 2.6.

Varios de los continuos indescomponibles que se conocen tienen propiedades muy in-
teresantes. Por ejemplo el continuo de Knaster, cumple que todos sus subcontinuos propios
son arcos, pero él mismo no es un arco. Otro continuo indescomponible es el pseudoar-
co, este contino es muy estudiado en teorı́a de continuos pues cumple propiedades muy
interesantes, por ejemplo, cumple que no sólo es indescomponible sino que todos sus
subcontinuos son indescomponibles. Además de eso vive en el plano, pero no se puede
dibujar, pues no contiene arcos. Es un continuo extremadamente raro.

Ahora hablaremos de sistemas dinámicos. Para hablar de la parte de sistemas dinámi-
cos que abordaremos en esta tesis lo primero que necesitamos es una función continua
f : I → I , donde I es un intervalo cerrado de R.

Sea x ∈ I . La órbita de x bajo f se denota como O(x, f) y está dada por

O(x, f) = {x, f(x), f 2(x), f 3(x), ...}.

Es decir, la órbita de x bajo f es el conjunto de iteraciones de x bajo la función f .
Sea x ∈ I , decimos que x es un punto periódico si existe m ∈ N tal que fm(x) = x, y

es de periodo n para algún n ∈ N si

fn(x) = x y para toda k ∈ N con k < n, fk(x) 6= x.

Decimos que x es un punto preperiódico si existe n ∈ N tal que fn(x) es un punto
periódico.

Parte del trabajo que se hace en sistemas dı́namicos discretos es analizar las órbitas
de una función. Cuando los puntos son periódicos o preperiódicos las órbitas son conjun-
tos finitos. Hay funciones que tienen órbitas infinitas, es decir que viajan todo el tiempo
por lugares distintos. También hay funciones que tienen órbitas densas, que cumplen la
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propiedad impresionante de viajar todo el tiempo por todos los lugares del espacio, hasta
los lugares más pequeños.

En el capı́tulo 9 del libro [3], nos explican que cuando una función continua f : I → I
tiene un punto con órbita densa, entonces f es una función caótica. La definición de caos
se da en el apartado 9.5 del libro [3]. Decir que f es caótica es una forma de decir que la
dinámica de f es complicada.

Un Teorema importante que usaremos en la tesis será el Teorema de Sharkovskii que
se encuentra enunciado en el Teorema 3.11 del libro [3]. Un resultado sorprendente que
nos da el Teorema de Sharkovskii es que si una función continua, f : I → I , tiene un
punto periódico de periodo 3, entonces tiene puntos periódicos de todos los periodos.

Cuando la función tiene órbitas densas o puntos periódicos de periodo 3 la dı́namica
de la función se vuelve interesante. Parte de esta tesis es relacionar funciones que tienen
dinámicas interesantes con continuos extraños, que en nuestro caso serán los continuos
indescomponibles.

Estar familiarizado con lo anterior es suficiente para entender esta tesis. Para la parte
de lı́mites inversos sólo necesitaremos lo que acabamos de decir. Hay sólo una propiedad
sobre lı́mites inversos que no hemos mencionado y que necesitaremos en la última sección
de este capı́tulo, pero no se preocupen en dicha sección enunciaremos y demostraremos
tal propiedad.

Para estar familiarizado con lo que hemos dicho anteriormente y por lo tanto tener
una mejor comprensión de esta tesis es recomendable haber llevado un curso de teorı́a de
continuos y un curso de sistemas dinámicos que se imparten en la Facultad de Ciencias de
la UNAM.

Ahora sı́, estamos listos para poder explicar de lo que se trata esta tesis.
Sea f : I → I una función continua, el lı́mite inverso natural que induce esta fun-

ción es (I, f). Los resultados principales de esta tesis están relacionados con la función
continua f : I → I y su lı́mite inverso (I, f).

Lo que estudiaremos de f es su dinámica, particularmente estudiaremos funciones
que tengan puntos periódicos que no sean potencia de 2 y funciones que tengan puntos
con órbita densa. Estas propiedades dinámicas hacen que la función tenga una dinámica
interesante. En cuanto a (I, f) estudiaremos subcontinuos indescomponibles, éstos son
continuos muy extraños y difı́ciles de construir.

El objetivo de esta tesis es mostrar algunas relaciones que existen entre funciones,
f : I → I , que tienen una dinámica interesante, con subcontinuos indescomponibles de
(I, f).

Veremos que cuando la dinámica de f : I → I es interesante, entonces (I, f) contiene
un subcontinuo indescomponible. Esto se encuentran dicho en los Teoremas 4.26, 5.28 y
5.31.
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Analizaremos también el regreso. Es decir, si (I, f) es un continuo indescomponible,
¿será que f tiene una dinámica interesante? Veremos que bajo ciertas condiciones, lo an-
terior sı́ pasa. Este resultado está enunciado en el Teorema 5.23. Sin embargo, veremos
que este regreso no siempre se cumple, pues mostraremos en la última sección del último
capı́tulo una función f : I → I que cumple que (I, f) contiene un subcontinuo indes-
componible, pero f cumple que: no tiene puntos periódicos con periodo mayor que 1,
los únicos puntos fijos son 0 y 1, y las órbitas de todos los demás puntos convergen al
0. Lo cual nos dice que f tiene una dinámica sencilla o predecible. Sin embargo, la fun-
ción que se presenta no es nada sencilla. Esto nos muestra que las funciones que cumplen
que (I, f) contienen un subcontinuo indescomponible, resultan ser funciones muy intere-
santes, aunque a veces desde el punto de vista dinámico no lo sean.

Lo anterior fue una explicación de la parte principal de esta tesis. A continuación
explicaré sobre el contenido de los capı́tulos.

Empezaré con Capı́tulo 2. Cuando empecé a hacer la tesis, lo primero con lo que me
topé fueron los lı́mites inversos. Mi profesor me dijo que para entender lı́mites inversos era
necesario hacer varios ejemplos. Los únicos ejemplos que analizé son lo que se encuentran
en el Capı́tulo 2. Los ejemplos que entendı́ relativamente rápido son los que aparecen en
la primera sección del Capı́tulo 2.

Después empecé a analizar el lı́mite inverso de la función que aparece en el Ejemplo
2.4. Demostrar que el lı́mite inverso de esa función es homeomorfo al continuo seno del
topólogo fue una tarea muy difı́cil, me llevé mucho tiempo para demostrarlo.

El segundo ejemplo, que aparece en la segunda sección del Capı́tulo 2, es la famosa
función tienda. Estuve pensado durante mucho tiempo en cómo demostrar que el lı́mite
inverso de esa función es homeomorfo al continuo de Knaster. Después de un buen tiempo
decidı́ dejarlo por que no me salı́a. Haces dos meses lo volvı́ a retomar y me encontré con el
artı́culo [2], que demuestra este hecho. La prueba que se da en esta tesis sobre ese ejemplo
es parecida a la prueba que aparece en el artı́culo [2].

En el Capı́tulo 3 demostraremos un Teorema de Bing, el cual se encuentra enunciado
en el Teorema 3.27. Este teorema será importante para demostrar el Teorema 4.26, que es
uno los teoremas principales de esta tesis.

Cuando empecé a leer el artı́culo [5], con el cual me guié para hacer la tesis, me
encontré en los preliminares ese Teorema de Bing. Considero que una de las partes más
difı́ciles del artı́culo [5], fue entender la demostración que Bing hace sobre el Teorema
8 en su artı́culo. Gracias a la motivación de mi asesor pude entender la demostración
de ese teorema. Pienso que explicar esa parte del preliminar del artı́culo [5] en esta tesis
hará que la lectura de la misma no sea tan oscura. Para avanzar con los siguientes capı́tulos
no es necesario entender la demostración del Teorema de Bing, el lector puede saltarse
este capı́tulo y sólo leer el enunciado del Teorema de Bing que sevirá para demostrar el
Teorema 4.26.

Los capı́tulos 4 y 5 son los principales de esta tesis.
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En el capı́tulo 4 hay dos secciones. En la primera sección demostramos el Teorema
4.13, parte de lo que nos dice el teorema es que con sólo tener una órbita densa de f y otra
condición sencilla sobre la órbita, entonces I se puede descomponer en dos subintervalos
que se intersectan en un punto tal que f manda un intervalo al otro. A mi parecer esa
descomposición es muy bonita.

En la segunda sección, con ayuda del teorema anterior, demostramos el Teorema 4.26,
el cual nos dice que si f : I → I es una función continua que tiene una órbita densa,
entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible.

En el capı́tulo 5 hay tres secciones. En la primera sección mostramos el Teorema 5.23,
este teorema nos dice que si (I, f) es un continuo indescomponible y f cumple ciertas
condiciones, entonces f tiene puntos periódicos cuyo periodo no es potencia de 2. En la
segunda sección probaremos los Teoremas 5.28 y 5.31, los cuales nos muestra que cuando
la dinámica de f es interesante, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible.
Finalmente en la última sección daremos un ejemplo de una función continua f : I → I ,
que cumple que (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero la dinámica de f
es muy sencilla.

Esto ha sido todo con respecto a la explicación general de lo que trata cada capı́tulo de
esta tesis.

Antes de empezar de lleno con los siguientes capı́tulos enunciaremos un teorema cono-
cido en teorı́a de continuos, este teorema nos da distintas formas de ver a un continuo
indescomponible. El inciso ii) del próximo teorema lo pueden consultar en el Ejercicio
6.19, página 97 de libro [7]. El inciso iii) se encuentra en el Corolario 11.20, página 205
del libro [7].

También daremos la definición de función proyección y mencionaremos una propiedad
importante que cumple esta función. Estas dos herramientas serán importantes para el
desarrollo de varios de los siguientes capı́tulos.

Sean x, y en X , decimos que X es irreducible entre x y y si no existe un subcontinuo
propio de X que tenga a x y a y.

Teorema 1.1. Sea X un continuo, las siguientes condiciones son equivalentes

i) X es un continuo indescomponible.
ii) Todo subcontinuo propio de X tiene interior vacı́o.
iii) Existen tres elementos distintos de X tal que X es irreducible entre cualesquiera

par de ellos.

Definición 1.2. Sea f : I → I una función continua. Para cada n ∈ N ∪ {0} sea
πn : (I, f)→ I la función dada por

πn(x) = xn.

Esta función es conocida como la función proyección en la enésima entrada.
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En topologı́a se sabe que una funciónH que entra a un producto topológico es continua
si para cada proyección, la proyección compuesta con H es una función continua. Este
resultado se encuentra demostrado en el Teorema 19.6, página 117, del libro [1].

De lo anterior se sigue que una función H que entra a (I, f) es continua si para toda
n ∈ N ∪ {0}, πn ◦ H es una función continua. Este resultado lo daremos por hecho y lo
usaremos en la tesis.

Lo que hemos dicho en la primera parte de esta introducción, y este último teorema y
definición, son los preliminares generales que necesitamos para poder empezar a desarro-
llar los siguientes capı́tulos.

Las herramientas que nos ayudarán a demostrar los resultados principales de cada
capı́tulo, serán dadas en los respectivos capı́tulos. Muchas de esas herramientas son defini-
ciones y resultados conocidos en la teorı́a de continuos. Algunas de esas herramientas las
demostraremos y otras, debido a que se escapan del objetivo de esta tesis, sólo daremos la
referencia del libro donde se encuentran demostradas.



Capı́tulo 2

Ejemplos de Lı́mites Inversos para Funciones en el Arco

En este capı́tulo analizaremos el lı́mite inverso de algunas funciones continuas,
f : I → I donde I = [0, 1], y en base a este análisis daremos subespacios del plano a
los cuales son homeomorfos. Empezaremos con unos ejemplos sencillos e iremos dando
ejemplos más complicados.

La métrica de (I, f) que usaremos para demostrar que los siguientes ejemplos de
lı́mites inversos son homeomorfos a los subespacios del plano correspondiente, está da-
da por

d(x, y) =
∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

.

Donde x, y ∈ (I, f) con

x = (x1, x2, x3, ....) y y = (y1, y2, y3, ...).

2.1. Ejemplos sencillos de Lı́mites Inversos

Ejemplo 2.1. Sea f : I → I , dada por f(x) = c, donde c es una constante de I .

Este ejemplo es muy sencillo, pues si tomamos un x ∈ (I, f), por la definición de
lı́mite inverso se debe cumplir que para cada n ∈ N, f(xn+1) = xn, entonces para cada
n ∈ N, xn = c, si denotamos a c = (c, c, c, ....), entonces pasa que x = c y por lo tanto
(I, f) = {c}.

Ejemplo 2.2. Sea f : I → I un homeomorfismo. Entonces (I, f) es homeomorfo a I .

Para demostrar este hecho, observemos que si x ∈ (I, f), debe pasar que para cada
n ∈ N, f(xn+1) = xn, si llamamos g, a la función inversa de f , entonces xn+1 = g(xn),
se sigue que x es de la forma, x = (x, g(x), g2(x), g3(x), ...), donde x ∈ I . Si definimos a
h : I → (I, f), como

h(x) = (x, g(x), g2(x), g3(x), ...)

por el análisis anterior h es suprayectiva, y si x 6= y, entonces
(x, g(x), g2(x), g3(x), ...) 6= (y, g(y), g2(y), g3(y), ...), lo que nos dice que h es inyectiva.
Ahora para cada n ∈ N, πn ◦h = gn ◦π1, y tanto π1 como g son continuas, entonces πn ◦h
es continua y por lo tanto h es continua, como I, (I, f) son continuos, entonces h es un
homeomorfismo.

7
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Ejemplo 2.3. Sea f : I → I , dada por

f(x) =

 2x, si x ∈ [0, 1
2
],

1, si x ∈ [1
2
, 1].

entonces (I, f) es homeomorfo a I .

La gráfica de f es la que se muestra en Figura 2.1.

FIGURA 2.1.

Empecemos analizando a (I, f). Para cada n ∈ N, definimos a

αn = {x ∈ (I, f) : xn ≤
1

2
}

y sea g la función inversa de la función

f |[0, 1
2
] :

[
0,

1

2

]
→ [0, 1],

entonces, si definimos a hn : [0, 1
2
]→ αn como

hn(x) = (fn−1(x), ...., f(x), x, g(x), g2(x), g3(x), ....)

se puede probar que hn es un homeomorfismo. Lo que nos dice que para cada n ∈ N, αn
es homeomorfo a un arco. También se cumple lo siguiente.

i) Para cada n ∈ N, αn ⊆ αn+1

ii) (I, f) =
∞⋃
i=n

αn ∪ {1}, donde 1 = (1, 1, 1, ...).
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Ahora si tomamos n ∈ N, y definimos a

x = (1, 1, 1, ...., 1︸︷︷︸
xn

,
1

2
,

1

22
,

1

23
,

1

24
, ...),

se cumple que

d(x, 1) ≤
∞∑

i=n+1

1

2i
=

1

2n
.

Esto nos dice que 1 ∈
∞⋃
i=1

αi.

Este efecto es parecido al efecto que se produce con el 1 del intervalo [0, 1], donde
para cada n ∈ N, hay intervalos An anidados, de la forma An = [0, an] con an < 1 tal

que ĺım
n→∞

an = 1. Al igual que pasa con 1, 1 ∈
∞⋃
i=1

An. Este análisis nos ayuda a intuir que

(I, f) podrı́a ser homeomorfo a I , lo cual efectivame pasa y en seguida lo probaremos.
Definamos a h : (I, f)→ I la función dada por

h(x) =
∞∑
i=1

xi
2i
.

Observemos que h(1) = 1. Para ver que h es inyectiva, tomemos x, y ∈ (I, f), con x 6= y,
sea n el mı́nimo tal que xn 6= yn, podemos suponer que xn < yn, como f es creciente se
debe cumplir que xi ≤ yi para i > n, entonces

∞∑
i=n+1

xi
2i
≤

∞∑
i=n+1

yi
2i
,

y como xn < yn se cumple que
∞∑
i=1

xi
2i
<
∞∑
i=1

yi
2i
,

por lo tanto h(x) < h(y). Lo que nos dice que h es inyectiva.
Para ver que h es continua, tomemos x ∈ (I, f) y ε > 0. Sea y ∈ (I, f) tal que

d(x, y) < ε, entonces
∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

< ε,

luego

|h(x)− h(y)| = |
∞∑
i=1

xi
2i
−
∞∑
i=1

yi
2i
| ≤

∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

< ε.
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Esto nos dice que h es continua.
Como h(0) = 0 y h(1) = 1, entonces por ser h continua y (I, f) conexo, se sigue

que h(I, f) = [0, 1]. Lo que tenemos es que h es una función biyectiva y continua, entre
continuos, por lo tanto h es un homeomorfismo.

2.2. Dos ejemplos complicados de lı́mites inversos

En este apartado veremos dos funciones que son muy conocidas en la teorı́a de lı́mites
inversos, pues siempre que se empieza a estudiar lı́mites inversos estos son los primeros
ejemplos interesantes que se mencionan. La primera función es la que está definida en el
ejemplo 2.4. Siempre se dice que el lı́mite inverso de esta función es homeomorfo a la
cerradura de la gráfica de la función sin( 1

x
), con x ∈ (0, 1], ó también llamada el seno del

topólogo. Incluso hasta se dan argumentos geométricos para convencernos de tal hecho,
pero nunca se prueba formalmente.

La segunda función, muy famosa en sistemas dinámicos, es la función tienda. Esta
función, aunque parezca muy sencilla, resulta que el lı́mite inverso es homeomorfo al con-
tinuo de Knaster. Al igual que la primera, de esta función se dice lo mismo, hay argumentos
geométricos que tratan de explicar el porqué el lı́mite inverso podrı́a ser homeomorfo al
continuo de Knaster. También hay pruebas formales que nos dicen que el lı́mite inverso es
indescomponible y que sus subcontinuos propios son arcos. Lo dicho anteriormente sobre
estas funciones lo pueden consultar en las páginas 3-7 del libro [8].

Lo que nosotros haremos será tratar de demostrar formalmente que el lı́mite inver-
so de estas funciones son homeomorfos a los subcontinuos del plano correspondientes.
Empecemos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea f : I → I , dada por

f(x) =

 2x, si x ∈ [0, 1
2
],

3
2
− x, si x ∈ [1

2
, 1].

Entonces el lı́mite inverso de f es homeomorfo al seno del topólogo.
La gráfica de f se muestra en la Figura 2.2

Una representación gráfica del seno del topólogo se muestra en la Figura 2.3.
Cuando a uno le dicen por primera vez que el lı́mite inverso de f es homeomorfo al

seno del topólogo, es difı́cil creerlo, pues es difı́cil imaginar una función continua que
asigne a cada sucesión de (I, f), un elemento del seno del topólogo, y que además sea un
homeomorfismo. Después de que a uno le cuentan una idea geométrica de por qué podrı́a
ser, uno se medio convence. Pero no quedas muy seguro. A continuación daremos una
prueba formal de que el lı́mite inverso de f y el seno del topólogo son homeomorfos.

Para demostrar este ejemplo empezaremos a construir algunas herramientas. Definire-
mos algunos subconjuntos de (I, f) que nos serán útiles para construir el homeomorfismo.
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FIGURA 2.2.

FIGURA 2.3.

Sea α1 = {x ∈ (I, f) : 0 ≤ x1 <
1
2
},

para cada n > 1, sea αn = {x ∈ (I, f) : 1
4
≤ xn <

1
2
}

y K = {x ∈ (I, f) : xi ≥ 1
2

para toda i ∈ N }.

Los siguientes incisos son observaciones con respecto a estos conjuntos.
i) Sean i, j ∈ N, con i 6= j. Entonces αi ∩ αj = ∅.

ii) (I, f) = K ∪ (
∞⋃
i=1

αi).

Para probar i), tomemos i 6= j dos números distintos en N, podemos suponer que
i < j. Si x ∈ αj , entonces 1

4
≤ xj <

1
2
, por lo tanto 1

2
≤ xj−1. Como i < j entonces

1
2
≤ xi, lo que nos dice que x /∈ αi, esto prueba i).
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Para ii). ⊇, es por definición de los conjuntos. Para la otra contención tomemos x ∈
(I, f), supongamos que x /∈ K, entonces existe i ∈ N tal que xi < 1

2
, sea m = mı́n{i ∈

N : xi <
1
2
}. Si m = 1, entonces x ∈ α1. Si m > 1, entonces 1

2
≤ xm−1, esto nos dice que

1
4
≤ xm < 1

2
, por lo tanto x ∈ αm. Esto prueba ii).

Ahora definiremos unas funciones que van de los conjuntos αi′s al intervalo, que nos
ayudarán para construir el homeomorfismo buscado.
Sean h1 : α1 →

[
0, 1

2

)
, la función dada por

h1(x) = x1,

h2 : α2 →
[
1
2
, 1
2

+ 1
4

)
, la función dada por

h2(x) = x2 +
1

4
,

y si n > 2, sean hn : αn →

[
n−1∑
i=1

1

2i
,

n∑
i=1

1

2i

)
, las funciones dadas por

hn(x) =
n−2∑
i=1

1

2i
+

1

2n
+

xn
2n−2

.

Una cosa que debemos decir de esas funciones es que la imagen sı́ cae en los contrado-
minios respectivos. Para n = 1 es claro, pues si x ∈ α1, x1 ∈ [0, 1

2
). Para n > 1, se sigue

de que si x ∈ αn, 1
4
≤ xn <

1
2
.

Observemos que si x ∈ αn, para algún n ∈ N, entonces x está determinado por xn.
Es decir que existe un único x ∈ αn, que tiene a xn, en su entrada n. Además, hn es una
función suprayectiva. De esto se sigue que para cada n ≥ 1, hn es una función biyectiva.

Recordando cuanto valen las sumas que hemos escrito anteriormente para definir a las
funciones hn. Para cada n > 1, podemos escribir a las funciones hn de la siguiente forma.

hn : αn →
[
1− 1

2n−1
, 1− 1

2n

)
,

y hn(x) = 1− 1

2n−2
+

1

2n
+

xn
2n−2

.

Con ayuda de las funciones hn, definiremos una función, h :
∞⋃
i=1

αi → [0, 1), dada por

h(x) = hn(x), si x ∈ αn
Se preguntarán en qué forma utilizaremos a la función h. La necesitaremos porque lo

que vamos a hacer será ver que (I, f) es homeomeomorfo al continuo que se representa en
la Figura 2.4, el cual es homeomorfo al seno del topólogo. Si analizamos con cuidado la
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Figura 2.4, veremos que las imágenes de las funciones hn corresponden con las intervalos
en los que dividimos al intervalo [0, 1], como se ve en la Figura 2.4.

A continuación daremos una función del intervalo en el intervalo, cuya cerradura de

FIGURA 2.4.

su gráfica sea la que aparece en la Figura 2.4.
Después de observar un buen rato a la Figura 2.4 y hacer algunas cuentas deducimos

que la función que define a la Figura 2.4, está dada a partir de las siguientes funciones que
describen a los pedazos de rectas que se ven en la Figura 2.4 .

Sea n ≥ 1. Entonces gn : [1− 1
2n−1 , 1− 1

2n
]→ [0, 1] es la función dada por

gn(x) =

{
2nx+ 2− 2n, si n es impar,
−2nx+ 2n − 1, si n es par .

En base a las funciones gn, definimos la función g : [0, 1)→ [0, 1] dada por

g(x) = gn(x), si x ∈
[
1− 1

2n−1
, 1− 1

2n

]
.

A la cerradura de la gráfica g le llamaremos S. En lo que sigue construiremos las he-
rramientas necesarias para demostrar que (I, f) y S son homeomorfos.

Observemos que si x ∈ K entonces para cada n ≥ 1, f(xn+1) = 3
2
−xn+1 = xn, luego

xn+1 = 3
2
− xn. Lo que nos dice esto es que x = (x, 3

2
− x, x, 3

2
− x, x, 3

2
− x, x, ...).

Ahora sı́, estamos en condiciones para dar el homeomorfismo.
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Definamos a H : (I, f)→ S, dada por:

H(x) =


(h(x), g ◦ h(x)), si x ∈

∞⋃
n=1

αn,

(1, 2− 2x), si x ∈ K, donde x = (x, 3
2
− x, x, 3

2
− x, x, ...).

Algo que nos servirá para ver que H es continua, es saber quién es g ◦ h(x), para
x ∈ (I, f). Veamos quién es.

Si x ∈ α1, entonces h(x) = x1, por lo tanto g ◦ h(x) = 2x1.
Si x ∈ αn, con n > 1 y n par

g◦(h(x)) = −2n(1− 1

2n−2
+

1

2n
+

xn
2n−2

)+2n−1 = −2n+22−1−22xn+2n−1 = 2−22xn.

Si n es impar

g◦(h(x)) = 2n(1− 1

2n−2
+

1

2n
+

xn
2n−2

)+2−2n = 2n−22+1+22xn+2−2n = 22xn−1.

En conclusión

g(h(x)) =

 2x1, si x ∈ α1,
2− 22xn, si x ∈ αn y n par,
22xn − 1, si x ∈ αn, n > 1 y n impar.

Se puede saber más a detalle quién es g(h(y)), para y ∈ αn, con n > 1. Vamos a
analizarlo.

Recordemos que y es de la forma y = (y1, y2, ..., yn−1, yn, yn+1, ...), donde 1
4
≤ yn <

1
2
, observemos que también se puede escribir como

y = (y1,
3

2
− y1, y1, ..., yn−1,

yn−1
2︸︷︷︸
yn

,
yn−1
22

,
yn−1
23

, ...).

Esto pasa porque 1
2
≤ yn−1. Entonces

f(yn−1) =
3

2
− yn−1 y f 2(yn−1) =

3

2
− (

3

2
− yn−1) = yn−1.

Si n− 1 es impar, yn−1 = y1, luego yn = y1
2

, por lo tanto

g(h(y)) = 2− 22(
y1
2

) = 2− 2y1.

Si n− 1 es par, yn−1 = 3
2
− y1, luego yn =

3
2
−y1
2

, por lo tanto

g(h(y)) = 22

( 3
2
− y1
2

)
− 1 = 2(

3

2
− y1)− 1 = 2− 2y1.
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Finalmente, con esta información podemos describir a g ◦ h de la siguiente manera.

g(h(y)) =

 2y1, si y ∈ α1,

2− 2y1, si y ∈ αn, n > 1.

Con lo cual la función H : (I, f)→ S queda definida de la siguiente manera.

H(x) =


(x1, 2x1), si x ∈ α1,

(h(x), 2− 2x1), si x ∈ αn, con n > 1,

(1, 2− 2x), si x ∈ K, donde x = (x, 3
2
− x, x, 3

2
− x, x, ...).

Ahora sı́, veamos que H es continua.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ (I, f) y sea ε > 0.
Lo haremos por casos, empezaremos con el siguiente caso.
Caso 1. Cuando x ∈ K, entonces x = (x, 3

2
− x, x, 3

2
− x, x, 3

2
− x, x, ...).

Caso 1.1. Cuando x ∈ K y x ∈ (1
2
, 1].

Sea m impar tal que 1
2m

< ε
2
. Sea δ > 0, tal que Bδ(x) ∩ [0, 1] ⊆

(
1
2
, 1
]
. Sea

δ1 = mı́n{ 1
2m+2 ,

δ
2m
}. Sea y ∈ (I, f) tal que d(x, y) < δ1, luego |x−y1|

2
< δ

2m
, entonces

|x− y1| < δ, lo que nos dice que y1 ∈
(
1
2
, 1
]
, luego y /∈ α1.

Si y ∈ αn para algún n > 1, entonces g ◦ h(y) = 2− 2y1. Como d(x, y) < δ
2m

y m es
impar, entonces |xm−ym|

2m
< δ

2m
, por lo tanto |x−ym| < δ. Lo que nos dice que ym ∈

(
1
2
, 1
]
,

por lo tanto n > m. Como h(y) ∈
[
1− 1

2n−1 , 1− 1
2n

)
tenemos que 1− 1

2m
≤ h(y), luego

|h(y)− 1| < 1
2m

< ε
2
. De esto se sigue que

‖H(x)−H(y)‖ = ‖(1, 2− 2x)− (h(y), 2− 2y1)‖ ≤ |1− h(y)|+ |2− 2x− (2− 2y1)|
< ε

2
+ 2|x− y1|.

Como d(x, y) < 1
2m+2 , se sigue que |x−y1|

2
< 1

2m+2 , por lo tanto 2|x− y1| < 1
2m

< ε
2
.

Con lo cual se sigue que
‖H(x)−H(y)‖ < ε.

Si y ∈ K, y = (y, 3
2
− y, y, 3

2
− y, y, ...) y como d(x, y) < 1

2m+2 , entonces

‖H(x)−H(y)‖ = ‖(1− 1, 2− 2x− (2− 2y))‖ = 2|x− y| < 1

2m
< ε.

Caso 1.2 Cuando x ∈ K y x = 1
2
.
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Entonces x = (1
2
, 1, 1

2
, 1, 1

2
, ...). Sea m par tal que 1

2m
< ε

2
. Sea y ∈ (I, f) tal que

d(y, x) < 1
2m+2 .

Si y ∈ αn para algún n ∈ N, entonces como |1−ym|
2m

< 1
2m+2 , |ym − 1| < 1

2
, por lo tanto

ym ∈ (1
2
, 1]. Lo cual nos dice que m+ 1 ≤ n, entonces 1− 1

2m
≤ h(y), por lo tanto

|1− h(y)| < 1

2m
<
ε

2
,

además como |y1−
1
2
|

2
< 1

2m+2 , entonces 2|y1 − 1
2
| < 1

2m
< ε

2
. Con esto tenemos que

‖H(x)−H(y‖) ≤ |1− h(y)|+ |2− 2(
1

2
)− (2− 2y1)| <

ε

2
+ 2|y1 −

1

2
| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Si y ∈ K, entonces H(y) = (1, 2− 2y1), luego ‖H(x)−H(y)‖ = 2|y1 − 1
2
| < ε.

Caso 2. Cuando x ∈
n⋃
i=1

αn.

Caso 2.1 Cuando x ∈ α1.
Entonces x1 ∈ [0, 1

2
). Sea δ > 0 tal que Bδ(x1) ∩ [0, 1) ⊆ [0, 1

2
), entonces si

δ1 = mı́n{ ε
2(3)

, δ
2
}, tenemos que si d(x, y) < δ1 entonces |x1−y1|

2
< δ

2
, luego y1 ∈ [0, 1

2
),

entonces H(y) = (y1, 2y1), por lo tanto

‖H(y)−H(x)‖ = ‖(y1 − x1, 2(x1 − y1))‖ ≤ 3|x1 − y1|.

Como |y1−x1|
2

< ε
2(3)

, luego 3|y1 − x1| < ε, por lo tanto |H(x)−H(y)| < ε.
Caso 2.2. Cuando x ∈ αn para algún n > 1.
Sabemos que g es continua en h(x). Sea δ1 > 0, con δ1 < ε

2
, tal que si z ∈ Bδ1(h(x))

entonces |g(z)− g(h(x))| < ε
2
.

Casos 2.2.1 Cuando x ∈ α2.
Entonces 1

4
≤ x2 <

1
2
. Sea δ2 > 0 tal que Bδ2(x2) ⊆ (1

8
, 1
2
). Sea δ = mı́n{ δ1

23
, δ2
22
}. Si

d(y, x) < δ, entonces |x2−y2|
22

< δ2
22

, luego |x2 − y2| < δ2, entonces y ∈ α1 ∪ α2.
Si y ∈ α2, entonces

|h(y)− h(x)| = |y2 +
1

4
− (x2 +

1

4
)| = |y2 − x2|.

Como |y2−x2|
22

< δ1
22

, entonces |x2− y2| < δ1 <
ε
2
, por lo tanto |h(x)− h(y)| < ε

2
y además

|g(h(x))− g(h(y))| = |2− 2x1 − (2− 2y1)| = 2|x1 − y1|.

Como |x1−y1|
2

< δ1
22

, por lo tanto |g(h(x)) − g(h(y))| < δ1 <
ε
2
. Con lo cual tenemos que

‖H(x)−H(y)‖ < ε.
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Si y ∈ α1, entonces

|h(y)− h(x)| = |y1 − (x2 +
1

4
)| ≤ |y1 − x1|+ |x1 − (x2 +

1

4
)| < δ1

2
+ |2x2 − (x2 +

1

4
)|

y
δ1
2

+ |x2 −
1

4
| < δ1

2
+ |x2 − y2| <

δ1
2

+
δ1
2

= δ1.

Con lo cual tenemos que |h(y) − h(x)| < δ1 <
ε
2
, y usando la continuidad de g tenemos

que |g(h(y))− g(h(x))| < ε
2
, por lo tanto ‖H(x)−H(y)‖ < ε.

Caso 2.2.2. Cuando x ∈ αn, para algún n ≥ 3.
Entonces 1

4
≤ xn <

1
2
. Sea δ2 tal queBδ2(xn) ⊆ (1

8
, 1
2
). Sea δ = mı́n{ δ2

2n
, δ1
24
}, entonces

si d(x, y) < δ, |xn−yn|
2n

< δ2
2n

, luego |xn − yn| < δ2, por lo tanto y ∈ αn ∪ αn−1.
Si y ∈ αn−1.

Entonces

h(y) =
n−3∑
i=1

1

2i
+

1

2n−1
+
yn−1
2n−3

y h(x) =
n−2∑
i=1

1

2i
+

1

2n
+

xn
2n−2

.

Recordemos que

h(y) ∈

[
n−2∑
i=1

1

2i
,
n−1∑
i=1

1

2i

)
,

entonces

|h(y)− h(x)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

1

2i
− (

n−3∑
i=1

1

2i
+

1

2n−1
+
yn−1
2n−3

)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n−2∑
i=1

1

2i
+

1

2n
+

xn
2n−2

−
n−1∑
i=1

1

2i

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣yn−12n−3
− 1

2n−2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2n
− xn

2n−2

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣yn−12n−2
− 1

2n−1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2n
− xn

2n−2

∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣ yn2n−3
− 1

2n−1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2n
− xn

2n−2

∣∣∣∣
esta última igualdad es porque 2yn = yn−1.
Hasta ahora llevamos lo siguiente

|h(y)− h(x)| = 2
∣∣ yn
2n−3 − 1

2n−1

∣∣+
∣∣ 1
2n
− xn

2n−2

∣∣ = 2
2n−3

∣∣yn − 1
22

∣∣+ 1
2n−2

∣∣xn − 1
22

∣∣
≤ 2

2n−3

∣∣yn − 1
22

∣∣+ 22

2n−2

∣∣xn − 1
22

∣∣ = 4
2n−2 (

∣∣xn − 1
4

∣∣+
∣∣yn − 1

4

∣∣).
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Recordemos que x ∈ αn y y ∈ αn−1, luego yn < 1
4

y 1
4
≤ xn, entonces

|xn − yn| =
∣∣∣∣xn − 1

4

∣∣∣∣+

∣∣∣∣yn − 1

4

∣∣∣∣ .
Por lo tanto

|h(y)− h(x)| ≤ 4

2n−2
|xn − yn| = 24 |xn − yn|

2n
< 24 δ1

24
= δ1.

Finalmente tenemos que |h(y)−h(x)| < δ1 <
ε
2

y por la δ1 de la continuidad de g en h(x)
tenemos que |g(h(x))− g(h(y))| < ε

2
. Por lo tanto ‖H(x)−H(y)‖ < ε.

Si y ∈ αn, entonces recordando la definición de h, tenemos que

|h(x)− h(y)| =
∣∣∣∣xn − yn2n−2

∣∣∣∣ = 22 |xn − yn|
2n

< 22 δ1
24
< δ1 <

ε

2

y siguiendo un argumento análogo al anterior, llegamos a que ‖H(x) −H(y)‖ < ε. Esto
termina todos los casos, ya podemos decir que H es continua en (I, f).

Observemos que h es una función biyectiva, al igual que p :
[
1
2
, 1
]
→ [0, 1], donde

p(x) = 2− 2x. De esto se sigue que H es una función biyectiva.
Tenemos que H es una función biyectiva y continua y tanto el dominio como el con-

tradominio son continuos, con lo cual podemos concluir queH es un homeomorfismo. �

Ejemplo 2.5. Sea f la función dada por

f(x) =

 2x, si x ∈ [0, 1
2
],

2− 2x, si x ∈ [1
2
, 1].

Veremos que (I, f) es homeomorfo al continuo de Knaster.

Este ejemplo está basado en las páginas 72-75 del Artı́culo [2].
La función f es conocida como la función tienda, ya que su gráfica es parecida a una

tienda de acampar, como se muestra en la Figura 2.5.
El continuo de Knaster es muy conocido entre los continuólogos, pues siempre que

se habla de continuos indescomponibles el primero que se menciona es el continuo de
Knaster. Una representación gráfica del continuo de Knaster se muestra en la Figura 2.6.
Para una descripción más detallada del continuo de Knaster, pueden ver las páginas 204 y
205 del libro [4].

A continuación construiremos algunas herramientas que nos servirán para probar que
(I, f) y el continuo de Knaster son homeomorfos. Para empezar analizaremos cómo se
comportan los puntos del lı́mite inverso, con el fin de verlo de una forma más adecuada,
que nos ayudará a poder dar el homeomorfismo.
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FIGURA 2.5. Gráfica de la función tienda.

FIGURA 2.6.

Sea x ∈ (I, f), x = (x1, x2, x3, ...) cumple que f(xi+1) = xi para toda i ∈ N, entonces
si xi+1 ∈ [0, 1

2
],

f(xi+1) = 2xi+1 = xi, luego xi+1 =
xi
2
.

Si xi+1 ∈ [1
2
, 1],

f(xi+1) = 2− 2xi+1 = xi, entonces xi+1 = 1− xi
2
.

Si definimos a f0 : I → [0, 1
2
] y a f1 : I → [1

2
, 1] las funciones dadas por

f0(x) =
x

2
y f1(x) = 1− x

2
,
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entonces x se puede ver de la siguiente forma,

x = (x, fa1(x), fa2 ◦ fa1(x), ..., fan ◦ fan−1 ◦ · · · ◦ fa1(x), ...),

donde a = (a1, a2, a3, ...) con a ∈ {0, 1}N y x ∈ [0, 1], que inductivamente la podemos
definir como:
x1 = x,
suponiendo definida xn, xn+1 = fan(xn).

Inversamente si x está definida de esa forma, veremos que x ∈ (I, f). Sea n ∈ N,
por definición xn+1 = fan(xn). Si an = 0, entonces xn+1 = xn

2
, luego f(xn+1) = xn. Si

an = 1, entonces xn+1 = 1− xn
2

, luego f(xn+1) = 2− 2(1− xn
2

) = xn, luego x ∈ (I, f).
Con este análisis, podemos escribir a (I, f) de la siguiente forma

(I, f) = {x ∈ [0, 1]N : x1 = x y xn+1 = fan(xn), donde a ∈ {0, 1}N y x ∈ I}.
Recordemos que el conjunto de Cantor es homeomorfo al espacio {0, 1}N. En lo que

sigue usaremos al conjunto de Cantor como {0, 1}N.
A partir de lo dicho en los dos últimos párrafos, podemos definir una función natural

h : {0, 1}N × [0, 1]→ (I, f), dada por

h(a, t) = (t, fa1(t), fa2 ◦ fa1(t), ..., fan ◦ fan−1 ◦ · · · ◦ fa1(t), ...),
observemos que por la descripción anterior de (I, f), h resulta suprayectiva.

Observemos además que si a, b ∈ {0, 1}N y d(a, b) < 1
2n

, entonces ai = bi, para toda
i ∈ {1, 2, ..., n} y como para toda n ∈ N, fan◦fan−1 · · ·◦fa1 es continua, se sigue que πn◦h
es continua para toda n ∈ N, con lo cual concluimos que h es continua y suprayectiva.

Si definimos una relación de equivalencia en {0, 1}N × [0, 1], dada por

(a, t) ∼ (b, r) si y sólo si h(a, t) = h(b, r),

por el Teorema 3.21 en [7] pág. 44, se tiene que

A = {[(a, t)] : (a, t) ∈ {0, 1}N × [0, 1]}
con la topologı́a cociente, es homeomorfo a (I, f).

Observemos que si (b, r) ∈ [(a, t)], entonces por la definición de h, debe pasar que
t = r. Ası́ que que cada vez que tomemos un elemento de [(a, t)], será de la forma (b, t).

Las siguientes dos observaciones nos ayudarán a ver cómo es el espacio cociente.

Observación 2.6. Supongamos que h(a, t) = h(b, t) = (z1, z2, z3, ...), y sea i ∈ N tal que
ai 6= bi. Entonces zi = 1.

DEMOSTRACIÓN. Si ai 6= bi, como h(a, t) = h(b, t), entonces zi+1 = fai(zi) =
fbi(zi), luego zi

2
= 1− zi

2
, por lo tanto zi = 1. �

Observación 2.7. Sean a, b ∈ {0, 1}N y supongamos que (b, t) ∈ [(a, t)] con a 6= b.
Entonces existe un único i ∈ N, tal que ai 6= bi, que cumple lo siguiente:
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i) Si i = 1, entonces t = 1.
ii) Si i = 2, entonces t = 0 y a1 = b1 = 1.
iii) Si i > 2, entonces t = 0, ai−1 = bi−1 = 1 y si j < i− 1, aj = bj = 0.

DEMOSTRACIÓN. Como (b, t) ∈ [(a, t)], entonces h(a, t) = h(b, t) = (z1, z2, z3, ...).
Si existieran j, i ∈ N, con j < i, tal que ai 6= bi y aj 6= bj , entonces por la observación
anterior zi = zj = 1, pero como z ∈ (I, f), entonces f(zi) = zi−1 = 0 y por lo tanto
zj = 0, contradiciendo que zj = 1. Por lo tanto sólo existe un i ∈ N, tal que ai 6= bi.

Si i = 1, entonces z1 = 1 y por la definición de h, z1 = t = 1.
Si i = 2, entonces z2 = 1 y por lo tanto z1 = t = 0. Como f0 : I → [0, 1

2
],

f1 : I → [1
2
, 1], y fb1(z1) = fa1(z1) = fb1(0) = fa1(0) = 1, luego b1 = a1 = 1.

Si i > 2, entonces zi = 1, luego zi−1 = 0 = z1 = t. Como

fbi−1(zi−1) = fai−1
(zi−1) = fbi−1

(0) = fai−1
(0) = 1,

entonces bi−1 = ai−1 = 1. Si j < i− 1, fbj(zj) = faj(zj) = 0, luego bj = aj = 0. �

La siguiente proposición nos dice cómo son las clases de equivalencia, lo cual nos
ayuda a entender al espacio cociente.

Proposición 2.8. Sea a ∈ {0, 1}N y t ∈ [0, 1]. Entonces las clases de equivalencia son de
la siguiente forma.

i) [(a, 1)] = {(a, 1), ((1− a1, a2, a3, ...), 1)}
ii) [(a, t)] = {(a, t)} para 0 < t < 1
iii) [(0, 0)] = {(0, 0)}
iv) [((1, a1, a2, a3, ...), 0)] = {((1, a1, a2, a3, ...), 0), ((1, 1− a1, a2, a3, ...), 0)}
v) [((0, 1, a1, a2, a3, ...), 0)] = {((0, 1, a1, a2, a3, ...), 0), ((0, 1, 1− a1, a2, a3, ...), 0)}
vi) [((0, 0, 1, a1, a2, a3, ...), 0)] = {((0, 0, 1, a1, a2, ...), 0), ((0, 0, 1, 1− a1, a2, ...), 0)}

...

vii) [((0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n ceros

, 1, a1, a2, a3, ...), 0)] = {((0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n ceros

, 1, a1, a2, a3, ...), 0),

((0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n ceros

, 1, 1− a1, a2, a3, ...), 0)}

DEMOSTRACIÓN. Para el insicio i), observemos que

(1) f1(1) = f0(1) =
1

2
lo cual nos da la contención ⊇. La contención ⊆ se sigue de la Observación 2.7.

Para el inciso ii). Si suponemos que existe un (b, t) ∈ [(a, t)] con b 6= a, entonces por
la Observación 2.6, se tiene que si h(a, t) = z, entonces existe i ∈ N, tal que zi = 1,
luego z1 = 0 ó z1 = 1, lo cual no pasa pues por definición de h, z1 = t, por lo tanto
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[(a, t)] = {(a, t)}.
El iniciso iii) se sigue de la Observación 2.6 y de que h(0, 0) = 0.
La contención ⊆ de los siguientes incisos se sigue de la Observación 2.7 y la con-

tención ⊇ se sigue de la ecuación (1) y de que se cumple que f1(0) = 1.
�

La Figura 2.7 nos da una idea de como se ven estas relaciones.

FIGURA 2.7. Representación del espacio cociente {0, 1}N/ ∼

El espacio que se ve en el dibujo representa al conjunto de Cantor producto con el
intervalo [0, 1], la capa de arriba son los puntos de la forma (a, 1), los de la capa de abajo
son de la forma (a, 0), los arcos que unen a ciertos pares de puntos indican que esos puntos
están relacionados o que se pueden pegar.

Con ayuda del Teorema 3.21 del libro [7] pág. 44 se puede probar que ese espacio
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cociente es homeomorfo al continuo de Knaster. Ya no probaré este último resultado, pero
espero que los argumentos que he dado hayan sido suficientes para que el el lector quede
convencido de que el lı́mite inverso de la función tienda y el continuo de Knaster son
homemorfos.





Capı́tulo 3

Un Teorema de Bing

Este capı́tulo tiene como objetivo demostrar el Teorema 3.27, el cual se encuentra de-
sarrollado en las páginas 657-659 del artı́culo [6], cuyo autor es R.H.Bing. Este teorema
lo necesitaremos para demostrar el resultado principal del capı́tulo 4.

Empezaremos enunciando algunas definiciones y resultados sobre continuos encade-
nables, los cuales nos serán útiles para demostrar los lemas necesarios para el teorema
principal.

3.1. Definiciones y algunos resultados sobre continuos encadenables

En esta sección enunciaremos algunas definiciones y resultados sobre continuos enca-
denables, los cuales se pueden encontrar en los capı́tulo XII del libro [7]. También enun-
ciaremos otras definiciones y resultados sobre teorı́a de continuos que nos serán útiles para
demostrar los lemas de la próxima sección. Los resultados de esta sección los usaremos
sin demostrarlos, esperando que el lector pueda consultarlos en la bibliografı́a correspon-
diente.

Definición 3.1. Sea X un continuo y sean P,Q subconjuntos de X . Decimos que P,Q
están mutuamente separados en X , si.

i) P,Q son subconjuntos no vacı́os,
ii) P ∩Q = ∅ y Q ∩ P = ∅.

Si además se cumple que P ∪ Q = X decimos que P y Q separan a X y lo denotamos
como X = P |Q.

Definición 3.2. Un continuo X es llamado triodo, si hay un subcontinuo Z de X tal que
X \ Z es la unión de tres conjuntos no vacı́os, tal que cada par de ellos están mutuamente
separados en X .

Definición 3.3. Un continuo X se dice que es la suma esencial de subcontinuos Xi con
1 ≤ i ≤ n, y lo escribimos como X = X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕ · · · ⊕Xn, si pasa que

i) X =
n⋃
i=1

Xi y

ii) Xk *
⋃
i 6=k

Xi para k = 1, 2, ..., n.

25
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Definición 3.4. Un continuo X es llamado triodo débil, si existen X1, X2 y X3 subconti-
nuos de X tales que

i) X = X1 ⊕X2 ⊕X3 y

ii)
3⋂
i=1

Xi 6= ∅.

Definición 3.5. Un continuo X es unicoherente, si para todo A,B subcontinuos de X tal
que X = A ∪B, entonces A ∩B es conexo.

El siguiente teorema, que se encuentra en la página 209 de [7], nos dice cómo se
relaciona un triodo débil con un triodo.

Teorema 3.6. Supongamos que X es un continuo unicoherente, entonces X es un triodo
si y sólo si X es un triodo débil.

A continuación daremos la definición de continuo encadenable y algunos propiedades
sobre ellos.

Definición 3.7. Un cadena de un continuo X , es una familia finita de conjuntos abiertos
de X , C = {U1, U2, U3, ..., Un}, tal que

Ui ∩ Uj 6= ∅ si y sólo si|i− j| ≤ 1.

Sea med(C) = máx{diámetro(Ui) : 1 ≤ i ≤ n}.
Si C es una cadena de X y med(C) < ε, decimos que C es una ε-cadena.
Si para todo ε > 0 existe una ε-cadena de X que cubre a X , diremos que X es un

continuo encadenable.

A principios del capı́tulo XII del libro [7], se habla de continuos Arc-like, más ade-
lante después de desarollar un poco de teorı́a, se demuestra que los continuos Arc-like
y los continuos encadenables son lo mismo. Este resultado se encuentra en el Teorema
12.11, página 235 del libro [7]. Yo daré por hecho este resultado, con base en ello, uti-
lizaré las siguientes propiedades que cumplen los continuos encadenables, las cuales se
pueden consultar en las páginas 230-232 del libro [7].

Teorema 3.8. Algunas propiedades de los continuos encadenables.
i) Todo subcontinuo no degenerado de un continuo encadenable es un continuo en-

cadenable.
ii) Todo continuo encadenable es hereditariamente unicoherente.
iii) Todo continuo encadenable no contiene triodos y, por el Teorema 3.6, no contiene

triodos débiles.

A continuación enunciaremos los tres teoremas de golpes en la frontera, y un coro-
lario que se deduce apartir de estos teoremas. Estos resultados los pueden consultar en la
páginas 73-75 de [7].



3.1. DEFINICIONES Y ALGUNOS RESULTADOS SOBRE CONTINUOS ENCADENABLES 27

Para hablar de los teoremas de golpes en la frontera, necesitamos recordar la definición
de componente.

Definición 3.9. Sea X un espacio topológico. Una componente de X es un subconjunto
conexo maximal de X . Si p ∈ X , entonces Cp está definida como

Cp =
⋃
{A ⊆ X : p ∈ A y A es conexo}.

Cp es la componente de X que contiene a p.

Observemos que como la cerradura de un conexo es un conexo, entonces las compo-
nentes son subconjuntos cerrados de X . También podemos observar que todo conjunto
conexo de X está contenido en una componente y que las componentes forman una parti-
ción en X.

Ahora sı́, podemos empezar a enunciar los teoremas de golpes en la frontera.

Teorema 3.10 (Primer Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
U 6= ∅ un subconjunto abierto y propio de X . Si K es una componente de U , entonces

K ∩ Fr(U) 6= ∅

o equivalentemente, como K ⊆ U y U es abierto, entonces

K ∩ (X \ U) 6= ∅.

Teorema 3.11 (Segundo Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
E 6= ∅ un subconjunto propio de X . Si K es una componente de E, entonces

K ∩ Fr(E) 6= ∅

o equivalentemente, como K ⊆ E, entonces

K ∩X \ E 6= ∅.

Teorema 3.12 (Tercer Teorema de Golpes en la Frontera). Sea X un continuo, sea
E 6= ∅ un subconjunto propio de X . Si K es una componente de E, entonces se cumple
lo siguiente.

Si E es abierto, entonces

K ∩ (X \ E) 6= ∅, es decir K \ E 6= ∅.

Si E es cerrado, entonces
K ∩ (X \ E) 6= ∅.

Corolario 3.13. Sea X un continuo, sea A un subcontinuo propio de X . Si K es una
componente de X \ A, entonces K ∪ A es un continuo.
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3.2. Algunos Lemas y Teoremas previos al Teorema Principal

En esta sección demostraremos algunos lemas y teoremas que nos ayudarán a de-
mostrar el teorema principal. Los resultados de esta sección están motivados por los lemas
que aparecen en la página 657 del artı́culo [6]. Empezamos con el siguiente lema.

Lema 3.14. Sea X un continuo encadenable, sea {Xα: α ∈ R} una familia arbitraria de
subcontinuos de X . Supongamos que

⋂
α∈R

Xα 6= ∅, entonces
⋂
α∈R

Xα es un continuo.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que Y =
⋂
α∈R

Xα es un espacio compacto y métrico, pues

es una intersección de cerrados y es un subespacio de un métrico. Sólo falta ver que es
conexo. Veamos que Y es un conexo, supongamos que no, como Y es cerrado, entonces
existen A,B subconjuntos cerrados de X tales que

i) A 6= ∅, B 6= ∅,
ii) A ∪B =

⋂
α∈R

Xα y

iii) A ∩B = ∅.
Como A y B son cerrados y X es métrico, existen U, V abiertos de X tales que

i) A ⊆ U , B ⊆ V y
ii) U ∩ V = ∅.
Entonces

A ∪B =
⋂
α∈R

Xα ⊆ U ∪ V,

por lo tanto
(X \ U) ∩ (X \ V ) ⊆

⋃
α∈R

X \Xα.

Como (X \ U) ∩ (X \ V ) es cerrado, entonces es compacto, luego existe una cantidad
finita de elementos de R, {α1, α2, α3, ..., αn} ⊆ R, tal que

(X \ U) ∩ (X \ V ) ⊆
n⋃
i=1

X \Xαi
,

se sigue que
n⋂
i=1

Xαi
⊆ U ∪ V,

de donde se sigue que
n⋂
i=1

Xαi
es disconexo, lo cual es una contradicción pues como X es

encadenable, X es herditariamente unicoherente.
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Por lo tanto Y es conexo y entonces es un continuo. �

El siguiente lema nos dice cuál es el máximo de componentes que puede tener un
continuo encadenable cuando le quitan un subcontinuo.

Lema 3.15. Sea X un continuo encadenable y sea H un subcontinuo de X . Entonces
X \H tiene a lo más 2 componentes.

DEMOSTRACIÓN. Si X \H tiene al menos 3 componentes, digamos C1, C2 y C3, por
el Corolario 3.13, H ∪ C1, H ∪ C2 y H ∪ C3 son subcontinuos, si definimos a Y como
Y = H ∪C1∪C2∪C3, entonces por ser las componentes una partición de X \H , se tiene
que

Y = (H ∪ C1)⊕ (H ∪ C2)⊕ (H ∪ C3),

que es un triodo débil de X , lo cual es una contradicción al Teorema 3.8, pues X es un
continuo encadenable. Por lo tanto X tiene a lo más 2 componentes. �

La siguiente observación nos ayudará a demostrar el próximo lema.

Observación 3.16. Sea X un continuo y H un subconjunto cerrado de X . Si C es com-
ponente de X \H , entonces C ⊆ C ∪H .

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ C. Si x ∈ X \ H , entonces para todo abierto U de X tal
que x ∈ U , se tiene que U ∩ (X \H) ∩ C 6= ∅, luego x ∈ CX\H

y por ser C un cerrado
en X \H , tenemos que C = C

X\H
. Por lo tanto x ∈ C. �

El siguiente lema nos dice cuál es el máximo de componentes que puede tener un
continuo encadenable cuando le quitamos dos subcontinuos ajenos.

Lema 3.17. SeanX un continuo encadenable yH,K subcontinuos ajenos deX . Entonces
X \ (H ∪K) tiene a lo más 3 componentes.

DEMOSTRACIÓN. Si X \ (H ∪K) tiene 4 componentes C1, C2, C3 y C4, por el Teo-
rema 3.12, la cerradura de las componentes intersectan a H ∪K.

Si la cerradura de tres de esas componentes intersectan a un subcontinuo, digamos
C1, C2, C3 intersectan a H , entonces por la observación anterior y por cumplir que las
componentes son una partición, se tendrı́a que H ∪ C1 ∪ C2 ∪ C3 es un triodo débil de
X , lo cual contradice que X sea encadenable. Debe pasar que la cerradura de dos com-
ponentes sólo intersectan a H y la cerradura de las otras dos sólo intersecten a K, de esto
obtendrı́amos una disconexión para X , que es una contradicción, pues X es un continuo.
Entonces X \ (H ∪K) no tiene 4 componentes.

Si tuviese por lo menos 5 componentes, debe pasar que la cerradura de 3 componentes
intersecten a H o a K, de lo cual obtendrı́amos otra vez un triodo débil, por lo tanto
X \ (H ∪K) tiene a lo más 3 componentes. �
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El siguiente lema nos dice que un continuo encadenable no puede tener curvas cerradas
simples.

Lema 3.18. Sean X un continuo encadenable, sean H1, H2 y H3 subcontinuos de X , tales
que cada par de ellos se intersectan. Entonces uno de ellos es subconjunto de la unión de
los otros dos.

DEMOSTRACIÓN. Observemos que H1 ∪ H2 es un continuo, pues H1 ∩ H2 6= ∅ y
tambiénH3∩(H1∪H2) es un continuo, por serX hereditariamente unicoherente. Entonces
debe pasar que

(H3 ∩H1) ∩ (H3 ∩H2) 6= ∅.
Si no pasara, H3 ∩ (H1 ∪H2) serı́a disconexo. Por lo tanto H1 ∩H2 ∩H3 6= ∅.

Si la conclusión del lema no pasara, comoH1∩H2∩H3 6= ∅ tendrı́amos queH1∪H2∪
H3 serı́a un triodo débil, que es una contradicción puesX es un continuo encadenable. �

Antes de seguir con el siguiente lema, será necesario mencionar la siguiente definición.

Definición 3.19. Sea X un continuo, sean A,B y C, subconjuntos ajenos de X , decimos
que A separa a B y C en X , si existen P y Q, subconjuntos de X tales que

i) B ⊆ P , C ⊆ Q y
ii) X \ A = P |Q. Donde P |Q es una separación de X \ A.

El siguiente lema nos dice que en los continuos encadenables se cumple que, siempre
que tengamos 3 subcontinuos ajenos con interior no vacı́o, uno de ellos separa a los otros
dos.

Lema 3.20. Sea X un continuo encadenable, sean H1, H2 y H3 subcontinuos de X que
tienen interior no vacı́o y ajenos por pares. Entonces existe i ∈ {1, 2, 3}, tal que Hi separa
a los otros dos en X , por medio de dos componentes conexas de X \Hi.

DEMOSTRACIÓN. Por el lema 3.15, para cada i ∈ {1, 2, 3}, X \Hi tiene a lo más dos
componentes. Si la conclusión del lema no pasa, entonces se cumple lo siguiente.

i) H2 ∪H3 está contenido en una componente de X \H1 que llamaremos C2,3,
ii) H2 ∪H1 está contenido en una componente de X \H3 que llamaremos C1,2 y
iii) H3 ∪H1 está contenido en una componente de X \H2 que llamaremos C1,3.
Sea A = C2,3∩C1,2∩C1,2, como H1 ⊆ C1,3∩C1,2 y por el Teorema 3.12, H1∩C2,3 6=

∅. Entonces H1 ∩ A 6= ∅. Por lo tanto A ∪H1 es un continuo.
Análogamente H2∩C1,3 6= ∅ y H3∩C1,2 6= ∅, entonces A∩H2 6= ∅ y A∩H3 6= ∅,

por lo tanto A ∪H2 y A ∪H3 son continuos.
Observemos también queA∩Hi ⊆ Fr(Hi) para cada i ∈ {1, 2, 3}. Probemos está ob-

servación. Para i = 1, sea x ∈ A ∩ H1, si x ∈ int(H1) como x ∈ A, x ∈ C3,2, entonces
int(H1) ∩ C3,2 6= ∅, lo cual no pasa pues C3,2 ⊆ C \H1, por lo tanto x ∈ Fr(H1). Los
demás casos son análogos.
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Recordemos que los conjuntos Hi′s son ajenos y tienen interior no vacı́o, entonces
usando la Observación 3.16, tenemos que:

i) A ∪H1 * A ∪H2 ∪H3

ii) A ∪H2 * A ∪H1 ∪H3

iii) A ∪H3 * A ∪H2 ∪H1

y comoA 6= ∅, entoncesA∪H1∪H2∪H3 es un triodo débil enX , lo cual no puede pasar,
pues X es un continuo encadenable. Por lo tanto existe i ∈ {1, 2, 3} tal queHi separa a los
otros dos, Hj y Hk, por medio de las dos componentes de X \Hi. �

Gracias a la siguiente observación, podemos decir que las componentes del lema ante-
rior que separan a Hj y a Hk, son abiertas.

Observación 3.21. Sea X un continuo y H un subconjunto cerrado de X . Si X \H tiene
una cantidad finita de componentes, esas componentes son abiertas en X .

DEMOSTRACIÓN. Sean C1, C2, ..., Cn las componentes de X \ H , sea x ∈ Ci con
i ∈ {1, 2, 3, ..., n}. Como las componentes son cerradas en X \H , existe un U abierto de
X , con x ∈ U , tal que U ∩ (X \H) ∩ Cj = ∅ para j 6= i, entonces U ∩ (X \H) ⊆ Ci,
U ∩ (X \H) es abierto y x ∈ U ∩ (X \H). Por lo tanto Ci es abierto en X . �

La siguiente observación y el siguiente lema nos ayudarán a probar el próximo teore-
ma, el cual será importante para probar el teorema principal.

Observación 3.22. Sea X un continuo encadenable, sean H1 y H2 subcontinuos ajenos
de X . Entonces existe una componente C de X \ (H1 ∪ H2) tal que C ∩ H1 6= ∅ y
C ∩H2 6= ∅.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 3.17, X \ (H1 ∪ H2) tiene a lo más 3 componentes,
por el Teorema 3.12, la cerradura de cada componente intersecta a H1 ∪H2.

Si la cerradura de cada componente sólo intersecta a H1, ó sólo intersecta a H2,
entonces por haber una cantidad finita de componentes X serı́a disconexo, que es una
contradicción pues X es un continuo. Por lo tanto la cerradura de una componente de
X \ (H1 ∪H2) intersecta a H1 y a H2. �

Lema 3.23. Supongamos queX es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacı́o, sea C un conexo y abierto deX . Entonces existen
K1, K2 y K3 subcontinuos de X tales que

i) C = K1 ∪K2 ∪K3.
ii) Para cada i ∈ {1, 2, 3} existen xi ∈ int(Ki) tal que xi /∈ (Kj ∪ Ks) con i, j y s

distintos.
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DEMOSTRACIÓN. Observemos que C es un subcontinuo de X que tiene interior no
vacı́o, se sigue C es un continuo descomponible, luego existen K1 y B subcontinuos pro-
pios de C tales que

C = K1 ∪B,
entonces existe y1 ∈ K1 \B, como B es cerrado, existe δ > 0 tal que Bδ(y1)∩B = ∅, se
sigue que Bδ(y1)∩C ⊆ K1. Además como y1 ∈ C, Bδ(y1)∩C 6= ∅, tenemos que existe
x1 ∈ int(K1).

Como C es un subcontinuo de X y X es un continuo encadenable, entonces C es un
continuo encadenable y le podemos aplicar el Lema 3.15, por lo tanto C \ K1 tiene a lo
más 2 componentes.

Si C \ K1 tiene dos componentes K2 y K3, por la Observación 3.21, K2 y K3 son
abiertos en C. Como K2 6= ∅, existe y2 ∈ K2, por ser K2 abierto en C, existe δ > 0 tal
que

Bδ(y2) ∩ C ⊆ K2.

Como y2 ∈ C, Bδ(y2)∩C 6= ∅. Además Bδ(y2)∩C ⊆ K2, entonces existe x2 ∈ int(K2)
y por la Observación 3.16, x2 /∈ K1 ∪ K3. Análogamente existe x3 ∈ int(K3) tal que
x3 /∈ K1 ∪K2. Además se cumple que C = K1 ∪K2 ∪K3 y como x1 ∈ int(K1), se sigue
que x1 /∈ C \K1, luego x1 /∈ K2 ∪K3 que es lo que nos pide el lema.

Si C \ K1 tiene una sola componente, entonces C \ K1 es conexo. Recordemos que
C = K1 ∪ B, ambos subcontinuos propios de C, con lo cual tenemos que existe un
x ∈ B \ K1, por ser K1 cerrado, existe δ > 0 tal que Bδ(x) ∩ K1 = ∅, pero x ∈ C,
entonces Bδ(x) ∩ C 6= ∅ y Bδ(x) ∩ C ⊆ C \K1, esto nos dice que C \K1 tiene interior
no vacı́o.

Como C \ K1 tiene interior no vacı́o, C \K1 es un continuo descomponible, luego
existen K2, K3 subcontinuos propios de C \K1 tales que

C \K1 = K2 ∪K3.

Entonces existe y2 ∈ K2 \K3, por ser K3 cerrado, existe δ > 0 tal que Bδ(y2) ∩K3 = ∅.
Como y2 ∈ C \K1, Bδ(y2) ∩ (C \K1) 6= ∅. Sea x2 ∈ Bδ(y2) ∩ (C \K1), sea ε > 0 tal
que Bε(x2) ⊆ Bδ(y2) y Bε(x2) ∩K1 = ∅, tenemos que

Bε(x2) ∩ C ⊆ C \K1.

Como Bε(x2) ⊆ Bδ(y2) y Bδ(y2) ∩K3 = ∅ se sigue que

Bε(x2) ∩ C ⊆ K2.

Como x2 ∈ C, tenemos queBε(x2)∩C 6= ∅. Sea z2 ∈ Bε(x2)∩C. Entonces z2 ∈ int(K2)
y z2 /∈ K1 ∪ K3. Análogamente existe z3 ∈ int(K3) tal que z3 /∈ K1 ∪ K2. Además se
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cumple que C = K1 ∪K2 ∪K3 y como x1 ∈ int(K1) tenemos que x1 /∈ C \K1, por lo
tanto x1 /∈ K2 ∪K3, y esto termina el lema. �

El siguiente Teorema nos da algunas condiciones para determinar cuando dos conti-
nuos ajenos pueden ser separados en X .

Teorema 3.24. Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacı́o y sean H1, H2 subcontinuos ajenos de X con interior no
vacı́o. Entonces hay un subcontinuo de X con interior no vacı́o que separa a H1 y a H2

en X .

DEMOSTRACIÓN. Por la Observación 3.22, existe una componenteC deX\(H1∪H2)
tal que C ∩H1 6= ∅ y C ∩H2 6= ∅. Como C es un abierto conexo, entonces por el Lema
3.23, existen K1, K2, K3 subcontinuos de X tales que

i) C = K1 ∪K2 ∪K3 y
ii) para cada i ∈ {1, 2, 3} existen xi ∈ int(Ki) tal que xi /∈ (Kj ∪ Ks) con i, j, s

distintos.

Si existe i ∈ {1, 2, 3} tal queKi no intersecta aH1∪H2, supongamos que esK2. Como
C ⊆ C \H1 ⊆ C, entonces C \H1 es conexo. AdemásK2 ⊆ C \H1 y (C \H1)∩H2 6= ∅,
entonces (C \ H1) ∪ H2 es un conexo y K2 ∪ H2 ⊆ (C \ H1) ∪ H2. Por lo tanto H1 no
puede separar a K2 de H2. Siguiendo un argumento similar obtenemos que H2 no puede
separar a K2 de H1. Como los tres continuos son ajenos y tienen interior no vacı́o, por el
Lema 3.20, uno de ellos debe separar a los otros dos, por lo tanto K2 separa a H1 de H2

en X , que es lo que buscábamos.
Si para cada i ∈ {1, 2, 3}, Ki ∩ (H1 ∪ H2) 6= ∅. Como son 3 subcontinuos, dos de

ellos debe intersectar a alguno, podemos suponer que K1 y K2 intersectan a H1. Observe-
mos que K3 no puede intersectar a H1, ya que como fueron tomados los conjuntos K′s
se formarı́a un triodo débil, por lo tanto K3 sólo intersecta a H2. Además K3 debe inter-
sectar a K1 o a K2, de lo contrario habrı́a una disconexión. Supongamos entonces que K3

intersecta a K2.
Lo dicho anteriormente se puede representar en la Figura 3.1.
De este análisis obtenemos los siguientes continuos:

i) A1 = H1 ∪K2 ∪K3,
ii) B2 = H2 ∪K2 ∪K3 y
iii) C = K1 ∪K2 ∪K3.

Observemos que K2 ∪K3 ⊆ A1 ∩ B2 ∩ C, entonces A1 ∩ B2 ∩ C 6= ∅. Como H1 tiene
interior no vacı́o y H2 ∩ H1 = ∅, entonces H1 * C ∪ B2, por lo tanto A1 * C ∪ B2.
También H2 tiene interior no vacı́o y H2 ∩H1 = ∅, entonces B2 * A1 ∪ C. Finalmente
como existe x1 ∈ int(K1)\(K2∪K3), entoncesC * A1∪B2. De todo esto obtenemos que
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FIGURA 3.1.

C∪A1∪B2, es un triodo débil enX , lo cual contradice queX es un continuo encadenable.
Por lo tanto se da el caso anterior y tenemos el teorema. �

Para el siguiente teorema necesitaremos dar la siguiente definición, la cual será muy
utilizada en la próxima sección.

Definición 3.25. Sean A y B subconjuntos de X . Diremos que A está contenido interior-
mente en B, si A ⊆ int(B) y lo denotaremos como A ⊆0 B.

El siguiente teorema nos dice que los subcontinuos con interior no vacı́o de un continuo
encadenable que no contiene subcontinuos indescomponibles con interior no vacı́o, es
denso bajo el el orden ⊆0. Es decir, si A,B son subcontinuos de X con interior no vacı́o
tal que A ⊆0 B, entonces existe un subcontinuo C de X tal que A ⊆0 C ⊆0 B. Este
teorema será muy importante para la próxima sección, ya que nos ayudará a demostrar
varios lemas y teoremas. Con este teorema finalizamos esta sección.

Teorema 3.26. Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacı́o. Sean H1 y H2 subcontinuos de X con interior no vacı́o tal
que H2 ⊆0 H1. Entonces existe H3 subcontinuo de X , tal que H2 ⊆0 H3 ⊆0 H1.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 3.15, X \H1 tiene a los más dos componentes.
SiX\H1 tiene una sola componente, entoncesC = X\H1 es un conexo. ComoH2 ⊆0

H1, entonces C ∩H2 = ∅. Por el Teorema 3.24 y el Lema 3.20, existe un subcontinuo K
de X con interior no vacı́o, tal que

i) X \K = U ∪ V , donde U, V son conexos, abiertos y ajenos.
ii) H2 ⊆ U y C ⊆ V .
Por el lema de las orejas (Proposición 6.3, pág 88 de [7]), K ∪ U es un continuo,

entonces
H2 ⊆0 K ∪ U.

Por otra parte sabemos que X \C ⊆ H1, pues X \H1 ⊆ C. Como K ∩C = ∅, entonces

K ⊆ X \ C.
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Además como U ∩ V = ∅, entonces U ∩ C = ∅, por lo tanto U ⊆ X \ C, entonces
K ∪ U ⊆ X \ C ⊆ int(H1), por lo tanto

H2 ⊆0 K ∪ U ⊆0 H1,

que es lo que nos pide el Teorema.
Si X \ H1 tiene dos componentes. Digamos C1 y C2, las cuales sabemos que son

abiertas. Como H2 ⊆0 H1, entonces C1 ∩ H2 = ∅. Por el Teorema 3.24, existe K1

subcontinuo de X con interior no vacı́o que separa a C1 de H2. También C2 ∩ H2 = ∅,
sea K2 el subcontinuo de X con interior no vacı́o que separa a C2 de H2. Tenemos lo
siguiente:

i) Existen U1, V1 abiertos conexos y ajenos de X tales que X \ K1 = U1 ∪ V1 y
H2 ⊆ U1, C1 ⊆ V1.

ii) Existen U2, V2 abiertos conexos y ajenos de X tales que X \ K2 = U2 ∪ V2 y
H2 ⊆ U2, C2 ⊆ V2.

Lo dicho en los incisos i) y ii) lo podemos representar en la Figura 3.2.

FIGURA 3.2.

Observemos que H2 ⊆0 K1 ∪ U1 y H2 ⊆0 K2 ∪ U2, por lo tanto

H2 ⊆0 (K1 ∪ U1) ∩ (K2 ∪ U2),

y este último es un continuo, ya que por el lema de las orejas K1 ∪ U1 y K2 ∪ U2 son
continuos y además X es hereditariamente unicoherente.

Veamos que (K1∪U1)∩(K2∪U2) ⊆ X\(C1∪C2). Como U1∩C1 = ∅ yK1∩C1 = ∅,
entonces U1 ∪K1 ⊆ X \ C1, similarmente K2 ∪ U2 ⊆ X \ C2. Por lo tanto

(K1 ∪ U1) ∩ (K2 ∪ U2) ⊆ X \ (C1 ∪ C2).

Como X \H1 ⊆ C1 ∪ C2, entonces X \ (C1 ∪ C2) ⊆ H1. Por lo tanto

H2 ⊆0 (K1 ∪ U1) ∩ (K2 ∪ U2) ⊆0 H1.

�
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3.3. Un teorema de Bing

En esta sección demostraremos un teorema de Bing, que se encuentra enunciado en la
página 658 del artı́culo [6], este teorema será muy importante para los siguientes capı́tulos.

Empezaremos enunciado el teorema y en el camino daremos algunas definiciones y
algunas herramientas, los cuales nos ayudarán para ir demostrando los diferentes incisos
del teorema.

Teorema 3.27 (de Bing). Sea X un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacı́o, entonces existe una particiónG deX que cumple:

i) G es un partición semicontinua superior de subcontinuos de X .
ii) G con la topologı́a cociente es un arco.
iii) Los elementos de G tienen interior vacı́o.
iv) Si g0 y g1 son los extremos de G, entonces X es irreducible con respecto a g0 y g1.

En el inciso iv) se utiliza la definición de que un continuo sea irreducible con respecto
a dos conjuntos, esta definción se encuentra enunciada más adelante en la Definición 3.46.

A continuación daremos la definición de que lo que es una partición semicontinua
superior, también daremos la definición de lı́mite superior y finalmente enunciaremos una
proposición, la cual relaciona estos dos conceptos.

Definición 3.28. Sea (X,T ) un espacio topológico. Una partición G de X se dice que es
semicontinua superior, si para toda D ∈ G y U ∈ T , tal que D ⊆ U , existe V ∈ T que
cumple

i) D ⊆ V .
ii) Si F ∈ G y F ∩ V 6= ∅, entonces F ⊆ U .

Definición 3.29. Sea {Dn}∞1 una sucesión de subconjuntos de X . Definimos el lı́mite su-
perior de {Dn}∞1 , lim sup Dn, como el conjunto de los x ∈ X que cumplen que cualquier
abierto U que tenga a x, U intersecta a una infinidad de conjuntos Dn′s.

Proposición 3.30. Sea X un continuo y G una partición de X , tal que los elementos de G
son conjuntos cerrados de X . Entonces G es semicontinua superior si y sólo si para toda
sucesión {an}∞n=1 de X tal que ĺım

n→∞
an = x, lim sup Dan ⊆ Dx. Donde Dan denota al

único elemento de G que tiene a an. Análogamente Dx denota al único elemento de G que
tiene a x.

DEMOSTRACIÓN. Empezaremos con la ida. Sea {an}∞n=1 una sucesión de X tal que
ĺım
n→∞

an = x. Supongamos que y ∈ lim sup Dan . Si y /∈ Dx, entonces

Dy ⊆ X \Dx,

por ser Dy cerrado y X normal, existe U abierto tal que

Dy ⊆ U ⊆ U ⊆ X \Dx.
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Por hipótesis existe V abierto tal que Dy ⊆ V y para toda F ∈ G tal que F ∩ V 6= ∅,
F ⊆ U . Como y ∈ lim sup Dan , hay una infinidad de Da′ns tal que Da′ns ∩ V 6= ∅,
entonces Da′ns ⊆ U . Como ĺım

n→∞
an = x, entonces x ∈ U , por lo tanto x ∈ X \Dx, que es

una contradicción. Por lo tanto y ∈ Dx, y esto termina la ida.
Para el regreso, supongamos que G no es semicontinua superior. Entonces existen

D ∈ G yU un conjunto abierto, conD ⊆ U , que no cumplen la definición de semicontinua
superior.

Para cada n ∈ N sea Un = {x ∈ X, tal que existe y ∈ D, con x ∈ B 1
n
(y)}. Al

conjunto Un se le llama la nube de radio 1
n

alrededor de D, observemos que D ⊆ Un.
Como D ⊆ U y U no cumplen la definición de semicontinua superior. Entonces existe

xn ∈ Un tal que Dxn * U . Sea {xnk
} una subsucesión convergente de {xn}, tal que

ĺım
k→∞

xnk
= x0, como ĺım

k→∞
1
nk

= 0 y D es cerrado, entonces x0 ∈ D.

Por hipótesis lim sup Dxnk
⊆ Dx0 = D, esta última igualdad es porque x0 ∈ D.

Como Dxnk
* U , existe ynk

∈ Dxnk
\ U . Sea {ynkj

} una subsucesión convergente de
{ynk
}, tal que ĺım

j→∞
ynkj

= y0, entonces y0 /∈ U , pero y0 ∈ lim sup Dxnk
, entonces y0 ∈ D,

que es una contradicción pues D ⊆ U . Por lo tanto G es semicontinua superior. �

Ahora definiremos adecuadamente un conjunto G para que sea una partición semicon-
tinua superior, con ayuda de la Proposición 3.30.

Definición 3.31. Sea X un continuo. Para cada x ∈ X , sea

gx =
⋂
{A ∈ C(X) : existe B ∈ C(X), con B ⊆0 A y x ∈ int(B)}.

C(X) denota al conjunto de subcontinuos de X . Definimos a G como

G = {gx : x ∈ X}.

Las siguientes dos observaciones nos ayudarán a demostrar que G es un partición
cuando X cumple las hipótesis del Teorema 3.27.

Observación 3.32. Sean p, q ∈ X , X con las hipótesis del Teorema 3.27 y G como en la
Definición 4.18. Si p ∈ gq, entonces gp ⊆ gq.

DEMOSTRACIÓN. Sea p′ ∈ gp. Si p′ /∈ gq, entonces existen H1 y H2 subcontinuos de
X , tales que q ∈ int(H2), H2 ⊆0 H1 y p′ /∈ H1. Por el Teorema 3.26, existen H3 y H4

subcontinuos de X tales que H2 ⊆0 H4 ⊆0 H3 ⊆0 H1. Como q ∈ int(H2), H2 ⊆0 H4 y
p ∈ gq, entonces p ∈ H4. Por otra parte como H4 ⊆0 H3, entonces p ∈ int(H3). Además
H3 ⊆0 H1 y p′ ∈ gp, entonces p′ ∈ H1, contradiciendo que p′ /∈ H1. Por lo tanto p′ ∈ g1 y
entonces gp ⊆ gq. �

Observación 3.33. Sea X como en la observación anterior y sean p, q ∈ X . Si gp ⊆ gq
entonces gq ⊆ gp.



38 3. UN TEOREMA DE BING

DEMOSTRACIÓN. Por la observación anterior, basta probar que q ∈ gp. Si q /∈ gp, u-
sando el Teorema 3.26, existenH1, H2, H3 yH4 subcontinuos deX tales que p ∈ int(H2),
H2 ⊆0 H4 ⊆0 H3 ⊆0 H1 y q /∈ H1.

Sea Cq la componente de q en X \ H1, observemos que Cq es abierto y también que
q ∈ int(Cq). Como Cq ∩ H1 ⊆ fr(H1) y H3 ⊆0 H1 entonces H3 ∩ Cq = ∅. Sea Lq la
componente en X \H3 que tiene a Cq, entonces Cq ⊆ Lq y como Lq es abierto, entonces
q ∈ int(Cq) y Cq ⊆0 Lq, luego gq ⊆ Lq. Como Lq∩H3 ⊆ fr(H3), entonces Lq∩H4 = ∅.
Por lo tanto gq ∩H4 = ∅.

Por otra parte como p ∈ int(H2) y H2 ⊆0 H4, entonces gp ⊆ H4. De aquı́ tendrı́amos
que gp ∩ gq = ∅, lo cual no pasa, pues p ∈ gq. Por lo tanto q ∈ gp y por la observación
anterior gq ⊆ gp. �

El siguiente corolario nos dice que G es una partición de X .

Corolario 3.34. Sea X un continuo con las hipótesis del Teorema 3.27. Sean p y q en X ,
tal que gp ∩ gq 6= ∅. Entonces gp = gq.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ gp ∩ gq. Por la Observación 3.32, gx ⊆ gp y gx ⊆ gq. Por
la Observación 3.33, gp = gx = gq, por lo tanto gp = gq. �

En la siguiente proposición demostraremos el inciso i) del Teorema 3.27.

Proposición 3.35 (Inciso i) del Teorema 3.27). Sea X un continuo que cumple las
hipótesis del Teorema 3.27 y G como en la Definición 4.18. Entonces G es una partición
semicontinua superior de subcontinuos de X .

DEMOSTRACIÓN DEL INCISO i) DEL TEOREMA 3.27. Como X es un continuo en-
cadenable, entonces por el Lema 3.14, tenemos que para cada x ∈ X , gx es un continuo,
lo cual nos dice que los elementos de G son subcontinuos de X .

Acabamos de ver G es una partición de X .
Sólo falta ver que G es semicontinua superior. Por la Proposición 3.30, sólo necesi-

tamos ver que para toda sucesión {pi}∞i=1 en X y para toda p ∈ X tal que ĺım
i→∞

pi = p,
entonces lim sup gpi ⊆ gp.

Sea una sucesión y un elemento deX , como en el párrafo anterior. Sea y ∈ lim sup gpi .
Si y /∈ gp, entonces existenH1 yH2 en C(X), tales queH2 ⊆0 H1, p ∈ int(H2) y y /∈ H1.
Como p ∈ int(H2) y ĺım

i→∞
pi = p, entonces existe N ∈ N, tal que si n ≥ N , pn ∈ int(H2).

Entonces si n ≥ N , gpn ⊆ H1. Como y ∈ lim sup gpi , entonces y ∈ H1, contradiciendo
que y /∈ H1. Por lo tanto lim sup gpi ⊆ gp. �

En lo que sigue desarrollaremos algunas herramientas para demostrar el inciso ii) del
Teorema 3.27. Empecemos con el siguiente lema, que nos dice que dados 3 subcontinuos
ajenos de un continuo encadenable, a lo más, sólo uno de ellos puede separar a los otros
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dos. La definición de que un continuo separe a otros dos se encuentra en la Definición
3.19.

Lema 3.36. Sea X un continuo encadenable, sean H1, H2 y H3 subcontinuos de X ajenos
por pares. Supongamos que H1 separa a H2 de H3, entonces H2 no puede separar a H1 de
H3 y H3 no puede separar a H1 de H2.

DEMOSTRACIÓN. Como H1 separa a H2 de H3 y X es encadenable, entonces por el
Lema 3.15, existen C1 y C2 componentes abiertas de X \H1, tales que

i) X \H1 = C2 ∪ C3,
ii) H2 ⊆ C2 y H3 ⊆ C3.

Si H2 separa a H1 de H3, entonces existen L1 y L3 componentes abiertas de X \H2,
tales que

i) X \H2 = L1 ∪ L3,
ii) H1 ⊆ L1 y H3 ⊆ L3.

Por otra parte,

X \ (H1 ∪H2) = (X \H1) ∩ (X \H2) = (C2 ∪ C3) ∩ (L1 ∪ L3) =
(C2 ∩ L1) ∪ (C3 ∩ L1) ∪ (C2 ∩ L3) ∪ (C3 ∩ L3).

Observemos que cada uniendo es un conjunto abierto y son ajenos por pares. Veamos que
cada uno de los uniendos es no vacı́o,

Por el Teorema 3.12, C2∩H1 6= ∅, entonces existe y ∈ H1∩C2 y comoH1 ⊆ L1,
entonces y ∈ L1, pero L1 es abierto, por lo tanto L1 ∩ C2 6= ∅.
Por el Teorema 3.12, C3∩H1 6= ∅, entonces existe z ∈ C3∩H1 y como H1 ⊆ L1

y L1 es abierto, entonces L1 ∩ C3 6= ∅.
Como L3 ∩ H2 6= ∅, entonces hay un w ∈ L3 ∩ H2, como H2 ⊆ C2, w ∈ C2 y
como C2 es abierto, entonces C2 ∩ L3 6= ∅
L3 ∩ C3 6= ∅, pues H3 ⊆ L3 ∩ C3.

Lo anterior nos dice que X \ (H1 ∪ H2) tiene al menos 4 componentes, lo cual nos con-
tradice el Lema 3.17, puesX es un continuo encadenable. Por lo tantoH2 no puede separar
a H1 de H3. Análogamente H3 no puede separar a H1 de H2. �

El siguiente corolario nos dice que si un subcontinuo H , con interior no vacı́o de un
continuo encadenable, separa a otros dos subcontinuos con interior no vacı́o, entonces to-
dos los subcontinuos con interior no vacı́o deH , también separan a esos dos subcontinuos.

Corolario 3.37. Sea X un continuo encadenable, sean H1, H2 y H3 subcontinuos de X
con interior no vacı́o y ajenos por pares. Supongamos que H2 separa a H1 de H3. Si H ′2
es un subcontinuo de H2 con interior no vacı́o, entonces H ′2 también separa a H1 de H3.
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DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 3.36,H1 no separa aH2 deH3, entoncesH2∪H3 ⊆ C,
donde C es una componente de X \H1, entonces H ′2 ∪H3 ⊆ C. Lo que nos dice que H1

no separa a H ′2 de H3. También por el Lema 3.36 tenemos que H3 no separa a H1 de H2,
entonces H1 ∪ H2 ⊆ K, donde K es una componente de X \ H3, luego H1 ∪ H ′2 ⊆ K,
lo que nos dice que H3 no separa a H1 de H ′2. Usando el Lema 3.20, uno de ellos debe
separar a los otros dos. Por lo tanto H ′2 separa a H1 de H3. �

A continuación definimos al conjunto de los intersectandos de gp. Enseguida veremos
que ese conjunto es cerrado bajo intersecciones finitas. En lo que sigue supondremos que
X es un continuo que cumple las hipótesis del Teorema 3.27.

Definición 3.38. Sea p ∈ X . Definimos a Gp como

Gp = {H ∈ C(X) : existe B ∈ C(X) tal que p ∈ int(B) y B ⊆0 H}.
Observación 3.39. Sea p ∈ X , sean H y K en Gp. Entonces H ∩K ∈ Gp.

DEMOSTRACIÓN. Como H ∈ Gp y K ∈ Gp, existen H1, K1 ∈ C(X) tales que

H1 ∩K1 ⊆ int(H) ∩ int(K) y p ∈ int(H1) ∩ int(K1).

Como la intersección de los interiores es igual al interior de la intersección, entonces

H1 ∩K1 ⊆ int(H ∩K) y p ∈ int(H1 ∩K1).

Por ser X encadenable K1 ∩H1 es un continuo. Por lo tanto H ∩K ∈ Gp. �

Las siguientes dos observaciones nos ayudarán a probar el Lema 3.42, el cual será im-
portante para probar el inciso ii) del Teorema 3.27.

Observación 3.40. Sean gp, gq ∈ G distintos. Entonces existen Hp ∈ Gp y Hq ∈ Gq

subcontinuos ajenos de X .

DEMOSTRACIÓN. Como p /∈ gq, por el Teorema 3.26, existen H1, H2, H3 y H4 sub-
continuos de X , tales que

H1 ⊆0 H2 ⊆0 H3 ⊆0 H4, p /∈ H4 y q ∈ int(H1),

entonces H2 ∈ Gq.
Por otra parte, como p /∈ H4, sea Cp la componente en X \ H4 que tiene a p, como

Cp ∩ H4 ⊆ fr(H4) entonces Cp ∩ H3 = ∅. Sea Lp la componente en X \ H3 tal que
Cp ⊆ Lp, entonces p ∈ int(Cp) y Cp ⊆0 Lp. Por lo tanto Lp ∈ Gp. De nuevo como
Lp ∩H3 ⊆ fr(H3), entonces Lp ∩H2 = ∅. Con lo cual tenemos que

Lp ∈ Gp, H2 ∈ Gq y Lp ∩H2 = ∅.
�

Observación 3.41. Sean gp, gq y gr elementos distintos de G. Entonces existen Hp, Hq y
Hr subcontinuos de X , ajenos por pares, tales que
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Hp ∈ Gp, Hq ∈ Gq y Hr ∈ Gr.

DEMOSTRACIÓN. Por la observación anterior, existen Kr ∈ Gr y Kp ∈ Gp ajenos,
Br ∈ Gr yBq ∈ Gq ajenos,Hp ∈ Gp yHq ∈ Gq ajenos. Por la Observación 3.39,Kr∩Br,
Bq ∩ Hq y Kp ∩ Hp son elementos de Gr, Gq y Gp respectivamente. Además son ajenos
por pares. �

Lema 3.42. Sean gp, gr y gq en G, distintos. Entonces uno de ellos separa a los otros dos
en X .

DEMOSTRACIÓN. Por la Observación anterior, existen Hp ∈ Gp, Hq ∈ Gq y Hr ∈ Gr

ajenos por pares, que además tienen interior no vacı́o. Por el Lema 3.20, uno de esos
subcontinuos separa a los otros dos, podemos suponer que Hq separa a Hr de Hp. Sea

G′q = {H ∈ C(X) : H ∈ Gq y H ⊆ Hq}.

Recordemos que gq =
⋂
Gq. Veamos que gq =

⋂
G′q. Como G′q ⊆ Gq, entonces

gq ⊆
⋂
G′q. Para la otra contención tomamos y ∈

⋂
G′q y H ∈ Gq. Como Hq ∈ Gq, por

la Observación 3.39, H ∩ Hq ∈ Gq, entonces H ∩ Hq ∈ G′q, luego y ∈ H . Por lo tanto
y ∈ gq.

Por el Corolario 3.37, cada elemento H de G′q separa a Hr de Hp. Como gr ⊆ Hr y
gp ⊆ Hp, entonces cada H de G′q separa a gr de gp.

Entonces para cada H ∈ G′q existen RH y PH componentes abiertas de X \ H , tales
que

X \H = RH ∪ PH , gr ⊆ RH y gq ⊆ PH .

Se sigue que

X \ gq = X \
⋂

G′q =
⋃
H∈G′q

X \H =
⋃
H∈G′q

(RH ∪ PH) = (
⋃
H∈G′q

RH) ∪ (
⋃
H∈G′q

PH).

Cada uno de estos dos últimos uniendos es abierto, conexo y contienen a gr y gp respecti-
vamente. Veamos que no se intersectan. Supongamos que se intersectan, entonces existen
H1 yH2 enG′q, tales que x ∈ RH1∩PH2 . Por la Observación 3.39,H1∩H2 ∈ G′q, entonces
existen RH1∩H2 y PH1∩H2 componentes abiertas de X \ (H1 ∩H2), tales que

gr ⊆ RH1∩H2 y gp ⊆ PH1∩H2 .

Como X \H1 ⊆ X \ (H1 ∩H2), entonces RH1 ⊆ RH1∩H2 y PH2 ⊆ PH1∩H2 . Por lo tanto
RH1 ∩ PH2 ⊆ RH1∩H2 ∩ PH1∩H2 . Esto nos dirı́a que RH1∩H2 ∩ PH1∩H2 6= ∅, lo cual no
pasa, por ser componentes. Por lo tanto

(
⋃
H∈G′q

RH) ∩ (
⋃
H∈G′q

PH) = ∅.

Lo que nos dice que efectivamente gq separa a gr de gp. �



42 3. UN TEOREMA DE BING

El siguiente lema será el último que necesitaremos para probar el inciso ii) del Teo-
rema 3.27. Antes de empezar con el siguiente lema, necesitamos recordar que G tiene la
topologı́a cociente y que U es un abierto en G, si y sólo si q−1(U) es un abierto en X .
Donde q : X → G es la función proyección dada por q(x) = gx.

Lema 3.43. Sea X un continuo que cumple las hipótesis del Teorema 3.27 y G como en
la Definición 4.18, G con la topologı́a cociente. Sean gp, gq y gr elementos distintos de
G. Supongamos que gp separa a gq de gr en X , entonces gp es un punto de corte en G,
que separa a gq de gr en G. Es decir existen conjuntos abiertos ajenos U, V de G tal que
G \ {gp} = U ∪ V , con gq ∈ U y gr ∈ V .

DEMOSTRACIÓN. Como gp separa a gq de gr, existen conjuntos abiertos, Ur y Uq,
ajenos de X , tales que X \ gp = Ur ∪ Uq, donde gr ⊆ Ur y gq ⊆ Uq. Veamos que

i) gr ∈ q(Ur), gq ∈ q(Uq).
ii) G \ {gp} = q(Ur) ∪ q(Uq).
iii) q(Ur) y q(Uq) son conjuntos abiertos y ajenos de G.
Como gr ⊆ Ur, entonces r ∈ Ur. Por lo tanto q(r) ∈ q(Ur), es decir gr ∈ q(Ur). De la

misma forma gq ∈ q(Uq). Esto prueba i).
Para ii). Sea g ∈ G \ {gp}, por ser G una partición de X , g ∩ gp = ∅. Por lo tanto

g ⊆ Ur∪Uq. Como g es un continuo, entonces g ⊆ Ur ó g ⊆ Uq, luego g ∈ q(Ur)∪ q(Uq).
Para la otra contención. Sea x ∈ Ur∪Uq. Entonces x /∈ gp, por lo tanto q(x) 6= gp, entonces
q(x) ∈ G \ {gp}.

Para ver que q(Ur) es abierto en G, veremos que Ur = q−1(q(Ur)). Sea x ∈ Ur.
Entonces q(x) ∈ q(Ur), por lo tanto x ∈ q−1(q(Ur)). Ahora sea x ∈ q−1(q(Ur)), entonces
q(x) ∈ q(Ur), luego q(x) = q(s), para algún s ∈ Ur. Como gs es un continuo y G es una
partición, entonces gs ⊆ Ur, por lo tanto q(x) ⊆ Ur, entonces x ∈ Ur. Esto prueba la otra
contención. Como Ur es un abierto de X y se tiene la igualdad anterior, entonces q(Ur) es
abierto. Análogamente se prueba que q(Uq) es un abierto.

Sea x ∈ Ur. Entonces q(x) ⊆ Ur. Como Ur ∩ Uq = ∅, entonces q(x) ∩ Uq = ∅, por
lo tanto q(x) /∈ q(Uq), lo cual nos dice que q(Ur) ∩ q(Uq) = ∅. Esto termina la prueba de
iii). �

Finalmente demostraremos el inciso ii) del Teorema 3.27, el cual se encuentra enun-
ciado y demostrado en el siguiente corolario. Para este corolario usaremos el Teorema
6.17 del libro [7], pág. 96. El cual nos dice que un continuo es un arco si y sólo si tiene
exactamente dos puntos que no son de corte. También usaremos el Teorema 3.10 del libro
[7], pág. 40. El cual nos dice que una partición semicontinua superior, con la topologı́a
cociente, de un continuo es un continuo.

Corolario 3.44 (Inciso ii) del Teorema 3.27). SeaX un continuo que cumple las hipótesis
del Teorema 3.27 y G como en la Definición 4.18. Entonces G con la topologia cociente
es un arco.
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DEMOSTRACIÓN DEL INCISO ii) DEL TEOREMA 3.27. Por la Proposición 3.35, G
es un partición semicontinua superior. Entonces por el Teorema 3.10 en [7] pág. 40, G
es un continuo. Como G es un continuo, por el Teorema 6.6 de [7], página 89, G tiene al
menos dos puntos gr, gq que no son de corte. Si existiera otro gp que no es punto de corte,
por el Lema 3.42, uno de ellos separa a los otros dos en X . Por el Lema, 3.43 uno de ellos
debe ser de corte, lo cual contradice que niguno es un punto de corte. Por lo tanto G tiene
exactamente dos puntos que no son de corte, entonces por el Teorema 6.17 del libro [7],
página 96, G es un arco. �

En la siguiente proposición enunciamos y probamos el inciso iii) del Teorema 3.27.

Proposición 3.45. [Inciso iii) del Teorema 3.27] Sea X un continuo que cumple las
hipótesis del Teorema 3.27 y G como en la Definición 4.18. Entonces para todo g ∈ G,
int(g) = ∅.

DEMOSTRACIÓN DEL INCISO iii) DEL TEOREMA 3.27. Supongamos que existe g ∈
G, tal que int(g) 6= ∅. Por el Lema 3.15,X\g = C1∪C2, dondeC1 yC2 son componentes
abiertas de X \ g, que pueden ser iguales.

Como int(g) 6= ∅, existe x ∈ int(g). Entonces x ∈ X \ (C1 ∪ C2). Sea C la compo-
nente de x en X \ (C1 ∪C2). Observemos que C es abierto y C ⊆ g, entonces C ⊆ g. Por
el Lema 3.23, existen H1, H2 y H3 subcontinuos de X , tales que

i) C = H1 ∪H2 ∪H3.
ii) Para cada i ∈ {1, 2, 3}, existen xi ∈ int(Hi) tal que xi /∈ Hj ∪ Hk, con i, k y j

distintos.
Veamos que algún par de ellos no se intersecta. Si pasara que cualesquiera dos de ellos

se intersectan, entonces H1 ∩ H2 6= ∅, H2 ∩ H3 6= ∅ y H1 ∩ H3 6= ∅. Como X es
encadenable, H1 ∩ (H2 ∪ H3) = (H1 ∩ H2) ∪ (H1 ∩ H3) es un continuo. Por lo tanto
H1 ∩H2 ∩H3 6= ∅. Lo que nos dirı́a que H1 ∪H2 ∪H3 es un triodo simple, que es una
contradicción. Por lo tanto podemos suponer que H1 ∩ H3 = ∅. Por el Teorema 3.24,
existe K subcontinuo de X con interior no vacı́o, tal que K separa a H1 de H3 en X .
Entonces existen CH1 y CH3 conexos abiertos y ajenos tales que X \ K = CH1 ∪ CH3 ,
H1 ⊆ CH1 y H3 ⊆ CH3 .

Entonces H1 ⊆0 CH1 y H3 ⊆0 CH3 . Además x1 ∈ int(H1) y x3 ∈ int(H3). Por
lo tanto gx1 ⊆ CH1 y gx2 ⊆ CH3 . Por la Observación 3.16, CH3 ⊆ CH3 ∪ K, entonces
x1 /∈ CH3 . Por lo tanto gx1 6= gx2 , que es una contradicción, pues x1 y x2 están en g. Por
lo tanto int(g) = ∅. �

La siguiente proposición es la última de este capı́tulo. En ella enunciaremos y de-
mostraremos el último inciso del Teorem 3.27. Para la siguiente proposición necesitamos
recordar qué significa que un continuo sea irreducible entre dos conjuntos. Esto lo haremos
en la siguiente definición.
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Definición 3.46. Sea X un continuo y sean A,B subconjuntos de X . Decimos que X es
irreducible con respecto a A y B, si no hay subcontinuos propios de X que contengan a
A ∪B.

Proposición 3.47 (Inciso iv) del Teorema 3.27). Sea X un continuo que cumple las
hipótesis del Teorema 3.27 y G como en la Definición 4.18. G con la topologı́a cociente.
Si g0 y g1 son los extremos de G, entonces X es irreducible con respecto a g0 y g1.

DEMOSTRACIÓN DEL INCISO iv) DEL TEOREMA 3.27. Supongamos que existe M
subcontinuo propio de X tal que g0 ∪ g1 ⊆ M , entonces g0, g1 ∈ q(M) y como G es
un arco y g0, g1 son los extremos de G, entonces q(M) = G.

Sea x1 ∈ X \M . Como q(M) = G, entonces gx1∩M 6= ∅. Si gx1∪M = X , entonces
X \M ⊆ gx1 , lo cual nos dirı́a que gx1 tiene interior no vacı́o, que por la Proposición 3.45
no es cierto. Por lo tanto gx1 ∪M  X .

Sea x2 ∈ X\(gx1∪M). Entonces gx2 6= gx1 . Como q(M) = G, entonces gx2∩M 6= ∅.
Observemos que M ∪ gx1 ∪ gx2 6= X , si fuese X , entonces X \ (M ∪ gx1) ⊆ gx2 , que otra
vez nos dirı́a que gx2 tiene interior no vacı́o. Por lo tanto M ∪ gx1 ∪ gx2  X .

Análogamente existe x3 ∈ X \ (M ∪ gx1 ∪ gx2) tal que gx3 ∩M 6= ∅. De lo anterior
obtendrı́amos que M ∪ gx1 ∪ gx2 ∪ gx3 es un triodo débil, que no es cierto porque X es un
continuo encadenable. Por lo tanto X es irreducible con respecto a g0 y g1. �



Capı́tulo 4

Órbita Densa Implica Indescomponibilidad

Al hablar de la órbita densa de un punto en el intervalo, podemos imaginar que ese
punto pasa por todos los lugares del intervalo, hasta los rincones más chiquitos, y nunca se
detiene, todo el tiempo está rondando por el intervalo. Lo cual es señal de que la dinámica
de la función puede resultar ser muy complicada. Tal hecho es verdad, pues es conocido
que si existe una órbita densa en el intervalo, entonces la función es caótica. Donde caótica
es una forma de decir que la dinámica de la función es muy complicada. Para ver este
resultado pueden consultar el capı́tulo 9 del libro [3].

Podemos decir que el lı́mite inverso de una función nos da una forma de interpretar
a la dinámica de la función, pues el lı́mite inverso contiene mucha información sobre las
órbitas de la función. No es de extrañar que si la dinámica de la función es complicada,
resulte que el lı́mite inverso también sea un continuo complicado. Por ejemplo en nuestro
caso, que tenemos una función definida en el intervalo, que tiene una órbita densa, podrı́a
ser que el lı́mite inverso fuese un continuo muy complicado.

Algunos ejemplos de continuos complicados son el continuo de Knaster, el pseudoarco
y el solenoide diádico. Resulta que estos continuos son indescomponibles. Durante mucho
tiempo resultó difı́cil encontrar este tipo de continuos. Uno de los primeros que apare-
ció fue el contino de Knaster, el cual estudiamos en el capı́tulo 2. Uno de los continuos
indescomponibles muy importantes, que de hecho es hereditariamente indescomponible
es el pseudoarco. Este continuo ha sido muy estudiado por los continuólogos, al parecer
tiene propiedades muy interesantes.

El objetivo de este capı́tulo es estudiar el lı́mite inverso de una función continua de
un intervalo en sı́ mismo, f : I → I , cuando f posee una órbita densa. Veremos que el
lı́mite inverso siempre contiene un subcontinuo indescomponible. De hecho daremos las
condiciones dinámicas que debe cumplir f para que el lı́mite inverso sea exactamente un
continuo indescomponible. Veremos también que si el lı́mite inverso no resulta ser indes-
componible, entonces se puede ver como la unión de dos subcontinuos indescomponibles
que se intersectan en un punto. Para poder probar estos resultados tan interesantes, nece-
sitaremos ayuda del teorema que se desarrolla en la siguiente sección.

45
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4.1. Órbitas densas en intervalos

En esta sección trabajaremos con un intervalo cerrado I de R y con una función con-
tinua f : I → I . El objetivo de esta sección es demostrar el Teorema 4.13. Para demostrar
este teorema necesitaremos ayuda de algunos lemas previos, que acontinuación se desa-
rrollan.

El siguiente lema nos dice que si un intervalo es unión finita de conjuntos cerrados,
entonces es también unión finita de la cerradura de los interiores de los conjuntos cerrados
respectivos.

Lema 4.1. Sea I un intervalo cerrado de R. Supongamos que existen B1, B2, ..., Bn sub-
conjuntos cerrados de I tales que

I =
n⋃
i=1

Bi,

entonces

I =
n⋃
i=1

int(Bi).

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar esta igualdad, observemos que basta demostrar que

int(I) ⊆
n⋃
i=1

int(Bi).

Demostremos esta última contención.
Supongamos que existe x ∈ int(I) tal que x /∈

⋃n
i=1 int(Bi), entonces existe δ > 0

tal que

Bδ(x) ⊆ I y Bδ(x) ∩ (
⋃n
i=1 int(Bi)) = ∅.

Suponiendo lo anterior veamos por inducción que para toda k ∈ {1, ..., n}, existe
y ∈ Bδ(x) y existen Bn1 , Bn2 , ..., Bnk

distintos tales que

(2) y /∈
k⋃
i=1

Bni
.

Veamos que k = 1 lo cumple. Como
⋃n
i=1Bi = I , entonces x ∈ Br para algún

r ∈ {1, 2, ..., n}, pero x /∈ int(Br), entonces Bδ(x) ∩ (R \ Br) 6= ∅. Como Bδ(x) ⊆ I ,
entonces Bδ(x) ∩ (I \ Br) 6= ∅. Sea y ∈ Bδ(x) ∩ (I \ Br). Entonces y ∈ Bδ(x) y existe
un Br tal que y /∈ Br, esto demuestra la base de inducción.

Ahora supongamos que (2) se cumple para r, con 1 ≤ r < n. Entonces se tiene que
existe y ∈ Bδ(x) y existen Bn1 , Bn2 , ..., Bnr distintos tales que y /∈

⋃r
i=1Bni

. Como⋃r
i=1Bni

es cerrado y y ∈ Bδ(x), podemos tomar un δ1 > 0 tal que Bδ1(y) ⊆ Bδ(x)
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y Bδ1(y) ∩ (
⋃r
i=1Bni

) = ∅. Como y ∈ I , existe j tal que y ∈ Bj . Como Bδ(x) ∩
(
⋃n
i=1 int(Bi)) = ∅, entonces y /∈ int(Bj), luego Bδ1(y)∩ (I \Bj) 6= ∅, entonces existe

z ∈ Bδ1(y) ⊆ Bδ(x) y z /∈ Bj . Además z /∈
⋃r
i=1Bni

. Como y ∈ Bj , entonces Bj 6= Bni

para toda i ∈ {1, 2, 3, ..., r}. Con lo cual tenemos que z ∈ Bδ(x), z /∈
⋃r
i=1Bni

∪Bj y los
B′s son distintos. Esto prueba el caso k = r + 1.

Sigamos con la demostración del lema. Usando (2) para el caso k = n, tenemos que
existe z ∈ Bδ(x) tal que z /∈

⋃n
i=1Bni

y los Bn′s distintos, pero esto no puede pasar, pues
I =

⋃n
i=1Bi. Por lo tanto x ∈

⋃n
i=1 int(Bi). Lo cual nos dice que int(I) ⊆

⋃n
i=1 intBi.

Por lo tanto I ⊆
⋃n
i=1 intBi. �

El siguiente teorema es parecido a un caso particular del teorema de la categoria de
Baire. Nosotros lo hemos probado sólo con la ayuda del lema anterior.

Teorema 4.2. Sea I un intervalo cerrado de R. Supongamos que existen B1, B2, ..., Bn,
subconjuntos cerrados de I , tales que

I =
n⋃
i=1

Bi,

entonces existe k ∈ {1, 2, 3, ..., n} tal que int(Bk) 6= ∅.

DEMOSTRACIÓN. Si para toda k ∈ {1, 2, ..., n} el int(Bk) = ∅, por el Lema 4.1, se
tendrı́a que

I =
n⋃
i=1

int(Bi) = ∅,

entonces I = ∅, lo cual no puede pasar. Por lo tanto existe un k tal que int(Bk) 6= ∅. �

Ahora sı́, empezaremos con dinámica. La siguiente observación, que será muy utiliza-
da en las próximas pruebas, nos dice que si una función tiene una órbita densa, entonces la
función manda intervalos cerrados no degenerados en intervalos cerrados no degenerados.

Observación 4.3. Sea f : I → I una función continua y sea x ∈ I tal que

O(x, f) = {x, f(x), f 2(x), f 3(x), ...},
es densa en I. Si J ⊆ I es un intervalo cerrado no degenerado, entonces f(J) es un
intervalo cerrrado no degenerado.

DEMOSTRACIÓN. Como f es continua, entonces f(J) es un intervalo cerrado.
Supongamos que f(J) = {y}, para algún y ∈ I . Como O(x, f) es denso en I y J

es no degenerado, podemos tomar n,m ∈ N, con n > m tal que {fn(x), fm(x)} ⊆ J .
Con lo cual fm+1(x) = y = fn+1(x) y fn−m(fm+1(x)) = fm+1(x), esto nos dirı́a que
fm+1(x) = y es un punto periódico, lo cual implicarı́a que que O(x, f) no es denso en I.

Por lo tanto f(J) es un intervalo cerrado no degenerado. �
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La siguiente observación, que no la demostraremos, será útil para demostrar el próximo
lema.

Observación 4.4. SeaA un subconjunto cerrado de I y sean y1, y2, ..., yn ∈ I\A. Entonces
int(A ∪ {y1, y2, ..., yn}) ⊆ int(A).

La siguiente conjunto será muy importante para el resto del capı́tulo, ya que la mayor
parte de los resultados de este capı́tulo están relacionados con este conjunto.

Definición 4.5. Sea f : I → I una función continua, sea x ∈ I y sean s y k números
enteros, con s ≥ 1 y k ≥ 0. Definimos a As,k(x) como un subconjunto de O(x, f) dado
por

As,k(x) = {f sn+k(x) : n ≥ 0}.
Cuando se entienda que estamos trabajando con un x ∈ I en particular, escribiremos As,k
en vez de As,k(x).

De aquı́ en adelante, hasta el final de esta sección, estaremos trabajando con un inter-
valo cerrado I de R, una función continua f : I → I y un punto x ∈ I , cuya órbita es
densa en I . Algunas veces no mencionaremos estas hipótesis, pero se entenderá que las
estamos suponiendo.

En el siguiente lema enunciaremos algunas propiedades del conjunto As,k, que acaba-
mos de definir. Tales propiedades serán básicas para los siguientes resultados.

Lema 4.6. Sea x ∈ I , tal que O(x, f) es un conjunto denso en I . Sea s ≥ 1, denotamos a
Br = As,r. Entonces se cumple lo siguiente.

i)
s−1⋃
r=0

Br = I .

ii) int(Br) 6= ∅ para toda r ∈ {0, 1, ..., s− 1}.
iii) Sean j, r ∈ {0, 1, ..., s − 1}. Si int(Br) ∩ int(Bj) 6= ∅, entonces int(Br) =

int(Bj).

DEMOSTRACIÓN. Empecemos con i). Recordemos que si n ∈ N, por el algoritmo de
la división, n = sk + r, con 0 ≤ r ≤ s − 1 y k ∈ N. Entonces {fn(x) : n ∈ N} =
{f sk+r(x) : 0 ≤ r ≤ s − 1 y k ∈ N}, con lo cual

⋃s−1
r=0As,r = A1,0. Como O(x, f) es

denso en I y O(x, f) = A1,0, entonces
s−1⋃
r=0

Br =
s−1⋃
r=0

As,r = A1,0 = I.

Ahora demostremos ii). Veamos primero que para 0 ≤ r, f(Br) ⊆ Br+1. Sea y ∈ Br.
Entonces existe {ni}∞i=1 tal que

ĺım
i→∞

f sni+r(x) = y.
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Como f es continua, entonces

ĺım
i→∞

f sni+(r+1)(x) = f(y),

luego f(y) ∈ Br+1, por lo tanto f(Br) ⊆ Br+1. Además observemos que As,s ⊆ As,0,
pues f sn+s(x) = f s(n+1)(x). Por lo tanto Bs ⊆ B0.

Por el Teorema 4.2, existe un k ∈ {0, 1, ..., s − 1} tal que int(Bk) 6= ∅. Por la Ob-
servación 4.3, tenemos que f(Bk) contiene un intervalo no degenerado. Acabamos de ver
que f(Bk) ⊆ Bk+1, entonces Bk+1 contiene un intervalo cerrado no degenerado. Por el
párrafo anterior, tenemos que f(B0) ⊆ B1, f(B1) ⊆ B2,..., f(Bs−2) ⊆ Bs−1 y f(Bs−1) ⊆
Bs ⊆ B0. De esto y de la Observación 4.3, se sigue que para toda k ∈ {0, 1, ..., s − 1},
int(Bk) 6= ∅.

Finalmente demostraremos iii). Sea r, j ∈ {0, 1, ..., s−1} y supongamos que int(Br)∩
int(Bj) 6= ∅. Sea y ∈ int(Br)∩ int(Bj). Entonces existe δ > 0 tal que Bδ(y) ⊆ Br∩Bj .
Como y ∈ Br, entonces y es lı́mite de una sucesión de elementos de Br, luego existe
n ∈ N tal que f sn+r(x) ∈ Bδ(y). Como f sn+r(x) también está en Bj , existe una sucesión
{f sni+j(x)}∞i=1 de Bj tal que

ĺım
i→∞

f sni+j(x) = f sn+r(x).

Como f es continua, para l ≥ 0 se cumple

f sn+r+sl(x) = f s(n+l)+r(x) = f sl( ĺım
i→∞

f sni+j(x)) = ĺım
i→∞

f s(ni+l)+j(x).

Entonces para toda l ≥ 0,

f s(n+l)+r(x) = ĺım
i→∞

f s(ni+l)+j.

De esto se se sigue que {f sk+r(x) : k ≥ n} ⊆ Bj , entonces

Br ⊆ Bj ∪ {f r(x), f s+r(x), f 2s+r(x), ..., f s(n−1)+r(x)}.
Por la Observación 4.4, tenemos que int(Br) ⊆ int(Bj). Para demostrar que int(Bj) ⊆
int(Br), hacemos un argumento similar. Por lo tanto tenemos que int(Bj) = int(Br). �

En la siguiente observación definiremos un conjunto G, el cual será importante para
demostrar el Teorema 4.13. Empezaremos a descubrir quién es en verdad ese conjunto G.
Cuando lleguemos a descubrir quién es, estaremos más cerca de demostrar el Teorema
4.13.

Observación 4.7. Supongamos las hipótesis del Lema 4.6. Sea s ≥ 1 fija.
Sea G = {g ⊆ I : g es componente de int(Br), para algún r con 0 ≤ r ≤ s − 1}.

Entonces se cumple lo siguiente.
i) G es un conjunto a lo más numerable de intervalos abiertos de I , ajenos por pares.

Con lo cual G se puede escribir como G = {g1, g2, ..., gn, ...}.
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ii) Para cada i ≥ 1, sea Ci = gi. Entonces para cada i ∈ N existe b ∈ N tal que
f(Ci) ⊆ Cb.

iii) Para cada i, j ∈ N existe k ∈ N tal que fk(Ci) ⊆ Cj .

DEMOSTRACIÓN. Notemos que si g, h ∈ G y g ∩ h 6= ∅, por el insicio iii) del Lema
4.6, se tiene que g = h. Como para cada r ∈ {0, 1, 2, ..., s − 1}, int(Br) es abierto y
localmente conexo, por el Ejercicio 5.22 inciso a), pág. 83 de [7], cada componente g es
un intervalo abierto. Entonces G es una colección de intervalos abiertos disjuntos. Como
I es un espacio métrico, sólo puede tener a lo más una cantidad numerable de esos. Luego
G se puede ver como G = {g1, g2, ..., gn, ...}.

Para el inciso ii), tomemos i ∈ N. Como gi ⊆ Br para algún r ∈ {0, 1, 2, ..., s − 1},
entonces Ci ⊆ Br, luego f(Ci) ⊆ f(Br) ⊆ Br+1 (por la prueba del inciso ii) del Lema
4.6). Con lo cual int(f(Ci)) ⊆ int(Br+1) y como int(f(Ci)) es un intervalo conexo y
abierto que está contenido en int(Br+1), entonces existe una componente gb del int(Br+1),
con b ∈ N, tal que int(f(Ci)) ⊆ gb. Luego int(f(Ci)) ⊆ gb. Por lo tanto f(Ci) ⊆ Cb.

Para el inciso iii) tomemos i, j ∈ N. Recordemos que como O(x, f) es densa en I ,
entonces existen m,n ∈ N con m > n tal que fm(x) ∈ int(Cj) y fn(x) ∈ Ci. Sea
k = m− n. Entonces fk(fn(x)) ∈ fk(Ci) y fk(fn(x)) ∈ int(Cj), luego

int(fk(Ci)) ∩ int(Cj) 6= ∅,
pues por la Observacion 4.3, fk(Ci) es un intervalo no degenerado.

Por el inciso ii) tenemos que existe b ∈ N tal que f(Ci) ⊆ Cb, luego fk(Ci) ⊆
fk−1(Cb). Usando el inciso ii) varias veces tenemos que existe r ∈ N tal que fk−1(Cb) ⊆
Cr, entonces fk(Ci) ⊆ Cr. Con lo cual tenemos que int(fk(Ci)) ⊆ int(Cr). Luego

∅ 6= int(fk(Ci)) ∩ int(Cj) ⊆ int(Cr) ∩ int(Cj).
Por lo tanto int(Cr) ∩ int(Cj) 6= ∅ y por ser gr, gj componentes, gr = gj , entonces
Cr = Cj y por lo tanto fk(Ci) ⊆ Cj , esto prueba la observación. �

Seguimos en la búsqueda de quién es ese conjunto G, en el próximo lema demostrare-
mos que G es un conjunto finito.

Lema 4.8. Supongamos las hipótesis del Lema 4.6. Sea G como en la Observación 4.7,
entonces G es finito.

DEMOSTRACIÓN. Para facilitar la demostración vamos a empezar a numerar a los
conjuntosCi′s, desde elC0. Por el inciso i) de la Observación 4.7,G es a lo más numerable.
Por el inciso iii), existe k ∈ N el mı́nimo que cumple que fk(C0) ⊆ C0. Por el inciso ii)
de la Observación 4.7, para cada j ≥ 0 existe i ≥ 0 tal que f(Cj) ⊆ Ci.

Supongamos primero que k > 1, entonces renumerando los conjuntos Ci′s podemos
suponer que.
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f(C0) ⊆ C1

f 2(C0) ⊆ C2

f 3(C0) ⊆ C3
...

fk−1(C0) ⊆ Ck−1.

De aquı́ tenemos que f r(C0) ⊆ Cr, si 0 ≤ r ≤ k − 1.
Veamos que {Cj : j ≥ 0} = {C0, C1, C2, ..., Ck−1}. Sea j ≥ 0, por la Observación

4.7, existe m ∈ N tal que fm(C0) ⊆ Cj .
Por el algoritmo de la división m = nk + r, con 0 ≤ r ≤ k − 1 y n ≥ 0. Como

fk(C0) ⊆ C0, entonces

fm(C0) = f r(fnk(C0)) ⊆ f r(C0) ⊆ Cr, con 0 ≤ r ≤ k − 1.

De esto se sique que Cj ∩ Cr 6= ∅. Como G es una colección de conjuntos ajenos por
parejas, entonces Cr = Cj . Por lo tanto {Cj : j ≥ 0} = {C0, C1, ..., Ck−1} y entonces G
es finito.

Si k = 1, entonces f 1(C0) ⊆ C0. Siguiendo un argumento similiar para cuando k > 1,
se tiene que {Cj : j ≥ 0} = {C0}.

�

Por ser G finito, podemos escribir a G = {g0, g1, g2, ..., gk−1} para algún k ∈ N.
Denotaremos a G = {g0, g1, g2, ..., gk−1} = {C0, C1, C2, ..., Ck−1}. Del Lema 4.6 y el
Lema 4.1, se sigue que

I =
s−1⋃
r=0

int(Br) =
k−1⋃
i=0

gi =
k−1⋃
i=0

gi =
k−1⋃
i=0

Ci.

El siguiente lema nos dice que G no sólo es finita, ¡tiene a lo más 2 elementos!

Lema 4.9. Supongamos las hipótesis del Lema 4.6 y G como en el Lema 4.8. Sea G =
{C0, C1, C2, ..., Ck−1}. Entonces G tiene a lo más 2 elementos.

DEMOSTRACIÓN. Como f es continua en I , existe un y ∈ I tal que f(y) = y.
Si y ∈ int(Cj) para alguna j ∈ {0, 1, ..., k − 1}, entonces f(y) ∈ f(Cj), luego

int(Cj)∩f(Cj) 6= ∅. Por ser ambos intervalos no degenerados, tenemos que int(f(Cj))∩
int(Cj) 6= ∅. Por el inciso ii) de la Observación 4.7 y por ser G una colección de conjun-
tos ajenos por pares, se sigue que f(Cj) ⊆ Cj . Por la demostración del Lema 4.8, se sigue
que {C0, C1, ..., Ck−1} = {Cj}.

Si y es uno de los extremos del intervalo I. Sea r ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1} tal que y ∈ Cr.
Como f(y) = y, entonces y ∈ f(Cr) ∩ Cr. Por ser y un punto extremo de I , y f(Cr), Cr
intervalos cerrados no degenerados, entonces int(Cr) ∩ int(f(Cr)) 6= ∅. Por lo tanto
f(Cr) ⊆ Cr. Se sigue de la demostración del Lema 4.8 que {C0, C1, ..., Ck−1} = {Cr}.
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Por último si y no es extremo de I y y /∈ int(Cj) para toda j ∈ {0, 1, 2, ..., k −
1}, entonces existen Ci, Cj distintos tales que y ∈ Cj ∩ Ci. Como y ∈ f(Cj) ∩ Cj y
f(Cj) * Cj , pues al menos hay dos distintos, Cj y Ci. Entonces f(Cj) ∩ Cj = {y}.
También se cumple que Ci ∩ Cj = {y}, entonces f(Cj) ⊆ Ci. Análogamente se prueba
f(Ci) ⊆ Cj . Por lo tanto f 2(Cj) ⊆ Cj . Se sigue de la demostración del Lema 4.8 que
{C0, C1, ..., Ck} = {Ci, Cj}. �

La siguiente observación nos dice que una función que tiene una órbita densa, es
suprayectiva. Ası́ que cada vez que pensemos en una función que tiene una órbita densa
daremos por hecho que es suprayectiva. Esta observación será de ayuda para el siguiente
lema, aunque también la utilizaremos más adelante para otros resultados.

Observación 4.10. Sea f : I → I una función continua y sea x ∈ I tal que O(x, f) es
densa en I , entonces f es suprayectiva

DEMOSTRACIÓN. Como O(x, f) \ {x} ⊆ f(I), entonces O(x, f) \ {x} ⊆ f(I).
Como O(x, f) es densa en I , entonces O(x, f) \ {x} = I . Además, f es una función
continua, entonces f(I) = f(I). Por lo tanto f(I) = I . �

El próximo lema es el último que se presenta antes de empezar a enunciar y demostrar
el teorema principal de esta sección. El lema nos dice, finalmente, cómo se comporta el
conjunto G definido en la Observacion 4.7. Más aún, nos dice que f manda un elemento
de G en el otro.

Lema 4.11. Supongamos las hipótesis del Lema 4.9. Sea G como en el Lema 4.9. Supon-
gamos que G = {C0, C1}, con C0 6= C1, entonces

i) I = C0 ∪ C1, donde C0, C1 son intervalos cerrados no degenerados tal que
C0 ∩ C1 = {p}.

ii) f(C0) = C1, f(C1) = C0 y p es un punto fijo de f .

DEMOSTRACIÓN. El inciso i) se sigue de los Lemas 4.6, 4.1 y de que G = {g0, g1},
donde g0, g1 son intervalos ajenos de I .

Para el inciso ii). Como C0 6= C1, entonces por el inciso ii) de la Observación 4.7, se
sigue que

f(C0) ⊆ C1 y f(C1) ⊆ C0.

Por la Observación 4.10, f es suprayectiva, entonces f(C0 ∪C1) = f(C0)∪ f(C1) = I =
C1 ∪ C1. Por lo tanto f(C0) = C1 y f(C1) = C1.

De lo que acabamos de probar se sigue que f(p) ∈ C0 ∩ C1 y como C0 ∩ C1 = {p},
entonces f(p) = p. �

La siguiente observación algo técnica es para demostrar la segunda parte del inciso 1)
del Teorema 4.13.
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Observación 4.12. Sea s ≥ 1 y k ≥ s tal que k = sn+ r, donde n ∈ N y 0 ≤ r ≤ s− 1.
Entonces

As,k ∪ {f r(x), f s+r(x), f 2s+r(x), ..., f s(n−1)+r(x)} = As,r.

DEMOSTRACIÓN. Sea f sm+k(x) ∈ As,k, con m ≥ 0, entonces

f sm+k(x) = f sm+sn+r(x) = f s(m+n)+r(x).

Por lo tanto f sm+k(x) ∈ As,r, con lo cual probamos ⊆.
Ahora sea f sm+r(x) ∈ As,r. Si m ≤ n−1, entonces f sm+r(x) está en la segunda parte

de la unión. Si n ≤ m, entonces m = n+ t con t ≥ 0. Luego

f sm+r(x) = f s(n+t)+r(x) = f st+sn+r(x) = f st+k(x)

y por definición, f st+k(x) ∈ As,k, con lo cual tenemos la otra contención. �

Finalmente enunciaremos y probaremos el Teorema principal de esta sección. En este
Teorema nos fijaremos en el subconjunto A2,0 de la órbita densa de f . Parte de lo que dice
el teorema es que si A2,0 es denso en I , entonces para toda s ≥ 1 y k ≥ 0, As,k es denso
en I . Y si A2,0 no es denso en I , entonces I se puede descomponer en dos subintervalos
cerrrados no degenerados que sólo se intersectan en un punto y que f manda uno en el otro.
A mi parecer esta descomposición es muy bella, y me sorprende que podemos obtener todo
esto con sólo tener un punto cuya órbita es densa.

Teorema 4.13. Sea f : I → I una función continua. Supongamos que existe x ∈ I tal
que O(x, f) es densa en I , es decir A1,0 es denso en I , entonces

1) Si A2,0 es denso en I , entonces As,k es denso en I para toda s ≥ 1 y k ≥ 0.
2) Si A2,0 no es denso en I entonces

2.1) I = A2,0 ∪ A2,1, donde A2,0 y A2,1 son intervalos cerrados no degenerados.
2, 2) A2,0 ∩ A2,1 = {p}, donde p es un punto fijo de f .
2, 3) f(A2,0) = A2,1 y f(A2,1) = A2,0.
2, 4) Para toda k ≥ 1, A2k,0 = A2,0 y A2k,1 = A2,1.

DEMOSTRACIÓN. Empecemos con el inciso 1). Supongamos que A2,0 = I . Sea s ≥
1, denotamos a n(s) la cantidad de elementos de G. Por el Lema 4.9, n(s) = 1 ó n(s) = 2.

Si n(s) = 2, por el Lema 4.11, existen dos intervalos cerrados no degenerados de I ,
C0, C1, tales que C0 ∩ C1 = {p}, f(C0) = C1, f(C1) = C0 y C0 ∪ C1 = I . Sea x ∈ I
el que cumple que O(x, f) es densa en I . Supongamos que x ∈ C0, entonces para toda
j ∈ N, f 2j(x) ∈ C0, con lo cual A2,0 ⊆ C0. Por lo tanto A2,0 ∩ int(C1) = ∅, lo cual
contradice que A2,0 = I . Por lo tanto n(s) = 1.

Tenemos que n(s) = 1, con lo cual C0 = I . Sea k ∈ {0, 1, 2, ..., s−1}, entonces existe
j ≥ 0 tal que gj ⊆ int(As,k) ⊆ As,k. Como n(s) = 1, entonces gj = Cj = C0 = I . Por lo
tanto As,k = I .
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Si k ≥ s, entonces por el algoritmo de la división, k = sn+ r, con r ∈ {0, 1, 2, ..., s−
1} y n ∈ N. Por la Observación 4.12, tenemos que

As,k ∪ {f r(x), f s+r(x), f 2s+r(x), ..., f s(n−1)+r(x)} = As,r,

entonces As,k ∪ {f r(x), ..., f s(n−1)+r(x)} = As,r = I . Por lo tanto As,k = I . Con esto
termina la primera parte del teorema.

Ahora veamos el caso cuando A2,0 6= I . Para s = 2, n(s) = 2, pues si n(s) = 1,
entonces C0 = I y como C0 ⊆ A2,0, entonces A2,0 = I , contradiciendo que A2,0 6= I ,
por lo tanto n(2) = 2. Entonces por el Lema 4.11, existen C0, C1 intervalos cerrados no
degenerados de I y p un punto fijo de f , tales que

I = C0 ∪ C1, C0 ∩ C1 = {p}, f(C0) = C1 y f(C1) = C0.

Recordemos que O(x, f) es densa en I . Supongamos que x ∈ C0, entonces para toda
j ≥ 0, f 2j(x) ∈ C0 y f 2j+1(x) ∈ C1. Por lo tanto A2,0 ⊆ C0 y A2,1 ⊆ C1. Ahora como
int(C0) ∩ C1 = ∅, entonces int(C0) ∩ A2,1 = ∅. Por el Lema 4.6, I = A2,0 ∪ A2,1,
entonces int(C0) ⊆ A2,0, por lo tanto C0 ⊆ A2,0. Con lo cual A2,0 = C0. Similarmente
A2,1 = C1. Entonces

I = A2,0 ∪ A2,1, con A2,0 y A2,1 intervalos cerrados no degenerados.
A2,0 ∩ A2,1 = {p}, donde p es un punto fijo de f .
f(A2,0) = A2,1 y f(A2,1) = A2,0

Para el inciso 2.4). Si j ∈ N, entonces A2j,0 ⊆ A2,0 y A2j,1 ⊆ A2,1. Como A2,0 6= I ,
entonces A2j,0 6= I , luego n(2j) = 2. Por el Lema 4.11, para s = 2j, existen D0, D1

subconjuntos cerrados de I , tales que

I = D0 ∪D1, f(D0) = D1, f(D1) = D0 y D0 ∩D1 = {z}, donde z es un punto fijo de f.

Por el párrafo anterior, z = p. Entonces podemos suponer que D0 = A2,0 y D1 = A2,1.
Por la construcción de D0 y D1, debe pasar que D0 ⊆ A2j,0 y D1 ⊆ A2j,1. Por lo tanto
A2j,0 = A2,0 y A2j,1 = A2,1. Lo cual concluye la demostración del teorema. �

4.2. Órbita Densa Implica Indescomponibilidad

En la sección anterior descubrimos algunas propiedades que tiene el intervalo I , en
relación con la dinámica de la función f : I → I , cuando f : I → I tiene una órbita
densa. En esta sección usaremos tales propiedades para demostrar que el lı́mite inverso de
f : I → I , contiene un subcontinuo indescomponible.

En esta sección también será el momento de usar el poderoso Teorema de Bing (Teo-
rema 3.27), el cual nos llevó todo el capı́tulo anterior. El Teorema de Bing nos ayudará a
probar que si A2,0 es denso en I , entonces (I, f) es exactamente un continuo indescom-
ponible. Este resultado será la base para demostrar los siguientes incisos del Teorema 4.26.
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Pero antes de demostrar tal hecho, necesitaremos desarrollar un poco más de teorı́a
sobre lı́mites inversos.

Un punto y ∈ (I, f) es de la forma y = (y0, y1, y2, y3, ....). Si z, y ∈ (I, f), entonces

d(y, z) =
∞∑
i=0

|yi − zi|
2i

.

Definición 4.14. Sea f : I → I una función continua. Definimos a f̂ : (I, f) → (I, f),
como

f̂(x) = (f(x0), x0, x1, x2, ...)

La función f̂ : (I, f) → (I, f), es conocida en sistemas dinámicos como la función
corrimiento. Observemos que f̂ : (I, f)→ (I, f) es una función continua, pues es contin-
ua entrada a entrada. Además es inyectiva y suprayectiva. Por lo tanto, como (I, f) es un
continuo, entonces f̂ : (I, f)→ (I, f) es un homeomorfismo.

En lo que sigue supondremos que existe x ∈ I tal que O(x, f) es densa en I . Por
la Observación 4.10, f : I → I es suprayectiva, entonces a x le podemos asociar un
x ∈ (I, f), que cumple que x0 = x.

El siguiente lema nos dice que si O(x, f) es denso en I , entonces O(x, f̂) es denso en
(I, f), donde x es el punto que le asociamos a x en el párrafo anterior.

Lema 4.15. Sea f : I → I una función continua y sea x ∈ I tal que la O(x, f) es densa
en I . Si x ∈ (I, f) tal que x0 = x, entonces A = {f̂n(x) : n ≥ 0} es denso en (I, f).

DEMOSTRACIÓN. Sea y ∈ (I, f) y sea ε > 0.
Sea n ∈ N tal que 1

2n
< ε

2
. Sabemos que para cada i ∈ {1, ..., n}, f i es uniformente

continua, luego existe δ > 0 tal que si |x− y| < δ, entonces |f i(x)− f i(y)| < ε
4

para toda
i ∈ {1, 2, ..., n}.

Ahora nos fijamos en yn. Como O(x, f) es densa en I , entonces existe N ∈ N tal que
|fN(x)− yn| < δ y |fN(x)− yn| < ε

4
. Sea z = f̂N+n(x), entonces

d(y, z) =
n∑
i=0

|fN+i(x)− yn−i|
2n−i

+
∞∑

i=n+1

|zi − yi|
2i

<
n∑
i=0

ε

4(2n−i)
+

1

2n
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto d(y, fN+n(x)) < ε y entonces A es denso en (I, f). �

Sabemos que si existe x ∈ I tal que O(x, f) es densa en I , entonces f : I → I es
suprayectiva. El siguiente lema nos dice que el regreso no siempre se cumple.

Lema 4.16. Sea f : I → I una función continua. Si f es un homeomorfismo, entonces no
existe x ∈ I tal que O(x, f) sea densa en I .
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe x ∈ I tal que O(x, f) es densa en I . Como
f : I → I es un homeomorfismo, entonces es creciente o decreciente.

Si f es creciente y x < f(x), entonces

x < f(x) < f 2(x) < f 3(x) < · · · < · · · .
Por lo tanto O(x, f) ∩ (x, f(x)) = ∅.

Si f es creciente y f(x) < x, entonces

· · · < · · · < f 3(x) < f 2(x) < f(x) < x.

Por lo tanto O(x, f) ∩ (f(x), x) = ∅.
Si f es decreciente y x < f 2(x), entonces f 3(x) < f(x). Como f 2 es creciente se

tiene que

· · · < · · · < f 7(x) < f 5(x) < f 3(x) < f(x) y f 2(x) < f 4(x) < f 6(x) < · · · < · · · .
Como O(x, f) es densa, entonces existe k ∈ N tal que

f 2k+1(x) < f 2(x) < f 4(x) < · · · < · · ·
Con lo cual tendrı́amos que

· · · < · · · < f 2(k+2)+1(x) < f 2(k+1)+1(x) < f 2k+1(x) < f 2k(x) < f 2(k+1)(x) < · · · < · · ·
De esta ordenación se sigue que O(f 2k(x), f) no es densa en I . Lo cual es una contradic-
ción, pues O(f 2k(x), f) es denso en I , ya que sólo le quitamos una cantidad finita de
puntos a O(x, f).

Si f 2(x) < x, entonces f(x) < f 3(x). Usamos un argumento parecido para llegar a
una contradicción.

En todos los casos hemos llegado a una contradicción. Por lo tanto no hay órbitas
densas de homeomorfismos en el intervalo. �

El siguiente lema será útil para demostrar la primera parte del inciso a) del Teorema
4.26.

Lema 4.17. Si G es homeomorfo al intervalo I y g : G → G es un homeomorfismo,
entonces no existe x ∈ G tal que O(x, g) es denso en G.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe x ∈ G tal que O(x, g) es denso en G y sea
f : G→ I el homeomorfismo de G en I . Definamos a h : I → I como

h(x) = f ◦ g ◦ f−1(x).

Observemos que h es un homeomorfismo.
Veamos que O(f(x), h) es denso en I. Observemos primero que

hn(f(x)) = f ◦ g ◦ f−1 ◦ f ◦ g ◦ f−1...f ◦ g ◦ f−1︸ ︷︷ ︸
n veces

(f(x)) = f ◦ gn(x).
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Si U es un abierto de I , entonces f−1(U) es un abierto de G, luego existe n ∈ N
tal que gn(x) ∈ f−1(U), entonces f(gn(x)) ∈ U . Como hn(f(x)) = f ◦ gn(x), entonces
hn(f(x)) ∈ U . Lo cual nos diceO(f(x), h) es denso en I , contradiciendo el lema anterior.
Por lo tanto no existen órbitas densas en G. �

A continuación empezaremos a descubrir algunas propiedades de las particiones de un
espacio, con el fin de ir preparando el terreno para demostrar el Teorema 4.26.

En la siguiente definición introducimos una función ˆ̂
f : G → G, donde G es una

partición de (I, f). Inmediatamente después veremos en la siguiente observación que esta
función tiene una propiedad muy importante, que será la base para demostrar el próximo
lema.

Si G es una partición de (I, f). Podemos escribir a G como G = {gx : x ∈ (I, f)},
donde gx es el único elmento de G que tiene a x.

Definición 4.18. Sea f̂ : (I, f) → (I, f), la función dada en la Definición 4.14. Sea G,
G = {gx : x ∈ (I, f)}, una partición de (I, f) con la topologı́a cociente que cumple que
para toda x ∈ (I, f)

f̂(gx) = gf̂(x).

Definimos a ˆ̂
f : G→ G la función dada por

ˆ̂
f(gx) = gf̂(x).

Más adelante veremos que la partición G de (I, f) que obtenemos del Teorema de
Bing, cumple la definición anterior.

Observación 4.19. Sea G como en la definición anterior y sea x ∈ (I, f). Entonces
ˆ̂
fn(gx) = gf̂n(x).

DEMOSTRACIÓN. Esta observación lo demostraremos por inducción.

Si n = 1, entonces ˆ̂
f(gx) = gf̂(x), que es la definición de ˆ̂

f .
Ahora supongamos que la observación se cumple para n. Veamos que se cumple para

n+ 1, entonces
ˆ̂
fn+1(gx) =

ˆ̂
f(

ˆ̂
fn(gx)) =

ˆ̂
f(gf̂n(x)) = gf̂(f̂n(x)) = gf̂n+1(x).

Por lo tanto ˆ̂
fn+1(gx̂) = gf̂n+1(x). �

Recordemos que al principio de esta sección empezamos con un punto x, cuya órbita
es densa en I . A ese punto le asociamos un punto x ∈ (I, f). Al punto x le podemos
asociar el punto natural, gx ∈ G, donde G es una partición de (I, f). En el siguiente lema

veremos que la órbita de gx bajo la función ˆ̂
f , es densa en G.
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Para el siguiente lema usaremos la topologı́a cociente, recordemos que U es un abierto
enG si y sólo si q−1(U) es abierto en (I, f), donde q : (I, f)→ G es la función proyección
dada por q(x) = gx.

Lema 4.20. Sea G una partición de (I, f) con la topologı́a cociente, G como en la Defini-
ción 4.18. Sea x ∈ (I, f). Supongamos que {f̂n(x) | n ≥ 0} es denso en (I, f), entonces

{ ˆ̂
fn(gx) |≥ 0} es denso en G.

DEMOSTRACIÓN. Sea Â un abierto en G, entonces q−1(Â) es abierto en (I, f), luego
existe n ∈ N tal que f̂n(x) ∈ q−1(Â), entonces gf̂n(x) ∈ Â. Por la Observación 4.19,
ˆ̂
fn(gx) = gf̂n(x), entonces ˆ̂

fn(gx) ∈ Â. �

En este momento es hora de recordar un poco acerca del capı́tulo anterior. En el capı́tu-
lo anterior vimos que si X es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos in-
descomponibles con interior no vacı́o, entonces el Teorema de Bing (Teorema 3.27), afirma
que existe una partición G de X tal que sus elementos son de la forma

gx =
⋂
{A ∈ C(X)| existe B ∈ C(X) con B ⊆ int(A) y x ∈ int(B)}.

Que cumple que G con la topologı́a cociente es un arco.
El Teorema de Bing nos pide para empezar, un continuo encadenable. Como nosotros

vamos a usar este teorema para probar los resultados principales este capı́tulo, los cuales
tienen que ver con (I, f), será necesario ver que (I, f) es un continuo encadenable.

Gracias al siguiente lema podemos usar la fuerza del Teorema de Bing.

Lema 4.21. Sea f : I → I una función continua y suprayectiva, entonces (I, f) es un
continuo encadenable.

DEMOSTRACIÓN. Recordemos de la Sección 3.1, que para ver que un continuo es
encadenable basta ver que es un continuo Arc-like. Es decir, que para toda ε > 0, existe
una función fε : (I, f)→ I , continua y suprayectiva tal que diam(f−1ε (x)) < ε, para toda
x ∈ I .

Veamos que (I, f) es un continuo Arc-like. Sea ε > 0, sea n ∈ N tal que 1
2n

< ε.
Consideremos la función proyección en la entrada n, πn : (I, f)→ I . Sabemos que πn es
una función continua y como f es una suprayectiva, entonces πn también es suprayectiva.

Sea x ∈ I , y sean z, y ∈ π−1n (x). Como z, y ∈ (I, f) ∩ π−1n (x), entonces zi = yj para
toda 0 ≤ j ≤ n. Por lo tanto

d(z, y) =
∞∑

i=n+1

|xi − yi|
2i

≤
∞∑

i=n+1

1

2i
=

1

2n
< ε.

Por lo tanto diam(π−1n (x)) < ε. �



4.2. ÓRBITA DENSA IMPLICA INDESCOMPONIBILIDAD 59

En lo que sigue, cuando se hable de G, estaremos hablando del conjunto G que nos
regala el Teorema de Bing. Supondremos que (I, f) no contiene subcontinuos indescom-
ponibles con interior no vacio.

La siguiente proposición nos será importante para demostrar el siguiente lema.

Proposición 4.22. Supongamos que X es un continuo encadenable que no contiene sub-
continuos indescomponibles con interior no vacı́o y seaG la partición que nos da el Teore-
ma 3.27. Si f : X → X es un homeomorfismo, entonces para toda x ∈ X , gf(x) = f(gx).

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ X . Sea y ∈ gf(x), veamos que f−1(y) ∈ gx. Sea H ∈
C(X) tal que existeB ∈ C(X) conB ⊆ int(H) y x ∈ int(B). Por ser f homeomorfismo
se tiene que f(B) ⊆ int(f(H)) y f(x) ∈ int(f(B)). Como y ∈ gf(x), entonces y ∈ f(H),
luego f−1(y) ∈ H . Por lo tanto f−1(y) ∈ gx.

Veamos ahora la otra contención. Sea y ∈ f(gx). Entonces y = f(w), con w ∈ gx.
Veamos que y ∈ gf(x). Sea H ∈ C(X) tal que existe B ∈ C(X) con B ⊆ int(H)
y f(x) ∈ int(B). Por ser f−1 homeomorfismo se tiene que f−1(B) ⊆ int(f−1(H)) y
x ∈ int(f−1(B)), entonces w ∈ f−1(H), luego y ∈ H . Por lo tanto y ∈ gf(x), esto prueba
la proposición. �

Saber que ˆ̂
f : G → G es un homeomorfismo, será la herramienta principal que nos

ayudará a probar la primera parte del inciso a) del Teorema 4.26.

A continuación probaremos que ˆ̂
f : G→ G es un homeomorfismo.

Lema 4.23. Supongamos queX es un continuo encadenable que no contiene subcontinuos
indescomponibles con interior no vacı́o. Sea G la partición que nos da el Teorema 3.27. Si
f : X → X es un homeomorfismo, entonces f̂ : G → G, la función dada por f̂(gx) =
gf(x), es un homeomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero la inyectividad. Sean gx, gy ∈ G tal que f̂(gx) =

f̂(gy). Entonces gf(x) = gf(y). Por la Proposición 4.22, f(gx) = f(gy) y por ser f homeo-
morfismo, gx = gy.

Sea gx ∈ G, entonces f̂(gf−1(x)) = gf(f−1(x)) = gx. Por lo tanto f̂ es suprayectiva.
Veamos ahora que f̂ es un homeomorfismo. Sea Â un abierto en G, entonces Â se

puede ver de la forma Â = {gx|x ∈ A}, donde A ⊆ X . Como f̂ es biyectiva, f̂−1(Â) =

{f̂−1(gx)|x ∈ A}.
Como f̂(gf−1(x)) = gx, entonces f̂−1(f̂(gf−1(x))) = f̂−1(gx), por lo tanto f̂−1(gx) =

gf−1(x).
Entonces f̂−1(Â) = {gf−1(x)|x ∈ A}. Por ser Â un abierto deG,

⋃
x∈A

gx es un abierto de

X , entonces f−1(
⋃
x∈A gx) es un abierto deX . Como gf(x) = f(gx), entonces f(gf−1(x)) =
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gx y gf−1(x) = f−1(gx), luego

f−1(
⋃
x∈A

gx) =
⋃
x∈A

f−1(gx) =
⋃
x∈A

gf−1(x) = q−1(f̂−1(Â)),

donde q : X → G es la función proyección. Entonces q−1(f̂−1(Â)) es un abierto de X ,
por lo tanto f̂ es continua. Como G es un arco y f̂ : G → G es una función continua y
biyectiva, entonces f̂ es un homeomorfismo. �

La siguiente observación es muy conocida en teorı́a de continuos, de hecho la men-
cionamos en el primer capı́tulo. Ahora la demostraremos, cosa que no es tan difı́cil. Esta
observación será la que utilizaremos para ver que ciertos continuos son indescomponibles.

Observación 4.24. Si f : X → Y es un homeomorfismo entre continuos y S ⊆ X es un
subcontinuo indescomponible de X , entonces f(S) es un subcontinuo indescomponible
de Y .

DEMOSTRACIÓN. Sea S un subcontinuo indescomponible de X , veamos que f(S) es
un subcontinuo indescomponible de Y . Supongamos que existe Y  f(S) un subcontinuo
propio con interior no vacı́o, entonces f−1(Y )  S. Por ser f un homeomorfismo, ten-
drı́amos que S contiene un subcontinuo propio con interior no vacı́o, lo cual contradice
al hecho de que S es un continuo indescomponible. Por lo tanto f(S) es un subcontinuo
indescomponible de Y . �

El próximo lema será el último que mencionaremos en este capı́tulo, este lema es
consecuencia del Lema 4.15, el cual enunciamos al principio de esta sección.

El próximo lema lo necesitaremos para probar la última parte del inciso a) del próximo
teorema.

Lema 4.25. Sea f : I → I una función continua y suprayectiva, sean k ≥ 1, l ≥ 0 y
x ∈ I , tal que {fnk+l(x) : n ≥ 0} es denso en I , entonces {f̂nk+l(x) : n ≥ 0} es denso en
(I, f), donde x = (x0, x1, ..., xn, ...) tal que x0 = x y x ∈ (I, f).

DEMOSTRACIÓN. Como el conjunto {fnk+l(x) : n ≥ 0} es denso en I , entonces el
conjunto {fnk(f l(x)) : n ≥ 0} es denso en I .

Sea g = fk. Entonces {gn(f l(x)) : n ≥ 0} es denso en I . Luego O(f l(x), g) es densa
en I . Usando el Lema 4.15, tenemos que {gn(z) : n ≥ 0} es denso en (I, g). Donde
z ∈ (I, g), z = (f l(x), ...).

Se sigue que {(f̂k)n(f̂ l(x)) : n ≥ 0} es denso en (I, f), luego {(f̂)kn(f̂ l(x)) : n ≥ 0}
es denso en (I, f). Por lo tanto {f̂nk+l(x) : n ≥ 0} es denso en (I, f). �

El siguiente teorema es el teorema principal de este capı́tulo y también uno de los
teoremas más importantes de la tesis.
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El enunciado de este teorema es un formalización de lo que dijimos en el último párrafo
de la introducción de este capı́tulo.

A primera vista la demostración se ve muy larga, lo cual hace pensar que puede llegar
a ser tediosa y difı́cil de entender. Aunque se vea larga, esperemos que, gracias a los lemas
anteriores, pueda ser un poco menos difı́cil de entender. Invitamos al lector a que le eche
un vistazo. Con este teorema concluimos este capı́tulo.

Teorema 4.26. Sea f : I → I una función continua. Supongamos que existe x ∈ I tal
que la órbita de x es densa en I , entonces pasa lo siguiente.

(a) Si el conjunto {f 2n(x) : n ≥ 0} es denso en I , entonces (I, f) es un continuo
indescomponible.

(b) Si el conjunto {f 2n(x) : n ≥ 0} no es denso en I , entonces existen subcontinuos
propios H y K de (I, f) tales que
(i) H y K son subcontinuos indescomponibles de (I, f).

(ii) H ∪K = (I, f).
(iii) H ∩K es un punto fijo bajo f̂ .
(iv) f̂(H) = K y f̂(K) = H .

DEMOSTRACIÓN. Empezaremos a demostrar el inciso a). Supongamos entonces que
{f 2n(x)|n ≥ 0} es denso en I .

Veamos primero que (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible con interior no
vacı́o.

Supongamos que (I, f) no contiene subcontinuos indescomponibles con interior no
vacı́o. Como (I, f) es un continuo encadenable, entonces por el Teorema 3.27, hay una
partición G de (I, f), tal que G con la topologı́a cociente es un arco.

Como f̂ : (I, f) → (I, f) es un homeomorfismo, entonces por el Lema 4.23, la fun-

ción ˆ̂
f : G→ G dada por

ˆ̂
f(gx) = gf̂(x)

es un homeomorfismo. Como O(x, f) es densa, entonces por la Observación 4.10, f es
suprayectiva. Con lo cual podemos definir a

x = (x0, x1, ..., xn, ...) tal que x0 = x y x ∈ (I, f).

Por el Lema 4.15, {f̂n(x) : n ≥ 0} es denso en (I, f), y por el Lema 4.20, { ˆ̂
fn(gx) : n ≥

0} = O(gx,
ˆ̂
f) es denso en G. Tenemos que ˆ̂

f : G → G es un homeomorfismo que tiene
una órbita densa. Además G es homeomorfo a un intervalo. Esto contradice el Lema 4.17,
esta contradicción vino de suponer que (I, f) no contiene subcontinuos indescomponibles
con interior no vacı́o. Por lo tanto hay un subcontinuo indescomponible S de (I, f) que
tiene interior no vacı́o.
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El siguiente paso es probar que (I, f) = S. Para esto primero veamos que existe k ∈ N
tal que int(f̂k(S) ∩ S) 6= ∅.

Como S tiene interior no vacı́o y {f̂n(x) : n ≥ 0} es denso en (I, f), entonces existen
n,m ∈ N, con m > n, tal que f̂n(x) ∈ int(S) y f̂m(x) ∈ int(S). Sea k = m − n.
Entonces f̂k(f̂n(x)) ∈ f̂k(int(S)). Como f̂ es un homeomorfismo, entonces f̂k(int(S))
es un abierto, luego

f̂k(f̂n(x)) = f̂m(x) ∈ int(f̂k(S)) ∩ int(S).

Por lo tanto int(f̂k(S) ∩ S) 6= ∅.
Como S es un continuo indescomponible y por la Observación 4.24, f̂k(S) también es

un continuo indescomponible, entonces S y f̂k(S) no pueden tener subcontinuos propios
con interior no vacı́o. Como int(f̂k(S) ∩ S) 6= ∅, f̂k(S) ∩ S ⊆ S y f̂k ∩ S ⊆ f̂k(S),
entonces f̂k(S) ∩ S = S y f̂k ∩ S = f̂k(S). Por lo tanto f̂k(S) = S.

Ahora, sea l ∈ N tal que f̂ l(x) ∈ S, entonces f̂ l+k(x) ∈ S, f̂ l+2k(x) ∈ S y ası́ para
toda n ∈ N, f̂ l+nk(x) ∈ S. Como {f 2n(x) : n ≥ 0} es denso en I , entonces por el
inciso 1) del Teorema 4.13, {fnk+l(x) : n ≥ 0} es denso en I y por el Lema 4.25,
{f̂nk+l(x) : n ≥ 0} es denso en (I, f), entonces

(I, f) = {f̂nk+l(x) : n ≥ 0} ⊆ S ⊆ (I, f).

Por lo tanto (I, f) = S y entonces (I, f) es un continuo indescomponible.
Ahora pasemos al inciso b). Supongamos que {f 2n(x)|n ≥ 0} no es denso en I .

Entonces por el Teorema 4.13, se tiene que A2,0 y A2,1
1 son intervalos cerrrados no de-

generados que cumplen
i) A2,0 ∪ A2,1 = I ,
ii) f(A2,0) = A2,1, f(A2,1) = A2,0,
iii) A2,0 ∩ A2,1 = {p} tal que f(p) = p.

Llamemos a A2,0 = C1 y a A2,1 = C2

A partir de esta información definimos los siguientes conjuntos H y K.

H = {y ∈ (I, f) : para toda n ≥ 0, y2n ∈ C1 y y2n+1 ∈ C2} y

K = {y ∈ (I, f) : para toda n ≥ 0, y2n ∈ C2 y y2n+1 ∈ C1}.
Veamos que H y K son los que nos pide el teorema.

Primero veremos que f̂(H) = K y f̂(K) = H .
Empecemos con f̂(H) = K.
Sea x ∈ K, x = (x0, x1, x2, ...). Si nombramos a (x1, x2, x3, ...) = (y0, y1, y2, ...),

entonces yi = xi+1 para toda i ≥ 0. Como x ∈ K, se tiene que para toda n ≥ 0, x2n ∈ C2

1Recordemos que As,k = {fsn+k(x)|n ≥ 0}
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y x2n+1 ∈ C1, entonces y2n ∈ C1 y y2n+1 ∈ C2. Por lo tanto (y0, y1, y2, ...) ∈ H y como
f̂(y0, y1, y2, ...) = (x0, x1, x2, ...), entonces x ∈ f̂(H).

Sea x ∈ H . Entonces para toda n ≥ 0, x2n ∈ C1 y x2n+1 ∈ C2. Sea (y0, y1, y2, ...) =
(f(x0), x0, x1, ...). Entonces y0 ∈ C2, y2i = x2i−1, si i ≥ 1 y y2i+1 = x2i, si i ≥ 0. Por lo
tanto para toda i ≥ 0, y2i ∈ C2 y y2i+1 ∈ C1, lo cual nos dice que que (y0, y1, ...) ∈ K
y entonces f̂(x) ∈ K. Esto nos prueba la otra contención. Por lo tanto f̂(H) = K. La
prueba de que f̂(K) = H es similar.

Ahora veremos que H y K son subcontinuos propios de (I, f), empecemos con H .
Primero definamos una función h : C1 → C1 como h(x) = f 2(x). Observemos que h

esta bien definida, entonces (C1, h) es un continuo. Veamos que (C1, h) es homeomorfo a
H .

Sea F : (C1, h)→ H , definida como

F (y0, y1, y2, y3, ...) = (y0, f(y1), y1, f(y2), y2, f(y3), y3, ..., f(yn), yn, ...).

Observemos que las entradas pares de esta sucesión son de la forma yn ∈ C1 y que las
entradas impares son de la forma f(yn) ∈ C2, entonces F (y0, y1, y2, ...) ∈ H . Por lo tanto
F está bien definida.

Veamos ahora que F es inyectiva. Sean z, y ∈ (C1, h), supongamos que
F (y0, y1, y2, ...) = F (z0, z1, z2, ...), entonces las entradas pares de las dos sucesiones son
iguales y por lo tanto (y0, y1, y2, ...) = (z0, z1, z2, ...). Esto prueba la inyectividad.

Sea (y0, y1, y2, ...) ∈ H . Entonces para toda n ≥ 0, y2n ∈ C1 y y2n+1 ∈ C2, luego
(y0, y2, y4, ...) ∈ (C1, h). Además F (y0, y2, y4, ...) = (y0, y1, y2, y3, ...). Lo cual prueba la
suprayectividad.

Finalmente para ver que F es continua observemos que π2i ◦ F = πi para toda i ≥ 0
y π2i−1 ◦ F = f ◦ πi para toda i ≥ 1, las cuales son funciones continuas. Lo cual nos dice
que F es continua. Como (C1, h) es compacto yH es T2, entonces (C1, h) es homeomorfo
a H . Por lo tanto H es un continuo.

Sea x0 ∈ C2 \ {p}. Entonces por ser f suprayectiva, existe x ∈ (I, f) tal que x0 =
π0(x). Como x0 ∈ C2 \ {p}, entonces x /∈ H y por lo tanto H es un subcontinuo propio.

Ya vimos que f̂(H) = K y como f̂ es un homeomorfismo y H es un subcontinuo
propio, entonces K es un subcontinuo propio.

Ahora veamos que H ∪K = (I, f). De la definición de H y K se sigue que H ∪K ⊆
(I, f). Para la otra contención, tomamos x ∈ (I, f).

Si x es de la forma x = (p, p, p, ...) = p, entonces xn ∈ C1 ∩ C2 para toda n ∈ N. Por
lo tanto x ∈ H ∪K.

Si x 6= p, entonces existe n ∈ N tal que xn 6= p. Sea N = mı́n{i ∈ N : xi 6= p}.
Observemos que si n ≥ N , xn 6= p, pues f(p) = p. Sea n ≥ N . Entonces xn ∈ Ci, para
algún i ∈ {1, 2}, luego xn+1 ∈ Cj con j 6= i. Pues si xn+1 ∈ Ci, entonces xn ∈ Cj , luego
xn ∈ Ci ∩ Cj , entonces xn = p. Esto es una contradicción, pues n ≥ N . Entonces los
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xn′s son alternados, si n ≥ N . Como f(Ci) = Cj , entonces los xn′s se alternan para toda
n ≥ 0. Por lo tanto x está en H o en K, dependiendo en donde está x0, en C1 ó en C2.

Ahora veremos que H ∩K = {p}. Ya vimos que p ∈ H ∩K. Si x ∈ H ∩K, entonces
xn ∈ C1 ∩ C2 para toda n ≥ 0. Como C1 ∩ C2 = {p}, entonces x = p. Esto prueba que
H ∩K = {p}.

Finalmente veremos que H y K son continuos indescomponibles. Para esto recorde-
mos que estamos en el caso en donde O(x, f) es denso en I y A2,0 no es denso en I . Por
el Teorema 4.13, A2(2),0 es denso en A2,0 = C1, es decir {f 4n(x) : n ≥ 0} es denso en
C1. Como h(x) = f 2(x), entonces {h2n(x) : n ≥ 0} es denso en C1. Por el inciso a) del
Teorema 4.26, (C1, h) es un continuo indescomponible y como (C1, h) es homeomorfo a
H , entonces H es un continuo indescomponible. Como f̂(H) = K y f̂ es un homeomor-
fismo, entonces K es un continuo indescomponible. Esto concluye la demostración del
Teorema 4.26. �



Capı́tulo 5

Indescomponibilidad y periodo 3

El objetivo de este capı́tulo es estudiar algunas relaciones que hay entre subcontinuos
indescomponibles de (I, f) y puntos periódicos de f cuyos periodos no son potencia de 2.

El Teorema de Sharkovskii nos dice que si f : I → I tiene un punto periódico que no
es potencia de 2, entonces f tiene una infinidad de puntos periódicos. En particular f tiene
puntos periódicos de periodo 2k para toda k ∈ N ∪ {0}.

Recordemos que en el capı́tulo anterior vimos que si f tiene una órbita densa, entonces
(I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. En este capı́tulo volverán a aparecer
subcontinuos indescomponibles en (I, f), pero ahora será gracias a puntos periódicos de f
cuyos periodos no son potencia de 2. Parece ser que cuando la dinámica de f es interesante,
aperecen subcontinuos indescomponibles en (I, f).

Para desarrollar la teorı́a que hay entre indescomponibilidad y puntos periódicos, he-
mos dividido este capı́tulo en tres secciones. En la primera sección supondremos que (I, f)
es un continuo indescomponible y en base a esta suposición veremos que bajo ciertas
condiciones f tiene un punto periódico cuyo periodo no es potencia de 2.

En la segunda sección veremos que si f tiene un punto periódico cuyo periodo no
es potencia de 2, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. También de-
mostraremos un corolario que nos relaciona, puntos periódicos cuyos periodos no son
potencia de 2, con subcontinuos indescomponibles de (I, f).

En la última sección mostraremos un ejemplo de una función f : I → I que cumple
que (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero f no tiene puntos periódicos
de periodo mayor a 1. Lo cual nos dice que el regreso del Teorema 5.31 no siempre se
cumple.

5.1. Indescomponibilidad y Puntos Esquina Implican Periodo 3

Sabemos que los continuos indescomponibles son algo complicados, pues si tan sólo
pensamos en el continuo de Knaster y el pseudoarco, ya es suficiente para imaginarnos que
este tipo de continuos son difı́ciles. Además de que guardan algunas propiedades intere-
santes que escapan de la intuición. Como por ejemplo el pseudoarco, el cual no se puede
dibujar por no contener arcos, o el continuo de Knaster que cumple que sus subcontinuos
propios son arcos, pero el mismo no es un arco.
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Lo anterior nos lanza una pregunta natural relacionado con f e (I, f), la pregunta es:
¿Cómo será f cuando (I, f) sea un continuo indescomponible? Es natural intuir que la
función f tiene que ser muy interesante, ya sea con respecto a la dinámica o quizá dinámi-
camente no sea intersante, pero tal vez sea difı́cil de construir.

Hablando de dinámica, por ejemplo en el primer capı́tulo vimos que el lı́mite inverso
de la función tienda es el continuo de Knaster. Sabemos que la dinámica de la función
tienda es muy interesante ya que tiene puntos periódicos de cualquier periodo, tiene órbitas
densas y además es una función caótica.

El objetivo de esta sección es argumentar, que si (I, f) es un continuo indescomponible
y f es de cierta forma, entonces f es una función dinámicamente interesante como la
tienda.

Nos enfocaremos en funciones que son uniones finitas de funciones monótonas, a este
tipo de funciones les diremos que tienen una cantidad finita de puntos esquina (ver Defini-
ción 5.13). Observemos que estas funciones son fáciles de construir y podrı́amos decir
que son una clase muy importante de funciones, f : I → I , continuas. Aunque sencillas
que parezcan, muchas veces la dinámica de este tipo de funciones resulta muy interesante,
como es el caso de la función tienda.

El Teorema 5.23, el cual es el teorema principal de esta sección, nos dice que si f : I →
I es una función continua y suprayectiva que tiene una cantidad finita de puntos esquina
y que además cumple que (I, f) es un continuo indescomponible, entonces f tiene puntos
periódicos cuyos periodos no son potencia de 2. A continuación desarrollaremos algunas
herramientas que nos ayudarán a demostrar este teorema. Algunos de los lemas que se
muestran a continuación nos dan información importante, por ejemplo el Lema 5.22 nos
da algunas condiciones sobre f , para que f tenga exactamente puntos de periodo 3. Se le
invita al lector a que lea detenidamente los resultados previos al Teorema principal, varios
de ellos son interesantes.

Primero desarrollaremos algunas herramientas que nos ayudarán a probar el Teorema
5.9, este teorema será importante para probar el Teorema 5.23.

La siguiente definición es muy conocida en teorı́a de continuos, la recordamos porque
será muy utilizada en gran parte del capı́tulo.

Definición 5.1. Sea X un continuo, sean x, y ∈ I . Decimos que X es irruducible entre x
y y si no existe un subcontinuo propio de X que tenga a x y a y.

En la siguiente observación denotaremos a [xn, yn] ⊆ I , como el intervalo cerrado
más chico que tiene a xn, yn. Para demostrar el próximo lema, necesitaremos ayuda de
la siguiente observación, el cual nos describe una forma de como están ordenados los
intervalos [xn, yn] cuando x, y ∈ (I, f).

Observación 5.2. Sea f : I → I , una función continua. Sean x, y ∈ (I, f), con x =
(x0, x1, x2, ...) y y = (y0, y1, y2, ...). Entonces para toda n ≥ 0 y k ≥ 0 se tiene que
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i) [xk+n, yk+n] ⊆ f([xk+n+1, yk+n+1]) y
ii) fn[xk+n, yk+n] ⊆ fn+1[xk+n+1, yk+n+1].

DEMOSTRACIÓN. Sean n ≥ 0 y k ≥ 0. Como f(xk+n+1) = xk+n y f(yk+n+1) =
yk+n, entonces por el teorema del valor intermedio

[xk+n, yk+n] ⊆ f([xk+n+1, yk+n+1]).

Si aplicamos fn de ambos lados tenemos

fn([xk+n, yk+n]) ⊆ fn+1([xk+n+1, yk+n+1]).

Lo cual nos prueba la observación. �

En el siguiente lema empezaremos a utilizar la Definición 5.1. Este lema nos da una
propiedad interesante sobre el intervalo cuando existen x, y ∈ (I, f) tal que (I, f) es
irreducible entre ellos. Las construcciones que haremos en la demostración de este lema
nos servirán para probar el Lema 5.5.

Lema 5.3. Sea I = [a, b], sea f : I → I una función continua y suprayectiva. Supongamos
que (I, f) es irreducible entre x y y, entonces para todo c, d ∈ I , con a < c < d < b,
existe N ∈ N tal que si n ≥ N , [c, d] ⊆ fn([xn, yn]).

DEMOSTRACIÓN. Por la observación anterior, dado k ≥ 0 tenemos que

[xk, yk] ⊆ f([xk+1, yk+1]) ⊆ f 2([xk+2, yk+2]) ⊆· · ·⊆ fn[xk+n, yk+n] ⊆· · · .
Sea

Lk = [xk, yk] ∪ f([xk+1, yk+1]) ∪ f 2([xk+2, yk+2]) ∪ · · · fn([xk+n, yk+n]) ∪ · · · =⋃
n≥k

fn−k[xn, yn].

Como {fn−k[xn, yn]}n≥k es una sucesión creciente de intervalos, entonces Lk es un inter-
valo.

Para cada k ≥ 0, sea
Jk = Lk.

Entonces Jk es un intervalo cerrado.
Veamos que

f(Jk+1) = Jk.

Recordemos que Lk+1 = [xk+1, yk+1] ∪ f([xk+2, yk+2]) ∪ f 2([xk+3, yk+3]) ∪ · · · , en-
tonces Lk = [xk, yk] ∪ f(Lk+1). Como Lk+1 ⊆ Jk+1, entonces f(Lk+1) ⊆ f(Jk+1).
Además como [xk, yk] ⊆ f([xk+1, yk+1]) y f([xk+1, yk+1]) ⊆ f(Jk+1), entonces [xk, yk] ⊆
f(Jk+1). Por lo tanto [xk, yk] ∪ f(Lk+1) = Lk ⊆ f(Jk+1), entonces Lk ⊆ f(Jk+1), luego
Jk ⊆ f(Jk+1).
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Para la otra contención, recordemos que como f es continua, se cumple que f(C) ⊆
f(C), entonces f(Lk+1) ⊆ f(Lk+1) ⊆ Lk. Por lo tanto f(Jk+1) ⊆ Jk. Esta contención
termina la prueba de que que f(Jk+1) = Jk.

Como ya vimos que para toda k ≥ 0, f(Jk+1) = Jk, entonces podemos hablar de

J = lim←−(Jk, f).

Observemos que J es un subcontinuo de (I, f) que tiene a x y a y, pues para toda k ≥ 0,
xk, yk ∈ Jk. Y como (I, f) es irreducible entre x y y, entonces J = (I, f).

Como f es suprayectiva, entonces J0 = I , luego

I =
∞⋃
n=0

fn([xn, yn]).

Como L0 es un intervalo y L0 = I = [a, b], entonces

L0 =
∞⋃
n=0

fn([xn, yn]) ∪ {a, b} = I.

De la hipótesis de que a < c < d < b y de la propiedad fn([xn, yn]) ⊆ fn+1([xn+1, yn+1])
para toda n ≥ 0, se sigue que existe N ∈ N tal que {c, d} ⊆ fN([xN , yN ]). Por el teorema
del valor intermedio [c, d] ⊆ fN([xN , yN ]). Entonces por la Observación 5.2, si n ≥ N ,
[c, d] ⊆ fn([xn, yn]). Esto termina la prueba del lema. �

En lo siguiente introducimos la definición de función orgánica. Este tipo de funciones
será muy importante, pues en el Teorema 5.9, probaremos que si (I, f) es un continuo
indescomponible y f es orgánica, entonces f tiene un punto periódico cuyo periodo no es
potencia de 2.

Definición 5.4. Sea f : I → I una función continua. Decimos que f : I → I es una
función orgánica si para todo x, y en (I, f) tal que (I, f) es irreducible entre x y y, existe
n ∈ N tal que fn([xn, yn]) = I . Donde [xn, yn] denota al intervalo más pequeño que tiene
a xn y a yn.

Diremos que f : I → I es inorgánica si no es orgánica

Quizá por el difı́cil manejo de los lı́mites inversos sea complicado encontrar funciones
f : I → I que sean orgánicas. Lo cual nos puede hacer pensar que tal vez ese tipo de
funciones no existan. El siguiente lema nos viene a rescatar, ya que gracias a este lema
podemos dar una infinidad de ejemplos de funciones orgánicas.

El ejemplo de la función que se da en la última sección de este capı́tulo es un ejemplo
de función inorgánica.

Lema 5.5. Sea I = [a, b] y f : I → I continua. Supongamos que existen p, q en (a, b) y
r, s ≥ 1 tal que f r(p) = a y f s(q) = b, entonces f : I → I es orgánica.
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DEMOSTRACIÓN. Sean x, y en (I, f) tales que (I, f) es irreducible entre ellos. Vea-
mos que existe n ∈ N tal que fn([xn, yn]) = I .

Como f(f r−1(p)) = a , f(f s−1(q)) = b y f es continua, entonces, por el teorema del
valor intermedio, f es suprayectiva.

Como f es suprayectiva, entonces este lema cumple las hipótesis del lema anterior.
Usando el hecho de que, lim←−(Jk, f) = (I, f), de la demostración del lema anterior y que
f es suprayectiva, se sigue que Jr = I . Es decir

Jr = Lr =
⋃
n≥r

fn−r([xn, yn]) = I .

Como p ∈ (a, b) y Lr es un intervalo, entonces p ∈
⋃
n≥r f

n−r([xn, yn]), luego existe
N1 tal que p ∈ fN1−r([xN1 , yN1 ]). Como f r(p) = a, entonces a ∈ fN1([xN1 , yN1 ]).
Análogamente tenemos que Js = I , entonces existe N2 tal que q ∈ fN2−s([xN2 , yN2 ]).
Como f s(q) = b, entonces b ∈ fN2([xN2 , yN2 ]). De la Observación 5.2, se sigue que
si N = max{N1, N2}, entonces {a, b} ⊆ fN([xN , yN ]), luego por el teorema del valor
intermedio I = fN([xN , yN ]). �

Los siguientes dos lemas nos hablan de algunas propiedades conocidas de funciones
continuas, f : I → I . Estos lemas serán importantes para probar el próximo Teorema. El
próximo lema se podrı́a pensar como una forma del teorema del valor intermedio, pues nos
dice que si K ⊆ f(J), donde K, J son intervalos, entonces existe un subintervalo R ⊆ J
tal que f(R) = K.

Lema 5.6. Sea I un intervalo, f : I → I una función continua y [a, b], [c, d] subintervalos
de I . Si [a, b] ⊆ f([c, d]), entonces existe [e,m] ⊆ [c, d] tal que f([e,m]) = [a, b].

DEMOSTRACIÓN. Como a, b ∈ f([c, d]), entonces existen t, q ∈ [c, d] tales que
f(t) = a y f(q) = b. Puede pasar que t ≤ q ó q < t.

Caso 1. Si t ≤ q, sea e = sup{x ∈ I : x ≤ q y f(x) = a}, como f(t) = a, entonces
e existe. Ahora sea m = inf{r ∈ I : e ≤ r ≤ q y f(r) = b}, como f(q) = b y e ≤ q,
entonces m existe. Veamos que f([e,m]) = [a, b].

Por la continuidad de la función f y por la definición de ı́nfimo y supremo tenemos
que f(e) = a y f(m) = b. Entonces por el teorema del valor intermedio [a, b] ⊆ f([e,m]).

Veamos ahora que f([e,m]) ⊆ [a, b]. Sea x ∈ (e,m), si f(x) < a, entonces f(x) <
a < f(m), por el T.V.I. existe z ∈ (x,m) tal que f(z) = a. Como z < m ≤ q, entonces
z ≤ q, luego z ≤ e, pero e < x < z, esto es una contradicción, por lo tanto a ≤ f(x).

Si b < f(x), entonces f(e) < b < f(x), luego existe z ∈ (e, x) tal que f(z) = b.
Como e < z < x < m ≤ q, entonces e < z ≤ q, luego m ≤ z, pero z < m, esto es una
contradicción, por lo tanto f(x) ≥ b.

De las dos desigualdades se sigue que a ≤ f(x) ≤ b. Por lo tanto f([e,m]) ⊆ [a, b].
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Caso 2. Si q < t, sea e = sup{r ∈ I : r < t y f(r) = b} y m = inf{r ∈ I : e ≤
r ≤ t y f(r) = a}. Como f(q) = b y q < t, entonces e existe, también pasa que e ≤ t
y f(t) = a, entonces m existe. Al igual que en el caso anterior f(e) = b y f(m) = a
entonces [a, b] ⊆ f([e,m]).

Ahora sea x ∈ (e,m) si f(x) < a, entonces f(x) < a < f(e), luego existe z ∈ (e, x)
tal que f(z) = a. Como e < z < m ≤ t, entonces e < z < t, luego m ≤ z, pero z < m,
esto es una contradicción. Por lo tanto a ≤ f(x).

Si b < f(x), entonces f(m) < b < f(x), luego existe z ∈ (x,m) tal que f(z) = b y
z < t, entonces z ≤ e, pero e < z, esto es un contradicción. Por lo tanto f(x) ∈ [a, b].
Esto prueba que f([e,m]) ⊆ [a, b] y ası́ terminamos el lema. �

El Lema 5.7 nos regala un punto fijo cuando J ⊆ f(J) para un intervalo J . El punto
fijo que nos regala este lema, será importante para demostrar el Lema 5.8

Lema 5.7. Sea f : I → I una función continua y [a, b] ⊆ I tal que [a, b] ⊆ f([a, b]),
entonces existe z ∈ [a, b] tal que f(z) = z

DEMOSTRACIÓN. Como a ∈ f([a, b]), entonces existe x ∈ [a, b] tal que f(x) = a,
luego f(x) ≤ x. Como b ∈ f([a, b]), existe y ∈ [a, b] tal que f(y) = b, luego y ≤ f(y).
Si consideramos a la función h : [a, b] → R dada por h(w) = f(w) − w, entonces h
es continua, h(x) ≤ 0 y 0 ≤ h(y). Luego por el Teorema del valor intermedio existe
z ∈ [a, b] tal que h(z) = 0, entonces f(z) = z. �

El Lema 5.8 de cierta forma nos dice que cuando una función, f : I → I , contiene una
función tipo la función tienda, entonces f tiene un punto periódico de periodo 3.

El Lema 5.8 será en esencia lo que necesitaremos para demostrar el Teorema 5.9.
También nos servirá para demostrar los Lemas 5.21 y 5.22. Los cuales serán importantes
para probar el Teorema 5.23.

Lema 5.8. Sea f : I → I una función continua. Supongamos que existen c0, c1 y q en I ,
con c0 < q < c1, tal que [c0, c1] ⊆ f([c0, q]) y [c0, c1] ⊆ f([q, c1]), entonces f : I → I
tiene un punto periódico de periodo 3.

DEMOSTRACIÓN. Como [c0, q] ⊆ f([q, c1]), entonces por el Lema 5.6, existe J1
subintervalo de [q, c1] tal que f(J1) = [c0, q]. Como J1 ⊆ f([q, c1]), existe J2 ⊆ [q, c1] tal
que f(J2) = J1. Finalmente como J2 ⊆ f([c0, q]), existe J3 ⊆ [c0, q] tal que f(J3) = J2.

Del párrafo anterior tenemos que f(J3) = J2, f 2(J3) = J1, f 3(J3) = [c0, q] y J3 ⊆
[c0, q]. Por lo tanto J3 ⊆ f 3(J3). Por el Lema 5.7, existe x ∈ J3 tal que f 3(x) = x. Veamos
que x tiene periodo 3.

Observemos primero que q /∈ J1 ∩ J2. Si q ∈ J1 ∩ J2, como J1, J2 ⊆ [q, c1], entonces
J1 ⊆ J2 ó J2 ⊆ J1. Si J1 ⊆ J2, entonces f(J1) ⊆ f(J2), luego [c0, q] ⊆ J1 y J1 ⊆ [q, c1],
por lo tanto [c0, q] ⊆ [q, c1], que es una contradicción. Si J2 ⊆ J1, entonces f(J2) ⊆ f(J1),
luego J1 ⊆ [c0, q]. Esto es una contradición, pues J1 ⊆ [q, c1]. Por lo tanto q /∈ J1 ∩ J2.
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Ahora sı́, veamos que x es de periodo 3. Si f(x) = x, entonces x ∈ J2 y f(x) ∈ J1,
luego x ∈ J1 ∩ J2 ∩ J3, por lo tanto x = q y q ∈ J1 ∩ J2. Lo cual es una contradicción,
pues acabamos de ver que q /∈ J1 ∩ J2. Si f 2(x) = x, entonces f 3(x) = f(x) = x, luego
f(x) = x y regresamos al caso anterior. Por lo tanto x sı́ tiene periodo 3. �

Finalmente hemos llegado a uno de lo teoremas principales de esta sección. Como
vimos en el Lema 5.5, las funciones orgánicas son una familia bastante grande. Para esta
familia de funciones, el siguiente teorema nos dice que f tiene puntos periódicos, cuyos
periodos no son potencia de 2, cuando (I, f) es un continuo indescomponible.

Teorema 5.9. Si f : I → I es una función orgánica y (I, f) es indescomponible, entonces
f : I → I tiene un punto periódico cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACIÓN. Como (I, f) es indescomponible, hay tres puntos x, y, z ∈ (I, f)
tal que (I, f) es irreducible entre cualesquiera par de ellos. Recordando de la Observación
5.2, que si n < m, entonces fn([xn, yn]) ⊆ fm([xm, ym]) y usando que f es orgánica,
entonces existe n ∈ N tal que fn([xn, yn]) = fn([yn, zn]) = fn([xn, zn]) = I . Podemos
suponer que xn < yn < zn.

Como fn([xn, yn]) = fn([yn, zn]) = I , entonces [xn, zn] ⊆ fn([xn, yn]) y [xn, zn] ⊆
fn([yn, zn]). Usando el Lema 5.8, para la función fn : I → I , se sigue que existe x ∈ I
tal que x es un punto periódico de periodo 3 para la función fn. Es decir

fn(x) 6= (x), f 2n(x) 6= x y f 3n(x) = x.

Sea s ∈ N el periodo de x, entonces s es de la forma s = 3k ó s = 3k+1 ó s = 3k+2
para algún k ≥ 0. Si s = 3k + 1, entonces fns(x) = x, luego

x = fn(3k+1)(x) = fn(f 3nk(x)) = fn(x),

por lo tanto fn(x) = x y ya vimos que esto no puede pasar. Si s = 3k + 2, entonces
fn(3k+2)(x) = x, luego x = f 2n(f 3nk(x) = f 2n(x), por lo tanto f 2n(x) = x y ya vimos
que esto no puede pasar. Por lo tanto s = 3k que no es potencia de dos. �

En el teorema anterior vimos que si (I, f) es un continuo indescomponible y f es una
función orgánica, entonces f tiene un punto perı́odico de periodo no potencia de 2. En el
Teorema 5.23, básicamente se analizará el caso cuando f es inorgánica y tiene una cantidad
finita de puntos esquina (ver Definición 5.13). La teorı́a que se desarrolla a continuación
será para demostrar esa parte del Teorema 5.23.

El siguiente lema nos da una condición sobre f para que (I, f) sea un continuo des-
componible. Este lema nos ayudará a probar los Lemas 5.17 y 5.18, los cuales serán im-
portantes para probar la existencia de puntos fijos. Pero antes de demostrar el siguiente
lema, será necesario hacer la siguiente observación, la cual nos da una condición para que
un conjunto cerrado H de (I, f) sea un continuo.
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Observación 5.10. Se H ⊆ (I, f) un conjunto cerrado de (I, f). Supongamos que para
toda n ∈ N πn(H) es un intervalo, entonces H es un continuo.

DEMOSTRACIÓN. Como H es cerrado, entonces H es compacto y métrico. Sólo falta
ver que es conexo.

Supongamos que H no es conexo, entonces H = A ∪ B, tal que A y B son cerrados
ajenos no vacı́os de (I, f). Obsérvese que A,B se pueden tomar cerrados, pues H es
cerrado.

Como para toda n ≥ 0, πn(H) = πn(A) ∪ πn(B) y πn(H) es un intervalo, entonces
para toda n ∈ N πn(A) ∩ πn(B) 6= ∅, luego existen yn

A ∈ A y yn
B ∈ B tales que

πn(yn
A) = yn = πn(yn

B). Si definimos a y como y = (y0, y1, y2, ...), entonces

ĺım
n→∞

yn
A = y = ĺım

n→∞
yn

B,

pero A y B son cerrados, luego y ∈ A ∩B, lo cual contradice que son ajenos.
Por lo tanto H es un continuo. �

Lema 5.11. Supongamos que f : I → I es una función continua y suprayectiva, y sea
J ⊆ I un subintervalo cerrado propio de I tal que para cada n ∈ N, f−n(J) es un intervalo,
entonces (I, f) es un continuo descomponible.

DEMOSTRACIÓN. Sea H = {x ∈ (I, f) : x0 ∈ J}. Observemos que H = π−10 (J).
Como J es un intervalo cerrado y propio de I , f es sobre y π0 es continua, entonces H es
un subconjunto cerrado propio de (I, f).

Sea n ≥ 0. Veamos que πn(H) = f−n(J). Sea x ∈ πn(H). Entonces existe x ∈ H
tal que x = (x0, .., xn−1, x, xn+1, ...) y πn(x) = x, luego x0 = fn(x) ∈ J , entonces
x ∈ f−n(J). Por lo tanto πn(H) ⊆ f−n(J).

Ahora sea x ∈ f−n(J), entonces fn(x) ∈ J . Si consideramos el punto

x = (fn(x), fn−1(x), ..., x, xn+1, ...)

donde xi, con i ≥ n+ 1, cumplen que f(xi+1) = xi y f(xn+1) = x, esto se puede por ser
f suprayectiva. Entonces x ∈ H y x ∈ πn(H). Lo cual prueba que f−n(J) ⊆ πn(H). Con
las dos contenciones tenemos que πn(H) = f−n(J).

Por hipótesis tenemos que f−n(J) es un intervalo cerrado, entonces por la Obser-
vación 5.10,H es un subcontinuo propio de (I, f). Por último tenemos que π−10 (int(J)) ⊆
π−10 (J) ⊆ H , entoncesH es un subcontinuo propio de (I, f) con interior no vacı́o. Lo cual
nos dice que (I, f) es un continuo descomponible. �

El siguiente lema será muy importante para probar los incisos i) y ii) de la demostra-
ción del Teorema 5.23. La función f1 que se introduce en el siguiente lema, en sistemas
dinámicos se le llama función conjugada de f . Se sabe que la dinámica de dos funciones
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conjugadas es esencialmente la misma. Si se cumple esta propiedad entre funciones con-
jugadas, es de esperarse que los lı́mites inversos respectivos sean homeomorfos. Tal hecho
se prueba en el siguiente lema.

Lema 5.12. Sea f : I → I una función continua y h : I → I un homeomorfismo. Si
f1 = h ◦ f ◦ h−1, entonces (I, f) y (I, f1) son homeomorfos.

DEMOSTRACIÓN. Sea H : (I, f)→ (I, f1) una función dada por

H(x0, x1, x2, ...) = (h(x0), h(x1), h(x2), ...).

Obsérvese que H está bien definida, pues

f1(h(xn+1)) = h(f(xn+1)) = h(xn),

para n ≥ 0.
Como πn◦H(x0, x1, x2, ...) = h(xn) = h◦πn(x) y h◦πn es continua para toda n ≥ 0,

entonces H es continua.
Sean x, y ∈ (I, f). Si H(x0, x1, x2, ...) = H(y0, y1, y2, ...). Entonces h(xn) = h(yn) y

por ser h un homeomorfismo, xn = yn para toda n ≥ 0, esto prueba que H es inyectiva.
Ahora, sea (x0, x1, x2, ...) ∈ (I, f1). Entonces para cada n ≥ 0,

h ◦ f ◦ h−1(xn+1) = f1(xn+1) = xn, luego f ◦ h−1(xn+1) = h−1(xn), por lo tanto

(h−1(x0), h
−1(x1), h

−2(x2), ...) ∈ (I, f) y

H(h−1(x0), h
−1(x1), h

−2(x2), ...) = (x0, x1, x2, ...),

esto prueba que H es suprayectiva. Por lo tanto H es un homeomorfismo. �

Antes de seguir con la siguiente definición es importante que aclaremos lo que enten-
deré por función creciente y decreciente.

Sea f : I → I . Diremos que f es creciente si para todo x, y ∈ I , tal que x < y,
f(x) < f(y). f será decreciente si para toda x, y ∈ I , tal que x < y, f(y) < f(x).

Decimos que una función, f : I → I , es monónota si es creciente o decreciente.
Cuando f : I → I es una función continua decir que f es monótona es equivalente a
decir que f es inyectiva. Esta ultima equivalencia será utilizada para probar alguno de los
siguientes lemas.

Finalmente definiremos formalmente lo que quiere decir que una función f : I → I ,
tenga una cantidad finita de puntos esquina.

Definición 5.13. Sea I = [a, b] y f : I → I una función continua. Decimos que f : I → I
tiene una cantidad finita de puntos esquina si existe una cantidad finita de puntos de I ,
a0 < a1 < a2 < · · · < an, tal que a0 = a, an = b y para cada i ∈ {0, 1, 2, , .., n− 1}, f es
monótona en [ai, ai+1].
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El siguiente lema nos dice que la composición de funciones que tienen una cantidad
finita de puntos esquina, también tiene una cantidad finita de puntos esquina. Este lema
será utilizado en la parte ii) y iii) de la demostración del Teorema 5.23, para ver que
f 2 y f1 un conjugado de f , tienen una cantidad finita de puntos esquina. La siguiente
observación será la herramienta principal que nos ayudará a demostrar el siguiente lema.

Observación 5.14. Sea g : I → I una función continua y sea a0 < a1 < a2 < · · · < an
una partición de I , con a0 = a y an = b. Supongamos que g es inyectiva en [c, d] ⊆ I ,
entonces existe una partición w0 < w1 < w2 < · · · < wm de [c, d], con w0 = c y wm = d
que cumple que para toda i ∈ {0, 1, 2, ...,m − 1} existe j ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1} tal que
g[wi, wi+1] ⊆ [aj, aj+1].

DEMOSTRACIÓN. Como g : I → I es continua e inyectiva en [c, d], entonces g es
creciente ó decreciente en [c, d].

Caso 1. Si g es creciente, entonces g([c, d]) = [g(c), g(d)], sea an el más cercano por
la izquierda al intervalo [g(c), g(d)] y am es más cercano por la derecha, entonces

[g(c), g(d)] ⊆ [an, am] y para cada i ∈ {n+ 1, n+ 2, ...,m− 1} existe wi ∈ [c, d] tal que
g(wi) = ai.

Observemos que por ser g creciente en [c, d], se cumple que para cada i ∈ {n+1, n+2, ...,
m − 1}, wi < wi+1. Por la continuidad de g y el Teorema del valor intermedio se sigue
que

g([c, wn+1]) ⊆ [an, an+1], g([wi, wi+1]) = [ai, ai+1] si i ∈ {n+ 1, n+ 2, ...,m− 1}

y g([wm−1, d] ⊆ [am−1, am]).

Entonces la partición de [c, d] dada por {c, wn+1, wn+2, ..., wm−1, d} cumple lo que quere-
mos.

Caso 2. Si g es decreciente entonces g([c, d]) = [g(d), g(c)], sea an el más cercano por
la izquierda a g(d) y am el más cercano por la derecha a g(c), entonces

[g(d), g(c)] ⊆ [an, am] y para cada i ∈ {n+ 1, n+ 2, ...,m− 1} existe wi ∈ (c, d) tal que
g(wi) = ai.

Por ser g decreciente se cumple que

c < wm−1 < wm−2 < wm−3 < · · · < wn+1 < d.

Por la continuidad de g y el teorema del valor intermedio se sigue que

g([wn+1, d]) ⊆ [an, an+1], g([wi, wi−1]) = [ai−1, ai] si i ∈ {n+ 2, ...,m− 1}

y g([c, wm−1]) ⊆ [am−1, am].
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Entonces la partición dada por {c, wm−1, wm−2, ..., wn+1, d} cumple lo que queremos.
�

Lema 5.15. Sean f, g : I → I funciones continuas. Supongamos que f, g : I → I tienen
una cantidad finita de puntos esquina, entonces f ◦ g : I → I tiene una cantidad finita de
puntos esquina.

DEMOSTRACIÓN. Sea {a0, a1, a2, ..., an} la partición de I , tal que f es inyectiva en
[ai, ai+1] para cada i ∈ {0, 1, ..., n− 1} y sea Pb = {b0, b1, ..., bm} la partición de I tal que
g es inyectiva en [bi, bi+1] para cada i ∈ {0, 1, 2, ...,m− 1}.

Por la observación anterior, existe una partición Pw = {w0, w1, w2, ...., ws} de I , que
es un refinamineto de Pb, tal que para cada i ∈ {0, 1, 2, ..., s−1} existe j ∈ {0, 1, 2, ..., n−
1} tal que g([wi, wi+1]) ⊆ [aj, aj+1].

Como Pw refina a Pb se tiene que para toda i ∈ {0, 1, 2, ..., s − 1} g es inyectiva en
[wi, wi+1] y como g([wi, wi+1]) ⊆ [aj, aj+1] para alguna j ∈ {0, 1, 2, ..., n − 1} y f es
inyectiva en [aj, aj+1], entonces f ◦ g es inyectiva en [wi, wi+1]. Esto prueba que f ◦ g es
monótona en [wi, wi+1] para toda i ∈ {0, 1, 2, ..., s−1} y entonces f ◦g tiene una cantidad
finita de puntos esquina. �

En el Teorema 5.9, utizamos que f : I → I era una función orgánica. A partir de ahora,
con ayuda de los lemas anteriores, empezaremos a analizar el caso cuando f : I → I es un
función inorgánica. El siguiente lema nos dice que si f : I → I es una función inorgánica y
suprayectiva, entonces puede pasar que f−1({a}) = {a}. Este último lema es importante,
ya que aparecerá en las hipótesis del Lema 5.22.

Analizando el próximo lema y el Lema 5.22, podemos ir imaginando como será la
demostración del Teorema 5.23.

Lema 5.16. Sea I = [a, b], f : I → I una función continua, inorgánica y suprayectiva.
Entonces pasa alguno de los siguientes:

f−1({a}) = {a}
f−1({b}) = {b}
f−1({a, b}) = {a, b} y f(a) = b, f(b) = a.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que f−1({a}) 6= {a} y f−1({b}) 6= {b}. Veamos
primero que f(a) = b y que f(b) = a.

Como f−1({a}) 6= {a}, f−1({b}) 6= {b} y f es suprayectiva, entonces existen p, q ∈ I
tal que a < p ≤ b, con f(p) = a y a ≤ q < b, con f(q) = b.

Si a < p < b, entonces por ser f inorgánica y por el Lema 5.5, se sigue que q = a,
luego f(a) = b y como f(p) = a, entonces f 2(p) = b, luego por Lema 5.5, f es orgánica.
Lo cual contradice las hipótesis. Por lo tanto p = b, similarmente se demuestra que q = a.
Esto prueba que f(a) = b, f(b) = a y {a, b} ⊆ f−1({a, b}).

Ahora si x ∈ f−1({a, b}), entonces f(x) = a ó f(x) = b. Si f(x) = a y a < x < b.
Como f(a) = b, entonces f 2(x) = b, luego por el Lema 5.5, f es orgánica. Lo cual
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contradice la hipótesis. Por lo tanto x ∈ {a, b}. Similarmente se prueba que si f(x) = b,
entonces x ∈ {a, b}. Por lo tanto f−1({a, b}) ⊆ {a, b}, lo cual termina el lema. �

Los siguientes dos lemas nos servirán para asegurar la existencia de puntos fijos en la
demostración del Lema 5.21.

Al principio sólo habı́a hecho el Lema 5.18, pero luego me di cuenta que era nece-
sario hacer el Lema 5.17 por separado, pues este lema tiene menos hipótesis y éstas son
las únicas hipótesis que me dan para demostrar la segunda parte del Lema 5.21. La de-
mostración de los dos lemas es muy parecida. El volver a hacerla me ayudó a comprender
mejor la demostración.

De aquı́ en adelante I será un intervalo cerrado de R de la forma I = [a, b].

Lema 5.17. Si f : I → I es una función continua y suprayectiva que cumple
i) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina,
ii) (I, f) es indescomponible y
iii) f−1({a}) = {a}.

Entonces para toda c ∈ (a, b) existe x ∈ (a, c] tal que f(x) ≤ x.

DEMOSTRACIÓN. Sea I = [a, b] y a0 < a1 < · · · < an la cantidad finita de puntos
esquina de f en I .

Supongamos que existe c ∈ (a, b) tal que para toda y ∈ (a, c], y < f(y).
Como a /∈ f([c, b]) y f es continua, entonces existe r ∈ I , con a < r < a1 y r < c, tal

que [a, r] ∩ f([c, b]) = ∅. Veamos que [a, r] ∩ f([r, b]) = ∅.
Como [a, r] ∩ f([r, b]) = [a, r] ∩ (f([r, c]) ∪ f([c, b])) = [a, r] ∩ f([r, c]). Si z ∈

[a, r]∩f([r, c]), entonces hayw ∈ [r, c] tal que f(w) = z, luego f(w) ≤ w, esto contradice
que f(w) > w para toda w ∈ (a, c]. Por lo tanto [a, r] ∩ f([r, b]) = ∅.

De lo anterior y de que f es suprayectiva se sigue que

(3) [a, r] ⊆ f([a, r]).

Si x ∈ f−1([a, r]), f(x) ∈ [a, r]. Como [a, r] ∩ f([r, b]) = ∅, entonces x ∈ [a, r], por
lo tanto

(4) f−1([a, r]) ⊆ [a, r].

De la Ecuaciones (3) y (4) se sigue que f−1([a, r]) = f |−1[a,r]([a, r]) y este último es un
intervalo, pues r < a1 y f |[a,r] : [a, r] → I es monótona, por lo tanto f−1([a, r]) es un
intervalo.

Como f−1([a, r]) ⊆ f([a, r]) y f−2([a, r]) ⊆ [a, r], entonces

f−2([a, r]) = f |−1[a,r](f
−1([a, r]))

y este último es un intervalo pues f |[a,r] es monótona, entonces f−2([a, r]) es un intervalo.
Inductivamente podemos ver que para toda n ≥ 2,
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f−n([a, r]) ⊆ [a, r], f−(n−1)([a, r]) ⊆ f([a, r]) y f−(n−1)([a, r]) es un intervalo,

entonces f−n([a, r]) = f |−1[a,r](f
−(n−1)([a, r])) y este último es un intervalo, pues f |[a,r] es

monótona. Por lo tanto tenemos que f−n([a, r]) es un intervalo para toda n ∈ N, luego por
el Lema 5.11, (I, f) es descomponible, lo cual contradice la hipótesis de este lema. Por lo
tanto para todo c ∈ (a, b) existe x ∈ (a, c] tal que f(x) ≤ x. �

Lema 5.18. Si f : I → I es una función continua tal que:
i) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina,
ii) (I, f) es un continuo indescomponible,
iii) f−1({a}) = {a} y f−1({b}) = {b}.

Entonces para toda c ∈ (a, b) existe x ∈ (a, c] y y ∈ [c, b) tal que f(x) ≤ x y y ≤ f(y).

DEMOSTRACIÓN. Sea c ∈ (a, b), por iii) f es suprayectiva. Entonces podemos aplicar
el Lema 5.17, con lo cual tenemos que existe x ∈ (a, c] tal que f(x) ≤ x.

Para probar la segunda parte usaremos que f−1({b}) = {b}.
La demostración es muy parecida. Supongamos que para toda x ∈ [c, b), f(x) < x.
Como b /∈ f([a, c]), entonces existe r ∈ I , con an−1 < r y c < r, tal que [r, b] ∩

f([a, c]) = ∅. Veamos que [r, b] ∩ f([a, r]) = ∅.
Como f([a, r]) = f([a, c]) ∪ f([c, r]), entonces [r, b] ∩ f([a, r]) = [r, b] ∩ (f([a, c]) ∪

f([c, r])) = [r, b] ∩ f([c, r]). Si z ∈ [r, b] ∩ f([c, r]), entonces z = f(w), con w ∈ [c, r] y
w ≤ f(w), esto contradice que w ∈ [c, b]. Por lo tanto [r, b] ∩ f([a, r]) = ∅

Del párrafo anterior se sigue que [r, b] ⊆ f([r, b]) y f−1([r, b]) ⊆ [r, b]. Como f |[r,b] :
[r, b] → f([r, b]) es un homeomorfismo y f−1([r, b]) = f |−1[r,b]([r, b]), entonces f−1([r, b])
es un intervalo. Nuevamente tenemos que f−2([r, b]) ⊆ [r, b] y f−1([r, b]) ⊆ f([r, b]),
entonces f−1(f−1([r, b])) = f |−1[b,r](f

−1([r, b])), luego f−2([r, b]) es un intervalo.
Inductivamente como en la demostración del Lema 5.17 se tiene que f−n([r, b]) es un

intervalo para toda n ∈ N. Entonces por el Lema 5.11, tendrı́amos que (I, f) es descom-
ponible, lo cual es una contradicción pues (I, f) es un continuo indescomponible. Por lo
tanto existe y ∈ [c, b) tal que y ≤ f(y). �

El siguiente lema nos asegura la existencia de un intervalo invariante bajo la condi-
ciones dadas. Ese intervalo invariante será utilizado en la demostración del Lema 5.21. La
condición, r ≤ q, con r ∈ (a, b), será importante para demostrar el Lema 5.22.

Lema 5.19. Si f : I → I es una función continua tal que:
i) f(a) = a.
ii) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina.
iii) Para toda c ∈ (a, b) existe x ∈ (a, c] tal que f(x) ≤ x.
iv) Existe q ∈ (a, b) tal que f(q) = q.

Entonces existe r ≤ q, con r ∈ (a, b), tal que f(r) = r y f([a, r]) = [a, r].
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DEMOSTRACIÓN. Sean a0, a1, ..., am en I , tal que f es monótona en [ai, ai+1] para
cada i ∈ {0, 1, 2, 3, ...,m− 1}.

En el inciso iv) nos dan un q ∈ (a, b) tal que f(q) = q. Como f(a) = a, entonces por
el T.V.I. [a, q] ⊆ f([a, q]).

Si [a, q] ⊆ [a, a1], como f es creciente en ese intervalo, f(q) = q y f(a) = a, entonces
f([a, q]) ⊆ [a, q], luego f([a, q]) = [a, q] y es lo que queremos.

Si [a, q] * [a, a1], entonces a1 < q. Si suponemos que f([a, q]) * [a, q], entonces
existe y ∈ (a, q) tal que q < f(y), por lo tanto y < f(y). Sea an tal que q ∈ [an, an+1].

Si an ≤ y, como y < q, f(q) = q y f(y) > q, entonces f tiene que ser decreciente en
[an, an+1]. Como an ≤ y y f(y) ≤ f(an), entonces an < f(an).

Si y < an, sea aj tal que aj ≤ q y y ∈ [aj−1, aj]. Si f es creciente en [aj−1, aj],
entonces f(y) ≤ f(aj) y q < f(y), entonces aj < f(aj). Si f es decreciente en [aj−1, aj],
entonces f(y) ≤ f(aj−1), luego aj−1 < f(aj−1).

Podemos concluir que existe un aj , con a < aj < q, tal que aj < f(aj).
Sea am = mı́n{aj : a < aj < q, aj < f(aj)}. Entonces am < f(am), por el inciso iii),

existe x ∈ (a, am) tal que f(x) ≤ x. Por el T.V.I. existe qm ∈ (a, am) tal que f(qm) = qm.
Nuevamente por el T.V.I. [a, qm] ⊆ f([a, qm]).

Si no pasara que f([a, qm]) ⊆ [a, qm], igual que como hicimos cuando supusimos que
f([a, q]) * [a, q], podemos encontrar un aj , con a < aj < qm, tal que aj < f(aj). Pero
como qm < am, entonces aj < am. Lo cual contradice la elección de am. Por lo tanto
f([a, qm]) = [a, qm] y f(qm) = qm. �

Como se habrán dado cuenta varios de los lemas anteriores que hemos desarrollado los
utilizaremos para demostrar los Lemas 5.21 y 5.22, los cuales serán los lemas importantes
para demostrar el Teorema 5.23. En el artı́culo principal, artı́culo [5], esencialmente sólo
venı́an los Lemas 5.21 y 5.22, enseguida los demostraba en una página. A mı́ me pare-
ció difı́cil enteder la demostración de esos lemas en una sola página, por eso lo he dividido
en varios lemas.

El próximo lema será el último que necesitaremos para demostrar los Lemas 5.21 y
5.22. Los cuales son los principales de esta sección. Parte de lo que nos dice el siguiente
lema es que bajo ciertas condiciones existe un intervalo, [aj, aj+1], donde la función f es
decreciente.

Lema 5.20. Sea f : I → I una función continua y suprayectiva. Supongamos que existe
q ∈ (a, b) tal que:

i) f(q) = q y f([a, q]) = [a, q].
ii) (I, f) es un continuo indescomponible.
iii) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina, {a0, a1, a2, ..., ak}.

Entonces existe an tal que f(an) < q < an.

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero que existe x ∈ I tal que q < x y f(x) < q.
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Supongamos que para todo x con q < x, q ≤ f(x).
Si consideramos a T = [q, b], entonces la función f |T : T → T está bien definida. Si

J = [a, q], por el inciso i), la función f |J : J → J está bien definida.
Si x ∈ (I, f) y x = (q, q, q, ..., q, ...), entonces x ∈ (T, f |T ). Si x 6= q,

sea i = mı́n{j ≥ 0 : xj 6= q}. Si xi ∈ [a, q), entonces x ∈ (J, f |J). Si xi ∈ (q, b],
entonces x ∈ (T, f |T ). Por lo tanto (I, f) = (J, f |J) ∪ (I, f |I). Como f es suprayectiva y
J, I son subintervalos propios de I , entonces (T, f |T ) y (J, f |J) son subcontinuos propios
de (I, f). Por lo tanto (I, f) es un continuo descomponible. Esto es una contradicción,
pues estamos suponiendo que (I, f) es un continuo indescomponible. Por lo tanto existe
x ∈ I tal que q < x y f(x) < q.

Si no existe aj tal que q < aj < x, sea an el más próximo a q por la izquierda, entonces
an ≤ q < x ≤ an+1. Como f(x) < q, entonces f es decreciente en [an, an+1]. Por lo tanto
f(an+1) ≤ f(x), f(an+1) < q y q < an+1.

Si existe aj tal que q < aj < x, sea am el más próximo por la izquierda a x, entonces
q < am ≤ x ≤ am+1. Si f es creciente [am, am+1], entonces f(am) ≤ f(x) y f(x) < q,
luego f(am) < q y q < am. Si f es decreciente en [am, am+1], entonces f(am+1) ≤ f(x)
y f(x) < q. Por lo tanto f(am+1) < q y q < am+1, esto termina la prueba. �

Hemos llegado a los últimos dos lemas de esta sección, los cuales serán demostrados
gracias a la ayuda de los lemas anteriores. El primer lema nos pide más condiciones para
mostrar el mismo resultado del segundo lema. Parte de la demostración del segundo lema
es parecida a la demostración del primer lema. El segundo lema es importante porque nos
da exactamente las condiciones sobre f para que f tenga puntos periódicos de periodo 3,
cosa que no nos dice el Teorema 5.23, en ese teorema sólo nos dice que f tiene puntos
periódicos de periodo no potencia de 2.

Lema 5.21. Si f : I → I es una función continua y suprayectiva tal que:

i) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina, {a0, a1, ..., an}.
ii) (I, f) es un continuo indescomponible.
iii) f−1({a}) = {a} y f−1({b}) = {b}.

Entonces f : I → I tiene un punto periódico de periodo 3.

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 5.18, tenemos que para todo c ∈ (a, b) existen x, y ∈
I , con x ∈ (a, c], y ∈ [c, b), tal que f(x) ≤ x y y ≤ f(y), entonces existe q ∈ (a, b) tal
que f(q) = q. Por el Lema 5.19, existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = c y f([a, c]) = [a, c]. Por
el Lema 5.20, existe ai ∈ {a0, ..., an} talque f(ai) < c < ai.

Sea C = {ai ∈ {a0, a1, ..., an} : existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = c, f([a, c]) =
[a, c] y f(ai) < c < ai}. El conjunto C es no vacı́o por lo dicho anteriormente.

Sea am el máximo del conjunto C y sea c0 el que cumple que f(c0) = c0, f([a, c0]) =
[a, c0] y f(am) < c0 < am.
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Como f−1({b}) = {b}, entonces am 6= b, luego am < b. Por el Lema 5.18, existe
y ∈ (am, b) tal que y ≤ f(y). Como f(am) < am, entonces existe r ∈ (am, b) tal que
f(r) = r.

Sea h(x) = f(x) − x, con h : [am, b] → R, entonces h−1({0}) tiene un mı́nimo. Sea
c1 ese mı́nimo, entonces am < c1 < b. Puede pasar que f([a, c1]) = [a, c1] ó f([a, c1]) 6=
[a, c1]. Siempre pasa que [a, c1] ⊆ f([a, c1]).

Caso 1. Si f [a, c1] 6= [a, c1], entonces existe x ∈ (a, c1) tal que c1 < f(x). Si am < x,
como f(am) < am y x < f(x), entonces existe r ∈ (am, x) tal que f(r) = r y esto
contradice la elección de c1. Por lo tanto x < am.

De lo anterior tenemos que c0 < x < am < c1 y x < f(x), pero f(am) < am, entonces
existe q ∈ (x, am) tal que f(q) = q. Ahora tenemos que c0 < x < q < am < c1.

Como f(c0) < c1 < f(x), entonces hay w ∈ [c0, x] tal que f(w) = c1. Por lo tanto
[c0, c1] ⊆ f([c0, x]) ⊆ f([c0, q]). Como f(am) < c0 < f(c1), hay z ∈ [am, c1] tal que
f(z) = c0. Por lo tanto [c0, c1] ⊆ f([z, c1]) ⊆ f([am, c1]) ⊆ f([q, c1]).

Del párrafo anterior tenemos lo siguiente:
i) [c0, c1] ⊆ f([c0, q]) y
ii) [c0, c1] ⊆ f([q, c1]).

Por el lema 5.8, f tiene un punto periódico de periodo 3.
Caso 2. Si f([a, c1]) = [a, c1], por el Lema 5.20, existe ar tal que f(ar) < c1 < ar.

Entonces ar ∈ C , pero am < c1 < ar y esto contradice la elección de am como máximo
de C . Por lo tanto no pasa este caso. El caso anterior nos da la conclusión del lema. �

Lema 5.22. Si f : I → I es una función continua y suprayectiva, tal que
i) f : I → I tiene una cantidad finita de puntos esquina.
ii) (I, f) es un continuo indescomponible.
iii) f−1({a}) = {a}.

Entonces f : I → I tiene un punto periódico de periodo 3.

DEMOSTRACIÓN. Sea {a0, a1, ..., ak} para algún k ∈ N, los puntos esquina de f .
Si pasara que f−1({b}) = {b}, entonces por el Lema 5.21, f tiene un punto periódico

de periodo 3.
Si f−1({b}) 6= {b}, como f es suprayectiva, existe p ∈ (a, b) tal que f(p) = b.
Observemos que para toda c < p existe y ∈ (c, p) tal que f(y) ≥ y. Si no pasara lo

anterior, entonces existirı́a c < p tal que para toda y ∈ (c, p), f(y) < y, luego

ĺım
y→p

f(y) ≤ p.

Por ser f continua f(p) ≤ p, contradiciendo que f(p) = b, esto prueba la observación.
Por el Lema 5.17, tenemos que para toda c ∈ (a, b) existe x ∈ (a, c] tal que f(x) ≤ x.

De esto y del párrafo anterior se sigue que, existe q ∈ (a, p) tal que f(q) = q. Por el Lema
5.19, existe c ∈ (a, q] ⊆ (a, p) tal que f(c) = c y f [a, c] = [a, c]. Por el Lema 5.20,
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existe an con f(an) < c < an. Observemos que an 6= p, pues f(p) = b, entonces p < an
ó an < p.

Caso 1. Si p < an. Como f(c) < an < f(p), entonces, por el teorema del valor
intermedio, [c, an] ⊆ f([c, p]). Como f(an) < an < f(p) y f(an) < c < f(p), entonces,
por el teorema del valor intermedio, [c, an] ⊆ f([p, an]). Por el Lema 5.8, f tiene un punto
de periodo 3.

La demostración del siguiente caso es parecido a la demostración del Lema 5.21.
Caso 2. Si an < p. Sea C = {ai ∈ {a0, a1, ..., ak} : existe c ∈ (a, b) tal que f(c) =

c, f([a, c]) = [a, c], ai < p y f(ai) < c < ai}. Por lo dicho en el antepenúltimo párrafo,
C 6= ∅. Sea am el máximo de C y sea c0 el respectivo número que cumple que f([a, c0]) =
[a, c0] y f(am) < c0 < am. Como f(am) < am y p < f(p), entonces existe q ∈ (am, p) tal
que f(q) = q. Sea c1 = mı́n{q ∈ (am, p) : f(q) = q}. Observemos que ese mı́nimo existe
por ser f continua. Por el teorema del valor intemedio [a, c1] ⊆ f [a, c1], pero puede pasar
que [a, c1] 6= f([a, c1]) ó [a, c1] = f([a, c1]).

Si f([a, c1]) 6= [a, c1], entonces existe x ∈ (a, c1) tal que c1 < f(x). Si am < x, como
f(am) < am y x < f(x), entonces existe r ∈ (am, x) tal que f(r) = r y r < c1, esto
contradice la elección de c1. Por lo tanto x < am. Entonces tenemos el siguiente orden
c0 < x < am < c1. Sea q ∈ (x, am) tal que f(q) = q, ahora el orden es ası́

c0 < x < q < am < c1.

Como f(c0) < c1 < f(x), entonces [c0, c1] ⊆ f([c0, x]) ⊆ f([c0, q]), luego

(5) [c0, c1] ⊆ f([c0, q]).

También f(am) < c0 < f(c1), entonces [c0, c1] ⊆ f([am, c1]) ⊆ f([q, c1]), luego

(6) [c0, c1] ⊆ f([q, c1]).

De la ecuaciones (5) y (6), y del Lema 5.8, se sigue que f tiene un punto periódico de
periodo 3.

Si f([a, c1]) = [a, c1], entonces por el Lema 5.20, existe un an tal que f(an) < c1 < an.
Si p < an, por el Caso 1, f tiene un punto de periodo 3. Si an < p, entonces an ∈ C, luego
an ≤ am. Lo cual es una contradicción, pues am < c1 < an. Por lo tanto no se da este caso,
se debe cumplir que f([a, c1]) 6= [a, c1]. Lo cual nos dice que f tiene un punto periódico
de periodo 3. �

Finalmente enunciaremos y demostraremos el Teorema 5.23. De cierta forma este teo-
rema une en un solo enunciado el Teorema 5.9 y el Lema 5.22.

Algo que no escribiremos formalmente pero que se observa en la demostración del
siguiente teorema es que si f : I → I es una función como en el teorema que además es
inorgánica, entonces f tiene puntos periódicos de periodo 3 ó 6.

El siguiente Teorema nos responde parcialmente a la pregunta que nos hicimos en la
introducción de esta sección, la pregunta era. ¿Cómo es f cuando (I, f) es un continuo
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indescomponible? El Teorema nos responde diciendo que si f : I → I es una función
continua, suprayectiva y tiene una cantidad finita de puntos esquina, entonces f tiene pun-
tos periódicos de periodo no potencia 2. Lo cual nos dice, por el Teorema de Sharkovskii,
que la dinámica de f es interesante.

Teorema 5.23. Sea I = [a, b]. Supongamos que f : I → I es una función continua y
suprayectiva que tiene una cantidad finita de puntos esquina.

Si (I, f) es un continuo indescomponible, entonces f : I → I tiene un punto periódico
cuyo periodo no es potencia de dos.

DEMOSTRACIÓN. Si f es orgánica, por el Teorema 5.9, f tiene un punto periódico
cuyo periodo no es potencia de dos.

Si f es inorgánica, por el Lema 5.16, pasa alguno de los siguientes:
i) f−1{a} = {a}
ii) f−1{b} = {b}
iii) f−1{a, b} = {a, b} y f(a) = b, f(b) = a.
Si f−1{a} = {a}, por el Lema 5.22, f tiene un punto periódico de periodo 3.
Si f−1{b} = {b}. Sea h : I → I la función dada por h(x) = a+b−x y sea f1 : I → I

la función dada por f1 = h ◦ f ◦ h−1. Como f−1({b}) = b, entonces f−11 ({a}) = {a}. Por
el Lema 5.15, f1 tiene una cantidad finita de puntos esquina, y por el Lema 5.12, (I, f) es
homeomorfo a (I, f1). Entonces (I, f1) es un continuo indescomponible que cumple las
hipótesis del caso anterior. Por lo tanto f1 tiene un punto periódico de periodo 3.

Sea x ∈ I el punto cuyo periodo es 3 bajo f1, entonces h ◦ f 3(h−1(x)) = f 3
1 (x) =

x, luego f 3(h−1(x)) = h−1(x). Si f 2(h−1(x)) = h−1(x), entonces f 2
1 (x) = x, que es

una contradicción. Por lo tanto f 2(h−1(x)) 6= h−1(x). Si f(h−1(x)) = h−1(x), entonces
f1(x) = x, que es una contradicción. Por lo tanto f(h−1(x)) 6= h−1(x). Podemos concluir
que h−1(x) es un punto de periodo 3 bajo f .

Para el tercer caso nos fijaremos en f 2, que por el Lema 5.15, tiene una cantidad finita
de puntos esquina. Observemos que (I, f) es homeomorfo a (I, f 2). Por lo tanto (I, f 2) es
un continuo indescomponible. Además (f 2)−1({a}) = {a}, entonces por el primer caso
f 2 tiene un punto periódico de periodo 3, luego f tiene un punto periódico de periodo 3
ó 6. Con lo cual concluimos que f tiene un punto periódico cuyo periodo no es potencia
de dos y esto termina la demostración del teorema. �

5.2. Periodo 3 Implica Indescomponibilidad

En sistemas dinámicos es muy conocida la expresión Periodo 3 Implica Caos. Parte del
propósito de esta sección es hacer que la expresión Periodo 3 Implica Indescomponiblidad
también sea conocida.

En el capı́tulo anterior vimos que si f : I → I es una función continua que tiene una
órbita densa, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. En esta sección
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veremos un ejemplo más de que cuando la dinámica de la función es interesante, entonces
(I, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero ahora lo veremos desde el punto de
vista de los puntos periódicos.

Demostraremos que cuando una función continua, f : I → I , tiene un punto periódico
de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible. Generalizando
este resultado, demostraremos el Teorema 5.31, que nos dice que si f : I → I es una
función continua que tiene un punto perı́odico de periodo no potencia de 2, entonces (I, f)
contiene un subcontinuo indescomponible.

En la última parte de esta sección enunciaremos y demostraremos el Corolario 5.32,
el cual nos relaciona puntos periódicos que no son potencia de 2, con subcontinuos indes-
componibles de (I, f).

Como siempre para poder demostrar estos resultados interesantes, necesitaremos ayu-
da de algunas herramientas que a continuación se desarrollan.

Una herramienta que necesitaremos será la Observación 4.24. El cual nos dice que
subcontinuos indescomponibles se preservan bajo homeomorfismos.

El lema que mencionamos a continuación nos ayudará a demostrar la última parte del
Corolario 5.32, pues ahı́ nos darán un punto cuyo periodo no es potencia de dos bajo la
función f 2n y por el lema que mencionamos a continuación podemos estar seguros de que
tenemos un punto periódico cuyo periodo no es potencia de 2 bajo la función f .

Lema 5.24. Sea f : I → I una función continua. Sea n ∈ N, tal que f 2n tiene un punto
periódico cuyo periodo no es potencia de 2. Entonces f : I → I tiene un punto periódico
cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ I y q ∈ N, que no es potencia de dos, el periodo de x bajo
f 2n , es decir (f 2n)q(x) = x y si 1 ≤ m < q, entonces (f 2n)m(x) 6= x.

Sea b ∈ N el periodo de x bajo f . Si b es potencia de 2, digamos b = 2r para algún
r ∈ N. Entonces b divide a 2nq y f 2r(x) = x.

Si r ≤ n, entonces f 2r2n−r
(x) = x, luego f 2n(x) = x, lo cual contradice que x es de

periodo q bajo f 2n ,
Si n < r. Como b divide a 2nq, entonces 2r ≤ 2nq, luego 2n2r−n ≤ 2nq, por lo tanto

2r−n ≤ q y como q no es potencia de dos, entonces 2r−n < q. Tenemos que

f b(x) = f 2r(x) = f 2n2r−n
(x) = x y 2r−n < q.

Esto contradice que x es de periodo q bajo f 2n . Por lo tanto x es un punto periódico de f
que no es potencia de 2. �

Para el Lema 5.25 será necesario recordar que la función f̂ : (I, f)→ (I, f) está dada
por f̂(x0, x1, x2, ...., ) = (f(x0), x0, x1, x2, ...).

El Lema 5.25 nos da algunas condiciones para que un subcontinuo S de (I, f) se pueda
ver como lı́mite inverso de una función. Este Lema será utilizado en la última parte de la
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demostración del Corolario 5.32. Ahı́ se demostrará, con ayuda del siguiente lema, que
cierto subcontinuo S de (I, f) se puede ver como lı́mite inverso de una función.

Lema 5.25. Sean f : I → I una función continua, S un subcontinuo de (I, f) y J un
subintervalo de I tal que J = π0(S). Si f(J) = J y f̂(S) = S, entonces (J, f |J) = S

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ (J, f |J), entonces xi ∈ π0(S) para toda i ≥ 0, luego
existe xi ∈ S tal que π0(xi) = xi. Como f̂(S) = S, entonces para toda i ≥ 0, f̂ i(xi) ∈ S.
Observemos que las primeras i entradas de x y f̂ i(xi) son iguales. Por lo tanto

ĺım
i→∞

f̂ i(xi) = x

Como S es cerrado, entonces x ∈ S. Por lo tanto (J, f |J) ⊆ S.
Ahora sea x ∈ S, entonces x0 ∈ π0(S) y como f̂(S) = S, x = f̂(x1, x2, x3, ...) y f̂ es

un homeomorfismo, entonces x1 ∈ π0(S). Aplicando esto una y otra vez obtenemos que
(xi, xi+1, xi+2, ...) ∈ S para toda i ∈ N, entonces xi ∈ π0(S) para todo i ∈ N. Por lo tanto
x ∈ (J, f |J) y esto prueba la otra contención. �

Las siguientes dos observaciones nos ayudarán a demostrar el Teorema 5.28. En lo
personal la siguiente observación se me hace interesante. Nos dice que si un punto x no
está en H , donde H es un subcontinuo de (I, f), entonces existe N ∈ N tal que xn /∈
πn(H) si n ≥ N . Esta observación se sigue de que H es cerrado, como se demuestra a
continuación.

Observación 5.26. Sea H un subcontinuo de (I, f). Supongamos que existe x ∈ (I, f)
tal que x /∈ H , entonces existe N ∈ N tal que si n ≥ N , πn(x) /∈ πn(H).

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ (I, f) tal que x /∈ H . Supongamos que la conclusión no
es cierta, entonces existe una sucesión {ni}∞i=1, con n1 < n2 < n3 < ... < ..., tal que
πni

(x) ∈ πni
(H). Luego existe xni , con xni ∈ H , tal que πni

(xni) = xni
. Observemos que

las primeras ni coordenadas de xni y x son iguales, entonces

ĺım
i→∞

xni = x,

Como H es cerrado x ∈ H , lo cual contradice la hipótesis.
Por lo tanto se da la conclusión. �

Observación 5.27. Sean f : I → I una función continua, x ∈ I un punto periódico de
periodo 3 y x = (x, f 2(x), f(x), x, f 2(x), f(x), x, f 2(x), ...). Entonces existe i ∈ {0, 1, 2}
tal que

πi(x) ∈ [πi(f̂(x)), πi(f̂
2(x))],

donde [c, d] es el intervalo más chico que contiene a {c, d}.
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DEMOSTRACIÓN. Si f(x) < x < f 2(x) ó f 2(x) < x < f(x), entonces π0(x) ∈
[π0(f̂(x)), π0(f̂

2(x))].
Si x < f 2(x) < f(x) ó f(x) < f 2(x) < x, entonces π1(x) ∈ [π1(f̂(x)), π1(f̂

2(x))].
Si x < f(x) < f 2(x) ó f 2(x) < f(x) < x, entonces π2(x) ∈ [π2(f̂(x)), π2(f̂

2(x))]. �

El Teorema de Sharkovskii nos sorprendió cuando nos dijo que si una función conti-
nua, f : I → I , tiene un punto periódico de periodo 3, entonces tiene puntos periódicos
de todos los periodos.

El siguiente teorema, el cual es el responsable del tı́tulo de esta sección, hará que el
número 3 nos vuelva a sorprender. Pues mostraremos que si f : I → I es una función con-
tinua que tiene un punto periódico de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo
indescomponible. ¿Qué tiene el 3 para que haga cosas tan sorprendentes?

Teorema 5.28. Sea f : I → I una función continua. Si f : I → I tiene un punto periódico
de periodo 3, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible que es invariante
bajo f̂ : (I, f)→ (I, f).

DEMOSTRACIÓN. Sean x el punto que es de periodo 3 bajo f ,

x = (x, f 2(x), f(x), x, f 2(x), f(x), x, f 2(x), f(x), ...),

B = {x, f̂(x), f̂ 2(x)} y

S ′ = {A ⊆ (I, f) : A es un subcontinuo de (I, f) y B ⊆ A}.

Observemos que S ′ 6= ∅, pues (I, f) ∈ S ′. Como (I, f) es un continuo encadenable,
entonces

⋂
S ′ = S es un continuo. Veamos que S nos sirve para el Teorema.

Observemos que f̂(B) = B y f̂−1(B) = B. Como B ⊆ S, entonces f̂(B) ⊆ f̂(S).
Además f̂ es un homeomorfismo, entonces f̂(S) es un continuo que contiene a B, por
lo tanto S ⊆ f̂(S). Similarmente S ⊆ f̂−1(S), luego f̂(S) ⊆ S. Por lo tanto de las dos
contenciones tenemos que f̂(S) = S.

Ahora veremos que S es un continuo indescomponible, para ver esto basta ver que S
es irreducible entre cualesquiera dos elementos de B.

Demostraré primero que S es irreducible entre f̂(x) y f̂ 2(x). Supongamos que existe
H un subcontinuo propio de S tal que {f̂(x), f̂ 2(x)} ⊆ H . De esto se sigue que x /∈ H ,
pues si x ∈ H , por definición de S, tendrı́amos que S ⊆ H lo cual contradice la elección
de H . Como x /∈ H , por la Observación 5.26, existe N ∈ N tal que si n ≥ N , πn(x) /∈
πn(H). Por la Observación 5.27, existe i ∈ {0, 1, 2} tal que πi(x) ∈ [πi(f̂(x)), πi(f̂

2(x))].
Como x es de periodo 3,

πi+3k(x) ∈ [πi+3k(f̂(x)), πi+3k(f̂
2(x))] para toda k ≥ 0.

Como {f̂(x), f̂ 2(x)} ⊆ H y πn(H) es conexo para toda n ≥ 0, entonces
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[πi+3k(f̂(x)), πi+3k(f̂
2(x))] ⊆ πi+3k(H) para toda k ≥ 0,

luego πi+3k(x) ∈ πi+3k(H) para toda k ≥ 0. Esto contradice que πn(x) /∈ πn(H) para
toda n ≥ N . Por lo tanto S es irreducible entre f̂(x) y f̂ 2(x).

Como f̂ y f̂−1 son homeomorfismos, entonces mandan parejas de puntos irreducibles
en parejas de puntos irreducibles. Por lo tanto f̂({f̂(x), f̂ 2(x)}) y f̂−1({f̂(x), f̂ 2(x)}) son
parejas de puntos irreducibles en f̂(S) = S y f̂−1(S) = S respectivamente.

Por lo tanto S es irreducible entre x y f̂ 2(x) y S es irreducible entre x y f̂(x). Con lo
cual concluimos que S es un continuo indescomponible. �

La próxima observación y el próximo lema son herramientas que nos ayudarán a de-
mostrar una generalización del teorema anterior.

La próxima observación es una consecuencia inmediata del Teorema de Sharkovskii,
el cual mencionaremos enseguida.

Observación 5.29. Sean f : I → I una función continua, k ≥ 0 y n ≥ 1. Supongamos
que f : I → I tiene un punto periódico de periodo 2k(2n + 1), entonces f : I → I tiene
un punto periódico de periodo 2k+1 ·3. Por lo tanto f 2k+1

: I → I tiene un punto periódico
de periodo 3.

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar esta observación necesitamos recordar el Teorema
de Sharkovskii, el cual se encuentra enunciado en el Teorema 3.7, páginas 29 y 30 del libro
[3]. Este teorema nos da un orden sobre los periodos, el cual se representa de la siguiente
forma.

3 B 5 B 7 B 11 B 13 B 15 B · · ·
2 · 3 B 2 · 5 B 2 · 7 B 2 · 11 B 2 · 13 B 2 · 15 · · ·
22 · 3 B 22 · 5 B 22 · 7 B 22 · 11 B 22 · 13 B 22 · 15 · · ·
23 · 3 B 23 · 5 B 23 · 7 B 23 · 11 B 23 · 13 B 23 · 15 · · ·
· · ·
· · · B 25 B 24 B 23 B 22 B 2 B 1.

Donde n B m significa que m está en el mismo renglón pero a la derecha, o m
está abajo del renglón de n.

El Teorema de Sharkovskii nos dice que si f : I → I es una función continua que
tiene un punto periódico de periodo n y n B m, entonces f tiene un punto periódico de
periodo m.

Como f tiene un punto periódico de periodo 2k(2n + 1) y la ordenación del Teorema
de Sharkovskii nos dice que 2k(2n+ 1) B 2k+1 · 3, entonces f tiene un punto periódico de
periodo 2k+1 · 3. Por lo tanto f 2k+1 tiene un punto periódico de periodo 3. �
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La función que se menciona en el próximo lema es un homeomorfismo, pues es conti-
nua entrada a entrada y además se ve que es biyectiva. Usaremos este hecho para demostrar
este lema.

Lema 5.30. Sean f : I → I una función continua, n ∈ N y H : (I, f) → (I, fn) el
homeomorfismo dado por

H(x0, x1, x2, ...) = (x0, xn, x2n, x3n, ...).

Supongamos que S es un subcontinuo de (I, f) tal que f̂n(H(S)) = H(S), entonces

f̂n(S) = S.

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ S, entonces H(x) ∈ H(S). Como f̂n(H(S)) = H(S) y
f̂n(xn, x2n, x3n, ...) = (x0, xn, x2n, x3n, ...), entonces (xn, x2n, x3n, ...) ∈ H(S), luego
(xn, xn+1, xn+2, ...) ∈ S. Como f̂n(xn, xn+1, xn+2, ...) = (x0, x1, x2, ...), entonces x ∈
f̂n(S).

Ahora sea y ∈ f̂n(S), entonces y = (fn(x0), f
n−1(x0), ..., x0, x1, x2, ...), donde x =

(x0, x1, x2, ...) y x ∈ S, entonces f̂n(x0, xn, x2n, x3n, ...) ∈ H(S). Luego
(fn(x0), f

n−1(x0), ..., x0, x1, x2, ...) ∈ S. Por lo tanto y ∈ S, que es lo que querı́amos
probar. �

El Teorema 5.31 esencialmente será demostrado gracias al teorema anterior y al Teo-
rema de Sharkovskii. Este teorema nos dice que no sólo las funciones que tienen puntos
periódicos de periodo 3 implican indescomponibilidad, sino también las funciones que
tienen puntos periódicos cuyos periodos no son potencia de 2. Aún más, nos dice que ese
subcontinuo indescomponible S de (I, f), es invariante bajo f̂ 2k para algún k ∈ N. Esto
se puede interpretar como que el continuo S es un conjunto periódico con periodo alguna
potencia de 2 bajo la función f̂ .

Teorema 5.31. Sea f : I → I una función continua, k ≥ 0 y n ≥ 1. Supongamos que
f : I → I tiene un punto periódico de periodo 2k(2n+ 1), es decir que no es potencia de
2, entonces (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible que es invariante bajo f̂ 2k+1

.

DEMOSTRACIÓN. Sea k, n enteros, con k ≥ 0, n ≥ 1. Supongamos que f tiene un
punto periódico de periodo 2k(2n + 1). Por la Observación 5.29, f 2k+1 tiene un punto
periódico de periodo 3. Por el Teorema 5.28, (I, f 2k+1

) contiene un subcontinuo indes-

componible S tal que f̂ 2k+1(S) = S.
Recordando la notación del Lema 5.30, se cumple que

f̂ 2k+1(H(H−1(S))) = H(H−1(S)).
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Como H es homeomorfismo, H−1(S) es un subcontinuo indescomponible de (I, f) y
por el Lema 5.30, se cumple que f̂ 2k+1

(H−1(S)) = H−1(S), que es lo que se querı́a
probar. �

Concluimos esta sección con el Corolario 5.32, el cual es una consecuencia de los Teo-
remas 5.23 y 5.31. Este corolario nos dice que si f : I → I es una función continua que
tiene una cantidad finita de puntos esquinas, entonces es equivalente que (I, f) contenga
un subcontinuo indescomponible invariante bajo alguna potencia de 2 de la función cor-
rimiento, con que f tenga puntos periódicos cuyos periodos no son potencia de 2. Algo
curioso que ocurre en el regreso del siguiente corolario es que cuando f tiene un punto
periódico de periodo no potencia de 2, entonces el subcontinuo indescomponible de (I, f),
que nos da el corolario, es un conjunto periódico que tiene periodo alguna potencia de 2,
bajo la función f̂ .

Corolario 5.32. Sea f : I → I una función continua que tiene una cantidad finita de pun-
tos esquina. Hay un entero n ≥ 0 y un subcontinuo indescomponible de (I, f) invariante
bajo f̂ 2n si y sólo si f tiene un punto periódico cuyo periodo no es potencia de 2.

DEMOSTRACIÓN. El regreso lo acabamos de demostrar en el Teorema 5.31.
Vamos a demostrar la ida. Supongamos que existe n ≥ 0 y un subcontinuo indescom-

ponible S de (I, f) que es invariante bajo f̂ 2n . Sea g = f 2n . Entonces (I, f) es homeo-
morfo a (I, g) bajo el homeomorfismo H : (I, f)→ (I, g) dado por

H(x0, x1, x2, ...) = (x0, x2n , x2(2n), x3(2n), x4(2n), ...).

Sea S1 = H(S), veamos que ĝ(S1) = S1, es decir ĝ(H(S)) = H(S).
Sea xH = (x0, x2n , x2(2n), x3(2n), ...) ∈ H(S), con (x0, x1, x2, ...) ∈ S. Como

f̂ 2n(S) = S, entonces (f 2n(x0), f
2n−1(x0), ...) ∈ S, luego

H(f 2n(x0), f
2n−1(x0), ..., x0, x1, ...) ∈ H(S), entonces

(f 2n(x0), x0, x2n , x2(2n), ...) ∈ H(S).

Como
ĝ(xH) = (f 2n(x0), x0, x2n , x2(2n), ...),

entonces ĝ(xH) ∈ H(S). Ahora sea xH ∈ H(S), es decir xH = (x0, x2n , x2(2n), x3(2n), ...),
con (x0, x1, x2, ...) ∈ S. Como f̂ 2n(S) = S, entonces

(x0, x1, x2, ...) = f̂ 2n(x2n , x2n+1, x2n+2, ...) y (x2n , x2n+1, x2n+2, ...) ∈ S.

Como H(x2n , x2n+1, x2n+2, ...) = (x2n , x2(2n), x3(2n), ...), entonces

(x2n , x2(2n), x3(2n), ...) ∈ H(S),

luego xH ∈ ĝ(H(S)). Por lo tanto ĝ(H(S)) = H(S).
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Ahora veamos que g(π0(S1)) = π0(S1). Sea x ∈ π0(S1). Entonces existe xH ∈ S1 tal
que π0(xH) = x, xH es de la forma xH = (x0, x2n , x2(2n), ...), con (x0, x1, x2, ...) ∈ S.
Como ĝ(H(S)) = H(S), entonces (x2n , x2(2n), x3(2n), ...) ∈ H(S). Por lo tanto x2n ∈
π0(S1) y g(x2n) = x0 = x, entonces x ∈ g(π0(S1)). Ahora sea g(x), con x ∈ π0(S1).
Como ĝ(H(S)) = H(S), entonces g(x) ∈ π0(S1). Esto prueba la otra contención y por lo
tanto la igualdad.

Sea J = π0(S1). Como g(π0(S1)) = π0(S1), g : J → J está bien definida, además
ĝ(S1) = S1. Entonces por el Lema 5.25, (J, g) = S1. Con lo cual (J, g) es un continuo
indescomponible. Como g = f 2n , por el Lema 5.15, g tiene una cantidad finita de puntos
esquina, además g es suprayectiva, entonces por el Teorema 5.23, g tiene un punto periódi-
co cuyo periodo no es potencia de 2 y por el Lema 5.24, f tiene un punto periódico cuyo
periodo no es potencia de 2. Esto termina el corolario. �

5.3. Indescomponibilidad no Implica Periodo 3

En esta sección mostraremos un ejemplo de una función continua del intervalo en el
intervalo que cumple que (I, f) contiene un subcontinuo indescomponible, pero f no tiene
puntos periódicos de periodo impar, de hecho f no tiene puntos periódicos de periodo que
no sea potencia de dos. Este ejemplo nos servirá para argumentar que en el Teorema 5.23
la hipótesis de que f tenga una cantidad finita de puntos esquina es necesaria. También
nos servirá para argumentar de cierta forma que el regreso del Teorema 5.31, no siempre
se cumple. Para este ejemplo usaremos el ejercicio 2.22 del libro [7] pág. 26 y 27, que a
continuación enunciamos y demostramos.

Proposición 5.33. Sean {Xi}∞i=0 y {Yi}∞i=0 dos sucesiones de continuos, y sean

X = ĺım
←−

(Xi, hi) y Y = ĺım
←−

(Yi, gi),

tal que para toda i ≥ 0 existe ϕi : Xi → Yi tal que los diagramas

X0

ϕ0

��

X1
h1oo

ϕ1

��

X2
h2oo

ϕ2

��

· · ·oo

Y0 Y1
g1oo Y2

g2oo · · ·oo

conmutan y ϕi es un homeomorfismo. Entonces la función ϕ : X → Y dada por

ϕ(x0, x1, x2, ...) = (ϕ0(x0), ϕ1(x1), ϕ2(x2), ...)

es un homeomorfismo.
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DEMOSTRACIÓN. Empecemos por ver que ϕ está bien definida. Sea x ∈ X y n ≥ 0,
como el siguiente diagrama conmuta

Xn

ϕn

��

Xn+1

hn+1oo

ϕn+1

��
Yn Yn+1

gn+1oo

se cumple que
gn+1(ϕn+1(xn+1)) = ϕn(hn+1(xn+1))

y como x ∈ X , hn+1(xn+1) = xn. Por lo tanto gn+1(ϕn+1(xn+1)) = ϕn(xn), lo que nos
dice que (ϕ0(x0), ϕ1(x1), ϕ2(x2), ...) ∈ Y .

Como cada ϕi es inyectiva, entonces ϕ es inyectiva.
Ahora veremos que ϕ es suprayectiva.

Sea y ∈ Y , sea x = (ϕ−10 (y0), ϕ
−1
1 (y1), ϕ

−1
2 (y2), ...). Como el diagrama anterior conmuta

y y ∈ Y , se cumple que

hn+1(ϕ
−1
n+1(yn+1)) = ϕ−1n (gn+1(yn+1)) = ϕ−1n (yn)

lo que nos dice que x ∈ X . Además ϕ(x) = y. Esto prueba que ϕ es suprayectiva.
Para ver que ϕ es continua, observemos que para toda n ≥ 0,

πn ◦ ϕ = ϕn ◦ πn
y tanto πn como ϕn son continuas entonces πn ◦ ϕ es continua, por lo tanto ϕ es con-
tinua. Tenemos que ϕ es continua, biyectiva y X, Y son continuos, por lo tanto ϕ es un
homeomorfismo. �

Ahora sı́ empecemos a construir la función f que mencionamos anteriormente. La
función f se construirá con ayuda de las funciones g y h que definimos a continuación.
Sea g : I → I , dada por g(x) = x2, cuya gráfica es la que se muestra en la figura 5.1

FIGURA 5.1.
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y sea h : I → I dada por

h(x) =


3x, si x ∈ [0, 1

3
],

2− 3x, si x ∈ [1
3
, 2
3
],

3x− 2, si x ∈ [2
3
, 1].

Cuya gráfica es la que se muestra en la figura 5.2.

FIGURA 5.2.

Sean {an}∞n=0 y {bn}∞n=0 dos sucesiones en I definidas de la siguiente manera. a0 = 1
2

y
para cada n ≥ 1, an = g−n(a0) . Sea b0 ası́ a0 < b0 < a1, y para cada n ≥ 1, bn = g−n(b0).

Observemos que la inversa de g es la función raı́z cuadrada, es decir para toda x ∈ I ,
g−1(x) =

√
x, entonces g−1 es creciente y si x ∈ (0, 1), x <

√
x. Por esta última propiedad

se tiene que,
a0 < a1 < a2 < · · · < an · · · ,

y como a0 < b0 < a1 y g−1 es creciente, entonces las sucesiones están ordenadas de las
siguiente forma.

a0 < b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3 < · · · an < bn < an+1 < bn+1 · · · .

Si para cada i ≥ 0 definimos a Ai = [ai, bi], entonces por el orden de los puntos
ai′s, bi′s, se cumple que si i 6= j, entonces Ai ∩ Aj = ∅ y por la definición de los puntos
ai′s, bi′s, g(ai) = ai−1 y g(bi) = bi−1. Además como g es continua y creciente, se cumple
que g(Ai+1) = Ai para toda i ≥ 0.

Para cada i ≥ 0, sea ϕi la función, cuya gráfica es la recta que une al punto (0, ai) con
el punto(1, bi). Es decir ϕi : I → [ai, bi] es la función dada por

ϕi(x) = (bi − ai)x+ ai.
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Ahora para cada i ≥ 1, sea gi : [ai, bi]→ [ai−1, bi−1] dada por

gi(x) = ϕi−1 ◦ h ◦ ϕ−1i (x)

con lo cual gi, hace que el siguiente diagrama conmute

[0, 1]

ϕi−1

��

[0, 1]
hoo

ϕi

��
[ai−1, bi−1] [ai, bi]

gioo

como para cada i ≥ 0, las ϕi′s son funciones crecientes que trasladan y expanden entonces
las gráficas de las gi′s se ven como en la Figura 5.3.

FIGURA 5.3. Representación de la gráfica de gi
.

Otra cosa que observamos es que para cada i ≥ 1, gi es una composición de funciones
suprayectivas y por lo tanto gi(Ai) = Ai−1.

Finalmente definamos la función f : I → I como sigue.

f(x) =

 g(x), si x /∈
⋃∞
i=1Ai,

gi(x), si x ∈ Ai para algún i ≥ 1.

Una representación de cómo podrı́a ser la gráfica de f , se muestra en la Figura 5.4.
Lo que dijimos en el primer párrafo sobre la función f , lo formalizaremos en la siguiente
proposición.

Proposición 5.34. La función f : I → I que acabamos de definir cumple las siguientes
propiedades.
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FIGURA 5.4. Representación de la gráfica de f : I → I

i) f : I → I es una función continua.
ii) (I, f) contiene un continuo indescomponible.
ii) Los únicos puntos periódicos de f son 0 y 1, los cuales son puntos fijos.

DEMOSTRACIÓN. Para ver que f es continua, observemos que para cada i ≥ 1,
gi(ai) = ai−1 = g(ai) y tanto gi como g son funciones continuas, de lo cual se sigue que,
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por el lema del pegado, f es continua en [0, 1).
Que f sea continua en 1, se sigue de los siguientes incisos.
i) ĺım

n→∞
an = 1 y ĺım

n→∞
bn = 1.

ii) Para toda i ≥ 1, gi([ai, bi]) = [ai−1, bi−1].
iii) g es creciente.
Ahora fijémonos en (I, f). Observemos que como para cada i ≥ 0, gi+1(Ai+1) =

Ai, entonces tiene sentido definir ĺım
←−

(Ai, gi) y por como definimos a f , se cumple que

ĺım
←−

(Ai, gi) ⊆ (I, f).
Por otra parte, notemos que nuestras funciones gi, h y ϕi cumplen la hipótesis de la

Proposición 5.33, y por lo tanto ĺım
←−

(Ai, gi) y (I, h) son homeomeomorfos.
Observemos que el espacio I y la función h cumplen las hipotesis del Teorema 2.7,

pág. 21 del libro [7]. Entonces (I, h) es un continuo indescomponible. Por lo tanto
ĺım
←−

(Ai, gi) es un continuo indescomponible.

Lo que nos dice que (I, f) contiene un continuo indescomponible.
Ahora enfoquémonos en la dinámica de f , veamos si f tiene puntos periódicos, para

esto analizemos los puntos que están en I .
Si x ∈ (0, a1), entonces por la definición de f , f(x) = g(x) y como g(x) cumple que

g(x) < x, entonces fn(x) = gn(x) y por lo tanto ĺım
n→∞

fn(x) = 0.

Si x ∈ [ai, bi] para algún i ≥ 1, entonces f(x) = gi(x), y como gi(Ai) = Ai−1, existe
N ≥ 1 tal que fN(x) ∈ [a0, b0], de lo cual se sigue que para toda n ≥ 1,

fN+n(x) = gn(fN(x))

y por lo tanto ĺım
n→∞

fn(x) = 0.

Si x ∈ [a1, 1] y x /∈
⋃∞
i=1Ai, como g[ai, bi] = [ai−1, bi−1] y g es inyectiva, entonces

para toda n ≥ 1, fn(x) /∈
⋃∞
i=1Ai luego fn(x) = gn(x), por lo tanto ĺım

n→∞
fn(x) = 0.

Del análisis anterior resumimos que si x ∈ (0, 1) entonces ĺım
n→∞

fn(x) = 0. Lo cual

nos dice que si x ∈ (0, 1), x no es un punto periódico. Por lo tanto los únicos puntos
periódicos son el 0 y el 1, los cuales son puntos fijos. �

El ejemplo dado en esta última sección fue propuesto por el Dr. Héctor Méndez Lango
en un seminario de Sistemas Dinámicos que él dirige en el departamento de la Facultad de
Ciencias de la UNAM.
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