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Introduccion

En este trabajo estudiamos el problema de N cuerpos en un espacio euclidiano
d dimensional por medio del andlisis de la ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada
a dicho problema. En particular trataremos dos cuestiones, la primera es intentar
entender el comportamiento de las funciones de Busemann asociadas al problema y
el comportamiento asintotico de sus calibradoras y en segundo lugar caracterizar por
medio de las curvas calibradoras a las soluciones KAM débiles que son invariantes
por rotaciones.

Para ser mas especificos consideremos una configuracion
d\N
T = (rlu"'7TN) S (R )

de N masas puntuales my,...,my > 0, la ecuacién de movimiento del problema

esta dada por

& =VU(x),
donde
m;m;
V)= Y
i<y Y

es el potencial newtoniano y el gradiente es tomado con respecto al producto masa
dado en . La formulacién variacional equivalente estd dada por el lagrangiano

L: (RN )0, ]

L(z,v) =T@)+U(z) = %Zmlmp +U(x)

IX



INTRODUCCION X

donde el movimiento esté caracterizado como los puntos criticos de la accién lagran-
giana:
1
A0 = [ SIF@IF + U @)
a

Estamos interesados en puntos criticos que son minimos, la primera cuestién
natural es la de encontrar minimizantes que unen a dos configuraciones dadas en
un tiempo fijo. En vista de las singularidades del potencial newtoniano, la principal
dificultad es garantizar que las minimizantes no tienen colisiones; en este sentido el
principal resultado es debido esencialmente a MARCHAL ([Mar), [Che] y para una
generalizacién a cualquier dimensién [F'T]) que demuestra que una minimizante que
une a dos configuraciones dadas en un tiempo fijo, no tiene colisiones en cualquier
instante en el interior del intervalo de definicién. Esto junto con la semicontinuidad
inferior de la accién nos da la existencia de minimizantes sin colisiones que unen a
dos configuraciones dadas en un tiempo fijo.

Este problema se puede extender buscando soluciones minimizantes definidas en
el intervalo [0, +00) que tienen un comportamiento asintético determinado. En este
caso los resultados mds importantes son debidos a CHAzY([Ch]) y a MADERNA
y VENTURELLI ([MV]). CHAZY demuestra que existen siete posibles evoluciones
finales en el problema de tres cuerpos, dentro de estas posibilidades se encuentran
los llamados movimientos parabolicos, es decir soluciones tales que la velocidad de
cada cuerpo tiende a cero cuando t — +00. MADERNA y VENTURELLI demuestran
que dado un minimo del potencial x(, llamado configuracion central minimal y una
configuracion cualquiera x;, existe un movimiento parabdlico minimizante definido
en [0,+00) que parte de x; y que su normalizacién en la esfera unitaria es asintética
a To.

Estas minimizantes tienen energia cero, un caso particular de este tipo de mo-
vimientos son las minimizantes en tiempo libre (definicién [[.11)). MADERNA ([M])
demuestra la existencia de una gama de minimizantes en tiempo libre, que se dedu-
cen de la existencia de soluciones KAM débiles de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
(HJ):

| Du()||* = 2U (x);
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mientras que DA Luz y MADERNA ([DM]) demuestran que no existen minimizantes
en tiempo libre completas, es decir definidas en todo R.

Notemos también que el potencial critico de Mané

¢(x,y) = mf{A(y)|y € C(z,9)}-

define una distancia en (R%)" cuyos rayos geodésicos son las minimizantes en tiempo
libre, por lo que un problema natural es el de estudiar las funciones de Busemann
de dicha distancia asociadas a los rayos geodésicos. La primera cuestién que aparece
es si estas funciones de Busemann son soluciones KAM débiles de HJ y la siguiente
es ¢cémo son sus calibradoras con respecto del rayo que define a la funcién. Este
problema es atacado en el capitulo segundo de la tesis en el que vemos que hay
una familia particular de movimientos para las que estas funciones son de hecho
soluciones KAM débiles las cuales llamaremos soluciones de Busemann.

En el tercer capitulo relacionamos a las soluciones KAM débiles con el grupo
de simetria SO(d), en particular nos interesa caracterizar a las soluciones que son
invariantes bajo dicho grupo. Una herramienta que resulta obligada dada su relacién
con SO(d) es el momento angular, asi pues encontramos una caracterizamos a las
soluciones invariantes por rotaciones mediante el momento angular de sus curvas
calibradoras.

En el mismo capitulo construimos una familia de soluciones invariantes por ro-
taciones que estan asociadas a las soluciones de Busemann antes mencionadas y
finalmente destacamos problemas que son de interes acerca de las soluciones de

Busemann y las soluciones invariantes que definen.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos algunas definiciones que se usaran a lo largo del trabajo,
asi como una descripcién del problema de N-cuerpos, ademés de algunos resultados

conocidos, la mayoria de ellos obtenidos por A. Da Luz y E. Maderna [DM, M].

1. La accion lagrangiana y sus minimizantes

Consideremos el espacio euclidiano d dimensional R?, denotaremos por
d\N
r=(ry,...,ry) € (R

al vector de configuracion de N masas puntuales my, ..., my > 0. Diremos que una
configuracion z tiene colisiones si existen 4,5 € {i,...,N},j # i tales que r; = r;.
Denotaremos por |z| a la norma euclidiana en (R4)" y por ||z|| a la norma inducida

por el producto escalar

(1) (z,y) = Zmi<ria3i>Rd>

donde z = (r1,...,7n),y = (51,...,5n) € (RN y (1, s;)ga es el producto escalar
euclidiano en R%.
Como es usual, denotaremos por I(z) al momento de inercia de la configuracién

x, dado por
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N
I(x) =Y mylri|.
=1

También denotaremos por m al min{my,...,my} y por M a la masa total del
sistema, es decir, M = Zf\il m;.
El problema de N-cuerpos esta determinado una vez que esta establecida la

funcién potencial. Consideraremos en este trabajo el potencial newtoniano
U: (R)Y =0, +od]

definido como

m;m;
o) = Y
i<y i

con 1;; = |r; —r;|. Note que U < oo y es analitico en el conjunto de configuraciones
sin colisién, €2.
Las ecuaciones de movimiento del problema de N-cuerpos se pueden escribir

2) i = VU()

donde el gradiente se calcula con respecto al producto . La formulacién variacional

equivalente estd dada por el lagrangiano L : (R?)?Y —]0, 4+o0]
| X
(3) L(z,v) = T(v) + Uz) = 5 Z milvi|* + U (x)

donde los movimientos estan caracterizados como los puntos criticos de la accion
lagrangiana. Nosotros estaremos interesados en los minimos de esta accion.

Para precisar esto tltimo consideremos una curva v : [a, b] — (R?)", diremos que
v es absolutamente continua si es diferenciable casi siempre y su derivada + satisface
el teorema fundamental del calculo para la integral de Lebesgue. Denotaremos por

AC al conjunto de curvas absolutamente continuas.
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[.1. DEFINICION. Para una curva absolutamente continua v : [a,b] — (RN

definimos la accién de v como

A0 = [ SIROIF + UG o)

tomando valores en |0, 00].

Denotaremos por C(x,y,7) al conjunto de curvas en AC que unen a dos configu-

raciones dadas, z,y € (R?)¥ en tiempo 7 > 0, es decir,
Clz,y,m) ={y:]a,b] = R)Y 1y € AC,b —a =7, v(a) = z,7(b) = y}

y por C(z,y) denotaremos al conjunto de curvas uniendo dos configuraciones x,y €

RNN gin restriccién alguna en el tiempo
M)

Clz,y) = JCz,y. 7).

>0
Dada una curva v : [a,b] — (RY)Y sin colisién total, podemos escribirla en
coordenadas polares, es decir, y(t) = p(t)u(t), donde p(t) > 0y I(u(t)) = 1, para

todo t € [a,b]. Con esto tenemos la siguiente expresién para la accién de 7:

@) AL = [ olPds g [ pePaas [ o) U u)ds

[.2. DEFINICION. 1. Una curva v : [a,b] — (RN, v € AC es una minimi-

zante de la accion si para cualquier o € C(y(a),v(b),b — a), se tiene que

A(y) < A(o).

2. Siv € AC es una curva definida en un intervalo no compacto, diremos
que es minimizante si lo es en cada restriccion de la curva a subintervalos

compactos.

Para demostrar la existencia de minimizantes, seran necesarios algunos resulta-

dos sobre la semicontinuidad inferior de la accién.
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[.3. PROPOSICION ([M]). Si v, : [a,b] — (RH)N tiene accidn finita, entonces ~

es %—Hdlder continua.

DEMOSTRACION. Como U(7(t)) > 0, entonces

liOIPde <2 [ SIHOI + V@) =240,

Por lo tanto, para cualesquiera a < s <t < b se tiene que

) =2l < [ ol
< -9 [ Istolrant

(5) < (t—s)3(2A(7))>.

[un

De , junto con el teorema de Ascoli se obtiene el siguiente resultado.

L.4. PROPOSICION ([DM]). Seay, : [a,b] — (RN una sucesién de curvas en AC
tales que eziste K < 400 tal que A(y,) < K, para todon > 0. Siv,(t) converge para

algin t € [a,b], entonces existe una subsucesion ~y,, que converge uniformemente.

Ahora tenemos que el funcional de accién es inferiormente semicontinuo:

L5. LEMA ([DM]). Sea, : [a,b] = (RN una sucesién de curvas absolutamente
continuas que converge uniformemente a una curva vy y tal que sup A(v,) < +0oo.

Entonces v es también una curva absolutamente continua y

(6) A(v) < liminf A(y,).

DEMOSTRACION. Consideremos el lagrangiano Ly en (R%)Y dado por

1
Lo(z,v) = §\|UH2
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y Ap su accion asociada. Entonces L es un lagrangiano Cy, superlineal, estrictamente

convexo; por el teorema de Tonelli [F, Teorema 3.2.1], se tiene que
Ap(y) < liminf Ap(yy).
Por otro lado, por el lema de Fatou tenemos que

b b b
/ U(w(s))ds:/ liminfU(%(s))dsgliminf/ U(vn(s))ds

Con todo tenemos
b
A1) = A0) + [ Ul (9)ds < limint A(,).

Para ¢ € R, consideremos el conjunto,
Cz,y,m5¢) = {7 :[0,7] = R)N : 7 € AC,7(0) = z,7(1) =y, A(y) < ¢},

y observe que por la proposicién[L4)y (6) C(z, y, 7; ) es compacto en C°([0, 7], (R4)N),
ademas como L > 0y (RY)Y es conexo, C(z,y,7;¢) = @ si c <0y C(x,y,7;¢) # 2

si ¢ > 0 es suficientemente grande, con esto tenemos el siguiente teorema.

[.6. TEOREMA ([DM]). Dadas dos configuraciones x,y € (RN y 7 > 0 eziste

al menos una curva v € C(x,y, ) tal que
A7) = inf{A(y)|y € C(z,y,7)}.

2. Potencial de accion y minimizantes en tiempo libre

Podemos ahora introducir las funciones de potencial de accién.

[.7. DEFINICION. 1. Definimos el potencial de accién finito como ¢ : (R%)N x

(RHYN x (0, +00) = R,

o(z,y;7) = mf{A(y)|y € C(x,y,7)},
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2. El potencial critico de Mané esta dado por

¢(x,y) = mf{A()|y € Ca,y)} = inf{d(z, y,7)|7 > 0}.
definido en (RN x (RN,

Note que del teorema , para cualesquiera z,y € (RY)Y existe una curva v €

C(x,y, 1) tal que
(7) A7) = ¢(z,y; 7).
Ademas de la definicién y dado que L > 0 entonces, para todo 7 > 0

0 < ¢(:c,y) < (]5(27,3/,7’)

Por otro lado tenemos lo siguiente:

[.8. TEOREMA ([DM]). Para cualesquiera dos configuraciones, x,y € (R%)Y

tales que x # vy, existen T > 0 y v € C(x,y,T) tal que
A(v) = oz, y).

DEMOSTRACION. Sea v, € C(x,y,T,) una sucesién minimizante, entonces po-
demos suponer sin perdida de generalidad que existe A tal que A(vy,) < A. De

tenemos que para cada n > 0

||z — yl|?
STyt
n="94 0

Por otro lado, aplicando una vez mas , tenemos que para n fijoy 0 <t <7,
1
[l () =[] < (247,)>,

de donde

(O] < [l + (2A7,)%.
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Ademés, como parai,j = 1,..., N, |r;—r;] < -%||z||, tenemos que para cualesquiera
m?2

ny0<t<m,

I Pp—_ a—
2([[]| + (2A47,)2)
asi,
TnmgN
(2] + (247,)?)

Y

AZAWJZ2

con esto obtenemos que 7, debe estar acotado superiormente, es decir existe T} > 0
tal que Ty < 7, < T7.
Concluimos que existe 7 > 0 tal que se puede extraer una subsucesiéon 7,, — 7.

Consideremos la curva v : [0, 7] — (RY)Y dada por

. Tt
T
entonces
* Tn " : 2 T ™
Alv) =— | IFOIFdt+ — [ Ulw(t))dt,
T Jo Tn Jo
por lo que

lim A(~;) = lim A(7,) = 6(z, y).

Como para cada n, v € C(z,y, ) obtenemos que ¢(z,y,7) < ¢(x,y), por lo tanto

¢(z,y,7) = ¢(x,y), el teorema se sigue del teorema [[.6] O
1.9. PROPOSICION. El potencial critico de Mané es una distancia.

DEMOSTRACION. Sean z,v,2z € (R?)™. Como L > 0, se tiene que ¢(x,3) > 0
1. Claramente ¢(x,y) = ¢(y, x)
2. Para demostrar la desigualdad del tridngulo, tomemos v, : [0,0] — (RH)N y

Y2+ [0,7] € (RN tales que 71(0) = z,71(0) = 2,7%2(0) = 2z,7%2(7) =y vy sea
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v :[0,0 + 7] = (RY)Y dada por

Y1 (%) site|0,o]
V(t) = :
Yot —s) sitelo,0+T].

entonces

san) < [ GO+ UGG

o+1

= [ S+ Uen(e)ds + [ Fllials = I + Utrals = o).

g

con lo que, dado que las curvas fueron tomadas de modo que minimizan la

accion en cualquier subintervalo del dominio de definicion,

o(x,y) < o, 2) + ¢(2,9).

3. Demostremos ahora que ¢(x,y) = 0 si y sélo si x = y. Sea z € (RN
cualquiera, consideremos un camino o : [0,1] — (RY)Y tal que 0(0) = z y

A(y) <oo.Sean 0 < T <2y vy € C(z,y,T) dada por

o(t) sit <

N

Yr(t) =
o(T—t) sit>

t\EH

Entonces A(vyr) — 0 cuando t — 0 de lo que ¢(z, x) = 0.
Por otro lado, si @ # y, entonces por el teorema existen 7 > 0 y

v € C(x,y,7) tal que
A(y) = o(z,y) = 0.
De (j5)) se tiene que

0 < ||z — yl| < T(24(7))?

N

= 7(2¢(z,y)),
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de lo que
0 < 7(26(x,9))?,

asi ¢(z,y) > 0. Se concluye que si ¢(z,y) = 0, entonces z = y.

g

Sea v € C(z,y, ), para dos ntimeros positivos A, i > 0 definimos la curva v, ,, €

C(A\z, \y, i) de la siguiente forma, si v : [a,b] — (R, con a — b = 7, entonces
Yot o™ a, 710 = (RN

s Ay(Tpts).

1.10. PROPOSICION. Para cualesquiera x,y € (RN y cualesquiera 7,\ > 0

tenemos que
(8) DAz, Ay, A2T) = N2 (w,y, 7).

Por lo tanto el potencial de Mané es homogéneo de grado %

DEMOSTRACION. Sea € > 0 y consideremos una curva v € C(z,y,7) de manera

que A(y) < ¢(z,y,7) + €, tomemos p = A27, entonces

)\27_2 ur1b ' . ) 1 ur b .
Aly) = / H%nfsmd&+X/ Uy (rps)ds
Iz Iz

2:u2 T 1la T 1la
)\27_ b ‘ ) m b
=50 [ )P+ 4 [ U

= A2A(~y)

N

< N2(x,y,T) + Aie,

de donde

Sz, Ay, \27) < A2gh(x,y, 7).
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También se tiene que

&z, y,7) = AT Az, A Ay, AT2A2T)

< AT2g(Ax, Ay, A2T),

con lo que obtenemos . Tomando infimo sobre 7 en , se obtiene la homogeneidad

del potencial de Mané. O

Definamos ahora el objeto mas importante de este trabajo:

[.11. DEFINICION. Una minimizante en tiempo libre definida en un intervalo

J C R es una curva absolutamente continua v : J — (RON que satisface

A(Vlap) = ¢(v(a),7(b))
para todo subintervalo compacto |a,b] C J.

Un corolario de la proposicién [[.10] es el siguiente

[.12. COROLARIO. Dada una minimizante en tiempo libre 7 : [a,b] — (RHN y

A >0, la curva

Yt [Ara, A30] = (RN

t > My(A2t)
es una minimizante en tiempo libre.

Antes de dar un ejemplo de una minimizante en tiempo libre notemos que existe

una familia distinguida de configuraciones y de movimientos.
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3. Configuraciones centrales

[.13. DEFINICION. Un movimiento vy del problema de N -cuerpos es completa-

mente parabodlico si |¥(t)] — 0 cuando t — +o0.

En el problema de Kepler (V(x) = ﬁ) movimientos completamente parabdlicos
son de hecho parabolas. Por otro lado, se tiene que para un movimiento completa-
mente parabdélico, |y(t)| — oo cuando t — oc.

Para una configuracién z € (R%)" denotemos por 7 a la configuracién normali-

: . 1
zada asociada T = xI(z)" 2.

[.14. DEFINICION. Una configuracién central (normal) es un punto critico del
potencial U restrigido al conjunto S = {x € (RY)N : I(z) = 1}. Una configuracion x
normalizada a |z| = 1, es una configuracidn minimal si es un minimo de U restrigido

als,

Una caracterizacion de las configuraciones centrales es la siguiente, sea xy €
(RYN tal que U(xg) < +o0o y I(xg) = 1, entonces zy es una configuracién central
(normal) si y sélo si existe una funcién real A tal que x(t) = A(t)zo es una solucién
de . Tal solucién es llamada movimiento homotético. Note que esto sucede si y
sélo si zg es un punto critico de x — ||z||U(x) y A satisface la ecuacién de Kepler:
(9) M = —U(x).

En particular para ¢3 = %, se tiene que x(t) = ct%a;o es un movimiento homotéti-

co completamente parabdlico. Sea ty = c_%,entonces x(tg) = wo.

[.15. LEMA. Sea t; > to, entonces si x(t) es el movimiento homotético asociado
a una configuracion minimal xo, A(y) > A(Z|ie,n]) para cualquier v € C(xo, x(t1)),
donde se da la igualdad si y s6lo siy = x|, 4], salvo una traslacion del intervalo de

tiempo.
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DEMOSTRACION. Sea 7 : [sg, 51] — (RN en C(Xo, x(t1)), tenemos que y(sq) =
xoy Y(s1) = x(t1). Sea s’ = max{s € [ty, t1]|1(7(s)) = 1}, entonces I(y(s)) > 1 para
s’ < s < s1. Si definimos v = 7|y 5,) tenemos que A(y) > A(71), con igualdad si y
sélo si s’ = sg.

Observe que podemos escribir a 7, en coordenadas polares, es decir, v;(s) =
p(s)u(s), donde p(s) > 1y I(u(s)) = 1 para todo s € [¢, s1]. Consideremos la curva
72 € C(a,z(t1)) dada por y2(s) = p(s)a,s € [, s1]. Note que la accién de 7, estd
dada por

(10) A(yr) = %/82 p(s)*ds + Uy /52 p(s)~'ds,

S1 S1

de se sigue que A(y2) < A(m1), con igualdad si y sélo si v = ;. Por otro lado
tenemos que es la accién de p(s) para el problema de Kepler en la recta con
lagrangiano

1., U
11 Lo(p, p) = =p* + —.
(11) olp,p) = 5p" + ;

Sin embargo, por lo discutido antes, A(s) = css satisface @ que corresponde a la
ecuaciéon de Euler-Lagrange de ; mas aun, A tiene energia cero, por lo que \ es
minimizante de la accién correspondiente a .

Se concluye que A(y2) > A(x|(,4,]), donde se da la igualdad si y sélo si p(s) =

c(to+ s — §')3 para todo s € [¢,51] y 51 — ' = t1 — to. Por lo tanto se tiene que

A(y) = Aln) = A(72) = Azlitg,)),

con igualdad si y sélo si v(s) = vo(to + (s — s0)). O

1.16. TEOREMA ([DM]). Sea a una configuracidn minimal y x(t) = ct3a, con

oU s , L
A= % Entonces la extension continua de x a [0,+00) es una minimizante en

tiempo libre con colision total en t = 0.
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. : 2 Ny
DEMOSTRACION. Escribamos z(t) = c¢t3a donde I(a) = 1 es una configuracién

9U . C .
%, por lo tanto si t; > t, x’[to,h] es una minimizante en tiempo

minimal y ¢® =
libre.
SeaT > 0yee€ (0,7). Tomemos A > 0 tal que ¢ = )\%to, de la homogeneidad

del potencial, | ) es una minimizante en tiempo libre, es decir

Aly

[g,T}) = ¢(v(e),v(T)).
Como
1_1_1}% AVe) = A1),

de la continuidad de ¢ se sigue que 7| 7] es una minimizante en tiempo libre. [

4. Cotas superiores para el potencial

Sera de gran utilidad contar con cotas superiores para los potenciales de accion

finito y de Mané. En esta seccién exponemos las obtenidas por E. Maderna en [M].

[.17. LEMA ([M]). Dados nimeros reales ay < ... < ap,, existen numeros reales
by < ... <bp yun homeomorfismo creciente absolutamente continuo F de [0,1], tal

que

1
F(t) = ai] > 5|t = bif3

/1 F'(t)%dt < 3(4 + 2a)(m + 1),

donde a = min |a4|, ..., |an].

[.18. PROPOSICION ([M]). Sean r € R, R > 0. Dadas x,y € (RN tales que

r—z;| < R,|r—y;| < RyT >0, existe una curvay € C(z,y,T) tal que |r—-~,;(t)] <
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6NR para todo t € [0,T] y

1

T T
5 | Is@ia < arry [ G < srrc,
0 0

donde a y B son constantes positivas que dependen unicamente de N y M.

DEMOSTRACION. Observe que si el resultado es cierto para alguna T' > 0, enton-

ces si S > 0 definimos la curva o : [0, S] — (RN como o(s) = v(sT'/S) obteniendo
s s T
[ lstsas =152 [T 13GT/s)Pds = 57T [ (o) < 205 R
0 0 0

/0 U(o(s))ds :/0 U(v(sT/S))ds = STl/O U(y(t)dt < BSR™.

Por lo tanto, es suficiente con demostrar el resultado tomando 7' = 2. Escribamos

= (ry,...,7y) y definamos p = (p1,...,py) € (R)YN por
pi=r+(@—1)v,i=1,...,N,

donde v € R? es tal que |v| = 6R, con esto tenemos que |r — p;| < 6(N — 1)R para
todoi=1,...,N, ademés 6R < p;; := |[p; — pj| < 6(N — 1)R. Tomemos la curva
ze 1 [0,1] = (RH)N, definida por z,(t) = = + 1.(t)(p — z), donde ¥, : [0,1] — [0,1]
es una funcién creciente a determinar, tal que ¥,(0) =0y (1) = 1.

Recordemos que para dos vectores u,v € R% v # 0 y para cualquier A > 0 se

tiene que
(12) el 2 ol [p+ 20,
y |u + Av| alcanza su minimo cuando
N (U, V)Ra
[of?

Definamos w;; := r; — 15, vij := (pi — p;) — (ri = 75) y
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asi tenemos que
dij(t) == |20i — 2aj| = [ui; + a(t)vyl.
Por lo tanto, de , se sigue que
dij 2 |vijl|tha(t) — tij| < AR|ha(t) — L5,

como |u;;| < 2Ry |vij| > 4R, se obtiene que ¢;; < 1, en vista del lemam podemos

elegir a la funcién v, de manera que
1 .
/ e (t)%dt < 15N?,
0
ademds para cada i < j existe s;; tal que para todo t € [0, 1],
[P (t) — tis] > N[t — s;5]5.

Con esto tenemos que

1 [ 1 L

5 o ()]?dt = = i — i [ ba(t)?dt

3 ) WOPar =53 =i (0

< 280 M N*R?,

/O 1 U(z(t)dt = /0 1 mgm;d;; (1) dt

1<J

1
2 Z/ mimj(4R)_1N2|t—sij|_%dt.
0

i<j

Por otro lado tenemos que
1 1—s 1
1 1 1
/—thZ/ sdu<2 [ —du=6
0 ’t — Sij‘g —s |U‘§ 0 u3

1
/ U(z,(t))dt < 6M*N*R™
0

por lo que
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Definamos ahora la curva v € C(x,y,2) como

2:(t) ift <1
V(t) =
2,(2—1) ift>1,

asi

A(y) = A(z) + A(zy) < %aR2 + 28R

En vista de la proposiciéon anterior, obtenemos el siguiente teorema.

[.19. TEOREMA. [M]| Ezisten constantes a, 5 > 0 tales que para todo T > 0,

R? T
T) < a— + B~

siempre que T e y estén contenidos en una bola de radio R > 0 en (RY)N.

1.20. DEFINICION. Sean A C R y X > 0, un conjunto {ry,...r.} C R? define
una A-particion por cumulos de tamano R > 0 de A se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. |r; —rj| > 2AR para todo 1 > i < j < k;

2. A estd contenido en US_ B(r;, R)

[.21. LEMA. Dados A > 1,A = {ry,...,ry} C R ye > 0, existen A’ C Ay
R(e) > 0, tales que:
1. e < R(e) < 2M\)Ve;

2. A" define una \-particion por cimulos de tamarno R(e) >0 de A

DEMOSTRACION. Definamos A; = A, si esto no define una \-particién por cimu-
los de tamano e, entonces existen r, s € A; tales que |[r—s| < 2)e|, en este caso, toma-

mos Ay = A;\{s}; Si As no define una A-particién por ctimulos de tamafnio 2Ae > 0,
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entonces existen 1, s € Ay tales que |’ — s'| < (2)\)%¢, y fijemos Az = A)\{s'}, si

procedemos recursivamente el proceso debe terminar en a lo mas N pasos. [

Se puede ahora demostrar la siguiente proposicion mediante el uso de particiones

por cumulos.

1.22. PROPOSICION ([M]). Ezisten constantes positivas oy, 1 > 0 tales que, para

cualesquiera x,y € (RN y T > 0, tenemos que
¢($7 Y, T) S O517—‘_152 + /81T€_17
siempre que € > |x — y|, las constantes oy, B solo dependen de N y las masas.

DEMOSTRACION. Sean © = (r1,...,7x),y = (S1,...,5,) € (RY)Y denotemos
por A, al conjunto {ry,...,ry} C R% Aplicamos el lema a A, cone> |y —z

y A = 24N para obtener r;,,...,r;, € A,, vy R(e), tales que

1. e < R(e) < (48N)Ng;
2. Para cualesquiera 1 < j <1 < k, tenemos |r;, — ;| > 48N R(e); y

3. A,UA, estd contenido en la unién disjunta U?:l Bj, con B; = B(ry,;,2R(e)).

Asi, {1,... N} =LU---Ul, tal que i € I; siysélosir;,s; € B;. Denotemos por
Nj; ala cantidad de cuerpos en el cumulo j, es decir la cardinalidad de I; y sea M; a
la masa total del cimulo j, M; = Zielj m;, con esto N = Zle N;,M = Z?Zl M;.
Dado T" > 0, aplicamos la proposicién al problema de N; cuerpos compuesto
por los cuerpos en B; con condiciones inicial y final dadas por los cuerpos de z e
y contenidos en B;. Obtenemos asi una curva v = (y1,...,7n) € C(z,y,T) tal que

paratodo 1 < j < K

1. Si i € I, entonces v;(t) € B(ri;, 12N R(¢));
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1 T . 2 6 6 2
I- / S malu(t)Pdt < 3(10°)M;NOR(e)/T:

i€l

i,lGIj

T <l
W= [ mampute) = (o)

0

L3700 -1
Por otro lado, la accién de v estd dada por

k k
A =D T+ W+ W,
j=1 j=1

con

Wom [ 2% mamb(t) = (o)

1<j<I<kicl;hel]

Como las B;’s son disjuntas se tiene que
Wo < N*M?*(24N)—1R(e)7'T.
Como R(g) < (24N)"e, se tiene que
A(y) < yTe? + BTt

donde oy y 7 dependen tinicamente de N y M. O

2 . ey . . . . .
Tomando € = T's en la proposiciéon anterior se obtiene el siguiente corolario.

[.23. COROLARIO. FEzxiste una constante positiva p tal que para cualquier x €

(RN

Wl

¢(x,z,T) < puT

Ahora tenemos la siguiente cota concerniente al potencial de Mané.
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[.24. TEOREMA. [M] Eriste n > 0 tal que para cualesquiera y,z € (RY)N
1
Py, 2) < nlly — =2

DEMOSTRACION. Sabemos que ¢(y,y) = 0 para todo y € (RY)Y. Por otro lado,

si y # z, entonces por la proposicion anterior tenemos que
o(z,2,T) < a,T7'e® + B Te™,

para todo T > 0 y € > |y — z|. Como el lado derecho de la desigualdad anterior es

una funcién continua en € > 0, debemos tener
Qb(x, ZaT) S alT_1|y - Z|2 + ﬁlle - Z|_17

asi, tomando T = |y — z|% se obtiene el resultado. 0J

Concluimos el capitulo con el siguiente lema:

1.25. LEMA ([M]). Para cualesquiera z,y € (RY)N yt > 0 se tiene que

¢($,y, ) |I’—y|2

DEMOSTRACION. Sea v € C(z,y,t), entonces tenemos que

z—yl < d8<t2 QdSé
Yy ’Y 7

t
oyl <t / 5 (s)Pds,
0

por lo tanto

asi
t
m m
> — (9)2ds > — |z — |2
D2 [ ks> Loyl

tomando el minimo sobre v € C(z,y,t) se obtiene el resultado. O



Capitulo II

Funciones de Busemann

En este capitulo, estudiaremos una propiedad importante de las configuraciones
minimales y sus movimientos homotéticos asociados, a saber que es que estas per-
miten definir una clase particular soluciones KAM débiles cuyas curvas calibradoras

son asintdticas al movimiento homotético.

1. Introduccién

Sea H : T*(RY)N — R el hamiltoniano asociado a L dado por
| N
_ 12
Hap) = 5 3 mi bl = Ula).
I1.1. DEFINICION. Una solucién KAM débil de la ecuacion de Hamilton-Jacobi
(13) | Du(x)||” = 2U ().

es una funcion u: (RN — R que satisface:
» u estd dominada, i.e. u(y) —u(z) < é(x,y) para cualesquiera x,y € (RY)N.
» Para cualquier v € (RY)N eriste una curva absolutamente continua o :
[0,00) — (RN tal que a(0) = z y « calibra a u, i.e. u(z) — u(a(t)) =

A(alpy) para todo t > 0.
20
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S denotara al conjunto de todas las soluciones KAM débiles continuas u de ((13))
en (R?)N. Ademés, denotaremos por S~ al conjunto de funciones dominadas.
Para una funcién continua u : (R*)™ — R y ¢ > 0 definimos el semigrupo de

Lax-Oleinik T} u : (RN — [~o00,0),t > 0, como

T, u(x) = mf{u(y) + ¢(z,y, )y € (R)™}.

También definiremos 7, v = u para toda u. De la definicién tenemos la propiedad
de semigrupo T, (T, )u = T, ;,u. Note ademas que una funcién es dominada si y sélo

si u < T, u, para todo t > 0. Notemos que el semigrupo de Lax-Oleinik es solucion

del problema de Cauchy de ([13)):

vt—l—%—U(:ﬁ):O

v(+,0) = u.

No es dificil ver que para cada t <0, T} es creciente en S~

Dotaremos a S~ con la topologia compacto-abierto, generada por
Uk(u,e) ={v e S :|v(r) —u(x)| < e para todo x € K},

con u € S7, K C (R compacto y ¢ > 0.

En conjunto de soluciones KAM-débiles S en no vacid, esto se obtiene al carac-
terizar los elementos de S como puntos fijos del semigrupo de Lax-Oleinik [M].

Por otro lado es importante notar que las curvas calibradoras de una solucién
KAM débil son minimizantes en tiempo libre, asi el estudio de dichas soluciones
puede producir comportamientos de curvas minimizantes. En este capitulo demos-
tramos que dada una configuracién minima, se tiene que para cada configuracién
existe una velocidad inicial tal que la soluciéon del sistema con estas condiciones
iniales es una curva minimizante en tiempo libre que es asintética a la configuracion
minima dada. Esto lo lograremos al estudiar cierto tipo de funciones llamadas fun-
ciones de Busemann. Para esto analicemos un poco un problema de Kepler asociado

a nuestro problema.
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2. Problema de Kepler en la recta

En esta seccién damos estimaciones para el potencial de accién de un problema de
Kepler asociado al problema original. Para precisar esto, fijemos una configuracion
minimal, escribamos U(xg) = Uy y sea ¢3 = ﬂ , denotemos por S(a, b) al potencial
de accién del problema de Kepler unidimensional con energia potencial Uy /7, es decir
con lagrangiano ,

T Ui
l(r,i) = 5 + 7"
y por S(a,b;t) ala accién de la inica solucién al problema de Kepler en la semirecta

que va de a a b > a en tiempo t. Para 0 < a < by s > 0, denotemos por h(a,b;s) a

la energia de la solucién uniendo a a y b en tiempo s.

I1.2. LEMA. Dado s > 0 fijo, la funcién r — h(0,r,;5) es C* en (0,+00) con

deriwada estrictamente positiva. Mas aun

oh 2 5U0
Z2(0.cs3: 5) =
50, cstis) = =

, 2 , , .
DEMOSTRACION. Notemos que h(0,cs3;s) = 0, ademés la energia h satisface

B / " du
0 \/2(h+ D)
derivando con respecto a r se tiene que

Oh

3
/ v du—
fo(h + Lo 2(hu + Up))z  Or

por lo tanto

%(Omsg;s) = (085)51 / u =du
or (2Uy)z \Jo  [2Up)2
5 (cs3)2 3, 2.5
== —(2Up)2(cs3) 2
S o Cties)
50y
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La siguiente proposicién es debida a E. Maderna y A. Venturelli [MV].

I1.3. PROPOSICION. (a) La funcion
G(r) = 5(0,7;1) — S(0,7) = S(0,r; 1) — (8Upr)?

es decreciente en |0, c[, creciente en |c,o0[, G(c) = G'(¢) =0, G"(c) = 5/3. Se
sigue que si € > 0 es suficientemente pequeno, eziste 0(g) > 0 tal que |[r —c| < e
si G(r) < d(e).

(b) Para & > 0 tenemos que
2

2(1+¢) +o(r’)

(14) S0, 1+¢) =

cuando r — oo uniformemente en € € [0, €]

DEMOSTRACION. Para demostrar (a) notemos primero que la energia h :=
h(0,7;1) de la solucién es negativa si y sélo si 0 < r < ¢, mas ain es C! en (0, +00),

creciente y h(0,c; 1) = 0. Por otro lado la accién S(0,r;1) esta dada por
_Yo _bo
Jo 7 J2(h+ ) du+ [T J2(h+ T)du—h sir<c
S(0,7;1) =
Jo v/2(h+ 52)du+ h sir >,
Asi las funciones r — S(0,7;1) y r — G(r) son C! en (0, +00), mas atin

, —\/z(h(o,r;1)+%)—,/% if0<r<ec
G'(r) =
\/2(h(o,r;1)+%)— Wo o ifp >,

de donde G(r) es C? en (0,c) U (¢, +00), ademas notamos que G(r) es decreciente

en (0,c) y creciente en (¢, 400), el minimo absoluto se alcanza en r = cy

¢ /2
G(c) = /0 %du — v/ 8Upc = 0.
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Mas atin G'(¢) = 0. Del lema obtenemos que

5U¢
G"(c) = —%..
) =313

Para demostrar (b) notemos que la solucién u cu’ tiene energia cero., por
lo que h(0,c(i +€)3;1 +¢) = 0. Supongamos que r > ¢(1 + €)3. Por el lema m
h(0,7;1+¢) > 0 y la solucién que une a 0 con 7 en tiempo 1 + & es monétona. Por

otro lado, h = h(0, ;1 + ¢) satisface

1+5—/T du = UOE(E)
0 /2 (h+ D) 2:h2 \Uo/’

donde F : RT — R estd dada por

b= [\

+o(z?) cuando  — 0"

(15)

Note que F satisface

(16)
E(z) = x + o(x) cuando x — +o0.

Demostremos que
(17) h(0,7;1 4+ ¢) = 400 cuando r — +00

uniformemente en € € [0, £]. Supongamos que no se cumple, entonces existen
sucesiones r, — +00 y &, € [0, ] tales que h(0,7,;1+ &,) esta acotada. Sea h,, :=
h(0,7n;1 4 €,). De y la sucesion h,r, también esta acotada, por lo tanto
h, — 0 cuando n — oo. Como E es continua y estrictamente creciente, de

obtenemos que h,r, — 0 cuando n — oo y junto con la primer linea de se tiene

3 3
. R UO T'n 2 UO 2 hnrn o
e =i (7) () 2 (%) =+

que es una contradccién, por lo que se cumple ([17)).

que
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r Uy hr
lte=—(2)E (2
e m<h> (U)

usando la segunda linea de se obtiene la siguiente estimacion para h

Escribamos CcOmo

(18) h—h<0,7“;1—|—5)—% (1:_5) +0r(7’2)

cuando r — 400, uniformemente en ¢ € [0, £
Consideremos ahora la solucién ¢ — u(t) que une a 0 con r en tiempo 1 + ¢,

entonces
1+€ -2 U r h+%
S(O,r;1+€):/ <u—+—0>dt:/ —
0 2 U 0 /2(h+@)
" h (" d
\/Zh/ 1/1—|—%du—\/i/ S
0 hu 2 Jo 14+
hu

e () ()

con F': Rt — R dada por
" 1
F(x)—/ \/S—i_ ds
0 s

F(z) =z + o(z), cuando x — +oc.

y satisface

sustituyendo en se obtiene el resultado. U

Siguiendo las ideas en [MV] expuestas en la proposicién anterior, obtenemos las
siguientes estimaciones que seran de gran utilidad en la demostracién del resultado

principal del trabajo.

I1.4. PROPOSICION. Cuando o — 1,5 — 00

W=
vl

(20)  S(r,csiios) = (6U2s)7(2 + g(a —1)2+o(rs 3 + (0 —1)%)) — (8Upr)
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uniformemente en r € [0, s'/3]. Asi

.0<2u3

@) S G(F)) = R+ (o= 124 ol + (0~ 1)~ )

"3 18

cuando o — 1,u — oo uniformemente en r € [0, u*/?]

DEMOSTRACION. Sea h = h(r, s;o) la energia de la tnica solucién que va de r

2 .
a cs3 en tiempo os. Entonces

wino

cS

du ~ 3s /1 dv
v V2R +Uo/u) 2 e Fe \/CS%h/UO+1/U

oS =

Defina
! v 2
F = ——(1
@by = [\ e =50 +0)
entonces
1
F<(£> “sTE,0— 1, Uios3h(r,s; o)) =0.

Como F(0,0,0) = 0, F(0,0,0) = —z, podemos apilicar el teorema de la funcién

1
5

implicita para resolver F(x,y, k(z,y)) = 0. Derivacién implicita nos dé

10 125
(22)  k(z,y) =~y + -y +ola? +¢?)
377 21
2 3 _2 T 3 _1
h(r,s,o) = <§U§>Ss 3k(<z>23 5,0 —1)
1 ) 12 )
(23) = 50— 1)+ (o~ 1+ olrsE 4 (0~ 1))

2
cs? h+2U0/u

L AT

3
CcS U
:/ 1/2(h+f)du—has

2 1
= (GUSS)%a(x, k) — <§U§s> ko

S(r, csg,as) =
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donde k estd dada por (22)), con z = (r/c)%s_%, y=oc—1,y

oz, k) = /1 \/Edv — ao(k) — bz, k),
ao(k;):/ol mdv, b(x,k:):/oxz \/Edv

Tenemos como en [MV]

ko k2
ao(k) =2+ 3739 + o(k?),b(z, k) = 2|z| + O(k|z|*).

Thus

2

S(r, csh; os) = (6U2s)7 (2 + g(l —0)— l;—o + o(k*) + O(k|z|*) — 2|x|)
2+ g(a 12 4 o(rs S 4 (0 — 1)) + 02—

)) — (8Uor)2

W=

= (6Uss)

S

OJ

3. Soluciones de Busemann

En el capitulo uno vimos que el potencial de Mané define una distancia en
(RN en esta seccién estudiamos las funciones de Busemann para dicha distancia,
a saber demostramos que dada una configuracién minimal, la funcién de Busemann
asociada a ésta define una solucién KAM débil mas atin sus curvas calibradoras son
asintéticas al movimiento homotético asociado a la configuracion minimal original.
Para demostrar esto hacemos uso de las estimaciones dadas en la secciéon anterior.

Nuestro resultado dice lo siguiente.

IL.5. TEOREMA. Sea x¢ una configuracion central minima con ||zo|| = 1, U(xg) =
Uy, y considere el movimiento homotético yo(t) = ctizg, ¢ = (gUo)%. Entonces la

funcion de Busemann

u(r) = sup [¢(0,70(t)) — ¢(x,70(t))] = 1m [$(0,70(t)) — ¢(x,70(t))]

t>0 t—4o00
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es una solucion de viscosidad de la ecuacion de Hamilton-Jacobi (13). Mds aun,
para cualquer v € (RN eziste una curva o : [0,00) — (RN with a(0) = z que

caltbra a u y

(24) Im [|o()t3 — cagl| = 0.

t—o00

La demostraciéon del teorema requiere de una serie de lemas y proposiciones

previas, comencemos considerando el problema de Kepler en (R?)" con lagrangiano

y potential de acciéon

Tenemos que

(25) Sl lyll; T) < go(w,y; T) < o, y; T),

(26) S(0,]lz[l; T) = ¢o(0, 2;T) = (0, [|z/|z0; T).
I1.6. LEMA. La funcion de Busemann u estd bien definida y dominada.

DEMOSTRACION. Comenzamos demostrando que la funcién

0(t) = [6(0,70()) — ¢z, 70())]

es creciente. If s < t, then

3(s) = d(t) = d(,70(t)) — d(z,70(s)) + [#(0,70(s)) — &(0,7%(t)) ]
= o(2,7%(1)) = o(2,7%(s)) = ¢(70(s), 70(t))

<0

)

donde la ultima desigualdad se sigue de la desigualdad del triangulo aplicada a la
terna (z,v0(s),v0(t)). Por la desigualdad del triangulo, 6(t) < ¢(70(0), x), entonces

lim §(t) = sup d(t) y éste limite es finito.
tfoo t>0
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Como
u(y) = sup 6(0,%(t)) — 6y, 70(1))
= sup $(0,%0(t)) — 6y, ) — (x,0(t))
= u(z) — ¢y, z),
u estd dominada. O

Sea x € (RY)". Por el teorema LG, para eI > ||z existe yr : [0,7r] — (RY)Y
con yr(0) = z, yr(mr) = 1(T') tal que

(27) Ap(yr) = ¢(z, (T)).

Note que T' y 7 no tienen que ser iguales, sin embargo cuando 7' tiende a infinito

se tiene lo siguiente.

, T
II.7. PROPOSICION. lim — = 1.
T—o0 TT

DEMOSTRACION. De , para todo 0 < t < 77 tenemos que

(28) Ar(yrlog) + ¢yr(t),7(T)) = ¢(z,70(T)).

Sabemos que

(29) ¢($a VO(T)) S ¢($? O) + ¢(07 PYO(T)) = ¢($, O) + 2(6U3T)1/3
r r 1/2
(30)  (JU)PT*® — |zl < ||z = 7o(T)] S/O [9r]] < \/ﬁ(/o IIzJTIIQ)
< V210 AL (yr) < V27p(¢(z,0) 4+ 2(6U2T)Y3)12,

Asi

co

limsup — < —.
T—oo Tr 3
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De (23) v (29

S(lell, eT%;7r) < d(w,70(T); 7r) < d(x,0) + 2(6U3T)"/?

S(Hx\l’c@)%;l) §¢(x10)+2<6U3T>§

T TT

2 1
3 3
T Tr

J
Considere una sucesion 77 — oo tal que — — s. Entonces
T3

S(O,cs%; 1) < 2(6U§s)% = (8Uocs§)%.

Por la proposicién m(a), s =c y asi s = 1. O

Sea (3 :[0,1] = (RY)Y una curva que une a 0 y  con accién finita y sea t < 7p,

entonces

) ¢(0,yr(t);t +1) < AL(8) + Ar(yr|[0,t])
(32) Ar(yr) = ¢(x,7(T)) < AL(B) + ¢(0,7%(T))

) ¢(0,yr(t);t + 1) + Ap(yr|[t, 7r]) < 2AL(8) + ¢(0,70(T))

) 00,ur(8);t+ 1) + dyr(t),0(T); 70 — 1) < 2AL(8) + ¢(0,7%(T))

Las desigualdades y dan , que puede ser escrita como (34)).
Tomando s = s(T,t) =T/t, 0 = o(T,t) = (70 — t)/T, de se obtiene que

Y0(5); 08) < 2675 AL(B) + 6(0,70(5))-

wlro

(35)  d(0.yr(t)t 51+ 1/t) + dlyr(t)t”
Definiendo r7(t) = |lyr(¢)||t73, de y obtenemos que
(36) G0(0.yr(t)E 5514 1/8) + Golyr ()5, 70(s); 05) < 275 AL(B) + 60(0, 70(s))

(37) S(0,rp(t); 1+ 1/t) + S(rr(t), cs3; 08) < 2673 AL(B) + S(0, cs3 ).

I1.8. PROPOSICION. Euxisten constantes K,t > 0 and 5 > 1 tales que para todo

t>t, T >ts tenemos que ro(t) < K
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DEMOSTRACION. Suponga que la proposicion es falsa, entonces existen sucesio-
nes K, — oo, t, — oo, T, tales que s, =T, /t, — oo, r, = 11, (t,) — 00. Note que

on =0Ty, t,) — 1.

Sir, < sé, la desigualdad y los puntos (b) y (c) de la proposicién |[1.3| dan

2
Tty

T < 2t, 3 AL(B)

(ST

+0(12)+(6035,)3 [ (0—1)*+o(rusn* +(0u—1)%))]~ (8or)

NeJ

1
la cual es imposible para n grande. Si r, > s;, de la parte (b) de la proposicién [[1.3

tenemos que

_1 1 2
2t, 2 AL(B) > S(0,7r,; 1 + n ) —S(0,c¢si)

> St od) — a(6u2s,)b

——— +o(sn) — Sn

~2(1+t,) 0

lo cual también es imposible para n grande. O

I1.9. LEMA. La funcion de Busemann w es una solucion de wviscosidad de la

ecuacion de Hamalton-Jacobi

DEMOSTRACION. Para z € (RO)N | sea yr : [0,77] — (RH)YN tal que se
cumple.

Del teorema m y la proposicién existen constantes K, > 0y 5 > 1 tales

que para todo t > ¢, T' > t5 tenemos que
(38) Ap(yrl0.1]) = o, yr(£);1) < K(t5¢7 + 1175) = 2K,
Afirmamos que la familia

(39) {yrl[0, 1]}

es equicontinuas. De hecho, por tenemos que

t
/ lyr|Pds < 2AL(yr|[0,t]) < 4Kt3.
0
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Asi, para cada 0 < s < ¢ <t

’ /

lyr(s) — yr(s)] < / i) ldv < V5 / @)D} < 2RI

S S

demostrando la equicontinuidad de ([39). Como yr(0) = z, la familia es también
equiacotada. Del teorema de Ascoli, existe una sucesion T" — oo que satisface
T™ > t5 tal que yr=|[0, t] converge uniformemente. Aplicando este argumento a una
sucesion creciente t; — oo, por un truco de diagonalidad se obtiene una sucesion
T, — oo tal que yr,|j0,] = @/ uniformemente para cada ¢ > 0. Po la semiconti-

nuidad inferior

(40) lfggf ALy, log) = An(a|pg)-

Del teorema [[.24]

(41)  [éla(),(T)) = Slyr(t), ()] < dlalt), yr(t) < nllalt) —yr(®)]?.
Usando , , tenemos que para todo t > 0

u(a(t)) = 1m é(70(0),70(Tn)) — ¢(a(t), 70(Tn))
= 1im ¢(+(0),70(T0)) — ¢(x,%(Tn)) + Ar(yr, lp.)

> u(x) + Arlaljog) = ula(t)).

Entonces « calibra a wu. Ul

Ahora nos enfocamos a la demostracién de la igualdad .

I1.10. PROPOSICION. Para calquier e > 0 existe t. > 0 tal que parat >t., T > t5

(42) r(t) — ¢f < e.
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DEMOSTRACION. Para ¢ : [0,1+ 1] — RT con acciéon A(¢) = S(0,r7(t); 1+ 1)
considere la reparametrizacién £* : [0,1] — R given by £*(s) = &(s(1 + t)/t).

Entonces

) o (1+1¢)1 (t+1)/t , . (t41)/t
S(O.rp(ti1) < AE) = 25 [ P+ s [ Uleas

(43) <1+ %)S(O,TT(t); 1 %).

De y tenemos que

1 1
(44) Go(0,yr(HF5:1) < (14 2)do(0.yr()E 511+ 5).
Una demostracién similar a la de gives
_2 1 2 1
(45) 6(0,yr(75:1) < (1+ )@(0,yr (D751 + 7).

Sean t > 0, 5 > 1 dados por la proposicién m De las desigualdades , ,

, , y existe una constante K, tal que para t > t, T > t5 tenemos

que

Wl

(46) &0, yr(1)t75; 1) + dyr(t)t 3, 70(s); 0s) < $(0,70(s)) + Kyt ™5

W

(47) 900, yr(1)t531) + do(yr ()5, 70(s); 05) < do(0,70(s)) + K1t ™5

(48) S(0,r7(t); 1) + S(re(t), cst;0s) < S(0,cs8) + Kyt 3
La desigualdad y la desigualdad del triangulo
(49) S(0,u) < S(0,7) 4+ S(r,u)

implican

S(0,7p(t); 1) < S(0,r7(t)) + Kyt 3.

De lo que la proposicién [[L.10] se sigue de la proposcién [[L.3(a). O
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II.11. PROPOSICION. Dado € > 0 existen t. > 0, 5. > 1 tal que para t > t.,

T > t5. tenemos que |rr(t) —c| < e y Z(yr(t)t™3, cag) < &

DEMOSTRACION. Considere el problema de Kepler en (R?)Y. Sea 2 una configu-
racién que satisface |||z||—c| < e y 7 > 0. La minimizante (para Ly) & : [0, 7] — (R%)Y
uniendo z to v(s) en tiempo 7 es un arco Kepleriano sin colisiones; entonces esté
contenida en el plano generado por 0,z y 7y(s). Introciendo coordenadas polares
en este plano, podemos identificar z con 7€ y 7y(s) con ¢s?? € R C C, donde
r—c| <e, |0] <.

El camino ¢ puede ser escrito en coordenadas polares como
E(v) = p(v)e™, e 0,7]

donde

p(1) = cs¥?, w(r) € 2nZ.

Afirmamos que £ es un camino directo, es decir, la variacién total del angulo polar
w es menor o igual a m. Suponga por el contrario que |w(7) — | > 7. Cambiando
la orientacién del plano si es necesario, podemos asumir que w(7) > 2m; por lo que
existe un unico entero k > 1 tal que w(r) = 2k.

El camino £(v) = p(v)e™®) con

tiene los mismos extremos que £ y

Al = 400 = 5| (5r=5) 1| [ 0w <o,

que es una contradiccién. El teorema de Lambert (vea [A]), establece que si 1 y 3

son dos configuraciones y 7 > 0, la accién Ar,(xy, z2;7) del arco kepleriano directo
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uniendo en x; con o en tiempo 7 es una funcién de sélo tres parametros: el tiempo
7, la distancia |x; — 5| entre los dos extremos y la suma de las distancias entre los

extremos y el origen (i.e. |z1| 4 |x2|). Asi

(50) do(re? 7o(s); ) = S(dy(r,0, ), da(r,0,5);T)

donde
2d(r,0,8) =1+ csi — |re® — esi| = r(1+ cos) — U(r, s, 0)
2ds(r,0,5) =1 + csi + |re? — cs3| = 2¢s5 + r(1 — cos6) + U(r, s,6)

l(r,s,0) = O(s_%), s — 00

uniformemente para r acotada.

3

N2

Tomando o* = <d—>203, de (21 tenemos que para r acotada, s grande y o
2

cercano a 1

M=

@1+ (0" =1+ ol(o” 17 +578)) — df)

— 2(Ugr(1 + cos0))2 + O(s3).

S(dy,ds; 08) = (8Up)

=

> 2(6U3s)
De la ecuaciéon for 0 = 1 tenemos que

+O(s73).

N|=

S(r,esi) < S(r,esi;s) = 2(6Ugs)% — (8Uor)

Asi, para r acotada, s grande y o cercana a 1, tenemos que

(51) S(di, da; 05) > S(r, cst) + (%)71 — cost) +O(s™3).

Recordando (26)), las desigualdades ([47)), implica que para s =T'/t, 0 = o(T t)

(52) Go(yr ()5, 70(s); 08) < 2675 AL(B) + S(rp(t), es5)
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de , , , tenemos que
2473 AL (6) > (UO"’TT“))% — cos0) + O((T/t)7%)
se sigue que dado € > 0 existen ¢, > 0, 5. > 1 tales que para t > t.,T > t5. se tiene
que |07(t)| < e. 0
Para . > 0, 5. > 1 como es la proposicién [[L11], ¢ > ¢, T > t5. ,
lyr (£t — exol| < 2e.
Tomando T' = T,,, n — oo obtenemos para t > t.

la(t)t™F — cxo|| < 2e.



Capitulo III

Soluciones invariantes por rotacio-

nes

El objetivo de este capitulo es caracterizar las soluciones KAM débiles que son
invariantes bajo el grupo SO(d) por medio de sus curvas calibradores, a saber,
demostramos que las curvas calibradoras de tales soluciones tienen momento angular
cero. Definimos también un tipo de soluciones invariantes por medio de soluciones
de Busemann.

Recordemos que el Lagrangiano y el Hamiltoniano estan asociado por la transfor-
mada de Legendre que en nuestro problema, dado que 0,L no depende de z, puede
ser definida como

£ RN 5 (RO
con

L(v) = 0,L(x,v).

Por lo tanto p = £(v) significa que

(53) p(w) = (w,v).

Sea

QO={rc (]Rd)Nm- = r; entonces i = j},
37
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Note que €2 es abierto y denso. Sea también M la masa total del sistema dada por
M = my; + -+ 4+ my y para una configuracién x = (ry...,ry) definimos su centro

de masa como
1 N
G(QJ) = M i_g 1 m;r;.

E. Maderna en [M1], demuestra lo siguiente:

[II.1. ProPOSICION ([M1]). Si v : [0, +oo[— (RN es una minimizante en

tiempo libre entonces su centro de masa G(y(t)) es constante.

Ademas demuestra el siguiente teorema:

II1.2. TEOREMA ([M1]). Toda solucion KAM débil de la ecuacion de Hamilton-
Jacobt asociada al problema Newtoniano de N cuerpos de dimension al menos dos,
es invariante por traslaciones. Mds precisamente, dada una solucion KAM débil u,

tenemos que
w(ry,...,ry) =u(ri+r,...,rn+7)

para toda configuracion x = (r1,...,rn) € (RHN y todo r € R,

A la luz de estos resultados podemos restringir el problema, haciendo una trasla-
ciéon si es necesario, al conjunto de configuraciones con centro de masa en el origen,

es decir,
M = {z € (RY)Y|G(z) = 0}.

Consideremos un elemento § € SO(d). Definimos una rotacién en M como

Rg:M—>M

(54) x> (Ory,...0ryN).



I1I. DESCOMPOSICION DE SAARI 39

1. Descomposicién de Saari

Una herramienta importante para en el estudio de soluciones invariantes por
rotaciones serd la descomposicién de Saari ( vea [S] para d < 2,3 6 [MHQ] para un
contexto més general), la idea principal es dar una descomposicién ortogonal de la

velocidad en términos del momento angular.

1.1. Dimensiones 2 y 3 En esta seccién consideramos d = 3, el caso d = 2 se

obtiene al tomar R? como el plano zy en R3. Definamos para = (ry,...,ry) € M
yv=(vy...,ux5) € (R®)Y el momento angular como:

N
(55) Clz,0) =Y myr; x v,

j=1

Sea e; el i-ésimo elemento de la base candnica de R?, es decir, el 1 estd en la
i-ésima componente. Tomemos F; = (e;,...,¢;) € (R*)". Dada una configuracién
z=(r,...,ry) € (R*)", definimos
E;xx=(e;xXry...,e; XTN),

entonces por las propiedades del producto cruz tenemos que

N
(E; X x,v) = Zml(ei X Tj,V;)R3
j=1

= (e;, ijrj X Vj)R3
(56) = <€Z', C(ZE, U)>R3.

Por lo tanto, si C(z,v) = 0, entonces v es ortogonal al espacio generado por
{E; x x}3_,, Gen{E; x z}?_, y reciprocamente. Asi, cualquier vector v € (R*)V se

puede descomponer como
(57) v =, + vp,

donde v, € Gen{E; x z}¥,, C(x,v;) =0y (v, vs) = 0.
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Sean ROT, = Gen{E; x z}¥, y HOR, = {v € (R*)"|C(z,v) = 0}, entonces
ROT, L HOR, y

(58) T,M = ROT, ® HOR,.

Para entender mejor a ROT ., consideremos la 6rbita de z bajo SO(3), es decir

M, = {Ryz|0 € SO(3)}, notemos que

T.M, ={Ax: A € s0(3)},
donde
(59) Ax = (Arq,..., Ary).

Por otro lado, para cada i = 1,2,3, definimos la transformacién 7 : (R3) — R?

como
T;(v) = e; X v,

por las propiedades del producto cruz se tiene que la matriz A; asociada a T; es

antisimétrica, ademas

E, x oz =Ax
con A;z como en (B9), con esto obtenemos que
Gen{E; x x} C T, M,
Finalmente no es dificil ver que dim 7, M, = dim Gen{E; x =}, por lo tanto
T, M, = Gen{FE; x x} = ROT,,

Con esto podemos concluir que v, es la componente de la velocidad correspon-
diente a la accién del grupo de rotaciones. La ecuacién (58) es llamada descomposi-

cion de Saari para la velocidad.
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1.2. Dimensiones superiores Consideremos ahora R? con d > 4, antes de
definir el momento angular en este caso, recordemos algunos hechos conocidos sobre
el dlgebra exterior A(R?), para més detalles vea [W], [AMR].

En primer lugar notemos que el producto euclidiano define un isomorfismo entre

R? y su espacio dual (R%)* dado por
v (v, )pd

en vista de esta asociacién, identificaremos a un elemento v € R?% con su correspon-
diente dual en (R%)*.

Recordemos ademas que el producto euclidiano en R¢ define un producto interno
en el dlgebra exterior A(R?), de la siguiente forma:

Sivg A+ Av,y wi A« -+ Aw, son elementos descomponibles de AP(RY), entonces
(V1 A= Avp,wy A== ANwp)a = det(v;, w;)pd,

el producto interno de elementos descomponibles de A(R?) de orden distinto es cero
y extendemos el producto por linealidad.

Por otro lado, tenemos la contraccién por un elemento r € R?
ir : AP(RY) — AP7H(RY)
donde para cualesquiera p — 1 vectores en R? se tiene que
(60) (v, .. Upo1) = W(r, V1, .. Up_1).

Una propiedad importante del operador de contraccién es que es adjunto al producto

exterior “A”, es decir, si w € AP(R?),v € AP~1(R?), entonces
(61) (iyw,v)p = (W, AV)A.

Estamos ahora en condiciones para estudiar la descomposicion de Saari. Para
esto definimos el momento angular de una configuraciéon z = (ry,...,ry) € M y un

vector v = (vy...,vx) € (RY)YN como:

N
(62) C(z,v) = Z m;r; A vj.
j=1
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Note que C(x,v) es un elemento de A2(R?).
Para un elemento W = (wy, ..., wy) € (A?2(R?))Y definimos su contraccién por

X Como
W = iy (@1)s -+ i (W)

Finalmente denotemos por A(A%(R%))Y a la diagonal de (A?(R¢))". Entonces tene-

mos lo siguiente.

[1.3. LEMA. Sean z € M y v € (R)N. Entonces C(z,v) = 0 si y sdlo si v es

ortogonal a i,(A(A2(RY))N).

DEMOSTRACION. Escribamos z = (r1,...,7n) y v = (v1...,0y). Sea w €

A?%(R?) cualquiera, entonces de (61]),

N

(w,C(z,v))r = (w, ijrj NN

Jj=1

WE

mj{w, rj Avj)a

<.
Il
-

NE

myj(iy,w, V)R

<.
Il
—

(63) = (i, W, v),
donde W := (w,w,...,w) € A(A*(R%))N. Como w € A?(R?) fué arbitrario, se sigue
que si C(x,v) = 0, entonces v L i, (A(A%(R?))Y) y reciprocamente. O
Definamos
ROT, = in( AN (R))™) y HOR, = {v € (R)™ : C(,v) = 0},

entonces del lema anterior se tiene la descomposiciéon de Saari para la velocidad, es

decir, ROT, L HOR, y

T.M =ROT, ®HOR,,
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es decir cada v € T, M se puede descomponer como
v = Uy + Up,

donde v, € i, (A(A*(R))N), C(z,v,) =0y (v, v5) = 0. Mds atin, dada la bilineali-

dad del producto exterior se obtiene que
C(z,v) = C(z,v,).

Ahora veamos que en efecto la componente v, de la velocidad es la correspon-
diente a la accién del grupo rotaciones. Para esto, sean x = (r1,...,ry) € My

M, = {Ryx : 6 € SO(d)} la érbita de x bajo el grupo de rotaciones, entonces
T.M, ={Ax: A € so(d)}.
Por otro lado para cada A € so(d) definamos wa € A*(R?) como
wa(u,v) = (Au, v)ga.

Note que w4 € A2(R?) pues A es antisimétrica. Mds atin, para cada r € R?
lrwa(v) =wa(r,v) = (Ar, v)ga.

Asf se tiene que si Wi = (wa,wa, ..., wa) € A(A%(R?))N | entonces
iWa = (Ary,..., Ary) = Ax

por lo tanto T, M, C ROT .
Finalmente observemos que si A, es la matriz asociada a w € A?(R%), A, es
antisimétrica, ademas i,w = A,r para cadar € R Asf, si W = (w,...,w), entonces

i.W = (Ayri, ..., Aurn) = Auz. Hemos demostrado que

T.M, =ROT.,.
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2. Invariancia por rotaciones

En esta seccion estudiaremos la invariancia por rotaciones de soluciones KAM

débiles, en adelante d > 2, en primer lugar tenemos la siguente definicién.

[I1.4. DEFINICION. Sea una u : (RY)YN — R una funcién continua, diremos que
u es invariante por rotaciones si para cada x € (RN y para cada 6 € SO(d) se

tiene que

u(Ry()) = u(z).

II1.5. OBSERVACION. Siu es una funcién invariate por rotaciones y x € (Rd)N,
entonces u es constante en la orbita de x, M,. Asi, si x es un punto de diferencia-

bilidad de u, entonces

T.M, =ROT, C kerd,u.

Complementando el teorema de E. Maderna, tenemos el siguiente teorema

referente a las soluciones KAM débiles invariantes por rotaciones:

II1.6. TEOREMA. Sea u una solucion KAM débil de la ecuacion de Hamilton-

Jacobi
1
S el = U(a).

Entonces u es invariate por rotaciones si y solo si sus curvas calibradoras tienen

momento angular cero. Es decir, para cualesquiera 6 € SO(d) y x € (RN,
u(z) = u(Ryx)
si y sélo si para cualquier 7y : [0, +o0o[— (RON calibradora de u, se tiene que

C(y(t),7(t)) = 0.
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DEMOSTRACION. Sea u una solucién KAM débil invariante bajo rotaciones y
sea € M, tomemos 7 : [0, +00[—€ (R%)" una curva calibradora de u que comenza

en z. Se sabe que u es diferenciable en ~(t) para todo ¢t > 0 y que

(64) dyyu(w) = (w,5(t)),

para todo w € (R)V.
Por otro lado, por la observacién se tiene que ROT ) C kerd,yu y de

obtenemos que 4(t) L ROT ), por lo tanto ¥(t) € HOR, ), es decir

Cy(8),7(t) =0

para todo ¢t > 0.

Para demostrar la suficiencia, sea u una solucién KAM débil tal que todas sus
curvas calibradoras tienen momento angular cero. Sea z € (R4)Y y 6 € SO(d). Vea-
mos que u(Rypx) = u(z). Note que si Rypx = x, el resultado se obtiene trivialmente.

Supongamos que Rgxr # x, como u es continua y €2 es denso e invariante por
rotaciones podemos suponer que z € €.

Como exp : so(d) — SO(d) es sobrejectiva, podemos elegir w € so(d) tal que
exp(w) = @ y definamos la curva « : [0,1] — (R%)Y dada por a(t) = Rexp()(2). Sea

e > 0 tal que
B = {2 € (R")"|(2,4(0)) = 0, ]z — x| <&}

estd contenido en 2.

Sea

C = {Rexp(w)(2)|2 € B},
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observe que C' C €); denotemos por C’ al conjunto de puntos en C' donde u es
diferenciable, como u es Lipschitz en subconjuntos compactos, u es Lipschitz en C'
y, por el teorema de Rademacher, C’ tiene medida total en C.

Sea y € C" sea v, : [0,+00[—€ (RY)" la calibradora de u tal que 7,(0) = y,
entonces d,u(w) = (w,4,(0)) para toda w € (R)™. Por hipétesis +,(0) € HOR,,
es decir 4,(0) L ROT,, asi ROT, C kerd,u para toda y € C".

Sea f: B x [0,1] — R la funcién Lipschitz continua dada por

Como ROT, C kerd,u, entonces % = 0 casi donde sea y por el teorema de Fubini
en A x [0,1], con A un abierto cualquiera de B

0=/ 6)—fdltdy:/f(y,l)dy'
Ao Ot A

por lo tanto f(y,1) = 0 para todo y € B, en particular tenemos que

u(Ro(x)) = u(x)

3. Soluciones de Busemann invariantes

Ahora exponemos una clase particular de soluciones invariantes, a saber las so-
luciones de Busemann invariantes, estas se obtendran al rotar las soluciones de
Busemann dadas en el capitulo [lI| y posteriormente tomando el infimo sobre SO(d).

Primero demostramos que el infimo de soluciones KAM débiles es a su vez una
solucion KAM débil, analicemos el caso finito, esto nos da una idea de que podria

pasar con las curvas calibradoras del infimo en el caso no finito.
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II1.7. LEMA. Sean uy y us soluciones KAM débiles de la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, entoces
u(z) = min{uy (z), ug(z)}

es una solucion KAM débil.

DEMOSTRACION. La dominacién se sigue inmediatamente de la dominacién de
u; y up. Sea x € (RY)N y suponga que uy(x) = u(r) = min{u,(x), us(x). Sea
v : [0, +00[— (RY)Y la curva calibradora de u; que parte de , entonces para todo

t>0
u1(7(t)) = wa(z) — A(Yp.g)
(65) < uz(x) — A(v0.)-
Por otro lado, como uy estd dominada us(z) — A(7y)0,4) < u2((t)), junto con
(65) obtenemos que ui(v(t)) < ua2(v(t)) para todo ¢ > 0.
Se sigue que
u(y(1)) = ui(y(1))
para todo ¢t > 0. Por lo tanto
u(z) = uy(z)
= u1(7(t)) + A(vo.)

= u(y(t)) + A(v0.)-

Por lo tanto (t) calibra a u y asi u es solucién KAM débil. O

Aplicando un razonamiento inductivo se obtiene lo siguiente:

IT1.8. COROLARIO. Sean uq,...,u, soluciones KAM débiles, entonces

u(z) = min{uy, ..., u,}
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es una solucion KAM débil.

Analicemos ahora el caso no finito, un primera idea para analizar este caso podria
ser el tomar una sucesiéon minimizante y ver que las calibradoras de los elementos
de las sucesién convergen a una curva que calibre al infimo, sin embargo esto no
necesaramente es posible debido a que las velocidades podrian no estar acotadas. Sin
embargo el semigrupo de Lax-Oleinik, nos d& otra alternativa. Para esto recordemos

que una funcién es una solucion KAM débil si y solo si es un punto fijo del semigrupo

de Lax-Oleinik [M].

I11.9. PROPOSICION. Sea U C S una familia de soluciones KAM débiles tales

que Infu(z) > —oo, entonces
uelU

u(z) = inf{u(x)| v e U}

ueU

es una solucion KAM débil.
DEMOSTRACION. Para cada u e U y x € (RY)Y se tiene T, u(z) = u(z), asf
(66) inf T u(r) = infu(w) = a(z).

Por otro lado

inf T, u(x) = nf ( fnf) {u(y) + ¢(z,y,1)}) = inf (inf{u(y) + é(z,y,1)})

ueU ueU ye(R4)N ye(R4)N ~ueld
= inf (inf + y,t)) = inf {u(y) + Y, t
yeiﬁdw(ilelu{“(y)} o(z,y,t)) yeigd)N{U(y) o(z,y,t)}
=T, u(x).

48

Utilizando (66)), se sigue que para toda z € (RY)™, T} u(x) = a(z). Por lo tanto @

es solucién KAM débil.

O

Sea M el conjunto de configuraciones minimales con momento de inercia uno,

para cada a € M, consideremos u, la solucion de Busemann definida por a. Dado
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0 € S0O(d)y ae M, sea
U () = U, 0 Ry(x),
no es dificil ver que ug, € S, con S el conjunto de soluciones KAM débiles, mas
aun, note que
URga = Ug-1 g-

Para cada a € M De la proposicién se tiene que la funcién
g : (RHY - R

Aa = inf a )
(67) u(e) =, i wal0)

es una solucion KAM débil. Por construccion 4, es invariante por rotaciones.

II1.10. DEFINICION. Para cada a € M, llamamos a 1, la solucién de Busseman

movariante asociada a a.

Por otroladosi A C M, A # @y k : M — R es una funcién tal que inf &k > —oo,
entonces de la proposicién w4, dada por

Upg = ;Ielg{ua + k(a)}
estd en S. Sea
S i={uaplA C M, k: M — R,infk > —o0}.

Llamaremos a los elementos de &’ soluciones representables, asi por ejemplo
tenemos que las soluciones Busemann invariantes definidas por una configuracién
minimal son soluciones representables.

El problema que nos interesa es saber bajo qué condiciones &’ = S, es decir,
cuando las soluciones de Busemann representan a las soluciones KAM débiles. En
vista del conocimiento limitado que se tiene acerca de las configuraciones centrales
y en particular sobre configuraciones minimales, hasta ahora no hemos podido mas
que especular las que serian las condiciones mas razonables que nos permitirian

alcanzar el resultado. Asi tenemos la siguiente conjetura:
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1. CONJETURA. 5% toda minimizante en tiempo libre es asintotica a una confi-
guracion minimal, entonces las soluciones KAM débiles son representables por so-

luciones de Busemann, es decir S’ = S.

Aqui el principal problema es el demostrar que si una minimizante en tiempo
libre 7 es asintdtica a una configuraciéon minimal, entonces 7y calibra a la solucion
de Busemann definida por dicha configuracion.

Por otro lado, es razonable esperar que la hipdtesis de la conjetura [l se cumpla
cuando el conjunto M consista de un numero finito (salvo rotaciones) de configu-
raciones no degeneradas. Mas aun fijando el nimero de cuerpos y la dimensién del
espacio en que se mueven, se puede esperar que para valores genéricos de las masas
M consista de una tnica configuracién (modulo rotaciones) no degenerada.

En el problema de tres cuerpos en el plano, la configuracién equilateral, es decir
los cuerpos se encuentran el los vertices de un triagulo equilatero, es la tinica con-
figuraciéon minima la cual es no degenerada. A priori, una minimizante en tiempo
libre podria ser asintotica a la configuracion de Euler, si embargo cuando las masas
son iguales esto no ocurre [BS| p. 549].

Consideremos Sy, al conjunto de soluciones KAM débiles invariantes por rota-
ciones, tomemos ademas, para un subconjuto A C M no vacioy k : M — R una

funcién tal que inf £ > —oo, la funcién iy, dada por
() = fof {1a(2) + k(a)}
estd en Si,. Sea

S/

mv

={uaplAC M, k: M — R, infk > —oo},

Observe que S!  es el conjunto de soluciones KAM débiles invariantes que son

mv

representables por soluciones de Busemann invariantes.

Una consecuencia del la conjetura (1] es lo siguiente
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I1I.11. TEOREMA. Si toda funcion KAM débil es representable por soluciones
de Busemann, entonces toda solucion KAM débil invariante es representable por

soluciones de Busemann invariantes. Es decir, si S = S', entonces S;p, = S..

mu*

DEMOSTRACION. Sea u € Sy, entonces existen A C M no vacioy k: M — R

una funcion tal que inf k > —oo tales que para todo z € M

u(@) = wap(e) = if {ua(@) + K(a)}.

Sea 6 € SO(d), entonces de la invarianza de u se tiene que
u(x) = u(Ryx) = irelg{ua(Rgas) + k(a)}

i {una (o) + k(o)

tomando infimo sobre 6 € SO(d) se tiene que

u(w) =, if (inf {una(@) + K@)

= inf{ inf k
algA{eels%(d) uo.a(w) + K(a)}

= tnf {ia(z) + k(a)}

acA
= Ua k().

Por lo tanto u € &/, O

I11.12. COROLARIO. Si § = S’ y hay una inica configuracion minima salvo

rotaciones, entonces hay una unica (salvo una constante aditiva) solucion KAM

débil invariante por rotaciones.
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