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Introducciéon

Johann Carl Friedrich Gauss nacié el 30 de abril de 1777 en Brunswick, Alemania. En
1784, a la edad de 7 afios, entré al St. Katharin Volksschule donde recibié la instruccién
bésica que estuvo a cargo del profesor J. G. Biittner. Dos afios después entr6 a clases de
aritmética y fue ahi donde se dice que ocurrié uno de los eventos mas sobresalientes del
joven Carl. En una ocasién su maestro, Biittner, le dijo a sus alumnos que sumaran los
nameros del 1 al 100, y casi inmediatamente Gauss escribid el resultado en su pequefia
pizarra y la dejé en el escritorio del profesor diciendo “iLigget se!” (jAhf estd!). Habia escri-
to un namero: 5050, la respuesta correcta. Explicd a su profesor que se habia percatado
que

100 +1 =101,

99 + 2 =101,

98 + 3 = 101, etc,,
y que habia tantas parejas de estas como ntumeros pares entre 1 y 100, entonces, la res-
puesta era 50 - 101 = 5050. El profesor Biittner quedé impresionado por el pequefio Gauss,
asi que en 1788 lo ayudd para que fuera admitido en la escuela secundaria.

El 30 de marzo de 1796, el joven estudiante de 19 afios, hizo un descubrimiento que se-
ria determinante en su futuro, probd que era posible construir solo con regla y compés el
poligono regular de 17 lados. De hecho, cuando Gauss entré a la Universidad de Goéttinge
en 1795, no estaba seguro si debia de estudiar matemaéticas o filosofia, pero después del
descubrimiento del poligono se animé a estudiar matematicas.

Alrededor de 1798, se estaban terminando de gestar las Disquisitiones Arithmeticae, uno
de los méas grandes aportes a la matemaética, escrito por Carl Friedrich Gauss, pero publi-
cado hasta 1801. En este trabajo, dividido en VII secciones, él recopila una gran cantidad
de resultados aritméticos, algunos ya estudiados por otros matemaéaticos como Lagrange,
Euler, Legendre v Fermat, y otros que desarrolld él.! Varios de estos resultados COrrespon-
den a la teoria de residuos; es decir, a las clases residuales y esto serd de gran importancia
en el estudio de la seccion VII, que es el tema principal en este trabajo.

Los residuos de potencias ya eran estudiados por Euler, de hecho él los usa en su tercera

(1755) y cuarta demostracién (1758) del Pequefio Teorema de Fermat, esta tltima se en-

! Sin embargo, Gauss decide incluir estos resultados en su libro, por un lado, debido a que hasta entonces no habia ningtn
libro que pusiera juntos los trabajos de otros mateméticos y por otro, a que muchos fueron tratados por nuevos métodos,
ademads los resultados de las ultimas tres secciones estan ligados a los primeros.



cuentra en el articulo "Theoremata arithmetic nova método demonstrata".’ Sin embargo,
fue Gauss quien fundamenté esta teoria a la que actualmente se le conoce como aritmética
modular y que es una rama importante de la teoria de niimeros.

Otro resultado de gran importancia es el teorema fundamental de la aritmética, y aun-
que este teorema aparecié de manera implicita, por primera vez en los Elementos de Eucli-
des —se obtiene a partir de las proposiciones 30 y 31 del libro VII-, fue Gauss quien lo
enuncié de la forma que actualmente se conoce, y ademés proporciond la primera demos-
tracion completa. De manera semejante la ley de la reciprocidad cuadratica ya habia sido
planteada por Euler, y posteriormente enunciada por Legendre —€l dio una prueba pero se
basaba en argumentos no probados—, pero fue Gauss quien finalmente la demostrd en sus
Disquisitiones.

En esta tesis, en el capitulo I se dard un panorama general acerca de lo que Gauss trata
en las primeras seis secciones de las Disquisitiones Arithmeticae. Esto se hace con la finali-
dad de poner en contexto al lector, la intencién no es hacer un andlisis detallado acerca de
estas secciones.

En los capitulos II, III y IV, se pretende analizar detalladamente la seccién VII de las
Disquisitiones Arithmeticae, y esto se debe a que se ha detectado que existen en la litera-
tura matemadtica multiples trabajos donde mencionan y retoman algunas partes de esta
seccién, pero no es facil encontrar un estudio global de esta parte. La ruta que se seguira
serd en tres partes. Primero, en el capitulo I, inicia el estudio sobre la secciéon VII y espe-
cificamente se probara la irreductibilidad de las ecuaciones ciclotémicas de grado primo,
x4+ x"2+...4 x+1=0. Segundo, en el capitulo III, con la introduccién de los perio-
dos formados por las raices de esta ecuaciéon se mostraran las posibles descomposiciones de
las ecuaciones ciclotomicas y que es posible hallar sus raices en expresiones con radicales,
esto se hara resolviendo ecuaciones de grado menor a las que se llamardn “auxiliares”. Por
ultimo, en el capitulo IV, se mostrard la conexién entre las raices n-ésimas de la unidad,
esto es, entre las raices de la ecuacién x™ — 1 = 0 y la construcciéon de poligonos regulares
con regla y compas. Esto consiste en analizar en que casos esas raices pueden expresarse de
tal manera que los tnicos radicales que contengan sean cuadraticos, pues se sabe que las
raices cuadradas son construibles. Ademads, se exhibe la relacién entre poligonos construi-

bles y primos de Fermat.

% Es el articulo E271, esta clasificacién corresponde a la de Gustav Enestrom, el archivo completo de los trabajos de Euler se
pueden consultar libremente en http://eulerarchive.maa.org



Capitulo 1

Disquisitiones Arithmeticae

1.1 De las congruencias de los niimeros en general.

En la primera seccién de las Disquisitiones, la cual consta de tan solo seis paginas
con 12 articulos, Gauss expone algunas nociones basicas de la Aritmética Superior. El
concibe esta subdrea como una parte de la Aritmética que abarca todas las propiedades
que considera imprescindibles de los ntiimeros enteros. Los primeros conceptos que men-
ciona son el de congruencia (incongruencia) y el de residuo (no residuo):

“Si un ntimero a divide la diferencia de los ntimeros b y c, se dice que b y ¢
son congruentes segiin el médulo a. Los niimeros b y ¢ son llamados uno
residuo del otro.”

En su obra Gauss introduce la notacién a = b(mod c) —es el primero que lo hace y es
la que se usa actualmente— para referirse a la congruencia de ay b segin el médulo c.
Ademaés, con una nota a pie menciona que elige este simbolo debido a la analogia entre
igualdad y congruencia. Cabe mencionar, que durante todo el proceso que le lleva a
mostrar las condiciones suficientes para la construcciéon de poligonos regulares con regla
y compés, el concepto de congruencia le serd de gran utilidad en la seccién VII de sus
Disquisitiones, asi como también lo serdn las propiedades que de él se deriven, por
ejemplo las clases residuales que se mencionan en el siguiente parrafo.

En el primer teorema [art. 3] de las Disquisitiones se muestra que dados m numeros
consecutivos y un entero n, este deberd ser congruente a uno y solo uno de aquellos,
moédulo m. De hecho, estos m ntimeros consecutivos forman lo que ahora se conoce co-
mo un sistema completo de residuos médulo m. Particularmente a los nlimeros consecu-
tivos 0,1,2,...,m—1,y 0,—1,—2,...,—(m — 1), les llama residuos minimos. Ademaés,
exhibe que para cualquier niimero, este tendrd un residuo minimo —positivo o negativo—

m . . ..
menor que —, al que se llamaré residuo absolutamente minimo.

En los articulos del 5 al 8 analiza algunas propiedades sobre congruencias. Por

ejemplo,



I) si el médulo es un namero compuesto entonces la congruencia se preserva moédulo
un factor de dicho ntimero compuesto;

IT) las congruencias satisfacen la propiedad transitiva bajo el mismo maédulo.

Cabe notar que el lenguaje utilizado por Gauss, en gran medida, se sigue empleando
actualmente. De hecho, el contenido de esta seccién y la presentacién de la misma son
muy parecidos al contenido que se puede encontrar en los primeros capitulos de textos
actuales sobre teoria de ntimeros.

De regreso al libro, algo importante que se menciona en el articulo 8, es que si se tie-
ne que los enteros a4, a,, as ... son congruentes con by, by, b3 ... mdédulo m, respectivamen-
te, entonces aja,as ... = by1b,b; _(mod m). De esto se deduce que las potencias también
preservan la congruencia bajo el mismo moédulo. Esto Gltimo es importante porque ayu-
da a mostrar en el siguiente articulo que si se tienen dos ntmeros congruentesa y b,
entonces al evaluar dichos ntimeros en un cierto polinomio P(x), la congruencia entre
P(a) y P(b) se preserva.

Otro resultado interesante respecto a polinomios es que los residuos minimos médulo
m de los valores obtenidos al evaluar ntmeros enteros consecutivos en un polinomio son
periédicos y tienen periodo m.

Posteriormente Gauss da un ejemplo que lo lleva a enunciar un criterio para saber
cuando una congruencia de grado n tiene solucién, y lo aborda maés, aunque menciona
que seria tratado en la secciéon VIII, sin embargo dicha seccién no fue publicada.

Finalmente, en el altimo articulo, Gauss muestra cémo se puede aplicar la teoria de
congruencias para hallar algtin criterio acerca de la divisibilidad de un ntmero dado por
otro. Algunos de los criterios que enuncia son los siguientes:

1. Un numero entero z = a,a,_;...a1ay, donde las a; son digitos, es divisible por
3 (o por 9) si y solo si la suma ay + a; + a, +...+a, es divisible por 3 (o por
9, respectivamente).

2. Un entero z=aya,_q1...a1a9 es divisible por 11 si y solo si la suma

ag—a; +a, —...+(—1)"a, es divisible por 11.

Es importante decir que en las Disquisitiones Gauss no se limité a exponer solo teoria
matematica, con frecuencia proporcionaba ejemplos o aplicacién correspondientes a la

teoria.

3 — . . . ,
No implica que los residuos cubran todo un sistema completo de residuos médulo m



1.2 Sobre las congruencias de primer grado.

El tema central de la segunda seccién es la resolucién de las congruencias de primer
grado ax + b = c(mod m). Para exponer este tema Gauss primero presenta algunos re-
sultados preliminares, a los que llama “teoremas preparatorios sobre ntmeros primos”,
entre ellos el Teorema fundamental de la aritmética:

“Cualquier nimero compuesto puede descomponerse en factores primos de ma-

nera tnica.”

Eiste teorema ya habia sido estudiado por Fuclides, quién realizé una prueba constructi-
va.! Gauss completa la demostracién de la unicidad de la descomposicién.

La descomposicién en primos de un ntmero permite conocer cuéles son sus divisores y
ademads permite hallar el mdximo comiin divisor y el minimo comiin multiplo. Gauss
introduce estos dos conceptos brevemente en el articulo 18, de hecho sélo explica cémo
hallarlos a partir de la descomposicién en primos e ilustra esto con un ejemplo.

En los articulos 19, 20 y 21 presenta una serie de teoremas relativos a ntmeros pri-
mos, que posteriormente ocuparé en la teoria de congruencias. En el articulo 22 retoma
los teoremas sobre congruencia y muestra cuando se preserva esta al dividir entre un
factor comun los residuos, bajo el mismo médulo.

Después, muestra que la expresién ax + b = c(mod m), con ay b ntimeros dados, tie-
ne solucién para x, siempre que ay m sean primos relativos. Ademds, analiza las posi-
bles soluciones de esta congruencia y utilizando articulos previos, llega a la conclusién
de que todas las soluciones serdn congruentes entre si y por tanto se considerardn como
una sola. Posteriormente exhibe una manera general con la que se puede encontrar la
solucién y para esta utiliza el algoritmo de Euclides.

Cabe mencionar que el desarrollo de sus céalculos puede sorprender al lector, ya que
la manera de tratar este tema es como se realiza actualmente, y esto es algo que sucede
a lo largo de todo el libro.

Gauss enseguida analiza el caso para la congruencia ax + t = u(mod m) donde my
a no son primos relativos, y en este caso el elemento base para llegar a la solucién esta
en usar el maximo comun divisor de a y m. Aqui concluye que el conjunto de soluciones
estd dado por la congruencia x = v(mod f), donde v es uno de los valores dex y f es el
cociente del modulo m entre el maximo comtn divisor de a y m.

También menciona que para la congruencia ax = b(mod m), donde m es un moédulo
compuesto, en ocasiones es apropiado descomponer dicho médulo en factores, y ense-

guida se resuelven tantas congruencias como factores se indican en el moédulo. Por

* Exhibe, en la proposicién 32 del libro VII de los elementos que no es posible un proceso infinito en el que se encuentren
una cantidad infinita de divisores de un namero natural finito. Véase Euclides [1994].



ejemplo, si m = nn’, entonces la congruencia original ahora se canaliza a resolver dos
congruencias médulo n’' y n. En caso de que n’ y n sean nimeros compuestos se vuelve
a hacer este procedimiento; de hecho como bien muestra Gauss en el ejemplo que pre-
senta, esta descomposicién del médulo podria ser hasta llegar a los primos si es conve-
niente.

En los articulos inmediatos Gauss describe varios métodos para hallar los niimeros
congruentes a un ntimero dado segin un moédulo dado, y en cada uno, como siempre, lo
clarifica con un ejemplo.

En el articulo 37 aborda las congruencias lineales con varias incégnitas, y en este
punto aclara que sélo tratard parcialmente las partes que merezcan la atencién, debido
a que si se estudia con todo rigor entonces llevaria mucho tiempo y espacio. En la pri-
mera observacién seflala que en el caso de varias incdgnitas, asi como en las ecuaciones,
se deben tener tantas congruencias como incégnitas. Posteriormente utiliza la teoria de
las ecuaciones lineales y la teoria desarrollada en los articulos precedentes para hallar la
solucién del sistema de congruencias, omite algunos detalles formales en los argumentos,
pero estos se entenderan a través de ejemplos.

Con lo anterior finaliza la investigacién sobre la resolucién de congruencias de primer
grado, e introduce lo que ahora se conoce como la funcién ¢ de Euler, la que cuenta el
ntmero de enteros positivos que son primos a un nimero dado y menores que él. Aun-
que Gauss fue quien introdujo esta notacién, fue Euler quien aporto el concepto y deri-
v6 la mayoria de sus propiedades en el articulo "Theoremata arithmetica nova methodo
demonstrata” en 1760.° Al respecto Gauss menciona y demuestra algunas propiedades
sin dejar de reconocer que ya habian sido probadas por el “ilustre Euler”. Una de ellas es
que ¢ satisface lo siguiente:

Si A es un niimero que puede descomponerse en factores a,b,c, etc. primos

entre si entonces @(A) = @(a) - p(b) - p(c) - ... .
Desde la perspectiva actual decimos que es una funcién multiplicativa.

En el articulo 39 Gauss modifica ligeramente la definicién de @A, ahora la define
como el namero de enteros que son primos con A y menores o iguales a A. Este cambio
no afecta al calculo de la funcién, salvo para @1 = 0 que ahora serd ¢l = 1.°
Con base en esta definicidén Gauss deriva el siguiente teorema:

Sia,a’,a", ... son todos los divisores de A se tendrd que

pa+ @a +@a' + - =A.

s Sandifer, Charles (2007), The early mathematics of Leonhard Euler, p. 203.
® En la definicién original, Euler solo consideraba a los enteros estrictamente menores a A, y por ello se tenia que
»1=0.



En el pentltimo articulo [art. 42] demuestra el siguiente teorema que en &algebra ac-
tualmente se conoce como el “lema de Gauss”,
Sean
XM 4 Ay X™ N+ Ay x™ 2 + o+ ag (P)
xH + by x*71 + by_px#7% - + by, (Q)
polinomios cuyos coeficientes son todos racionales (no todos enteros),
entonces no todos los coeficientes del producto de (P) y (Q) pueden ser
enteros.
A grandes rasgos la prueba la realiza de la siguiente manera, primero, expresa los coefi-
cientes fraccionarios de (P) y (Q) en su forma reducida, después elige un primo p que

divida al menos a uno de los denominadores de (P). A continuacién hace notar que al
dividir (Q) entre p, el polinomio resultante (%) tendra por lo menos un coeficiente cuyo

denominador es un mdultiplo de p. Luego, de entre todos los coeficientes de (P) que son
fracciones elige la fraccion —llamese Gx9 al término correspondiente— cuyo denominador

tiene como factor una potencia de p que es mayor que el resto de las potencias que

aparecen en los denominadores de las otras fracciones, y algo similar hace con %, en

este caso el término serd I'xY. Finalmente, muestra que el coeficiente correspondiente al
término x9*" en el producto de (P) y (Q) es una fraccién, y con esto se ha probado la
proposiciéon.
Eiste resultado se usard en el art. 341 como auxiliar en la prueba de la irreducibilidad
del polinomio ciclotémico.

El dltimo teorema que presenta, muestra que el nimero méaximo de raices que puede
tener una congruencia de m-ésimo grado

Ax™ + Bx™™1 4+ Cx™ 2+...+Mx + N = 0 (mod p),

donde p es un primo que no divide al coeficiente principal, es m, i.e., no pueden existir
mas que m raices incongruentes médulo p.
Gauss no fue el primero en demostrar este teorema, Lagrange ya lo habia probado en
Mémoires de I’Académie royale de Berlin y también habia sido mostrado por Legendre
en Recherches d’Analyse indéterminée [Mémoires in Histoire de I’Académie Royale des

Sciences, p. 465].

1.3 Sobre los residuos de potencias.

En esta seccién Gauss estudia los nimeros b, tal que la congruencia x™ = b (mod p)

es soluble y a estos se les conoce como n-ésimo residuo de potencia médulo p.

10



Empieza mostrando cémo son los residuos de los términos en wuna progresién
geomeétrica, 1,a,a? a3, ... Siempre habrd un término a’ en la progresién que sera
congruente con la unidad segin un médulo p, primo con a y tal quet <p. Esta
caracteristica de las progresiones de este tipo es la base para la existencia de las raices
primitivas que se definen mas adelante.

Para cualquier a” con r =mt 4+ k (r congruente con k moédulo t) se tendrd que es

congruente con ak

moédulo p. Esto es,
Si r = k (mod t), entonces a” = a¥(mod p). [art. 46]
De esto ultimo Gauss obtiene un método para hallar los residuos de cualquier

6227 médulo 7, se considera a k = 2,

potencia. Por ejemplo, si se busca el residuo de
y como 2207 = 2(mod 3), entonces

62297 = 62 = 1 (mod 7).
Enseguida, Gauss induce [art. 48] que si se asume que a' es la menor potencia

t=1 5on diferentes.

congruente con la unidad7, entonces los residuos de 1,a,a?,a3, .. ,a
Asi, se puede concluir que si se tiene a” congruente con a® moédulo p, entonces r serd
congruente con k médulo t. Por lo tanto, de los articulos 46 y 48 se deduce que:
Si (a,p) =1 ytesel orden de a mbédulo p, entonces,
a™ = 1(mod p) si y solo si t|n.
En el articulo 49 Gauss empieza a trabajar con médulos primos, en particular en este
articulo demuestra que
si p es un primo que no divide a a y a® es la minima potencia de a congruente
a la unidad médulo p, entonces t = p — 1, o un factor de él.
Este teorema dice que el orden de a médulo p estard entre los divisores de p — 1 y serd
fundamental para la demostracién del teorema de Fermat, actualmente conocido como
el “pequefio teorema de P‘elrma‘c”,8
si p es un primo que no divide a a, entonces a?~! = 1(mod p).
En el articulo 51 Gauss demuestra el siguiente teorema:
Sip es un niimero primo se tendrd que
(a+b+c+...)P =aP + b? + cP+...(mod p),
y como caso particular de este se obtiene otra demostracién del pequeilo teorema de

Fermat.

"Enel lenguaje actual a dicha t se le conoce como el orden de a médulo p.

8 Permat enuncié por primera vez este teorema en una carta con fecha del 18 de octubre de 1640 dirigida a su amigo
Bernard Frénicle, pero como en otras ocasiones Fermat no incluyé demostracién alguna argumentando que era demasia-
do extensa. El primero en publicar una demostracién fue Euler en Theorematum quorundam ad numeros primos
spectantium demonstratio, Comm. Acad. Petrop. T. VIIIL, y su demostracién la hizo por induccién utilizando el método
de descenso infinito de Fermat. Euler generalizé el teorema en 1760 introduciendo la funcién ¢@(p) -recordemos que la
notacién fue introducida por Gauss—.
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En el art. 52 Gauss retoma elementos del art. 49, respecto a que el orden de un
ntimero debe estar entre los divisores de p — 1. Plantea la pregunta de si todos los
divisores son exponentes de potencias congruentes a la unidad, es decir, si para cada
divisor d de p — 1 existen nimeros b tales que b% = 1 (mod p) y en tal caso cuéntos de
ellos hay. En el proceso de responder a esta interrogante define y(d) como el ntimero de
enteros menores que p cuyo orden es d médulop —Gauss utiliza la expresién “a
pertenece al exponente d" para decir que a tiene orden d-. Luego demuestra que
Y(d) coincide con la cantidad de nimeros menores que d y primos a él, es decir, con
¢(d).

Después como caso particular de lo anterior, introduce la nocién de raiz primitiva,
que son aquellos niimeros cuyo orden es p — 1 médulo p, la existencia de estos ntimeros
la justifica probando los siguientes puntos:

I. Sea p—1=a%bP V.. la descomposicién en primos de p — 1. Siempre puede

encontrarse niimeros A, B, C, etc. cuyo orden es respectivamente a¥%, bA, c?, etc.

II. El producto de los ntimeros A, B, C, etc. tiene orden p- 1.

Estos ntimeros tan peculiares ya habian sido estudiados por Lambert y Euler, sin
embargo, el primero de ellos no considero necesaria una prueba de su existencia, y segiin
Gauss la prueba de Fuler tenfa dos defectos; uno, que asume que x™ —1 tiene n
soluciones diferentes, dos que una de las férmulas que utilizé la demostré solo por
induccién.

De acuerdo a la definicién, si g es una raiz primitiva se tendrd que los residuos
minimos médulo p de las potencias g, g%, g3, ..., gP~! son diferentes entre si y por tanto
ellos son 1,2,3,..,p—1. Cabe destacar que esta nocién de raiz primitiva cobrara
relevancia en el capitulo III del presente trabajo, especialmente en el art. 343 donde serd
la base para la distribucién de las raices del polinomio x™ 1+ x"2+-4+x+1 (n
primo) en periodos y estos a su vez serdn utiles para hallar soluciones por radicales de
dichas raices.

A continuacién, define el indice de un namero, esto lo hace como sigue, elige una raiz
primitiva a (base) tal que (a,p) = 1y si a® = b(mod p) entonces e serd el indice de b y
es inico debido a que a, a?, a3, ...,aP~! forman un sistema reducido de residuos médulo
p. Se debe notar que el indice dependerd de la raiz primitiva que se elija y por supuesto
también de a y b. Con esta definicién enuncia algunos teoremas acerca de los indices,
estos son anélogos a las propiedades que se tienen con los logaritmos.

En lo que sigue utiliza lo visto sobre la resolucién de congruencias de primer grado
en la seccién anterior, asi como las nociones de indices, para averiguar en qué caso, y

cémo, la congruencia de la forma x" = A(mod p) tiene solucién. Resolviendo esto se
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sabra si A es un n-ésimo residuo de potencia y de qué potencias.

Primero empieza analizando el caso en el que A = 1(mod p) y llega a la conclusién de
que las congruencias x™ = 1(mod p), pueden reducirse a las de la forma x™ = 1(mod p),
donde m es un divisor de p — 1, de hechom = (n, p — 1).

Posteriormente generaliza esto para cualquier A, y asi se enfoca en estudiar las
congruencias x™ = A(mod p), donde n es un divisor de p — 1.

En el proceso Gauss obtiene un criterio para saber cuando un niimero es o no residuo
cuadratico médulo p. Esto ya habia sido estudiado por Euler y Lagrange, y trata este
tema con mayor detalle en la seccion III.

Regresando a la solucién de las congruencias x™ = A(mod p), donde n es divisor de

p — 1, Gauss explica cémo pueden hallarse los valores de esta a partir de un valor
conocido y dependiendo también de si A es congruente o incongruente con 1 moédulo p.
En el ultimo caso es necesario conocer las soluciones de x™ = 1 (mod p).
Sin embargo, mostrar los artificios para resolver estas expresiones no fue su objetivo en
la segunda seccién, asi que regresa al estudio de los indices y las raices primitivas. Lo
primero que muestra es que, asi como con los logaritmos, si se tiene una tabla de indices
en un sistema de base a se puede obtener otra en base b, salvo que con los indices se
tiene un ntmero finito de sistemas —tantos como raices primitivas—.

Posteriormente Gauss muestra —de manera tedrica y con un ejemplo— un algoritmo
mas alld del método por tanteo para hallar raices primitivas, ya habiendo mostrado la
existencia de estas en el articulo 55 y usando algunos hechos sobre la solucién de
x™ = 1(mod m). Cabe mencionar que aunque Euler hizo una tabla de todas las raices
primitivas de cada primo p <41 en Opuscula Analytica Vol. I, él no conocia algin
algoritmo para hallarlas.’

A continuacién presenta el Teorema de Wilson,

“el producto de todos los niimeros menores que un niimero primo dado, sumado a
uno, es divisible por este primo, esto es, (p — 1)! = —1 (mod p)”,
como un caso particular de un teorema previo sobre el producto de los términos del
periodo de un nimero. ™’
La demostracién de Gauss se basa en demostrar que los nameros 2,3,..,p —2 son

. 11
asociados.

° LE. Dickson, History of the theory of numbers, Vol. I, p. 181.

0 m primero en publicar este teorema fue E. Waring en Meditationes Algebraicae en 1770, quien se lo atribuyé a John
Wilson, uno de sus estudiantes (véase Qystein Ore, Number Theory and Its History, p.259.) Pero ninguno dio una
demostracién hasta 1782 que Waring presentd una en la tercera edicién de sus Meditationes. Sin embargo, el primero en
publicar una prueba de este teorema fue J. L. Lagrange en 1770.

g y bson asociados segtn el modulo p si su producto es congruente con 1 médulo p, ademas, contémplese que 1 y
p — 1 son asociados de si mismos.
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Después de esto Gauss, sin dar muchos detalles de cémo lo dedujo, presenta una
extensién del teorema a un moédulo cualquiera:
“el producto de todos los niimeros, a la vez menores que cualquier niimero dado
A y primos a él mismo, es congruente, segiin el médulo A, a la unidad tomada
positiva (si A es de la forma p™ o 2p™, con p un primo diferente de 2) o

negativamente (en otro caso).”

Retomando los teoremas sobre raices primitivas Gauss muestra los residuos de la
suma y producto de aquellas, médulo p; también muestra en el art. 79 que el residuo de
la serie geométrica 1+ a + a? + -+ a’ es congruente con 0 médulo p donde tes el
minimo exponente tal que a® = 1(mod p). Este resultado sera de gran utilidad en una
de las proposiciones de la seccién VII.

El articulo 83 contiene una forma general del articulo 49; los articulos 45 a 48 se
generalizaron en 55 y 57. En el art. 84 Gauss hace la observaciéon de que los articulos
53 y 54 también son validos para los médulos que son potencia de un primo. En el
articulo siguiente muestra que para moédulos de este tipo se puede saber el namero de
raices de la congruencia x! = 1(mod p™). La demostracién de esta proposicién es algo
extensa y Gauss la realiza en tres partes [articulos 86, 87 y 88|.

La nocién de raiz primitiva se puede extender a moéddulos que son potencias de un
primo impar, si se define asi a los nameros cuyo orden es p™ !(p —1) y todos los
resultados mostrados desde al articulo 57 son validos en este caso. Demuestra que para
moédulos potencia de 2 no se puede definir la nocién de raiz primitiva (salvo para 4),
pero si para los de la forma 2p™, con p primo impar.

Concluye esta seccién mostrando que para moédulos de este tipo existen ntmeros cuyo

periodo comprenden todos los nimeros primos relativos al médulo.

1.4 Sobre las congruencias de segundo grado.

El objetivo de esta seccién es dar una prueba formal de la Ley de Reciprocidad
cuadratica (L.R.C.), a la que Gauss llam6é Teorema Fundamental, por ser de gran
importancia en la Aritmética Superior. Con el Teorema Fundamental resolverad el
problema de determinar si dados dos ntmeros uno es o no un residuo cuadratico del
otrol2, vy por tanto, si una congruencia del tipo anterior tiene solucién.

El primero en tratar los temas relacionados con lo que posteriormente seria la

reciprocidad cuadrética fue P. Fermat. En una carta dirigida a Marin Mersenne en 1640

12 . fr: . . _ . .
Un entero a es un residuo cuadréatico de m, con (a,m) = 1, si la congruencia x? = a(mod m) tiene solucién.
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enuncib el teorema que sigue:

Tout nombre premiére, qui surpasse de I’'unité un multiple du
quaternaire, est une seul fois la somme de deux carrés.
(Todo ntimero primo que sea de la forma 4k + 1, es de manera Gnica la suma
de dos cuadrados).
Este resultado estd relacionado con la reciprocidad cuadratica pues resulta ser
equivalente a:
Si p es un primo impar, entonces, p = 1(mod 4) si y sélo s —1 es un residuo
cuadratico médulo p.

El primero en desarrollar resultados equivalentes a la L.R.C fue Leonhard Euler
alrededor de 1744. Aunque no logré probar muchos de ellos, si demostré un teorema que
actualmente se conoce como el Criterio de Euler —lo mencionaremos con mayor detalle
mas adelante —.

Fue hasta 1797 que André Marie Legendre publicé la L.R.C. en una forma parecida a
como se presenta actualmente'® y dio una demostracién parcial. En este mismo ensayo
introdujo lo que ahora se conoce como “simbolo de Legendre”, que definié como sigue:

Sea p primo impar tal que p no divide a a, entonces

(E) _ { 1 sia esresiduo cuadratico de p
-1 otro caso

p
Eiste simbolo ayuda a la comprensién, asi como a la prueba, de algunos teoremas sobre
residuos cuadraticos, mismos que Gauss introduce en la seccién IV de las Disquisitiones;
sin embargo, él no lo utiliza.

Fue Gauss, el primero en dar una demostracién completa de la L.R.C., la cual se
encuentra entre los articulos 135 al 144 de su obra. Como ya se habia mencionado esto
es precisamente el corazén de la seccién IV. Pero antes él debe dar algunos preliminares
que le seran de utilidad.

Primero clasifica los residuos minimos de un médulo m en dos clases. En una estaran
los que son congruentes a un cuadrado moédulo m —residuos cuadraticos de m— y en el
otro los que no —residuos no cuadrdticos de m—. De hecho, en la demostracién concluye

implicitamente que para determinar cudles son los residuos cuadréticos para un médulo
dado m basta determinar los residuos médulo m de los cuadrados 0,1,4,9,.., (%)2 Para
el caso donde el médulo sea un primo impar p (Gauss trabaja con estos en la seccién
IV) muestra que el niimero de residuos y no residuos cuadraticos coincide y es pz;l.

Posteriormente, demuestra que: el producto de dos residuos cuadrdticos de un

B 1o publicé en el Essai sur la Théorie des Nombres, Paris, 1797.
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niumero primo p (p es el moédulo) es un residuo cuadrético; el producto de un residuo
con un no-residuo es un no-residuo; y el producto de dos no-residuos es un residuo. Este
teorema se visualiza mas claramente con el uso del simbolo de Legendre, pues este

satisface,

(g) (g):(%b), donde p es primo que no divide ni ani a b.

Con este teorema el problema de determinar si un niimero compuesto es o no un
residuo de un ntmero primo se reduce a determinar si un niimero primo es o no residuo
de otro primo.

A esto le sigue un andlisis de los residuos y los no-residuos cuando el médulo es un
nimero compuesto —potencia de un primo, producto de primos o potencia de primos—,
se incluye el caso p = 2 (cualquier nimero serd un residuo de 2) y m = 2™. Para el caso
en el que m es producto de primos o potencia de ellos, se sabe por propiedades de
congruencias que si nes residuo de m también lo serd de cada uno de sus factores.
Gauss muestra que el inverso también es cierto, esto es, si nes un residuo de cada uno
de los factores de m también lo serd de m mismo. Con esto, se puede concluir que los
casos en los que m es un médulo compuesto se pueden reducir al estudio de los modulos
primos.

En el art. 106 Gauss presenta lo que ahora se conoce como Criterio de Euler para los
residuos cuadréaticos, este enuncia lo siguiente:

cualquier niimero a no divisible por un primo p = 2m+ 1 es un residuo o no-

residuo de p segiin a™ =41 o a™ = —1 (mod p).

Actualmente es presentado como sigue,
sea p un primo impar. Entonces un entero positivo a no divisible por p es un

p-1
residuo cuadrdtico de p si y solo si a 2 = 1(mod p).

Aunque este criterio puede ser de utilidad, no es muy practico cudndoao p son
nimeros muy grandes.

En los articulos 107 a 124 Gauss realiza una investigacién en la que parte de un
ntimero dado y explora de qué médulos primos es residuo y de cuéles es un no-residuo.
Hace un andlisis particular de los residuos +1 y -1; +2 y -2; +3 y -3; +5 y-5; +7 y -7.

Después de algunos preliminares, finalmente en el articulo 131 Gauss presenta el
Teorema Fundamental (L.R.C.) y lo hace de la siguiente manera:

Si p es un ntimero primo de la forma 4n + 1, +p serd un residuo o no-residuo
de cualquier ntimero primo que tomado positivamente, es un residuo o no-
residuo del mismo p. Si p es de la forma 4n+ 3, —p tendrd la misma

propiedad.
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El teorema muestra la relacién que existe entre la solubilidad de las congruencias
x%2 = q(mod p) y x% =p(mod q), donde p y q son primos impares; a saber, cuando p es
de la forma 4n + 1 la primera es soluble si y solo si lo es la segunda. Si p es de la forma
4n + 3 y q es un residuo de p, entonces p serd un no residuo de q, y viceversa.
Actualmente se estudia a través de la simbologia de Legendre, de la siguiente manera:

. . . . r\ (q p-1.g-1
Sean p y q distintos primos impares. Entonces (3) (;) =(-1)z 2

Antes de proceder con la demostracién, muestra algunas consecuencias de suponer
vélido el Teorema Fundamental (L.R.C.) que le serdn de gran utilidad en la prueba.

Gauss se sinti6é realmente intrigado con este resultado, tanto que realizdé otras siete
pruebas del teorema -inclusive llegd a llamarle el Teorema Aureo—, seis de ellas
publicadas entre 1801 y 1818, y dos mas se encontraron en sus diarios sin publicalr.14
De hecho la L.R.C. es uno de los resultados mas estudiado por los matematicos, se
pueden encontrar méas de 200 pruebas diferentes. La primera demostracién de Gauss es
la que presenta en los arts. 135 a 144 de Disquisitiones, y lo hace por induccién sobre
los primos, en donde surgen 8 diferentes casos. Con esto puede presentar la resolucién
del problema que se habia planteado al principio:

Dados dos niimeros cualesquiera P y Q descubrir si uno de ellos
es o no un residuo del otro.

Otra aplicacién del Teorema Fundamental que Gauss exhibe es para hallar las formas
lineales —férmula— que contienen a todos los ntGmeros primos con A —un entero
cualquiera—, para los cuales A es un residuo (respectivamente no-residuo). El estudio
que Gauss hace sobre este asunto es extenso, abarca seis paginas de sus Disquisitiones.

Finalmente, muestra que las congruencias de la forma ax? + bx + ¢ = 0 (mod m), a
las que llama “congruencias no puras de segundo grado”’, pueden reducirse a
x? =a (modm). Y con esto concluye su estudio sobre las congruencias de segundo

grado.

1.5 Sobre las formas y las ecuaciones indeterminadas de se-

gundo grado.

En esta seccién de Disquisitiones, la cual con 357 paginas abarca mas de la mitad del
libro, Gauss trata las formas cuadraticas binarias —o simplemente formas cuadrdticas—;

es decir, las funciones de dos indeterminadas de la forma:

* Franz Lemmermeyer, Reciprocity Laws: From Euler to Eisenstein. p. 9
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ax? + 2bxy + cy?,

donde a, b, ¢ son enteros dados.”™ Gauss proporciona un estudio hecho con base en resol-
ver —encontrar todas las soluciones racionales— las ecuaciones indeterminadas de segun-
do grado con dos incognitas, aunque casi toda la seccién trata sobre las formas cuadré-
ticas. Estos asuntos ya habian sido estudiados por Fermat, Euler y Lagrange, de hecho,
este tltimo fue el primero en resolver el problema de hallar las soluciones de las ecua-
ciones indeterminadas de segundo grado. Sin embargo, Gauss considerd pertinente re-
tomar todo el argumento sobre estas; primero, para comprender completamente los
nuevos resultados acerca de ellos, en especial sobre las formas cuadraticas; segundo,
porque la forma de tratarlos —como objetos por si mismos— se aleja del aspecto Diofan-
tino de sus antecesores. HEsto se hace evidente cuando declara lo siguiente:

“Cuando no nos conciernen las indeterminadas x e y, denotaremos

con (a, b, c) a la forma ax? + 2bxy + cy?”.

De esta manera Gauss empieza con las investigaciones sobre la representacién de los
ntmeros.'®
Las primeras investigaciones acerca de la representacién de enteros con formas cuadrati-
cas se remontan a Fermat, esta se puede consultar en la correspondencia que mantuvo
con Pascal y Mersenne, en ella afirmé haber demostrado las siguientes proposiciones:

1. Cada primo p de la forma 4k + 1 se puede representar como suma de dos cuadrados.

2. Todo primo de la forma 3k + 1 se representa como x? + 3y?2.

3. Todo primo de la forma 8k + 1 o 8k + 3 puede ser representado como x? + 2y?2.
Estos resultados motivaron a Euler y Lagrange a abordar el estudio sobre la representa-
cion de enteros a través de formas cuadraticas binarias.

El primer resultado que muestra Gauss (art. 154) es que si un ntimero M se represen-
ta por la forma (a,b,c) entonces b? —ac serd un residuo cuadratico médulo M. Al
namero b? — ac se le llama el determinante de la forma (a, b, ¢).

Gauss excluye de su estudio a las formas con determinante 0, pues él opina que “per-
turban la elegancia de los teoremas” ya que requieren un tratamiento particular.

A continuacién define en el art. 157 que una forma F' con indeterminadas x,y esta
contenida en otra forma F con indeterminadas x’,y’, si esta altima puede transformarse
en la primera a partir de las sustituciones

x=ax'+ By (*)
y

yx' + 8y’

5 . . . -
Gauss fue el primero en considerar que la parte mixta de la forma cuadratica fuera par.
16 . P
Un ntmero dado M se representa con una forma cuadratica si existen enteros a, b, ¢, x,y, tales que
M = ax? + 2bxy + cy?.
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tal que a,f,y, 8 sean enteros. Si ad — By es positivo se llama a (*) transformacién pro-
pia (F'esta contenido propiamente en F) e impropia si a8 — By es negativo (F' estd con-
tenido impropiamente en F).

Después de un desarrollo algebraico deduce la identidad D’ = D(ad — By)?, donde
D es el determinante de la forma F y D’ es el determinante de la forma F’, es decir,
cuando F’' esta contenida en F, el determinante de F divide al determinante de F'. Lue-
go define que F y F' son formas equivalentes si F estd contenida en F' y F' esta conte-
nida en F. Asi, concluye que si dos formas son equivalentes tendran el mismo determi-
nante y @§ — By = £1. Cuando F, asi como F’, estdn contenidos propiamente (impro-
piamente) el uno en el otro y ademds son formas equivalentes se dice que son propia-
mente (impropiamente) equivalentes.

En lo que sigue, hasta el art. 222, Gauss se dedica al enorme trabajo de clasificar a
las formas de acuerdo a su determinante. Antes muestra algunas propiedades acerca de
las nociones anteriores, entre ellas, un criterio para hallar las transformaciones entre
formas equivalentes:

si se tiene una transformacién de la forma (A, B,C) en la forma (a,b,c), y
todas las soluciones de la ecuacién t?> — Du? = m?, dondeD es el deter-
minante de las formas y m el maximo comiin divisor de sus coeficientes,
entonces se puede derivar todas las transformaciones de (4,B,C) en
(a,b,c), las cudles seran del mismo tipo —propias o impropias— que la
transformacién dada.
También trata un poco las formas ambiguas, esto es, las formas que son impropiamente
equivalentes a ellas mismas; muestra la existencia de estas y de ciertas propiedades que
utiliza mé&s adelante. Luego, como aplicacién de la teoria de transformaciones, muestra
un resultado sobre la representacién de los niimeros por formas [art 169].

Gauss divide el estudio de las formas dependiendo de si el determinante es positivo o
negativo. Empieza con este tltimo caso y lo primero que muestra [art. 171] es que para
toda forma con discriminante negativo se puede encontrar una forma reducida’’ (no
necesariamente tnica) propiamente equivalente ella. Enseguida, hace lo propio con las
formas de determinante positivo [art. 183].

Después muestra condiciones para que dos formas con determinante negativo sean
equivalentes; que el nimero de formas reducidas que tiene un determinante negativo

dado D es finito —relativamente pequefio respecto a D—; que todas las formas del mismo

" Una forma (4, B, C) con determinante D < 0 es una forma reducida si 2B <A< /—gD ; A<ZC.

Una forma (4, B, C) con determinante D >0 es reducida si 0<B <+D ; VD —B < |A| <D +B.
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determinante pueden distribuirse en clases. Resuelve el problema de hallar todas las
transformaciones entre dos formas equivalentes. Ademas aplica la teoria para probar
diversos teoremas sobre la representacién de ntimeros primos por la forma x? + ny?2.

Sobre las formas con determinante positivo no cuadrado Gauss muestra propiedades
de sus formas reducidas y un algoritmo para encontrarlas —también hay un ntmero fini-
to de ellas—. Ademés proporciona un algoritmo para saber cuando dos formas que tienen
el mismo determinante son equivalentes (propia o impropiamente).

Dada la importancia de conocer todas las soluciones de la ecuacién t? — Du? = m? (cono-
cida como la ecuacién de Pell), ya que su solucién provee de todas las transformaciones
entre dos formas equivalentes, Gauss dedica los articulos 197 al 202 para explicar cdmo
hallar la solucién fundamental y la solucién general de esta ecuacién.

Finalmente muestra un algoritmo para hallar todas las representaciones de un entero
a través de una forma dada. Para los casos en que el determinante es un cuadrado posi-
tivo o cero, Gauss realiza un estudio semejante a los casos anteriores y obtiene resulta-
dos anéalogos.

En los articulos 216 al 220 resuelve el problema de hallar todas las soluciones de la
ecuacion general de segundo grado con dos incodgnitas. Con esto y una breve nota histé-
rica [art.222] finaliza la primera parte de la Seccién V.

Los articulos siguientes de la Seccién V estan dedicados a terminar la investigacién
de las propiedades de las formas; se introducen los conceptos de orden, género, y com-
posicién de formas. Dos formas (a,b,c) y (a’,b’,c") estdn en el mismo orden siempre
que el maximo comun divisor de a, b, ¢ sea igual al maximo comun divisor de a’,b’,c’, y
lo mismo debe suceder con a, 2b,c y a’,2b’,c'. Los 6rdenes se clasifican en géneros: dos
formas estdn en el mismo género si existe un entero no cero que es representable por
ambos. Después de mostrar algunas propiedades generales de estos conceptos, Gauss
introduce la operacién composicién de formas [art.235]:

Sila forma F... Ax? + 2BXY + CY? se transforma en el producto de dos formas,
f o ax? + 2bXY + cY? y o f a'x? + 2b'XY + c'Y?
mediante la sustitucién
X=pxx'+p'xy’ +p"yx' +p""yy
Y =qxx'+q'xy"+q"yx" +q"yy'
de tal manera que los ntimeros

pql _ qpl’ pqu _ qpu' pqlu _ qp'”, p/qu _ q/pu’ prqru _ qlplll’

paq —qp
no tienen un divisor comun, se dice que F es la composicién de f y f'.
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Después indica algunas propiedades sobre la composicién de formas, como la asocia-
tividad.

Otros teoremas importantes que muestra son referentes al ntimero de clases en cada
género del mismo orden, el nimero de clases en érdenes distintos, el nimero de formas
ambiguas primitivas, y el art. 261 en el que muestra que al menos la mitad de los posi-
bles caracteres completos no pueden pertenecer a un género, estos le fueron de utilidad
en la segunda prueba que hace de su Teorema Fundamental (L.R.C.) en el art. 262. En
el art. 263 aplica la teoria y obtiene un método para representar un primo como suma
de dos cuadrados.

En la tercer parte de la seccién V realiza un breve estudio sobre formas ternarias de
segundo grado. Lias formas ternarias son expresiones como estas:

Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dxz + 2Eyz + Fz?,
donde A,B,C,D,E, F son enteros, con determinante igual a
ab?+a'b’? +a"’b"? —aa’a’ — 2bb'Db".
Empieza el estudio de este tema con las propiedades elementales de transformaciones en
formas ternarias. En el articulo 278 plantea problemas importantes en la teoria de for-
mas ternarias:

1. Encontrar todas las representaciones de un ntimero dado por una forma ternaria
dada.

2. Encontrar todas las representaciones de una forma binaria dada por una forma
ternaria dada.

3. Juzgar si dos formas ternarias dadas del mismo determinante son equivalentes, y
si lo son, encontrar todas las transformaciones de una en la otra.

4. Juzgar si una forma ternaria dada implica otra forma ternaria dada de determi-
nante mayor, v si lo hace, asignar toda transformaciéon de la primera en la se-
gunda.

Sin embargo, Gauss no aborda estos problemas con todo detalle, s6lo muestra que el
primer problema se puede reducir al segundo y este al tercero.

En la parte final da algunas aplicaciones de la teoria de formas ternarias a la de formas
binarias. Una de ellas es la resolucién de la ecuacién ax? + by? + cz?, a la que Gauss
llama el teorema fundamental de Legendre:

Si los ntimeros a,b,c son primos relativos y ninguno igual a cero ni divisi-
bles por un cuadrado, entonces la ecuacién ax? + by? + cz? = 0. .. (Q)
no se puede resolver con enteros (excepto cuando x = y = z = 0), a menos

que —bc, —ac y —ab sean residuos cuadraticos de a, by c, respectivamente,
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y estos ntimeros tengan signos diferentes; pero cuando estas cuatro condi-
ciones se cumplen, () se podria resolver con enteros.
Gauss realiza dos pruebas de este teorema [art.294, 295|, y hace un andlisis de la prue-

ba de Legendre y muestra por qué su argumento no es completo.

1.6 Aplicaciones de las secciones anteriores.

La seccién VI estd dedicada al estudio de algunas aplicaciones de la teoria vista en
las secciones anteriores. En la primera parte (arts. 308-318) Gauss muestra métodos
para la descomposicién en fracciones parciales, i.e.; métodos para descomponer una frac-
cién en una suma de fracciones cuyos denominadores son los factores primos del deno-
minador de la fraccién original. Otro tema que aborda es sobre la expansién decimal de
una fraccién y muestra varios resultados concernientes a esto. Es importante mencionar
el art. 310 ya que se requerird a principios del capitulo IV. En dicho capitulo se vera la
conexién entre las soluciones por radicales de las raices de x™ — 1 y la construccién de
poligonos regulares, y el articulo 310 proporciona la herramienta para justificar el por
qué en los capitulos II y III se enfocd en las raices de x™ — 1 para n primo.

Después Gauss expone un método alterno al que llama método de exclusién para la
resolucién de congruencias de segundo grado, para esto hace uso de la teoria de formas
desarrollada en la secciéon V. Este mismo método le sirve para resolver la ecuacién inde-
terminada mx? + ny? = A. Ademaés, muestra artificios para reducir la operacién en cier-
tos casos.

En la parte final (arts. 329-334) Gauss desarrolla dos criterios para distinguir entre
los niimeros primos y los nimeros compuestos, y aborda la descomposiciéon de estos en
sus factores primos. El primero de ellos (art. 330) se basa en un hecho expuesto en la
seccidon IV, en el que todo entero positivo o negativo que es residuo cuadritico del ente-
ro M, también lo es de cualquier divisor de M. El segundo método utiliza los valores de
la expresién x? = —D (mod M), bajo ciertas consideraciones, y resultados sobre formas
de determinante —D.

Con esto finaliza el anélisis de las secciones previas a la seccién VII del Disquisitio-
nes Arithmeticae. Los siguientes capitulos estardn dedicados al estudio de esta tltima

seccién.
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Capitulo 11

Sobre la irreductibilidad del polinomio
x" 14+ x"2+...4+x+1 con n primo.

La seccién VII de las Disquisitiones pareciera que no estd directamente relacionada
con las secciones anteriores, pero después de una lectura reflexiva se puede ver que
Gauss usa algunas proposiciones que planted a lo largo de las primeras seis partes.

Se considera que en esta seccién del libro existen varios puntos de gran importancia
que Gauss planteo, entre ellos los mas relevantes son: i) da a conocer la teoria que desa-
rrollé y que ahora se conoce como perfodos gaussianos, ii) a partir de la teoria de perio-
dos encuentra soluciones por radicales para ciertos polinomios; iii) cuando traslada la
teoria del punto anterior a la divisién del circulo y su conexidén con la construcciéon de
poligonos 1regu1ares.18 En su estudio, Gauss, vincula el analisis algebraico de la ecuacién
x™ —1=0 con el problema de construir poligonos regulares de nlados con regla y
compés. Con estos temas de los poligonos construibles Gauss da fin a sus Disquisitiones,
y concluye lo siguiente:

Un poligono regular con n lados puede ser construido si n = 2¥p,p, ...p;,
donde k =20,y p;,pz, ...,Pr son primos impares de Fermat.™
Para ejemplificar su proposicién muestra que el poligono regular de 17 lados es cons-
truible con regla y compés y no es muy diferente de la primera prueba que realizdé en
1796. Cabe mencionar que en su época Gauss sabia que esta condicién también es nece-
saria; sin embargo no dejé una prueba formal, esta fue establecida posteriormente por
Wantzel en 1837.

A continuacién se desarrollard la teoria necesaria para llegar a este resultado que
Gauss obtuvo. Concretamente en este capitulo de la tesis se mostrara la irreductibili-
dad en los racionales de las ecuaciones ciclotémicas, esto es, se mostrard que para

n primo, el polinomio

x" -1

=x" 14" 2 4t x+1
x—1

8 Bl tema de los poligonos construibles surge desde la antigua Grecia. Con ciertas herramientas, y bajo reglas bien defi-
nidas ya eran conocidas algunas técnicas para la construccién de algunos poligonos. Pero fue Gauss el primero en dar una
caracterizacién usando matemaéticas més alld de la geometria para proponer cuales poligonos son construibles por regla y
compas.

19 . n . g
Sabemos que los primos de Fermat son de la forma 22" + 1, sin embargo hasta ahora no se conocen explicitamente
otros primos de Fermat ademds de los generados por n =0,1,2,3,4, y en consecuencia no se sabe si hay una infinidad.
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no tiene divisores que tengan todos sus coeficientes racionales. Ahora se da lugar al

estudio de los articulos requeridos para poder demostrar este teorema.

Art. 338. El teorema que se muestra en este articulo no se requerird directamente en
este trabajo de tesis —Gauss si lo utilizd en el art. 363 de sus Disquisitiones—; sin em-
bargo, debido a que en la prueba se hace uso de un teorema de Newton que si se reque-
rird méas adelante, se considerd importante mencionarlo.

Teorema. Se requiere encontrar una ecuacién (W’) cuyas raices son las A-ésimas poten-
cias de las raices de la ecuacién
ZM+a;z™ + a2+ oy =0 (W),

donde A es un entero positivo dado.

Para abordar este problema Gauss recurrié al resultado de Newton sobre la suma de
potencias de raic:es,20 pero sblo lo menciona y afirma que se puede usar el proceso inver-
so de Newton para encontrar los coeficientes de la nueva ecuacién (W’) que él propone.
Aqui se tiene el inconveniente que Gauss no desarrollé lo que menciona, supone que el
lector lo sabe. En primer lugar veamos cual es el teorema de Newton al que se refiere.

Teorema (de Newton). Sea t™ + pit™ 1+ p,t™ 2+ +py_1t +pp =0 una ecua-
cién con raices xy, X, ..., X Paraj = 1,2,3,.. sea s; = x{ + xg + -+ x,];l. Seap, =0
para k > m. Entonces paraj > 0

Sj + p1Sj-1 +P2Sj—2+ .+ pj_151+ jpj = 0.

Lo que el teorema estd enunciando es que

s+ p1=0

Sy + pisy+ 2p, =0

S3+ p1Sz +p2s1+ 3p3 =0

Sq + P1S3 +P2S2 + P3s1+4p, =0
o, equivalentemente,

S1=—D1

S; = —Pp1S1— 2p;

S3 = —P1S2 — P251— 3D3

S4 = —P1S3 — P2S2 — D351 — 4Pa-

Newton proporciona con este teorema las sumas de las potencias de las raices. Pero, si
lo que Gauss quiere es encontrar una ecuacién que tenga como raices las A-ésimas po-
tencias de las raices de la ecuacién original

zZMm+a;z™ +az™ %+ a, =0 w),

%% Para ver el contexto de este resultado dentro de la obra de Newton véase la Arithmetica Universalis, 1707.
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entonces, se tienen que conocer los coeficientes de la nueva ecuacién (W’).
Regresando a la proposicién del art. 338, sean ry, 1y, ..., 7y, las raices de (W), entonces

A A A

las raices de (W’) seran r*, %, ..., 0.
17,72 m

Luego aplicando el teorema anterior a las raices ry, 1y, ..., 3, se pueden hallar las sumas

si=rt+nt+ o+t

Sy, = 7"121 + TZZA + -+ T‘n”
sy =1+t 442
Sop = lel + TZZA R TnZA

Sma =1 ™ ™A+ ™A
entonces, ya se conocen los valores de

S1, S22) +» Smia-
Por otro lado, sj; se puede expresar como

sip = MY+ + o+ N, 0<j<m.
Entonces, aplicando nuevamente el teorema de Newton, donde las raices que se consi-
deran son r4, 1,2, ..., 1,4, se tiene que
Sj = —=bySj_q1 — bySj_p — -+ — bj_151 — jb;

donde by, b, ..., bj_; son los coeficientes de la ecuacién (W’). Pero como ya se conocen
los valores s;, entonces se pueden despejar los coeficientes by, by, ..., bj_1, bj, ¥ con esto

se concluye lo que propuso en el art. 338.

Ahora contintian los articulos que son utilizados directamente para mostrar la irre-
ductibilidad del polinomio ciclotémico. A partir de aqui se supondrd que n es un ntme-
ro primo, salvo que se diga lo contrario.

Art. 339. Se mencionardn algunas propiedades de las raices del polinomio
X=x"1+x"24+...4x+1, con n un primo impar; para este caso al conjunto de
tales raices las denota por Q.

x™-1

Recuerde que =x"14+x"2 +...4+x+ 1, entonces si r es una raiz de (Q, se tie-

x—1
ne que, para todo entero k, (r™)* = 1¥ = 1, esto es, si kK = 0 (mod n), entonces r* = 1.
Asi, se tiene lo siguiente:

e SiAd=pu(modn)= r*# =17y por tanto r* = r¥.
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e Ahora, si A Z u (modn), entonces m.c.d(A—pu,n) =1 y por ello existe v tal

que (A —p)v = 1(mod n), por tanto rA=WV =y = r(A-V = 1 — 4 2 i,

2

De lo anterior se concluye que 1, 7, r2,...,7" ! son raices diferentes de la ecuacién

x"—=1=0,y Q={rr% ., " ={er? ,rDe:e €7 nte} Esto ultimo dice
que dada una raiz r € (], cualquier raiz de la unidad se puede expresar como una po-
tencia de r. Por lo tanto,

X=(x—1°%)(x—12%) ..(x —re@™ D)
y aunque Gauss no lo menciona, estos elementos de () son raices primitivas de la uni-
dad.

Otro resultado que exhibe es
r(n=De ..y p3e pp2e 4 e = 1,

esto es, que la suma de las raices en () es -1.

Por altimo, Gauss hace un comentario que usara en el articulo 341 y es acerca de las

. 1 , . .
rafjcesr y -, a las cuales llama reciprocas y estas satisfacen la igualdad

(x—1) x—= = x% — 2xcosw + 1, donde w =2 k ez
T

)
n
En general se puede verificar que

(x —1°) (x —%) = x? — 2xcosw + 1
usando las formas polares

r€ = cosw + isenw y rle = cosw — isenw,
donde w = % , k=1,..,n—1.

Art. 340. Aqui se probard que al sustituir respectivamente las k-ésimas potencias de
las raices de la unidad (k = 1,2,...,n) en un polinomio —que a su vez estd formado de
polinomios simétricos— de grado m con coeficientes enteros, la cantidad resultante de la
suma de las sustituciones mencionadas, serd un entero divisible por n. Este hecho sera
de gran utilidad para resolver los planteamientos de articulos posteriores, y como Gauss
bien lo menciona, serd fundamental en el articulo 341.

Primero obsérvese que si r es raiz de X, por el articulo anterior cualquier rafz de
x™ — 1 se puede expresar como r? y por tanto un producto de estas raices también sera
de la forma r°.

Designando por ¢(ty,t,, ...t,,) una funcién entera de las incégnitas tq,ty, ..., t;,, que es
de la forma
aB v rea B v’
htfth ..ty + RtEth ..ty + -,
donde algunas de las t; puede no aparecer.
Ahora, si sustituimos las ¢; por las raices ry,7,,..,1, de x™ — 1, haciendo t; = r;, para

i=1,2,..,n. Entonces,

oty ty ) = @(rry, .., 1) = hrf‘rzﬁ T+ h’rl‘x’rzﬁ' Y O AR
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Pero puesto que cada sumando de la expresién anterior se puede ver como hr?, se tiene
que go(rl,rz, ..,rn) se puede reducir a la forma

A+ AT+ A"r? + -+ A1
donde cada uno de los coeficientes A', A", ... A™ estan en términos de algunos de los coe-
ficientes h, h', ... hV, e incluso algunos pueden ser igual a cero.

Para las raices r2,17,..,7% se tiene

@@, 12, 13) = hGD)TDHF P + KDY DF ()P + -
= h(n*nf .1 P)?% + h(rlalrzﬁl I LINE
que se puede expresar como

A+ A2+ ATt 4 4 A2 (D),

En general, se tendra que ¢(r{1,r51, ..,r,{l) se puede expresar como
A+ AT* + A2 4o A1)
Por 1ltimo,
O T, ) = A+ AT+ AT 4 A OTD — A L A A 4 AT
Asi, la suma
Y(rora,...mn) = o, m)+ @i ré, 18 + -+ (vl .., 1,
sera
= A+ AT+ AT 4+ -+ AL A+ AT+ AT 4 A2
+A+ AT+ A" 4 A (D)
=nA+AA+r+r2+-+ "D+ A'QA+r+r2 4+ )+
+AMA+r+ri 4+
=nA.
Por lo tanto, la suma 1[)(1‘1,1”2, ..,rn) es divisible por n.

Ejemplo.
Sea @(t,u,v) = 2tu?v + tv3 + 5tuv?. Sustituyendo t,u, v por las raices 1, r = e?™/3,

r? = e*™/3 de la ecuacién x3 — 1 se tiene que

o(L,r,12) =2r2r2 + 10 +5r5 = 2r* + 10 + 512 = 2r+ 1+ 512 = A+ A'r + A"'r?,
donde A=1 ; A'=2 ; A'=5.

Sustituyendo ahora por los cuadrado de las raices se tiene que
(1,2 rY) =2r*tr* + 12 +5r2r8 = 2r2 + 1+ 5r*r® = A+ A'r? + A'r*,
y por altimo,
(1,731 =p(1,1,1) =2+1+5=A+ A+ A".
Entonces,
oL+, ) + (L, 13, 1) =A+Ar+ A'r?  + A+ A'r?

+A"r* + A+ A+ A"
=34+AA+r+r>)+A"A+r+71?)
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= 34,
y como se puede ver, n = 3 divide a la suma anterior.

A continuaciéon se da lugar al resultado que es el elemento central de este capitulo.

Art. 341. Trata sobre la demostraciéon de la irreductibilidad de
X=x"14+x"2 4+ +x+1
en los racionales y se plantea de la siguiente manera.

Teorema. Sila funcién X es divisible por la funcién de grado menor
P=x*+Ax*1+Bx* 2+ -+ Kx +1L,
entonces los coeficientes A4, B, ..., L no pueden ser todos racionales.

Demostracién. Gauss empieza escribiendo a X como X = PQ, y aunque no lo menciona
estd suponiendo que Q es un polinomio no constante. La demostraciéon del teorema se
har4 en cuatro casos.

Designando al conjunto de las raices de P = 0 por PB; al conjunto de las raices de Q = 0
por Q; y al conjunto de reciprocos de las raices en P y Q por R y S, respectivamente.
Es decir, se tiene

B = raices de P;

R = reciprocos de las raices de P;

L = raices de Q;

© = reciprocos de las raices de Q.

Sea R la ecuacién cuyas raices son las contenidas en R, y S la ecuacién de las raices en

S. Puesto que X = PQ, entonces al tomar todas las raices en P y Q resulta ser Q.
Ademés, debido a que r es una raiz de X si y solo si % es una raiz de X, si se toman

todas las raices en R y S también se obtiene ). Por lo tanto se tiene que
RS=X=PQ vy PUL=RUG,

de esto se distinguen cuatro casos:

. $P=NR

II. P+EFRYyPNR=£O
III. Q=6 o0 QnNG*9
IV. BnR=0y QNS =0.
En cada caso se llegara a un absurdo al suponer que los coeficientes de P son racionales.

L. PB=R (P =raicesde P; R = raices reciprocas de P).
Eiste caso dice que las raices de P serdn las raices de R — la ecuacién cuyas raices son
las contenidas en R— y viceversa, por ello P = R. Asi para cada raiz en B, su reciproco

también estard en P, esto es, P serd un producto de % factores dobles de la forma
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1 21
(x—1) (x — ;) = x2 — 2xcosw + 1 = (x — cosw)? + sen’w,
de aqui que si x toma un valor real, P tendrd un valor real positivo. Llamemos
P, Py, P3,...,P,_, alos polinomios cuyas raices serdn las potencias cuadradas, ctbicas,
cuartas,..., (n — 1)-ésimas de las raices de P, esto es, si 1y, 1y, 13,...,73 son las raices
de P, entonces

P=0x—-r)x-—r)x-—r)..(x—mn)
Pr=(x—-1x-—1Hx -1 . (x— 15
P=(x—-1m)Ex-r)x—-1r).(x— 1)

Ppy=(@—mPDx—rfDx—rd Y. (x— ),

Estos también tendran valores reales positivos si x toma un valor real.” Asi, si
D, P1, P2, P3, -, Pn_p designan los valores de P(1), P,(1),P,(1),...,P,_,(1) respectiva-
mente, entonces p, p1, P2, P3, .-, Pn_p Seran positivos.

En lo que sigue Gauss utiliza el articulo previo —algo que él no menciona— Designando
por @(t,u,v,...) la funciéon (1 —t)(1 —u)(1 — v) ..., se tiene que

‘P(r1.7'2,7'3' ---'7’/1) =1-r)A-r)A-r).01-1)=p
(p(rlz,rzz,r32 ...,rf) =(1- rlz)(l — rzz)(l — r32) (1 — rf) =p;

qo(r{“l,r{“l,rg"l ...,rf'l) =A-PHa-r-LL"Ha-r1H.. (1 - r/{‘_l) = Pn_s

oy ) =A-mMA-rA-r)..(1—-n)=0.

Ademas, obsérvese que por la teoria de las funciones simétricas de las raices de un poli-
nomio, se tiene que
(1 — tl)(l - tz)(l - t3) =14+ S1 + Sy + .- N
donde Sj = (—1)j Zi1<i2<~--<ij i, tiy - tij'
Entonces, ¢(tq,t3,t3,...) se puede ver como la suma de términos de la forma

htftf, ...,t;,/ y, puesto que 1,71y, 73,..,7; también son raices de X (y por tanto de

x™ — 1), se puede usar la observacién hecha al final del art. 340. Asi se tiene,

P+t ot HDpy = @(rrars, ) + (L 1,15 1)
+ (L L L) + ot R 1)
= n4,
estoes, p+p;+ pp + -+ pp_p serd divisible por n.

21
22

Véase art.339
En el art 339 se mencioné la siguiente igualdad,

(x—71°) (x - r_e) = x? — 2xcosw + 1 = (x — cosw)? + sen’w
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Ademas,
PPiPy ..Py =[x —r)(x—1)(x —13) ... (x — m)][(x — le)(x _ rZZ)(x _ T'32)
= ] [ =P =P D =T = D),

reordenando y agrupando los factores que tengan las mismas raices r; se tiene que

PPPy .. Pry = [(x —1)(x = 78) .k = P D[ =) (x = 78) . (x =737 D)] .
[(x - rl)(x - 7”,12) (x - Tzn_l)]

y finalmente, como cada factor [(x—ri)(x —riz) (x —rin_l)] =X, % se llega a que
PP, P, ..P,_, = X*.
Asi, para obtener el valor de p-p; - p, - ...~ Pp_, basta hacer x =1 en

Xt ="+ e x + DA,

por tanto p-py Pz . Pn-p = Nt

Ahora, Gauss supone que los coeficientes de P son racionales, esto lo llevard a con-
tradecir una de las afirmaciones anteriores.”* Por el art. 338 si los coeficientes de P son
racionales entonces también los de Py, P,, Ps, ..., P,_,. Pero, por el articulo 42,25 puesto
que los coeficientes del producto PP,P,..P,_, son enteros entonces cada polinomio
P,P;,P,,Ps, ..., P,_, debe tener coeficientes enteros, y por tanto, los valores p, pi, pa,
D3 ..., Pn_z Son enteros. Como el producto pp;p; ... pn_p = n*, entonces cada p; debe ser
n o una potencia de n; pero puesto que hay n — 1 factores y A < n — 1, entonces no to-
dos pueden ser de esa forma, esto es, algunos deben ser igual a 1. Digamos que hay una
cantidad g de los que son iguales a uno, asi se tendra que

pP+pitpt ot P =0y 0y, + 0ttt 9 = g(modn),
con Piy, Piys Pigs - » Pin_y_y € {0 P1 P2, P3-es Pr—2}s
esto significa que p + p; + p, + -+ pp—, no es divisible por 11;26 pero ya se habia pro-
bado que era divisible por n. Esta contradiccién vino de suponer que los coeficientes de
P son racionales. Asi, no todos los coeficientes de P son racionales.

II. BPERyPNR+=0Q (P =raicesde P; R = raices reciprocas de P).
Sea T=PNR y T =0 la ecuacién cuyas raices son las contenidas en T. De esto,
Gauss afirma que T es el maximo comtn divisor T de los polinomios P y R. Se puede
notar que T divide a P y a R, y que si T' es otro polinomio que también cumple esto,

3 osi 1; es una rafz de X, en el art. 339 se vio que X satisface

2 X=[(x—-m)x—- riz).--: (.x -l
Se contrapondré al hecho de que p + p; +p, + -+ p,_, es divisible por n.

Sean x™ + Ax™ 1 +Bx™ %2+ .-+ N y xF+Ax*1+B'x*2+ .-+ N’ polinomios con coeficientes racionales. Si los
coeficientes de su producto x™*# + Ux™*tH-1 + Px™*#2 4 ... + 3 son enteros, entonces los coeficientes de cada polino-
mio deben ser enteros.

% Como pi, t Py, t P+, TGS g(mod n) se tiene que n divide a p;, +py, + Py + -+ Pin1y de modo que
por la teoria de congruencias si p +p; +p, + -+ p,—, fuera divisible por n se tendria que n divide a g, lo cual no
es posible pues g < n — 1. Por lo tanto, n no dividea p +p; +p, + -+ pp—s.

" Para la definicién véase Galois Theory of Algebraic Equations, Jean Pierre Tignol, p. 55.
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entonces sus raices deben estar contenidas en PN R. Asi T' debe dividir a T y por lo
tanto, T es el maximo comun divisor de los polinomios P y R.

Ahora, por la definicién de T se sabe que sus raices se encuentran en pares donde una
es la reciproca de la otra, es decir, si se encuentra r se encontrara su conjugado, enton-
ces se formaran factores de la forma

(x—1) (x - %) = (x — cosw)? + senw.
Procediendo analogamente como se hizo con el polinomio P en el caso anterior, se llega-
rd a que T no puede tener todos sus coeficientes racionales. Por otro lado, si se supone
que los coeficientes de P —y por tanto los de R— son racionales, y puesto que T es un
divisor comtn de ambos, entonces los coeficientes de T deberian ser racionales; sin em-
bargo, esto no es asi. Por lo tanto, los coeficientes de P no pueden ser todos racionales.

III. Q=6 o0 QNG #0 (Q = raices de Q ; & = raices reciprocas de Q).

Cuando Q y S son iguales se prueba que Q no puede tener coeficientes racionales de
forma anéloga al caso I y si son diferentes pero tienen raices en comiin se hara de forma
analoga al caso II. Asi, como X = PQ y X tiene coeficientes racionales, entonces si los
coeficientes de P fueran racionales los de Q también lo serfan. Por lo tanto P no puede
tener todos sus coeficientes racionales.

IV. BnR=0 y QNS=0 (P = raices de P ; R = raices reciprocas de P;
Q = raices de Q ; & = raices reciprocas de Q).

Sea S la ecuacién cuyas raices son las contenidas en &. Entonces, debido a que
PUR=OQ0=RUGS, se debe tener que el conjunto de las raices de P tiene que ser
igual al conjunto de las raices de S, y el conjunto de raices de Q igual al conjunto de
raices de R. Asi, Q = R, y por tanto,

X=PQ =PR=(x*+Ax*1+Bx* 2+ +Kx+1) (x’1 + %xl_l + o+ %x + %),28
Ahora bien, haciendo x = 1, resulta

X)) =n=+A+B+-+K+L)(1+T++2+32),
y multiplicando por L se tiene que
nL=(14+A+B++K+L)(L+K++A+1)=Q+A+B+--+K+L)>2

Ahora, si los coeficientes de P y R son racionales, y puesto que los coeficientes del producto
PR = X son enteros, entonces, por el articulo 42 los coeficientes de P y R son enteros.

Asi, Ly % son enteros, por tanto para que % sea entero tiene que pasar que L=+1y

comon=(1+A+B+--+K +L)?, entonces se tendrd un cuadrado mayor que uno, y
esto contradice la suposicién de que n es primo. Por lo tanto, P no puede tener coefi-
cientes racionales.

28 . . . .2 . . .
De la teorfa de polinomios se sabe que la ecuacién cuyas raices son los reciprocos de las raices de

- - K_a- A 1

P+ AT B et Kt Loes xM XM e Tx
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De estos cuatro casos se concluye que P no puede tener todos sus coeficientes racio-
nales. Asi, si el polinomio X = x™" 1+ x™"2+ ...+ x+ 1, con n primo, es divisible por
un polinomio P de grado menor, entonces P no puede tener todos sus coeficientes racio-
nales.

De esta manera se ha llegado al objetivo del capitulo, parte esencial en el andlisis so-
bre la construccién de poligonos regulares con regla y compas.

Recordemos que uno de los objetivos de la seccién VII es hallar las raices del polino-
mio X y para esto Gauss usara ecuaciones auxiliares de menor grado. De hecho, la irre-
ductibilidad del polinomio X se usard para probar que cualquier raiz de una ecuacién
auxiliar se podra expresar en términos de otra rajz —de la misma ecuacién—. Esto serd de
utilidad para encontrar una descomposicién del polinomio X.
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Capitulo III

Descomposicion del polinomio x®» 1 +x" 2 + .-+ x+1
y las soluciones por radicales de sus raices.

Introduccién

Después de mostrar la irreductibilidad del polinomio
X=x"14+x" 2+ +x+1
en los racionales, Gauss se propuso desarrollar a X en factores lo més simples posibles.
Esto lo muestra en el articulo 352 y para ello previamente definird una distribucién de
las raices de la unidad, distintas de uno, en una modalidad que llama periodos [art.
343]. Para estos elementos que defini6é —los periodos- mostrard dos propiedades principa-
les en los articulos 346 y 351.

Para la demostracién del articulo 346 Gauss requiere de una propiedad de periodos
que muestra a lo largo de los articulos 344 y 345, en estos articulos determinara el pro-
ducto de una cantidad finita de periodos. Los articulos 348 y 350 seradn la base de la
demostracion del articulo 351.

Posteriormente se daran ejemplos (para n = 19 yn = 17 en el polinomio X) de cémo
hallar los factores de la ecuacién. Es importante mencionar que, a partir del art. 343, al
final de cada propiedad se dard un ejemplo para n = 19. Lo anterior se realiza con la
finalidad de clarificar el desarrollo de la teoria hasta llegar al objetivo de esta segunda
parte para un ejemplo particular. Ha de notarse también, que hasta ese punto no se
habla atn sobre la construccién de un poligono.

Periodos Gaussianos.

Antes de empezar a desarrollar la teoria de Gauss sobre periodos, se debe mencionar
que la base de esta distribucién de las raices —en lo que llamaremos periodos— proviene
de los ciclos que forman los residuos de las potencias de las clases de residuos médulo n.
Por ejemplo, para n = 17 se tiene la siguiente tabla de residuos:
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1123 |4 |5|6|7|8 ]9 |10|11|12|13|14|15|16
1111 1|11 }1}1|1(1}1}|11}1]1]1
2|12 |4 |8 |1615(13|9 |1 |2 |4 |8 1615|139 |1
313 |9|10({13|5 15|11 |16|14| 8 |7 |4 |12]2 |6 |1
414 /16(13| 1 |4 16(13| 1| 4 16|13 1|4 16|13 |1
5|5 |8 |6 |13[14|2 1016|129 |11|4 |3 |15| 7 |1
6 | 6 1214 |7 |8 |14|16|11 15| 5 |13|10] 9 |3 |1
7| 7]115| 3|4 (11,9 |12|16|10| 2 |14|13|6 |8 |5 |1
8 | 8|13 2 (16| 9 | 4 |1b 8§ 13| 2 16| 9 |4 |15 1
919 |13|15|16| 8 | 4 | 2 9 |13|15 16| 8 | 4|2 |1
1010|1514 4 |6 |9 |5 |16 7|2 |3 |13|11]|8 |12]1
11 | 11 514|108 |3 |16|6 1512|137 |9 |14]| 1
12 | 12 111133 |2 |7 |16|5 |9 6|4 |14]15|10|1
1311816 | 4 | 1 |13 |16 |4 |1 13|16 4 |1 |13 |16| 4 | 1
14 114 | 9 13112156 (16| 3 | 8 (10| 4 |5 | 2 |11] 1
15| 15 9 |16 | 2 |13 | 8 151491162 13| 8 |1
6(16| 1 |16 1 |16| 1 |16| 1 |16 1 |16| 1 |16| 1 |16 | 1

Tabla 1. Residuos de potencias médulo 17. La primera columna representa el elemento de la clase
médulo n, y el primer reglén a la potencia.

En este caso algunos ejemplos de periodos son

{r, v2, r4, r8, r16, p15 p13 49} (p p4 p16 113} 2 48 415 491 ¢ g 16}
donde r es una raiz distinta de la unidad de la ecuacién x'7 —1 = 0.

Se podria decir que un periodo —en el sentido de Gauss— es un conjunto de ciertas raices
n-ésimas de la unidad; sin embargo, este no es arbitrario sino que estd formado de tal
manera que todos los exponentes de la raiz r en ese conjunto conforman un periodo —en
el sentido de congruencias— del ntimero r. Es decir, la suma de los exponentes en este
conjunto ha de ser congruente con cero médulo n.

Por ejemplo, r, 1%, r*
de Gauss, ya que los ntimeros 1, 2, 4, 8 no tienen un comportamiento periédico -la su-

y r® no se puede considerar un periodo siguiendo la definicién

ma 1+ 2+ 4 + 8 no es congruente con cero médulo 17-. Las raices que corresponden a
un periodo dependerdn de los factores de n — 1. Esta manera en la que Gauss distribuye
las raices de la unidad, se debe a que podra relacionar dichas raices con funciones que
tienen solucién por radicales, idea que surge a partir de los estudios de Lagrange29 y
Vandermonde.

* En 1771 Lagrange publicé en la Academia Prusiana de Ciencias el articulo Réfléxions sur la Résolution Algébrique

des Equations en el cual analiz6 los diversos métodos que ya eran conocidos en su época acerca de la resolucién de ecua-
ciones de tercer y cuarto grado, y se percaté de que el comin denominador en estos métodos era la reduccién de las
ecuaciones a otras de grado menor llamadas ecuaciones resolventes.

Para mas detalles ver [Pardo Rego Venancio, Lagrange: la elegancia matemaética, Nivola Libros y Ediciones, S.L., 2003]
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A continuacién se desarrolla con detalle la definicién de periodo y las propiedades antes
mencionadas. Recordemos que en esta tesis, salvo que se diga lo contrario, r es una raiz

n-ésima de la unidad.

Art. 343. Sea g wuna raiz primitiva moédulo n,30 entonces los nuameros
g.9%9% ...,g" % g™ ! forman un sistema reducido de residuos y cada uno de ellos ser&
congruente con uno de los elementos del conjunto {1,2,...,n-1} segin el moédulo n;31
esto es, los nameros 1, g, g2, g3, ..,9™ % son una permutacién para {1,2,..,n— 1}.
Entonces las raices r, 19, rgz, ...,rgn_z forman un nuevo orden para las raices

r, %, r3, ..., "1, Asi, se tiene que

{r, r9,r9% ...,rgn_z} ={r,r2,r3, .. 1} =Q.

Si pasa que n — 1 = ef, donde e y f son enteros positivos, entonces se pueden distribuir
las raices de Q en e conjuntos de f términos, para ello Gauss utiliza los exponentes

1,9,9% 9% ..,g™ % v eleva estos ntimeros (entre los cuales estd g/) a la potencia e,

pero a partir de (gf )e los residuos se repetirdn —esto porque g es raiz primitiva médulo

. e 2e (n-2)e L . .
n—, y por tanto en el conjunto {r, r9 ,r9 ", .., 19 } solo se tendran f raices distintas
que son

e 2e (f-1e
r, r9,r9 ", .., 19 .

Finalmente, estas raices se elevan a la potencia A, un ntimero no divisible por n, y se

. . e 2e (f-1)e
obtienen las f raices rd rA9° y29%° | ria

. Gauss llama periodo (f,4) al conjunto
de estas raices y designa por (f, A1) a la suma de estas raicesBQ, asi, si hacemos g¢ = h, la
suma (f,A) es

rh 4 prh AR AR
Con esto Gauss divide las raices contenidas en () de tal manera que cada parte —perfodo—
resultaré ser la raiz de cierto polinomio, todo esto con el fin de expresar las raices de Q

en términos de radicales.

Ejemplo. Paran =17, se toman e = 2, f =8 y la raiz primitiva g = 3.

Asi, como se puede ver en la tabla que se muestra arriba los residuos de las potencias de
g = 3 médulo 17 son

30 e , . . . - - . o
g es una raiz primitiva médulo un primo n si las potencias g° g%, g% g%, ...,g" % g™ ! forman un ciclo, es decir, si la

n-1

primera potencia congruente con g% =1 médulo n es g" 1. En la tabla que se muestra arriba se puede ver que g =3

satisface esta condicidén para n = 17, asi 3 es una raiz primitiva médulo 17.
# va que si g™ = g'(mod n) para m,l € {1,2,...,n — 1} y suponiendo sin pérdida de generalidad que [ < m se tiene que
g™ ! =1 (modn), pero m — | < n, lo cual contradice el hecho de que n es el minimo entero que satisface esta congruen-
cia, de donde los residuos de los ntimeros 1,9, g% g%, ..., g™ 2 son diferentes, y forman un sistema completo de residuos
médulo n.

En el Disquisitiones Arithmeticae en los articulos posteriores Gauss usa indistintamente la palabra periodo para
referirse al conjunto de raices que forman (f,1) y a la suma de estas raices. En este trabajo también se usara indistinta-
mente y de ser necesario se haran las aclaraciones apropiadas cuando se pueda dar una confusién.
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16 3 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

9 19
1 3] 9 1013

919 19 |9 g
15111 |16 |14 | 8 7 4 12 2 6

a1

Luego se eleva a la potencia 2 cada uno de estos residuos y se obtiene

32192 ]10% | 132 | 5% | 152 | 11% | 16% | 14* | 8% | 7% | 4% | 122 | 2% | 62
9 (13| 15|16 | 8| 4 | 2 | 1 |9 |13/15|16| 8 |4 |2

A partir de estos residuos se podrén generar las raices de un periodo de f términos, por
ejemplo, si se quieren hallar las f raices que conforman el periodo (8,1), se han de mul-
tiplicar estos residuos por A = 1, de esta manera, el periodo (8,1) es
{r, 79,713,715 116 18 14 121

Si en cambio estos residuos se multiplican por A =3, se obtienen los residuos
3,10,5,11,14,7,12,6, vy asi se tiene que

83)=r3+ 10+ >+ 11 4 % 4 7 4 12 4 6,
para A = 2, se tiene el periodo (8,2) = {r?,r,7v%,1r13,1r15 116 18 4},

1,14 .7 12 .6 .3 ..10
L, re,rer, rtl

y cuando A = 5 se obtiene el periodo {rs,rl T
Note que para cualquier 4 # 1,3 no divisible por n se obtendrd el periodo (8,1) o el
periodo (8,3).
Puesto que n — 1 también es igual a 4 -4, entonces otra manera de distribuir las raices
de la unidad en Q es en 4 periodos de 4 términos. En este caso e = f = 4, as{ en lugar
de elevar al cuadrado los residuos de las potencias de g, se elevan a la potencia cuarta.
De esta forma se obtienen los residuos 1, 13, 16, 4 médulo n y por lo tanto, se tiene
que

A =r+rB3+ro4+t vy

(42) =12 471213 216 4 24 = 2 4 9 4 715 4 o8
como se puede notar (4,1) + (4,2) = (8,1).

Ahora veamos que el concepto de periodo estd bien definido, esto es, que no depende
de la raiz primitiva que se escoja.

Primero observe que si A es cualquier entero no divisible por n, se tendra que
{rl,rlg,rlgz, M iy A}={rAr 32, Ly DAy 2= Q.

Debido a que g"! = 1(mod n) y 1 es un entero no divisible por n, se tiene que, si

i = v (mod n — 1) entonces Ag* = Ag¥(mod n) y por lo tanto r29" = rig¥ 3

Asi, si G es otra rafz primitiva, entonces con un anéalisis semejante a lo realizado al

inicio del articulo se tiene que las raices r, 7%, er, ...,an_z seran iguales a las raices

- . . 2 n .
r, r2, r3,...,v™""? y en consecuencia a las raices r, r9, r9°,...,79 °, no necesariamente

en ese orden. De aqui que las potencias 1, G, G?, G3,..,G" 2 sean congruentes a

® si p=vmod(n—1) (ie. pu —v = (n—1)q), entonces gh™" = (g™ 1)9 = 1 (mod n), es decir,

g* = g’(modn) y por tanto rA9* = r29”,
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1, g, g% g3, ..,9""? mbdulo n, aunque no necesariamente en ese orden. Asi, los niime-

ros 1,G¢ G%¢,G3¢,...,GU V¢ seran congruentes a 1, g¢, g%¢,g°%¢,...,gU e, salvo el or-

34

den.”™ Si ahora se hace H = G°, entonces los f niimeros 1, h, h%, h3,.. K1 (recuerde

que h = g°) serdn congruentes a 1, H, H?, H3,.. ,H/™! segtin el médulo n, salvo el

, 2 f-1 . . B
orden. Por lo tanto, las raices r, r® rh°, .. rt serdn iguales a las raices
2 f-1 . ., . 2 f-1
r,rH, rHY L rHT vy asi también lo seran r#A, rAt, pAR° | pAR y ri rA
2 f-1
rAH ,...,r’m , salvo el orden.

Por lo tanto, las raices primitivas g y G generan la misma distribucién en e periodos
de f términos de las raices en (), esto es, que la distribucién no depende de la raiz
primitiva que se elija.

Ejemplo. Para n = 19, se tiene que 2 y 3 son raices primitivas.
Considérese primero g = 2, e =3 y f = 6, entonces se distribuirdn las raices del po-
linomio x'® + x17 + -« + x + 1 en tres periodos distintos de seis términos.
Para obtener el perfodo (6,1) se calculan los residuos minimos de 1, g¢ g%,
g3e’ ’g(f—l)e:
1 = 1(mod 19)
g¢ =23 =8 =8(mod 19)
g% = 223 =7 (mod 19)
g3¢ = 233 = 18(mod 19)
g* =2*3 = 11(mod 19)
g Ve =253 = 12 (mod 19).
Asi,
(6,1) = {r,r8,r7,r11,r12 118},
Los residuos minimos de 2g°, 2g2¢,...,2g°¢ médulo 19 arrojan los exponentes de las
raices que conforman el periodo (6,2), asi
(6,2) = (r2,r3,r5, r14 116 117},
Andlogamente se obtienen
(6,3) = {3,724, 121, 133 136 154} = (13 15 12 14 17 116} = (g 2)
y (6,4) = {r# 132,728 ¢4 p48 172} = (14 113 19 16 110 115y

Por otro lado, utilizando la raiz primitiva g = 3, se tiene que

g¢ =33 =27 =8 (mod 19)
g%¢ = 3%3 =7 (mod 19)

g3¢ = 3%3 = 18(mod 19)

g* = 3*3 = 11(mod 19)

g ~De =353 = 12 (mod 19),

*  Arriba se vio que entre los ntimeros 1, g%, g2¢, g%, ..., g"2¢ sélo hay f raices distintas. Lo mismo se verifica para
1.G¢ GZe G3e G(n—z)e.
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11 .1

por lo que (6,1) = {r,r7,r8 r11,r12 r18} resultando ser igual al que se obtuvo con la
raiz primitiva g = 2. Se puede verificar que también (6,2) y (6,4) son iguales a los que
se obtuvieron antes. Asi, la distribucién de las raices de Q en periodos de f términos

serd la misma independientemente de la raiz primitiva que se elija.

Art. 344.- Aqui se muestran diversas propiedades de los periodos que serdn de gran
utilidad en la resolucién del problema principal.

I. Si dos periodos con el mismo niimero de raices (a los que Gauss llama similares)
tienen una raiz en comun entonces son iguales, i.e., si %’ es una raiz en (f,2A) entonces
los periodos (f,4) y (f,A") tendran exactamente las mismas raices.

Observe que Ah/ = 1g¢ = g™~ = A(mod n), por tanto se tiene que
AR/*1 = Ah (mod n)

ARS*2 = Ah? (mod n)

de donde,
(f, 2h) & {2, pA0% gAY = Lyl g A2, A0S 2 st (f, )

(f,Ah?) & {r’mz, ...,rlhf,r’lhfﬂ} = {r“z, ...,r’lhf_l,r’l,rlh} = (A

En general, se tiene que el periodo (f,1) es idéntico a los periodos (f, 1), (f,Ah?),

(f,Ah3), .... Puesto que e (f,A), entonces A = pAn p.a. entero j y por lo tanto,
1 ger [.A" A’k ,.2"h2 AMrf=1) _ (an . ani+1 | Anj+2 AnJ+f-1
(fL,A) € irt vt r e, T ={r* r T e, T
& (f,Ah0) = (. D).

Es decir, si dos periodos tienen una raiz en comtn, entonces serdn iguales. Ademaés, si

rty e (f, A) entonces,

! J . 1k
r* =r* p.aenteroj y rt=rth

de donde A’ = AhY(mod n).

p.a.entero k,

Ejemplo. Previamente se mostrd que para el médulo 19 se tiene la siguiente distribu-
cién en periodos con seis términos cada uno. Estos son
(6,1) = {r, 78,77, 711, r12 118} (6,2) = {r2, 73,75, rl4 y16 y17)

(6,4) = {r*,r13,r%,7r6, 110,115},

Obsérvese que, de acuerdo a la definicién el periodo (6,3) es
3 .38 .37 311 ,.312 .38
{rs, r°, 37, , , T2

pero debido a que se tienen las siguientes congruencias

r r r

3-8 = 5(mod 19)
3-7 = 2(mod 19)
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3-11 = 14(mod 19)

3-12 = 17(mod 19)

3-18 = 16(mod 19),
el periodo (6, 3) es igual al periodo (6,2).

Ademas, puesto que r'* es una raiz comun de los periodos (6,2) y (6,14), aplicando
directamente la propiedad I, se tiene que (6,2) = (6, 14). De la misma manera, se puede
verificar que los periodos (6,1) y (6,18) son iguales, asi como (6,2) =(6,17) y
(6,4) = (6,6) = (6,15).

6

Ahora, como r° y r® estan en el mismo periodo, entonces se satisface la congruencia

9=6-(2*mod 19.

II. Los periodos (f,1), (f,9), (f,g%),...,(f,g°™ 1), considerados como conjunto de
raices, son distintos entre si y el total de las raices contenidas en todos los periodos es
el conjunto Q, esto es, Q= (f, DU, 9)U(f,g>)U..U(f,g° 1), excepto cuando
f=n—-—1ye=1,ental caso (f,1) coincidird con Q.

Veamos por qué los periodos mencionados son diferentes. Si los periodos (f,1) y
(f,A) con A, X' €{1,g,9% g5, ..., g '} fueran iguales, entonces r* y r4" estarfan en un
mismo perfodo y por tanto de la tltima observacién en (I) se deberia satisfacer la con-
gruencia

A= 21g°’(mod n) para algin v,

lo cual es imposible ya que AT no puede ser congruente con alguna potencia de g¢ médulo

n. De forma anéloga se puede verificar que si A es un entero no divisible por n, entonces los
periodos (f, 1), (f,19), (f,Ag?),...,(f,Ag®™ 1) son distintos entre ellos. Asi, los conjun-
tos (DU QDU gHV..U(95D) v (DU A9 U (AP U ..U (f, 2957
estan conformados por n — 1 raices distintas de la unidad cada uno, entonces,

FDUEDUSgHV.U (gD =0=(,DU (A9 U (f,2g) V..U (f,19°7D),

y asi cualquier otro periodo de f términos -excepto f = (f,0) = (f,kn)-3> es alguno

en (f, DU, 9 U(f,g>)u..u(f, g D).

Ejemplo. Para n =19, f = 6 y usando la raiz primitiva g = 2, en el ejemplo anterior
se mostré que raices conforman los periodos (6,1), (6,2),(6,2%), entonces se tiene lo si-
guiente
(6,1 U (6,2) U (6,22) = {r, 8 r7,r11.r12 18 12 13 15 r14 16 417 o4 413 19 16,10 1151
que resulta ser el conjunto () para n = 19, esto es, el conjunto de las raices 19-ésimas de la
unidad.

% E] periodo (f,0) = 70 + 70" 4 pOh? oy O™ o £ pkn | pdenh  pknh? kST 2 (F gy
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Ademas, cualquier otro periodo de seis términos serd igual a (6,1), o a (6,2), o a
(6,2%). Por ejemplo, se puede verificar que los periodos (6,25) y (6,4) tienen en comun a
la raiz r°, entonces (6,25) = (6,4).

ITII. Sin—1=abc, con a,b,centeros positivos, entonces haciendo f =bcy e=a
se tendran a periodos de bc términos, y a su vez cada periodo de bc términos estd com-
puesto de b periodos de ¢ términos;

(bc,A) = {rl,r’lga,rlgza, ...,rlgabc_a} = (c,)U(c,AgM) U (c,Ag*M) U ..U (c,/lg“b‘a).36

Ejemplo. Para n = 19 se tiene n —1 = 3-3 - 2, entonces el periodo (6,2) = {r?, r3, r>,

r14, r16, r17} se compone a su vez de tres periodos de dos términos cada uno. Asi, con-
siderando A = 2 y la raiz primitiva g = 2, de acuerdo a la propiedad III estos son (2, 2),
(2,2-2%), (2,2 2%3), los cuales son respectivamente iguales a

@2 =%, @3 =031 y 25 ={"r"}

Art. 345. Ahora se mostrardn algunas caracteristicas sobre productos de periodos, las
cuales serdn de gran importancia en el proceso para hallar las ecuaciones auxiliares que
se mencionaron en la introduccién de este capitulo.

A continuacién se presenta un ejemplo para establecer la idea de la demostracion del
teorema correspondiente a este articulo.

Ejemplo. Para n = 19 se considera n —1 = 6 -3 y la raiz primitiva g = 2, entonces las
raices 19-ésimas de la unidad se distribuirdn en seis periodos de tres términos. Asi, de
las siguientes congruencias
g¢ = 2% = 7(mod 19)
g% = 2%° = 11(mod 19)

se obtienen los periodos

(3,1 ={r,r’,r11}

(3,2) = {r3,r1%,r3})

(3,4) = {r*,r°,r%)

(3,8) — {7‘8,1'18,7‘12}

(3,16) = {r'6,r'7,r>}

(3,13) = {r'3, 715,110},

Entonces, el producto de la suma (3,1) por la suma (3,2) es

36 2a Agm a(bc-1)

. a (b-1a . .
Como se sabe (bc, 1) consta de las raices 4, r29°, r29°%, r49° rAg O uesto que los coeficientes
b
. 2a 3a (b-1)a . ’
de las raices 1, 12, rA9°¢, A% 29 satisfacen 1 £ g%+ (mod n) y Ag®™ % 1g*** (mod n), donde v, v’
son enteros entre 1,...,b — 1, entonces cada una de esas raices debe de estar en un periodo distinto, asi (bc, 1) consta
de los b periodos

(c, ), (c, 29, (c,Ag*%), (¢, 4g>%), ..., (¢, 2g®~V%).
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B -B2)=rr2+rr* +rr3 + r7r?2 + 71 73 4 p1lp2 1014 4 11,3
=34+ +rt 49 42 4710 4413 6 41
=@+t + )+ @+ +r®) + 13 + 15 +119)
=(3,2) + (3,4) + (3,13)
=(3,3) + (3,4) + (3,15),
esta dltima igualdad se cumple debido a la propiedad presentada en el art. 344.1.

Ahora se hace un producto de tres periodos,

GB1B2)GB8) =3 +r® +r* + 12 +r? + 710 4913 1 6 4 148 + 118 4 112]
= 11 4423 4 12 4 17 4 10 4 18 4 021 4 14 4 022 4 021 4 133 4 122
+ 727 4720 4 28 4 31 24 4 32 415 4 27 4 16 4 21 1 22
+ 7125 4118 4 126
=71 4t 42712 4717 20 4 2918 4 392 4 3914 4 393 + 298 4 410
+ 75+ 713 915 4 16 4 46 4 47
=(3,1)+@(3,4)+2@3,8)+(3,16) + (3,13) + 3(3,2).

Como se puede apreciar, el producto de dos o més periodos es una combinacién lineal

de periodos del mismo ntmero de términos. A continuacién se mostrard cémo obtener
esta expresion.

TEOREMA. Sean (f,1) = {r’l,r’ll,rl”,...} y (f,p) dos periodos similares [Ver art.
344 1.], idénticos o diferentes. Entonces, el producto de (f,4) por (f,u) serd la suma
de f periodos similares, a saber,

FA+wW+F AV +W+ X+ + =W

Demostracién.- Sea g una raiz primitiva para el médulo n, h = g¢ y n — 1 = ef. Prime-
ro desarrollemos el producto (f, 1) - (f, 1)

D - = (L, (T“ + rHh 4 R ..._|_ruhf‘1)
=(fLA) -r*+(f, 1) cpkh f, ) . puh? + et () -r“hf_l,

Por otro lado, del articulo anterior, se sabe que (f,1) = (f, 2h) = (f,Ah?) = (f,Ah3) = ---.
Entonces,

(£, ) (Fo) = (£,2) -7+ (F, AR) - 780 4 (f, 2R2) - rh* o (f, ARS1) - i

De la definicién de los periodos y desarrollando los productos se tiene que
fL ) - (f,m) = (r’”“ 4 At AR r’”‘f_lﬂ‘)
+(rlh+uh + pARPHuh 4 ARSHpR oLy r/lhf+uh)

2 2 3 2 4 2 f+1 2
+(r/1h +uh? 4 pAR3+ph? 4 ARM4pR? oo AR un )+

)

+ (rlhf'1+uhf‘1 4+ A T A e r/’lhz(f'l)ﬂthf'l)

expresando en residuos minimos y reordenando,
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f D) (fm) = (r““ + @tk 4 PR Ly rWﬂ)hf_l)
+ (rmu 4+ r@RtWR L pQRtwR? o L 4 QRS -1) 4o
+ (r)mf—lw_|_r(/1hf—1+u)h+r(/1hf—1+u)h2 +___+r(/1hf_1+u)hf_1)
= (f,A+ 1) + (f,Ah + 1) + (f, AR2 + @) + -+ (£, AR~ + ).
Ahora, como {TA,TM,T’W,---,TMf_l} = (f,2) = {r},r*,r*", ..}, entonces los nameros
A, A, 2",... deben ser congruentes a los niimeros A, Ah, Ah?,...,Ah/~! (no necesariamente
en ese orden). Asi,
A+u, Ah+p, Ah? +u,..., AR~ +

son congruentes a
A+u, A +u A"+,

de donde,
2 f-1 ! "
{Tl+,u’.rlh+u’ r/lh +[,l.' ...,T"{h +u} {rl+u’r/1 +;1’T.A +u’ }

y por ello
FA+WUEX+W U+ U= A+w U (f,2h+ @) U (f,AR? + 1) U ...
U (f, AR 4 )
Ast, (f,D)-(FLbw=F A+ + X+ +FA +w)+ = W,

De este teorema se siguen algunos resultados que seran de gran utilidad para articulos
posteriores:

I. Sea k un entero, entonces se tiene

FD-Fow = k@+w)+ (k@ +w) + (£ Q" +0) + .

Sabemos que los ntimeros A, A’, A", ... son congruentes a los ntimeros A, Ah, Ah?, ..., Ah/~1
(no importa el orden), de donde
(f, k2) = {rkl rkAh L kAh? } — {rkz k" ka" }
Asi, por el teorema anterior,
(f kD) - (f k) = (f kA + k) + (f kA" + kp) + (f kA" + k) + -

II. Si se considera W como en el teorema previo entonces puede reducirse a la forma
af +b(f,1) +b'(f,g) +b"(f,g*) + -+ be(f, g°™"),
donde a,b,b’,b", ... son enteros positivos (algunos pueden ser cero).

Esto se debe a que cada uno de los sumandos de W serd igual a (f,kn) = f o a al-
guno de los periodos (f,1),(f,9),(f,g%),..,(f,g¢ 1) dependiendo de si los ntimeros
A+u, A +p, A"+, ... son o no divisibles por n [art. 344.1].

Ademés, puesto que los periodos (f,1),(f,9),(f,g%),..,(f,g¢ 1) coinciden con
(f, D, (f,29), (f,2g?),...,(f,Age™ 1), en algin orden, también se tiene que

W =af +c(f,2) +c'(f,Ag) + ¢ (f,Ag?) + -+ c°(f, Ag*™D),
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donde ¢, c’,c", ... son enteros positivos y coinciden con b, b’,b", .... (en algiin orden).
Analogamente se puede concluir que

(f k) - (f kw) = af + b(f, k) + b'(f, kg) + b"(f, kg?) + -+ b*(f, kg®™™).

III. Sea k un entero, entonces el producto
(f kA - (f kw) - (f, kv) = [af + b(f, k) + b'(f, kg) + -+ be(f, kg® )] - (f, kv)
=af - (f,kv) + b(f, k) - (f kv) + b'(f, kg) - (f, kv) + -+ bC(f, kg®™™) - (f kv),
donde cada sumando de esta ultima expresién se reduce a una expresién similar a
[af + b(f, k) +b'(f, kg) + -+ b®(f, kg™ 1)]. Entonces,
(f, kD) - (f k) - (f kv) = of +d(f, k) +d'(f, kg) + d"(f kg?)
+o+do(f kg™,
con los coeficientes c,d,d’, ... enteros positivos (algunos pueden ser cero).

En general, esto se cumple para cualquier nimero de periodos que tengan la misma
cantidad de términos, y en particular

- -fv) =cf +d(f, 1) +d'(f,g) +d"(f,g°) + - +d°(f,g° D).

IV. Sea F(t,u,v,..) una funcién algebraica racional, se considera que F es una
suma de términos de la forma ht%ufuv? ... Entonces, al sustituir las incognitas t,u,v
por los periodos similares (f,A), (f, w), (f,Vv), ... respectivamente y de los resultados ante-

riores se tiene que F es una suma de términos de la forma

Cf + d(f: 1) + d,(f'g) + d”(f'gz) + ot de(f'ge_1)7
por lo que el valor de F sera de la forma
A+B(f,1) +B'(f,g) + B"(f,g*) + -+ B°(f,g°™ 1),
y los coeficientes A, B, B”, ... serdn enteros si todos los coeficientes en F son enteros. Pero
si sustituimos t,u,v,... por (f,kA), (f, kw), (f,kv), ... respectivamente, el valor de F se
reducira a
A+ B(f,k) + B'(f,kg) + B"(f,kg?) + -+ B¢(f, kg®™1).¥

Ejemplo. Siguiendo con nuestro caso para n = 19, y recordando que el periodo (6,2) es
{r2,v3,r>,r',r16 r17}, entonces de acuerdo al teorema se tiene que el producto de la
suma (6,1) por la suma (6,2), sera
(6,1)(62)=(6,1+2)+(6,1+3)+(6,1+5)+(6,1+14)
+(6,1+ 16) + (6,1 + 17)
= (6,3) + (6,4) + (6,6) + (6,15) + (6,17) + (6,18),

pero en el ejemplo del art. 344 1. se vio que (6,6) y (6,15) son iguales a (6,4); (6,17) es
igual a (6,2); (6,18) igual a (6,1). Asi,

(6,1)(6,2) = (6,1) + 2(6,2) + 3(6,4).

¥ La propiedad IV de hecho proporciona la herramienta que permitird en el articulo siguiente trabajar con potencias de
periodos y asi poder expresar algin periodo como combinacién lineal de otro cierto periodo.
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Art. 346. FEl teorema que se muestra en este articulo indica en qué caso se puede ex-
presar un periodo como combinacién lineal de las potencias de otro periodo similar a
él, y provee de un método para hallar tal expresién. Ademas es importante mencionar
que en este articulo se hard uso de la irreductibilidad del polinomio ciclotémico
x4 x4+ 1.

TEOREMA. Sean A,u dos enteros no divisibles por n y escribiendo p en lugar de
(f, 1), entonces cualquier otro periodo (f, i) puede ser expresado en la forma

a+pp +yp*+ -+ 60p°T,
donde los coeficientes a, 3,7y, ... son cantidades racionales determinadas.

Demostracién. Designense por p’, p”, p"’,.. a los e—1 periodos (f,Ag), (f,1g%),
(f, 2g3), ..., (f, 2g®1). Por lo visto en el art. 344 II, uno de ellos necesariamente coinci-
dird con (f,u). Ademas satisfacen la ecuacién

L+p+p'+p"+p"+-=0. (1)
Ahora, de los corolarios II y IIT del articulo precedente, al desarrollar las primeras

e- 1-ésimas potencias de p se obtienen las ecuaciones
p? =, DU, = aif +ax(f, ) + az(f, A9) + as(f, 49%) + as(f, Ag%) + -
p® = bif + by(f, 1) + bs(f, Ag) + ba(f, 29?) + bs(f,Ag°) + -
p* =af +a(f, ) + c3(f,29) + ca(f, Ag%) + cs(f, 4g%) + -~

Es decir,
0=p>+A+ap+ap +a'p"+a"p" + - (2)
0=p3+B+bp+bp +b'p"+b"p" + - (3)
O=p*+C+cp+cp +p"+c""p" + - (4)

Donde, los coeficientes A,a,a’,a”,a’”,...,B,b,b’,b",b"”,...,C,c,c’,c”,c’”, ... son enteros, y

no dependen de 1.

Supéngase que (f,u) = p'. De las ecuaciones (1), (2), (3),..., que forman un sistema
de (e — 1) ecuaciones con las (e — 1) incégnitas p’, p”, p"”’
cién,

, ..., GGauss obtiene la ecua-

A+ Bp +Cp?2 + -+ WMpe~ 1+ 9p’ =0, (i)

con coeficientes A, B, C, ..., M, It enteros y no todos cero.

, S 39
Eisto lo hace por el método que ahora se conoce como eliminacién de Gauss.

* Vease art. 344 II.
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Ahora, suponiendo que 9t # 0 entonces se podra despejar p’ de la ecuacién anterior,
y asi obtener (f,u) en términos de las potencias de p. De forma analoga se procederé en
caso de que (f,u) =p"”,6 p'"’, 6, ... Entonces, veamos que 9 no puede ser igual a cero.
Si ! = 0, entonces la ecuacién (i) seria

A+ Bp +Cp? + -+ Mp~1=0 (if)
y como es de grado e — 1 entonces no puede ser satisfecha por mas de e — 1 valores dis-
tintos. Pero, puesto que p representa a cualquier periodo de f términos —recordemos
que estos y la ecuacién (i) no dependen de A-, estos satisfacen la ecuacién anterior; es
decir, (f, 1), (f.9), (f.g®, (f,g®), .., (f,g¢ 1) son soluciones de la ecuacién (ii). Por
lo tanto dos de estos periodos deben tener el mismo valor. Es decir, suponiendo que uno
de estos periodos se compone de las raices réi,rS,. .., rér y el otro de las raices
Mz, v con 1< ¢y, {p,...0s8f, M1, Mase..,Mp < n— 1, entonces se tiene que
8+ et S =T 4 24 T

Considérese ahora la funcién Y = x5 + xS+ ... 4+x% — x™ — x"2— ... —x"f, si se hace
x =1 se tiene que Y = 0, asi x — r es un factor de Y. Sin embargo, como ya se sabe, r es
una raiz de la ecuacién X = x™ 1 + x"2+...+x + 1, entonces x — r también es un fac-
tor de X. Por lo tanto, es posible hallar el maximo comin divisor de las funciones X y

Y, el cual tendré coeficientes racionales y no es de grado n — 1, esto altimo debido a que
(x —0) es un factor de Y pero no de X.4° Asi, el maximo comun divisor de las funciones
X y Y es una funcién de menor grado que divide a X y que tiene todos sus coeficientes
racionales pero esto contradice que X es irreducible [Ver Capitulo II, art. 341]. De esta
manera se ha probado que N = 0, y con esto se puede concluir que (f,u) = p’ se puede
expresar como

A +B'p+Cp?+ -+ Mpe L.

Ejemplo.- Paran =19, f =6, e = 3, y raiz primitiva g = 2 se expresaran los periodos
p'=(62) y p" = (6,4) como una combinacién lineal de p = (6,1).

12

Se sabe que (6,1) = {r, 78,77, r11.r12, 118} entonces

p? =(6,1)(6,1) = (6,2) + (6,9) + (6,8) + (6,12) + (6,13) + (6,19),
y reduciendo a periodos equivalentes se tiene
p?=1(62)+(64) + (6,1) +(6,1) + (6,4) + 6 = 6 + 2(6,1) + (6,2) + 2(6,4),
por tanto,
p?=6+2p+p +2p".

% véase [Lang Serge, Introduction to Linear Algebra, 2da. edicién p. 70]

“ Note que el grado de Y es menor o igual que n — 1. Entonces, si es menor que n — 1, el grado del méximo comun
divisor de X y Y es menor que n — 1.

Por otro lado, si el grado de Y es igual a n — 1, entonces el grado del méximo comun divisor de X y Y es menor o igual
que n — 1. Si es igual a n — 1 implicaria que X y Y tienen las mismas raices, sin embargo, el cero es una raiz de de Y’
pero no de de X.
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Ahora, puestoque 0 =1+p+p' +p" se tiene
p?=6+20+p)+p' =6+2(-1-p)+p' =4-p,

y p?=6+(+p +p")+p+p " =5+p+p"
BEs decir,
p, =4- pza
p"=p*>-5-p,
de donde,
(6,2) = 4 — (6,1)* y (6,4) = —5—(6,1) + (6,1)*

Ahora, si (f,2) =p=(62); p'=(64); p"" =(6,1) y se procede de forma anéloga a lo
anterior, entonces se tiene que

(64) =4-(62)*; (6,1) = =5 —(6,2) + (6,2)?,
ysip=(64); p' = (61);p" = (6,2) entonces
(6,1) = 4—(6,4)° ; (6,2) = =5 — (6,4) + (6,4)2.

Art. 347 (TEOREMA). Sea F = ¢(t,u,v, ...) una funcién algebraica racional invariable™
en las incoégnitas t,u,v, ... Sustituyendo estas por las f raices contenidas en el periodo
(f,A), vy por el articulo 340 se tiene que el valor de F se reduce a la forma

A+ AT+ A2+ =W, ®
Entonces, las raices que pertenecen al mismo periodo de f términos tendrdn coeficientes
iguales en esta expresién.

Demostraciéon. Sean rP, r? dos raices pertenecientes al mismo perfodo de f términos.
! n
Ard AL las

raices contenidas en (f,A), donde A, A, A", ... son enteros positivos y menores que n.

Supdngase que p y q son enteros positivos menores que n. Sean r%, r
Finalmente sean u, u', p”,.. los residuos minimos positivos de los numeros
Ag®e, A gve, A" gv¢,...mbédulo n.

Se quiere mostrar que r? y r? tienen los mismos coeficientes en W. Puesto que r?P y

14 estan en el mismo periodo, se puede suponer que q = pg’¢ (mod n).
Por el articulo 340 se tiene que
gD(Tlgve,T A’g"e’ r/lrlgve' ) (I)
se puede reducir a la forma
A+AT9 + A'r29 4 .,

De aqui se puede ver que el coeficiente de r? en (W) es el mismo que el de rP9" en
esta Gltima expresion.
Si 6,0, ... representan los residuos minimos médulo n de los nameros g*¢,2g"¢, ..., en-
tonces se puede reducir (I) a la expresién

41 . . C . .
Esta funcién es lo que ahora se conoce como polinomio simétrico en f indeterminadas.

42 Algunos de los coeficientes 4, A’, ...pueden ser 0.
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A+ AT+ 470 =W
Asi, puesto que uno de los ntimeros 6, 0’, ... representa al residuo minimo de pg’¢ moé-
dulo n, el cual es g, entonces el coeficiente que tiene r? en (W') es el mismo que tiene
rP en (W).

Ahora, note que los nameros A, A', 1", ... son congruentes a pu, u', u", ..., salvo el
orden, pues cualesquiera dos ntmeros a,f en{A, A, 1",...} satisfacen la congruencia
a = Bg¥° (mod n). Esto debido a que son exponentes de raices que estdn en el mismo
periodo.

Ademas, se tiene que u = AgV¢ (mod n) y u' = A'gV¢(mod n), ... entonces las raices
Agve’rllgve‘rlllgve

! n . ’ i
rt,r#  r# ... son iguales a las raices r , ... Asi, al desarrollar la expre-

sién (I) se obtiene lo mismo que al desarrollar la expresién (p(r“,r“’,r“", ...). De hecho
W = ¢(r1,r1',ralr’ ) — (p(T”,T“"r“”’ ) _ (I) —w
pues los nameros u, u', u”,... y A, A, 1”,... solo difieren en el orden y ¢ es una fun-

cién invariable. Por tanto W' es completamente idéntico a W y las raices P y r? ten-
drén el mismo coeficiente en W.

Como consecuencias inmediatas de este teorema se tienen:

I. W puede ser reducido a la forma
At+a(f,D+d(f,@+a"(f,g>) ++a°(f,g° ",
donde los coeficientes 4,a, ...,a® serdn cantidades enteras determinadas (alguna
puede ser cero), si todos los coeficientes racionales en F lo son.

II. En cambio, si t,u,v, ... son sustituidas por las raices de otro periodo (f, kA1), el
valor de F primero se reduce a A+ A'r* + A"r?¥ + ... = W y luego se convertira
en A+ a(f, k) +a' (f, kg) +a"(f, kg?) + -

Estas dos propiedades son el objetivo real del art. 347 y serdn usadas en el siguiente
articulo para la construccién de las ecuaciones auxiliares, que se requieren en la bsque-
da de las raices del polinomio ciclotémico.

Ejemplo. Sea n=19, g=2, f =6, 1 =1 y la funcién ¢ designa la suma de los pro-
ductos dos a dos de las incbégnitas, entonces se tiene que
o(r,r7, 8, r1 12 ¢ 18) =8 4 49 4 112 4 13 p 1 45 18 4 1 46
+1+r+r7 +rt+r0 412

=3+ +r" +r8 +rtt 4124 18)

+ (@t + 78+ 70+ 10 413 4 p15)

=3+(61)+(64)=A+a(61)+a'(62)+a"(64),
donde, A=3,a=1,a"=1ya =0.
Si ahora en ¢ se sustituyen las raices del periodo (f, k1) = (6,2) se tiene
o, rt re, 3 > 17y =S 407 16 418 4 1 418

+r7 +1+r+1+7r2+r3=3+(6,1) +(6,2)
=A+a(6,2)+d(6,2:-2)+a"(6,2-22).
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Como se puede notar, la expresién reducida de ¢ al sustituir sus variables por las raices
del periodo (f, kA) se puede obtener a partir de la expresién de ¢ para las raices de (f,1).

A continuacién, en el art. 348, se mostrard que X = x™® ! + x"2 + .- + 1 puede des-
componerse en e factores de grado f, donde cada uno de dichos factores serdn polino-
mios cuyas raices son aquellas contenidas en un periodo de f términos —recordemos que
ef =n—1y que no todos los coeficientes de estos factores pueden ser racionales—. La
construccién de estos polinomios serd ttil para hallar las raices de X en expresiones con
radicales, como se vera en el art. 352.

Art. 348. Por la teoria de los polinomios simétricos, se sabe que los coeficientes
a, B, y,... de la ecuacién x/ —ax/~1 4+ Bx/=2 —yx/=3 .. =0, son los f polinomios si-
métricos elementales evaluadas en las f raices ~Gauss los llama funciones invariables—;
esto es, a es la suma de todas las raices, f es la suma de los productos tomados dos a
dos, y es la suma de los productos tomados tres a tres a la vez, etc.

Asi pues, la ecuacién cuyas raices son aquellas contenidas en el periodo (f, 1) se pue-
de determinar conociendo los valores de sus coeficientes, a saber, el primer coeficiente
serd a = (f,1). Debido a que el resto de los coeficientes, 8,7, ..., son funciones enteras
invariables —polinomios simétricos elementales— en las raices de (f, 1), se puede aplicar
el articulo 340 a estas funciones y por lo tanto, cada uno se puede reducir a la forma

A+Ar+ A2+ =W,

y por el art. 347. I. se tiene que cada uno de los coeficientes £, v, ... puede ser expresado
como

A+a(f,D+a(f,9)+a"(f.g") +-+a(f,g°")
donde A4, a, a’, a”,... ,a® son enteros.
En general, por el articulo 347. II, se tendrd que los coeficientes de la ecuacién cuyas
raices son las contenidas en cualquier otro periodo (f, kA) pueden reducirse (derivarse de
la anterior) a

A+a(f, k) +a'(f,kg) +a"(f, kg®) + -+ a®(f, kg®™). (+*)

Entonces, los coeficientes de la ecuacién cuyas raices son las contenidas en el periodo
(f, kA1) estaran completamente determinados si se conoce el valor de uno de los periodos
.0, (f£,.9), (f,g?), ...,(f,g® 1) —basta conocer solo un valor, pues segin el articulo
346 el resto puede ser obtenido a partir de este—.
De este modo se pueden obtener las e ecuaciones z,z’,z",...,z¢ cuyas raices son aquellas
que estan contenidas en (f,1), (f,9), (f,g%),...,(f,g¢ 1), respectivamente. Es decir, las
raices contenidas en (f,1) junto con las contenidas en los periodos
(f.9), (f,g%),....(f,g¢ 1) son las raices del producto zz'z" --- z%; sin embargo, también
son las raices del polinomio X = x™™1 + x"2 4 ... + 1 [Ver art. 344.1]].
Por lo tanto, X es el producto de los e factores z,z’,z",...,z¢ y cada uno de ellos es de

grado f.
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Ejemplo. Seann = 19, g =2, e =3, f = 6 como en los ejemplos previos. En este caso
z,z',z"" son las ecuaciones cuyas raices son las contenidas en
(6,1) = {r,r7,r8, ri1 r12 y18}, (6,2) = {r2,r3,15,r14 116 y17} y
(6,4) — {T‘4,1"6,T9,T‘10,T‘13,T‘15},
respectivamente.

Primero se hallara la ecuacién z, cuyas raices son las contenidas en el periodo (6,1).
Entonces la suma de todas las raices es (6,1) = a, y realizando calculos algebraicos se
verifica que el producto dos a dos de las raices es § =3 + (6,1) + (6,4); la suma de
los productos tomados tres a la vez es y = 2+ 2(6,1) + (6,2) ; la suma de los productos
tomados cuatro a la vez es § = 3 + (6,1) + (6,4); la suma de los productos tomados
cinco a la vez es € = (6,1) y finalmente, el producto de todos ellos es igual a uno. Asi,
la ecuacién cuyas raices son las contenidas en (6,1) es

z=x%—ax® + Bx*—yx® + 5x*—ex +1=0.

Haciendo k = g = 2 y aplicando (*x), de los valores a, ,y,, € se obtienen los coeficien-
tes de z', a saber,

a' =(6,2)

B'=3+(6,2)+ (6,1)

y' =2+ 2(6,2) + (6,1)

=3+ (62) + (61)

g =(6,2).
Asi,

Z = x0—ax® + Bxt—yx® + 8- ex +1=0.
Analogamente para k = g2 = 4, se obtenienen los coeficientes de z”,
a'’ =(64)
B" =3+ (64)+ (6,2)
v ' =2+2(61) +(64)
6 =3+ (61)+ (6,4
g =(6,1),
de donde z" = x®— a"x> + B"'x*— y"'x3 + §"x? - &'x + 1 = 0.

De esta manera se llega a que X = zz'z".

Art. 349. Gauss, con base en el teorema de Newton mostrara otra forma de hallar los
coeficientes a, 8,7, ... mencionados en el articulo previo. En su opinién este otro método
serd mas conveniente cuando f es un ntimero grande.

Primero note que el periodo (f, kA) = kA g kAR g AR g kAT eg 10 suma de
las potencias k-ésimas de las raices contenidas en (f,7). Asi, la suma de los cuadrados

de las raices en (f,A) es (f,2A), la suma de los cubos es (f,31), etc. Entonces si se
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designa por q,q’,q", ... a los periodos (f,4), (f,21), (f,31),..., respectivamente, por el
Teorema de Newton mencionado en el articulo 338, se tendra

a=49q 26=aq—q, 3y =fq —aq'+q", 46 =aq" —pq +yq—q", etc.
Al final los coeficientes a, B, vy, ... se reducen a solo sumas de periodos debido al articulo
345.
Sin embargo, si f es par basta con calcular de esta manera solo la mitad de los coefi-
cientes, pues resulta que a es igual al pentltimo, f igual al antepentltimo, etc. Si f es
impar, el penultimo coeficiente resulta de sustituir (f,4) por (f,—A1) en a, el antepe-
naltimo resulta de intercambiar en B los periodos (f,4), (f,2g9), (f,Ag?),..., por los
periodos (f,—1), (f,—1g), (f,—1g?), respectivamente.
Note que el Gltimo coeficiente es igual a uno para cualquier f 2

Siguiendo con el ejemplo, sean p, p’, p" los periodos (6,1), (6,2) y (6,4) respecti-
vamente. Entonces,

q qlll — (6,4’) — pll
q =(62)=p q" =(65) =(62) =p
q ( qlllll — (6’6) — (6,4) — pII’

y por lo tanto44,

3 Puesto que los nimeros A4, Ah, Ah2, Ah3, ..., A/~ forman un sistema reducido de residuos médulo 7 se tiene que
A+ Ah+ Ah% 4+ AR3 + -4+ ARS~1 = 0 (mod n)

2 3 f-1 . . .
y por tanto rhopAh p AT AR AT = 1) De esto se tiene lo siguiente:

. El tltimo coeficiente es igual a 1.

. Si 1,7y, ..., 7y denotan las f raices de (f, 1), entonces los (f { 1) = f sumandos del peniiltimo coeficiente son

... T 1 . . . . z : 3
de la forma %f =— para j=1.2,..,f yson distintos entre si. Ademas, para f par, si 7; es una raiz de

(f,A) su reciproco también lo es. Por tanto el penultimo coeficiente es la suma de las raices de (f, 1), que es
igual a a.
Si f es impar Tl paraj=12,..,f esunaraiz en (f,—A) y asi el peniiltimo coeficiente es = (f,—1).

J

72T 1 ..
e para i,j €

. Los ( f )=w términos del antepeniiltimo coeficiente son de la forma — -
iry irj

f-2)="z
{1,2,...,f}. Por otro lado, los (]ZC) = % términos del coeficiente f§ son de la forma 7;75i,j € {1,2, ..., f},i # j.

1 11 . . . 1
Como o=y los reciprocos de 1; y 7; estdn en (f,A) para f par, el reciproco de 77, — debe ser al-
Ty i

guno de los (]ZC) productos 7;7; que aparecen en f — ya que es la suma de productos dos a dos de las raices en
(f,A) —. Por lo tanto, B =antepeniiltimo coeficiente.

Pero si f es impar %r} debe ser alguno de los productos dos a dos de las raices en (f,—A). Entonces el coefi-
ciente B resulta de intercambiar en el antepentiltimo coeficiente los periodos (f,—2),(f,—1g),(f,—1g?), ... por
los periodos (f,4),(f,1g), (f,1g?), ..., respectivamente. O de otra manera, el antepeniiltimo coeficiente resulta
de intercambiar en f los periodos (f, 1), (f, 19), (f, 2g?), ..., por los periodos (f,—21), (f, —19), (f, —1g?), respec-
tivamente.

. Para el resto de los coeficientes pasa lo mismo que con los coeficientes anteriores y para ver esto se procede
también de forma analoga.
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a=p

2B =6+2p+2p"

3y=6+6p+3p’

45 =12+ 4p + 4p”

etc.

Si se requiere hallar los coeficientes del polinomio cuyas raices son las sumas de las rai-
ces de un periodo se realiza un procedimiento similar al anterior. Esto se mencionaré en
el ejemplo I del art. 351.

Art. 350 (TEOREMA). Sea n—1 el producto de tres enteros positivos «,f,y y con-
sidere el periodo (By,4). Sea F = ¢(t,u,v,...) una funcién de f incédgnitas y si se susti-
tuyen estas por las B sumas (y,1), v, A), &, A"),...,(y,A#~1) de acuerdo al articulo
345.1V el valor de F se reduce a

A+aly, D+ad @) +a" g+ +a(y,g*F D)+ - +a(y,g* 1) =Ww.
Entonces, si F es una funcién invariable, los periodos en W que estan contenidos en el
mismo periodo de By términos® tendran los mismos coeficientes, esto es, los periodos

.99 v (v,g*°*?), donde 9,0 son enteros mayores o iguales que cero, tendran los
mismos coeficientes.

Demostraciéon. Primero note que los periodos (By, 1) v (By,Ag%) son ig;uales46 y que el
segundo consta de los subperiodos47 WA, A1), A1), ..., )15_1),48 entonces los

* Recordemos que en articulos previos se mostré que
pp’ = (6,1) +2(6,2) +3(6,4) =p +2p' + 3p”
p’P=6+2p+p +2p".
Ademas,
p'p = (66)+ (67) + (69) + (6,18) + (6,20) + (6,21)
=(64)+ (6,1)+(64)+(61)+ (6,1) + (6,2)
=3p+p' +2p"
p"p =(6,5)+ (6,11) + (6,12) + (6,15) + (6,16) + (6,22)
=(6,2) + (6,1) + (6,1) + (6,2) + (6,4) + (6,2)
=2p+p +p",
de donde,
26=p*—pp' =6+2p+p +2p" —p' =6+2p+2p"
3y=B+p+p)p—pp +p' =3p+p>+pp" —pp' +p
=3p+6+2p+p +p " +2p+3p +p" —p—2p' —3p"
6+ 6p +3p’

45 =aq" —Bq' +yq—q" =pp' —3p' —pp' —p"p' +2p +2p* +p'p - p"
=-3p =3p—p' —2p" +2p+12+4p+2p' +4p" +p+2p' +3p" —p"”
=12 4+ 4p + 4p"

etc.

a

** Como se sabe el periodo (By,1) consta de las raices r%, r?9%,
2T satisfacen A % 297 (mod n) y Ag® Z Ag®VT* (mod n),
donde v, v’ son enteros entre 1,...,8 — 1, cada una de esas raices debe estar en un periodo distinto; asi (8y,1) consta de

los B periodos (v,2), (r,49%), (7,29%%), (¥,49°%), ..., (,Ag"¥~D%). Esto es, ' = Ag%, 1" = 1g*%, ..
46

2a 3a (B-Da a(py-1)
rAo* yAg’ | yig Y

)

, ¥ puesto que los
. . . a 2a
coeficientes de las raices 14, r#9%, r29° yig

Debido a que la raiz 79% esta en el periodo (By,1) y también en (By,Ag®), entonces por el art. 344.1 estos perio-
dos son iguales.

" Se nombra subperiodo, a aquellos periodos que estan contenidos en otro periodo con mayor niimero de términos.

% De manera parecida a lo hecho en la nota a pie “ ge puede verificar que (By,1g%) consta de los periodos

>, A9%), (¥, Ag*%), (v, 1g>%), ..., (v, 2gB~D%), (v, 1gP®),
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subperiodos de (By, A1) son iguales a los subperiodos de (By,Ag%). Por lo tanto, W y W’
son iguales. Ahora, si se sustituyen los subperiodos del segundo en F, entonces por el
articulo 345.1V resulta

W' =B +b(y,g%) +b'(y, g% + b" (y,g**?) + -+ bS(y, g%¥) + - + b0 (y, g¥F+e~1)
=B +b(y,g%) +b'(y, g%*) + b"(y, g%*?) + -+ bS(y, 1) + - + b0 (y, g%F). 4

Sean (y,u) v (y,u") dos periodos contenidos en el mismo periodo de By términos, enton-
ces, sin perdida de generalidad, supdngase que u' = ug™, de donde el coeficiente del
periodo que coincide con (y,u’) en W’ es igual al coeficiente del periodo que coincide
con (y,u) en W. Pero ya que W y W’ son iguales, los periodos (y,u) y (y,u') tendran
los mismos coeficientes en W.

Observaciones:

1. Como consecuencia inmediata del teorema previo, W puede ser reducido a la forma

C+cBy, D) +c'(By,g) + -+ c(By, g*),”
donde C,c,c’,c”, etc. son enteros si los coeficientes de F son enteros.

2. Sien lugar de sustituir los periodos contenidos en (By,A) de F, se sustituyen los
contenidos en cualquier otro periodo (By, kA) el valor resultante sera

A+a(By k) +a' By, kg) + -+ a¢(By, kg®1).*

3. Para el caso particular donde a = 1, W es de la forma A + a(By, 1).

Art. 351. Con base en la terminologia del articulo anterior, considérese la ecuacién
cuyas raices son los B periodos (y,1), 1, ), (¥, A""), ..., ¥, Af~1). Los coeficientes de
dicha ecuacién se pueden expresar de la forma

A+a(By, 1) +a'(By,g) + -+ a*(By, g*™),”
donde 4, a, a’, a”, etc. son enteros.

i.e., de los periodos (y,49%), (¥, A'g%), (v, A" g%), ... (v, ¥ 72g%), (v, AF "1 g%).

*° Puesto que g*¥ =1- (g“ﬁ)y; aff = e, por el articulo 344.1 las raices rgaﬂy T estdn en el mismo periodo de y términos
y por tanto los periodos (y,1) y (y,g"‘ﬁ) son iguales. Anadlogamente se puede ver que los periodos (y, g"“”“‘l) v
(7,9%F) son iguales.

%% Observe que los periodos de y términos (¥,1), (v,9%), (7, g%, ..., (¥, g*# ™) estan contenidos en el mismo periodo de
By términos (By, 1), al igual que (v,9), (r, g™, (¥,9%*%), ..., (v, g*¥~D*1) son los contenidos en (BY,g), etc. De donde
por el teorema anterior
W =A+aly,D+dy,9)+a"(,g") ++a(r,g*°F )+ +a®(y, g%")
= A+a D+ @g)+ @)+ + (g P )]+ d (9 + ¢ g™+ ¢ gD+t (g P
+ota’[(n, 9" ) + (1, g7 ) + o+ (1, g
=A+a(By, 1) +a'By.g) +-+a‘(,g"™.
5! Esto se muestra de forma andloga como lo fue para el periodo (By, 1), excepto que se aplica el art 345. IV al periodo

(By k) .
Los coeficientes de un polinomio ménico se pueden expresar en términos de las raices de dicho polinomio. Ademas por
el art. 346 el producto de una cantidad finita de periodos de y términos se puede reducir a la forma A4 +B(By, 1) +

B'(By,g) + -+ B (By,g* ™).
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Pero si en esta expresiéon sustituimos el periodo (By,u) por (By, ku), entonces se obtie-
nen los coeficientes de la ecuacién cuyas raices son los f subperiodos de y términos con-
tenidos en el periodo (By, kA), asi estos estardn determinados por una ecuacién de grado
B.

En caso de que a = 1, como ya menciond anteriormente los coeficientes seran de la
forma A + a(By,1) y puesto que (By,1) = (n— 1, 1) = —1, estos coeficientes estan com-
pletamente determinados. Pero si a > 1, los coeficientes podrén ser determinados si se
conocen los «a periodos de Sy términos.

Ejemplo I. Para n = 19 se busca la ecuacién x3 — Ax? + Bx — C = 0 cuyas raices son
los periodos p =(6,1), p'= (62) y p" =(6,4). Como se sabe de la teoria de poli-
nomios simétricos

A=p+p +p” B =pp'+pp" +p'p" C=ppp".
Recordemos que en el art. 349 se mostré que
pp'=p+2p'+3p" pp"=2p+3p"+p" pp"=3p+p +2p",
de donde,
A=(181)=-1 B=6(p+p +p")=-6
C ="18+11(p+p +p")=18—-11=7
Por tanto la ecuacién buscada es
x3+x2—-6x—-7=0.

Usando el teorema de Newton [Ver art. 349]:
Primero recordemos que
A=p+p' +p"'=-1
p?=6+2p+p +2p"
p'p'=6+2p+2p +p"
p'p" =6+p+2p" +2p",
entonces,
p2+p”? +p"*=18+5p+5p +5p” =18+ 5(—1) = 13,
y p>+p2+p'" =36+34(-1) =2.
Luego, por el teorema de Newton se tiene
2B =A(p+p +p") - (P2 +p” +p"?)=1-13=-12

3¢ =p3+pB+p" —A(p*+ p'? + p”z) + AB
=2-(-1D(13) + (-1)(-6) = 21,

1,11

% Recuérdese que p"'p" = 6+ p + 2p’ + 2p"”, entonces se tendra
C=(@+2p +3p")p" =pp" +2pp" +3p"p"
=2p+3p' +p" +6p+2p' +4p" +18+3p +6p' + 6p”
=18+ 11p + 11p' + 11p"”
=18+11(p+p +p")=18—-11=7
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y asi se obtiene la misma ecuacién que con el método anterior.

Ejemplo II. Para n = 19 se busca la ecuacién cuyas raices son los periodos
q=21), q =27y q" = (28), contenidos en el periodo (6,1).54
Asi,
q+q'+q" =(61)=p
qq' +qq9" +q'q" = (6,1) +(64) =p +p”
99'q" =2+ (62)=2+p'”
y la ecuacién buscada es
x3—px’+@+pHx—2-p' =0.
La ecuacién cuyas raices son los subperiodos (2,2), (2,3) y (2,5) contenidos en (6,2)
puede deducirse a partir de la ecuacién anterior sustituyendo p, p’, p” por p’, p”, p,
respectivamente, y si se sustituye por p”, p, p’ se obtiene la ecuacién cuyas raices son

(24), (26) y 29.”

Las soluciones del polinomio.

Hasta aqui se han analizado las propiedades de los periodos de Gauss y se ha mos-
trado que estos se pueden ver como raices de ciertos polinomios. Sin embargo no se ha
visto con claridad cémo lo anterior se aplica a la solucién por radicales del polinomio
ciclotémico.

Ahora se exhibe lo que se podria llamar un método para hallar las raices de la unidad
en () a través de la solucién de las ecuaciones a las que hemos llamado ecuaciones auxi-
liares. Este “método” se aplicaré en ejemplos paran =17 y n = 19.

Art. 352. Sea g una raiz primitiva médulo n.
1. Encontrar el residuo minimo de las potencias g,gz, ...,g"‘2 moédulo n.

2. Factorizar n—1 (en factores primos), digamos n—1=aBy..{. Definase
n n-—1

izﬁy"_(:a, —=y,..{=b, etc.

a ap

3. Distribuir las raices de () en a periodos de a términos, y cada uno de estos en
periodos de b términos, y asi sucesivamente.

% Observemos que n—1=3"-3"2, asi €l periodo (By, 1) = (6,1) esta conformado por los siguientes tres periodos de dos
términos

D=2, gD =@28) y rnig*) =(@27).

% Notemos que 18 =92 & ef | asi
=RV ={rr"}={r%), ¢ =Q7N={"17), ¢ =(28)={r.
de donde,
qq' = (28) +(2,13); qq" =(29) +(212); q'q" = (2,15) +(2,18),
qq'q" = [(2,8) + (2,13)] - (2,8) = (2,16) + (2,19) + (2,2) + (2,5) = 2 + (6,2).
% Fsto se justifica por el art. 345. II.
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4. Determinar, como se mostré en el articulo anterior, una ecuacién (A) de grado «a
cuyas raices son los a periodos de a términos, asi los valores de estos periodos pueden
determinarse resolviendo esta ecuacién. En este punto es necesario identificar a qué raiz
representa cada uno de los periodos (a,1), (a,g),..(a,g¢ 1). Ahora bien, como se pue-
de tomar de manera arbitraria una raiz r en () , entonces se puede asumir que r es
una de las a raices de alguno de los periodos arriba mencionados y cuya suma de las
raices —de ese periodo— a la vez constituyen una raiz de (A4). A esta raiz de la ecuacidén
(A) se le puede identificar por el periodo (a,1); sin embargo, (a,1) no estard completa-
mente determinado hasta que no se escoja la raiz de (a,1) que representa r. Asi, al de-
terminar a (a,1), por el articulo 346 se pueden hallar el resto de los a periodos de a
términos.

Gauss proporciona otro método para distinguir las raices de la ecuacién (4), y con-

. .. 2k . 2wk e .
siste en definir r = cos == + isen== con k un entero no divisible por n. Con esto que-

dardn determinadas las raices r?%,73,etc, y por tanto también los periodos (a,1),
(@), (@, g°™). "

5. Una vez determinados los a periodos de a términos, se dard lugar a través del
método del articulo anterior a la construccién de una ecuacién (B) cuyas raices son los
B periodos de b términos contenidos en (a, 1).58 En este paso también se necesita saber
qué raiz de la ecuacién (B) corresponde a qué periodo de b términos. Puesto que r es
una de las raices que constituyen (a, 1), entonces también se puede suponer que es una
raiz en (b,1) y asi una raiz de la ecuacién (B) se representa por el periodo (b,1). Ya
que se ha determinado este periodo, el resto de los periodos de b términos se pueden
hallar de acuerdo con las reglas del articulo 346.

En ocasiones serd conveniente hallar y resolver las a —1 ecuaciones restantes cuyas
raices son los 8 periodos de b términos contenidos en los periodos
(@.9),(a, g%, ... (a g™,
respectivamente, y de esta manera junto con la solucién de la ecuacién (B) se hallardn
todas las raices de (. Finalmente, con la ayuda de tablas de senos, se determina el pe-
riodo al que corresponde cierta raiz. Esto se verda mas claro en el siguiente ejemplo.

6. Continuando de esta manera, al final se tendran todos los nT_l periodos de { tér-

minos. Si se encuentra la ecuacién cuyas raices son las ¢ raices contenidas en ({,1) con
ayuda del art. 348, entonces haciendo r igual a una raiz cualquiera de esta ecuacién,
mediante las potencias de r, se obtendran todas las raices de Q.

También por el articulo 348 se tiene que al resolver la ecuacién (A), es decir, al deter-
minar los a periodos de a términos, X = x" 1+ x" 2 + .-+ x + 1 puede descomponerse
en a factores de grado a. Después al resolver (B), i.e., hallar los aff periodos de b tér-

57 , . iy .
Este método requiere el conocimiento de valores precisos de senos y cosenos.
58 .. ., . . . .
Los coeficientes de esta ecuacién son conocidos, pues resultan ser combinaciones de los periodos (a,1), (a,9g),.. ¥y
estos ya fueron determinados en el paso anterior.
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minos, cada uno de estos factores se compone de S factores de grado b, entonces X se
descompone en af factores de grado b. Asi sucesivamente hasta descomponer a X en

n-1 . .
ra factores de grado (. Estos factores son las ecuaciones auxiliares.

A continuacién se mostraran los ejemplos para n =17 y n = 19. En el trabajo de
Gauss se muestra primero el n = 19, pero aqui serd al contrario pues se considera que
debido a la factorizacién 17 —1=2-2-2-2 el proceso para hallar las raices de
x17 —1 = 0 es mas comprensible que para x'° —1 =0, donde 19 —1=3-3-2. Es pro-
bable que Gauss dejara al final el ejemplo de n = 17 porque después mostraria que es
posible construir el poligono regular de 17 lados.

Ejemplo. I Para el cason =17 se tieneque n—1=2-2-2-2, entonces para ha-
llar todas las raices de ( bastar4 con resolver cuatro ecuaciones cuadraticas (auxiliares).
Tomando como raiz primitiva g = 3, se tienen los siguientes residuos de sus potencias:

g® | g* 9° 197 | g% 9° | g"° g

113 ,9|10|13]5 15|11 |16 |14 | 8 7 4 12 2 6

6 7 8 11 12 13 14 15

De aqui, se obtiene la siguiente distribucién de las raices de Q, primero en dos periodos
de ocho términos, luego cada uno en dos periodos de cuatro términos y finalmente cada
uno de estos en dos periodos de dos términos:

( ( (2;1) T"‘r‘
(8 1){ (4'1){(2,13) ot 13
| (4 9){(2 9) . 18 1?
Q= 2U2,15) .. 2,15
) 2,3) .. r3rit
r(4,3){§2,5§ :5,:12
N 3){ (4 10){(2,10) 10 g7
S (A S ) I S

En lo que sigue, se utilizaran estas notaciones pero se debe tener en cuenta que cada
una de estas representa una suma de ciertas raices de la unidad, esto es,

B =r+7r2+7r3 +7r5 4716 48 44 442
83) =713 +7r0+ 75+t + 1% 447 412 4 46
41D =r+r3+r6 44

(49 =72 +r> + 18 412

(43) =73 + 71>+t 412

(4,10) =710 + 911 447 416

2,1)=r+ rtt
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(213) =r* 4+ 13
2,9 =r8+ r°
(2,15) = r2 +r?®
2,3) = r3+rtt
(2,5) = r>+rt?
(2,10) = 710 447
(2,11) = 711 + 76,

Por las reglas del articulo 351 se encuentra una ecuacién (4), x?+x —4 = 0,5 cuyas
rafces son las sumas (periodos)
B1)=r+71°+13 + 11 4716 4 98 4 442 y
(83) =713 + 71045 491 441 47 4 412 4 6,
Se puede verificar, usando la férmula de Al-Khwarizmi, que sus raices son
—~+-V17 = 1.5615528128 y —2— V17 = —2.5615528128.
Por lo que se explicod en el art. 352 (paso 3), se puede hacer la primer raiz igual a (8,1)
y por ende la otra serd igual a (8,3).
Luego, la ecuacién (B), cuyas raices son
GD=r+rB+r%+r* v 49 =r"+r®>+1r8+7r?, es
x2—-(81x—1=0.%
Sus raices son %(8,1) + %\/12 + 3(8,1) + 4(8,3). Se toman

(4,1) = %(8,1) + é\/12 +3(8,1) + 4(8,3) = 2.0494811777

(4,9) = %(8,1) - §\/12 +3(8,1) + 4(8,3) = —0.4879283649.

Los periodos restantes, (4,3) y (4,10), contenidos en (8,3), pueden hallarse ya sea resol-

viendo la ecuacién de la que son raices o por las reglas del art. 346. Primero se hallaran
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mediante el articulo 346. Designando (4,1) = p, se tiene

% Del esquema que se mostrd arriba y las propiedades de periodos, como en el articulo 351 se obtienen los coeficientes de
las ecuaciones:
(8,1) +(8,3)
81)-(83)

(16,1)=-1 y

(8/4) +(8,11) + (8,6) + (8,12) + (8,15) + (8,8) + (8,13) + (8,7)
=(81)+(83)+(83)+(83)+(81)+(81)+(81) +(8,3)
=4(8,1) + 4(8,3) = 4[(8,1) + (8,3)] = —4.

% F] primer coeficiente es  (4,1) + (4,9) = (8,1)y

el segundo es (4,1) - (4,9) = (4,10) + (4,16) + (49) + (43) = (8,1) + (8,3) = —1.

o gi p = (4,1) se tiene que,

P> =041)(41) = (42)+(414) + (417) + (45) = (49 + (43) + 4+ (43) =4+ 2(4,3) + (4,9),

esto es,
(49) =p*—4-2(43)
Entonces,
p® =[4+2(43)+ (49]-(41)
=4(4,1) + 2(44) + 2(4,15) + 2(4,6) + 2(4,13) + (4,10) + (4,16) + (4,9) + (4,3)
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p? =4+ 2(43) + (4,9),
p3 =9(4,1) + 3(4,9) + (4,3) + 3(4,10),
asf,
(4,9) = p? —4—2(4,3)
p3=6(41)—2(43) +3[(4,1) + (49) + (4,3) + (4,10)] = 6p — 2(4,3) — 3
de donde,
(4,3) = —%p3 +3p —% = 0.3441507314,
y por otro, como
p3 =9 +3[p%—4-2(43)] + (43) +3(4,10) = —%— 6p + 3p? + §p3 + 3(4,10),

de donde,
(410) =2+ 2p —p? —>p® = —2.9057035442.

La segunda forma se explica en una nota al pie62 para dar mayor fluidez al proceso.
Ahora, sea (C) la ecuacion x2 — (4, 1)x + (4,3) = 0,”® cuyas raices son los periodos
21)=r+ r® y (2,13) =r* + r13, contenidos en (4,1). Puesto que los valores de los

coeficientes de (C) son conocidos, se pueden hallar sus raices que son

%(4,1) + é\/4 ¥ (49) — 2(4,3) = 1.8649444588

¥ %(4,1) - §\/4 ¥ (4,9) — 2(4,3) = 0.1845367189%.
La primera de ellas se hace igual a (2,1) y la segunda igual a (2,13).

=9(4,1) + 3(4,9) + (4,3) + 3(4,10).
Equivalentemente, p* = 6(4,1) — 2(4,3) + 3[(4,1) + (4,9) + (4,3) + (4,10)] = 6p — 2(4,3) — 3,

de donde,

(43) = —%p3 +3p —g = 0.3441507314.
Pero p® también se puede ver como

p* = 9p +3[p? — 4 2(4,3)] + (43) + 3(4,10) = -2 — 6p + 3p? + 2p* + 3(4,10),
de donde,

3 1
(410) =5+ 2p — p* — 5p* = ~2.9057035442.

%2 De la segunda forma, hay que resolver la ecuacién x? — (8,3)x — 1 = 0, cuyas raices son (4,3) y (4,10). Estas raices
son 2(83) +5,/12+4(8,1) +3(83). Para saber cual de estas representa (4,3) y cual (4,10) se haré lo siguiente:
primero, se calcula el producto [(4,1) — (4,9)] - [(4,3) — (4,10)] = 2(8,1) — 2(8,3) = +2/17 . De aqui que los
factores sean, o ambos positivos o ambos negativos, pero puesto que se conocen los valores de (4,1) y (4,9) es posible
calcular (4,1) — (4,9) = +/12 + 3(8,1) + 4(8,3), asi el factor (4,3) — (4,10) debe de ser positivo, y por tanto
(43)=5(83)+5/12+4(B 1) +3(83) y (410)=2(83)—;/12+4(81)+3(83), que son los mismos valores que

se obtuvieron del otro método.

g primer coeficiente es la suma (2,1) + (2,13) = (4,1) y el segundo coeficiente es
21 (23) =(214) + (25) = (23) + (2,5) = (4.3).

 Las raices de (C) son %(4,1) + %,/(4,1)2 —4(4,3).Como ya vimos antes (4,1)? =4+ 2(4,3) +(4,9), de donde
(4,1)? — 4(4,3) = 4 + (4,9) — 2(4,3). Asi las raices son iguales a §(4,1) + 4+ (49) —2(4,3).
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El resto de los periodos de dos términos se pueden determinar por el art. 346 expresando
los periodos (2,2) = (2,15); (2,3); (2,5); (2,6) = (2,11); (2,7) = (2,10); (2,8) =(2,9)
como combinacién lineal de potencias de (2,1), tal y como se hizo en el ejemplo previo.
Sin embargo, quizd en ocasiones sea mas conveniente hallar estos periodos resolviendo

ecuaciones cuadréticas, asf la ecuacién cuyas raices son los periodos (2,9) v (2,15) es

x? = (49) + (4,10) = 0 con raices >(49) + /4 + (4,1) — 2(4,10).

Para saber a qué periodo corresponde cada raiz se hace del mismo modo que antes65, se
calcula el producto
[(2,1) — (2,13)][(2,9) — (2,15)] = (4,10) + (49) — (4,1) — (4,3)
= —/12 +3(8,1) + 4(8,3) — /12 + 4(8,1) + 3(8,3),
que es negativo y como (2,1) — (2,13) es positivo, [(2,9) — (2,15)] debe ser negativo y

por lo tanto se tiene,

(2,9) = %(4,9) - g\/4 ¥ (41 — 2(4,10)

(2,15) = %(4,9) + §J4 ¥ (4,1) — 2(4,10).
De manera analoga, se obtiene que,

(2,3) = %(4,3) + %\/4 ¥ (4,10) — 2(4,9) = 0.8914767116

(2,5) = %(4,3) - %\/4 ¥ (4,10) — 2(4,9) = 0.8914767116

(2,10) = %(4,10) - %\/4 ¥ (4,3) — 2(4,1) = —1.7004342715

(2,11) = %(4,10) + %\/4 + (4,3) — 2(4,1) = —1.2052692728.
Finalmente, se hallaran las raices de . Sea (D) la ecuacién x? — (2,1)x + 1, cuyas

raices son r y r'®. Las raices de esta ecuacién son

S@D25J@D2—4=22D) +5i/4—- 21D2 =5 (21) +5i2— (215).
Se toma r = %(2,1) + %i 2—(215) y rié= %(2,1) - %i 2 — (2,15). El resto de las
raices se obtienen de las potencias de r o resolviendo siete ecuaciones cuadraticas maés,
donde con cada una de ellas se encuentran dos raices y se determina el signo del radical

que le corresponde a cada raiz de la misma forma que se ha hecho antes. Asi, se obtie-

nen los siguientes valores:

r = 0.9324722294 + 0.3612416662i r1® = 0.9324722294 — 0.3612416662i
r? = 0.7390089172 + 0.6736956436i r15 = 0.7390089172 — 0.6736956436i
r3 = 0.4457383558 + 0.8951632914i r1% = 0.4457383558 — 0.8951632914i
r* =0.0922683595 + 0.9957341763 i r13 = 0.0922683595 — 0.9957341763 i
r> = —0.2736629901 + 0.9618256432i r1?2 = —0.2736629901 — 0.9618256432i

% ver el proceso en la nota a pie 73.
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r® = —0.6026346364 + 0.7980172273i r1l = —0.6026346364 — 0.7980172273i
r7 = —0.8502171357 + 0.5264321629i r1® = —0.8502171357 — 0.5264321629i
r8 = —0.9829730997 + 0.1837495178i r? = —0.9829730997 — 0.1837495178i

Note que estas raices también pueden ser expresadas con radicales, por ejemplo, se tiene

que
1 1.
r=-10+5iy2 - (215),

pero ya se conoce el valor de la suma (2,1) y (2,15), entonces

r= %E (41) + 24+ (49) - 2(4,3)] + i%\/z - E (49) +5/4+ (1) - 2(4,10)]

= %(4,1) + i\/4 ¥ (49 — 2(4,3) + i%\/z - % (4,9) — §J4 ¥ (41D — 2(4,10).

Recordemos que los expresiones con radicales de (4,1), (4,3), (4,9) v (4,10) son

(4,1) = %(8,1) + g\/12 +3(8,1) +4(8,3)

(49) =5 (81) —5/12+3(8,1) + 4(83)

(4,3) = %(8,3) + %\/12 +4(81) +3(8,3)

(4,10) = %(8,3) - §J12 ¥ 4(81) + 3(8,3),
vy que
(81) = —3+3V17
(83) = —2— V17,
entonces sustituyendo se tiene que

1 15,1 (1717
41 = 4+4 17+2 > >
(49) = ——+:y17 -1 7 _ 17

2 2 2

1 V17 1 (17 17

@) ==zt
1 V17 1 |17 V17
10) = - - 3zt 7

Por lo tanto, el valor con radicales de r es

16 ' 16 '8\ 2 2 4

PR U z_@_zjz+@+z o v, v, [
2 8 8 4 2 2 2 4 4 2 2 2 2 2 2

De manera semejante se pueden obtener las expresiones con radicales de las raices res-

1 \/ﬁ+1 17 17 l\/ﬂ.ﬁm_l\/ﬂ Viz o1 £+E
4 2\ 2

4 T2 T 242 2

tantes.
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Ejemplo. I Para n =19 se tiene n—1 = 3 -3 - 2, entonces para hallar las raices de
Q se han de resolver dos ecuaciones clibicas y una cuadratica.

Puesto que a lo largo de esta segunda parte se ha trabajado con ejemplos para n = 19,
aqui se reduciran los calculos y asi se desarrollara el ejemplo con mayor fluidez.

Nota: El objetivo de este ejemplo es mostrar el camino para hallar las raices
19- ésimas de la unidad; sin embargo, debido a que involucran radicales ctibicos, que en

cierto punto se vuelven inmanejables, y por ello no se usaran estas expresiones con radi-
cales.

Primero obsérvese que tomando como raiz primitiva g = 2 se obtienen los siguientes
residuos modulo n de las potencias de g:

gO gl 92 g3 g4 gS g6 g7 g8 g9 glo gll g12 13 14 g15 16 gl7

1124 |8|16|13|7 |14 9 |18| 17 | 15 | 11 3 6 12 5 10

Luego, por los articulos 344 y 345, se deduce la siguiente distribuciéon de las raices de Q%

21D.. rre

(6,1)5(2,8) ... r8 rit

2,7) .. r7,rt?

2,2) ... 3, rY7

0 =<(62){(2,16) ...r16,r3
(2,14) ..r¥% 15

(2,4) ... v4,r15
(6,4)1(2,13) ...713,r®

(2,9) ... r2,r10

Como ya vimos antes [art. 352 €j. I], la ecuacién (A) cuyas raices son los periodos

(61) =r+718 +717 + 118 4 11 4 12
(6,2) =712 +7110 + M + 17 43 495
(6,4) =r* + 183 + 7% + 15 476 4 110

€s

x3+x2—-6x—7=0.

Se puede verificar que una de sus raices es —1.2218761623,67 a la que llamaremos (6,1).

Los perfodos restantes se hallan a partir de (6,1), lo cual se hizo en el ejemplo del art.
346. Asi,

66
67

Ver los ejemplos de estos articulos.
Mediante las férmulas de Cardano-Tartaglia se verifica que las raices de la ecuacién
x3+x%—6x—7=0son
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(6,2) = 4 — (6,1)% = 2.5070186441
(6,4) = =5 — (6,1) + (6,1)%? = —2.2851424818.

Ahora, la ecuacién (B) cuyas raices son los periodos (2,1) =r+ 718, (2,7) =77 +rt?
y (28)=r8+r'les
x3—(6,D)x% +[(61) + (6,4)]x —2 — (6,2) =0,
o equivalentemente,
x3 +1.2218761623x% — 3.5070186441x — 4.5070186441 = 0.

Resolviendo esta ecuacién se obtiene la raiz —1.3545631433, que se representa con
(2,1) = q. De manera andloga a lo anterior, se pueden obtener los periodos (2,2),
(2,3) y (2,5) a partir de la ecuacién

x3—(62)x%2+[(6,1) +(6,2)]x — 2 — (6,4) = 0.
Asi mismo, por la ecuacién

x3—(6,4)x%+[(6,2) + (6,4)]x —2—(6,1) =0,
se obtienen los periodos (2,4), (2,6) y (2,9).
A continuacién se hallaran las potencias de q = (2,1) para expresar el resto de los pe-
riodos de dos términos como combinacién de ellas:

q>=(22)+(2,19) = (2,2) + 2
q®=1[(22)+2]-(21) =(23) +3(2,1)

q*=[(23) +3q]l-q=(24) +4q*> -2
q° =[(24) +49*-2]-q = (2,5 + 5¢> — 5¢q
q® =1[(2,5) +5¢9% = 5q] - q = (2,6) + 6q* — 99* + 2
q’ =[(2,6) +6q*—99%>+2]-q = (2,7)+7q¢° —14q3 + 7q
q® =1[(2,7) +7q° — 143+ 7q] - q = (2,8) +8q°® — 20q* + 16q% — 2
q° =[(2,8) +8q° — 20q* + 16g%> — 2] - q = (2,9) + 99”7 — 27q° + 30q3 — 9q
es decir,
(22) = q? — 2
(213) = q3 - 3q
24)=q*—4q*+2
o= B2 25070

54 63 R

= — ( ﬁ_ﬂ_\/ﬁ+ﬂ>+§\/—<\/£+2_3%—1—%)—1=—2.2851

13133 19i 3[133  19i 133 100 s[133 10 1
ry=—t(AE_BL B B_0) 1o 12218
3 2( 54 6V3 54 6\/>> \/_< 6I 54 6\/§) 3

% Esto se vio en el art.352 ej. 1L
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(2,5) = q° — 5¢° + 5q

(2,6) = q° — 6g* +9q% — 2
2,7)=q"—7q¢° +14q¢% - 7q

(2,8) = q® — 8¢° + 20q* — 16q% + 2
(2,9) =q°—9q7 +27q°> — 309> + 9q.

Sustituyendo el valor de q = (2,1) = —1.3545631433 en estas expresiones se deducen
los siguientes valores numéricos:
(2,2) =—-0.1651586909

(2,3) =1.5782810188
(2,4) = —1.9727226068
(2,5) = 1.0938963162
(2,6) = 0.4909709743
(2,7) = —1.7589475024
(2,8) = 18916344834
(2,9) = —0,8033908493.

Gauss muestra otra forma de obtener estas expresiones que en este trabajo se opté por
. . 69 :

mencionarlo en nota al pie [*| para no confundir al lector.

Finalmente han de hallarse los valores de las raices en (), asi vemos que r y r'® son

raices de la ecuacién x? — (2,1)x +1 = 0,70 de donde

r= %(2,1) +i /% —%(2,2) = —0.6772815716 + 0.7357239107i
y ris = %(2,1) .y /% - i(z,z) = —0.6772815716 — 0.7357239107i.

El resto de las raices se pueden hallar a través de las potencias de algunas de las dos anterio-
res, o bien, resolviendo las ocho ecuaciones cuadréticas de la forma

x2—tx+1=0,

69 21k . 2mk.
Sea r = cos (E) + Lsen(T) , entonces

2:18mk . 2-18mk 2mk . 21k
r18 = cos (—) + Lsen( ) = cos (—) —isen(—),
19 n 19 n

de donde,
(2,1) = 2cos (an).

19
Y como en general  r? = cos (ﬂ) + isen (M), entonces
19 19
— A4 181 — A A A2mk
QN)=r*+r® =rt+r —Zcos(w).
Por tanto, si w = %k, se tendrd (2,2) = 2cos2w, (2,3) = 2cos3w, ... y de las féormulas de angulos miltiples para los

cosenos, se derivan las mismas expresiones que antes. Luego, consultando una tabla de cosenos se puede verificar que
7721

(2,1) = 2cos (%), entonces (2,7) =2 cos( - ) = 2cos (%) v (2,8) = 2cos (7'?'92”) = 2cos (i—:)

™ T,as raices de la ecuacion x2 — (2,1)x +1=0son

EoREt 1o+ 1-C2 =len i [1-Hey +2 =ten i [i-1e2).
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con t variando en (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (2,7), (2,8) y (2,9), respectivamente. Y
con la ayuda de tabla de cosenos se aclara a que raiz corresponde cada periodo.
Se hallardn mediante potencias de r = —0.6772815716 + 0.7357239107i. Asi, al final se

obtienen los siguientes valores:

—0.6772815716 — 0.7357239107i
17 = —0.0825793455 — 0.9965844930i

r =—0.6772815716 + 0.7357239107i r
r? = —0.082579345 + 0.9965844930 i T
r3 = 0.7891405094 + 0.6142127127i r16 =0.7891405094 — 0.6142127127i

r* = —0.9863613034 + 0.1645945903i r —0.9863613034 — 0.1645945903i
r5 = 0.5469481581 + 0.8371664783i r1* = 0.5469481581 — 0.8371664783i
r
r
r
T

r% = 0.2454854871 + 0.9694002659i 13 = 0.2454854871 — 0.9694002659i
r7 = —0.8794737512 + 0.4759473930i 12 = —0.8794737512 — 0.4759473930i
r8 = 0.9458172417 + 0.3246994692i 11 =0.,9458172417 — 0.3246994692i
r? = —0.4016954247 + 0,9157733267i 10 = —0.4016954247 — 0,9157733267i

Este ejemplo también se pudo haber desarrollado primero dividiendo las raices de Q en
dos periodos de nueve términos, luego cada uno de ellos en tres periodos de tres térmi-
nos y finalmente hallando las raices. Pero en este caso los calculos para hallar los valo-
res de los periodos de tres términos a través de las potencias de uno de ellos se compli-
can. Asf que convendria hallarlos de la segunda forma mencionada en parrafos anteriores.

Con esto, se concluye la descripcién del método para hallar las raices de la ecuacién
x™ — 1 = 0 por medio de ecuaciones auxiliares de grado menor.

Recuerde que hasta este punto, no se ha tratado la construccién de poligonos, este es el
punto a tratar en el siguiente capitulo.

Intercapitulo

Los articulos 355-358 de las Disquisitiones exponen mas caracteristicas acerca de pe-
riodos, pero que en este trabajo solo se mencionara de qué tratan, ya que el objetivo es
abordar la constructibilidad de los poligonos con regla y compés.

En el 355 se muestra que el valor de un periodo con un nimero par de términos es
un numero real. Del 356 al 358 se estudian, de manera general las ecuaciones auxiliares
que surgen de la distribucién de las raices de Q —raices n-ésimas de la unidad diferentes
de uno con n un ntmero primo—, en dos o tres periodos respectivamente. De hecho, en

el art. 356 se exhibe de manera explicita la forma de la ecuacién cuadratica cuyas raices
. 1 o . .
son los dos periodos de E(n— 1) términos. También en este articulo, Gauss da otra

prueba del teorema visto en los arts. 108 y 109 que dice:
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—1 es un residuo cuadréatico de los niimeros primos de la forma

4k +1 y no residuo de los de la forma 4k + 3.

Ademas, casi al final del articulo introduce las siguientes sumas para
n = 1(mod 4)

K K K
Y cos 2B _ s o5 2R _ 4 y Y sen 2R _ v sen 2R _ g
n n n n
y para n = 3(mod 4) se tienen las sumas
Y cos 271:]:RP —Y cos —ZH:ER =0 y Y sen —ZR:ER — Y sen Zn:m = +vVn,

donde R varia sobre los residuos cuadraticos de n, menores que n, y Jt sobre los no re-
siduos cuadraticos correspondientes. Estas sumas ahora son conocidas como sumas cua-
draticas de Gauss.”" Sin embargo, Gauss no las estudia con detalle en sus Disquisitiones,
sino hasta el documento Summatio quarundam serierum singularium publicado en 1808.

En el articulo 357, Gauss prueba —resultado que mencioné en el art. 124 de la seccién

4(

., x"t-1 . . .
IV- que la expresion x—l), donde n es un niimero primo, puede reducirse a algo de

la forma,
Y2+ nZ? si n=3(mod4) o Y?2-nZ? si n=1(mod4),
con Y, Z funciones enteras de x. Al final muestra un ejemplo para n = 17.
Por ultimo, en el art. 358, analiza la distribucién en tres periodos de las raices en ()
cuandon — 1 es de la forma 3k + 1. En dicho articulo, se muestra que la ecuacién auxi-

liar cuyas raices son estos tres periodos, es de la forma

x3 + x? —mx—(§m+%kn) =0, con m=nT_1.
En el proceso también se muestra un resultado interesante, que establece que 4n puede
expresarse de la forma x? + 27y?, esto puede obtenerse también de la teoria de formas

cuadraticas de la secciéon V de las Disquisitiones.

A continuacién se da una visién general de lo que tratan los articulos 359 a 365 y
aunque estos se relacionan con la constructibilidad de poligonos regulares, en el capitulo
IV, se desarrollaran solo algunos de ellos.

En el art. 359, Gauss presenta algunas observaciones acerca de las raices de la ecua-

cién x¢ — 1 = 0, donde e puede ser un entero primo o compuesto:

; < 2mk | . 2mk
I. Se sabe que estas raices estdn dadas por cos——+ isen—, donde

k=0,1,..,e — 1 (mod e). Ademaés, para cualquier k = 0 (mod e) la raiz serd igual a uno

y en cualquier otro caso distinta de uno.

™ Carlos Ivorra Castillo, Teoria de niimeros pag. 303.
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II. Si R es una raiz que corresponde a un valor de k que es primo relativo con e,
entonces las e cantidades 1, R, R? R3,..., R®"! son distintas y son todas las raices de la
ecuacién x¢—1=0."

III.  Sea R como en el inciso anterior, entonces se tiene que
1+R*+R?* + R34 + .. 4+ RV =,
donde 4 es cualquier entero no divisible por e. Cuando A es divisible por e, la suma es
igual a e.

En el art. 360, muestra que para un primo n, con n—1 = afly, estas ecuaciones
pueden admitir soluciones por radicales. Sin embargo, no lo hace con todo detalle sino
que presenta solo los principios que él considera més importantes. Para ello Gauss utili-
za la resolvente de Lagrange &

t=10+ G gIR+ ¥, g*IR* + -+ (v, g *)RF,
donde R es una raiz f-ésima de la unidad.

En los articulos 361 a 364 analiza la relacién entre las raices de la ecuacién
x4+ x"2+..4x+1=0 ylas funciones trigonométricas.

Finalmente, en el art. 365 —el objetivo de esta seccidén— da una caracterizacién de los
poligonos que pueden construirse solo con regla y compés. Ademads, concluye el ejemplo
para n = 17 y verifica que es posible construir de esta manera el poligono regular de 17

lados.

72 2mk . 2mk A2k . A2mk s s . P .
Puesto que (cosT + isen T)’1 = cos—— +isen—, la e-ésima potencia de R serd igual a cos2mk + isen2nk =1y

como k no es divisible por e, las potencias anteriores son distintas de 1 y por tanto diferentes entre si. Ademé&s como

R® =1, las e cantidades 1, R, R%R%,..., R®"! satisfacen x — 1.

™ Se refiere al tipo de ecuaciones que originalmente Lagrange llamé resolvente. [Véase Lagrange. La elegancia matemdati-
ca, p. 135 ]
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Capitulo IV

Sobre la construccion de poligonos regulares.

Introduccion

Eiste capitulo se centra en la conexién entre las soluciones por radicales de la ecua-

cién x™ — 1 = 0 y la constructibilidad de poligonos regulares de n lados.

Ahora, se mencionan algunos hechos sobre la construccién de ciertos objetos geomé-

tricos que si se pueden construir nicamente con regla y compas, y que son la base de la

teoria que a continuacién se abordara sobre la construccién de poligonos.

1) Dados dos puntos A y B, se pueden construir nuevos puntos, mediante una suce-
sién finita de operaciones de los siguientes tipos:
i. Dibujar una linea que pase por dos puntos dados,
ii. Dibujar un circulo cuyo centro es un punto dado y con radio la distancia en-
tre dos puntos dados.
A estos puntos obtenidos se les llama puntos construibles.

2) Un punto B sobre el plano puede construirse con regla y compas a partir de Ay O
(origen del plano) si y solo si cada una de sus coordenadas (OA, OB) pueden ob-
tenerse de 0 y 1 mediante una sucesién finita de operaciones:

i. Operaciones racionales (suma, resta, multiplicacién, divisién).
ii. Extraccién de raices cuadradas. "

A continuacién se desarrolla la teoria que Gauss expuso en el articulo 336 de las Dis-

quisitiones y que en este trabajo se decidi6é reubicar debido a la conexién que guarda

con los asuntos vinculados con la particién del circulo, que es el tema a tratar en este

capitulo.

Division del circulo en n partes.

o e ey . . 75 . ,
La divisién del circulo en n partes iguales'™ al caso particular donde n es un ntimero

primo, y para ello se usara el art. 310 de la seccién VI, en el que aparece el siguiente

lema.

74

Para la demostracién de esta proposicién véase Galois Theory of Algebraic Equations, por Jean-Pierre Tignol.

5 . 2 . ., .
n es entero y en consecuencia se podra realizar la construccién de un poligono regular de n lados.
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m .y .
Lema 1. Sea ~ una fraccion cuyo denominador n es el producto de factores a, b, ¢, d, ...,

. P m
que son primos entre sf, entonces — se puede expresar como

m_a, b
_a+b

4 +1424

Los numeradores @, 8,7, 6, ... se pueden tomar positivos y menores que sus denominado-
res, salvo el ultimo, el cual queda determinado con la seleccién de los anteriores.

[Para la demostraciéon véase Disquisitiones Arithmeticae, p. 388]

c 1z m2amn
Considérese que A = —, - con my nenteros, note que esto representa m de las n

partes en las que se divide al circulo. Sean a, b, c,d, etc., los factores de la descomposi-
cién en primos (o potencias de primos) de n, entonces por el lema anterior se tiene que

A= (% + % + % + g + --+)2m. Asi, las funciones trigonométricas de este dngulo se pueden

hallar a partir de %, ﬁ%, ... por las propiedades de estas funciones. Entonces, basta

considerar la divisién del circulo en partes cuyo ntimero es primo o potencia de un pri-

. . . . . . L, m2m
mo. Pero, debido a que las funciones trigonométricas circulares del angulo e pueden

deducirse de las funciones trigonométricas circulares del angulo entonces es sufi-

m2n
pl—l’
ciente realizar el estudio de la divisién del circulo solo para n primo.
Enseguida, Gauss exhibe que los arcos iguales de la divisién del circulo se pueden
expresar a través de funciones trigonométricas. De esta manera, él muestra en el art.
337 que a partir de las raices de la unidad se puede encontrar el valor de ciertas fun-

ciones trigonomeétricas que tienen términos del tipo

2wtk 2wtk 2wtk
sen(£%), cos (%) y tan(Z%),
14 14 14

Por ejemplo, para las raices del polinomio x® — 1 = 0, sabemos que la forma polar de
estas es:

donde k=0,1,2,..p — 1.

cos ( ) + isen (2?”)
coSs (4—) + isen (4—n)
6 6
cos (6—”) + isen (6—n)
6 6
cos (8—”) + isen (8—7[)
6 6
cos (10_11) + isen (10—”),
6 6

entonces se obtienen los términos

210 21 4 61 8T 10w
COoS (—), COS (—), COS (—), COoS (—) , COS (—), COS (—),
6 6 6 6 6 6
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y también

210 21 41 6T 8T 107
sen (—), sen (—), sen (—), sen (—) , Sen (—), sen (—),
6 6 6 6 6 6

que estan asociados a las raices, pero lo mas importante es que las parejas de términos

. 2k . 2mk T .
asociados de la forma cos (T) + isen (T) representan a los vértices del poligono de

seis lados inscrito en la circunferencia unitaria. De esta manera se llega al primer paso
para dividir el circulo en partes iguales, y ahora se tienen “funciones trigonométricas de
arcos iguales que son partes de la circunferencia completa”. En otras palabras, si se
logra dividir al circulo en n partes iguales, entonces es posible construir un poligono
regular también con n lados iguales. Sin embargo, no es suficiente con las expresiones
polares de las raices n-ésimas de la unidad, ya que se debe verificar que sean construi-

bles, o dicho de otra manera, que sean expresables por radicales.

Art. 361.- Hasta ahora no se ha detallado la relacién que existe entre el conjunto de

raices () de la ecuacién X = x" 1 + x"2 + ...x + 1 y las funciones trigonométricas de los

. 2T 2-2m 3-2T (n—-1)2n (n+1)2m
dngulos —,—,—, ..., ,
n’ n n 2n

(n-1)2m
Py
En el método usado en el art. 352 para encontrar las raices de la unidad en Q —salvo

que se consulten tablas de senos, aunque esto es menos directo—, queda incierto qué raiz
21 . 21 2 2:21 , 2:2m

es [cos (7) + isen (7)], cudl es [cos (T) + isen (T)]’ etc. Recuerde que en los ar-

ticulos previos, las raices de X se encontraban a través de la construccién de polinomios

cuyos coeficientes dependian de los llamados periodos gaussianos, y de esta forma no se

recurria a las formas trigonométricas. Ahora es cuando se presenta la duda sefialada,

2w 221

pero esta se puede abordar observando que los cosenos de los angulos T
3-21 (n-1)2m . . 76
T decrecen continuamente y que los senos son positivos.
n-1 , n—1)2mw
Por otro lado, los - adngulos restantes tomados de manera descendente, Q,
n

(n-2)2r  (n-3)2m (n+1)2m . . . .

e T e T tienen los mismos cosenos que los angulos anteriores, res-

(n—-1)2m
n

. 21 .
pectivamente, esto es, cos— = cos ; sin embargo, los valores de los senos son ne-

gativos, aunque tienen los mismos valores absolutos.

A modo de ejemplo, se analiza esta relacién entre las raices y las funciones trigono-
métricas en el ejemplo para n = 17. Aqui los &ngulos a considerar son

2T 4m 6T 16w 18w 30 321
17’ 17’ 17”7 17 17’7 17 17
76 (n-1)2m 2m 22w 32m (n-1)2m

Debido a que <7 entonces los dngulos —, —,..,——— se encuentran en el intervalo (0, ), en dicho

—
n n n 2n
intervalo el coseno es decreciente y el seno toma solo valores positivos.
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2w 4m 6T 161

—, =, — — estan en el in-
17’ 17’ 17 17

) ree

. n-1
Primero observe que los cosenos de los - angulos

tervalo (0, ), donde la funcién coseno es decreciente, y por lo tanto

2m 4T 16m
COS— > COS— > *+* > COS—.
17 17 17
. . oL 2T 41T
En ese mismo intervalo el seno toma valores positivos, entonces sen_, sen_, ...,
161 " . . 32 30w 18w
sen—— son positivos. Ademads, puesto que los angulos restantes T g, son
. . 2w 4m 6T lém . .
conjugados (suman 2m) con los angulos 1 1 T respectivamente, se tiene

321 21 30T 4T 181 161
que Cos——- = COoS_—, COS— = =CoS oS — = = COS — . Pero como puede verse los

R
senos de dichos &ngulos son negativos.
Recordemos ahora a las raices de x'® + x> + -+ 4+ x + 1 = 0 que fueron obtenidas an-

teriormente en el ejemplo I del articulo 352:

16 = 0.9324722294 — 0.3612416662i
15 =0.7390089172 — 0.6736956436i
14 = 0.4457383558 — 0.8951632914i
13 =0.0922683595 — 0.9957341763 i
12 = —0.2736629901 — 0.9618256432i
1 = —-0.6026346364 — 0.7980172273i
10 = —0.8502171357 — 0.5264321629i
9 = —0.9829730997 — 0.1837495178i

r = 0.9324722294 + 0.3612416662i T
r2 =0.7390089172 + 0.6736956436i r
r3 = 0.4457383558 + 0.8951632914i T
r* = 0.0922683595 + 0.9957341763 i T
r5 = —0.2736629901 + 0.9618256432i T
r® = —0.6026346364 + 0.7980172273i r
r7 = —0.8502171357 + 0.5264321629i T
r8 = —0.9829730997 + 0.1837495178i T

Asi, como cosi—: = cos312—7n es el mayor valor de todos, debe corresponder a la mayor de
las partes reales de las raices anteriores, que es igual a 0.9324722294. De la misma for-

ma, el valor positivo 0.3612416662i corresponde al seni—:, asf como —0.3612416662 a
sen 312—7” Por lo tanto, se tendré que

21 . 21
T = CcoS— + isen—
17 17

321 . 321
r? = cos— + isen —.
17 17

Entonces, como se muestra en este ejemplo, de las raices () las dos que tienen la ma-
. . . 21 n-1)2m . .
yor parte real (iguales entre si) corresponden a los angulos — % La primera tie-

ne el coeficiente de i positivo y la segunda lo tiene negativo.

De las n — 3 raices restantes, las que tienen la mayor parte real corresponderan a los

. 22w (n-2)2m . . . . . .
dngulos —, , v asi sucesivamente. Ademas, si se conoce la raiz correspondiente
n n
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< 21 . < . .
al dngulo g las correspondientes a los dngulos restantes se pueden determinar a partir

de ella, ya que si se supone que es r?, las raices r24, r34, r#4 . r(=D2 corresponderan
. . 22w 32m 42m (n—-1)2m
respectivamente a los angulos T T etc. De esta manera los cose-
. 2w 22m . .
nos y senos de los angulos T estardn completamente determinados.

. . . . . 2 21
Continuando con el ejemplo previo, se tiene que la raiz r corresponde al dngulo el

2:2m  3-2m  42m 52w

entonces r2, r3, r*, r>, etc. corresponderan a los angulos = o T o ete., Tes-
pectivamente.
En el ejemplo II del articulo 352, la mayor parte real es la de las raices r'! y 78 la

primera tiene parte imaginaria positiva y la segunda negativa. Entonces r!! corresponde

3 2 . o . 2m ) 1821
al 4ngulo = (i.e. r'1 =cos=+isen=) y r® al 4ngulo
19 19 19
Por lo tanto, las rajces r21%, p311 411 41811 esto es, 13, r'4, r°,...,r® corres-
P 2 2:2m  32m 421 18-2m
ponderan a los angulos —, —, —,...,
19’ 19’ 19 19

Cabe resaltar que debido a que las raices de la ecuacién x™ —1 = 0 tienen el mismo
modulo, entonces geométricamente en el plano complejo se ubican en la circunferencia
unitaria. Ademés el angulo formado entre cualesquiera dos raices consecutivas es el
mismo. Por estas razones, las raices representan los vértices de un poligono regular ins-
crito en un circulo de radio uno. De esta manera, si los cosenos de las raices de la uni-
dad se pueden construir con regla y compads, entonces los vértices también se pueden

construir y de esta manera el poligono de n lados serd construible.

Veamos esto de manera més concreta, mostrando los casos para la construccién del

pentdgono y para el de 17 lados. En ambos casos se hard explicito que lo requerido es
. . 2 21 2 . .
que sea posible construir con regla y compas el cos— y cos_, para que asi sea posi-

ble construir los respectivos poligonos.
Caso del pentagono construible

Se tiene el pentagono regular inscrito con centro en O, radio la unidad y un vértice en el

punto (1,0), al que se representa por A.
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sen (27/5)

cos (27/5)

Figura 1.

21

2T .
- ,sen?). Visto

Ahora se puede ubicar a las coordenadas del vértice P de la forma (cos
desde la perspectiva de los ntimeros complejos se tiene
21 , 2n
r = cos? + Lsen?,

521 . 521 . .
y como 15 = cos(T) + Lsen(T) = cos2m + isen2m = 1, entonces se puede decir

que r es una raiz del polinomio r°- 1 = 0.

Por otro lado, como r°-1 = (r-1)(r* +r®* + r2 + r + 1) = 0 y ademés r # 1,
entonces r es raiz de r* + r3 + r2 + r + 1 = 0. Pero si a partir de esta igualdad se
factoriza 12, entonces se tiene que

rZ@i+ri+14+rt+r 3 =0. (1)
Noétese que como

21 . 21
r = cos? + Lsen?,

entonces,
-1 21 21
r~+ = cos— — isen—,
5 5
y asi la suma de las raices arroja
— 2
r+r~1 =2cos =
2 r+rt

por lo tanto, cos—=——. (1II)
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Ahora bien, la Gltima igualdad para el coseno es precisamente la distancia OD en la fi-
gura. Esto significa que si se puede construir con regla y compés a OD, entonces se po-
dra trazar también con regla y compas la distancia ortogonal que definird al punto P,
que es el vértice del pentagono.
Retomando el factor de la derecha de la igualdad (I), se tiene que
P+ + 14+ r ) =0=(+r D2+ +r 1) -1

y de (II) ya se sabe que r + r~1 = 2cos Z?H

Entonces, si se hace r+r ! =y, se tiene que (r+r )2+ (r+r"1)—1 toma la
-1++5

forma y2 +y — 1 = 0. Las soluciones de esta ecuacién cuadrética son y = To-

. " -1+ +5 21 .
mando la raiz positiva y = 5 f, y dado que y = 2cos < 88 tiene que
2t —1++5
cos— = ———.
5 4

Sin embargo, el coseno de este angulo es precisamente la distancia OD que se busca,
-1++/5

y ademaés el nliimeros

s{ es construible ya que solo involucra raices cuadréaticas.

Ya que se conoce el dngulo en O entonces por la ley de cosenos se puede calcular el segmen-

to entre el punto P y A. Este angulo es igual a /52—‘@ [Fig. 2], y es uno de los lados del

pentdgono; pero lo mas importante es que este también puede ser construible, pues solo
depende de raices cuadraticas. Ahora, que ya se conoce uno de los lados y que este es una

cuerda del circulo unitario, se puede construir todo el pentédgono solo con regla y compas.

B

sen (2a/5)

Figura 2.
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Si bien este ejemplo del pentdgono aclara la idea de lo que es un poligono construible, no
muestra cémo se estd aplicando el trabajo de los articulos anteriores de Gauss. El siguiente

ejemplo es una via para entender los procedimientos planteados por Gauss.

Caso del poligono de 17 lados.

Lo que se propone Gauss en este problema es poder construir solo con regla y compéas
un poligono de 17 lados, y lo hace a través de dividir el circulo en 17 partes. Para esto

recurre a la representacién compleja de las raices del polinomio x17 — 1 = 0, donde los

adngulos que subtienden cada lado miden (i—:) En la figura 3, OD es la base del tridngu-

lo ODB, o de manera equivalente OD = cos (i—:), entonces el objetivo es poder expresar
con radicales a OD, lo que lleva a que sea construible, y por tanto a que también lo sea

DB. De esta manera se obtiene el vértice en B.

a=2n/17

Figura 3.

Recuerde que en el art. 361 se mostrd la relacién entre las raices y las funciones trigo-

2(n-1)m

P 2 2
nométricas, y se llegd, en general, a que cos—= = cos representa a la mayor de

las partes reales’’ correspondientes a las raices de X = x"" 1 + x""2 + .-+ x + 1. Ademas

™ Desde el punto de vista geométrico estas partes reales corresponden a los catetos adyacentes de mayor longitud y sobre
el eje real positivo, y son los que daran la posibilidad de construir, a la vez, los vértices mas cercanos al eje.
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2(n-1)m . .
% es negativo. Particularmente para n = 17 se con-

2T oy
de que sen; es positivo y sen
cluy6 lo siguiente,
21 . 21
T = cos— + isen—
17 17

16 _ 21 . 2T
r = COS— —isen—,
17 17

entonces puesto que el periodo (2,1) es igual a r + r1° se tiene

(21) = [cos (i—:) + isen (21—7;)] + [cos (i—:) — isen (i—:)] = 2 cos (i—:),
asi, se tiene que
(2,1) = 2 cos (i—:)
Por lo tanto, para hallar cos (i—’;), primero debemos conocer la expresiéon con radicales

de (2,1). Para ello recordemos que en la parte final del capitulo anterior de este trabajo,
se hallaron las raices de x1® + x> + .- + x + 1 = 0. Estas raices se obtuvieron mediante
la resolucién sucesiva de ecuaciones cuadréaticas.
Para poder decir que las raices son construibles se requiere regresar al proceso de cémo
se hallaron las raices mencionadas.
Primero, del total de raices r, r2,...,7r°

B =r+r°+rB +r® 4048 44442y

(83) =713 47110 45 41 4 M 4+ 47 + 112 4 16,
y al considerarlos raices de una cuadratica, se llegd a la ecuacién

x> +x—-4=0, (111)

la cual se obtuvo debido a las propiedades de sus coeficientes respecto de sus raices; a
saber, (8,1)+ (8,3) =—-1 y (8,1)(8,3) = —4.
Por otro lado, se sabe que las raices de (III) son —%+ %\/ﬁ y —%— %\/ﬁ, y como en

se crearon dos periodos, que son

el capitulo anterior se toman como sigue
B =—2+V17 v (83)=—5—V17.
Ahora, del periodo (8,1) se tienen los periodos
GD=r+rB+r%+7r* vy (49 =1r"+1r®+1r%+7r?
que se consideran raices de una cuadrdtica, y de esta manera se obtiene la ecuacién
2 1,1 14— 78
X [ 2+2\/17]x 1=0,

cuyas raices son

1.1 —= .1 |17 17 1.1 == 1 (17 17
_4+4 17+2 2 2 y _4+41_2 2 2

" Recuerde que la suma (4,1) + (4,9) es igual al coeficiente del término lineal de la ecuacién cuyas raices son precisa-
mente (4,1) y (4,9), y que el producto (4,1)(4,9) es igual a término constante. Es asi como se obtienen los coeficientes

(41) +(49) = =2 +3V17
(4,1)(4,9) = —1.
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Se toma

__ 1 1 /= 117 V17
41 = 4+4 17+2 > ,

2
entonces, se tendra

__ 1,1 _1 |17 V17
(4,9) = 4+4\/_17 55

Luego, por el art. 346, el resto de los periodos de cuatro términos —del periodo (8,3) se
obtienen a su vez dos perfodos de cuatro términos que son (4,3) y (4,10)— se pueden
obtener mediante la combinacién lineal de las potencias de alguno de los periodos ya
conocidos y asi se tiene que

(43)—————\/_+ m

(410)_——+ \/_7—— / =

Finalmente, partiendo el periodo (4,1) en dos subpenodos de dos términos, (2,1) y
(2,13), se obtiene la ecuacién x2 — (4,1)x + (4,3) = 0, cuyas raices son precisamente
estos periodos de dos términos. Asi, al resolver esta ecuacién y considerando los valores
de (4,1) y (4,3) con radicales, que se muestran arriba, se obtienen las dos raices tam-

bién con radicales para (2,1) y (2,13) y en particular

V17 1 |17 317 1 (17 V17 17 V17
@1) = =545V +'xf__T+EJT+T_E Z 7z Nzt

Ahora que ya se conoce el valor de (2,1), se puede hallar cos (i—:), a partir de la relacion

2 cos (i—:) = (2,1), obtenida anteriormente. Entonces, se tiene que

2m\ _ _ 1017 V17 1 _ o |17 _ V17 _£
cos(17) + \/_+ / 2+8\/17+3\/_ 2\/ 4 24

=——+ \/_+ 34 — 217 + g\/17+3\/ﬁ—\/34—2\/1_—2 34 + 2417 .

2 . . . .
Recordemos que cos (E) representa la distancia OD, y que si se puede construir este

segmento, entonces se puede construir una ortogonal que defina el primer vértice y en
consecuencia el primer lado del poligono. Finalmente, se tiene que OPD es construible y
asf también la perpendicular BD. De esta manera, Gauss muestra que si se pueden cons-

truir los vértices del poligono de 17 lados.™

79 . . , . . . . . . . . .
BEs importante mencionar que no solo podrian construirse poligonos inscritos en una circunferencia unitaria sino que

también de cualquier radio y esto se puede justificar mediante el Teorema de Thales.
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Generalizaciéon para cualquier entero.

De las discusiones anteriores (art. 352 y 361), para el caso en el que nes un nimero
primo, el problema de dividir el circulo en n partes se ha trasladado a la solucién de
tantas ecuaciones auxiliares como factores tenga n — 1, y el grado de cada una de estas
ecuaciones a su vez depende del tamafio de los factores. Asi, siempre que n — 1 sea una
potencia del namero 2, la divisién del circulo se reduce a resolver ecuaciones cuadraticas
Unicamente, y las raices podran expresarse en términos de raices cuadradas. Esto ultimo
es importante, ya que como se menciond a principio del capitulo, un punto es construi-
ble en el plano si cada una de sus coordenadas —que en este caso son senos y cosenos— se
pueden expresar mediante las operaciones suma, resta, multiplicacién, divisiéon y extrac-

cién de raices cuadradas.

Ademsés, si va es construible entonces v+va = Va es construible y asi mismo

k
Viva = Ya. En general *Ja sera construible.

Por tanto, para estos casos la divisién del circulo o la inscripcién de un poligono regular
de n lados se puede realizar geométricamente.

Cabe mencionar que aunque para ciertos primos n, es posible hallar las raices n-ésimas
de la unidad en términos de radicales —tal como Gauss mostrd en el art. 360 del Disqui-
sitiones Arithmeticae—, si los radicales no corresponden a raices cuadradas entonces no
es posible la construccién mediante regla y compés, por ejemplo para n =19 , en las
raices se involucran radicales clibicos y estos ya no son construibles.

Hasta ahora solo se ha tratado la construccién de poligonos con un niimero primo de
lados pero por lo mencionado en el art. 336, aunado a la descomposiciéon en primos de
un entero, se puede generalizar el andlisis para cualquier entero N, y de esta manera
determinar la cantidad de lados que puede tener un poligono para ser construible.

Note que las raices de x* — 1 son +1 y +i, las cuales son construibles y en el plano
complejo se representan por las coordenadas (1,0),(—1,0), (0, i), (0,—i), que son los
vértices de un poligono de cuatro lados inscrito en la circunferencia unitaria. Asi, el

poligono de 22 lados es construible [Figura 4].
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Figura 4.

Ademas, se sabe que la biseccién de un angulo se puede realizar con regla y compaés, y
por tanto se tendréan los vértices de un poligono de 2 - 22 lados. Se puede seguir con este
proceso de partir en dos los angulos formados entre dos vértices consecutivos de cada
nuevo poligono y de esta manera construir un poligono de 2* - 22 lados. Entonces, los
poligonos de 2™ lados son construibles. Lo anterior se puede aplicar a cualquier poligono
construible de [ lados, por lo tanto, se puede concluir que si un poligono de [ lados es

construible, el poligono de 2" también serd construible.

La construccién del poligono de z lados, donde z es un nimero primo impar es posi-
ble si z es de la forma 2™ + 1 —recordemos que para dividir al circulo en n partes, basta
que n — 1 sea una potencia de 2—, pero como z es primo resulta que m debe de ser una
potencia de 2. Esto porque si m no es potencia de 2 entonces debe tener un factor im-
par, asi m serfa de la forma

m=t-r, con t impar
de donde, 2m+1=2"+1=2" + 1¢,

. . . 80 .
entonces 2™ + 1 tiene como divisor a 2" + 1,” y por lo tanto es un niimero compuesto.
Entonces m debe ser una potencia de 2.

Asi, se tiene que el poligono con un ntmero primo z de lados serd construible si z es de

la forma 22° + 1. &

80 . . . . . .
Recuerde que si t es un niimero impar, entonces del teorema del binomio se puede ver que a+ b divide a a’ + bt.

81 . k . . .
Los ntmeros de la forma 22 + 1 donde k es un niimero natural son conocidos como niimeros de Fermat en honor a
Pierre de Fermat, quien fue el primero en estudiar estos nimeros. Al observar que los primeros cinco nimeros de esta

forma son primos, Fermat conjeturé que todo entero de la forma 22541 es primo. Sin embargo, esto no es asi y fue
probado por Leonhard Euler en 1732. Hasta ahora no se sabe si los tinicos primos de Fermat son aquellos cinco o si

existen infinitos primos de la forma 22+ 1.
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Por lo tanto, por lo anterior ya se sabe que es posible construir un poligono de 2z la-
dos, v a la vez uno de 2%z lados y asi sucesivamente uno de 2"z lados. Con esto se ob-
tiene un conjunto infinito de poligonos construibles, y lo mismo se puede hacer con los
otros primos de Fermat.

Ahora veamos el caso de cualquier compuesto N = ab, donde a y b representan res-
pectivamente el ntmeros de lados de poligonos construibles. Supdngase ademéas que
(a,b) = 1, entonces por las propiedades del méximo comiin divisor se tiene que uno es
combinacién lineal de a y b, es decir, existen enteros x y y tales que

ax+by=1
de donde,

y asi,

2mm  2mmx n 2mmy

ab b a

UL

o
A
w
I~
|5
~— — —

SIS

[
jo)
1}

»

[¢]

=
~~
&l
=

Figura 5.

Entonces, el adngulo correspondiente al poligono de N = a-b lados se puede expresar en
términos de multiplos de los dngulos correspondientes a los poligonos construibles de a

y b lados respectivamente. Con base en lo anterior se pueden hallar el seno y el coseno

del &ngulo ( 2—7;) correspondiente al poligono de N lados, a partir de que se conocen el

. 2mm 2mm . .
seno y el coseno de los angulos — Y = correspondientes a los poligonos de a y b

2mm 2mm

lados, respectivamente Lo mas importante es que —_ ¥ —, son construibles. Asi,
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2mm 2mm . . .
como cos(——) y sen(——) son construibles, es decir, se pueden expresar por radicales
ab ab ! ! !

entonces es posible hallar la cuerda I' mediante la ley de cosenos y verificar que esta

también es construible:

2mm

2 12 412 _ 2mm
['“ =17+ 1 — 2cos( o ).

También se puede visualizar de la siguiente manera. Puesto que en el plano complejo

2 2 -
las coordenadas (cos (Z—;n), sen (Z—:)) con 0 <m < ab — 1 representan los vértices del

poligono de N = a - b lados, entonces para ver que este es construible, basta con mostrar

que los puntos (cos (ZZ—ZL), sen (ZZ—ZI)) son construibles. Lo seflalado es posible si

2mm 2mm . . .
cos(ﬁ) y sen(w) son construibles. Asi al ser construibles los puntos

(cos (Z;T—;n),sen (ZZ—:)) con 0 <m < ab —1, es posible trazar las rectas que los unen y

de esta manera el poligono de N lados es construible.

Con lo anterior se muestra la forma en la que se pueden construir poligonos cuyo ntime-
ro de lados se representa como un producto de dos factores donde cada uno a la vez
representa la cantidad de lados de un poligono también construible. A continuacién se
generaliza este resultado al caso donde N se puede expresar como producto de mas fac-
tores que tienen las mismas caracteristicas que el caso anterior.

Asi,sea N=a-b-c.., donde a,b,c,.. son el numero de lados de poligonos construibles

respectivamente y ademds primos relativos entre si. Por el lema mencionado en el art.

, 2
336 se sabe que el angulo Tq se puede expresar como

2na

428 2y L
b c

2 . .
De esta manera, puesto que el seno y el coseno de Tq correspondiente al poligono de

N lados se pueden obtener a partir de los ya conocidos senos y cosenos de los angulos
2na  2mf 2my
e Py
a b

del poligono de N lados.

..., entonces es posible la construcciéon de los vértices y por tanto los lados

Entonces, si N es un primo de la forma 22 11 —primo de Fermat— se tiene que

(2™, N) =1 y asi es posible la construccién de poligonos de 2™ - (22k + 1) lados. Tam-
bién es posible la construcciéon de productos de distintos primos de Fermat. No se inclu-

yen las potencias ya que es importante que los factores sean primos relativos.

.. . . . k
En conclusién, si N es una potencia de 2, o un primo de la forma 22" + 1, o un pro-

ducto de primos distintos de esta forma, o un producto de primos distintos de esta for-

ma por una potencia de 2. Es decir, si los factores primos de N son de la forma 22" 11
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y N no incluye potencias de primos de esta forma entonces el poligono de N lados es
construible.
Los siguientes son algunos valores de N para los que el poligono de N lados es cons-

truible:

3=22"+1

4 =22
5=22"+1

6 =2(22" +1)
8 = 23

10 = 222" + 1)

12 =22(22° + 1)

15 =02 + 1D +1)

17 =22 +1

256 = 22" +1

65537 = 22" + 1.
El poligono de 7 lados no es construible debido que su finico factor primo impar, qu es
él mismo, deberia ser de la forma 22 41 y no lo es. Ademads, al tratar de hallar las rai-
ces séptimas de la unidad por el método de Gauss, se tendria que resolver al menos una
ecuacion de grado 3 y una de grado 2 y entonces las raices quedarian expresadas en
términos de raices cuadradas y ctibicas, pero estas tltimas no son construibles.
En sus Disquisitiones Arithmeticae Gauss menciona los valores de N < 300 para los que
el poligono de N lados es construible:

2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80,
85,96,102,120,128,136,160,170,192,204, 240, 255, 256,257,272.

Como se puede apreciar hasta ahora, solo se han dado las condiciones suficientes pa-
ra la construccién de un poligono pero resulta que estas condiciones también son nece-
sarias. Sin embargo, en sus Disquisitiones Gauss no mostré de manera rigurosa este
altimo hecho, su razonamiento se basd en que las raices cuadradas son los tnicos radica-
les construibles, o equivalentemente que todo ntmero construible se puede expresar en
término de raices cuadradas. Pero esto ultimo no fue probado sino hasta 1837 por Pierre
Wantzel.
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Conclusiéon

El objetivo de esta tesis era hacer un estudio de la seccion VII del Disquisitiones Arith-
meticae de Gauss, particularmente los resultados relacionados con la constructibilidad
de poligonos regulares con regla y compas. Después de estudiar la seccién VII se conclu-
y6 que una via para hacer el andlisis era la de partir el contenido en la forma siguiente:

I.  Mostrar la irreductibilidad del polinomio ciclotémico.

II. Dar a conocer la teoria que desarrollé y que ahora se conoce como periodos gaus-
sianos, que a la vez estos proporcionan ecuaciones auxiliares para encontrar solu-
ciones por radicales de las raices de la ecuacién x™ — 1 = 0.

III. Trasladar la teoria del punto anterior a la divisién del circulo y mostrar la cone-
xién con la construccién de poligonos regulares.

Ahora se puede decir que en esta ruta de estudio, los periodos gaussianos son la parte
mas creativa de Gauss, creemos que es donde mas aporta a la teoria de ecuaciones ciclo-
témicas. Es importante notar que desarrolla ampliamente la teoria de periodos, y ac-
tualmente no es facil encontrar el fundamento de esto, generalmente lo mencionan y lo
usan pero no exponen como se gesta la teoria, por esto se piensa que si es importante
leer a Gauss directamente en sus Disquisitiones.

Se espera que con este trabajo se haya logrado construir una via para poder adentrarse
directamente a la obra original de Gauss, en particular el capitulo VII.

La lectura de las Disquisitiones no fue facil, sin embargo, ha sido una aventura aden-
trarse al trabajo de uno de los matematicos méas importantes de la historia. Los traba-
jos de Gauss siguen dando lugar a futuras investigaciones. Un proyecto interesante
también seria completar el andlisis del trabajo de Gauss acerca de la construccién de

poligonos y realizado por Pierre Wantzel.
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