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MAESTRÍA EN CIENCIAS

PRESENTA:
GRACIELA MARTÍNEZ SÁNCHEZ
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Modelos gráficos log-lineales

Resumen

El objetivo de esta tesis es presentar los modelos gráficos log-lineales, aśı como una

aplicación de éstos a un conjunto de observaciones provenientes de la Encuesta Nacional de

Adicciones 2011. En estos modelos, se define una gráfica donde los vértices corresponden

a variables categóricas, y la asociación entre cualesquiera dos de éstas se representa por

medio de una arista. Las relaciones de independencia condicional para un conjunto de

variables categóricas se interpretan a partir de las tres propiedades de Markov de la gráfica

asociada al modelo.

Las variables categóricas seleccionadas para la aplicación son el consumo de alcohol,

tabaco y drogas, aśı como de las variables sexo, ingreso del hogar y escolaridad. Donde

las principales variables de interés son las correspondientes al consumo de sustancias.

Se ajustaron tres modelos gráficos log-lineales. En el primer modelo, se consideró sólo

población adulta en los grupos de edad de 18 a 65 años con 10,294 observaciones. Para este

modelo, fue posible mostrar la equivalencia entre las 3 propiedades de Markov utilizando

el teorema de Pearl y Paz. Además, con base en la descomposición de su gráfica asociada,

y usando el teorema de Hammersley y Clifford se obtuvo la factorización para su función

de probabilidad conjunta.

En el segundo y tercer modelo se eliminó la variable drogas, esto debido a la baja pre-

valencia de consumo en la muestra. Para el segundo modelo ajustado, sólo se consideró la

subpoblación que consume drogas con 231 observaciones. En el tercer modelo ajustado, se

utilizó una muestra de 10,063 adultos que no consume drogas. Los dos modelos obtenidos

son gráficos descomponibles.

Posteriormente, con el primer modelo ajustado, se definieron tres regresiones loǵısticas

con variables respuesta tabaco, drogas y alcohol. Las variables explicativas para cada

regresión están determinadas por la gráfica inducida por la variable respuesta.

Finalmente, se obtuvieron las probabilidades ajustadas considerando un modelo gráfi-

co y una regresión loǵıstica. Se observó que estas probabilidades coincid́ıan si la variable

respuesta estaba contenida en una sola clase generadora, como fue en el caso de las

variables drogas y tabaco, a diferencia de la variable alcohol.
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que consume drogas y (b) modelo gráfico para la subpoblación que no

consume drogas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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lineal correspondiente tiene clases generadoras {{A, S, T}, {S,E}, {E, I}}. 61

3.13. Modelo seleccionado para la subpoblación que no consume drogas (D = 2). 61

3.14. Frecuencias observadas y ajustadas para la muestra que no consume drogas

(D = 2). Donde ingreso por hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol

(A) y tabaco (T ), . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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B. Código en R 83

B.1. Esqueleto del diseño muestral ENA 2011 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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Introducción

El estudio de modelos gráficos log-lineales tiene sus inicios a principio de 1980’s. Como

antecedente, se puede mencionar a Darroch et al. (1980), quienes describen de manera

detallada la relación entre una gráfica y un modelo log-lineal.

Posteriormente, el concepto de modelos gráficos se generaliza para distribuciones con-

tinuas. En particular, si tiene una distribución normal multivariada, se le conocen como

modelos gráficos Gaussianos. Recientemente, esta área ha sido ampliamente estudiada.

Asimismo, es posible modelar relaciones de dependencia condicional entre variables con-

tinuas y discretas, a estos modelos se les conocen como modelos gráficos mixtos.

En un modelo gráfico log-lineal se estudian las relaciones de independencia condicional

y marginal para variables categóricas, por medio de propiedades de gráficas no dirigidas.

Este tipo de análisis es adecuado cuando el número de parámetros es grande.

Algunos libros dedicados a modelos gráficos son Lauritzen (1996), Whitakker (1990) y

Edwards (2000). Recientemente, en algunos libros clásicos de análisis de datos categóricos

ha incluido alguna sección dedicada a modelos gráficos log-lineales, e.g. Agresti (2003) y

Christensen (1990). En el caso de modelos gráficos gaussianos, Anderson (2003) incluye

una sección dedicada a estos modelos.

En el presente trabajo, la información está organizada en 3 caṕıtulos. El primero

comprende la teoŕıa necesaria para identificar y analizar un modelo gráfico probabiĺıstico.

Inicialmente, se definen algunos conceptos básicos de teoŕıa de gráficas no dirigidas que se

utilizarán más adelante. Enseguida, se establece la relación de independencia condicional

de un vector aleatorio y su gráfica asociada mediante las tres propiedades de Markov. En

este caṕıtulo es de particular interés estudiar los modelos gráficos descomponibles. En

estos modelos, la densidad conjunta del vector aleatorio puede expresarse en términos de

la descomposición de su gráfica asociada. Para ello, se presentan los algoritmos voraces

y de búsqueda de máxima cardinalidad que se utilizan para obtener la descomposición de

la gráfica asociada al modelo gráfico descomponible.

El segundo caṕıtulo se enfoca a presentar el ajuste de un modelo gráfico log-lineal.

Dentro de este caṕıtulo se introduce la notación empleada por Lauritzen (1996), la cual

tiene la ventaja de ser más sencilla para tablas de contingencia de alta dimensión. Pos-

teriormente, se presentan los modelos log-lineales, en particular, se muestran los posibles

modelos asociados a una tabla de contingencia de dimensión 3. Posteriormente, se pre-

sentan los modelos log-lineales jerárquicos y los modelos gráficos log-lineales. Para estos

últimos, se obtiene su ajuste por máxima verosimilitud, y se presentan estad́ısticas de

bondad de ajuste del modelo. Adicionalmente, se muestra la definición de un modelo

log-lineal como un modelo lineal generalizado (GLM), esto con el propósito de introdu-

1



2

cir los GLM que posteriormente se definen para las regresiones loǵısticas. Por último, se

presenta la relación entre un modelo gráfico log-lineal y una regresión loǵıstica.

En el tercer caṕıtulo se ilustra el uso de modelos gráficos para datos de la Encuesta

Nacional de Adicciones (ENA) 2011. La base de datos utilizada para esta sección se en-

cuentra disponible en la página electrónica del Instituto Nacional de Psiquiatŕıa Ramón

de la Fuente Muñiz (INSP), la cual consiste de 16,249 personas entrevistadas. En esta en-

cuesta, uno de los dominios de estudio es la población adulta (18 a 65 años) y adolescente

(12 a 17 años). Debido al diseño de la muestra, existe una correlación entre estas dos

subpoblaciones, lo cual viola el supuesto de independencia de un modelo log-lineal. Por

tal razón, se consideró sólo población adulta y se eliminaron datos faltantes. La muestra

utilizada para el ajuste de modelos gráficos log-lineales quedó conformada por 10,294

adultos.

Se propusieron como posibles factores de riesgo las variables sexo, ingreso del hogar y

escolaridad. Las variables de interés o de respuesta son el consumo de alcohol, tabaco y

drogas. Debido a la dimensión del conjunto de variables y desconocimiento del tema, se

ajustaron modelos jerárquicos y gráficos con base en los métodos de selección stepwise.

En ambos casos, se observó que la tabla generada por las 6 variables era poco densa, esto

debido a la baja prevalencia de consumo de drogas, por lo que se decidió hacer un análisis

condicional a subpoblaciones que consumen o no drogas.

Finalmente, con el modelo gráfico obtenido con la muestra completa, se ajustaron

regresiones loǵısticas para cada variable de interés donde los términos de la regresión

están determinados por la gráfica asociada.



Caṕıtulo 1

Modelos gráficos probab́ılisticos

El objetivo de este caṕıtulo es presentar algunos elementos básicos de la teoŕıa de

modelos gráficos probabiĺısticos. Para ello en la primera sección se dan algunas defini-

ciones de teoŕıa de gráficas, en particular, sólo consideraremos gráficas no dirigidas. En

la segunda sección, se introduce el concepto de independencia condicional para gráficas

asociadas a un vector aleatorio. Finalmente, la última sección se enfoca a estudiar un

subconjunto de modelos gráficos, denominados descomponibles.

1.1. Conceptos básicos de teoŕıa de gráficas

En esta sección se presenta algunas definiciones que se utilizarán más adelante para

estudiar los modelos gráficos probabiĺısticos. Para una definición más formal ver Bondy

y Murty (2008).

Una gráfica G = (V,E) es un ente matemático definido por dos conjuntos, un conjunto

de vértices, V , y un conjunto de aristas, E, conformado por un subconjunto de V × V .

Usualmente, los vértices en V toma valores en el conjunto de los naturales {1, 2, . . . , |V |}.
Por otra parte, se dice que existe una arista dirigida o arco entre los vértices α y β,

si el conjunto de aristas contiene a la pareja ordenada (α, β); en este caso, el vértice α es

padre de β, y β es un hijo del vértice α. En otro caso, existe una arista no dirigida o ĺınea

entre los vértices α y β, si el conjunto de aristas contiene a las parejas (α, β) y (β, α). La

gráfica es no dirigida si todas sus aristas son no dirigidas (Whitakker, 1990, p. 58).

Para este trabajo, sólo consideramos gráficas simples no dirigidas, esto es, gráficas

donde no existen múltiples aristas para un mismo par de vértices, y no existen bucles,

es decir, no hay aristas de la forma (α, α), con α ∈ V . Usualmente para representar una

gráfica no dirigida G, se utiliza un diagrama como se muestra en la figura 1.1, donde los

vértices son representados por un ćırculo y las aristas por ĺıneas.

Un vértice α es vecino o adyacente al vértice β, si existe una arista entre ellos; en tal

caso, se usa la notación α ∼ β. Si α no es vecino de β, se denota por α 6∼ β. En la figura

1.1, el vértice 1 es vecino de los vértices 2, 4 y 5, pero no es vecino de 3.

3
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1

2

34

5

Figura 1.1: Diagrama de la gráfica G = (V,E), con vértices V = {1, 2, 3, 4, 5} y conjunto de

aristas E = {(1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}.

Un camino de longitud n de un vértice α a un vértice β es una sucesión de distintos

vértices, α = α0, . . . , αn = β, tales que (αj−1, αj) ∈ E, con j = 1, 2, . . . , n.

Un ciclo de longitud n es un camino donde el vértice inicial de la sucesión es igual al

vértice final de la sucesión, α0 = αn. En este caso, cada par de vértices en la sucesión son

adyacentes, y será un ciclo no enlazado (chordless), si no existen vértices adyacentes en

la sucesión, salvo los vértices sucesivos; es decir, todo vértice en el ciclo tiene a lo más

dos vértices adyacentes.

Dos vértices α y β están conectados si existe un camino del vértice α al vértice β, y

será una gráfica conectada si todos los pares de vértices de V están conectados.

Un subconjunto de vértices, S ⊂ V , separa a los vértices α y β, si todos los caminos

que unen ambos vértices contienen al menos un vértice del conjunto separador S. Un

subconjunto S ⊂ V , separa a dos subconjuntos de vértices de V , A y B, si separa a todo

par de vértices α ∈ A y β ∈ B.

La frontera de un subconjunto A, denotada por bd(A), es igual al conjunto de vértices

que no pertenecen a A pero tienen un vértice adyacente para algún vértice en A, es decir

bd(A) = {β ∈ V \ A | ∃ α ∈ A, tal que (α, β) ∈ E}.

La cerradura de A, denotada por cl(A) es igual a la unión de A y su frontera,

cl(A) = A ∪ bd(A).

La subgráfica inducida por A, GA, es la gráfica con conjunto vértices igual a A y

subconjunto de aristas EA. Donde EA es el conjunto de aristas contenidas en E tales que

conectan vértices en A.

Una gráfica o subgráfica es completa si todos sus vértices son vecinos mutuamente, y

un clique es un subconjunto de vértices tales que su gráfica inducida es completa. Si el

clique es tal que al agregar un vértice, la nueva gráfica inducida no es completa, entonces

el clique es maximal. Usualmente, al conjunto de cliques se le denota por C.
En la gráfica siguiente se ilustra cada uno de los conceptos presentados. A partir de

ésta, se puede observar que existen múltiples caminos entre los vértices 1 y 3, siendo uno

igual {1, 2, 5, 3}. El conjunto {2, 5} separa a los conjuntos {1} y {3,4}, y el vértice 3

separa a los vértices 2 y 4. La frontera para el conjunto {1, 5}, bd({1, 5}), es igual al

conjunto {2, 3}, y la frontera para el vértice 6, bd({6}), es igual al conjunto vaćıo, por lo
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tanto, la gráfica no es conectada. Los vértices {1, 5, 3, 2, 1} forman un ciclo enlazado, ya

que el vértice 5 tiene 3 vecinos, los vértices 1, 2 y 3; mientras, los vértices {1,5,2} forman

un ciclo no enlazado de longitud 3. El conjunto {2, 5} es un clique de la gráfica, pero no

es maximal ya que al agregar el vértice 1, la gráfica inducida por {1, 2, 5} es completa.

Los cliques maximales para esta gráfica están dados por los subconjuntos {1, 2, 5}, {2,

3, 4}, {3, 4} y {6}. Es fácil notar que la gráfica no es completa, ya que 6 no es vecino de

los demás vértices.

1

2

5

3 4 6

Figura 1.2: Gráfica no dirigida G = (V,E), con conjunto de vértices V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y

conjunto de aristas E = {(1, 2), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (3, 4), (3, 5)}.

La unión e intersección de dos gráficas simples no dirigidas, (V,E) y (W,F ), es igual

a la unión e intersección de sus conjuntos de vértices y aristas:

(V,E) ∪ (W,F ) = (V ∪W,E ∪ F ) (V,E) ∩ (W,F ) = (V ∩W,E ∩ F )

Para ilustrar la anterior, consideremos las gráficas G1 = (V,E) y G2 = (W,F ), dadas en

las figuras 1.3a y 1.3b, respectivamente. La unión e intersección para las gráficas G1 y G2

están dadas por las figuras 1.3c y 1.3d.

1.2. Independencia condicional

Un elemento esencial en modelos gráficos probabiĺısticos es el concepto de indepen-

dencia condicional. En Lauritzen (1996, sec. 3) se estudia de manera detallada la relación

entre teoŕıa de gráficas e independencia condicional, la cual define un modelo gráfico

probab́ılistico. Algunos de los principales resultados concernientes a estos modelos se

presentan a continuación.

1.2.1. Probabilidad condicional

Sean X y Y variables aleatorias, se dice que X y Y son condicionalmente indepen-

dientes dada la variable aleatoria Z si su función de verosimilitud puede expresarse como

L(X, Y, Z) = L(X|Y, Z)L(X|Z). (1.1)

En este caso, usaremos la notación X |= Y |Z ó X |= PY |Z, si se desea enfatizar que depende

sobre una medida de probabilidad P . Si X es condicionalmente independiente de Y dado
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(a) G1 = (V,E).

2

4

3

5

6

(b) G2 = (W,F ).

1

2

3

4

5

6

(c) G1 ∪ G2 = (V ∪W,E ∪ F ).

2

4

3

(d) G1 ∩ G2 = (V ∩W,E ∩ F ).

Figura 1.3: Unión e intersección de las gráficas G1 = (V,E) y G2 = (W,F ). Don-

de V = {1, 2, 3, 4}, E = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}, W = {2, 3, 4, 5, 6} y F =

{(2, 3), (2, 4), (3, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 6)} .

Z, X |= Y |Z, entonces la función de densidad conjunta de X y Y admite la factorización

siguiente.

f(x, y, z)f(z) = f(x, z)f(y, z). (1.2)

En este caso, la función de densidad puede expresarse como el producto de dos fun-

ciones, a(x, z) y b(y, z),

f(x, y, z) = a(x, z)b(y, z).

Otras propiedades para variables aleatorias condicionalmente independientes son:

(C1) Si X |= Y |Z entonces Y |= X|Z.

(C2) Si X |= Y |Z y U = g(Y ) entonces X |= U |Z.

(C3) Si X |= Y |Z y U = g(Y ) entonces X |= Y |(Z,U).

(C4) Si X |= Y |Z y X |= W |(Y, Z) entonces X ⊥ (Y,W )|Z.

Donde g(·) es una función medible sobre el espacio muestral de X. Además, si la función

de distribución conjunta tiene función de densidad estrictamente positiva, se cumple que

(C5) Si X |= Y |(Z,W ) y X |= Z |= (Y,W ) entonces X |= (Y, Z)|W .

En cierto modo, la relación de independencia condicional puede ser interpretada como

una codificación de lo que es relevante (Lauritzen, 1996, p. 30). Si a la relación A |= B|C
le damos la interpretación: dado que conocemos C, A es irrelevante para inferir sobre B,

las propiedades (C1)-(C5) se traducen a:
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(I1) Dado que conocemos Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir Y ; entonces inferir

sobre Y es irrelevante para inferir X.

(I2) Dado que se tiene información acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir

Y ; entonces X es irrelevante para inferir cualquier función que dependa de Y .

(I3) Dado que se tiene información acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir

Y ; entonces X sigue siendo irrelevante después de haber inferido sobre cualquier

función de Y .

(I4) Dado que se tiene información acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir

Y ; si después de haber inferido para Y , X es irrelevante para inferir W , entonces

X es irrelevante para inferir (Y,W ).

A partir de las propiedades (C1)-(C4) se pueden establecer axiomas para analizar

independencia condicional en modelos más generales, los cuales denominaremos como

grafoides.

1.2.2. Modelos de independencia condicional

Laurtizen (2006, pp. 6-7) define una relación ⊥σ como grafoide, si para A,B,C,D

subconjuntos disjuntos de un conjunto finito V satisface lo siguiente:

(S1) Si A ⊥σ B|C, entonces B ⊥σ A|C.

(S2) Si A ⊥σ B|C y D ⊆ B, entonces A ⊥σ D|C.

(S3) Si A ⊥σ B|C y D ⊆ B, entonces A ⊥σ B|(C ∪D).

(S4) Si A ⊥σ B|C y A ⊥σ D|(B ∪ C), entonces A ⊥σ (BUD)|C.

(S5) Si A ⊥σ B|(C ∪D) y A ⊥σ C|(B ∪D) entonces A ⊥σ (B ∪ C)|D.

En caso de que sólo se cumplan las condiciones (S1)-(S4), se le denomina semi-grafoide.

Por ejemplo, para la relación A ⊥G B|S, la cual denota la separación de la gráfica G en

A y B por medio de S, es fácil verificar que las propiedades (S1)-(S5) se satisfacen, por

lo tanto, la relación ⊥G es un grafoide.

Ahora, si consideramos V un conjunto finito y {Xv : v ∈ V } una colección de variables

aleatorias. Entonces para A, B y C subconjuntos de V , podemos definir los vectores

aleatorios marginales XA = {Xv : v ∈ A}, XB = {Xv : v ∈ B} y XC = {Xv : v ∈ C},
tales que XA |= XB|XC . En este caso, se puede probar que la relación |= es semi-grafoide.

Además, si la función de densidad conjunta de X es estrictamente positiva, entonces

la relación de independencia condicional |= es un grafoide. Con el propósito de usar la

notación de modelos gráficos, se tiene la equivalencia.

XA |= XB|XC ⇔ A |= B|C.

De acuerdo con esto, un vector aleatorio X = (X1, X2, . . . , Xn) se puede representar

mediante una gráfica G = (V,E), con V = {1, 2, . . . , n} y donde (i, j) no es una arista
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de E si y sólo si Xi |= Xj|XV \{i,j}, es decir, existe una arista entre los vértices (i, j) si

existe una relación de dependencia entre ambos. En particular, Whitakker (1990, p. 60)

denomina a esta gráfica como gráfica independiente condicional. De esta manera, usando

las propiedades de separación de una gráfica G se identifican independencias condicionales

para un vector aleatorio X. En general, para una gráfica G, esta puede presentar 3 tipos

de independencia condicional, las cuales se describen a continuación.

1.2.3. Propiedades de Markov

Sea G = (V,E) una gráfica simple no dirigida, donde V es el conjunto de vértices

asociados a un vector aleatorio X y E el conjunto de aristas. Decimos que la relación de

independencia condicional |= satisface

(P) La propiedad de Markov por parejas con respecto a G, si

α 6v β ⇒ α |= β|V \ {α, β}. (1.3)

Esto implica que para vértices no adyacentes, éstos son condicionalmente indepen-

diente dado el resto de las variables. En la figura 1.4, el vértice 4 no es adyacente

del vértice 5, entonces se cumple que 4 |= 5|{1, 2, 3, 6, 7}.

(L) La propiedad de Markov Local con respecto a G, si para toda α ∈ V ,

α |= V \ cl(α)|bd(α). (1.4)

Es decir, todo vértice es condicionalmente independiente de sus vértices no adya-

centes dada su frontera. En la figura 1.4, la frontera de 5, es igual al conjunto

bd(5)={2, 3, 6, 7}, y el complemento de la cerradura igual V \ cl(5) = {1, 4},
entonces se cumple que 5 |= {1, 4}|{2, 3, 6, 7}.

(G) La propiedad de Markov Global con respecto a G, si para A,B, S subconjuntos

disjuntos de V tales que S separa A de B en G, entonces

A |= B|S. (1.5)

En la gráfica 1.4 se observa que los subconjuntos {1,3} y {4, 7} están separados por

{2, 5, 6}. Por lo tanto, {1, 3} |= {4, 7}|{2, 5, 6}.

Para las tres propiedades enunciadas, Lauritzen (1996, p. 33) demuestra que para

toda gráfica no dirigida G = (V,E), y vector aleatorio X, la propiedad de Markov Global

(G) implica la propiedad de Markov local (L), y ésta a su vez implica la propiedad de

Markov por parejas (G).

Además, si la función densidad de X es estrictamente positiva, entonces las tres pro-

piedades de Markov son equivalentes Lauritzen (1996, p. 34). A este resultado se le conoce

como el teorema de Pearl y Paz.

Alternativamente, Matúŝ (1992) prueba la equivalencia de las tres propiedades de

Markov utilizando gráficas duales. En esta prueba, cada propiedad tiene asociada una
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1

2

3

5

4

7

6

Figura 1.4: Gráfica no dirigida, G = (V,E). Donde V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y E={(1, 2), (1, 3),

(2, 3), (2, 5), (3, 5), (3, 6), (4, 7), (5, 6), (5,7), (6,7)}.

clase de gráfica dual. Bajo los supuestos de la función de densidad, demuestra que las

tres clases de gráficas duales son equivalentes.

Por otra parte, existe una relación entre la función de densidad conjunta de X y su

gráfica asociada G, la cual está dada por la definición siguiente.

Sea f la función de densidad de X y G = (V,E) su gráfica asociada. Se dice que f

admite una factorización (F), si para todos los subconjuntos completos a ⊂ V , existen

funciones ψa(xa) estrictamente positivas que dependen de x sólo a través de xa tales que

la función de densidad está dada por:

f(x) =
∏
a∈A

ψa(xa), (1.6)

donde A es el conjunto de cliques de la gráfica G.

En la figura 1.4, los cliques de la gráfica son iguales a los conjuntos A ={{3, 5, 6},
{5, 6, 7}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 5}, {2, 4}, {4, 7}}, de modo que la función de densidad con-

junta, f , admite la factorización:

f(x1, x2, x3, x4, x6, x7) =ψ356(x3, x5, x6)ψ567(x5, x6, x7)ψ12(x1, x2)

× ψ13(x1, x3)ψ25(x2, x5)ψ24(x2,4 )ψ47(x4, x7).

A partir de la definición anterior, Lauritzen (1996, pág. 34) demuestra que para toda

factorización (F) con respecto a G, ésta satisface la propiedad de Markov Global (G) con

respecto a G. En consecuencia, la factorización también satisface la propiedad de Markov

local (L) y por parejas (P).

Un resultado más general e importante en modelos gráficos, prueba que si la función

de densidad de X, f , es estrictamente positiva, entonces la implicación es válida en ambos

sentidos, es decir, si la función de densidad de X es estrictamente positiva, entonces ésta

satisface la propiedad de Markov por parejas en G, si y solo si admite una factorización

con respecto G. A este resultado se le conoce como el teorema de Hammersley y Clifford.

Hammersley y Clifford demostraron este teorema por primera vez para variables aleatorias

discretas. Posteriormente, se han dado múltiples pruebas de este teorema que generalizan

para variables aleatorias continuas, ver e.g. Besag (1974) y Clifford (1990).
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1.3. Modelos gráficos descomponibles

Dentro de los modelos gráficos existe un subconjunto de estos, denominados descom-

ponibles. Estos modelos tienen la ventaja de que su factorización puede expresarse en

función de densidades marginales, las cuales están asociadas a la descomposición de su

gráfica. Para ello, primero definamos la descomposición de una gráfica G.

Sea G = (V,E) una gráfica condicionalmente independiente, se dice que una partición

de V , (A, B, S), es una descomposición de G si se cumple que:

1. A ⊥G B|S,

2. S es completo

La descomposición es propia si A 6= ∅ y B 6= ∅. En este caso, los componentes de la

descomposición están dadas por las subgráficas inducidas por GA∪S y GB∪S. Una gráfica

se dice que es principal si no existe una descomposición propia (Laurtizen, 2006, p. 25).

En particular, la gráfica principal para un gráfica completa es ella misma. En la figura

1.5 se muestran ejemplos de gráficas principales.

1

2

3

12

3 4

1

2

3

4

5

Figura 1.5: Ejemplos de gráficas principales.

Cabe mencionar que para gráficas donde hay más de dos sub-gráficas principales, éstas

se pueden obtener al descomponer la gráfica de manera recursiva. Por ejemplo, en la figura

1.6a, se observa que para la primera descomposición de G, el conjunto separador es igual a

S1 ={2, 5}, los componentes de la primera descomposición están dadas por G1 = (V1, E1)

y G2 = (V2, E2), donde V1 ={1, 2, 3, 5} y V2 ={2, 4, 5, 6, 7} (figura 1.6b). Ahora para

estas dos subgráficas, se observa que G1 es una sub-gráfica principal, mientras que para la

sub-gráfica G2, esta tiene una descomposición con conjunto separador S2 ={5, 7}, donde

los componentes de la descomposición están dadas por las sub-gráficas G3 = (V3, E3) y

G4 = (V4, E4), donde V3 ={2, 4, 5, 7} y V4={5, 6, 7} (figura 1.6c). Para las sub-gráficas

obtenidas en la segunda descomposición se observa que todas son principales, por lo tanto,

podemos concluir que la descomposición de la gráfica G tiene tres sub-gráficas principales

dadas por G1, G3 y G4, con conjuntos separadores S1 = {2, 5} y S2 = {5, 7}.
Una gráfica es descomponible si todas sus sub-gráficas principales son cliques. Es claro

que en la gráfica anterior G no es descomponible, ya que al menos dos de sus sub-gráficas

principales no son completas.
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(a) G = (V,E)
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(b) G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2)
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(c) G1 = (V1, E1), G3 = (V3, E3) y G4 = (V4, E4)

Figura 1.6: Descomposición de una gráfica en subgráficas principales. (a) Gráfica G = (V,E)

con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, (b) primera descomposición de la gráfica G = (V,E), donde el

conjunto separador es S1 = {2, 5} y subgráficas principales G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) con

V1 = {1, 2, 3, 5} y V2 = {2, 4, 5, 6, 7}, (c) segunda descomposición de G = (V,E), con conjunto

separador S2 = {5, 7} y subgráficas principales G1 = (V1, E1), G3 = (V3, E3) y G4 = (V4, E4),

con V1 = {1, 2, 3, 5}, V3 = {2, 4, 5, 7} y V4 = {5, 6, 7}
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Propiedades de Markov en descomposición de gráficas

Sea (A,B, S) una descomposicón de G y P una distribución de probabilidad. Se dice

que P se factoriza con respecto a G, si y sólo si, se satisface las siguientes condiciones:

i) PA∪S y PB∪S se factorizan con respecto a GA∪S y GB∪S,

ii) f(x)f(xS) = f(xA∪S)f(xB∪S).

Este resultado se puede aplicar de manera recursiva para gráficas con más de dos

sub-gráficas principales. De manera que para gráficas descomponibles, la factorización de

su función de densidad f , con respecto a G está dada por:

f(x)
∏
S∈S

f(xs)
ν(S) =

∏
c∈C

f(xC), (1.7)

donde C es el conjunto de cliques de G, S el conjunto de separadores y ν(S) el número de

veces que aparece el conjunto separador S en la descomposición (Laurtizen, 2006, p. 26).

Para ilustrar lo anterior, consideremos la descomposición de la gráfica G en la figura 1.7.

1

2 3

4

(a)

1

2 3

1

4

(b)

1

4

1

2

1

3

(c)

Figura 1.7: (a) Descomposición de la gráfica G = (V,E) , donde V = {1, 2, 3, 4} y E ={(1, 2),

(1, 3), (1, 4)}. (b) Primera descomposición de G, con conjunto separador S = {1} y componentes

G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2), donde V1 = {1, 4} y V2 = {1, 2, 3}. (c) Subgráficas principales de

G: G1 = (V1, E1), G3 = (V3, E3) y G4 = (V4, E4), donde V3 = {1, 2} y V4 = {1, 3}.

A partir de esta gráfica, podemos ver que el conjunto separador, S = {1}, aparece

2 veces en la descomposición. En la primera descomposición, el conjunto S separa a los

vértices {2, 3} del vértice 4 (figura 1.7b); en la segunda descomposición, el mismo conjunto

S separa los vértices {2} y {3}, obteniéndose aśı todas las sub-gráficas principales de G
(figura 1.7c). En este caso, usando (1.7), la factorización para X está dada por:

f(x1, x2, x3, x4) =
f(x1, x2)f(x1, x3)f(x1, x4)

[f(x1)]2
.

Cuando la cardinalidad del conjunto de vértices es grande, la descomposición de la

gráfica es un problema NP -complejo, es decir, conforme el número de vértices crece, el

número de operaciones necesarias para obtener la descomposición de la gráfica crece de

manera exponencial. Afortunadamente, existen algunos algoritmos de búsqueda basados

en el concepto de triangulación y ordenamiento que permite evaluar si una gráfica es
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descomponible, y en algunos casos obtener los cliques y conjuntos separadores de la

descomposición.

Un ordenamiento de vértices V = {1, 2, · · · , |V |} de una gráfica no dirigida G se dice

que es perfecto si se cumple que:

∀ j = 2, · · · , |V |, bd(j) ∩ {1, · · · , j − 1} es completa en G. (1.8)

Por ejemplo, en la figura 1.8 se muestra una ordenamiento de una gráfica G. Para

el vértice j = 5, bd(5) = {3, 4, 6}, en consecuencia, bd(5) ∩ {1, 2, 3, 4} = {3, 4}, el cual

es un conjunto completo en G; sin embargo, para j = 7, bd(6) = {2, 6}, de modo que

bd(6) ∩ {1, 2, 3, 4, 5, 6} = {2, 6}. Este último conjunto no es completo en G, ya que 2 no

es adyacente a 6, por lo tanto, el ordenamiento no es perfecto.

1

2

3

4 5

6

7

Figura 1.8: Un ordenamiento de la gráfica G (figura 1.4).

Una gráfica no dirigida G se dice que es triangulada si no contiene ciclos de longi-

tud mayor o igual a 4 como sub-gráfica principal. El resultado principal para gráficas

descomponibles está dado por la siguiente proposición.

Para una gráfica no dirigida G, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) G es triangulada.

ii) G es descomponible.

iii) Todas las sub-gráficas principales de G son cliques máximales.

iv) G admite un ordenamiento perfecto.

v) Para todo par de vértices α y β en V , su conjunto separador minimal es completo.

Con base en este resultado, se han propuesto algoritmos para evaluar si una gráfica es

descomponible. Entre los más utilizados se encuentra el algoritmo glotón y el algoritmo

de búsqueda de máxima cardinalidad, descritos en Lauritzen (2002, pp. 28-30).

Algortimo glotón

1. Se selecciona un nodo v∗ en G, tal que bd(v∗) es completa.

Si no existe v∗, entonces G no es triangulada (termina el algoritmo).

2. Se forma la sub-gráfica GV \v∗ y etiqueta v∗ = |V ′|, donde |V ′| es el número de nodos

en GV \v∗ .
3. Se repite el paso 1 con G = GV \v∗ .
4. Si el algoritmo continua hasta que v∗ = 1, entonces la gráfica es triangulada.

Los algoritmos glotones son métodos búsqueda exhaustiva con complejidad igual a

O(|V |2). Para ilustrar este algoritmo, consideremos la gráfica dada por la figura 1.9a.
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De acuerdo al algoritmo, primero debemos considerar la gráfica sin etiquetar, como se

muestra en la figura 1.9b. Enseguida. seleccionamos un nodo arbitrario y lo etiquetamos

con la cardinalidad del conjunto de vértices (figura 1.9c). Si la frontera del vértice es

completa, removemos el vértice de G (figura 1.9d). Nuevamente, seleccionamos un vértice

arbitrario tal que su frontera es completa y lo etiquetamos de manera descendente (figura

1.9e). Para el nuevo vértice etiquetado, evaluamos si su frontera es completa y repetimos

el paso 2 del algoritmo (figura 1.9f). En este último paso del algoritmo, la gráfica obtenida

no tiene vértices tales que su frontera sea completa, por lo tanto no es triangulada.

1

6

2 3

45

(a) (b)

6

(c) (d)

5

(e) (f)

Figura 1.9: Ilustración del algoritmo glotón para la gráfica G = (V,E), con conjunto de vértices

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y aristas E = {(1, 2), (1, 6), (2, 3), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (4, 5), (5, 6)}.

Algoritmo de búsqueda de máxima cardinalidad (MCS)

1. Se selecciona un nodo arbitrario v0 ∈ G y se etiqueta v0 = 1.

2. Para cada j = 1, . . . , n− 1.

i) Se selecciona un nodo de V \ {1, 2, . . . , j} tal que, tenga el mayor número de

vecinos etiquetados. En caso de empates, se resuelve de manera arbitraria.

ii) Se etiqueta el nodo seleccionado como j + 1.

iii) Si bd(j + 1)∩ {1, 2, · · · , j} no es completa, entonces G no es triangulada (ter-

mina).

iv) De lo contrario, repita i).

3. Si el algoritmo continúa hasta que sólo queda uno de los vértices por etiquetar, la

gráfica es triangulada y la numeración es perfecta.
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La complejidad para el algoritmo de búsqueda de máxima cardinalidad es O(|E|+|V |)
y fue propuesto por Tarjan y Yannakakis (1984).

En la figura 1.10 se ilustra el método de máxima cardinalidad. En el paso 1 del

algoritmo, etiquetamos de manera arbitraria un nodo inicial (figura 1.10b), los vértices en

verde indican aquellos con vecinos etiquetados. Para el paso 2 del algoritmo, seleccionamos

el vértice con mayor número de vecinos etiquetados, en este caso, existe un empate, por lo

tanto, seleccionamos de manera arbitraria alguno de los vértices en verde y etiquetamos

de manera ascendente como se muestra en la figura 1.10c. Una vez etiquetado, observamos

que bd(2) ∩ 1 = {1} es un subconjunto completo, por lo tanto, podemos seleccionar el

siguiente vértice con el mayor número de vecinos etiquetados (figura 1.10d). Para el vértice

3, bd(3) = {1, 2}, por consiguiente, bd(3) ∩ {1, 2} = {1, 2}, el cual es un subconjunto

completo en G. Nuevamente, etiquetamos el vértice con el mayor número de vecinos

etiquetados (figura 1.10e). En el último paso del algoritmo (figura 1.10f), se observa que

para el último vértice etiquetado 5, bd(5) = {3, 4} y bd(5) ∩ {1, 2, 3, 4} = {3, 4}, el cual

no es un conjunto completo en G, por lo tanto, no es descomponible.

(a)

1

(b)

1 2

(c)

1 2

3

(d)

1 2

3

4

(e)

1 2

3 5

4

(f)

Figura 1.10: Algoritmo de Búsqueda de Máxima cardinalidad. Los vértices en rojo, indican

los vértices con vecinos etiquetados, en tanto que los vértices en verde indican los vértices con

el mayor número de vecinos etiquetados.
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Búsqueda de cliques en una gráfica triangulada

Para una búsqueda de máxima cardinalidad (MCS) y un ordenamiento V = {1, 2, 3, · · · , |V |},
se define la función

Bλ = bd(λ) ∩ {1, 2, . . . , λ− 1}, (1.9)

y |Bλ| = πλ. Al vértice λ se le denomina vértice escalón (ladder), si

λ = |V | o πλ+1 < πλ + 1.

Si Λ es el conjunto de vértices escalón, los cliques de la gráfica están dados por:

Cλ = {λ}+Bλ, λ ∈ Λ. (1.10)

En la figura 1.11, se muestra la numeración obtenida con el algortimo de máxima

cardinalidad para una gráfica G. En este caso, se obtuvo para

λ = 1, B1 = {∅},
λ = 2, B2 = {1},
λ = 3, B3 = {1, 2},
λ = 4, B4 = {2, 3},
λ = 5, B5 = {3, 4},
λ = 6, B6 = {4, 5}.

De modo que πλ = (0, 1, 2, 2, 2, 2), esto implica que los vértices escalón son {3, 4, 5, 6}. Por

lo tanto, los cliques de la gráfica están dados por {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {3, 4, 5}, {4, 5, 6}}.

6

4

5 3

2 1

Figura 1.11: Númeración obtenida por el algortimo de máxima cardinalidad.

1.3.1. Árboles de conglomerados

Sea A una colección finita de subconjuntos de V . Un árbol de conglomeado (junction

tree), τ , es una gráfica no dirigida, donde el conjunto de vértices es igual a los subconjuntos

de A, y el conjunto de aristas igual a las intersecciones de los subconjuntos en A. Si los

conjuntos en A no son comparables por pares, entonces existe un árbol de conglomerados

en A si y sólo si A = C, donde C es el conjunto de cliques de una gráfica triangulada.

Partiendo de esta definición, el árbol de conglomerados se puede construir directa-

mente del algoritmo MCS de la siguiente manera.
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Para todo vértice λ > λmı́n, en donde λmı́n corresponde al vértice escalón minimal de

un ordenamiento de vértices, existe un conjunto Sλ tal que satisface lo siguiente

Sλ = Cλ ∩ (∪λ′<λCλ′) = Cλ ∩ Cλ∗ , para algún λ∗ < λ, (1.11)

a Sλ se le conoce como un conjunto separador de la gráfica. Por ejemplo, en el ordena-

miento mostrado en la figura 1.11, los vértices escalón son (3, 4, 5, 6), con cliques asociados

iguales a

C3 ={1, 2, 3},
C4 ={2, 3, 4},
C5 ={3, 4, 5},
C6 ={4, 5, 6}.

Por lo tanto, λmı́n = 3. Para toda λ > 3, los conjuntos separadores de la gráfica son

iguales a:

S4 = C4 ∩ C3 = {2, 3},
S5 = C5 ∩ (C3 ∪ C4) = C5 ∩ C3 = {3, 4},
S6 = C6 ∩ (C3 ∪ C4 ∪ C5) = C6 ∩ C5 = {4, 5}.

En la práctica, los elementos del conjunto de cliques se etiquetan de acuerdo con los núme-

ros naturales. En este caso, se tendŕıa el conjunto de cliques C1 = {1, 2, 3}, C2 = {2, 3, 4},
C3 = {3, 4, 5} y C4 = {4, 5, 6}. De manera análoga, se tiene los conjuntos separadores

S1 = {2, 3}, S2 = {3, 4} y S3 = {4, 5}.
El junction tree se define como la unión de Cλ y conjuntos Cλ∗ , tales que λ∗ < λ. En

la figura 1.12 se muestra el árbol de conglomerados para la gráfica dada en la figura 1.11.

C1 C2 C3 C4

Figura 1.12: Junction tree.

Es importante observar que pueden existir distintos valores de λ∗, tales que se obtenga

el mismo conjunto separador. Para ello, se define la multiplicidad del conjunto separador

como:

ν(s) = |{λ ∈ Λ : Sλ = S}|,

es decir, ν(s) es el número de veces en que el conjunto separador S aparece en la descom-

posición de la gráfica.

En el caṕıtulo siguiente, se presentan los modelos loglineales gráficos. Estos últimos

son una clase de modelos gráficos probab́ılisticos, donde las variables aleatorias asociados

a los vértices en V toman valores en un conjunto discreto.



Caṕıtulo 2

Modelos gráficos log-lineales

Los modelos loglineales permiten identificar algunas relaciones de asociación entre las

variables categóricas. En particular, el objetivo de este trabajo es estudiar algunos mo-

delos log-lineales que pueden ser representados por medio de una gráfica G, denominados

modelos gráficos log-lineales. Estos modelos tienen la ventaja de identificar relaciones de

independencia condicional usando propiedades de teoŕıa de gráficas.

En la primera sección, introduciremos la notación empleada por Lauritzen (1996) para

modelos gráficos log-lineales. En la segunda sección, se presentan algunos modelos log-

lineales que usualmente se utilizan, los cuales tienen una gráfica asociada G. En la tercera

sección, se presenta el ajuste por máxima verosimilitud para un modelo log-lineal gráfico.

Finalmente en la última sección, se describe la relación entre un modelo gráfico log-lineal

y un modelo de regresión loǵıstica.

2.1. Notación

Sea I = (Iδ)δ∈V un conjunto de variables aleatorias discretas asociadas a los vértices

de la gráfica G = (V,E). En particular, cada variable Iδ puede identificarse por el vértice

δ en la gráfica G. Asimismo definimos el conjunto Iδ, como el conjunto de valores o niveles

de categoŕıa que toma la variable Iδ. Cada celda i en la tabla de contingencia está dada

por los valores que toman simultáneamente las variables, es decir

i ∈ I =
∏
δ∈V

Iδ,

donde I es el conjunto de todas las posibles combinaciones de I. En tanto, n(i) denota el

número de observaciones clasificadas de la celda i, las cuales se asumen son provenientes

de una variable aleatoria de conteo, N(i). La esperanza del número de observaciones o

frecuencia de la celda i se denota por m(i) = E(N(i)). Asimismo, la dimensión de la

tabla de contingencia es igual a la cardinalidad del conjunto de vértices, |V |.
Ahora bien, si sólo consideramos información marginal, es decir, sólo nos interesa el

número de observaciones clasificadas para un subconjunto de variables a ⊂ V , definimos

la celda marginal

ia ∈ Ia =
∏
δ∈a

Iδ,

18
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donde Ia es el conjunto de todas las posibles combinaciones para el vector marginal Ia.

Si n′ = (n(i))i∈I es el conjunto de observaciones para cada celda i, entonces el número de

observaciones para la celda ia es igual a la suma de n(i)’s correspondientes a todas las

celdas con valor ia para los elementos en a, esto es

na(ia) =
∑
j:ja=ia

n(j).

Análogamente, la frecuencia marginal esperada para ia está dada por

ma(ia) =
∑
j:ja=ia

m(j).

En el caso de que se tenga plenamente identificado el conjunto a, las expresiones na(ia)

y ma(ia) se reducen a n(ia) y m(ia), respectivamente.

Para ilustrar la notación anterior, consideremos la siguiente tabla de contingencia de

seis dimensiones, tomada del libro de Edwards (2000, pág. 22). Los datos corresponden

a un estudio relacionado a los factores de riesgo asociados a las afecciones card́ıacas de

una población de 1,841 trabajadores del transporte en Checoslovaquia.

B no si

A no śı no śı

F E D C

No No No No 44 40 112 67

Śı 129 145 12 63

Śı No 35 12 80 33

Śı 109 67 7 9

Si No No 23 32 70 66

Śı 50 80 7 13

Śı No 24 25 73 57

Śı 51 63 7 16

Śı No No No 5 7 21 9

Śı 9 17 1 4

Śı No 4 3 11 8

Śı 14 17 5 2

Śı No No 7 3 14 14

Śı 9 16 2 3

Śı No 4 0 13 11

Śı 5 14 4 4

Tabla 2.1: Factores de riesgo asociados a afecciones card́ıacas. Donde A, fumador; B, trabajo
mentalmente estresante; C, trabajo f́ısicamente estresante; D, presión sangúınea sistólica alta;
E, cociente de lipo-protéınas beta y alfa alta; F, historia familiar de afecciones card́ıacas

En este ejemplo, hay seis variables: A, B, C, D, E y F , donde el conjunto de vértices

asociados es igual a V = {A,B,C,D,E, F}, con categoŕıas

IA = IB = IC = ID = IE = IF = {śı, no}.
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De modo que I = (IA, IB, IC , ID, IE, IF ) denota el vector aleatorio formado por las va-

riables de clasificación. Mientras que, i = (iA, iB, iC , iD, iE, iF ) es una combinación ob-

servada de I, con un total de 26 posibles resultados. Ahora, si definimos el subconjunto

a = {A,B,E, F} ⊂ V , entonces Ia = {IA, IB, IE, IF} es el vector aleatorio marginal

definido por las variables aleatorias en a. En ese caso, si ia = (śı, śı, śı, śı) es una confi-

guración de Ia, na(ia) = 14 + 3 + 11 + 4 = 32 indica el número de individuos tales que:

son fumadores, tienen estrés f́ısico y mental, y además tienen historia familiar de afeccio-

nes. Usando la notación punto clásica (Agresti, 2003; Bishop et al., 2007), la expresión

equivalente a na(ia) es igual a

nab..ef =
∑
c∈IC

∑
d∈ID

nabcdef .

En esta notación, la letra a indica el valor que toma la variable A. Con este ejemplo

se puede observar que la notación es manejable cuando la dimensión de la tabla de

contingencia se incrementa.

2.2. Distribución del número de observaciones en la

tabla de contigencia

Como se mencionó anteriormente, el número de observaciones en una celda i, n(i),

provienen de una variable de conteo, N(i). Generalmente, esta variable aleatoria de conteo

se asume que es observada bajo los siguientes esquemas de muestreo (Lauritzen, 1996,

pp. 69-71).

1. Poisson. Bajo este esquema, se asume que el número de observaciones, n(i), de

la celda i en la tabla de contingencia, son una realización de variables aleatorias

independientes con una distribución Poisson, N(i), con media λ(i) = m(i). En este

caso, la distribución conjunta de las observaciones, {N(i)}i∈I es igual a:

P (N(i) = n(i), i ∈ I) =
∏
i∈I

m(i)n(i)

n(i)!
e−m(i). (2.1)

Bajo este esquema, se tiene la restricción m(i) ≥ 0.

2. Multinomial. En este esquema, se asume que el número de total de observaciones,

|n|, es fijo. En tal caso, el número de observaciones en la tabla de contingencia se

suponen independientes, donde la probabilidad de que un individuo pertenezca a la

celda i es igual a p(i). La distribución conjunta para {N(i)}i∈I es multinomial:

P (N(i) = n(i), i ∈ I) =
|n|!∏
i∈I n(i)!

∏
i∈I

p(i)n(i). (2.2)

Donde p(i) ≥ 0 y
∑

i∈I p(i) = 1. De modo que
∑

i∈I m(i) = |n|, la frecuencia

esperada en la celda i es igual a m(i) = |n|p(i), con m(i) ≥ 0.
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3. Multinomial restringido o Multinomial producto. Bajo este esquema, se tiene que

para un subconjunto b ⊂ ∆, los totales marginales n(ib) están fijos. En este caso,

cada vector marginal correspondiente a los posibles valores que puede tomar ib
tiene una distribución multinomial. Por ejemplo, en una tabla de dimensión 2, si

fijamos el número de observaciones por renglones, entonces cada renglón tiene una

distribución multinomial. La probabilidad de pertenecer a una celda ia de ib es

p(ia|ib) y la distribución conjunta para {N(i)}i∈I está dada por

P (N(i) = n(i), i ∈ I) =
∏
ib∈Ib

{
n(ib)!∏
ia∈Ia n(i)!

∏
ia∈Ia

p(ia|ib)n(i)

}
. (2.3)

La frecuencia en la celda i es igual a m(i) = n(ib)p(ia|ib), donde n(ib) = m(ib). De

manera análoga al caso multinomial se tiene las restricciones
∑

ia
p(ia|ib) = 1, con

p(ia|ib) ≥ 0 y m(i) ≥ 0.

Si en el esquema Poisson condicionamos a que el total de observaciones |N | sea igual

a |n|, entonces se obtiene una distribución multinomial. De manera similar, si en el esque-

ma multinomial condicionamos a que N(ib) = n(ib), obtenemos el esquema multinomial

restringido.

2.3. Modelos log-lineales

Un modelo log-lineal se define de la siguiente forma. Dada una especificación de p(i),

existen funciones ua(ia) que dependen sólo de a a través de ia, tales que el logaritmo de

la frecuencia esperada, m(i), en la celda i es igual a:

logm(i) =
∑
a⊆∆

ua(ia). (2.4)

Donde ∆ es el conjunto de variables categóricas. En particular, Lauritzen (2002, p.

8) denomina a éstos como modelos log-lineales de interacción. El término log-lineal se

deriva del hecho de que el logaritmo de m(i) está dado en función de ua(ia), de manera

lineal. Si a = ∅, entonces ua es un valor constante. A las funciones ua se les denomina las

interacciones de las variables Ia en a de orden |a| − 1. Si el orden es igual a 1, entonces

se les denomina efectos principales (Darroch et al., 1980). Las interacciones del modelo

están determinadas por las relaciones de dependencia de las variables en a, y como se

verá más adelante, son interpretables en términos de los momios.

En el caso de tres variables aleatorias, {I1, I2, I3}, y bajo el supuesto de que el número

de observaciones en la tabla de contingencia tiene una distribución multinomial es posible

ajustar alguno de los siguientes modelos log-lineales.

1. Modelo de independencia. Si I1, I2 y I3 son variables aleatorias independientes, la

probabilidad de pertenecer a la celda i es igual a:

p(i) = p(i1, i2, i3) = p(i1)p(i2)p(i3).
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En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(i) está dado por la siguiente expresión:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3). (2.5)

Para probar lo anterior, sólo basta expandir el logaritmo de p(i):

log p(i) = log p(i1) + log p(i2) + log p(i3),

donde p(i) = m(i)/|n|, p(i1) = m(i1)/|n|, p(i2) = m(i2)/|n| y p(i3) = m(i3)/|n|. De

modo que la frecuencia en la celda i, m(i), está determinada por una constante y

de funciones que sólo dependen de i1, i2 y i3.

2. Modelo de independencia marginal. Supongamos que I1 es marginalmente indepen-

diente de I2 y I3, la probabilidad de pertenecer a la celda i es igual a:

p(i) = p(i1, i2, i3) = p(i1)p(i2, i3).

En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(i) tiene la forma:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3). (2.6)

Para probarlo, basta ver que:

p(i1)p(i2, i3) =
m(i1)

|n|
m(i2, i3)

|n|
,

bajo el modelo en (2.6), la frecuencia para m(i1) y m(i2, i3) son iguales a:

m(i2, i3) =
∑
i1

m(i) = exp{u+ u2(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3)}
∑
i1

exp{u1(i1)},

m(i1) =
∑
i2,i3

m(i) = exp{u1(i1)}
∑
i2,i3

exp{u+ u2(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3)}.

por lo tanto, se sigue que

p(i1)p(i2, i3) =
1

|n|2
exp{u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3)}

∑
i1,i2,i3

m(i)

=
1

|n|
exp{u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3)}|n|

= p(i).

En donde bajo el supuesto de distribución multinomial, se satisface que la suma de

los valores observados es igual a la suma de valores observados. De manera análoga,

se definen los modelos de independencia marginal para las variables I2 ó I3.

3. Modelo de independencia condicional. Si I1 y I2 son condicionalmente independien-

tes dado I3, la probabilidad de la celda i es igual a:

p(i) = p(i1, i2|i3)p(i3) = p(i1|i3)p(i2|i3)p(i3) =
p(i1, i3)p(i2, i3)

p(i3)
,
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En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(i) está dado por:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u13(i1, i3) + u23(i2, i3), (2.7)

Para probarlo, sólo basta ver que:

p(i1, i3)p(i2, i3)

p(i3)
=

1

|n|
m(i1, i3)m(i2, i3)

m(i3)
=

1

|n|

∑
i2
m(i)

∑
i1
m(i)∑

i1,i2
m(i)

, (2.8)

donde∑
i2

m(i) = exp{u+ u1(i1) + u3(i3) + u13(i1, i3)}
∑
i2

exp{u2(i2) + u23(i2, i3)},∑
i1

m(i) = exp{u+ u1(i2) + u3(i3) + u23(i2, i3)}
∑
i1

exp{u1(i1) + u13(i1, i3)},∑
i1,i2

m(i) = exp{u+ u3(i3)}
∑
i1,i2

exp{u1(i1) + u2(i2) + u13(i1, i3) + u23(i2, i3)},

si sustituimos las ecuaciones anteriores en (2.8), se obtiene la condición para p(i):

p(i1, i3)p(i2, i3)

p(i3)
=

1

|n|
m(i) = p(i). (2.9)

De manera similar, se pueden definir los modelos de independencia condicional

dadas las variables I1 o I2.

4. Modelo de asociación homógenea. Bajo este modelo, todo par de variables son condi-

cionalmente independientes dada una tercera variable. El modelo log-lineal asociado

tiene todos los términos de primer orden:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u12(i1, i2) + u13(i1, i3) + u23(i2, i3), (2.10)

Si a la expresión anterior le aplicamos la función exponencial, la probabilidad de la

celda i tiene la forma:

p(i) = φ(i1, i2)ψ(i2, i3)ω(i1, i3),

Donde φ(i1, i2), ψ(i2, i3), ω(i1, i3) son funciones que depende de dos variables. En

este caso, no existe una expresión cerrada de p(i) en términos de sus densidades

marginales (Agresti, 2003, p. 320).

5. Modelo saturado. Si I1, I2 y I3 son conjuntamente dependientes, el modelo log-lineal

asociado está dado por:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u12(i1, i2)

+u13(i1, i3) + u23(i2, i3) + u123(i1, i2, i3). (2.11)

En este modelo se obtiene un ajuste perfecto para la tabla de contingencia.



CAPÍTULO 2. MODELOS GRÁFICOS LOG-LINEALES 24

Aśı como en análisis de varianza (ANOVA), en los modelos log-lineales existen paráme-

tros redundantes. Para obtener una de las soluciones, se agregan restricciones sobre los

parámetros. Usualmente se utiliza alguna de las siguientes restricciones:

i) Variables dummy. Para cada variable categórica a ∈ ∆, se define un nivel de cate-

goŕıa como referencia. En este caso, el parámetro asociado es cero.

ii) Efecto de codificación. Con esta restricción, la suma sobre todos los valores en las

interacciones son igual a cero.

Por ejemplo, supongamos un modelo de independencia para dos variables binarias

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2).

En forma matricial, el modelo log-lineal puede expresarse como:
logm(1, 1)

logm(1, 0)

logm(0, 1)

logm(0, 0)

 =


1 1 0 1 0

1 1 0 0 1

1 0 1 1 0

1 0 0 0 1

 [u u1(1) u1(0) u2(1) u2(0)
]T
.

La matriz con entradas cero y uno se le conoce como la matriz diseño del modelo. Si no

hay restricciones sobre los parámetros, el rango de esta matriz es incompleto.

Para las variables dummy, definimos el nivel 1 de cada variable como de referencia,

u1(1) = u2(1) = 0. En este caso, la matriz de diseño está dada por:
1 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1 0 1 0 0

1 0 1 0 1


Por otra parte, si utilizamos el efecto de codificación,

∑
i1
u1(i1) =

∑
i2
u2(i2) = 0.

Entonces la matriz de diseño queda expresada como
1 1 0 1 0

1 1 0 0 −1

1 0 −1 1 0

1 0 −1 0 −1


2.3.1. Interpretación de los parámetros

En general para modelos log-lineales, la interpretación de las interacciones en el modelo

es más fácil si se da en función de momios (en el caso de efectos principales) y de la razón

de momios (interacciones de orden mayor o igual a 2). Para ello, un momio se define como

el cociente de la probabilidad de éxito y su probabilidad de fracaso (Agresti, 2003, p. 44),

Ω =
p

1− p
.
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Para dos eventos supongamos que sus momios correspondientes están dados por Ω1 y

Ω2. Una manera de comparar éstos, es utilizando la razón de momios:

θ =
Ω1

Ω2

.

En el modelo de independencia (2.5), la interacción máxima está dada por sus efectos

principales. En este caso, estos están asociados a los momios para cada variable. Por

ejemplo, supongamos que I1 es una variable binaria; dado el modelo de independencia,

su momio es igual:

Ω1 =
p(1, i2, i3)

p(0, i2, i3)
=
m(1, i2, i3)

m(0, i2, i3)
= exp{u1(1)− u1(0)}.

Dependiendo de las restricciones del modelo, el valor de exp{u1(1)−u1(0)} indica qué tan

probable es que la variable I1 tome el valor 1, con respecto al valor 0 (Agresti, 2003, p.

315). Como se observa, el momio no depende de los valores que tomen las demás variables.

En otro caso, si consideramos el modelo de independencia marginal en (2.6), las in-

teracciones de primer orden están asociados a la razón de momios condicionales (Agresti,

2003, p. 321). Por ejemplo, si I2 y I3 son variables binarias; dado un valor de I1, la razón

de momios condicional es igual a

θ(i1)I2I3 =
p(i1, 1, 1)/p(i1, 0, 1)

p(i1, 1, 0)/p(i1, 0, 0)
=
m(i1, 1, 1)m(i1, 0, 0)

m(i1, 0, 1)m(i1, 1, 0)
.

Si a la expresión anterior le aplicamos la función logaritmo, obtenemos que:

log θ(i1)I2I3 = u23(1, 1) + u23(0, 0)− u23(0, 1)− u23(1, 0),

en este caso, los parámetros u23(i2, i3) determinan la asociación entre las variables I2 y

I3, las cuales no dependen del valor de I1. Lo anterior refleja la independencia marginal

de I1 y {I2, I3}.
De manera análoga, en el modelo de independencia condicional (2.7), las interacciones

u13(i1, i3) y u23(i2, i3) están relacionadas con la razón de momios condicionales θI1(i2)I3 y

θ(i1)I2I3 . En este modelo, la razón de momios condicional para un valor fijo de I3, θI1I2(i3),

es igual a 1, esto proviene del hecho que I1 y I2 son condicionalmente independientes

dado I3 (Christensen, 1990, p. 85). Adicionalmente, si la razón de momios condicionales

θI1(i2)I3 y θ(i1)I2I3 son iguales a 1, esto indica que I1 |= I3|I2 y I3 |= I2|I1. En este caso, el

modelo a ajustar seŕıa el de independencia.

En un modelo saturado (2.11), la interacción de segundo orden, u123(ii, i2, i3) está de-

terminado por el cambio entre la razón de momios condicionales. Por ejemplo si I1, I2, I3

son variables binarias, el cambio en la razón de momios condicionales con respecto a I3

está dada por:

θI1I2(1)

θI1I2(0)

=
m(1, 1, 1)m(0, 0, 1)

m(0, 1, 1)m(1, 0, 1)

/m(1, 1, 0)m(0, 0, 0)

m(0, 1, 0)m(1, 0, 0)
.

Si aplicamos la función logaritmo, obtenemos lo siguiente:

log
θI1I2(1)

θI1I2(0)

= [u123(0, 0, 0) + u123(1, 1, 0)− u123(0, 1, 0)− u123(1, 0, 0)]

− [u123(0, 0, 1) + u123(1, 1, 1)− u123(0, 1, 1) + u123(1, 0, 1)] .
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Si el cociente de la razón de momios es igual a 1, entonces la interacción de segundo orden

es cero, esto indica que el modelo que se debe ajustar es el de asociación homogénea. En

el caso más general, donde las variables toman más de dos valores, la interpretación de las

interacciones están en términos de la razón de momios locales (Agresti, 2003, p. 55). Para

términos de interacción mayor, la interpretación consiste en obtener de manera sucesiva

cocientes razones de momios. Como se observa, la interpretación se dificulta.

2.3.2. Modelos log-lineales jerárquicos

Un modelo log-lineal jerárquico es un modelo log-lineal, donde el conjunto de interac-

ciones satisface lo siguiente, si ua(ia) está determinado como nulo en el modelo, es decir,

no existe interacciones de orden |a| − 1, entonces para cualquier subconjunto b ⊇ a, las

interacciones ub(ib) son nulas. La expresión para un modelo jerárquico está dada por:

logm(i) =
∑
a∈K

ua(ia), (2.12)

en dondeK es el conjunto de subconjuntos de interacciones maximales del modelo. A estos

últimos se les denomina como las clases generadoras del modelo (Darroch et al., 1980). La

razón para incluir interacciones de orden menor es que, de lo contrario, las interpretaciones

para términos de orden mayor se modifican de acuerdo a la codificación de las variables.

En el caso de los modelos jerárquicos, se obtienen las mismas interpretaciones sin importar

la codificación de las variables (Agresti, 2003, p. 316). Además, bajo

Para los modelos log-lineales definidos en la sección anterior, estos son modelos jerárqui-

cos, donde el conjunto de clases generadoras para cada modelo están dados en la tabla

siguiente. En la tercera columna, se muestra la notación empleada por Agresti (2003).

Modelo Clases generadoras Śımbolo Ecuación

Independencia {{1}, {2}, {3}} (1, 2, 3) (2.5)

Independencia marginal {{1}, {2, 3}} (1, 23) (2.6)

Independencia condicional {{1, 3}, {2, 3}} (13, 23) (2.4)

Asociación homogénea {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} (12, 13, 23) (2.10)

Saturado {1, 2, 3} (123) (2.11)

Tabla 2.2: Clases generadoras para modelos log-lineales jérarquicos con 3 variables.

A partir de las interacciones de un modelo jerárquico, se define la gráfica de inter-

acciones, ver e.g. Whitakker (1990); Lauritzen (1996). También conocida como gráfica

dependiente (Edwards et al., 2012). En esta gráfica, cada vértice δ ∈ V corresponde a la

variable Iδ, y para cualquier par de vértices α, β, existe una arista entre ellos, (α, β), si

existe alguna interacción ua(ia) en el modelo log-lineal tal que el conjunto a contiene a

las variables Iα e Iβ (Whitakker, 1990, p. 209). Para esta gráfica es fácil verificar que para

toda arista (α, β), satisface que α 6⊥⊥ β|V \ {α, β}, es decir, la gráfica de interacciones es

una gráfica condicional independiente. De esta manera, la gráfica dependiente asociada a

un modelo jerárquico se puede definir simplemente con las interacciones de primer orden.
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En la figura 3.6 se muestran las gráficas asociadas a los modelos jerárquicos para 3

variables. A partir de ésta, se observa que los modelos jerárquicos (12, 13, 23) y (123)

tienen la misma gráfica asociada, sin embargo, sólo una gráfica corresponde a un modelo

jerárquico. Para ello, a continuación se define los modelos gráficos log-lineales, los cuales

son un subconjunto de modelos jerárquicos.

1

2 3

(a) (1, 2, 3)

1

2 3

(b) (1, 23)

1

2 3

(c) (13, 23)

1

2 3

(d) (12, 13, 23)

1

2 3

(e) (123)

Figura 2.1: Gráficas asociadas a diferentes conjuntos de clases generadoras: a) (1, 2, 3),

logm(i) = u+u1(i1)+u2(i2)+u3(i3); b) (1, 23), logm(i) = u+u1(i1)+u2(i2)+u3(i3)+u23(i2, i3);

c) (13, 23), logm(i) = u + u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u13(i1, i3) + u23(i2, i3); d) (12, 13, 23),

logm(i) = u+u1(i1) +u2(i2) +u3(i3) +u12(i1, i2) +u23(i2, i3) +u13(i1, i3); e) (123), logm(i) =

u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u12(i1, i2) + u13(i1, i3) + u23(i2, i3) + u123(i1, i2, i3).

2.4. Modelos gráficos loglineales

Un modelo log-lineal jerárquico es gráfico, si el conjunto de clases generadoras del

modelo, A, corresponden al conjunto de cliques maximales de la gráfica de interacciones,

G = (V,E), esto es, A = C (Lauritzen, 1996, p. 89).

De acuerdo con lo anterior, el modelo de asociación homogénea (2.10) no es gráfico,

ya que el clique maximal de su gráfica de interacciones es el conjunto {1, 2, 3}, el cual

difiere de las clases generadoras C = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} de su gráfica de interacciones

asociada. En cambio, el modelo saturado (2.11) śı es un modelo gráfico log-lineal.

La interpretación en un modelo log-lineal se basa en las propiedades de Markov. Por

ejemplo, en la gráfica asociada al modelo gráfico log-lineal (13, 23), se puede identificar la

relación I1 |= I2|I3. El modelo gráfico log-lineal más sencillo de ajustar es el de indepen-

dencia, en este caso, la gráfica asociada tiene conjunto de aristas vaćıo.

Dentro de los modelos gráficos, existe un subconjuntos de éstos que tiene la propie-

dad de que su gráfica asociada es descomponible. En este caso, usando el teorema de

Hammersley-Clifford, la factorización para p(i) está dada por la descomposición de G.
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Un ejemplo de un modelo gráfico descomponible es el siguiente:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i1) + u3(i3) + u4(i4) + u12(i1, i2) + u13(i1, i3) + u14(i1, i4).

En este modelo, las clases generadoras son iguales a los subconjuntos {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}},
donde la gráfica de interacciones se muestra en la figura 2.2.

1

2 3

4

Figura 2.2: Diagrama de la gráfica G, asociada al modelo jérarquico descomponible con clases

generadoras {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}}.

Como se vio en el primer caṕıtulo, la factorización asociada a esta gráfica está dada por:

p(i) =
p(i1, i2)p(i1, i3)p(i1, i4)

p(i1)2
.

En este ejemplo, se observa que el problema de estimación se reduce en densidades

marginales a lo más de dimensión 2. Dada la variable I1, las variables I2, I3 y I4 son

condicionalmente independientes.

En resumen, la relación de contención entre los conjuntos de distintos tipos de modelos

(M) es:

M. Descomponibles ⊂ M. gráficos ⊂ M. jerárquicos ⊂ M. log-lineales

En la tabla 2.3 se muestran algunos modelos loglineales jerárquicos para los datos

de la tabla 2.1. Alguno de éstos son jerárquicos pero no gráficos, y otros son gráficos

pero no descomponibles. En la sección siguiente, se presenta la estimación por máxima-

verosimilitud de modelos jerárquicos, para posteriormente obtener la estimación para

modelos gráficos log-lineales.

Cabe mencionar que los modelos gráficos log-lineales se pueden restringir en modelos

más sofisticados, por ejemplo, para datos pareados (matched pairs), ver e.g. Agresti (2003,

pp. 423-430). En este caso, la tabla de contingencia se conforma por la clasificación

cruzada de dos muestras diferentes para una misma variable de clasificación. El estudio de

estos modelos desde una perspectiva de modelos gráficos se puede encontrar en Ramı́rez-

Aldana (2010).
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Modelo Gráfico Descomponible Gráfica

(A,B,C) Śı No

A

B C

(B,AC) Śı Śı

A

B C

(AC,AB) Śı Śı

A

B C

(AB,BC,AC) No No

A

B C

(AB,AC,CD,BD) Śı No

A

B

C

D

(ABD,ACD) Śı Śı

A

B

C

D

(ABCD) Śı Śı

A

B

C

D

Tabla 2.3: Modelos log-lineales jerárquicos para los datos de la tabla 2.1.
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2.4.1. Estimación

Para el ajuste de un modelo gráfico log-lineal, primero obtendremos sus estimadores

máximo-verośımil usando el hecho de que es un modelo jerárquico. Si las observaciones en

la tabla de contingencia tienen una distribución Poisson (2.1), su función de verosimilitud

está dada por:

L(m) =
∏
i∈I

m(i)n(i)

n(i)!
e−m(i). (2.13)

Por otro lado, si las observaciones tienen una distribución multinomial (2.2), donde

p(i) = m(i)/|n|. Su función de verosimilitud es igual a:

L(m) =
|n|∏

i∈I n(i)!

∏
i∈I

(
m(i)

|n|,

)n(i)

. (2.14)

Observemos que bajo esta distribución∏
i∈I

e−m(i) = e−|n|,

por lo tanto, su función de verosimilitud puede expresarse de la siguiente manera.

L(m) =

∏
i∈I e

−m(i)

e−|n|
|n|∏

i∈I n(i)!

∏
i∈I

(
m(i)

|n|

)n(i)

=
|n|

e−|n|
∏

i∈I |n|n(i)

∏
i∈I

m(i)n(i)e−m(i)

n(i)!

∝
∏
i∈I

m(i)n(i)e−m(i)

n(i)!
.

Esto indica que la función de verosimilitud para la distribución multinomial es proporcio-

nal a la función de verosimilitud de la distribución Poisson. De manera análoga, para la

distribución multinomial restringida (2.3), si usamos el hecho de que p(ia|ib) = m(i)/n(ib),

entonces el kernel de la función de verosimilitud está dada por:

L(m) =
∏
ib∈Ib

{
n(ib)!∏
ia∈Ia n(i)!

∏
ia∈Ia

(
m(i)

n(ib)

)n(i)
}

=

∏
ib∈Ib n(ib)!

e−|n|
∏

i∈I n(ib)n(i)

∏
i∈I

m(i)n(i)e−m(i)

n(i)!

∝
∏
i∈I

m(i)n(i)e−m(i)

n(i)!
.

En este caso, para los tres esquemas de muestreo, al maximizar sus funciones de

log-verosimilitud se obtendrán los mismos estimadores máximo-verośımiles.



CAPÍTULO 2. MODELOS GRÁFICOS LOG-LINEALES 31

Para obtener el estimador máximo verośımil m̂(i), es más fácil si maximizamos con

respecto al logaritmo de la verosimilitud; para los tres esquemas de recolección, sus fun-

ciones de log-verosimilitud son proporcionales

l(m) =
∑
i∈I

n(i) logm(i)−
∑
i∈I

m(i), (2.15)

en donde m es el vector formado por las frecuencias esperadas para las celdas. En parti-

cular, si la frecuencia del logaritmo para la celda i está dada por un modelo jerárquico

(2.12), se tiene que

l(m) =
∑
a∈A

∑
ia∈Ia

n(ia)ua(ia)−
∑
i∈I

exp

{∑
a∈A

ua(ia)

}
. (2.16)

Derivando en (2.16) con respecto a los parámetros en el modelo, ua(ia), e igualando a

cero obtenemos las ecuaciones de verosimilitud:

m̂(ia) = n(ia), ∀ ia ∈ Ia, a ∈ A. (2.17)

Bajo un esquema multinomial, esto implica que el estimador para p(ia) está dado por:

p̂(ia) =
n(ia)

|n|
. (2.18)

Lauritzen (1996, p. 82) prueba que, bajo los tres esquemas de muestreo, el estimador

máximo verośımil m̂(i) es único si satisface las ecuaciones de verosimilitud (2.17). Este

resultado nos permite identificar las ecuaciones que deben ser resueltas para obtener m̂(i),

sin embargo, no sugiere cómo resolverlas. Usualmente, se utilizan métodos iterativos para

resolver las ecuaciones de verosimilitud, tal como el algoritmo IPS (por sus siglas en

inglés Iterative Proportional Scaling), también conocido como algoritmo IPF (Iterative

Proportional Fitting), el cual fue propuesto por Deming y Stephan (1940).

Algoritmo IPS

1. Sea m̂(0)(i) un valor inicial, generalmente igual a 1.

2. La función de iteración para m̂(t)(i) está dada por

m̂(t)(i) = m̂(t−1)(i)
n(iaj)

m̂(t−1)(iaj)
, j = 1, 2, · · · , k.

Donde iaj es el vector marginal definido por el elemento aj dentro de la clase gene-

radora del modelo jerárquico. Para cada iteración en el algoritmo, existen k pasos

intermedios, correspondiente a cada elemento en la clase generadora.

3. El algoritmo se detiene cuando m̂(iaj) = n(iaj).

Edwards et al. (2012, p. 35) mencionan que si las clases generadoras provienen de algún

ordenamiento perfecto (p. 16), el algoritmo converge en una iteración. De otro modo, el

algoritmo converge en dos iteraciones para modelos gráficos. Otro criterio que se utiliza
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para detener el algoritmo es fijar un error. Si el valor absoluto de la diferencia entre los

valores estimados y observados es menor al error, entonces el algoritmo se detiene.

Si el modelo es gráfico, las estad́ısticas suficientes corresponderán al número de ob-

servaciones marginales determinadas por los cliques de su gráfica asociada.

Para ilustrar este algoritmo, consideremos un modelo jerárquico con 4 variables,

{A,B,C,D} para los datos de la tabla 2.1. Usando la notación punto, el modelo jerárquico

queda expresado como:

logm(a, b, c, d) = u+ uA(a) + uB(b) + uC(c) + uD(d) + uAB(ab) + uAC(ac)

+uBC(bc) + uCD(cd) + uAD(ad) + uABC(abc) + uACD(acd).

En este ejemplo existen los elementos de clase generadora son {{A,B,C}, {A,C,D}}. Las

estad́ısticas suficientes del modelo están dadas por n(a, b, c, .) y n(a, ., c, d). De manera

que la primera iteración del algoritmo IPF tiene dos pasos:

m
(1)
1 (a, b, c, d) = m̂(0)(a, b, c, d)

n(a, b, c, .)

m̂(0)(a, b, c, .)
,

m
(1)
2 (a, b, c, d) = m̂

(1)
1 (a, b, c, d)

n(a, ., c, d)

m̂
(1)
1 (a, ., c, d)

.

En la tabla 2.4 se ilustra la primera iteración del algoritmo IPS para el modelo jerárquico

con clases generadoras {{A,B,C}, {A,C,D}}.

A B C D n(i) m(0)(i) m
(1)
1 (i) m

(1)
2 (i)

śı śı śı śı 79 1 73 80.02

no 67 1 73 65.97

no śı 197 1 188 195.59

no 179 1 188 180.40

no śı śı 217 1 197 215.97

no 177 1 197 178.02

no śı 22 1 22.5 23.41

no 23 1 22.5 21.59

no śı śı śı 82 1 61 75.02

no 40 1 61 46.97

no śı 258 1 209.5 255.82

no 161 1 209.5 163.18

no śı śı 156 1 76 162.97

no 109 1 76 102.03

no śı 43 1 36 45.18

no 31 1 36 28.81

Tabla 2.4: Primera iteración del algoritmo IPF para el modelo jerárquico log-lineal

(ABC,ACD).
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Para modelos gráficos descomponibles, el teorema de Hammersley-Clifford nos asegura

que la distribución de p(i) puede factorizarse como:

p(i) =

∏
C∈C p(iC)∏

S∈S p(iS)ν(S)
,

donde C es el conjunto de cliques de la gráfica asociada G, S el conjunto de separadores

y ν(S) la multiplicidad del conjunto separador S. En este caso, la frecuencia esperada en

la celda i está dada por la siguiente expresión

m(i) =

∏
C∈Cm(iC)∏

S∈S m(iS)ν(S)
.

Por lo tanto, un estimador para la frecuencia esperada está dada por

m̂(i) =

∏
C∈C n(iC)∏

S∈S n(iS)ν(S)
.

En donde los estimadores obtenidos por máxima-verosimilitud para m(iC) y m(iS)

son n(iC) y n(iS).

2.4.2. Bondad de Ajuste

Una vez ajustado un modelo log-lineal M , es importante evaluar si dicho modelo es

consistente con los datos. Para esto, se define la devianza del modelo como dos veces el

logaritmo del cociente de verosimilitudes:

d = −2 log
L(m̂)

L(m̂s)
= 2 [`(m̂s)− `(m̂)] ,

donde m̂ maximiza la log-verosimilitud de los datos bajo el modelo M , y m̂s maximiza

la log-verosimilitud bajo el modelo saturado. Este último, tiene el mismo número de

parámetros que observaciones, por lo tanto, el ajuste a los datos es perfecto, m̂s(i) = n(i).

Usualmente, a esta estad́ıstica se le conoce como la devianza residual del modelo.

Como se vio en la sección 2.4.1, bajo los tres esquemas de muestreo, el kernel de la

función de log-verosimilitud es igual a:∑
i∈I

n(i) logm(i)−
∑
i∈I

m(i).

En este caso, la devianza para el modelo M está dada por:

d = 2 [`(m̂s)− `(m̂)]

= 2

[∑
i∈I+

n(i) log
n(i)

m̂(i)
−
∑
i∈I

(n(i)− m̂(i))

]
,

donde

I+ = {i ∈ I | n(i) > 0}.
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Bajo el supuesto de la distribución multinomial se tiene que
∑

i∈I m̂(i) = |n|. Por lo

tanto, la expresión para la devianza se reduce a

d = 2
∑
i∈I+

n(i) log
n(i)

m̂(i)
.

Dado el modelo M , la estad́ıstica d tiene asintóticamente una distribución χ2
(p−q),

donde los grados de libertad p−q es igual a la diferencia del número de parámetros libres

(linealmente independientes) del modelo saturado y el modelo M (Edwards et al., 2012,

p. 36). De esta manera, usando la estad́ıstica de devianza se puede probar la hipótesis

nula de que los parámetros que están en el modelo saturado y que no están contenidos

en M son iguales a cero. Para un nivel de significancia α se rechaza la hipótesis nula si

d ≥ χ2
(p−q,1−α),

donde χ2
(p−q,1−α) es igual al cuantil 1−α de una χ2 con grados de libertad p− q. Si no se

rechaza la hipótesis nula, entonces el modelo M es consistente con los datos.

Asimismo, la devianza nos permite comparar la bondad de ajuste para dos modelos

anidados M1 ⊂ M0, es decir, M1 es un caso particular de M0. La devianza entre estos

dos modelos es igual a la diferencia de sus devianzas residuales:

d01 = d0 − d1 = −2 log
L(m̂0)

L(m̂1)
= 2

∑
i∈I+

n(i) log
m̂0(i)

m̂1(i)
.

Asintóticamente, la estad́ıstica d01 tiene una distribución χ2
(p0−p1), donde p0 y p1 son

iguales al número de parámetros libres de los modelos M0 y M1, respectivamente, con

p1 < p0. En este caso, la devianza se utiliza para probar si los términos en el modelo M0

que no están contenidos en M1 son iguales a cero. Si no se rechaza la hipótesis nula, el

modelo M1 ajusta a los datos tanto como el modelo M0, y por lo tanto, resulta un modelo

con más parsimonia que el modelo M0.

De manera alternativa, la estad́ıstica de Pearson X2 se utiliza para evaluar el ajuste del

modelo, la cual corresponde a una aproximación de la devianza, cuya expresión está dada

por

X2 =
∑
i∈I+

[n(i)− m̂(i)]2

m̂(i)
.

Bajo el modelo M , la estad́ıstica de Pearson tiene la misma distribución asintótica que la

devianza. Para valores cercanos de m(i) a n(i), las estad́ısticas de devianza y de Pearson

son equivalentes.

Otro de los elementos a considerar en bondad de ajuste, es determinar los grados

de libertad de la distribución. Para modelos jerárquicos, la siguiente regla nos permite

calcular de manera recursiva la dimensión del modelo (Lauritzen, 1996, p. 86).

1. Los subespacios formados por los factores del modelo tienen dimensión igual a

dimMF = |Ia| =
∏
δ∈a

|Iδ|.

Si a = {∅}, entonces dimMF = 1.
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2. Si el modelo M tiene clases generadoras A = A1 ∪ A2, entonces la dimensión del

modelo es igual a:

dimMA = dimMA1 + dimMA2 − dimMA1∩A2 .

Por ejemplo, para el modelo de asociación homogénea (2.10), su conjunto de clases

generadoras está dado por A = {A1, A2, A3}, con A1 = {1, 2}, A2 = {1, 3} y A3 = {2, 3}.
En este caso, la dimensión del modelo MA está dada de la siguiente manera:

dimMA = dimMA1 + dimMA2∪A3 − dimMA1∩(A2∪A3)

= dimMA1 + (dimMA2 + dimMA3 − dimMA2∩A3)

−(dimMA1∩A2 + dimMA1∩A3 − dimMA1∩A2∩A3)

= |I1||I2|+ |I1||I3|+ |I2||I3| − |I3| − |I1| − |I2|+ 1.

En consecuencia, la devianza del modelo se distribuye χ2 con grados de libertad igual a

p− q = dimMs − dimMA

= |I1||I2||I3| − (|I1||I2|+ |I1||I3|+ |I2||I3| − |I3| − |I1| − |I2|+ 1)

= (|I1| − 1)(|I2| − 1)(|I3| − 1),

donde dimMs es la dimensión del modelo saturado e igual al número de celdas en la tabla

de contingencia. Cabe mencionar que los grados de libertad de la distribución χ2 están

restringidos a que m̂(i) > 0, de lo contrario, se debe corregir la dimensión del modelo.

Para esto, primero debemos analizar qué mecanismo está generando que m̂(i) = 0.

Para una tabla de contingencia con celdas vaćıas n(i) = 0, el estimador de la frecuen-

cia esperada en la celda i es igual m̂(i) = 0. En este caso, estas celdas vaćıas pueden ser

de dos tipos (Agresti, 2003, pp. 391-392):

i) Ceros muestrales. En este caso, aunque no se haya observado individuos en la celda

i, la frecuencia esperada en la celda es positiva, m(i) > 0. De manera que para

tamaños de muestra grande, es posible observar n(i) > 0.

ii) Ceros estructurales. En este caso, por definición m(i) = 0, es decir, no está permi-

tido que haya observaciones en la celda i, por ejemplo, para un estudio de cáncer,

si clasificamos de acuerdo al género y tipo de cáncer (h́ıgado, próstata, ovario, etc),

es imposible observar pacientes hombres con cáncer de ovario.

Para corregir los grados de libertad de la estad́ıstica de prueba, Bishop et al. (2007,

p. 115) proponen contar el número de celdas con ceros estimados, ze, y el número de

parámetros que no pueden ser estimados, zp. De tal manera que la corrección para los

grados de libertad está dada por:

g.l.′ = g.l.− ze + zp.

No obstante, si la tabla es poco densa, es decir, las frecuencias estimadas m̂(i) son

pequeñas, la aproximación a la distribución χ2 es pobre (Edwards et al., 2012, p. 37).
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Una alternativa para evaluar el ajuste del modelo, es probar independencias condicio-

nales en el modelo. De esta manera, si en la tabla de contingencia hay celdas vaćıas, la

estad́ıstica de devianza para independencia condicional estará calculada con base en las

tablas marginales, las cuales son más densas con respecto a la tabla completa (Edwards

et al., 2012, p. 37). En este caso, el análisis se enfoca a modelos gráficos descomponibles.

Sea M1 ⊂ M0, dos modelos gráficos descomponibles tales que sólo difieren por una

arista (α, β). En este caso, existe un sólo clique de M0, denotado por C∗ tal que con-

tiene a la arista (α, β). De manera que la hipótesis nula de independencia condicional

Iα |= Iβ|IV \{α,β} está calculada con base en la tabla marginal generada por el clique C∗.

Por ejemplo, para los datos de la tabla 2.1 consideremos los modelos M0 y M1 con

conjunto de cliques C0 = {{A,B,C}, {A,C,D}} y C1 = {{B,C}, {A,C,D}}. Sus gráficas

asociadas están dadas en la figura 2.3.

A B

CD

(a) G0 = (V,E0)

A B

CD

(b) G1 = (V,E1)

Figura 2.3: Modelos gráficos descomponibles. (a) Gráfica asociada al modelo jerárquico M0,

con clases generadoras C0 = {{A,B,C}, {A,C,D}}; (b) Gráfica asociada al modelo jerárquico

anidado M1, con clases generadoras C1 = {{B,C}, {A,C,D}}.

A partir de esta última figura, se observa que los modelos M0 y M1 difieren por

la arista (A,B), la cual está contenida en el clique C∗ = {A,B,C} de M0. En ambos

modelos su conjunto separador es igual {A,C}, considerando que ambos son modelos

descomponibles, las frecuencias estimadas para la celda i bajo los modelos M0 y M1 son

iguales a

m̂0(a, b, c, d) =
n(a, b, c, .)n(a, ., c, d)

n(a, ., c, .)
, m̂1(a, b, c, d) =

n(., b, c, .)n(a, ., c, d)

n(a, ., c, .)
.

En este caso, la devianza entre estos dos modelos está dada por:

d01 = 2
∑
i∈C∗

n(i) log
m̂0(i)

m̂1(i)
= 2

∑
a∈A

∑
b∈B

∑
c∈C

n(a, b, c) log
n(a, b, c)

n(b, c)
.

Para valores grandes de d01 se rechaza la hipótesis nula, es decir, Iα 6⊥⊥ Iβ|IV \{α,β}. Por

lo tanto, se concluye que la arista (A,B) es significativa en el modelo M0.

En particular, si M0 es el modelo saturado, entonces hay necesariamente un único

clique correspondiente al conjunto de vértices y correspondiente también al conjunto

que contiene a la arista (α, β) (Lauritzen, 1996, p. 101). En este caso, la estad́ıstica de

devianza para probar independencia condicional queda expresada como:

d = 2
∑
i∈I

n(i) log
n(iV \{α,β})n(i)

n(iV \{α})n(iV \{β})
. (2.19)
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Lo anterior se deriva del hecho de que el modelo es descomponible y al quitar la arista

(α, β), se obtiene una subgráfica descomponible con dos cliques, V \{α} y V \{β}, donde

el conjunto separador es (α, β).

En un caso más general, para probar la hipótesis nula de independencia condicional

Iα |= Iβ|IW , con W ⊂ V , es equivalente a probar la significancia de la arista (α, β) en el

modelo saturado definido por las variables {Iα, Iβ, IW}, por ejemplo, si W es un conjunto

de dos variables binarias, IW corresponde a una variable aleatoria con 4 posibles valores.

En este caso, si definimos a S como una nueva variable que toma valores en un conjunto

igual a las combinaciones formadas por las variables en W , la estad́ıstica de prueba

puede reexpresarse como Iα |= Iβ|IS, la cual está definida en una tabla de dimensión tres

(Edwards et al., 2012, p. 39). La devianza queda expresada como:

d = 2
∑
i∈I

n(iα, iβ, iS) log
n(iα, iβ, iS)n(iS)

n(iα, iS)n(iβ, iS)

=
∑
iS∈IS

2
∑
iα∈Iα

∑
iβ∈Iβ

n(iα, iβ, iS) log
n(iα, iβ, iS)n(iS)

n(iα, iS)n(iβ, iS)

=
∑
iS∈IS

dis

donde dis es la devianza del modelo de independencia condicional de Iα y Iβ para un nivel

de IS.

Si ahora consideramos una sucesión de modelos gráficos descomponibles G0 ⊂ · · · ⊂
Gk = G tales que sólo difieren por una arista, la devianza del modelo G puede particionarse

como (Lauritzen, 1996, p. 103):

d = −2 log
L(G0)

L(G)
=

k∑
j=1

dj. (2.20)

Finalmente, para determinar la dimensión para un modelo gráfico descomponible, el

resultado 4.35 mostrado en Lauritzen (1996, p. 105), afirma que

dimMC =
∑
C∈C

∏
δ∈C

|Iδ| −
∑
S∈S

ν(S)
∏
δ∈S

|Iδ|,

donde C es el conjunto de cliques del modelo, S el conjunto de separadores y ν(S) la

multiplicidad del conjunto S.

2.4.3. Selección del modelo

En general, los métodos de selección para modelos gráficos consisten en agregar o

eliminar aristas de una gráfica asociada G. Edwards (2000, sec. 6) clasifica estos métodos

en tres categoŕıas.

1. Selección stepwise. A partir de un modelo inicial, las aristas son agregadas o elimi-

nadas sucesivamente hasta satisfacer algún criterio.
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2. Métodos de búsqueda global, los cuales consisten de algoritmos para encontrar los

modelos más simples consistentes con los datos.

3. Métodos de selección basados en el criterio de verosimilitud penalizada. Dado un

conjunto de modelos elegibles, se selecciona aquel que minimice la función de vero-

similitud penalizada.

Usualmente, para la selección de modelo se utiliza alguna combinación de los métodos

anteriores. Para el primer tipo, en cada paso, la inclusión o exclusión de las aristas elegibles

está basada en pruebas de significancia. La selección stepwise puede realizarse en alguna

de las dos direcciones:

i) Backward. En este caso, las aristas son eliminadas sucesivamente del modelo inicial.

En cada paso se obtienen las devianzas de exclusión para las aristas elegibles, es

decir, la devianza entre modelos sucesivos que sólo difieren por la arista eliminada,

lo cual es equivalente a probar la significancia de dicha arista. El siguiente paso es

eliminar la arista con el mayor p-value, dado un nivel de significancia especificado.

El procedimiento se detiene cuando todas las aristas son significativas.

ii) Forward. En este caso, las aristas son agregadas sucesivamente, dado un modelo

inicial. En cada paso, se obtienen las devianzas de inclusión, estos es, la devianza

entre los modelos con la arista añadida y el modelo inicial, lo que es equivalente a

probar la significancia de la arista agregada. Se selecciona el modelo con la arista

más significativa, es decir, con el p-value más pequeño.

En ambos métodos es posible utilizar la estad́ıstica de Pearson para evaluar la signifi-

cancia de las aristas en cada paso. Para la selección backward, ésta satisface el principio de

coherencia, es decir, para dos modelos anidados, M1 ⊂ M0, si M0 es rechazado entonces

M1 también debe ser rechazado (Edwards, 2000, p. 165).

Una variante de estos métodos es headlong search (Edwards et al., 2012, p. 44). En

este método, para cada paso, el orden en que son probadas las aristas es aleatoria, y se

selecciona la primera arista en satisfacer el criterio de inclusión o exclusión. Este tipo de

selección es conveniente cuando el número de parámetros es grande.

Adicionalmente, Whitakker (1990, p.252) propone una combinación de los métodos

de selección stepwise, el cual consiste en dos pasos.

1. Obtener la gráfica independiente. Para esto, se calculan las devianzas de exclusión

para cada arista del modelo saturado y se eliminan aquellas con p-values mayores

a un nivel de significancia especificado. A la gráfica obtenida la denotamos por G1.

2. Con la gráfica G1, obtenemos las devianzas de inclusión de las aristas eliminadas en

el paso anterior. Todas las aristas significativas se agregan a la gráfica G1 y obtene-

mos la gráfica G2.

Entre los métodos de búsqueda global, se puede mencionar el algoritmo EH, propuesto

por Edwards y Havranek (1985), y descrito en Edwards (2000, p. 167). Para una sucesión
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de modelos ajustados, éstos se clasifican, con base en la devianza del modelo, en acep-

tados y rechazados. Usando el principio de coherencia, para un modelo rechazado, todos

sus submodelos también son rechazados. En este caso, para cada etapa de la búsqueda se

hace la siguiente partición: i) débilmente aceptados, si el modelo contiene un submodelo

aceptado, ii) débilmente rechazado, si el modelo contiene uno o más submodelos recha-

zados y iii) indeterminado, si el modelo tiene submodelos por clasificar. El siguiente paso

del algoritmo es clasificar todos los submodelos minimales o máximales en el conjunto

indeterminado. El proceso se detiene hasta que todos los submodelos son clasificados en

débilmente aceptados y rechazados. En este caso, el modelo seleccionado es el submodelo

minimal aceptado.

Una variante de este método, es el propuesto por Whitakker (1990, p. 253). Un modelo

M es adecuado si la devianza del modelo M es pequeña. En este caso, la selección del

modelo consiste en obtener el modelo adecuado minimal, es decir, si M es adecuado,

entonces no contiene ningún modelo anidado N que también sea adecuado.

Finalmente, los métodos basados en el criterio de verosimilitud son procedimientos que

se emplean para seleccionar modelos que no son anidados. Supongamos un conjunto de

modelos Mj, j = 1, . . . , R. El criterio de verosimilitud penalizada consiste en seleccionar

el modelo Mj que minimice la expresión

−2 logL(m̂j(i)) + kpj, j = 1, . . . , R,

donde pj es el número de parámetros libres del modelo Mj y k una constante positiva de

penalización.

El criterio de información de Akaike (AIC) es un caso particular, donde la constante

de penalización es k = 2. Otro alternativa es utilizar el criterio de información Bayesiana

(BIC), donde la constante de penalización es igual al logaritmo del tamaño de muestra,

k = log |n|. En ambos casos, la constante k penaliza aquellos modelos con mayor núme-

ro de parámetros, siendo el BIC más severo, por lo que tenderá a seleccionar modelos

más simples. La elección de la constante de penalización dependerá de la aproximación

asintótica que se desee utilizar. En el caso del AIC, éste se aproxima asintóticamente a

la divergencia de Kullback-Leibler entre el modelo verdadero y estimado. Para el BIC,

corresponde a seleccionar, asintóticamente, el modelo con mayor probabilidad posterior

(Edwards et al., 2012, p. 43).

Asimismo, el criterio de verosimilitud penalizada se puede utilizar para evaluar la

significancia de cada arista en la selección stepwise. Para la dirección backward, en cada

paso, la arista que se elimina es la que tenga la diferencia más pequeña de AIC ó BIC

entre modelos sucesivos. De manera análoga, con dirección forward, la arista agregada en

cada paso será aquella con la mayor diferencia de AIC ó BIC.

Cabe mencionar que para obtener modelos gráficos descomponibles, en cada etapa

de selección se agrega o elimina la arista tal que la gráfica obtenida sea descomponible.

De esta manera, este tipo de método es menos eficiente con respecto a seleccionar un

modelo solamente gráfico; sin embargo, los modelos descomponibles tienen la ventaja de

ser fácilmente interpretados.
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En conclusión, los métodos de selección son útiles para explorar los datos cuando

no se tiene ningún supuesto sobre la asociación entre las variables, además, permiten

identificar si el modelo propuesto está sobre-ajustado, es decir, si hay variables que no

son significativas para el ajuste. De manera rećıproca, pueden identificar interacciones

que no estaban consideradas en el modelo propuesto y que resulten en un mejor ajuste.

2.5. Modelo log-lineal expresado como un GLM

Otra manera para obtener los estimadores máximo-verosimiles {m̂(i)}i∈I es expresar

el modelo log-lineal como un modelo lineal generalizado (GLM). Para un estudio más

detallado ver e.g. Agresti (2003). En un GLM se tienen tres elementos:

1. Componente aleatorio que consiste de una variable respuesta y con observaciones

independientes y = (y1, . . . , yn), donde y es una variable aleatoria con una distri-

bución de probabilidad perteneciente a la familia exponencial.

2. Componente sistemático que consiste de un vector η = (η1, . . . , ηn) y un conjunto de

variables explicativas (x1, . . . , xp) tales que existe una combinación lineal de éstas

que es igual a ηi, esto es

ηi =

p∑
j=1

xijβj,

donde β = (β1, . . . , βp) es un vector de parámetros y xij es el valor observado de la

variable j para el individuo i. Al vector η se le conoce como el predictor lineal del

modelo.

3. Una función liga g(·) que relaciona la esperanza del componente aleatorio, µi, con

el sistemático.

g(µi) = ηi =
∑
j

xijβj

.

Para el componente aleatorio, se dice que la variable aleatoria y pertenece a la familia

exponencial si su función de densidad puede expresarse como:

f(yi; θi, φ) = exp

(
yiθi − b(θi)

a(φ)
+ c(yi, φ)

)
, (2.21)

donde θi se le conoce como el parámetro canónico y φ es un parámetro de dispersión

conocido. La función b(θ) se le conoce como la función cumulante, donde b′(θ) = E(Yi) y

var(Yi) = a(φ)b′′(θ). Si la función liga g(·) transforma la media en el parámetro canónico

se le denomina liga canónica.

En un modelo log-lineal, si el número de observaciones en cada celda de la tabla de

contingencia se supone tiene una distribución Poisson de media m(i), entonces se puede

especificar un GLM de la siguiente forma.

logm(i) =

p∑
j=1

xijβj, (2.22)
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donde el componente aleatorio está dado por la variable aleatoria Poisson N(i), la cual

tiene una distribución perteneciente a la familia exponencial

P (N(i) = n(i)) = exp {n(i) logm(i)−m(i)− log n(i)!} ,

donde θ = logm(i), b(θ) = exp(θ) y a(φ) = 1. En un modelo log-lineal la función liga es

canónica.

Para el componente sistemático, el vector de parámetros está determinado por el

conjunto de interacciones del modelo y la matriz xij por la matriz diseño, definida como:

xij =

{
1 si βj está en m(i)

0 en otro caso

Por ejemplo, en la sección 2.3 se mostró que el modelo log-lineal de independencia

para I1 y I2 se puede expresar de manera matricial como:
logm(1, 1)

logm(1, 0)

logm(0, 1)

logm(0, 0)

 =


1 1 0 1 0

1 1 0 0 1

1 0 1 1 0

1 0 0 0 1

 [u u1(1) u1(0) u2(1) u2(0)
]T
.

En este caso, el vector de parámetros es β = [u, u1(1), u1(0), u2(1), u2(0)]T . Para obtener

una solución, es necesario especificar alguna restricción sobre los parámetros, por ejemplo,

usando variables dummy con u1(1) = u2(1) = 0 valores de referencia, la matriz diseño es

X =


1 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

1 0 0 0 0


Por otra parte, si utilizamos la restricción

∑
i1
u1(i1) =

∑
i2
u2(i2) = 0, entonces la

matriz diseño queda expresada como

X =


1 1 0 1 0

1 1 0 0 −1

1 0 −1 1 0

1 0 −1 0 −1


Al definir un modelo log-lineal como un GLM, el procedimiento para obtener {m̂(i)}

se hace por métodos iterativos como Newton-Rhapson o Fisher-Score, e.g. Agresti (2003,

pp. 342-343). No obstante, estos métodos son imprecisos para dimensiones grandes de β.

Una de las ventajas de utilizar un GLM para el ajuste de un modelo log-lineal es que

se puede cuantificar las interacciones y hacer un análisis de residuos.

Otra relación existente entre un modelo log-lineal y un GLM, es una regresión loǵıstica.

En este modelo, la variable respuesta es binaria. Algunos autores como Agresti (2003,

sec 8.5), Von-Eye y Mung (2013, sec. 15.2) han descrito esta relación para casos muy

particulares. En modelos gráficos log-lineales, la relación con la regresión loǵıstica es

fácil de identificar utilizando la gráfica asociada. En la sección siguiente, se describe el

procedimiento para definir regresiones loǵısticas basadas en un modelo gráfico log-lineal.
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2.6. Relación de un modelo gráfico log-lineal y el mo-

delo de regresión loǵıstica

En modelos gráficos log-lineales el interés principal es describir la estructura de asocia-

ción entre las variables categóricas. No obstante, si alguna de estas variables categóricas

es binaria, se puede calcular su momio condicional dado el resto de las variables. De esta

manera, podŕıa ser de interés plantear una regresión loǵıstica, donde la variable bina-

ria sea la variable respuesta, y las variables restantes como explicativas. Por ejemplo,

supongamos el siguiente modelo de independencia condicional:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u12(i1, i2) + u13(i1, i3)

Para este modelo, supongamos que I1 es la variable respuesta. Con base en el modelo

gráfico log-lineal, el momio condicional de I1 dado los niveles fijos de I2 e I3 puede

expresarse como:

log
p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3)

p(I1 = 0|I2 = i2, I3 = i3)
= log

m(1, i2, i3)

m(0, i1, i3)

= logm(1, i2, i3)− logm(0, i2, i3)

= [u+ u1(1) + u2(i2) + u3(i3) + u12(i1, i2) + u13(1, i3)]

− [u+ u1(0) + u2(i2) + u3(i3) + u12(0, i2) + u13(0, i3)]

= [u1(1)− u1(0)] + [u12(1, i2)− u12(0, i2)] +

[u13(1, i3)− u13(0, i3)] .

En este caso, observamos que los términos dentro del primer paréntesis son constantes;

en el segundo, sólo dependen del valor que toma la variable I2, y en el tercer paréntesis,

los términos sólo dependen de I3. Por lo tanto, la regresión loǵıstica asociada al momio

condicional de I1 tiene como variables explicativas a I2 y I3:

logit p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3) = log
p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3)

p(I1 = 0|I2 = i2, I3 = i3)
= β0 + β2(i2) + β3(i3).

En este caso, los parámetros en la regresión loǵıstica se interpretan de la siguiente

manera. Supongamos que I2 e I3 son variables binarias que indican ausencia (= 0) o

presencia (= 1) de alguna caracteŕıstica del individuo. Dado un valor fijo de I3, el momio

para un individuo con la caracteŕıstica I2 es

p(I1 = 1|I2 = 1, I3 = i3)

p(I1 = 0|I2 = 1, I3 = i3)
= exp [β0 + β2 + β3(i3)] .

De manera análoga, el momio para un individuo que no presenta la caracteŕıstica I2 es

p(I1 = 1|I2 = 0, I3 = i3)

p(I1 = 0|I2 = 0, I3 = i3)
= exp [β0 + β3(i3)] .
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De manera que la razón de momios queda expresada en función del coeficiente β2

p(I1 = 1|I2 = 1, I3 = i3)/p(I1 = 0|I2 = 1, I3 = i3)

p(I1 = 1|I2 = 0, I3 = i3)/p(I1 = 0|I2 = 0, I3 = i3)
= exp(β2).

Para este ejemplo, la probabilidad de ocurrencia para la variable respuesta, I1, dada las

variables explicativas es igual a:

p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3) =
exp [β0 + β2(i2) + β3(i3)]

1 + exp [β0 + β2(i2) + β3(i3)]
. (2.23)

Si consideramos el modelo gráfico, la probabilidad para el mismo evento está dada por:

p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3) =
p(I1 = 1, I2 = i2, I3 = i3)

p(I2 = i2, I3 = i3)

=
m(1, i2, i3)∑
i1
m(i1, i2, i3)

.

Al ser un modelo gráfico descomponible, la frecuencia en la celda i, m(i), puede expresarse

en términos de la descomposición de la gráfica, esto es

m(i1, i2, i3) =
m(i1, i2, .)m(i1, ., i3)

m(i1, ., .)
.

Por lo tanto, la probabilidad estimada bajo el modelo gráfico es

p(I1 = 1|I2 = i2, I3) =
m(1, i2, .)m(1, ., i3)/m(1, ., .)∑
i1
m(i1, i2, .)m(i1, ., i3)/m(i1, ., .)

.

Por otra lado, dado el modelo log-lineal (12, 13), el momio condicional de I2 dado los

valores de I1 y I3 puede expresarse como:

log
p(I2 = 1|I1 = i1, I3 = i3)

p(I2 = 0|I1 = i1, I3 = i3)
= log

m(i1, 1, i3)

m(i1, 0, i3)

= logm(i1, 1, i3)− logm(i1, 0, i3)

= [u+ u1(i1) + u2(1) + u3(i3) + u12(i1, 1) + u13(i1, i3)]

− [u+ u1(i1) + u2(0) + u3(i3) + u12(i1, 0) + u13(i1, i3)]

= [u2(1)− u2(0)] + [u12(i1, 1)− u12(i1, 0)] .

En este caso, el momio condicional sólo depende de la variable I1. Por lo tanto, la regresión

loǵıstica asociada a la variable respuesta I2 sólo tiene como variable explicativa a I1:

logit p(I2 = 1|I1 = i1) = β0 + β1(i1) (2.24)

Con estos dos ejemplos, es fácil notar que los términos para las regresiones loǵısticas con

variables respuesta I1 y I2, están dados por sus fronteras, bd(1) = {2, 3} y bd(2) = {1}
(ver figura 2.4) .
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1

2 3

Figura 2.4: Modelo gráfico, con clases generadoras {{1, 2}, {1, 3}}.

Más aún, a partir del modelo gráfico es posible identificar que términos de interacción

están presentes en la regresión loǵıstica. Por ejemplo, si ahora suponemos el siguiente

modelo gráfico con clases generadoras {{1, 2, 3}, {1, 3, 4}}, su expresión está dada por:

logm(i) = u+ u1(i1) + u2(i2) + u3(i3) + u4(i4) + u12(i1, i2) + u13(i1, i3) +

u14(i1, i4) + u23(i2, i3) + u34(i3, i4) + u123(i1, i2, i3) + u134(i1, i3, i4).

La gráfica asociada a este modelo log-lineal está dada por el siguiente diagrama.

1 2

34

Si suponemos que las 4 variables son binarias, los términos para cada regresión loǵıstica

se pueden identificar por medio de las interacciones dentro de los cliques de la gráfica

inducida por su frontera. Por ejemplo, en la figura 2.5a se muestra la gráfica inducida

por la frontera de la variable I1. En este caso, se observa que los cliques de la gráfica

son {{2, 3}, {3, 4}}. Por lo tanto, la regresión loǵıstica asociada a la variable I1 tiene dos

términos de interacción:

logit p(I1 = 1|I2 = i2, I3 = i3, I4 = i4) = β0 +β2(i2)+β3(i3)+β4(i4)+β23(i2i3)+β34(i3i4).

4 3

2

(a) Gbd(1)

1

3

(b) Gbd(2) = Gbd(4)

1

4

2

(c) Gbd(3)

Figura 2.5: Gráficas inducidas por la frontera de cada vértice en la gráfica G = (V,E), donde

V = {1, 2, 3, 4} y E = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 4)}.
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De manera análoga, las regresiones loǵısticas correspondientes a las variables I2, I3 e

I4 quedan determinadas por las siguientes expresiones.

logit p(I2 = 1|I1 = i1, I3 = i3) = β0 + β1(i1) + β3(i3) + β13(i1i3),

logit p(I3 = 1|I1 = i1, I2 = i2, I4 = i4) = β0 + β1(i1) + β2(i2) + β4(i4) + β12(i1i2) + β14(i1i4),

logit p(I4 = 1|I1 = i1, I3 = i3) = β0 + β1(i1) + β3(i3) + β13(i1i3).

En este caso, se observa que las regresiones loǵısticas con variables respuesta I2 ó I4

tienen los mismos términos, es decir, las probabilidades de ocurrencia dependen de las

mismas variables explicativas. Como se verá en el siguiente caṕıtulo, numéricamente las

probabilidades estimadas considerando un modelo gráfico y una regresión loǵıstica son

equivalentes si la gráfica inducida por la frontera de la variable respuesta es completa.

Cabe mencionar, que la relación entre un modelo gráfico log-lineal y una regresión

loǵıstica se puede generalizar para modelos log-lineales. El estudio de esta relación se

reporta en Ramı́rez-Aldana y Eslava-Gómez (2015).



Caṕıtulo 3

Aplicación

En este caṕıtulo se muestra el uso de los modelos gráficos log-lineales para modelar

las relaciones de asociación para 6 variables categóricas seleccionadas de la Encuesta

Nacional de Adicciones (ENA 2011). Estas variables corresponden al consumo de tabaco,

alcohol y drogas, las cuales se suponen como respuesta, y de las variables ingreso del

hogar, escolaridad y sexo como posibles variables explicativas.

La información utilizada para esta sección corresponde a individuos entrevistados

en la ENA 2011. La base de datos correspondiente consiste de 16,249 registros y 1007

campos. En el apéndice A de este trabajo se da una breve descripción de los cuestionarios

aplicados.

Para el ajuste de los modelos gráficos log-lineales se utilizó una muestra de 10,294

individuos en los grupos de edad de 18 a 65 años. Se usaron los paquetes gRbase y gRim

del software R para la estimación de los modelos.

3.1. ENA 2011

La ENA 2011 fue un estudio coordinado por diferentes organismos de salud pública. La

elaboración de los cuestionarios aplicados fueron llevados a cabo por el Instituto Nacional

de Psiquiatŕıa “Ramón de la Fuente Muñiz”, los cuales están orientados a recolectar

información acerca de los hogares e individuos.

El diseño muestral para la ENA 2011 estuvo a cargo del Instituto Nacional de Salud

Pública. La muestra seleccionada se realizó con un diseño de 4 etapas de selección y

estratificado por entidad federativa y tipo de urbanidad (rural, urbano y metropolitano).

Cada etapa de selección se describe en el apéndice A de este trabajo.

La ENA 2011 es una encuesta con representatividad nacional, por tipo de urbanidad y

para ochos regiones del páıs. Su objetivo principal es estimar las prevalencias de consumo

de alcohol, tabaco, y drogas. Asimismo, se busca evaluar las tendencias de consumo para

la población adolescente (de 12 a 17 años) y para la población adulta (18 a 65 años),

aśı como identificar algunos factores relacionados con el abuso y consumo de sustancias

para incidir en poĺıticas gubernamentales para el control de sustancias.

46
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3.2. Análisis exploratorio

Población de estudio

Se consideró la información recolectada por el cuestionario de individuos, con un

total de 16,249 personas entrevistadas. De esta muestra, se descartaron datos faltantes,

eliminándose 3,396 registros.

Debido al diseño de la muestra, existen hogares en donde se entrevistó un adulto y

un adolescente, en consecuencia, no se puede afirmar que las observaciones recolectadas

en un mismo hogar sean independientes. En este caso, para reducir la posible asociación

entre las observaciones de un mismo hogar, se consideró solo población adulta en el grupo

de edad de 18 a 65 años. El tamaño de muestra utilizado para este trabajo fue de 10,294

adultos.

Variables de interés

De acuerdo con el reporte de la ENA 2011, la encuesta tiene el propósito de estudiar

el uso, abuso y dependencia de sustancias psicoactivas. Para ello, el cuestionario se enfoca

en la estimación de las prevalencias de consumo de las sustancias de alcohol, tabaco y

drogas.

De acuerdo con el tiempo de consumo, la prevalencia de consumo se clasifica en tres

tipos.

a) Prevalencia alguna vez en la vida. Índice que considera a la población que re-

portó haber consumido alguna sustancia (alcohol, tabaco, drogas) por lo menos

una vez en la vida.

b) Prevalencia último año. Índice que considera a la población que reportó haber

tomado alguna sustancia por lo menos una vez en el año previo a la entrevista.

c) Prevalencia último mes. Índice que considera a la población que reportó haber

tomado alguna sustancia por lo menos una vez en los treinta d́ıas previos a la

entrevista.

Para la aplicación, en este trabajo, sólo se consideró la prevalencia de último año para

las sustancias de alcohol, tabaco, drogas médicas y drogas ilegales, recolectadas con las

siguientes preguntas dadas en el cuestionario de individuos:

Tabaco. ¿Fumó tabaco en los últimos 12 meses?

Drogas médicas. ¿Consumió en los últimos 12 meses opiáceos, tranquilizantes, se-

dantes, barbitúricos, anfetaminas o estimulantes?

Drogas ilegales. ¿Consumió en los últimos 12 meses mariguana, cocáına, crack, alu-

cinógenos, inhalables, heróına, estimulante tipo anfetamı́nico?

Alcohol. ¿Consumió en los últimos 12 meses alcohol?
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Asimismo, se seleccionaron las variables ingreso por hogar, edad, sexo y escolaridad

del entrevistado como posibles variables asociadas al consumo de sustancias. En la base de

datos, la variable ingreso está reportada por región económica: A, B y C. Se observó que

la diferencia entre los ingresos por región no eran significativas por lo que se decidió ig-

norar información acerca de la región económica. La descripción para las seis variables

categóricas seleccionadas se muestra en la tabla siguiente.

Variable Descripción Categoŕıas

sexo Género de la persona

entrevistada

1: masculino

2: femenino

escolaridad Último grado escolar que

completó en la escuela.

01: Primaria incompleta (1 a 5 años)

02: Primaria completa (6 años)

03: Secundaria incompleta (1 a 2 años)

04: Secundaria completa o equivalente (6 años)

05: Bachillerato incompleto (1 a 2 años)

06: Bachillerato completo o equivalente (3 años)

07: Estudios universitarios incompletos (1 a 3 años)

08: Estudios universitarios completos (4 a 5 años)

09: Estudios de posgrado (2 a 4 años)

ingreso Ingreso mensual del hogar 1: Menos de un salario mı́nimo

2: 1 salario mı́nimo

3: 2 salarios mı́nimos

4: >2 y ≤ 4 salarios mı́nimos

5: >4 y ≤ 6 salarios mı́nimos

6: >6 y ≤ 8 salarios mı́nimos

7: > 8 salarios mı́nimos

tabaco Consumo de tabaco en

los últimos 12 meses.

1: śı

2: no

drog med Consumo de drogas

médicas sin prescripción

en los últimos 12 meses.

1: śı

2: no

drog ileg Consumo de drogas

ilegales en los últimos 12

meses

1: śı

2: no

alcohol Consumo de alcohol en los

últimos 12 meses.

1: śı

2: no

Tabla 3.1: Codificación de las 6 variables seleccionadas para el ajuste de modelos gráficos

log-lineales.
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Objetivos

Dentro de los objetivos que se plantearon en esta sección están:

1. Ilustrar el uso de modelos gráficos para 6 variables categóricas seleccionadas de la

Encuesta Nacional de Adicciones 2011. Con esto, identificar posibles independencias

condicionales o marginales entre los factores de riesgo asociados a el consumo de

sustancias.

2. Ilustrar la relación que existe entre un modelo gráfico y las 3 regresiones loǵısti-

cas asociadas a cada sustancia de consumo. Aśı como comparar las probabilidades

estimadas obtenidas bajo ambos modelos.

Efecto del diseño muestral

Con la muestra de 10,294 adultos se evaluó el efecto del diseño muestral mediante la

variable ponde indiv final, reportada en la base de datos de individuos. Esta variable

corresponde al factor de expansión o peso muestral de la persona entrevistada. Esto tiene

el propósito de evaluar si el efecto del diseño debe ser considerado en el ajuste de un

modelo gráfico log-lineal.

Se obtuvieron las prevalencias estimadas del consumo de último año ignorando el

efecto del diseño muestral, esto al suponer un muestro aleatorio simple, y considerando

los pesos muestra del diseño. A continuación se reportan los valores obtenidos.

Alcohol Tabaco Drogas médicas Drogas ilegales

100× p̂∗ 52.78 22.70 0.97 1.45

[v̂ar(p̂∗)]1/2 0.27 0.25 0.06 0.07

IC 95 % 52.25 - 53.31 22.21 - 23.19 0.85 - 1.09 1.31 - 1.59

cve 0.51 1.01 6.19 4.82

100× p̂∗∗ 56.31 23.70 0.86 1.63

[v̂ar(p̂∗∗)]1/2 0.885 0.72 0.13 0.21

IC 95 % 54.57 - 58.03 22.30 - 25.10 0.60 - 1.10 1.21 - 2.04

cve 1.52 3.00 14.97 12.98

deff 3.27 2.92 1.99 2.87

Nota: valores obtenidos con la muestra de 10,294 adultos.
* Proporción estimada ignorando el efecto del diseño muestral.
** Proporción estimada considerando el diseño muestral.

Tabla 3.2: Estimación del porcentaje de la población para el consumo de sustancias de último

año.

En esta tabla se observa que para la variable alcohol, los intervalos de confianza consi-

derando e ignorando el efecto del diseño no se interceptan, por lo tanto, las estimaciones
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calculadas a partir de ignorar el diseño serán incorrectas. Para el resto de las variables,

los intervalos de confianza ignorando el efecto de diseño interceptan con los intervalos de

confianza considerando el efecto de diseño. Las gráficas para los intervalos de confianza

se muestra en el apéndice A de este trabajo.

De acuerdo con el coeficiente de variación cve, la estimación puntual más precisa

considerando el diseño fue la prevalencia del consumo de alcohol con un valor de 1.5 %.

Las sustancias drogas médicas e ilegales reportaron un cve mayor a 10 %, esto indica una

estimación imprecisa (Särndal et al., 1991, pp. 41-42).

Con relación al deff estimado, éste se define como el cociente entre las desviaciones

estándar estimadas del diseño muestral y un muestreo aleatorio simple, es decir

deff =

[
v̂ar(p̂∗∗)

]1/2
[v̂ar(p̂∗)]1/2

.

En la práctica, este valor se utiliza como referencia para medir la eficiencia del diseño

con respecto a un muestreo aleatorio simple. Para diseños complejos, usualmente el deff

es mayor a 1. En particular, para la ENA 2011, se observaron deff mayores a 1 para las

4 tipos de sustancias.

En resumen, considerando los pesos muestrales la sustancia que se estima con mayor

precisión es la variable alcohol. Esta sustancia tiene el mayor consumo en la muestra. Al

ignorar el diseño muestral, el intervalo de confianza para la variable alcohol no intercepta

con el intervalo obtenido con diseño, por lo tanto, las estimaciones obtenidas no serán

correctas. Dicho esto, se concluye que el efecto del diseño podŕıa ser incorporado al ajuste

del modelo. Sin embargo, los algoritmos que se utilizan para la selección de modelo no

consideran los pesos muestrales, por lo que se decidió ignorar.

Definición de las variables categóricas

De acuerdo a las estimaciones obtenidas, las prevalencias de consumo de drogas médi-

cas e ilegales son menores que el 2 %. Al realizar la clasificación cruzada para estas

variables se obtendrá una tabla con celdas vaćıas. Para obtener una tabla menos dis-

persa, se agregó en una sola variable el consumo de drogas médicas e ilegales, la cual

denominaremos como drogas.

Por otro parte, para simplificar el número de celdas posibles, las categoŕıas de la

variable escolaridad se agregaron en dos niveles: alta y baja. Para esto, se utilizó el grado

promedio de escolaridad de la población, reportado por el Censo de población y vivienda

2010, con un valor igual a 8.6 años, lo cual es equivalente a secundaria incompleta.

Análogamente, las categoŕıas de la variable ingreso del hogar se agregaron en dos

niveles: alta y baja. Para esta variable, se consideró la información de la Encuesta Nacional

de Ingresos y Gastos de los Hogares (ENIGH) 2010. En este caso, el ingreso del hogar se

reporta en deciles, por lo que se utilizó el cuantil 0.5 como criterio para clasificar, siendo

igual a 7,422 o equivalente a 4.13 salarios mı́nimos diarios. La codificación para estas

variables se muestra en la tabla 3.3.

En adelante, las variables categóricas se denotarán por sus iniciales: A, alcohol; D,

drogas; E, escolaridad; I, ingreso; S, sexo y T , tabaco.
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Variable Codificación Categoŕıas agregadas

escolaridad 1 : baja 01: Primaria incompleta (1 a 5 años)

02: Primaria completa (6 años)

03: Secundaria incompleta (1 a 2 años)

2 : alta 04: Secundaria completa o equivalente (6 años)

05: Bachillerato incompleto (1 a 2 años)

06: Bachillerato completo o equivalente (3 años)

07: Estudios universitarios incompletos(1 a 3 años)

08: Estudios universitarios completos (4 a 5 años)

09: Estudios de posgrado (2 a 4 años)

ingreso 1 : baja 1: Menos de un salario mı́nimo

2: 1 salario mı́nimo

3: 2 salarios mı́nimos

4: > 2 y ≤ 4 salarios mı́nimos

2 : alto 5: >4 y ≤ 6 salarios mı́nimos

6: > 6 y ≤ 8 salarios mı́nimos

7: > 8 salarios mı́nimos

Tabla 3.3: Descripción de las categoŕıas agregadas para las variables escolaridad e ingreso.

Una vez definidas las variables binarias se calcularon las razones de momios margi-

nales. En la tabla 3.4, la entrada (i, j) con i, j = 1, 2, . . . , 6 muestra la razón de momios

marginales de las variables (i, j).

S E I A T D

S 0.83 0.65 3.38 2.05 3.34

E 1.20 6.98 0.52 0.80 0.74

I 1.54 0.14 0.40 0.67 0.69

A 0.30 1.92 2.50 5.33 4.76

T 0.49 1.25 1.49 0.19 5.62

D 0.30 1.35 1.45 0.21 0.18

Tabla 3.4: Razón de momios marginales para las variables sexo (S), escolaridad (E), ingreso

del hogar (I), alcohol (A), tabaco (T ) y drogas (D).

A partir de esta tabla, se observa que la razón de momios entre alcohol y tabaco

es 5.33, esto indica que un individuo tiene una mayo probabilidad de consumir alcohol

que tabaco. De manera análoga, se tiene la misma relación entre las variables alcohol y

drogas, donde su razón de momios es 4.76. Finalmente, se observa que la razón de momios

entre las variables tabaco y drogas es 5.62. En este caso, se observa que el alcohol es la

sustancia preferida con respecto al tabaco y las drogas.

De acuerdo con las razones de momios, las variables que tienen un mayor grado de

asociación son escolaridad e ingreso, alcohol y tabaco, y tabaco y drogas.
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En la figura 3.1 se muestra la gráfica de mosaico por parejas. En la diagonal se mues-

tra la distribución de las observaciones para cada variable categórica. La interpretación

para las gráficas de mosaicos debajo de la diagonal está dada de la siguiente forma. Si

seleccionamos las variables sexo y escolaridad, su gráfica de mosaico se muestra en la en-

trada (2, 1). Para esta gráfica, la primera columna muestra la distribución de la variable

escolaridad dentro de la categoŕıa 1 de la variable sexo. Donde el color azul oscuro indica

la categoŕıa 1 de la variable escolaridad y el color azul claro indica la categoŕıa 2. De

manera análoga, la segunda columna muestra la distribución de la variable escolaridad

dentro de la categoŕıa 2 de la variable sexo. De esta manera, se observa que existe una

mayor proporción dentro de la población masculina (= 1) con escolaridad alta (= 2) com-

parada con la población femenina. Para las gráficas de mosaico por arriba de la diagonal,

la interpretación es simétrica con respecto a las variables.

En un caso más general, si utilizamos la gráfica de mosaico con las 6 variables, las

interpretaciones resultan dif́ıciles. Más adelante, se ajustarán modelos gráficos log-lineales

para interpretar la asociación entre las variables categóricas.

sexo

1

2

4468 5826

escolaridad

1

2

3888 6406

ingreso

1

2

8525 1769

alcohol

1

2

5433 4861

tabaco

1

2

2336 7958

drogas

1

2

231 10063

Figura 3.1: Gráfica de mosaico por parejas
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3.3. Modelos jerárquicos

Adicional al ajuste de modelos log-lineales gráficos, se ajustaron modelos jerárquicos.

Esto es con el objetivo de mostrar las ventajas de usar modelos gráficos log-lineales para el

análisis de variables categóricas. Para esto, se definieron distintos órdenes de interacción,

para luego seleccionar, de acuerdo con el Akaike (AIC), el orden de interacción óptimo,

es decir, aquel grado que minimice el AIC. Para el ajuste de modelos jerárquicos se

utilizó la rutina dmod de la libreŕıa gRim. En la tabla siguiente se reporta las estad́ısticas

de devianza y X2 de Pearson, aśı como los grados de libertad y AIC para cada modelo

jerárquico ajustado.

1Modelo 2|K| Devianza X2 g.l. AIC

(S, E, I, A, T, D) 6 3,822.89 4,954.525 57 64,472.31

(SE, SI, . . . , TD) 15 111.86 111.65 42 60,991.27

(SEI, SEA, . . . , ATD) 20 19.20 16.32 22 60,938.62

(SEIA, SEIT, . . . , IATD) 15 5.58 - 7 60,955.00

(SEIAT, . . . , EIATD) 6 0.00 - 1 60,961.42

1Conjunto de clases generadoras maximales.
2Cardinalidad del conjunto de clases generadoras maximales.

Tabla 3.5: Estad́ısticas de bondad de ajuste para diferentes modelos log-lineales jerárquicos.

Donde S, denota el sexo del inviduo; E, nivel escolaridad; I, ingreso por hogar; A, consumo de

alcohol; T , consumo de tabaco; D, consumo de drogas.

A partir de la tabla anterior, se observa que el modelo jerárquico de interacciones de

segundo orden minimiza el AIC, en donde su conjunto de clases generadoras consiste de

20 subconjuntos de dimensión 3.

Una vez seleccionado el modelo jerárquico con interacciones de segundo orden, se hizo

una selección de modelo con el comando stepwise del paquete gRim. Como se vio en la

sección anterior, aunque un modelo jerárquico no necesariamente es gráfico, siempre se

puede representar por medio de una gráfica. Con el método stepwise, la selección de un

modelo jerárquico está basado en agregar o eliminar aristas de la gráfica. Al utilizar este

método, la búsqueda del modelo es más eficiente con respecto a métodos espećıficos para

modelos log-lineales.

En la tabla 3.6 se reporta los modelos obtenidos para la selección stepwise en direc-

ciones backward y forward. En dirección backward el modelo inicial es el modelo jerárquico

con conjunto de interacciones de segundo orden. En este caso, el modelo seleccionado no

es gráfico, y por lo tanto, tampoco descomponible. En dirección forward, el modelo inicial

es el modelo de independencia. El modelo seleccionado es gráfico y descomponible.

De acuerdo con el valor del AIC, el mejor ajuste se obtuvo con el modelo jerárquico.

Las clases generadoras de este modelo son:

{{S,E, I}, {S,E,A}, {S, I, A}, {S,A, T}, {S,A,D}, {S, T,D}, {E, I, A}, {A, T,D}}
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Las interacciones de segundo orden para los 10 subconjuntos del modelo son significa-

tivas. Sin embargo, como se puede notar, resulta dif́ıcil identificar relaciones de asociación

para variables que no estén en una misma clase generadora. En la sección siguiente, se

ilustra el uso de modelos gráficos para interpretar relaciones de asociación entre las va-

riables.

Método de

selección
Clases generadoras del modelo AIC Gráfico Descomp.

backward {{S,E, I}, {S,E,A}, {S, I, A}, {S,A, T}, 60,921.68 No No

{S,A,D}, {S, T,D}, {E, I,A}, {A, T,D}}
forward {{I, S,A,E}, {D,S,A, T}} 60,923.99 Śı Śı

Tabla 3.6: Selección de modelos jerárquicos usando la opción stepwise.

La expresión para el modelo seleccionado es igual a

logm(i) = u+ uA(a) + · · ·+ uT (t) + uAD(ad) + · · ·+ uAT (at) + · · ·+ uST (st) +

uSEI(sei) + uSEA(sea) + uSIA(sia) + uSAT (sat) + uSAD(sad) +

uSTD(std) + uEIA(eia) + uATD(atd). (3.1)

3.4. Modelos gráficos log-lineales

Debido a que no hay información preliminar aportada por investigadores especialistas

en el tema, no fue posible identificar alguna estructura de asociación entre las variables.

Cabe mencionar que dentro de los modelos gráficos hay dos aspectos a considerar: la

estimación de los parámetros o de los valores ajustados y de la estimación de la estructura.

Para ajustar un modelo gráfico log-lineal se utilizaron métodos automatizados de

selección de modelo. Estos últimos, están basados en dos criterios: i) dirección de búsqueda

y ii) el tipo de modelo gráfico seleccionado.

Con el primer criterio, se realizó una selección stepwise en direcciones backward y

forward. Para el segundo criterio, en cada paso de la selección stepwise se tiene la opción

de que la inclusión o eliminación de las aristas estén restringidas a que la gráfica final

sea la de un modelo gráfico descomponible, es decir, se pueden obtener dos tipos de

modelos: gráficos y gráficos descomponibles. Al combinar estos dos criterios de búsqueda

se obtienen 4 procedimientos para la selección de modelo. Para datos de la ENA 2011, en

la tabla 3.7 se reporta el modelo obtenido. En este caso, al aplicar los 4 procedimientos

se obtuvo el mismo modelo, el cual fue gráfico y descomponible.

Modelo Tipo Devianza g.l. AIC BIC

{{I, S, A,E}, {D,S,A, T}} Gráfico descomponible 32.58 36 60,293 61,119.46

Tabla 3.7: Modelo gráfico log-lineal seleccionado.
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Para el modelo ajustado, se realizó la prueba de significancia del modelo. La estad́ıstica

para esta prueba está dada por la devianza residual, d = 32.58. Al comparar este valor

con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 36 grados de libertad (50.99, α = 0.05),

existe evidencia para no rechazar la hipótesis de que el modelo describe a los datos.

Otra manera de evaluar el ajuste del modelo es probar la hipótesis nula H0 de que

el modelo de independencia (ver tabla 3.6) describe a los datos, contra la hipótesis H1

de que el modelo ajustado describe a los datos. En este caso, el valor de la estad́ıstica

de prueba es la diferencia de devianzas 3, 822.89 − 32.58 = 3, 790.31. Al comparar éste

con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 21 grados de libertad (32.67, α = 0.05), se

rechaza la hipótesis nula, es decir, existe evidencia para suponer que el modelo ajustado

describe a los datos.

Finalmente, la expresión del modelo seleccionado es

logm(i) =u+ uA(a) + · · ·+ uT (t) + uAE(ae) + · · ·+ uST (st)+

uAde(ade) + · · ·+ uIST (ist) + uISAE(isae) + uDSAT (dsat). (3.2)

Su gráfica asociada G = (V,E) se muestra en la figura 3.2. Al ser un modelo gráfico

descomponible, el teorema de Hammersley y Clifford nos permite obtener la factorización

de la distribución conjunta mediante la descomposición de la gráfica del modelo. Para

esto, se utilizó el algoritmo MCS con el comando rip de la libreŕıa gRbase de R. Usando

la notación de punto, la frecuencia estimada en la celda (a, d, e, i, s, t) es

m̂(a, d, e, i, s, t) =
n(a, ., e, i, s, .)n(a, d, ., ., s, t)

n(a, ., ., ., s, t)
,

en donde el conjunto de clases generadoras es igual a C = {{A,E, I, S}, {A,D, S, T}},
y conjunto separador S = {A, S}. Se observa que la estimación se reduce a obtener

frecuencias marginales en tablas de contingencia de dimensión 4, lo cual representa una

reducción de 2 dimensiones.

Propiedades de Markov en el modelo gráfico log-lineal

Para identificar las relaciones de asociación para las variables alcohol, tabaco y drogas

se utilizaron las tres propiedades de Markov. En este caso, para la gráfica del modelo se

observó lo siguiente.

1. Propiedad de Markov por parejas. Esto es, para cualquier pareja de vértices no

adyacentes α 6∼ β , α |= β|V \ {α, β}.

a) La variable drogas es condicionalmente independiente de ingreso dada las va-

riables tabaco, sexo, alcohol y escolaridad, D |= I|{T, S,A,E}. Esto se puede

interpretar como: dado que conocemos las variables tabaco, sexo, alcohol y es-

colaridad, tener información sobre ingreso del hogar es irrelevante para obtener

información acerca de la variable drogas, y viceversa.

b) La variable drogas es condicionalmente independiente de escolaridad dada las

variables tabaco, ingreso, alcohol y sexo, D |= E|{T, I, A, S}.
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I
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Figura 3.2: Gráfica G = (V,E) asociada al modelo gráfico log-lineal descomponible. Con clases

generadoras C = {{A,E, I, S}, {A,D, S, T}} y conjunto separador S = {A,S}.

c) El consumo de tabaco es condicionalmente independiente del ingreso dada las

variables sexo, alcohol, escolaridad y drogas, T |= I|{S,A,E,D}.

d) El consumo de tabaco es condicionalmente independiente de la escolaridad

dada las variables ingreso, sexo, alcohol y drogas, T |= E|{I, S, A,D}.

Una consecuencia de la propiedad de Markov por parejas es la posibilidad de iden-

tificar que parejas de variables tienen una razón de momio condicional igual a 1.

En la siguiente tabla, se reportan la razón de momios marginales y condicionales

para vértices no adyacentes en la gráfica del modelo.

Pareja θIJ θ̂IJ θ̂IJ(R)

(D,E) 0.74 0.85 1

(D, I) 0.69 0.77 1

(T,E) 0.80 0.80 1

(T, I) 0.67 0.72 1

Tabla 3.8: Razón de momios condicionales y marginales para vértices no adyacentes en el

modelo. Las expresiones para θIJ , θ̂IJ y θ̂IJ(R) se muestran en la sección 3.4.

En la primera y segunda columna se observa que las razones de momios marginales

observadas y estimadas bajo el modelo gráfico son menores que 1, esto indica que

la ocurrencia de la primera variable es menos verośımil comparada con la segunda,

por ejemplo, consumir drogas es menos verośımil que tener escolaridad baja. En la

última columna se observan los momios condicionales para las parejas de vértices

no adyacentes dado el resto de las variables, siendo iguales a 1.

2. Propiedad de Markov local. Para cualquier variable, ésta es condicionalmente inde-

pendiente de sus vértices no adyacentes dada su frontera, α |= V \ cl(α)|bd(α).
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a) Para la variable drogas, su frontera está dada por bd(D) = {A, S, T}. En este

caso, se tiene que el consumo de drogas es condicionalmente independiente de

la escolaridad e ingreso del hogar, dadas las variables alcohol, sexo y tabaco,

D |= {E, I}|{A, S, T}. Es decir, dado que conocemos las variables alcohol, sexo

y tabaco, inferir sobre la variable droga es irrelevante para inferir sobre las

variables escolaridad e ingreso.

b) Para la variable tabaco, su conjunto frontera es bd(T ) = {A, S,D}. Enton-

ces se tiene que el consumo de tabaco es condicionalmente independiente

de escolaridad e ingreso del hogar dada las variables alcohol, sexo y drogas,

T |= {E, I}|{A, S,D}.
c) En el caso de la variable alcohol, se observa que su frontera está dada por el

resto de las variables, por lo tanto, no existe una relación de independencia

local.

3. Propiedad de Markov Global. Si (A,B, S) es una partición de V tal que S separa a A

y B, entonces A |= B|S. En el modelo ajustado, la única relación de independencia

global es

{E, I} |= {T,D}|{A, S}. (3.3)

Esta relación se interpreta como: dado que conocemos las variables alcohol y se-

xo, que para obtener información conjunta sobre las variables tabaco y drogas es

irrelevante conocer conjuntamente sobre la escolaridad e ingreso, y viceversa.

Por otra parte, el modelo gráfico log-lineal está definido para todas las celdas en la

tabla de contingencia, es decir, todas las combinaciones de categoŕıas son observables.

Por lo tanto, p(i) > 0 para toda i. En este caso, por el teorema de Pearl-Paz, las tres

propiedades son equivalentes

D |= I|{T, S,A,E},
D |= E|{T, I, A, S},
T |= I|{S,A,E,D},
T |= E|{I, S, A,D}

⇐⇒ D |= {E, I}|{A, S, T},
T |= {E, I}|{A, S,D}

⇐⇒ {E, I} |= {T,D}|{A, S}. (3.4)

Para evaluar el grado de asociación entre las variables, se obtuvieron las devianzas

de inclusión para las aristas del modelo, y se muestran en la tabla 3.9. Con base en la

devianza, se observa que la asociación más fuerte es el ingreso del hogar y la escolaridad,

con una devianza de 718.38 y 4 grados de libertad. La asociación más débil es el consumo

de drogas con la variable sexo, con una devianza de 19.825 y 4 grados de libertad.

En la tabla 3.10, se reportan las frecuencias observadas y estimadas para el modelo

gráfico seleccionado. Se observa que el 12.5 % del total de celdas son vaćıas, es decir, la

tabla es poco densa. Esto se debe a que la variable drogas tiene una baja prevalencia en

la muestra. Una manera de obtener una estimación más robusta es eliminar la variable

drogas del análisis, sin embargo, se eliminaŕıa el efecto que ésta tiene con las demás

variables. Por ello, se decidió hacer un análisis para dos submuestras, uno para individuos

que consume drogas y otro para individuos que no consumen.
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Arista Devianza g.l. AIC

(E, I) 718.38 4 710.4

(A, T ) 673.80 4 665.8

(S, T ) 344.10 4 336.3

(E,A) 194.50 4 186.5

(I, A) 142.60 4 134.3

(T,D) 84.60 4 76.6

(S,E) 57.85 4 49.9

(S, I) 25.69 4 17.7

(A,D) 21.12 4 13.1

(S,D) 19.83 4 11.8

Tabla 3.9: Devianzas de inclusión para las aristas en el modelo gráfico log-lineal seleccionado

con clases generadoras: {{A,S,E, I}, {A,D, S, T}}.

Tabla 3.10: Frecuencias observadas y ajustadas para la tabla de contingencia con varia-

bles ingreso por hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A), tabaco (T ) y drogas

(D). El modelo ajustado corresponde a uno gráfico descomponible con clases generadoras

{{I, S,A,E}, {D,S,A, T}}.

Frecuencia observada Frecuencia ajustada

T 1 2 1 2

D 1 2 1 2 1 2 1 2

S I E A

1 1 1 1 33 401 11 526 32.45 385.63 12.60 540.32

1 1 2 2 3 90 4 425 4.14 87.38 4.14 426.34

1 1 2 1 43 523 21 796 46.22 549.25 17.95 769.58

1 1 2 2 5 109 7 544 5.28 111.31 5.28 543.13

1 2 1 1 4 28 2 28 2.07 24.62 0.80 34.50

1 2 1 2 0 4 0 20 0.19 4.02 0.19 19.60

1 2 2 1 23 272 6 365 22.26 264.50 8.64 370.60

1 2 2 2 3 29 0 143 1.39 29.29 1.39 142.93

2 1 1 1 4 122 5 458 5.51 136.29 5.76 441.44

2 1 2 2 1 87 5 1,537 2.35 91.47 7.51 1,528.68

2 1 2 1 13 304 12 913 11.62 287.39 12.15 930.84

2 1 2 2 4 84 7 1,428 2.19 85.46 7.01 1,428.33

2 2 1 1 0 10 0 33 0.40 9.95 0.42 32.23

2 2 2 2 0 4 0 43 0.07 2.64 0.22 44.08

2 2 2 1 5 108 6 358 4.46 110.37 4.67 357.50

2 2 2 2 0 20 4 251 0.40 15.43 1.27 257.91
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3.4.1. Modelos gráficos log-lineales para la subpoblación que

consume drogas

Para la subpoblación que consume drogas (D = 1), su muestra está conformada

por 231 observaciones. Para obtener un modelo gráfico log-lineal, se utilizaron los 4

métodos de selección descritos en la sección anterior. Donde el conjunto de vértices es

V1 = {A,E, I, S, T}.
En la tabla 3.11 se reportan los dos modelos obtenidos. En este caso, éstos difieren

por la arista (A, I). Con base en los valores de AIC y BIC, el modelo a seleccionar es el

gráfico descomponible con clases generadoras {{E, I}, {E, S}, {A, S, T}}.

Tipo de modelo Clases generadoras Devianza g.l. AIC BIC

Gráfico {{E, I}, {E, S}, {A, I}, {A, S, T}} 16.08 20 1,314.16 1,355.47

Descomponible {{E, I}, {E, S}, {A, S, T}} 14.45 19 1,313.79 1,351.65

Tabla 3.11: Modelos seleccionados para la subpoblación que consume drogas (D = 1).

Al realizar la prueba de significancia del modelo, el valor de la estad́ıstica de prueba

es d = 14.45, que, al comparar con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 19 grados

de libertad (30.15, α = 0.05), indica que hay evidencia para no rechazar la hipótesis de

que el modelo describe a los datos.

Por otra parte, al ser el modelo seleccionado descomponible, la factorización para la

frecuencia estimada en la celda (a, s, e, i, t) está dada por

m̂(a, e, i, s, t) =
n(a, ., ., s, t)n(., e, s, .)n(., e, i, ., .)

n(., ., ., s, .)n(., e, ., ., .)
,

donde el conjunto de cliques es C = {{A, S, T}, {E, S}, {E, I}}, y con conjunto de sepa-

radores S = {{E}, {S}}.
La expresión del modelo gráfico log-lineal seleccionado es

logm(i) =u+ uA(a) + uE(e) + uI(i) + uS(s) + uT (t) + uAS(as) + uAT (at)+

uEI(ei) + uES(es) + uST (st) + uAST (ast). (3.5)

La gráfica para este modelo se muestra a continuación.

S

A

T

E I

Figura 3.3: Gráfica del modelo log-lineal descomponible para la subpoblación que consume

drogas, G1 = (V1, E1). Donde V1 = {A, I,E, S, T} y E1 = {(A, T ), (A,S), (S, T ), (S,E), (E, I)}
.
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En este modelo, se observaron las siguientes relaciones de independencia condicional

para las variables de tabaco (T ) y alcohol (A).

1. Propiedad de Markov por parejas.

a) La variable alcohol es condicionalmente independiente de escolaridad dada las

variables tabaco, sexo e ingreso, es decir, A |= E|{T, S, I}.

b) La variable alcohol es condicionalmente independiente del ingreso dada las

variables tabaco, sexo y escolaridad, A |= I|{T, S,E}.

c) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad dada las

variables alcohol, sexo e ingreso, es decir, T |= E|{A, S, I}.

d) La variable tabaco es condicionalmente independiente del ingreso dada las

variables alcohol, sexo y escolaridad, T |= I|{A, S,E}.

2. Propiedad de Markov local

a) Para la variable alcohol, ésta es condicionalmente independientemente de es-

colaridad e ingreso dadas las variables tabaco y sexo, A |= {E, I}|{T, S}.

b) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad e ingreso

dadas las variables tabaco y sexo, T |= {E, I}|{A, S}.

3. Propiedad de Markov global

a) Las variables tabaco y alcohol son condicionalmente independientes de escola-

ridad e ingreso dad la variable sexo, {T,A} |= {E, I}|S.

b) Las variables tabaco, alcohol y sexo son condicionalmente independientes del

ingreso dada la variable escolaridad, {T,A, S} |= I|E.

En este caso, p > 0, por lo tanto, se satisface la equivalencia entres las tres propiedades

de Markov

A |= E|{T, S, I},
A |= I|{T, S,E},
T |= E|{A, S, I},
T |= I|{A, S,E}

⇐⇒ A |= {E, I}|{T, S},
T |= {E, I}|{A, S}

⇐⇒ {A, T} |= {E, I}|S. (3.6)

En la tabla 3.12 se reportan las frecuencias observadas y estimadas para la población

que consume drogas. A partir de esta tabla, se observa que hay un 25 % de celdas que

están vaćıas; sin embargo, las frecuencias estimadas son distintas de cero, por lo tanto no

es necesario hacer una corrección en los grados de libertad.
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Tabla 3.12: Frecuencias observadas y ajustadas para la tabla de contingencia con variables

ingreso del hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A) y tabaco (T ), para la población que

consume drogas (D = 1). El modelo gráfico log-lineal correspondiente tiene clases generadoras

{{A,S, T}, {S,E}, {E, I}}.

Frecuencia observada Frecuencia ajustada

A 1 2 1 2

T 1 2 1 2 1 2 1 2

S I E

1 1 1 33 11 3 4 32.62 12.67 3.48 3.48

1 1 2 43 21 5 7 47.49 18.44 5.07 5.07

1 2 1 4 2 0 0 2.97 1.15 0.32 0.32

1 2 2 23 6 3 0 19.93 7.74 2.13 2.13

2 1 1 4 5 1 5 4.58 4.79 1.04 3.33

2 1 2 13 12 4 7 11.97 12.52 2.72 8.71

2 2 1 0 0 0 0 0.42 0.44 0.09 0.30

2 2 2 5 6 0 4 5.03 5.25 1.14 3.65

3.4.2. Modelos gráficos log-lineales para la subpoblación que no

consumen drogas.

Por último, para personas adultas que no consumen drogas, el tamaño de muestra

fue igual a 10,063. Para los 4 métodos de selección, se obtuvo el mismo modelo gráfico

descomponible, el cual se reporta a continuación.

Tipo de modelo Clases generadoras Devianza g.l. AIC BIC

Descomponible {{S, T,A}, {I, S, A,E}} 10.97 12 57,399.73 57,536.85

Tabla 3.13: Modelo seleccionado para la subpoblación que no consume drogas (D = 2).

Para evaluar el ajuste del modelo, se probó la significancia del modelo. El valor para

esta estad́ıstica de prueba es d = 10.97, que, comparada con el valor en tablas de una ji-

cuadrada con 12 grados de libertad (21.02, α = 0.05), nos lleva a no rechazar la hipótesis

de que el modelo ajustado describe a los datos.

La frecuencia estimada en la celda (a, s, e, i, t) es

m̂(a, e, i, s, t) =
n(a, ., ., s, t)n(a, e, i, s, .)

n(a, ., ., s, .)
, (3.7)

donde el conjunto de cliques es igual a C = {{A, S, T}, {A,E, I, S}}, y el conjunto de

separador es S = {A, Sx}. La expresión del modelo seleccionado es

logm(i) =u+ uA(a) + uE(e) + uI(i) + uS(s) + uT (t) + uAE(ae) + uAS(as) + uAT (at)+

uEI(ei) + uES(es) + uSI(si) + uST (st) + uAST (ast) + uISAE(isae).
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La gráfica asociada a este modelo se muestra en la figura 3.5b.

T

A

I E

S

Figura 3.4: Modelo seleccionado para la población que no consume drogas.

Usando las propiedades de Markov se tiene las siguientes relaciones de independencia

condicional para las variables de alcohol y tabaco.

1. Para la propiedad de Markov por parejas se tiene que

a) La variable tabaco es condicionalmente independiente de ingreso dada las va-

riables alcohol, sexo y escolaridad, T |= I{A, S,E}.

b) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad dada las

variables alcohol, sexo e ingreso, T |= E{A, S, I}.

c) Para la variable alcohol, no existe una independencia condicional por parejas,

es decir, está relacionada de manera directa con las demás variables.

2. Para la propiedad de Markov local se tiene lo siguiente

a) La variable tabaco es condicionalmente independiente de ingreso y escolaridad

dada las variables alcohol y sexo, T |= {I, E}|{A, S}.

3. Con la propiedad de Markov global, la única relación de independencia condicional

es

T |= {I, E}|{A, S}.

Como se observa en la figura 3.5b, la gráfica resultante para la subpoblación que

no consume drogas difiere de la gráfica completa sólo por las aristas de tabaco-alcohol

y tabaco-escolaridad, por lo que hay pocas relaciones de independencia condicional y

marginal. En este caso, la única relación de independencia condicional local satisface la

propiedad de Markov global.

T |= I|{A, S,E},
T |= E|{A, S, I}

⇐⇒ T |= {I, E}|{A, S} (3.8)

En la tabla 3.14 se muestran las frecuencias observadas y estimadas para la submuestra

que no consume drogas (D = 2). A partir de esta tabla, se observa que es densa.
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Frecuencia observada Frecuencia ajustada

A 1 2 1 2

T 1 2 1 2 1 2 1 2

S I E

1 1 1 401 526 90 425 386.07 540.93 87.60 427.40

1 1 2 523 796 109 544 549.32 769.68 111.07 541.93

1 2 1 28 28 4 20 23.32 32.68 4.08 19.92

1 2 2 272 365 29 143 265.29 371.71 29.26 1 142.74

2 1 1 122 458 87 1,537 136.83 443.17 91.69 1,532.31

2 1 2 304 913 84 1,428 287.10 929.90 85.36 1,426.64

2 2 1 10 33 4 43 10.14 32.86 2.65 44.35

2 2 2 108 358 20 251 109.93 356.07 15.30 255.70

Tabla 3.14: Frecuencias observadas y ajustadas para la muestra que no consume drogas (D =

2). Donde ingreso por hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A) y tabaco (T ),

Finalmente, en la figura 3.5 se muestran las gráficas obtenidas para las dos subpobla-

ciones. En esta figura, se observa que comparado con el modelo gráfico log-lineal obtenido

para la subpoblación que consume drogas (D=1), la gráfica para la subpoblación que no

consume drogas tiene 3 aristas adicionales. Esto indicaŕıa que es más fácil identificar aque-

llas variables que están asociadas al consumo de tabaco y alcohol para la subpoblación

que consume drogas.
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Figura 3.5: Comparación de modelos gráficos. (a) Modelo gráfico para la subpoblación que

consume drogas y (b) modelo gráfico para la subpoblación que no consume drogas.
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3.5. Regresiones loǵısticas asociadas al modelo gráfi-

co log-lineal

Para ilustrar la relación entre un modelo gráfico log-lineal y una regresión loǵıstica

utilizaremos los datos de la muestra completa. Supondremos a las variables alcohol, ta-

baco y drogas como de respuesta. En cada regresión loǵıstica, las variables explicativas

corresponderán al conjunto de interacciones, dentro de los cliques, de la gráfica inducida

por la frontera de la variable respuesta. En la figura 3.6 se muestran las gráficas inducidas

por las variables respuesta tabaco, drogas y alcohol.

I

SA

E

D T

(a) G = (V,E)

S

D A

(b) Gbd(T )

A

T S

(c) Gbd(D)

I

S

E

T

D

(d) Gbd(A)

Figura 3.6: Subgráficas de (a) G = (V,E) inducidas por la frontera del consumo de sustancias:

(b) tabaco, G,bd(T ), con clase generadora {S,D,A}; (c) drogas, Gbd(D), con clase generadora

{A, T, S} y (d) alcohol, Gbd(A), con clases generadoras {{E,S, I}, {S, T,D}} .

A partir de esta gráfica, si suponemos a la variable tabaco como de respuesta, su
regresión loǵıstica tiene como variables explicativas a las variables alcohol (A), drogas
(D) y sexo (S). La expresión para está regresión loǵıstica es:

log

(
P [T = 1]

1− P [T = 1]

)
=α+ βS(S = 2) + βA(A = 2) + βD(D = 2) + βSA(S = 2)(A = 2)

+ βSD(S = 2)(D = 2) + βAD(A = 2)(D = 2) + βASD(A = 2)(S = 2)(D = 2).

(3.9)

En donde para cada variable explicativa, se definió la categoŕıa 1 como de referencia. La

estimación para este modelo se muestra en la tabla 3.15.
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Coeficiente β̂

√
v̂ar(β̂) z p-value exp(β̂)

Intercepto 0.946 0.186 5.09 <0.001

βS(S = 2) -0.990 0.352 -2.82 0.005 0.37

βA(A = 2) -0.946 0.465 -2.03 0.042 0.39

βD(D = 2) -1.283 0.190 -6.75 < 0.001 0.28

βSA(S = 2)(A = 2) -0.173 0.754 -0.23 0.819 0.84

βSD(S = 2)(D = 2) 0.152 0.357 0.43 0.670 1.16

βAD(A = 2)(D = 2) -0.302 0.472 -0.64 0.523 0.74

βASD(A = 2)(S = 2)(D = 2) -0.220 0.763 -0.29 0.773 0.80

Devianza nula: 11,025.7 con 10,293 grados de libertad

Devianza residual 9,540.7 con 10,286 grados de libertad

AIC: 9,557

Tabla 3.15: Ajuste de una regresión loǵıstica con variable respuesta tabaco (T = 1) y variables

explicativas sexo (S), alcohol (A) y drogas (D).

Las interpretaciones para los coeficientes en la regresión loǵıstica (3.9) están dados en

función de los momios de la variable respuesta. Por ejemplo para valores fijos de sexo y

alcohol, el momio para un individuo que no consume drogas (D = 2) es exp(β̂D) = 0.28

veces el momio para alguien que consume drogas (D = 1), lo cual indica que el consumo

de drogas incrementa la probabilidad de consumir tabaco. Mientras que, para los términos

de interacción, se observa que la razón de momios para tabaco disminuye en 0.84 para una

mujer (S = 2) que no consume alcohol (A = 2) con respecto a un hombre que consume

alcohol.

Con base en la estad́ıstica de cociente de verosimilitudes, se probó la hipótesis nula

de que todos los términos en la regresión sean iguales a cero, es decir,

H0 : β = (βA, . . . , βSAD) = (0, . . . , 0) vs Ha : β 6= (0, . . . , 0).

El valor para esta estad́ıstica de prueba es la diferencia de devianzas de una regresión

loǵıstica con coeficiente constante y la regresión ajustada, cuyo valor es 1,485. Al comparar

con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 7 grados de libertad (14.067, α = 0.05), se

rechaza la hipótesis de que los términos de regresión sean cero, es decir, podemos suponer

que la regresión es significativa.

En cuanto a los términos de la regresión, se probaron las siguientes hipótesis

H0 : βj = 0 vs Ha : βj 6= 0.

Para esto, se utilizó la estad́ıstica de Wald definida como

zj =
β̂j√

v̂ar(β̂j)
, con j ∈ ia.
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En este caso, el valor de esta estad́ıstica se compara contra el valor en tablas de una

normal con media cero y varianza uno (1.96, α = 0.05). De acuerdo con la tabla 3.15,

las interacciones en la regresión loǵıstica son no significativas. Sin embargo, al probar la

hipótesis

H0 : (βSD, βSA, βAD, βSAD) = (0, 0, 0, 0) vs Ha : (βSD, βSA, βAD, βASD) 6= (0, 0, 0, 0).

El valor de esta estad́ıstica de prueba, dada por el cociente de verosimilitudes, es 12.09.

Al comparar éste con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 4 grados de libertad

(9.48, α = 0.05), se rechaza la hipótesis nula, lo cual indica que existen términos de

interacción que son distintos de cero. Para descartar las interacciones en el modelo que

no son significativas, se realizó una selección stepwise. Los coeficientes descartados son

βASD, βSD y βAD.

Por otra parte, si suponemos a la variable drogas como respuesta, su correspondiente

regresión loǵıstica tiene como variables explicativas a las variables alcohol, tabaco y sexo.

Además, tendrá términos de interacción de primero y segundo orden. La expresión para

esta regresión loǵıstica es

log

(
P [D = 1]

1− P [D = 1]

)
=α+ βS(S = 2) + βT (T = 2) + βA(A = 2) + βTA(T = 2)(A = 2)

+ βSA(S = 2)(A = 2) + βST (S = 2)(T = 2) + βAST (A = 2)(S = 2)(T = 2).

Donde las categoŕıas 1 de cada variable se definieron como de referencia. La estimación

de este modelo se muestra en la tabla siguiente.

Coeficiente β̂

√
v̂ar(β̂) z p-value exp(β̂)

Intercepto -2.475 0.102 -24.13 <0.001

βS(S = 2) -0.733 0.240 3.05 0.002 0.481

βT (T = 2) -1.283 0.190 -6.75 <0.001 0.277

βA(A = 2) -0.574 0.325 -1.76 0.077 0.563

βTA(T = 2)(A = 2) -0.303 -0.472 0.64 0.523 0.739

βSA(S = 2)(A = 2) 0.152 0.357 0.43 0.670 1.164

βST (S = 2)(T = 2) 0.118 0.599 0.20 0.844 1.125

βAST (A = 2)(S = 2)(T = 2) -0.220 -0.763 0.29 0.773 0.802

Devianza nula: 2,210.9 con 10,293 grados de libertad

Devianza residual: 2,000.4 con 10,286 grados de libertad

AIC: 2,016.4

Tabla 3.16: Ajuste del modelo loǵıstico con variable respuesta drogas (D = 1) y variables

explicativas sexo (S), tabaco (T ) y alcohol (A).

Con base en esta tabla, se observa que el momio para el sexo femenino (S = 2)

es exp(βS) = 0.481 veces que el momio para masculino, es decir, existe una mayor proba-
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bilidad de que un hombre consuma drogas con respecto a una mujer. De igual manera,

para la variable tabaco, se tiene que el momio de un individuo que no consume tabaco

(T = 2) es exp(βT ) = 0.27 veces el momio de un individuo que consume tabaco. En cuan-

to los términos de interacción, se observa que el momio de que una persona no consuma

alcohol ni tabaco es exp(βTA) = 0.74 veces el momio de alguien que consuma tabaco

ó alcohol, es decir, un individuo disminuye su probabilidad de consumir drogas si sólo

consume una sola sustancia.

Para este modelo, se probó su significancia utilizando la estad́ıstica del cociente de

verosimilitudes. La diferencia entre la devianza nula y la residual es 210.5, que, comparada

con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 7 grados de libertad (14.06, α = 0.05), indica

que el modelo es significativo.

Con la estad́ıstica de Wald, los únicos coeficientes significativos de la regresión loǵıstica

son βS y βT . Para probar si es necesario agregar términos de interacción se probó la

hipótesis nula de que los términos de interacción sean iguales a cero,

H0 : (βTA, βSA, βST , βAST ) = (0, 0, 0, 0) vs Ha : (βTA, βSA, βST , βAST ) 6= (0, 0, 0, 0)

En este caso, la diferencia entre las devianzas de la regresión sin términos de interacción

y la regresión loǵıstica ajustada es 1.24. Al comparar este valor con el valor en tablas

de una ji-cuadrada con 4 grados de libertad (9.48, α = 0.05), no se rechaza la hipótesis

nula, por lo que podemos suponer que la regresión loǵıstica sin términos de interacción

es consistente con los datos.

Finalmente, si consideramos el alcohol como variable respuesta, su correspondiente re-

gresión loǵıstica tiene como variables explicativas el consumo de tabaco y drogas, aśı como

el sexo, ingreso del hogar y escolaridad. La expresión para este modelo está dada por la

siguiente ecuación.

log

(
P [A = 1]

1− P [A = 1]

)
=α+ βS(S = 2) + βI(I = 2) + βT (T = 2) + βD(D = 2) + βE(E = 2)

+ βTS(T = 2)(S = 2) + βDS(D = 2)(S = 2) + βES(E = 2)(S = 2)

+ βIS(I = 1)(S = 1) + βTD(T = 2)(D = 2) + βIE(I = 2)(E = 2)

+ βTDS(T = 2)(D = 2)(S = 2) + βIES(I = 2)(E = 2)(S = 2).

Donde la primera categoŕıa de cada variable explicativa se definió como de referencia.

El ajuste para esta regresión loǵıstica se muestra en la tabla 3.17. En este caso, aunque

existen efectos e interacciones que no son significativas. Al hacer la prueba de significancia

del modelo, la diferencia entre la devianza nula y la devianza residual es 1,953. Comparada

con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 13 grados de libertad (22.36, α = 0.05), la

hipótesis nula se rechaza, por lo que podemos suponer que el modelo es significativo.

De acuerdo con la tabla 3.17, se observa que para el coeficiente de la variable sexo,

la razón de momios es exp(βS) = 0.406, al comparar las categoŕıas alta y baja. Es decir,

un individuo con escolaridad alta tiene una menor probabilidad de consumir drogas con

respecto a un individuo con escolaridad baja. En cuanto los términos de interacción,

se puede mencionar la escolaridad y sexo, donde se observa que la razón de momios se
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Coeficiente β̂

√
v̂ar(β̂) z p-value exp(β̂)

Intercepto 2.032 0.321 6.33 < 0.001

βS(S = 2) -1.260 0.599 -2.10 0.035 0.284

βI(I = 2) 0.253 0.256 0.99 0.323 1.287

βT (T = 2) -0.901 0.467 -1.93 0.054 0.406

βD(D = 2) -0.562 0.326 -1.72 0.084 0.570

βE(E = 2) 0.141 0.075 1.90 0.057 1.151

βTS(T = 2)(S = 2) -0.257 0.765 -0.34 0.737 0.773

βDS(D = 2)(S = 2) 0.183 0.606 0.30 0.762 1.201

βES(E = 2)(S = 2) 0.639 0.098 6.52 < 0.001 1.893

βIS(I = 2)(S = 2) 0.644 0.340 1.90 0.058 1.904

βTD(T = 2)(D = 2) -0.345 0.474 -0.73 0.467 0.708

βIE(I = 2)(E = 2) 0.325 0.274 1.19 0.236 1.384

βTDS(T = 2)(D = 2)(S = 2) -0.105 0.775 -0.14 0.891 0.899

βIES(I = 2)(E = 2)(S = 2) -0.466 0.365 -1.28 0.202 0.627

Devianza nula: 14,239 con 10,293 grados de libertad

Devianza residual: 12,286 con 10,280 grados de libertad

AIC: 12,314

Tabla 3.17: Ajuste del modelo loǵıstico para la variable respuesta alcohol (A = 1) y variables

explicativas ingreso (I), tabaco (T ), drogas (D) y escolaridad (E).

incrementa en exp(βES) = 1.893 al comparar la razón de momios de una mujer que tiene

escolaridad alta con respecto a un hombre de escolaridad baja.

Además, se observa que aunque el ingreso no es significativo, la interacción de ésta

con sexo está en el umbral de serlo. Esto puede ser debido a que el término de interacción

desaparece el efecto del ingreso, a este fenómeno se le conoce como la paradoja de Simpson,

ver e.g. Edwards (2000, pp. 8-11). Al haber muchos coeficientes no significativos, se

realizó una selección stepwsise, eliminándose los términos de interacción βTDS(tds) y

βIES(ies), aśı como las interacciones βTD(td), βDS(ds) y βIE(ie).

En resumen, para las tres regresiones loǵısticas basadas en el modelo gráfico de la

muestra completa, la mayoŕıa de los términos de interacción son no significativas. Sin

embargo, con el propósito de mostrar la relación que existe entre el modelo gráfico y una

regresión loǵıstica, a continuación se muestran las probabilidades estimadas considerando

un modelo gráfico y una regresión loǵıstica para cada variable respuesta.
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3.5.1. Comparación de probabilidades ajustadas

Bajo un modelo de regresión loǵıstica, la probabilidad ajustada para una observación

yi dada las variables explicativas es:

P̂ (yi = 1|xi) =
exp(

∑p
j=1 xijβ̂j)

1 + exp(
∑p

j=1 xijβ̂j)
, con i = 1, . . . , n, (3.10)

donde xi = (xi1, . . . , xip) es el vector formado por los valores que toman las variables

explicativas para la i-ésima observación. El valor η̂i =
∑
xijβ̂j es igual el predictor lineal

ajustado bajo el modelo.

Para las variables tabaco, drogas y alcohol, sus respectivos predictores lineales son:

ηT = β + βS(s) + βD(d) + βA(a) + βSD(sd) + βSA(sa) + βDA(da) + βSDA(sda), (3.11)

ηD = β + βA(a) + βT (t) + βS(s) + βAS(as) + βAT (at) + βST (st) + βAST (ast), (3.12)

ηA = β + βS(s) + βI(i) + βD(d) + βT (t) + βE(e) + βSI(is) + βSE(se) + βST (st)

+ βSD(sd) + βIE(ie) + βTD(td) + βISE(ise) + βSTD(std). (3.13)

Por otra lado, para el modelo gráfico log-lineal obtenido con la muestra completa, la

expresión para la probabilidad estimada de la celda (a, d, e, i, s, t) es

p̂(a, d, e, i, s, t) =
p̂(a, ., e, i, s, .)p̂(a, d, ., ., s, t)

p̂(a, ., ., ., s, .)
.

En este caso, una estimación para la probabilidad condicional de observar la variable

tabaco dada las variables alcohol, drogas y sexo se obtiene de la siguiente forma:

P̂ [T = 1|A = a,D = d, S = s] =
p̂(a, d, ., ., s, 1)∑
t p̂(a, d, ., ., s, t)

=
n(a, d, ., ., s, 1)∑
t n(a, d, ., ., s, t)

, (3.14)

en donde n(t, a, d, s) es la estad́ıstica suficiente para p̂(t, a, d, s).

Análogamente, una estimación para la probabilidad condicional de observar la variable

drogas dada las variables alcohol, tabaco y sexo es:

P̂ [D = 1|A = a, T = t, S = s] =
n(a, 1, ., ., s, t)∑
d n(a, d, ., ., s, t)

. (3.15)

Finalmente, una estimación para la probabilidad de observar la variable alcohol dada

las demás variables es

P̂ [A = 1|D = d,E = e, I = i, S = s, T = t] =
p̂(1, d, e, i, s, t)

p̂(., d, e, i, s, t)

=
n(1, ., e, i, s, .)n(1, d, ., ., s, t)/n(1, ., ., ., s, .)∑
a n(a, ., e, i, s, .)n(a, d, ., ., s, t)/n(1, ., ., ., s, .)

.

(3.16)
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Para comparar contra los valores observados, calculamos sus correspondientes proba-

bilidades condicionales de tabaco, drogas y alcohol, dada sus variables explicativas. Las

expresiones para estas probabilidades son:

P [T = 1|A = a,D = d, S = s] =

∑
e,i n(1, a, d, s, e, i)∑
t,e,i n(t, a, d, s, e, i)

, (3.17)

P [D = 1|A = a, T = t, S = s] =

∑
e,i n(t, a, 1, s, e, i)∑
d,e,i n(t, a, d, s, e, i)

, (3.18)

P [A = 1|T = t,D = d, S = s, E = e, I = i] =
n(t, 1, d, s, e, i)∑
a n(t, a, d, s, e, i)

. (3.19)

En las tablas 3.18, 3.19 y 3.20 se muestran las probabilidades observadas pobs, y las

probabilidades ajustadas con un modelo gráfico y una regresión loǵıstica, p̂graph y p̂logit.

D A S No. de obs. pobs p̂graph p̂logit

1 1 1 103 0.7203 0.7203 0.7203

1 1 2 22 0.4889 0.4889 0.4889

1 2 1 11 0.5000 0.5000 0.5000

1 2 2 5 0.2381 0.2381 0.2381

2 1 1 1,224 0.4165 0.4165 0.4165

2 1 2 544 0.2359 0.2359 0.2359

2 2 1 232 0.1701 0.1701 0.1701

2 2 2 195 0.0565 0.0565 0.0565

Tabla 3.18: Probabilidades ajustadas con variable respuesta tabaco (T = 1) y variables expli-

cativas drogas (D), alcohol (A) y sexo (S). Los valores de pobs, p̂graph y p̂logit se obtuvieron a

partir de las fórmulas en (3.17), (3.14) y (3.11), respectivamente.

A T S No. de obs. pobs p̂graph p̂logit

1 1 1 103 0.0776 0.0776 0.0776

1 1 2 22 0.0389 0.0389 0.0389

1 2 1 40 0.0228 0.0228 0.0228

1 2 2 23 0.0129 0.0129 0.0129

2 1 1 11 0.0453 0.0453 0.0453

2 1 2 5 0.0250 0.0250 0.0250

2 2 1 11 0.0096 0.0096 0.0096

2 2 2 16 0.0049 0.0049 0.0049

Tabla 3.19: Probabilidades ajustadas con variable respuesta drogas (D = 1) y variables expli-

cativas alcohol (A), tabaco (T ) y sexo (S). Los valores de pobs, p̂graph y p̂logit se obtuvieron a

partir de las fórmulas en (3.18), (3.15) y (3.12), respectivamente.



CAPÍTULO 3. APLICACIÓN 71

D T I E S No. de obs. pobs p̂graph p̂logit

1 1 1 1 1 33 0.9167 0.8868 0.8842

1 1 1 1 2 4 0.8000 0.7015 0.6842

1 1 1 2 1 43 0.8958 0.8975 0.8979

1 1 1 2 2 13 0.7647 0.8414 0.8254

1 1 2 1 1 4 1.0000 0.9158 0.9076

1 1 2 1 2 0 * 0.8561 0.8416

1 1 2 2 1 23 0.8846 0.9413 0.9400

1 1 2 2 2 5 1.0000 0.9186 0.9096

1 2 1 1 1 11 0.7333 0.7526 0.7561

1 2 1 1 2 5 0.5000 0.4343 0.4049

1 2 1 2 1 21 0.7500 0.7728 0.7812

1 2 1 2 2 12 0.6316 0.6341 0.5975

1 2 2 1 1 2 1.0000 0.8086 0.7996

1 2 2 1 2 0 * 0.6603 0.6253

1 2 2 2 1 6 1.0000 0.8616 0.8642

1 2 2 2 2 6 0.6000 0.7866 0.7598

2 1 1 1 1 401 0.8167 0.8153 0.8131

2 1 1 1 2 122 0.5837 0.5984 0.5973

2 1 1 2 1 523 0.8275 0.8315 0.8337

2 1 1 2 2 304 0.7835 0.7708 0.7639

2 1 2 1 1 28 0.8750 0.8597 0.8485

2 1 2 1 2 10 0.7143 0.7905 0.7844

2 1 2 2 1 272 0.9037 0.9003 0.8993

2 1 2 2 2 108 0.8438 0.8773 0.8733

2 2 1 1 1 526 0.5531 0.5590 0.5558

2 2 1 1 2 458 0.2296 0.2241 0.2289

2 2 1 2 1 796 0.5940 0.5863 0.5904

2 2 1 2 2 913 0.3900 0.3946 0.3931

2 2 2 1 1 28 0.5833 0.6377 0.6170

2 2 2 1 2 33 0.4342 0.4223 0.4213

2 2 2 2 1 365 0.7185 0.7217 0.7198

2 2 2 2 2 358 0.5878 0.5809 0.5798

* No se observaron casos en el denominador.

Tabla 3.20: Probabilidades ajustadas con variable respuesta alcohol (A = 1) y variables ex-

plicativas drogas (D), tabaco (T ), ingreso (I), escolaridad (E) y sexo (S). Los valores de pobs,

p̂graph y p̂logit se obtuvieron a partir de las fórmulas en (3.19), (3.16) y (3.13), respectivamente.
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Como se puede observar en las tablas 3.18 y 3.19, las probabilidades estimadas consi-

derando un modelo gráfico y una regresión loǵıstica son iguales. Mas aún, coinciden con

las probabilidades observadas, lo cual tiene sentido ya que se está ajustando un modelo sa-

turado. Si en el análisis, se hubieran eliminado las interacciones que no son significativas,

el ajuste para las regresiones loǵısticas de tabaco y drogas no hubiera sido perfecto.

Con respecto a la variable alcohol, se puede observar en la tabla 3.20, que aunque

las probabilidades estimadas en ambos modelos son muy parecidas, no son idénticas.

Asimismo, en ninguno de estos dos modelos se obtuvo un ajuste perfecto, a diferencia de

las variables tabaco y drogas.

Una forma de seleccionar alguna de las regresiones loǵısticas es utilizar el AIC. Para

discernir entre un modelo gráfico y una regresión loǵıstica no hay criterios para evaluar

cuál describe mejor a los datos. Sin embargo, esto no implica que el análisis bajo estos dos

tipos de modelos sean excluyentes. Por ejemplo, al ajustar un modelo gráfico, se pueden

identificar con mayor facilidad las variables explicativas que deben ser incluidas en la

regresión loǵıstica. Mas aún, identifica términos de interacción, los cuales en la práctica

son dif́ıciles de incluir en un análisis. Además, este tipo de análisis no está restringido

a variables categóricas, existen modelos gráficos más generales, como son los mixtos. En

estos modelos, el conjunto de vértices están asociados tanto a variables discretas como a

continuas. De esta manera, un modelo gráfico puede apoyar el análisis con una regresión

loǵıstica y viceversa.

También es interesante notar que para cuando se considera a la variable de drogas o

la de tabaco, el ajuste es perfecto. Estos modelos tienen como caracteŕıstica común que

ambas variables están contenidas en un sólo clique. Lo anterior, tiene como consecuencia

que la gráfica inducida por su frontera sea también completa. Esto podŕıa suponer que

las probabilidades ajustadas considerando un modelo gráfico y una regresión loǵıstica

serán iguales y tendrán un ajuste perfecto si la variable respuesta está en un sólo clique.

Formalmente, no se conoce ningún resultado que pruebe esta conjetura.



Conclusiones

El propósito principal de este trabajo es ilustrar con datos de la ENA 2011 el uso

de modelos gráficos log-lineales para el análisis de variables categóricas. Para ello, se

propusieron como variables de interés el consumo de alcohol, tabaco y drogas, aśı como

su posible asociación con las variables sexo, ingreso y escolaridad.

Inicialmente, para las variables ingreso y escolaridad, se hab́ıan propuesto colapsar

sus niveles en categoŕıas baja, media y alta; con esta definición, tiene más sentido consi-

derarlas como variables ordinales. Sin embargo, las funciones del paquete gRim de R que

se utilizaron para el ajuste, no tienen la opción de definir variables ordinales, por lo que

se decidió dicotomizar a estas dos variables. Para esto, se utilizó la mediana del ingreso

del hogar y el grado promedio de escolaridad.

En un primer ajuste, se hizo una selección stepwise para obtener un modelo jerárquico

log-lineal. En este caso, a pesar de que este modelo fue más consistente con los datos

comparado al modelo gráfico loglineal, al ser un modelo con un número considerable de

clases generadoras (15), las interacciones resultan dif́ıcil de interpretar y sólo se enfocan

para las variables dentro de cada clase generadora que sólo incluye tres variables.

Posteriormente, con las 6 variables, se obtuvo un modelo gráfico descomponible. En

este caso, al utilizar el teorema de Hammersley y Clifford, los estimadores para la fre-

cuencias en cada celda pueden factorizarse en productos de menor dimensión. De modo

que el problema de estimación se redujo 2 dimensiones.

Para identificar las variables que están relacionadas con el consumo de sustancias,

utilizamos las 3 propiedades de Marvok en la gráfica asociada. Debido a la definición del

modelo, no hubo ninguna restricción sobre las observaciones en la tabla de contingencia,

esto es, para cualquier celda i, su probabilidad es estrictamente positiva, p(i) > 0. De

modo que fue posible mostrar la equivalencia entre las 3 propiedades de Markov.

En particular, para mostrar las variables que no están relacionadas directamente con

las variables de consumo de sustancias, utilizamos la propiedad de Markov local. De acuer-

do con la gráfica del modelo seleccionado, se observó el consumo de tabaco está asociado

directamente con las variables de alcohol, sexo y drogas, mientras que con las variables

de escolaridad e ingreso, se tiene una relación indirecta. Una consecuencia de esto, es que

para estimar la variable tabaco, es suficiente tener información acerca de las variables

sexo, drogas y tabaco. En el caso de la variable alcohol, se observa que su conjunto fron-

tera es igual al resto de las variables. De modo que para inferir sobre esta sustancia se

requiere información de las demás variables, lo cual no representa una reducción de la

información.

Para evaluar el grado de asociación, se obtuvieron las devianzas de inclusión de las
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aristas en el modelo. Los valores más grande de esta estad́ıstica indican una mayor aso-

ciación. En este caso, se observó que para la variable alcohol, ésta tiene una asociación

fuerte con las variables tabaco y escolaridad. Adicionalmente, la variable tabaco tiene

una asociación fuerte con la variable sexo. De las tres variables correspondientes al con-

sumo de sustancias, la mayor asociación es el consumo de alcohol y tabaco, seguida por

el consumo de tabaco y drogas, y finalmente el consumo de alcohol y drogas.

Por otra parte, debido a la baja prevalencia del consumo de drogas, se identificaron

celdas vaćıas en la tabla de contingencia de dimensión 6 y correspondiente a 10,294

observaciones. Para obtener estimaciones menos imprecisas y no ignorar el efecto de las

drogas, se hizo un análisis por separado, uno para la muestra que consume drogas y otro

donde no hay consumo, el número de observaciones para cada submuestra fue de 231 y

10,063, respectivamente.

Los modelos gráficos log-lineales obtenidos para estas dos subpoblaciones, son des-

componibles. Para la población que consume drogas se observó una gráfica con menos

aristas comparada con la población que no consume drogas. Esto indica que el consumo

de drogas puede ser estimado con mayor facilidad.

En el caso de la población que no consume drogas, la tabla de contingencia para estos

datos fue densa, a diferencia de la población que consume drogas, la cual aún presentaba

celdas vaćıas. Sin embargo, en ambos modelos la devianza disminuyó comparada con el

modelo obtenido con la muestra completa.

Adicionalmente, al ser las variables de consumo de sustancias binarias, se planteó de-

finir regresiones loǵısticas. Donde la variable respuesta es la sustancia consumida, y los

coeficientes de la regresión estuvieran determinadas por las interacciones (dentro de los

cliques) del modelo gráfico seleccionado con la muestra completa.

Al comparar las probabilidades estimadas bajo un modelo gráfico y una regresión

loǵıstica, se observó que éstas coincid́ıan si la variable respuesta estaba contenida en un

sólo clique, como fue el caso de la variable tabaco y drogas, y a diferencia de la variable

alcohol.

Con las 6 variables definidas para el ajuste de modelos gráficos, resultó fácil identificar

las relaciones de independencia condicional con base en la gráfica. Sin embargo, cuando

el número de variables es considerablemente grande, resulta conveniente interpretar las

independencias condicionales en términos de los conjuntos de variables formadas por la

descomposición de la gráfica.

Finalmente, un aspecto que no se consideró para el ajuste de modelos gráficos fue el

diseño de la muestra. Sin embargo, si expresamos el modelo log-lineal como un modelo

lineal generalizado, es posible incorporar información del diseño. No obstante, la selec-

ción de un modelo gráfico considerando pesos muestrales, y basado en un modelo lineal

generalizado, no garantiza que el modelo seleccionado sea gráfico. De modo que se puede

plantear como un problema que se puede abordar en un trabajo posterior.



Apéndice A

Diseño muestral de la Encuesta

Nacional de Adicciones 2011

Marco muestral

La selección de las unidades muestrales se realizó en 4 etapas, las cuales se definieron

de la siguiente manera.

i) En la primera etapa, el universo de selección para las unidades primarias de mues-

treo (UPM) lo conforma el agregado de las AGEB’s (Área geo-estad́ıstica Básica)

de las localidades listadas en el Conteo 2005 y las localidades del Censo 2010 no

listadas en el Conteo 2005 (localidades nuevas).

ii) En la segunda etapa, las unidades secundarias de muestreo (USM) están determi-

nadas por el conjunto de manzanas o segmentos de viviendas definidas en cada

AGEB.

iii) En la tercera etapa, las unidades terciarias de muestreo (UTM) lo conforman los

hogares en México.

iv) Finalmente las unidades últimas de muestreo (UUM) están delimitadas por la po-

blación en el rango de edad de 12 a 65 años.

Unidades de análisis

Como menciona el reporte de la ENA 2011, las unidades de análisis o grupos de do-

minio son las siguientes:

1. Hogar. Conjunto de personas relacionadas por algún parentesco o no, que habitual-

mente duermen en una vivienda bajo el mismo techo, beneficiándose de un ingreso

común, aportado por uno o más de los miembros del hogar.

2. Adolescentes. Integrantes de los hogares en el grupo de edad de 12 a 17 años de

edad.

3. Adultos. Integrantes de los hogares mayores de 17 y menores a 65 años.
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Diseño muestral

El diseño de la muestra para la ENA 2011 es probabiĺıstico con 4 etapas de muestro

y estratificado por tipo de entidad federativa y tipo de urbanidad. Para esta última, en

la tabla siguiente se muestra la descripción de cada estrado.

Estrato Definición

Rural Localidades con menos de 2,500 habitantes.

Urbano Localidades no incluidas en los estratos rural y metropolitano.

Metropolitano Capitales de los estados

Localidades con más de 100 mil habitantes

Localidades con 2,500 o más habitantes de los municipios que

formaban las áreas metropolitanas en el año 2000.

Tabla A.1: Descripción de los estratos por tipo de urbanidad.

En este caso, las AGEB’s del páıs quedaron clasificadas en 96 estratos. Se definieron

como dominios de estudio 8 regiones geográficas, descritas a continuación.

Región Estados

1. Norcentral Coahuila, Chihuahua, Durango

2. Noroccidental Baja California, Baja California Sur, Sonora, Coahuila

3. Nororiental Nuevo León, Tamaulipas, San Luis Potośı

4. Occidental Zacatecas, Aguascalientes, Jalisco, Colima y Nayarit

5. Centro Puebla, Tlaxcala, Morelos, Edo. de México, Hidalgo,

Querétaro,Guanajuato

6. Ciudad de México Distrito Federal

7. Centro Sur Veracruz, Oaxaca, Guerrero, Michoacán

8. Sur Yucatán, Quintana Roo, Campeche, Chiapas, Tabasco

Tabla A.2: Estados que integran cada una de las 8 regiones.

Las localidades nuevas se agruparon en 8 estratos, definidas por región. La estratifi-

cación fue hecha con el fin de obtener estimaciones para dominios de estudio de región

y tipo de urbanidad. En la tabla siguiente se desglosa por región el número de unidades

de muestreo seleccionadas para cada etapa de selección. A partir de esta, se observa que

existe una diferencia de 12 estratos entre la base de datos y el reporte de la encuesta.
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Región Estratos UPM Est. 1UPM3 UTM1 UUM Factor2

Noroccidental 13 56 3 1,812 2,014 6,683,452

Norcentral 11 98 1 2,979 3,206 5,449,864

Nororiental 10 56 1 1,700 1,537 7,471,910

Occidental 16 56 7 1,963 2,086 8,323,237

Cd. de México 17 56 4 1,580 1,433 6,601,452

Centro 20 56 10 1,800 1,873 24,177,124

Centro sur 13 56 1 1,832 1,972 13,263,120

Sur 16 57 5 2,128 1,905 7,651,051

Nacional 116 491 32 15,571 16,249 79,621,211

1 Viviendas en muestra
2 Población estimada en los grupos de edad de 12 a 65 años
3 Número de estratos con una unidad primaria de muestreo

Tabla A.3: Estructura del diseño muestral para la Encuesta Nacional de Adicciones 2011.

Tamaño de muestra

De acuerdo con el reporte de la ENA 2011, se consideró que el tamaño de muestra

seleccionada por región debeŕıa permitir obtener estimaciones con errores similares a los

utilizados en el diseño de la Encuesta Nacional de Adicciones 2008.

El tamaño de muestra para cada una las 8 regiones se determinó con la siguiente

fórmula:

n =
z2
α/2(1− p)deff
r2pTRh

.

En donde:

n Tamaño de muestra de viviendas

p Proporción a estimar.

zα/2 Cuantil de una distribución normal asociado al nivel de confianza deseado,

1− α = 0.90.

r Error relativo máximo de estimación en el 90 % de estimaciones.

deff Efecto de diseño. El deff asumido fue de 3.27.

TR Tasa de respuesta esperada.

h Promedio de personas por vivienda.

Como consecuencia de los supuestos, se determinó un tamaño de muestra de 1,994

viviendas por región. A nivel regional se espera una tasa de respuesta igual a 75 % y una

proporción a estimar de 13.7 %. El promedio de personas por vivienda fue de 1.29 y un

error relativo de 17 %.
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Esquema de selección

Una vez definidos los estratos, se implementó el siguiente proceso de selección:

a) El tamaño de muestra por región (aproximadamente 2,000 viviendas) se distribuye

de manera proporcional al número de viviendas en los estratos.

b) El tamaño de muestra por estado se distribuyó de manera proporcional en los estra-

tos urbano, rural y metropolitano del estado y en el estrato de localidades nuevas

se asignó un tamaño de muestra de 1 ó 2 localidades dependiendo del porcentaje

de la población que vive en las localidades nuevas de la región.

Posterior a la asignación del tamaño de muestra por estrato, las viviendas se seleccio-

naron como se describe a continuación.

Estrato urbano y metropolitano

1. En la primera etapa se seleccionaron como unidades primarias mj AGEB’s con

probabilidad proporcional al número de viviendas en la AGEB.

2. En la segunda etapa para cada AGEB seleccionada se eligieron 6 manzanas con

probabilidad proporcional al número de viviendas en la manzana.

3. Posteriormente, en cada manzana seleccionado se realizó un muestreo sistemático

con arranque aleatorio, seleccionándose 6 viviendas. La selección de viviendas se

realizó a campo a partir de un croquis y listado de viviendas elaborados por el

equipo de campo.

Estrato rural

1. En la primera etapa, se seleccionaron como unidades primarias mj AGEB’s con

probabilidad proporcional al número de viviendas en la AGEB.

2. Posteriormente, se seleccionaron 3 localidades con probabilidad proporcional al

número de viviendas en la localidad.

3. En la tercera etapa, dado que no existen mapas de manzanas disponibles para las

localidades rurales, se formaron pseudo-manzanas en campo, las cuales estuvieron

integradas por aproximadamente 50 viviendas. Luego, se seleccionó una pseudo-

manzana con un muestreo sistemático por cada localidad y en ella se generaron

conglomerados de aproximadamente 12 viviendas, para finalmente, seleccionar un

conglomerado de 12 viviendas con muestreo aleatorio simple.

Estrato de localidades de nueva creación

1. En la primera etapa se seleccionaron como unidades primarias, mj localidades con

probabilidad proporcional al número de viviendas.

2. En la segunda etapa, dado que no existen mapas de manzanas disponibles para estas

localidades, se construyeron en oficina pseudo-manzanas que estuvieron constitui-

das por aproximadamente 20 viviendas de modo aproximado. Mediante un muestreo



APÉNDICE A. DISEÑO MUESTRAL DE LA ENA 2011 79

sistemático, se seleccionaron tres pseudo-manzanaspor localidad y, por último, se

seleccionaron en campo 12 viviendas en cada pseudo-manzana mediante un mues-

treo sistemático.

Finalmente, una vez seleccionada una vivienda a través de cualquiera de los tres

procedimientos descritos con anterioridad, y siempre que la composición del hogar lo

permitió, se seleccionó mediante el uso de muestreo aleatorio simple a un adolescente con

edad entre 12 a 17 años y a un adulto con edad entre 18 y 65 años.

Cuestionarios de recolección de información

De acuerdo al reporte del ENA 2011, los cuestionarios se diseñaron tomando como

base el cuestionario de la ENA 2008 y se programaron para su captura simultánea en una

plataforma electrónica que fue instalada en computadoras portátiles para su aplicación a

través de entrevistas cara a cara.

Cuestionario de hogar

El informante adecuado para el cuestionario del hogar fue el jefe de hogar, ama de casa

u otro miembro de la familia de 18 años o más, sin impedimentos para poder responder

y que conociera las caracteŕısticas de la vivienda y sus residentes habituales. Los temas

del cuestionario de hogar se pueden clasificar en tres rubros principales:

- Datos de identificación y de control. Se registró información referente a la ubica-

ción de cada vivienda seleccionada: entidad, municipio, localidad, AGEB, manzana,

número de vivienda, domicilio y el registro de hasta cuatro visitas del entrevistador

por informante.

- Caracteŕısticas de la vivienda: total de cuartos, disponibilidad de cocina exclusiva

y número de focos.

- Caracteŕısticas de los miembros del hogar. Se identificó el número de miembros del

hogar y para cada uno se registró la siguiente información: nombre (listado de per-

sonas), edad, fecha de nacimiento, sexo, parentesco y verificación de residencia.

Cuestionario individual

El informante adecuado fue el individuo seleccionado aleatoriamente en los grupos

de edad antes mencionados. Se administró un cuestionario individual por informante se-

leccionado, esto es, una persona entre 12 y 17 años y/o entre 18 y 65 años de edad,

cumplidos al momento de la visita. El cuestionario individual consistió de 359 preguntas

y recabó información sobre los siguientes temas:

- Datos socio-demográficos de la persona seleccionada: sexo, edad, estado civil, esco-

laridad, datos sobre hijos, ocupación e ingreso escolar.
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- Consumo de tabaco.

- Tolerancia social.

- Percepción de riesgo.

- Consumo de drogas (médicas e ilegales).

- Dependencia al consumo de drogas.

- Consumo de alcohol.

- Dependencia al consumo de alcohol.

- Consumo de alcohol y drogas en peŕıodos establecidos.

- Tratamiento por consumo de alcohol o drogas.

- Escala de salud mental.

- Embarazo.

- Violencia por parte de la pareja.

- Conducta antisocial, inseguridad y delincuencia.

- Percepción social de la comunidad en relación al uso de drogas.

- Conocimientos sobre el VIH/SIDA.

- Migración hacia los Estados Unidos.

Para propósitos de comparar el efecto del diseño muestral, a continuación se muestra la

prevalencia estimada de consumo a nivel nacional y región para las sustancias de alcohol,

tabaco, drogas médicas y drogas ilegales.
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Figura A.1: Intervalos al 95 % de confianza para el consumo de alcohol.

Figura A.2: Intervalos al 95 % de confianza para el consumo de tabaco.
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Figura A.3: Intervalos de confianza al 95 % por el método logit para el consumo de drogas

médicas.

Figura A.4: Intervalos de confianza al 95 % por el método logit para el consumo de drogas

ilegales.



Apéndice B

Código en R

B.1. Esqueleto del diseño muestral ENA 2011

#importar base de datos , archivo en stata

library(foreign)

ena2011 <-read.dta("tbl_individual_seleccionados_2012_01_30.dta")

names(ena2011)

summary(ena2011$est_dis)

# est_u estratos de urbanidad

# est_d estratificacion del disenio

# regiong grupos de dominio

# code_upm llave de la unidad primaria de muestreo

# ponde_indiv_final peso muestral

#agregar unidades ultimas de muestro por region

table_UUM=aggregate.data.frame(ena2011$ponde_indiv_final ,

as.data.frame(ena2011$regiong), length)

#aproximacion al tama~no de poblacion por region

table_FACT=aggregate.data.frame(ena2011$ponde_indiv_final ,

as.data.frame(ena2011$regiong), sum)

labels <-levels(ena2011$regiong)

levels(ena2011$regiong)<-c(1,2,3,4,5,6,7,8)

#crear llave por region

ena2011$EST1 <-paste0(ena2011$regiong ,"_",ena2011$est_dis)

# numero de personas entrevistadas por estrato

table1 <-aggregate.data.frame(ena2011$est_d,as.data.frame(ena2011$EST1),

length)

names(table1)[1] <-"est_d"

table1$est_d<-as.character(table1$est_d)

aux <-matrix(unlist(strsplit(table1$est_d,"_")),ncol=2,byrow=T)

83
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table1$region <-aux[,1]

table1$estrato <-aux[,2]

# Numero de estratos por region

table_EST <-aggregate.data.frame(table1$region ,as.data.frame(table1$

region),length)

#llave unica de upm

ena2011$upm1 <-paste0(ena2011$regiong ,"_",ena2011$code_upm)

#personas entrevistadas por upm

table2 <-aggregate.data.frame(ena2011$code_upm ,as.data.frame(ena2011$

upm1),length)

table2$Region <-substr(table2 [["ena2011$upm1"]],1,1)

table_UPM <-aggregate.data.frame(table2$Region ,as.data.frame(table2$

Region),length)

#numero de upm por estrato

#crear una llave para el estrato y upm

ena2011$est_upm <-paste0(ena2011$est_dis ,"_",ena2011$code_upm)

table3 <-aggregate.data.frame(ena2011$code_upm ,as.data.frame(ena2011$est

_upm),length)

names(table3)[1] <-"est_upm"

table3$est_upm <-as.character(table3$est_upm)

aux <-matrix(unlist(strsplit(table3$est_upm , "_")),ncol=2,byrow=T)

table3$est <-aux[,1]

# se crea una tabla para el numero de upm por estrato

table_EST_UPM <-aggregate.data.frame(table3$est ,data.frame(table3$est),

length)

# tabla del esqueleto muestral

names(table_EST_UPM)[1] <-"estrato"

table_EST_UPM$upm1 <-0

table_EST_UPM$upm1[table_EST_UPM$x==1] <-1

table_EST_UPM <-merge(table_EST_UPM ,table1 ,"estrato")

table_UPM1 <-aggregate.data.frame(table_EST_UPM$upm1 ,

data.frame(table_EST_UPM$region),sum)

tabular <-table_EST

tabular$UPM <-table_UPM$x

tabular$UPM1 <-table_UPM1$x # numero de upm por estrato

tabular$UUM <-table_UUM$x

tabular$Factor <-table_FACT$x

names(tabular)[1:2] <-c("Region","Estratos")
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tabular$Region <-labels

nm<-nrow(tabular)

tabular[nm+1,1] <-"Nacional"

tabular[nm+1,2] <-sum(tabular [1:nm ,2])

tabular[nm+1,3] <-sum(tabular [1:nm ,3])

tabular[nm+1,4] <-sum(tabular [1:nm ,4])

tabular[nm+1,5] <-sum(tabular [1:nm ,5])

tabular[nm+1,6] <-sum(tabular [1:nm ,6])

table(ena2011$upm_adicional) # variable binaria que indica si la upm

recolectada es una upm adicional

# --------ESTIMACIONES BAJO DISENIO

# seleccion de las variables de interes

ena2011 <-data.frame(ena2011$a002 , ena2011$a003 , ena2011$a008a , ena2011$

a015a ,ena2011$a015b ,ena2011$a015c , ena2011$ccp40 ,ena2011$ccp61 ,

ena2011$ccp72 ,ena2011$ccp106 ,ena2011$code_upm ,ena2011$est_u,ena2011$

est_dis , ena2011$regiong ,ena2011$ponde_indiv_final)

names(ena2011)<-c("sexo","edad","escolaridad","ingreso_a","ingreso_b",

"ingreso_c","tabaco", "drogmed","drogileg","alcohol","upm","urb","

est_dis","region","factor")

# ------------- se definieron datos faltantes -----------------

# definimos los datos faltantes para escolaridad

levels(ena2011$escolaridad)

ena2011$escolaridad[ena2011$escolaridad =="no responde"]<-NA

ena2011$escolaridad <-factor(ena2011$escolaridad ,levels=levels(ena2011$

escolaridad)[-10])

# se agrego el ingreso por region en una sola columna

ena2011$ingreso_a[ena2011$ingreso_a==" -999"] <-0

ena2011$ingreso_a[ena2011$ingreso_a=="9"] <-0

ena2011$ingreso_b[ena2011$ingreso_b==" -999"] <-0

ena2011$ingreso_b[ena2011$ingreso_b=="9"] <-0

ena2011$ingreso_c[ena2011$ingreso_c==" -999"] <-0

ena2011$ingreso_c[ena2011$ingreso_c=="9"] <-0

ena2011$ingreso2 <-rowSums(ena2011[,c(4,5,6)])

ena2011$ingreso2[ena2011$ingreso2 ==0] <-NA

ena2011$ingreso_a<-NULL

ena2011$ingreso_b<-NULL

ena2011$ingreso_c<-NULL

levels(ena2011$sexo)<-c("hombre","mujer")
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# se restringe a la pob adulta

pobAdulta <-ena2011[ena2011$edad >17,]

pobAdulta$edad <-NULL

summary(pobAdulta)

levels(pobAdulta$alcohol) <-c(1,0)

levels(pobAdulta$tabaco) <-c(1,0)

levels(pobAdulta$drogmed) <-c(1,0)

levels(pobAdulta$drogileg) <-c(1,0)

pobAdulta$alcohol <-as.numeric(as.character(pobAdulta$alcohol))

pobAdulta$tabaco <-as.numeric(as.character(pobAdulta$tabaco))

pobAdulta$drogmed <-as.numeric(as.character(pobAdulta$drogmed))

pobAdulta$drogileg <-as.numeric(as.character(pobAdulta$drogileg))

# se evalua el efecto de disenio

library(survey)

# aproximacion para el disenio con la primera etapa de seleccion

disenio_ena <-svydesign(id=~upm ,strata=~est_dis ,weights=~factor ,

data=pobAdulta ,nest=F,na.rm=T)

# para los estratos con 1 UPM , se estimo su varianza con el

# promedio de los demas estratos

options(survey.lonely.psu="average")

#--------------------- ALCOHOL

# a nivel nacional

mean_alcnal <-svymean(~alcohol , disenio_ena , na.rm=TRUE , deff=TRUE)

# a nivel region

mean_alcreg <-svyby(~alcohol , ~region , disenio_ena , svymean , na.rm=TRUE

, deff=TRUE)

# a nivel region con un disenio SI

mean_alcreg$meanSI <-aggregate(alcohol~region ,data=pobAdulta ,FUN=mean)

[,2]

# a nivel nacional con un disenio SI

mean(pobAdulta$alcohol)

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para alcohol

tabular <-matrix(0,ncol=6,nrow =9)

tabular [-9,2:5] <-as.matrix(mean_alcreg [ ,2:5])

tabular <-data.frame(tabular)

colnames(tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")

tabular$region <-c(mean_alcreg$region ,"nal")
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tabular [9 ,2:4] <-c(0.5630569 ,0.0088456 ,3.2742)

tabular [9,5] <-mean(pobAdulta$alcohol)

# calculo de la varianza bajo un SI

tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$def

# ordernar por proporcion bajo disenio

index <-order(tabular$p.dis[-9])

tabular <-tabular[c(index ,9) ,]

# grafica para alcohol

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1 ,4.1 ,4.1 ,2.1)+c(2,0,-4,-1),xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c

(-1,0,0))

plotCI (1:9, tabular$p.dis ,tabular$se.dis ,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,

xlim=c(0,10),ylim=c(0.35 ,0.70) ,col="blue",ylab="Intervalos de

confianza",xlab="Region",sfra =.005 ,cex.lab =.8)

par(xaxt="s")

axis(1,at=1:9, labels=tabular$region)

plotCI(seq (1:9) +.2, tabular$p.si ,tabular$se.si ,sfra =0.005 ,pt.bg=par("bg

"),pch=19,cex=.5,add=TRUE ,col="red")

legend("bottom",inset=c(0,-.4),legend=c("Muestro aleatorio simple","

Disenio muestral"),

cex=.8,lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width = 3,horiz=T,

x.intersp =0.5, xjust=0,yjust=0,box.col="white")

#--------------------- TABACO ---------------------

# a nivel nacional

mean_tabnal <-svymean(~tabaco , disenio_ena , na.rm=TRUE , deff=TRUE)

# a nivel region

mean_tabreg <-svyby(~tabaco , ~region , disenio_ena , svymean , na.rm=TRUE ,

deff=TRUE)

# a nivel region con un disenio SI

mean_tabreg$meanSI <-aggregate(tabaco~region ,data=pobAdulta ,FUN=mean)

[,2]

# a nivel nacional con un disenio SI

mean(pobAdulta$tabaco)

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para alcohol

tabular <-matrix(0,ncol=6,nrow =9)

tabular [-9,2:5] <-as.matrix(mean_tabreg [ ,2:5])

tabular <-data.frame(tabular)

colnames(tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")

tabular$region <-c(mean_tabreg$region ,"nal")

mean_tabnal
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tabular [9 ,2:4] <-c(0.2370497 ,0.0071618 ,2.9197)

tabular [9,5] <-mean(pobAdulta$tabaco)

# calculo de la varianza bajo un SI

tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio

index <-order(tabular$p.dis[-9])

tabular <-tabular[c(index ,9) ,]

# grafica para tabaco

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1 ,4.1 ,4.1 ,2.1)+c(2,0,-3,-1),xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c

(-1,0,0))

plotCI (1:9, tabular$p.dis ,tabular$se.dis ,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,

xlim=c(0,10),ylim=c(.10 ,.40),col="blue",ylab="Intervalos de

confianza",xlab="Region",sfra =.005 ,cex.lab =0.8)

par(xaxt="s")

axis(1,at=1:9, labels=tabular$region)

plotCI(seq (1:9) +.2, tabular$p.si ,tabular$se.si ,sfra =0.005 , pt.bg=par("

bg"),pch=19,cex=.5,add=TRUE ,col="red")

legend("bottom",inset=c(0,-.5),legend=c("Muestro aleatorio simple","

Disenio muestral"),cex=.8,lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width

= 3,horiz=T, box.col="white",x.intersp =0.5, xjust=0,yjust =0)

#----------------- DROGAS MEDICAS

# Se USO EL METODO LOGIT

# a nivel nacional

mean_drogmednal <-svymean(~drogmed ,disenio_ena ,deff=T)

# a nivelregion

mean_drogmedreg <-svyby(~drogmed ,~region ,disenio_ena ,svymean , na.rm=TRUE

,deff=TRUE)

mean_drogmedreg$meanSI <-aggregate(drogmed~region ,data=pobAdulta ,FUN=

mean)[,2]

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para drogas

medicas

tabular <-matrix(0,ncol=6,nrow =9)

tabular [-9,2:5] <-as.matrix(mean_drogmedreg [ ,2:5])

tabular <-data.frame(tabular)

colnames(tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")

tabular$region <-c(mean_tabreg$region ,"nal")

mean_drogmednal

tabular [9 ,2:4] <-c(0.0084383 ,0.0011655 ,2.0134)

tabular [9,5] <-mean(pobAdulta$drogmed)
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# calculo de la varianza bajo un SI

tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio

index <-order(tabular$p.dis[-9])

tabular <-tabular[c(index ,9) ,]

# definicion de limite inferior y superior con el metodo logit

y.lower <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))-

1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$p.dis)))

tabular$lim.inf.dis <- exp(y.lower)/(1+ exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))+

1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$

p.dis)))

tabular$lim.sup.dis <- exp(y.upper)/(1+ exp(y.upper))

# limites inferior y superior ignorando disenio

y.lower <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))-

1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.inf.si <- exp(y.lower)/(1+ exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))+

1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.sup.si <- exp(y.upper)/(1+ exp(y.upper))

# grafica para drogas medicas

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1 ,4.1 ,4.1 ,2.1)+c(2,0,-3,-1),xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c

(-1,0,0))

plotCI (1:9, tabular$p.dis ,ui=tabular$lim.sup.dis ,li=tabular$lim.inf.dis ,

pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,xlim=c(0,10),col="blue",ylab="

Intervalos de confianza",xlab="Regi ón",sfra =.005 ,cex.lab =0.8)

par(xaxt="s")

axis(1,at=1:9, labels=tabular$region)

plotCI(seq (1:9) +.2, tabular$p.si ,ui=tabular$lim.sup.si ,li=tabular$lim.

inf.si ,sfra =0.005 ,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,add=TRUE ,col="red")

legend("bottom",inset=c(0,-.5),legend=c("Muestro aleatorio simple","

Dise~no muestral"),cex=.8,lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width =

3,horiz=T, box.col="white",x.intersp =0.5, xjust=0,yjust =0)

##-------------- DROGAS ILEGALES

# a nivel nacional

mean_drogilegnal <-svymean(~drogileg ,disenio_ena ,deff=T)

# a nivelregion

mean_drogilegreg <-svyby(~drogileg ,~region ,disenio_ena ,svymean , na.rm=

TRUE , deff=TRUE)

mean_drogilegreg$meanSI <-aggregate(drogileg~region ,data=pobAdulta ,FUN=
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mean)[,2]

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para drogas

medicas

tabular <-matrix(0,ncol=6,nrow =9)

tabular [-9,2:5] <-as.matrix(mean_drogilegreg [ ,2:5])

tabular <-data.frame(tabular)

colnames(tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")

tabular$region <-c(mean_tabreg$region ,"nal")

mean_drogilegnal

tabular [9 ,2:4] <-c(0.0150577 ,0.0017574 ,2.5825)

tabular [9,5] <-mean(pobAdulta$drogileg)

# calculo de la varianza bajo un SI

tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio

index <-order(tabular$p.dis[-9])

tabular <-tabular[c(index ,9) ,]

# definicion de limite inferior y superior con el metodo logit

y.lower <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))-

1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$p.dis)))

tabular$lim.inf.dis <- exp(y.lower)/(1+exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))+

1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$p.dis)))

tabular$lim.sup.dis <- exp(y.upper)/(1+exp(y.upper))

# limites inferior y superior ignorando disenio

y.lower <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))-

1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.inf.si <- exp(y.lower)/(1+ exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))+

1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.sup.si <- exp(y.upper)/(1+ exp(y.upper))

# grafica para drogas medicas

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1 ,4.1 ,4.1 ,2.1)+c(2,0,-3,-1),xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c

(-1,0,0))

plotCI (1:9, tabular$p.dis ,ui=tabular$lim.sup.dis ,li=tabular$lim.inf.dis ,

pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,xlim=c(0,10),col="blue",ylab="

Intervalos de confianza",xlab="Regi ón",sfra =.005 ,cex.lab =0.8)

par(xaxt="s")

axis(1,at=1:9, labels=tabular$region)

plotCI(seq (1:9) +.2, tabular$p.si , ui=tabular$lim.sup.si ,li=tabular$lim.

inf.si ,sfra =0.005 ,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,add=TRUE ,col="red")
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legend("bottom",inset=c(0,-.5),legend=c("Muestro aleatorio simple","

Dise~no muestral"),cex=.8,lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width =

3,horiz=T,

box.col="white",x.intersp =0.5, xjust=0,yjust =0)

B.2. Ajuste de modelos gráficos log-lineales

#---------SE ANALIZO PREVALENCIA DE ULTIMO ANIO ---------

# existe una baja prevalencia de drogas , se agregaron en una variable

# tanto drogas medicas e ilegales

pobAdulta$drogas <-"no"

pobAdulta$drogas[pobAdulta$drogmed =="sı́" |pobAdulta$drogileg =="sı́"]<-"s

ı́"

pobAdulta$drogas <-factor(pobAdulta$drogas ,levels=c("sı́","no"))

pobAdulta$drogmed <-NULL

pobAdulta$drogileg <-NULL

# para escolaridad se considero la siguiente particion

# nivel 1: Secundiaria incompleta

# nivel 2: Al menos secundaria completa

nivel1 <-c("primaria incompleta (1 a 5 a~nos)","primaria completa (6 a~nos

)",

"secundaria incompleta (1 a 2 a~nos)")

nivel2 <-c("secundaria completa o equivalente (3 a~nos)",

"bachillerato incompleto (1 a 2 a~nos)",

"bachillerato completo o equivalente (aproximadamente 3 a~nos)",

"estudios universitarios incompletos (1 a 3 a~nos)",

"estudios universitarios completos (4 a 5 a~nos)",

"estudios de posgrado (2 a 4 a~nos)" )

pobAdulta$esc <-1

pobAdulta[pobAdulta$escolaridad %in % nivel2 ,"esc"] <-2

pobAdulta$escolaridad <-as.factor(pobAdulta$esc)

pobAdulta$esc <-NULL

# se colapso la variable ingreso de la siguiente forma

#nivel 1: <1 salario a 4 salarios

nivel2 <-c("5","6","7")

pobAdulta$ing <-1

pobAdulta[pobAdulta$ingreso2 %in % nivel2 , "ing"]<-2

pobAdulta$ingreso2 <-NULL
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pobAdulta$ingreso <-as.factor(pobAdulta$ing)

pobAdulta$ing <-NULL

pobAdulta$sexo <-factor(as.numeric(pobAdulta$sexo))

pobAdulta$tabaco <-factor(as.numeric(pobAdulta$tabaco))

pobAdulta$alcohol <-factor(as.numeric(pobAdulta$alcohol))

pobAdulta$drogas <-factor(as.numeric(pobAdulta$drogas))

### se forma la tabla de contigencia para 6 las seis variables

seleccionadas

tabla <-table(sexo ,escolaridad ,ingreso ,alcohol ,tabaco ,drogas)

#grafica de mosaico para las variables categoricas

attach(pobAdulta)

library(vcd) # paqueteria para graficos de datos categoricos

# grafica de mosaico

cotabplot(~sexo+ingreso+escolaridad+alcohol+tabaco|drogas ,data=tabla)

##------------- MODELOS JERARQUICOS

# paquete para el ajuste de modelos graficos

library(gRim)

# paquetes para visualizar graficas

library(gRbase)

library(igraph)

library(grid)

library(Rgraphviz)

# para seis variables se ajustaron modelos jerarquicos

# con orden de interaccion de distinto orden

h<-dmod(~.^1,data=tabla) # efectos principales

h$fitinfo$dev

h<-dmod(~.^2,data=tabla) # primer orden

h$fitinfo$dev

h<-dmod(~.^3,data=tabla) # segundo orden

h$fitinfo$dev

h<-dmod(~.^4,data=tabla) # tercer orden

h$fitinfo$dev

h<-dmod(~.^5,data=tabla)

h$fitinfo$dev

# para un modelo jerarquico se selecciono de un modelo de orden 3 y se

hizo

# seleccion retrospectiva

h.init <-dmod(~.^3,data=tabla) # modelo inicial con interacciones de 2do

. orden

h.init$fitinfo$dev
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#seleccion de modelo en direccion backward

hbwd <-stepwise(h.init ,type="unrestricted",direction="backward",details

=1)

hbwd

hbwd$glist

#seleccion de modelo con direccion forward

hinit <-dmod(~.^1,data=tabla) # modelo de independencia

hfwd <-stepwise(hinit ,type="unrestricted",direction="forward")

hfwd

hfwd$glist

# ------------------ MODELOS GRAFICOS LOG -LINEALES

# definicion de un modelo jerarquico saturado con 6 variables

satured <-dmod(~.^.,data=tabla)

# clases generadoras del modelo

satured$glist

# -------- SELECCION DE MODELO EN DIRECCION BACKWARD

# restringido a modelos graficos descomponibles

bwdmodel <-stepwise(satured ,direction="backward",criterion="test",

type="decomposable")

bwdmodel

# grafica del modelo log -lineal

bwd.p<-as(bwdmodel.test ,"igraph")

plot(bwd.p,layout=layout.circle ,vertex.size =35)

# clases generadoras del modelo seleccionado

bwdmodel$glist

# seleccion de modelo sin restricciones

bwdmodel.unrest <-stepwise(satured ,direction="backward",criterion="test"

,

type="unrestricted")

bwdmodel.unrest

#----------- SELECCION DE MODELO EN DIRECCION FORWARD

# definimos el modelo de independencia

hinit <-dmod(~.^1,data=tabla)

# seleccion de modelo sin resctricciones

fwdmodel.unrest <-stepwise(hinit ,direction="forward",criterion="test",

type="unrestricted")

fwdmodel.unrest

# seleccion de modelo para un obtener un modelo grafico descomponible
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fwdmodel <-stepwise(hinit ,direction="forward",criterion="test",

type="decomposable",details =1)

fwdmodel

#-------------- GRAFICA DEL MODELO LOG -LINEAL SELECCIONADO

model.graph <-ug(~I*S*A*E+D*S*A*T,result = "igraph")

plot(model.graph ,layout=layout.grid ,vertex.size =35)

#-------------SIGNIFICANCIA DE LAS ARISTAS EN EL MODELO

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("sexo","escolaridad"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("sexo","ingreso"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("sexo","tabaco"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("sexo","drogas"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("escolaridad","ingreso"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("escolaridad","alcohol"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("ingreso","alcohol"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("alcohol","tabaco"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("alcohol","drogas"))

testdelete(bwdmodel.aic ,edge=c("tabaco","drogas"))

# --------- DESCOMPOSICION DE LA GRAFICA

uG<-ug(~I*S*A*E+D*S*A*T)

descomp <-mpd(uG)

descomp

#---------- REGRESIONES LOGISTICAS ASOCIADAS AL MODELO GRAFICO LOG -

LINEAL

# graficas inducidas por la frontera de las variables respuesta

#- ALCOHOL

model.alcohol <-subGraph(c("E","S","I","T","D"),uG)

model.alcohol <-as(model.alcohol ,"igraph")

plot(model.alcohol ,vertex.size =35)

# regresion logistica con variable respuesta alcohol

alc <-glm(alcohol~ingreso+tabaco+drogas+escolaridad+sexo+sexo*tabaco+

sexo*drogas+sexo*escolaridad+sexo*ingreso+tabaco*drogas+escolaridad*

ingreso

+tabaco*drogas*sexo+sexo*escolaridad*ingreso ,data=pobAdulta ,family=

binomial)

summary(alc)

## se compara con las probabilidades ajustadas con el modelo grafico

# frecuencias ajustadas por el modelo grafico seleccionada

fitdata <- data.frame(bwdmodel$fitinfo$fit)

# frecuencias observadas

obsdata <- data.frame(tabla)
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# se define la tabla para la variable alcohol

data_alcohol <-aggregate(Freq~sexo+escolaridad+ingreso+tabaco+drogas+

alcohol ,

data=fitdata ,FUN=sum)

pfit_alcohol <-aggregate(Freq~sexo+escolaridad+ingreso+tabaco+drogas ,

data=data_alcohol ,FUN=sum)

pfit_alcohol$pfit <-data_alcohol$Freq [1:32]/pfit_alcohol [,6]

### numero de observaciones marginal de t,d,s,e,i

pfit_alcohol$Freq <-aggregate(Freq~sexo+escolaridad+ingreso+tabaco+

drogas+alcohol ,

data=obsdata ,FUN=sum)$Freq [1:32]

### probabilidades ajustadas con la regresion logistica

pfit_alcohol$pfit_logit <-1-predict.glm(alc ,newdata=pfit_alcohol [,1:5],

type="response")

pfit_alcohol$p_rel <-pfit_alcohol$Freq/aggregate(Freq~sexo+escolaridad

+ingreso+tabaco+drogas ,data=obsdata ,FUN= sum)$Freq

pfit_alcohol <-pfit_alcohol[,c(5,4,3,2,1,6,9,7,8)] # reordenando

columnas

#- TABACO

#grafica inducida por la frontera de tabaco

model.tabaco <-subGraph(c("D","A","S"),uG)

model.tabaco <-as(model.tabaco ,"igraph")

plot(model.tabaco ,vertex.size =35)

# regresion logistica

tabaco.glm <-glm(tabaco~sexo+alcohol+drogas+sexo*alcohol+sexo*drogas+

alcohol*sexo+

alcohol*sexo*drogas ,data=pobAdulta ,family=binomial)

summary(tabaco)

# compararar con las frecuencias estimadas con el modelo grafico

data_tabaco <-aggregate(Freq~sexo+alcohol+drogas+tabaco ,data=fitdata ,FUN

= sum)

pfit_tabaco <-aggregate(Freq~sexo+alcohol+drogas ,data=data_tabaco ,

FUN=sum)

pfit_tabaco$pfit <-data_tabaco [1:8 ,5]/pfit_tabaco$Freq

pfit_tabaco$Freq <-aggregate(Freq~sexo+alcohol+drogas+tabaco ,

data=obsdata ,FUN=sum)[1:8 ,5]

# prediccion con modelos logisticos
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pfit_tabaco$pfit_logit <-1-predict.glm(tabaco.glm ,newdata=pfit_tabaco

[,1:3],

type="response")

pfit_tabaco$p_rel <-pfit_tabaco$Freq/aggregate(Freq~sexo+alcohol+

drogas ,

data=obsdata ,FUN=sum)$Freq

pfit_tabaco <-pfit_tabaco[,c(3,2,1,4,7,5,6)]

#------- DROGAS

# grafica inducida por la frontera de drogas

model.drugs <-subGraph(c("A","S","T"),uG)

model.drugs <-as(model.drugs ,"igraph")

plot(model.drugs ,vertex.size =35)

#regresion logistica con variable respuesta drogas

drugs <-glm(drogas~sexo+tabaco+alcohol+tabaco*alcohol+tabaco*sexo+sexo*

alcohol+

sexo*tabaco*alcohol ,data=pobAdulta ,family=binomial)

summary(drugs)

#se compara con las probabilidades ajustadas con el modelo grafico

data_drugs <-aggregate(Freq~sexo+tabaco+alcohol+drogas ,data=fitdata ,FUN=

sum)

pfit_drugs <-aggregate(Freq~sexo+tabaco+alcohol ,data=fitdata ,FUN=sum)

pfit_drugs$pfit <-data_drugs$Freq [1:8]/pfit_drugs$Freq

pfit_drugs$Freq <-aggregate(Freq~sexo+tabaco+alcohol+drogas ,

data=obsdata ,FUN=sum)[1:8 ,5]

pfit_drugs$prel <-pfit_drugs$Freq/aggregate(Freq~sexo+tabaco+alcohol ,

data=obsdata ,FUN=sum)$Freq

pfit_drugs$plogit <-1-predict.glm(drugs ,newdata=pfit_drugs [,1:3],type="

response")

pfit_drugs <-pfit_drugs[,c(3,2,1,5,6,4,7)]

#imprimir las tablas en LaTex

library(xtable)

pfit_drugs_table <-xtable(pfit_drugs)

pfit_alcohol_table <-xtable(pfit_alcohol)

pfit_tabaco_table <-xtable(pfit_tabaco)

digits(pfit_drugs_table) <-4

digits(pfit_alcohol_table) <-4

digits(pfit_tabaco_table) <-4

# datos ajustados y observados para la tabla de contigencia con 6
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variables

obs <-aggregate(Freq~drogas+tabaco+alcohol+escolaridad+ingreso+sexo ,

data=obsdata ,FUN=sum)

matrix(obs$Freq ,ncol=4,byrow=T)

#--------------MODELOS GRAFICOS PARA SUBPOBLACIONES

detach(pobAdulta)

#-------------POBLACION QUE CONSUME DROGAS

ena2011drug <-pobAdulta[pobAdulta$drogas ==1,]

attach(ena2011drug)

# definicion de la tabla de contigencia con 5 variables

tabledrug <-table(sexo ,escolaridad ,tabaco ,alcohol ,ingreso)

detach(ena2011drug)

#--------------------- SELECCION DE MODELO

# FORWARD

# restringido a modelos descomponibles

modeldrug.null <-dmod(~.^1,data=tabledrug)

fwdmodel.drug <-stepwise(modeldrug.null ,direction="forward",type="

decomposable")

fwdmodel.drug$glist

fwdmodel.drug.graph <-ug(~E*I+A*S*T+E*S)

fwdmodel.drug.graph <-as(fwdmodel.drug.graph ,"igraph")

plot(fwdmodel.drug.graph ,vertex.size =35)

# sin restricciones

fwdmodel.drug.unrest <-stepwise(modeldrug.null ,direction="forward",

type="unrestricted")

fwdmodel.drug.unrest

fwdmodel.drug.unrest$glist

fwdmodel.drug$glist

plot(fwdmodel.drug)

fwdmodel.drug.unrest.graph <-ug(~E*I+A*S*T+E*S+A*I)

fwdmodel.drug.unrest.graph <-as(fwdmodel.drug.unrest.graph ,"igraph")

plot(fwdmodel.drug.unrest.graph ,vertex.size =35)

# --- SUBPOLACION QUE NO CONSUME DROGAS

ena2011nodrug <-pobAdulta[pobAdulta$drogas ==2,]

attach(ena2011nodrug)

tablenodrug <-table(sexo ,escolaridad ,tabaco ,alcohol ,ingreso)

detach(ena2011drug)

#------- SELECCION DE MODELO
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### FORWARD

modelnodrug.null <-dmod(~.^1,data=tablenodrug)

# seleccion de modelos graficos descomponibles

fwdmodel.nodrug <-stepwise(modelnodrug.null ,direction="forward",

type="decomposable")

fwdmodel.nodrug

plot(fwdmodel.nodrug)

fwdmodel.nodrug$glist

# sin restricciones

fwdmodel.nodrug.unrest <-stepwise(modelnodrug.null ,direction="forward",

type="unrestricted")

fwdmodel.nodrug.unrest

plot(fwdmodel.nodrug.unrest)

fwdmodel.nodrug.unrest$glist

#-- BACKWARD

modelnodrug.sat <-dmod(~.^.,data=tablenodrug)

bwdmodel.nodrug <-stepwise(modelnodrug.sat ,direction="backward",

type="decomposable")

bwdmodel.nodrug

plot(bwdmodel.nodrug)

bwdmodel.nodrug$glist

# sin restricciones para no consumo de drogas

bwdmodel.nodrug.unrest <-stepwise(modelnodrug.sat ,direction="backward",

type="unrestricted")

bwdmodel.nodrug.unrest

plot(bwdmodel.nodrug.unrest)

bwdmodel.nodrug.unrest$glist
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Ramı́rez-Aldana, R. y Eslava-Gómez, G. (2015). On the connection between log-linear

and logistic models. Comunicación personal.

Särndal, C. E., Swensson, B. y Wretman, J. (1991). Model Assisted Survey Sampling.

Springer, New York.

Tarjan, R. E. y Yannakakis, M. (1984). Simple linear-time algorithms to test chordality

of graph, test acyclicity of hypergraphs, and selectively reduce acyclic hypergraphs.

SIAM Journal on Computing, 13:566–579.

Von-Eye, A. y Mung, E. (2013). Log Linear Modelling: Concepts, Interpretation and

Application. Wiley.

Whitakker, J. (1990). Graphical Models in Applied Statistics. Wiley, Chichester, England.

http://www.conadic.salud.gob.mx/pdfs/ENA_2011_ALCOHOL.pdf
http://www.conadic.salud.gob.mx/pdfs/ENA_2011_ALCOHOL.pdf
http://encuestas.insp.mx/ena2011

	Portada

	Modelos Gráficos Log-Lineales

	Índice Generales

	Introducción

	Capítulo 1. Modelo Gráficos Probabílisticos

	Capítulo 2. Modelos Gráficos Log-Lineales

	Capítulo 3. Aplicación

	Conclusiones

	Apéndices

	Bibliografía


