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Modelos graficos log-lineales

Resumen

El objetivo de esta tesis es presentar los modelos graficos log-lineales, asi como una
aplicacion de éstos a un conjunto de observaciones provenientes de la Encuesta Nacional de
Adicciones 2011. En estos modelos, se define una grafica donde los vértices corresponden
a variables categoricas, y la asociacion entre cualesquiera dos de éstas se representa por
medio de una arista. Las relaciones de independencia condicional para un conjunto de
variables categdricas se interpretan a partir de las tres propiedades de Markov de la gréfica
asociada al modelo.

Las variables categdricas seleccionadas para la aplicacién son el consumo de alcohol,
tabaco y drogas, asi como de las variables sexo, ingreso del hogar y escolaridad. Donde
las principales variables de interés son las correspondientes al consumo de sustancias.

Se ajustaron tres modelos graficos log-lineales. En el primer modelo, se consideré sélo
poblacién adulta en los grupos de edad de 18 a 65 anos con 10,294 observaciones. Para este
modelo, fue posible mostrar la equivalencia entre las 3 propiedades de Markov utilizando
el teorema de Pearl y Paz. Ademas, con base en la descomposicién de su grafica asociada,
y usando el teorema de Hammersley y Clifford se obtuvo la factorizaciéon para su funcion
de probabilidad conjunta.

En el segundo y tercer modelo se eliminé la variable drogas, esto debido a la baja pre-
valencia de consumo en la muestra. Para el segundo modelo ajustado, sélo se consideré la
subpoblacion que consume drogas con 231 observaciones. En el tercer modelo ajustado, se
utilizé una muestra de 10,063 adultos que no consume drogas. Los dos modelos obtenidos
son graficos descomponibles.

Posteriormente, con el primer modelo ajustado, se definieron tres regresiones logisticas
con variables respuesta tabaco, drogas y alcohol. Las variables explicativas para cada
regresion estan determinadas por la grafica inducida por la variable respuesta.

Finalmente, se obtuvieron las probabilidades ajustadas considerando un modelo grafi-
co y una regresion logistica. Se observé que estas probabilidades coincidian si la variable
respuesta estaba contenida en una sola clase generadora, como fue en el caso de las
variables drogas y tabaco, a diferencia de la variable alcohol.
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Introduccion

El estudio de modelos graficos log-lineales tiene sus inicios a principio de 1980’s. Como
antecedente, se puede mencionar a Darroch et al. (1980), quienes describen de manera
detallada la relacion entre una grafica y un modelo log-lineal.

Posteriormente, el concepto de modelos graficos se generaliza para distribuciones con-
tinuas. En particular, si tiene una distribuciéon normal multivariada, se le conocen como
modelos grificos Gaussianos. Recientemente, esta area ha sido ampliamente estudiada.
Asimismo, es posible modelar relaciones de dependencia condicional entre variables con-
tinuas y discretas, a estos modelos se les conocen como modelos graficos miztos.

En un modelo grafico log-lineal se estudian las relaciones de independencia condicional
y marginal para variables categéricas, por medio de propiedades de gréficas no dirigidas.
Este tipo de andlisis es adecuado cuando el ntimero de parametros es grande.

Algunos libros dedicados a modelos graficos son Lauritzen (1996), Whitakker (1990) y
Edwards (2000). Recientemente, en algunos libros cldsicos de anédlisis de datos categdricos
ha incluido alguna seccién dedicada a modelos graficos log-lineales, e.g. Agresti (2003) y
Christensen (1990). En el caso de modelos graficos gaussianos, Anderson (2003) incluye
una secciéon dedicada a estos modelos.

En el presente trabajo, la informacién esta organizada en 3 capitulos. El primero
comprende la teoria necesaria para identificar y analizar un modelo grafico probabilistico.
Inicialmente, se definen algunos conceptos basicos de teoria de graficas no dirigidas que se
utilizardan mas adelante. Enseguida, se establece la relacién de independencia condicional
de un vector aleatorio y su gréafica asociada mediante las tres propiedades de Markov. En
este capitulo es de particular interés estudiar los modelos graficos descomponibles. En
estos modelos, la densidad conjunta del vector aleatorio puede expresarse en términos de
la descomposicién de su grafica asociada. Para ello, se presentan los algoritmos voraces
y de busqueda de maxima cardinalidad que se utilizan para obtener la descomposicién de
la grafica asociada al modelo grafico descomponible.

El segundo capitulo se enfoca a presentar el ajuste de un modelo grafico log-lineal.
Dentro de este capitulo se introduce la notacién empleada por Lauritzen (1996), la cual
tiene la ventaja de ser mas sencilla para tablas de contingencia de alta dimension. Pos-
teriormente, se presentan los modelos log-lineales, en particular, se muestran los posibles
modelos asociados a una tabla de contingencia de dimension 3. Posteriormente, se pre-
sentan los modelos log-lineales jerarquicos y los modelos graficos log-lineales. Para estos
ultimos, se obtiene su ajuste por maxima verosimilitud, y se presentan estadisticas de
bondad de ajuste del modelo. Adicionalmente, se muestra la definicién de un modelo
log-lineal como un modelo lineal generalizado (GLM), esto con el propésito de introdu-



cir los GLM que posteriormente se definen para las regresiones logisticas. Por tultimo, se
presenta la relacién entre un modelo grafico log-lineal y una regresién logistica.

En el tercer capitulo se ilustra el uso de modelos graficos para datos de la Encuesta
Nacional de Adicciones (ENA) 2011. La base de datos utilizada para esta seccién se en-
cuentra disponible en la pagina electronica del Instituto Nacional de Psiquiatria Ramén
de la Fuente Muniz (INSP), la cual consiste de 16,249 personas entrevistadas. En esta en-
cuesta, uno de los dominios de estudio es la poblacién adulta (18 a 65 afos) y adolescente
(12 a 17 anos). Debido al disefio de la muestra, existe una correlacién entre estas dos
subpoblaciones, lo cual viola el supuesto de independencia de un modelo log-lineal. Por
tal razon, se considerd solo poblacién adulta y se eliminaron datos faltantes. La muestra
utilizada para el ajuste de modelos graficos log-lineales quedé conformada por 10,294
adultos.

Se propusieron como posibles factores de riesgo las variables sexo, ingreso del hogar y
escolaridad. Las variables de interés o de respuesta son el consumo de alcohol, tabaco y
drogas. Debido a la dimension del conjunto de variables y desconocimiento del tema, se
ajustaron modelos jerarquicos y graficos con base en los métodos de seleccion stepwise.
En ambos casos, se observo que la tabla generada por las 6 variables era poco densa, esto
debido a la baja prevalencia de consumo de drogas, por lo que se decidié hacer un anélisis
condicional a subpoblaciones que consumen o no drogas.

Finalmente, con el modelo grafico obtenido con la muestra completa, se ajustaron
regresiones logisticas para cada variable de interés donde los términos de la regresion
estan determinados por la gréafica asociada.



Capitulo 1

Modelos graficos probabilisticos

El objetivo de este capitulo es presentar algunos elementos basicos de la teoria de
modelos graficos probabilisticos. Para ello en la primera seccién se dan algunas defini-
ciones de teoria de graficas, en particular, s6lo consideraremos graficas no dirigidas. En
la segunda seccion, se introduce el concepto de independencia condicional para graficas
asociadas a un vector aleatorio. Finalmente, la ultima seccién se enfoca a estudiar un
subconjunto de modelos graficos, denominados descomponibles.

1.1. Conceptos basicos de teoria de graficas

En esta seccion se presenta algunas definiciones que se utilizaran mas adelante para
estudiar los modelos graficos probabilisticos. Para una definicion mas formal ver Bondy
y Murty (2008).

Una grafica G = (V, F) es un ente matemético definido por dos conjuntos, un conjunto
de vértices, V', y un conjunto de aristas, F, conformado por un subconjunto de V' x V.
Usualmente, los vértices en V' toma valores en el conjunto de los naturales {1,2,...,|V]}.

Por otra parte, se dice que existe una arista dirigida o arco entre los vértices o y [3,
si el conjunto de aristas contiene a la pareja ordenada («, (); en este caso, el vértice a es
padre de 5,y B es un hijo del vértice a. En otro caso, existe una arista no dirigida o linea
entre los vértices a y f3, si el conjunto de aristas contiene a las parejas (a, §) y (5, «). La
grafica es no dirigida si todas sus aristas son no dirigidas (Whitakker, 1990, p. 58).

Para este trabajo, solo consideramos graficas simples no dirigidas, esto es, graficas
donde no existen multiples aristas para un mismo par de vértices, y no existen bucles,
es decir, no hay aristas de la forma (o, @), con a € V. Usualmente para representar una
grafica no dirigida G, se utiliza un diagrama como se muestra en la figura 1.1, donde los
vértices son representados por un circulo y las aristas por lineas.

Un vértice a es vecino o adyacente al vértice (3, si existe una arista entre ellos; en tal
caso, se usa la notacién a ~ . Si « no es vecino de (3, se denota por «a +¢ 5. En la figura
1.1, el vértice 1 es vecino de los vértices 2, 4 y 5, pero no es vecino de 3.



CAPITULO 1. MODELOS GRAFICOS PROBABILISTICOS 4

Figura 1.1: Diagrama de la grdfica G = (V, E), con vértices V. = {1,2,3,4,5} y conjunto de
aristas F' = {(1,2),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}.

Un camino de longitud n de un vértice o a un vértice 8 es una sucesion de distintos
vértices, a = ay, ..., 0, = [3, tales que (oj_1,0a;) € E, con j =1,2,... n.

Un ciclo de longitud n es un camino donde el vértice inicial de la sucesion es igual al
vértice final de la sucesién, oy = «,,. En este caso, cada par de vértices en la sucesién son
adyacentes, y serd un ciclo no enlazado (chordless), si no existen vértices adyacentes en
la sucesion, salvo los vértices sucesivos; es decir, todo vértice en el ciclo tiene a lo mas
dos vértices adyacentes.

Dos vértices a y 3 estan conectados si existe un camino del vértice a al vértice 3, y
serd una grafica conectada si todos los pares de vértices de V' estan conectados.

Un subconjunto de vértices, S C V, separa a los vértices o y (3, si todos los caminos
que unen ambos vértices contienen al menos un vértice del conjunto separador S. Un
subconjunto S C V, separa a dos subconjuntos de vértices de V', Ay B, si separa a todo
par de vértices o € Ay B € B.

La frontera de un subconjunto A, denotada por bd(A), es igual al conjunto de vértices
que no pertenecen a A pero tienen un vértice adyacente para algin vértice en A, es decir

bd(A)={f eV \A|TacA, tal que (o, ) € E}.
La cerradura de A, denotada por cl(A) es igual a la unién de A y su frontera,
cl(A) = AUbd(A).

La subgrafica inducida por A, G4, es la grafica con conjunto vértices igual a A y
subconjunto de aristas F4. Donde E4 es el conjunto de aristas contenidas en E tales que
conectan vértices en A.

Una grafica o subgrafica es completa si todos sus vértices son vecinos mutuamente, y
un clique es un subconjunto de vértices tales que su grafica inducida es completa. Si el
clique es tal que al agregar un vértice, la nueva gréafica inducida no es completa, entonces
el clique es mazimal. Usualmente, al conjunto de cliques se le denota por C.

En la grafica siguiente se ilustra cada uno de los conceptos presentados. A partir de
ésta, se puede observar que existen multiples caminos entre los vértices 1 y 3, siendo uno
igual {1, 2, 5, 3}. El conjunto {2, 5} separa a los conjuntos {1} y {3,4}, y el vértice 3
separa a los vértices 2 y 4. La frontera para el conjunto {1,5}, bd({1,5}), es igual al
conjunto {2, 3}, y la frontera para el vértice 6, bd({6}), es igual al conjunto vacio, por lo
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tanto, la grafica no es conectada. Los vértices {1, 5, 3, 2, 1} forman un ciclo enlazado, ya
que el vértice 5 tiene 3 vecinos, los vértices 1, 2 y 3; mientras, los vértices {1,5,2} forman
un ciclo no enlazado de longitud 3. El conjunto {2, 5} es un clique de la gréfica, pero no
es maximal ya que al agregar el vértice 1, la gréfica inducida por {1, 2, 5} es completa.
Los cliques maximales para esta grafica estan dados por los subconjuntos {1, 2, 5}, {2,
3,4}, {3, 4} y {6}. Es facil notar que la grifica no es completa, ya que 6 no es vecino de

(2)
| —® ©®
©

Figura 1.2: Grafica no dirigida G = (V, E), con conjunto de vértices V. = {1,2,3,4,5,6} y
conjunto de aristas E = {(1,2),(1,5),(2,3),(2,5),(3,4),(3,5)}.

los demés vértices.

La unién e interseccién de dos gréficas simples no dirigidas, (V, E) y (W, F), es igual
a la unién e interseccion de sus conjuntos de vértices y aristas:

(V.E)U(W.F)=(VUW,EUF)  (V.E)n(W,F)=(VNW.ENF)

Para ilustrar la anterior, consideremos las graficas G; = (V, E) y G, = (W, F'), dadas en
las figuras 1.3a y 1.3b, respectivamente. La unién e interseccion para las graficas G; y Go
estan dadas por las figuras 1.3c y 1.3d.

1.2. Independencia condicional

Un elemento esencial en modelos graficos probabilisticos es el concepto de indepen-
dencia condicional. En Lauritzen (1996, sec. 3) se estudia de manera detallada la relacién
entre teorfa de graficas e independencia condicional, la cual define un modelo gréfico
probabilistico. Algunos de los principales resultados concernientes a estos modelos se
presentan a continuacién.

1.2.1. Probabilidad condicional

Sean X y Y variables aleatorias, se dice que X y Y son condicionalmente indepen-
dientes dada la variable aleatoria Z si su funcién de verosimilitud puede expresarse como
L(X,Y,Z) = LIX|Y, Z)L(X|Z). (1.1)

En este caso, usaremos la notacion X 11 Y|Z 6 X Il pY|Z, si se desea enfatizar que depende
sobre una medida de probabilidad P. Si X es condicionalmente independiente de Y dado
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(b) Go = (W, F).

(C) glUQQZ(VUVV,EUF). (d) glﬁQQZ(VﬁI/V,EﬁF).

Figura 1.3: Union e interseccion de las griaficas Gi = (V,E) y Go = (W,F). Don-
de V. = {1,2,3,4}, E = {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}, W = {2,3,4,5,6} y F =
{(2,3),(2,4),(3,4),(4,5),(4,6), (5,6)} .

Z, X1 Y|Z, entonces la funcién de densidad conjunta de X y Y admite la factorizacién
siguiente.

fl@,y,2)f(2) = f(@,2)f(y, 2). (1.2)
En este caso, la funcién de densidad puede expresarse como el producto de dos fun-
ciones, a(z,z) y by, 2),
f(x,y,2) = a(z,2)b(y, 2).

Otras propiedades para variables aleatorias condicionalmente independientes son:

Cl) Si X1Y|Z entonces Y I X|Z.

(C1)

(C2) Si XUY|ZyU=g(Y) entonces X ILU|Z.
(C3) Si XAUY|ZyU=g(Y) entonces X L Y|(Z,U).
(C4)

C4) Si XY |Zy XA W|(Y,Z) entonces X L (Y,W)|Z.

Donde ¢(-) es una funcién medible sobre el espacio muestral de X. Ademas, si la funcién
de distribucién conjunta tiene funcién de densidad estrictamente positiva, se cumple que

(Ch) SiXUY[(Z, W)y XIZIU(Y,W) entonces X_I (Y, Z)|W.

En cierto modo, la relacion de independencia condicional puede ser interpretada como
una codificacién de lo que es relevante (Lauritzen, 1996, p. 30). Si a la relacién AL B|C'
le damos la interpretacion: dado que conocemos C', A es irrelevante para inferir sobre B,
las propiedades (C1)-(C5) se traducen a:
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(I1) Dado que conocemos Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir Y; entonces inferir
sobre Y es irrelevante para inferir X.

(I2) Dado que se tiene informacién acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir
Y'; entonces X es irrelevante para inferir cualquier funcién que dependa de Y.

(I3) Dado que se tiene informacién acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir
Y'; entonces X sigue siendo irrelevante después de haber inferido sobre cualquier
funcién de Y.

(I4) Dado que se tiene informacién acerca de Z, inferir sobre X es irrelevante para inferir
Y'; si después de haber inferido para Y, X es irrelevante para inferir W, entonces
X es irrelevante para inferir (Y, ).

A partir de las propiedades (C1)-(C4) se pueden establecer axiomas para analizar
independencia condicional en modelos mas generales, los cuales denominaremos como
grafoides.

1.2.2. Modelos de independencia condicional

Laurtizen (2006, pp. 6-7) define una relaciéon L, como grafoide, si para A, B,C, D
subconjuntos disjuntos de un conjunto finito V' satisface lo siguiente:

S1) Si A L, B|C, entonces B 1, A|C.

S2) Si A Ll, B|Cy D C B, entonces A 1, D|C.

(S1)

(52)

(S3) Si A L, B|C'y D C B, entonces A L, B|(C'UD,).

(S4) Si A1, B|Cy AL, D|(BUC), entonces A L, (BUD)|C.
(S5)

S5) SiALl, B[(CUD)y AL, C|(BUD) entonces A L, (BUC)|D.

En caso de que sélo se cumplan las condiciones (S1)-(S4), se le denomina semi-grafoide.
Por ejemplo, para la relacion A Lg B[S, la cual denota la separacién de la grafica G en
Ay B por medio de S, es facil verificar que las propiedades (S1)-(S5) se satisfacen, por
lo tanto, la relacién 1Lg es un grafoide.

Ahora, si consideramos V' un conjunto finito y { X, : v € V'} una coleccién de variables
aleatorias. Entonces para A, B y C' subconjuntos de V', podemos definir los vectores
aleatorios marginales X, = {X, : v € A}, Xp ={X,:v € B}y X¢ ={X, : v € C},
tales que X 41l Xp|Xc. En este caso, se puede probar que la relacién _l es semi-grafoide.
Ademas, si la funcién de densidad conjunta de X es estrictamente positiva, entonces
la relacién de independencia condicional Il es un grafoide. Con el propdsito de usar la
notacién de modelos graficos, se tiene la equivalencia.

De acuerdo con esto, un vector aleatorio X = (X, Xs,...,X,) se puede representar
mediante una grafica G = (V, E), con V = {1,2,...,n} y donde (7,7) no es una arista
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de E siy sélo si X; ILX;| X\, es decir, existe una arista entre los vértices (i, ) si
existe una relacién de dependencia entre ambos. En particular, Whitakker (1990, p. 60)
denomina a esta gréafica como grdfica independiente condicional. De esta manera, usando
las propiedades de separacién de una grafica G se identifican independencias condicionales
para un vector aleatorio X. En general, para una grafica G, esta puede presentar 3 tipos
de independencia condicional, las cuales se describen a continuacién.

1.2.3. Propiedades de Markov

Sea G = (V, F) una gréfica simple no dirigida, donde V' es el conjunto de vértices
asociados a un vector aleatorio X y FE el conjunto de aristas. Decimos que la relacion de
independencia condicional |l satisface

(P) La propiedad de Markov por parejas con respecto a G, si
a B = alplV\{a, B} (1.3)

Esto implica que para vértices no adyacentes, éstos son condicionalmente indepen-
diente dado el resto de las variables. En la figura 1.4, el vértice 4 no es adyacente
del vértice 5, entonces se cumple que 411 5[{1,2, 3,6, 7}.

(L) La propiedad de Markov Local con respecto a G, si para toda a € V/,
allV\ cl(a)|bd(a). (1.4)

Es decir, todo vértice es condicionalmente independiente de sus vértices no adya-
centes dada su frontera. En la figura 1.4, la frontera de 5, es igual al conjunto
bd(5)={2, 3, 6, 7}, y el complemento de la cerradura igual V \ cl(5) = {1,4},
entonces se cumple que 51 {1,4}|{2,3,6,7}.

(G) La propiedad de Markov Global con respecto a G, si para A, B,S subconjuntos
disjuntos de V tales que S separa A de B en G, entonces

ALLBIS. (1.5)

En la grafica 1.4 se observa que los subconjuntos {1,3} y {4, 7} estan separados por
{2, 5, 6}. Por lo tanto, {1,3}1 {4,7}|{2,5,6}.

Para las tres propiedades enunciadas, Lauritzen (1996, p. 33) demuestra que para
toda grafica no dirigida G = (V| E), y vector aleatorio X, la propiedad de Markov Global
(G) implica la propiedad de Markov local (L), y ésta a su vez implica la propiedad de
Markov por parejas (G).

Ademas, si la funcién densidad de X es estrictamente positiva, entonces las tres pro-
piedades de Markov son equivalentes Lauritzen (1996, p. 34). A este resultado se le conoce
como el teorema de Pearl y Paz.

Alternativamente, Matus (1992) prueba la equivalencia de las tres propiedades de
Markov utilizando gréaficas duales. En esta prueba, cada propiedad tiene asociada una
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Figura 1.4: Grdfica no dirigida, G = (V, E). Donde V' = {1,2,3,4,5,6,7} y E={(1, 2), (1, 3),
(2, 3), (2, 5), (3, 5), (3,6), (4, 7), (5, 6), (5,7), (6,7)}.

clase de grafica dual. Bajo los supuestos de la funcién de densidad, demuestra que las
tres clases de graficas duales son equivalentes.

Por otra parte, existe una relacion entre la funcién de densidad conjunta de X y su
grafica asociada G, la cual estda dada por la definicion siguiente.

Sea f la funcién de densidad de X y G = (V, E) su grafica asociada. Se dice que f
admite una factorizacion (F), si para todos los subconjuntos completos a C V, existen
funciones v, (z,) estrictamente positivas que dependen de x sdlo a través de x, tales que
la funcién de densidad esta dada por:

f(@) = 1] talza), (1.6)

acA
donde A es el conjunto de cliques de la gréfica G.
En la figura 1.4, los cliques de la grafica son iguales a los conjuntos A ={{3,5,6},
{5,6,7}, {1,2}, {1,3}, {2,5}, {2,4}, {4,7}}, de modo que la funcién de densidad con-

junta, f, admite la factorizacién:

f(z1, w0, 23, 24, 6, T7) =356(T3, T5, T6)Vs67(T5, T6, T7)V12(T1, T2)

X 1/113(I17$3)¢25($2,$5)¢24($2,4 )¢47($4, $7).

A partir de la definicién anterior, Lauritzen (1996, pdg. 34) demuestra que para toda
factorizacién (F) con respecto a G, ésta satisface la propiedad de Markov Global (G) con
respecto a G. En consecuencia, la factorizacion también satisface la propiedad de Markov
local (L) y por parejas (P).

Un resultado més general e importante en modelos graficos, prueba que si la funcién
de densidad de X, f, es estrictamente positiva, entonces la implicacion es valida en ambos
sentidos, es decir, si la funcién de densidad de X es estrictamente positiva, entonces ésta
satisface la propiedad de Markov por parejas en G, si y solo si admite una factorizacién
con respecto G. A este resultado se le conoce como el teorema de Hammersley y Clifford.
Hammersley y Clifford demostraron este teorema por primera vez para variables aleatorias
discretas. Posteriormente, se han dado multiples pruebas de este teorema que generalizan
para variables aleatorias continuas, ver e.g. Besag (1974) y Clifford (1990).
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1.3. Modelos graficos descomponibles

Dentro de los modelos gréficos existe un subconjunto de estos, denominados descom-
ponibles. Estos modelos tienen la ventaja de que su factorizaciéon puede expresarse en
funcién de densidades marginales, las cuales estan asociadas a la descomposicién de su
grafica. Para ello, primero definamos la descomposicién de una grafica G.

Sea G = (V, E) una grafica condicionalmente independiente, se dice que una particién
de V, (A, B, S), es una descomposicion de G si se cumple que:

1. A lg B|S,
2. S es completo

La descomposicién es propia si A # () y B # (). En este caso, los componentes de la
descomposicion estan dadas por las subgraficas inducidas por Gaus y Gpus. Una grafica

se dice que es principal si no existe una descomposicién propia (Laurtizen, 2006, p. 25).
En particular, la gréfica principal para un grafica completa es ella misma. En la figura

Q0 @ °o
O

Figura 1.5: Ejemplos de graficas principales.

1.5 se muestran ejemplos de gréaficas principales.

Cabe mencionar que para graficas donde hay més de dos sub-gréficas principales, éstas
se pueden obtener al descomponer la grafica de manera recursiva. Por ejemplo, en la figura
1.6a, se observa que para la primera descomposicion de G, el conjunto separador es igual a
S1 ={2, 5}, los componentes de la primera descomposicién estan dadas por G, = (V4, E)
y Go = (Va, E3), donde Vi ={1, 2, 3, 5} y V5 ={2, 4, 5, 6, 7} (figura 1.6b). Ahora para
estas dos subgraficas, se observa que G; es una sub-grafica principal, mientras que para la
sub-gréfica Gs, esta tiene una descomposicién con conjunto separador Sy ={5, 7}, donde
los componentes de la descomposicién estén dadas por las sub-graficas Gz = (V3, E3) v
Gy = (Viy, Ey), donde V3 ={2, 4, 5, 7} y V,={5, 6, 7} (figura 1.6¢). Para las sub-graficas
obtenidas en la segunda descomposicién se observa que todas son principales, por lo tanto,
podemos concluir que la descomposicion de la grafica G tiene tres sub-graficas principales
dadas por Gi, G3 v G4, con conjuntos separadores S; = {2,5} y Sy = {5,7}.

Una grafica es descomponible si todas sus sub-graficas principales son cliques. Es claro
que en la grafica anterior G no es descomponible, ya que al menos dos de sus sub-graficas
principales no son completas.
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Figura 1.6: Descomposicion de una grafica en subgraficas principales. (a) Grafica G = (V, E)
con V. = {1,2,3,4,5,6,7}, (b) primera descomposicion de la grifica G = (V,E), donde el
conjunto separador es S1 = {2,5} y subgréficas principales Gi = (V1, E1) y Go = (Va, E2) con
Vi =1{1,2,3,5} y Vo ={2,4,5,6,7}, (c) segunda descomposicién de G = (V, E), con conjunto
separador Sy = {5,7} y subgraficas principales Gy = (V1, FE1), Gs = (V3,E3) y Gy = (V4, Ey),
con Vi = {1,2,3,5}, Vs = {2,4,5,7} y Vi = {5,6,7}
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Propiedades de Markov en descomposicién de graficas

Sea (A, B, S) una descomposicén de G y P una distribucién de probabilidad. Se dice
que P se factoriza con respecto a G, si y sélo si, se satisface las siguientes condiciones:

i) Paus v Ppus se factorizan con respecto a Gaus v Gpus,

i) f(z)f(rs) = f(zavs)f(rBUs).

Este resultado se puede aplicar de manera recursiva para graficas con mas de dos
sub-graficas principales. De manera que para graficas descomponibles, la factorizacién de
su funcién de densidad f, con respecto a G esta dada por:

F@) [ F)® =] f=o), (1.7)

Ses cec
donde C es el conjunto de cliques de G, S el conjunto de separadores y v(.S) el nimero de
veces que aparece el conjunto separador S en la descomposicién (Laurtizen, 2006, p. 26).
Para ilustrar lo anterior, consideremos la descomposicién de la grafica G en la figura 1.7.

o,

Figura 1.7: (a) Descomposicion de la grifica G = (V,E) , donde V = {1,2,3,4} y E ={(1,2),
(1,3), (1,4)}. (b) Primera descomposicion de G, con conjunto separador S = {1} y componentes
G = V1, E1) y Ga = (Va, E»), donde Vi = {1,4} y Vo = {1,2,3}. (c) Subgréficas principales de
G:G1=(W,E1), Gz = (V3,E3) y Ga = (Va, Ey), donde V3 = {1,2} y Vi = {1, 3}.

A partir de esta gréfica, podemos ver que el conjunto separador, S = {1}, aparece
2 veces en la descomposicién. En la primera descomposicién, el conjunto S separa a los
vértices {2, 3} del vértice 4 (figura 1.7b); en la segunda descomposicion, el mismo conjunto
S separa los vértices {2} y {3}, obteniéndose asi todas las sub-graficas principales de G
(figura 1.7c). En este caso, usando (1.7), la factorizaciéon para X estd dada por:

f(xy,z9) f1, 23) f (21, $4)'
[f (1))

Cuando la cardinalidad del conjunto de vértices es grande, la descomposicién de la

f($1,$2,x3,x4> -

grafica es un problema N P-complejo, es decir, conforme el nimero de vértices crece, el
nimero de operaciones necesarias para obtener la descomposicién de la grafica crece de
manera exponencial. Afortunadamente, existen algunos algoritmos de busqueda basados
en el concepto de triangulacion y ordenamiento que permite evaluar si una grafica es
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descomponible, y en algunos casos obtener los cliques y conjuntos separadores de la

descomposicion.
Un ordenamiento de vértices V = {1,2,--- ,|V|} de una grafica no dirigida G se dice
que es perfecto si se cumple que:
Viji=2,---,V], bd(j)n{l,---,7—1} escompletaen G. (1.8)

Por ejemplo, en la figura 1.8 se muestra una ordenamiento de una grafica G. Para
el vértice j = 5, bd(5) = {3,4,6}, en consecuencia, bd(5) N {1,2,3,4} = {3,4}, el cual
es un conjunto completo en G; sin embargo, para j = 7, bd(6) = {2,6}, de modo que
bd(6) N {1,2,3,4,5,6} = {2,6}. Este tltimo conjunto no es completo en G, ya que 2 no
es adyacente a 6, por lo tanto, el ordenamiento no es perfecto.

Figura 1.8: Un ordenamiento de la grifica G (figura 1.4).

Una grafica no dirigida G se dice que es triangulada si no contiene ciclos de longi-
tud mayor o igual a 4 como sub-grafica principal. El resultado principal para graficas
descomponibles estda dado por la siguiente proposicion.

Para una gréafica no dirigida G, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) G es triangulada.
G es descomponible.

i

)
)
iii) Todas las sub-gréficas principales de G son cliques maximales.
)
)

iv) G admite un ordenamiento perfecto.

v) Para todo par de vértices ay S en V, su conjunto separador minimal es completo.

Con base en este resultado, se han propuesto algoritmos para evaluar si una gréafica es
descomponible. Entre los méas utilizados se encuentra el algoritmo glotén y el algoritmo
de buisqueda de méxima cardinalidad, descritos en Lauritzen (2002, pp. 28-30).

Algortimo gloton

1. Se selecciona un nodo v* en G, tal que bd(v*) es completa.
Si no existe v*, entonces G no es triangulada (termina el algoritmo).

2. Se forma la sub-grafica Gy~ y etiqueta v* = |V'|, donde |V'| es el niimero de nodos
en Gy .

3. Se repite el paso 1 con G = Gy .

4. Si el algoritmo continua hasta que v* = 1, entonces la gréfica es triangulada.

Los algoritmos glotones son métodos busqueda exhaustiva con complejidad igual a
O(|V']?). Para ilustrar este algoritmo, consideremos la grafica dada por la figura 1.9a.
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De acuerdo al algoritmo, primero debemos considerar la grafica sin etiquetar, como se
muestra en la figura 1.9b. Enseguida. seleccionamos un nodo arbitrario y lo etiquetamos
con la cardinalidad del conjunto de vértices (figura 1.9¢). Si la frontera del vértice es
completa, removemos el vértice de G (figura 1.9d). Nuevamente, seleccionamos un vértice
arbitrario tal que su frontera es completa y lo etiquetamos de manera descendente (figura
1.9¢). Para el nuevo vértice etiquetado, evaluamos si su frontera es completa y repetimos
el paso 2 del algoritmo (figura 1.9f). En este ultimo paso del algoritmo, la grafica obtenida
no tiene vértices tales que su frontera sea completa, por lo tanto no es triangulada.

3 /4R
o——(5— 1\6
(a) (b)

I\@ i i 0
(c) (d)
(f)

D

/1

BN

(e)

Figura 1.9: Ilustracion del algoritmo glotén para la grafica G = (V, E), con conjunto de vértices
V ={1,2,3,4,5,6} y aristas E = {(1,2), (1,6), (2,3), (2,6), (3,4), (3,5),(4,5),(5,6) }.

Algoritmo de bisqueda de maxima cardinalidad (MCS)

1. Se selecciona un nodo arbitrario vy € G y se etiqueta vy = 1.
2. Paracada j=1,...,n—1.
i) Se selecciona un nodo de V'\ {1,2,...,5} tal que, tenga el mayor nimero de
vecinos etiquetados. En caso de empates, se resuelve de manera arbitraria.
ii) Se etiqueta el nodo seleccionado como j + 1.
iii) Sibd(j+1)N{L,2,---,7} no es completa, entonces G no es triangulada (ter-
mina).
iv) De lo contrario, repita i).
3. Si el algoritmo continta hasta que solo queda uno de los vértices por etiquetar, la
grafica es triangulada y la numeracién es perfecta.




CAPITULO 1. MODELOS GRAFICOS PROBABILISTICOS 15

La complejidad para el algoritmo de bisqueda de maxima cardinalidad es O(|E|+|V])
y fue propuesto por Tarjan y Yannakakis (1984).

En la figura 1.10 se ilustra el método de maxima cardinalidad. En el paso 1 del
algoritmo, etiquetamos de manera arbitraria un nodo inicial (figura 1.10b), los vértices en
verde indican aquellos con vecinos etiquetados. Para el paso 2 del algoritmo, seleccionamos
el vértice con mayor nimero de vecinos etiquetados, en este caso, existe un empate, por lo
tanto, seleccionamos de manera arbitraria alguno de los vértices en verde y etiquetamos
de manera ascendente como se muestra en la figura 1.10c. Una vez etiquetado, observamos
que bd(2) N1 = {1} es un subconjunto completo, por lo tanto, podemos seleccionar el
siguiente vértice con el mayor niimero de vecinos etiquetados (figura 1.10d). Para el vértice
3, bd(3) = {1,2}, por consiguiente, bd(3) N {1,2} = {1,2}, el cual es un subconjunto
completo en G. Nuevamente, etiquetamos el vértice con el mayor nimero de vecinos
etiquetados (figura 1.10e). En el dltimo paso del algoritmo (figura 1.10f), se observa que
para el dltimo vértice etiquetado 5, bd(5) = {3,4} y bd(5) N {1,2,3,4} = {3,4}, el cual
no es un conjunto completo en G, por lo tanto, no es descomponible.

3
(e) (f)

Figura 1.10: Algoritmo de Bisqueda de Méaxima cardinalidad. Los vértices en rojo, indican
los vértices con vecinos etiquetados, en tanto que los vértices en verde indican los vértices con
el mayor nimero de vecinos etiquetados.
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Busqueda de cliques en una grafica triangulada

Para una busqueda de méxima cardinalidad (MCS) y un ordenamiento V' = {1,2,3,--- ||V},

se define la funcién
By =bd(A) Nn{1,2,...,A =1}, (1.9)

y | Bx| = ma. Al vértice A se le denomina vértice escalén (ladder), si
A=|V| o w1 <m+ L
Si A es el conjunto de vértices escalon, los cliques de la gréafica estan dados por:
Cy={\}+B,, MeA. (1.10)

En la figura 1.11, se muestra la numeracién obtenida con el algortimo de maxima
cardinalidad para una gréafica G. En este caso, se obtuvo para

A=1, By = {0},
A =2, By = {1},
A =3, Bs = {1,2},
A=4, B, ={2,3},
A =05, Bs = {3, 4},
A =06, Bs = {4,5}.

De modo que 7y = (0,1,2,2,2,2), esto implica que los vértices escalén son {3,4,5,6}. Por
lo tanto, los cliques de la grafica estan dados por {{1,2,3},{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6}}.

Figura 1.11: Numeracion obtenida por el algortimo de maxima cardinalidad.

1.3.1. Arboles de conglomerados

Sea A una coleccién finita de subconjuntos de V. Un arbol de conglomeado (junction
tree), T, es una grafica no dirigida, donde el conjunto de vértices es igual a los subconjuntos
de A, y el conjunto de aristas igual a las intersecciones de los subconjuntos en A. Si los
conjuntos en 4 no son comparables por pares, entonces existe un arbol de conglomerados
en A siy sélo si A =C, donde C es el conjunto de cliques de una grafica triangulada.

Partiendo de esta definicién, el arbol de conglomerados se puede construir directa-
mente del algoritmo MCS de la siguiente manera.
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Para todo vértice A > A\, en donde Ay, corresponde al vértice escalén minimal de
un ordenamiento de vértices, existe un conjunto Sy tal que satisface lo siguiente

Sy =C\N (UycrCy) = C\N Chs, para algin \* < A, (1.11)

a Sy se le conoce como un conjunto separador de la grafica. Por ejemplo, en el ordena-
miento mostrado en la figura 1.11, los vértices escalén son (3,4, 5, 6), con cliques asociados

iguales a
CY3 :{17 27 3}7
C’4 :{2a374}7
C’5 :{3a 47 5}7
Cs ={4,5,6).

Por lo tanto, A = 3. Para toda A > 3, los conjuntos separadores de la grafica son
iguales a:

S, = CiNCs={23},
S5 - C5ﬂ(CgUC4>:C5ﬂC3:{3,4},
Sg = CsN(CsUC,UCs) =CsNCs={4,5}.

En la practica, los elementos del conjunto de cliques se etiquetan de acuerdo con los niime-
ros naturales. En este caso, se tendria el conjunto de cliques C; = {1, 2,3}, Co = {2, 3,4},
Cs = {3,4,5} y C4 = {4,5,6}. De manera andloga, se tiene los conjuntos separadores
S ={2,3}, So ={3,4} y S3 = {4,5}.

El junction tree se define como la unién de C y conjuntos C«, tales que Ax < A. En
la figura 1.12 se muestra el arbol de conglomerados para la grafica dada en la figura 1.11.

Figura 1.12: Junction tree.

Es importante observar que pueden existir distintos valores de \*, tales que se obtenga
el mismo conjunto separador. Para ello, se define la multiplicidad del conjunto separador
como:

v(s)={A e A: S, =S5},

es decir, v(s) es el nimero de veces en que el conjunto separador S aparece en la descom-
posicién de la grafica.

En el capitulo siguiente, se presentan los modelos loglineales graficos. Estos tltimos
son una clase de modelos gréaficos probabilisticos, donde las variables aleatorias asociados
a los vértices en V' toman valores en un conjunto discreto.



Capitulo 2

Modelos graficos log-lineales

Los modelos loglineales permiten identificar algunas relaciones de asociacién entre las
variables categoéricas. En particular, el objetivo de este trabajo es estudiar algunos mo-
delos log-lineales que pueden ser representados por medio de una grafica G, denominados
modelos grdficos log-lineales. Estos modelos tienen la ventaja de identificar relaciones de
independencia condicional usando propiedades de teoria de graficas.

En la primera seccién, introduciremos la notacién empleada por Lauritzen (1996) para
modelos graficos log-lineales. En la segunda seccién, se presentan algunos modelos log-
lineales que usualmente se utilizan, los cuales tienen una grafica asociada G. En la tercera
seccidn, se presenta el ajuste por maxima verosimilitud para un modelo log-lineal gréfico.
Finalmente en la ultima seccién, se describe la relacion entre un modelo gréfico log-lineal
y un modelo de regresion logistica.

2.1. Notacion

Sea I = (Is)sey un conjunto de variables aleatorias discretas asociadas a los vértices
de la grafica G = (V, E). En particular, cada variable I5 puede identificarse por el vértice
0 en la grafica G. Asimismo definimos el conjunto I5, como el conjunto de valores o niveles
de categoria que toma la variable I;. Cada celda i en la tabla de contingencia esta dada
por los valores que toman simultdneamente las variables, es decir

iel=]]L

1%

donde T es el conjunto de todas las posibles combinaciones de I. En tanto, n(i) denota el
numero de observaciones clasificadas de la celda i, las cuales se asumen son provenientes
de una variable aleatoria de conteo, N(i). La esperanza del nimero de observaciones o
frecuencia de la celda ¢ se denota por m(i) = E(N(7)). Asimismo, la dimensién de la
tabla de contingencia es igual a la cardinalidad del conjunto de vértices, |V|.

Ahora bien, si sélo consideramos informacion marginal, es decir, sélo nos interesa el
numero de observaciones clasificadas para un subconjunto de variables a C V', definimos

i €1, =[] L.

d€a

la celda marginal

18
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donde I, es el conjunto de todas las posibles combinaciones para el vector marginal I,,.
Sin' = (n(7));er es el conjunto de observaciones para cada celda i, entonces el niimero de
observaciones para la celda i, es igual a la suma de n(i)’s correspondientes a todas las
celdas con valor i, para los elementos en a, esto es

malia) = Y nli).

Analogamente, la frecuencia marginal esperada para i, esta dada por

ma(ia) = Z m(])
J:ja=ia
En el caso de que se tenga plenamente identificado el conjunto a, las expresiones n,(i,)
y ma(i,) se reducen a n(i,) y m(i,), respectivamente.

Para ilustrar la notacién anterior, consideremos la siguiente tabla de contingencia de
seis dimensiones, tomada del libro de Edwards (2000, pdg. 22). Los datos corresponden
a un estudio relacionado a los factores de riesgo asociados a las afecciones cardiacas de
una poblacion de 1,841 trabajadores del transporte en Checoslovaquia.

B no si

A no si mno si
F E D C

No No No No 44 40 112 67
Si 129 145 12 63
Si No 35 12 80 33
Si 109 67 7 9
Si No No 23 32 70 66
Si 50 80 7 13
Si No 24 25 73 57
Si 51 63 7 16
Si No No No 5 7T 21 9
Si 9 17 1 4
Si  No 4 3 11 8
Si 14 17 5 2
Si No No 7 3 14 14
Si 9 16 2 3
Si  No 4 0 13 11
Si 5 14 4 4

Tabla 2.1: Factores de riesgo asociados a afecciones cardiacas. Donde A, fumador; B, trabajo
mentalmente estresante; C, trabajo fisicamente estresante; D, presion sanguinea sistolica alta;
E, cociente de lipo-proteinas beta y alfa alta; F, historia familiar de afecciones cardiacas

En este ejemplo, hay seis variables: A, B, C, D, E'y F, donde el conjunto de vértices
asociados es igual a V = {A, B,C, D, E, F'}, con categorias

IA:IBIICIIDIIEIIF:{Sf,IlO}.
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De modo que I = (14,1p,Ic,Ip, g, Ir) denota el vector aleatorio formado por las va-
riables de clasificacién. Mientras que, i = (i4,ip,ic,ip,ig,iF) €S una combinacién ob-
servada de I, con un total de 2% posibles resultados. Ahora, si definimos el subconjunto
a ={A,B,E,F} C V, entonces I, = {la,Ip, I, Ir} es el vector aleatorio marginal
definido por las variables aleatorias en a. En ese caso, si i, = (si, si, si, si) es una confi-
guracion de I, n,(i,) = 14 + 3 4+ 11 + 4 = 32 indica el nimero de individuos tales que:
son fumadores, tienen estrés fisico y mental, y ademas tienen historia familiar de afeccio-
nes. Usando la notacién punto clasica (Agresti, 2003; Bishop et al., 2007), la expresién
equivalente a n,(i,) es igual a

Nap..ef = Z Z Nabedef -

celc delp

En esta notacion, la letra a indica el valor que toma la variable A. Con este ejemplo
se puede observar que la notaciéon es manejable cuando la dimensién de la tabla de
contingencia se incrementa.

2.2. Distribucion del niumero de observaciones en la
tabla de contigencia

Como se menciond anteriormente, el nimero de observaciones en una celda i, n(i),
provienen de una variable de conteo, N (7). Generalmente, esta variable aleatoria de conteo
se asume que es observada bajo los siguientes esquemas de muestreo (Lauritzen, 1996,
pp. 69-71).

1. Poisson. Bajo este esquema, se asume que el nimero de observaciones, n(i), de
la celda 7 en la tabla de contingencia, son una realizacién de variables aleatorias
independientes con una distribucién Poisson, N (), con media (i) = m(i). En este
caso, la distribucién conjunta de las observaciones, { N (i) }ic; es igual a:

P(N(i) =n(i),iel)=]] +e—m<i>. (2.1)

|
iel n(0)!
Bajo este esquema, se tiene la restriccion m(z) > 0.

2. Multinomial. En este esquema, se asume que el nimero de total de observaciones,
In|, es fijo. En tal caso, el niimero de observaciones en la tabla de contingencia se
suponen independientes, donde la probabilidad de que un individuo pertenezca a la
celda i es igual a p(7). La distribucién conjunta para {N(i)};c; es multinomial:

. o In|! n(i
P(N@i) =n(i),i € I) = =———— || pi)"". (2.2)
[Lic; n(9)! g
Donde p(i) > 0y Y .,.;p(i) = 1. De modo que »,;
esperada en la celda ¢ es igual a m(i) = |n|p(i), con m(z) > 0.

m(i) = |n|, la frecuencia
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3. Multinomual restringido o Multinomial producto. Bajo este esquema, se tiene que
para un subconjunto b C A, los totales marginales n(i,) estén fijos. En este caso,
cada vector marginal correspondiente a los posibles valores que puede tomar v,
tiene una distribucién multinomial. Por ejemplo, en una tabla de dimensién 2, si
fijamos el nimero de observaciones por renglones, entonces cada renglon tiene una
distribucion multinomial. La probabilidad de pertenecer a una celda i, de i, es
p(ialip) v la distribucién conjunta para {N (i)} estd dada por

mmww@mnzﬂ{—ﬂ%ﬁﬂmwﬂﬁ- (2.3)

'ibGIb Hiaela ° i1a€1,

La frecuencia en la celda i es igual a m(i) = n(iy)p(is|ip), donde n(iy) = m(ip). De
manera analoga al caso multinomial se tiene las restricciones ), p(iq|ip) = 1, con
p(ialipy) > 0y m(i) > 0.

Si en el esquema Poisson condicionamos a que el total de observaciones | V| sea igual
a |n|, entonces se obtiene una distribucién multinomial. De manera similar, si en el esque-
ma multinomial condicionamos a que N (i) = n(i), obtenemos el esquema multinomial
restringido.

2.3. Modelos log-lineales

Un modelo log-lineal se define de la siguiente forma. Dada una especificacién de p(i),
existen funciones u,(i,) que dependen sélo de a a través de i,, tales que el logaritmo de
la frecuencia esperada, m(i), en la celda i es igual a:

logm(i) = Z Uq (iq)- (2.4)
aCA
Donde A es el conjunto de variables categéricas. En particular, Lauritzen (2002, p.
8) denomina a éstos como modelos log-lineales de interaccién. El término log-lineal se
deriva del hecho de que el logaritmo de m(i) estd dado en funcién de wu,(i,), de manera
lineal. Si a = (), entonces u, es un valor constante. A las funciones u, se les denomina las
interacciones de las variables I, en a de orden |a| — 1. Si el orden es igual a 1, entonces
se les denomina efectos principales (Darroch et al., 1980). Las interacciones del modelo
estan determinadas por las relaciones de dependencia de las variables en a, y como se
vera mas adelante, son interpretables en términos de los momios.
En el caso de tres variables aleatorias, {1, I3, I3}, y bajo el supuesto de que el nimero
de observaciones en la tabla de contingencia tiene una distribuciéon multinomial es posible
ajustar alguno de los siguientes modelos log-lineales.

1. Modelo de independencia. Si I, Iy y I3 son variables aleatorias independientes, la
probabilidad de pertenecer a la celda i es igual a:

p(i) = pli1, iz, 73) = p(i1)p(iz)p(i3).
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En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(7) estd dado por la siguiente expresion:

logm(i) = u + uy(i1) + uz(ia) + ug(is). (2.5)
Para probar lo anterior, sélo basta expandir el logaritmo de p(i):
log p(i) = log p(i1) + log p(iz) + log p(is),

donde p(i) = m(i)/[nl, p(i) = m(ir)/|nl, p(iz) = m(iz)/|n| y p(is) = m(is)/|n|. De
modo que la frecuencia en la celda i, m(i), estd determinada por una constante y
de funciones que sélo dependen de iy, iy v 3.

2. Modelo de independencia marginal. Supongamos que I; es marginalmente indepen-
diente de I y I3, la probabilidad de pertenecer a la celda ¢ es igual a:

p(i) = p(ir, iz, 43) = p(i1)p(ia, i3).
En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(i) tiene la forma:
logm(i) = u + uq (i) + ua(ia) + us(is) + uag(iz, is). (2.6)
Para probarlo, basta ver que:

m<21> m(ZQ, 23)
nlIn|

p@l)p(i% Z.3) =

Y

bajo el modelo en (2.6), la frecuencia para m(i;) y m(ia, i) son iguales a:

mig,iz) = Z m(i) = exp{u + ua(iz) + us(is) + uas(ia, is)} Y exp{us (i)},

11

m(i) = Y m(i) =exp{us(in)} Y exp{u+ uz(in) + uz(is) + vas(iz, is)}.

12,13 12,13

por lo tanto, se sigue que

p(i1)pliz, i3) = e exp{u + u (i) + uz(iz) + us(is) + uss(in, is)} Y m(i)
11,12,13
1 . . . o
= m exp{u + uq (1) + uz(ia) + ug(iz) + uaz(ia, i) n

= p(i).
En donde bajo el supuesto de distribucion multinomial, se satisface que la suma de

los valores observados es igual a la suma de valores observados. De manera analoga,
se definen los modelos de independencia marginal para las variables I 6 I3.

3. Modelo de independencia condicional. Si Iy y I5 son condicionalmente independien-
tes dado I3, la probabilidad de la celda i es igual a:

pli1, i3)p(ia, i3)
p(is)

p(i) = p(ir, ializ)p(is) = p(i1]is)p(izlis)p(is) =

Y
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En este caso, el modelo log-lineal asociado a p(7) estda dado por:
IOg m(@) = U+ U (21) + Ug(ig) + U3(’i3) -+ Ulg(il, 13) + UQ3<i2, ig), (27)
Para probarlo, sélo basta ver que:

plivia)plia,ia) _ 1 min,ia)miiaia) _ 1 3, mli) i, mli)
i)l mG) T Semm Y

donde

Z m(i) = exp{u + wy (ir) + us(iz) + wis(ir, is)} Y _ exp{ua(iz) + uns(ia, is)},

12

Z m(i) = exp{u + wy (iz) + us(iz) + uas(in,is)} Y _ exp{ua(ir) + ws(ir, i)},

11

> m(i) = exp{u +us(is)} > exp{ui(ir) + uz(iz) + wrz(ir, is) + s iz, i3)},

11,12 11,82

si sustituimos las ecuaciones anteriores en (2.8), se obtiene la condicién para p(i):

pli1,23)piz, 13 r ‘

U folnliasts) _ Ly = pi)
p(is) n

De manera similar, se pueden definir los modelos de independencia condicional

(2.9)

dadas las variables I; o I5.

4. Modelo de asociacion homaogenea. Bajo este modelo, todo par de variables son condi-
cionalmente independientes dada una tercera variable. El modelo log-lineal asociado
tiene todos los términos de primer orden:

IOg m(z) =u-+ ul(il) + Ug(ig) + Ug(ig,) -+ Ulg(il, 22) -+ Ulg(il, 23) -+ Ugg(ig, 13)7 (210)

Si a la expresion anterior le aplicamos la funcién exponencial, la probabilidad de la
celda ¢ tiene la forma:

p(i) = ¢(ir, i2)1 (i2, 13)w(i1, i3),

Donde ¢(iy,1is), 1 (ia,i3), w(i1,i3) son funciones que depende de dos variables. En
este caso, no existe una expresiéon cerrada de p(i) en términos de sus densidades
marginales (Agresti, 2003, p. 320).

5. Modelo saturado. Si I, I y I3 son conjuntamente dependientes, el modelo log-lineal
asociado esta dado por:

log m(z) = u-+ Ul(il) + Ug(’iQ) + Ug(ig) + U12<i1, 22)
+U13(i1, ig) + U23(i2, ig) + U123(i1, 19, ig). (2.11)

En este modelo se obtiene un ajuste perfecto para la tabla de contingencia.
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Asi como en analisis de varianza (ANOVA), en los modelos log-lineales existen pardme-
tros redundantes. Para obtener una de las soluciones, se agregan restricciones sobre los
parametros. Usualmente se utiliza alguna de las siguientes restricciones:

i) Variables dummy. Para cada variable categérica a € A, se define un nivel de cate-
goria como referencia. En este caso, el parametro asociado es cero.

ii) Efecto de codificacion. Con esta restriccién, la suma sobre todos los valores en las
interacciones son igual a cero.

Por ejemplo, supongamos un modelo de independencia para dos variables binarias
10g m(z) =u-+ U (’Ll) + UQ(ig).

En forma matricial, el modelo log-lineal puede expresarse como:

logm(1,1) 11010
logm(1,0 11001 T
logmgo 1% =11 01 1 o v w@® w®) wll) w(0)]
logm(0,0) 100 01

La matriz con entradas cero y uno se le conoce como la matriz diseno del modelo. Si no
hay restricciones sobre los parametros, el rango de esta matriz es incompleto.

Para las variables dummy, definimos el nivel 1 de cada variable como de referencia,
u1(1) = uz(1) = 0. En este caso, la matriz de diseno estd dada por:

1 0000
1 0001
10100
10101

Por otra parte, si utilizamos el efecto de codificacion, ), ui(i1) = >, ua(iz) = 0.
Entonces la matriz de diseno queda expresada como

— =
(@]
O = O =
|
[u—

O O = o=
|
—_

2.3.1. Interpretacién de los parametros

En general para modelos log-lineales, la interpretacion de las interacciones en el modelo
es mas facil si se da en funcién de momios (en el caso de efectos principales) y de la razén
de momios (interacciones de orden mayor o igual a 2). Para ello, un momio se define como
el cociente de la probabilidad de éxito y su probabilidad de fracaso (Agresti, 2003, p. 44),

0=
I—p



CAPITULO 2. MODELOS GRAFICOS LOG-LINEALES 25

Para dos eventos supongamos que sus momios correspondientes estan dados por €2, y
5. Una manera de comparar éstos, es utilizando la razén de momios:
0
9—2.

En el modelo de independencia (2.5), la interaccion maxima esta dada por sus efectos

0:

principales. En este caso, estos estan asociados a los momios para cada variable. Por
ejemplo, supongamos que [; es una variable binaria; dado el modelo de independencia,
su momio es igual:

p(1,42,43)  m(1,1,13)
p(0,iz,i3)  m(0, 1y, 13)

Dependiendo de las restricciones del modelo, el valor de exp{u(1) —u1(0)} indica qué tan

0 = = exp{u1(1) — u1(0)}.

probable es que la variable I; tome el valor 1, con respecto al valor 0 (Agresti, 2003, p.

315). Como se observa, el momio no depende de los valores que tomen las demds variables.
En otro caso, si consideramos el modelo de independencia marginal en (2.6), las in-

teracciones de primer orden estdn asociados a la razén de momios condicionales (Agresti,

2003, p. 321). Por ejemplo, si I5 y I3 son variables binarias; dado un valor de I3, la razén

de momios condicional es igual a

p(i, 1,1)/p(i,0,1)  m(iy, 1,1)m(i1,0,0)

p(i1, 1,0)/p(i1,0,0) — m(iy, 0, 1)m(ir, 1,0)

Si a la expresion anterior le aplicamos la funcién logaritmo, obtenemos que:
log 0(i,) 1,1, = 23(1, 1) + u23(0,0) — u23(0, 1) — uas(1,0),

en este caso, los pardmetros us3(is,73) determinan la asociacién entre las variables Io y

9(i1)1213 =

I3, las cuales no dependen del valor de I;. Lo anterior refleja la independencia marginal
de I y {1y, I3}.

De manera andloga, en el modelo de independencia condicional (2.7), las interacciones
u13(71,13) ¥ ua3 (i, i3) estdn relacionadas con la razén de momios condicionales 0y, (,)z, ¥
01,15~ En este modelo, la razén de momios condicional para un valor fijo de I3, 01, 1,(i,),
es igual a 1, esto proviene del hecho que I; y I son condicionalmente independientes
dado I3 (Christensen, 1990, p. 85). Adicionalmente, si la razén de momios condicionales
O1,(i2)1; Y 01, son iguales a 1, esto indica que LA I3|15 y I3l I|I;. En este caso, el
modelo a ajustar seria el de independencia.

En un modelo saturado (2.11), la interaccién de segundo orden, ui93(i;, 2, 13) estd de-
terminado por el cambio entre la razén de momios condicionales. Por ejemplo si I3, I3, I3
son variables binarias, el cambio en la razén de momios condicionales con respecto a I3
esta dada por:

0[1]2(1) . m(l, s m m 1 1 0 m 0,0)
9[1[2(0) m(O, s m , ,0 m O O)
Si aplicamos la funcién logaritmo, obtenemos lo siguiente:
log P2V
0og 9—(0) - [U123(O, 07 0) + u123<17 ]-7 0) - U123(0, 17 0) - u123(17 07 O)]
I

- [u123(07 07 1) + U,123(1, ]-7 ]-) - U123(O, 17 1) + U123<1, 07 1)] .
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Si el cociente de la razén de momios es igual a 1, entonces la interaccion de segundo orden
es cero, esto indica que el modelo que se debe ajustar es el de asociacion homogénea. En
el caso mas general, donde las variables toman mas de dos valores, la interpretacion de las
interacciones estén en términos de la razén de momios locales (Agresti, 2003, p. 55). Para
términos de interaccién mayor, la interpretacion consiste en obtener de manera sucesiva
cocientes razones de momios. Como se observa, la interpretacion se dificulta.

2.3.2. Modelos log-lineales jerarquicos

Un modelo log-lineal jerarquico es un modelo log-lineal, donde el conjunto de interac-
ciones satisface lo siguiente, si u,(i,) esta determinado como nulo en el modelo, es decir,
no existe interacciones de orden |a| — 1, entonces para cualquier subconjunto b O a, las
interacciones uy (i) son nulas. La expresién para un modelo jerdrquico estd dada por:

log m(i Z Uq(iq), (2.12)

aeK

en donde K es el conjunto de subconjuntos de interacciones maximales del modelo. A estos
ultimos se les denomina como las clases generadoras del modelo (Darroch et al., 1980). La
razon para incluir interacciones de orden menor es que, de lo contrario, las interpretaciones
para términos de orden mayor se modifican de acuerdo a la codificacion de las variables.
En el caso de los modelos jerarquicos, se obtienen las mismas interpretaciones sin importar
la codificacién de las variables (Agresti, 2003, p. 316). Ademaés, bajo

Para los modelos log-lineales definidos en la seccién anterior, estos son modelos jerarqui

cos, donde el conjunto de clases generadoras para cada modelo estan dados en la tabla
siguiente. En la tercera columna, se muestra la notacién empleada por Agresti (2003).

Modelo Clases generadoras Simbolo Ecuacion
Independencia {{1}.{2},{3}} (1,2,3) (2.5)
Independencia marginal {{1}.{2,3}} (1, 23) (2.6)
Independencia condicional {{1,3},{2,3}} (13,23) (2.4)
Asociacion homogénea {{1,2},{1,3},{2,3}} (12,13,23) (2.10)
Saturado {1,2,3} (123) (2.11)

Tabla 2.2: Clases generadoras para modelos log-lineales jérarquicos con 3 variables.

A partir de las interacciones de un modelo jerarquico, se define la grdfica de inter-
acciones, ver e.g. Whitakker (1990); Lauritzen (1996). También conocida como grdfica
dependiente (Edwards et al., 2012). En esta gréfica, cada vértice 6 € V' corresponde a la
variable Is, y para cualquier par de vértices a, 3, existe una arista entre ellos, (a, 3), si
existe alguna interaccién u,(i,) en el modelo log-lineal tal que el conjunto a contiene a
las variables I, e Ig (Whitakker, 1990, p. 209). Para esta gréfica es facil verificar que para
toda arista («, 3), satisface que o JL 5|V \ {«, 8}, es decir, la grafica de interacciones es
una grafica condicional independiente. De esta manera, la grafica dependiente asociada a
un modelo jerarquico se puede definir simplemente con las interacciones de primer orden.
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En la figura 3.6 se muestran las graficas asociadas a los modelos jerarquicos para 3
variables. A partir de ésta, se observa que los modelos jerarquicos (12,13,23) y (123)
tienen la misma grafica asociada, sin embargo, sélo una grafica corresponde a un modelo
jerarquico. Para ello, a continuacién se define los modelos graficos log-lineales, los cuales
son un subconjunto de modelos jerarquicos.

@ @
®» & 0—O

(a) (1,2,3) (b) (1,23) (c) (13,23)

(d) (12,13,23) (e) (123)

Figura 2.1: Gréficas asociadas a diferentes conjuntos de clases generadoras: a) (1,2,3),
logm(i) = utui (i1)+uz(iz)tus(iz); b) (1,23), logm(i) = utu (i1)+uz(iz)+us(iz)+uas(iz, is);
c) (13,23), logm(i) = u + ui(i1) + ua(iz) + us(is) + wis(i1,i3) + uas(iz,is); d) (12,13,23),
logm(i) = u+ui(i1) +uz(ia) +us(iz) +uia(i1, i2) +u2s(iz, i3) + w1 (i1, i3); e) (123), logm(i) =
u+ ug (i) + uz(ia) + uz(iz) + wi2(in, i2) + w13(i1,43) + u2s(iz, i3) + u123(i1, 2, 3).

2.4. Modelos graficos loglineales

Un modelo log-lineal jerarquico es grdfico, si el conjunto de clases generadoras del
modelo, A, corresponden al conjunto de cliques maximales de la gréafica de interacciones,
G = (V,E), esto es, A = C (Lauritzen, 1996, p. 89).

De acuerdo con lo anterior, el modelo de asociacién homogénea (2.10) no es grafico,
ya que el clique maximal de su grafica de interacciones es el conjunto {1,2,3}, el cual
difiere de las clases generadoras C = {{1,2}, {1,3},{2,3}} de su gréfica de interacciones
asociada. En cambio, el modelo saturado (2.11) si es un modelo gréfico log-lineal.

La interpretacién en un modelo log-lineal se basa en las propiedades de Markov. Por
ejemplo, en la grafica asociada al modelo gréfico log-lineal (13,23), se puede identificar la
relacién I1_ll Ir|I3. El modelo grafico log-lineal mas sencillo de ajustar es el de indepen-
dencia, en este caso, la grafica asociada tiene conjunto de aristas vacio.

Dentro de los modelos gréficos, existe un subconjuntos de éstos que tiene la propie-
dad de que su grafica asociada es descomponible. En este caso, usando el teorema de
Hammersley-Clifford, la factorizacién para p(i) estd dada por la descomposicién de G.
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Un ejemplo de un modelo grafico descomponible es el siguiente:
log m(z) = U —I— U1<i1) —I— Ug(i1> + U3(i3) + U4(’i4) + Um(il, 22) + U13(i1, 13) —|— U14(i1, Z4)

En este modelo, las clases generadoras son iguales a los subconjuntos {{1, 2}, {1,3}, {1,4}},
donde la grafica de interacciones se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Diagrama de la grdfica G, asociada al modelo jérarquico descomponible con clases
generadoras {{1,2},{1,3},{1,4}}.

Como se vio en el primer capitulo, la factorizacion asociada a esta gréafica esta dada por:

N p(iv,i2)p(ix, is)p(i, ia)
pli) = p(ir)? '

En este ejemplo, se observa que el problema de estimacién se reduce en densidades
marginales a lo mas de dimension 2. Dada la variable I, las variables I, I3 y I; son
condicionalmente independientes.

En resumen, la relacion de contencion entre los conjuntos de distintos tipos de modelos
(M) es:

M. Descomponibles C M. graficos C M. jerarquicos C M. log-lineales

En la tabla 2.3 se muestran algunos modelos loglineales jerdrquicos para los datos
de la tabla 2.1. Alguno de éstos son jerdarquicos pero no graficos, y otros son graficos
pero no descomponibles. En la seccion siguiente, se presenta la estimacién por maxima-
verosimilitud de modelos jerarquicos, para posteriormente obtener la estimacién para
modelos graficos log-lineales.

Cabe mencionar que los modelos gréficos log-lineales se pueden restringir en modelos
maés sofisticados, por ejemplo, para datos pareados (matched pairs), ver e.g. Agresti (2003,
pp. 423-430). En este caso, la tabla de contingencia se conforma por la clasificacién
cruzada de dos muestras diferentes para una misma variable de clasificacion. El estudio de
estos modelos desde una perspectiva de modelos gréaficos se puede encontrar en Ramirez-
Aldana (2010).
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Modelo Grafico Descomponible Gréfica
@

(A, B,C) St No @
(&)

(B, AC) Si St

(AC, AB) St St

(AB, BC, AC) No No

(AB,AC,CD,BD) Si No

(ABD, ACD) St St

(ABCD) St St

Tabla 2.3: Modelos log-lineales jerarquicos para los datos de la tabla 2.1.

29
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2.4.1. Estimacion

Para el ajuste de un modelo grafico log-lineal, primero obtendremos sus estimadores
maximo-verosimil usando el hecho de que es un modelo jerarquico. Si las observaciones en
la tabla de contingencia tienen una distribucién Poisson (2.1), su funcién de verosimilitud

esta dada por:

L(m) = Hm(i),n.(i)e—m@. (2.13)

il

Por otro lado, si las observaciones tienen una distribucién multinomial (2.2), donde
p(i) = m(i)/|n|. Su funcién de verosimilitud es igual a:

n] m(i)\""
s = e L(5T) .

: )

Observemos que bajo esta distribucién
He—m(i) = eIl
iel

por lo tanto, su funcion de verosimilitud puede expresarse de la siguiente manera.

pmy = L™ _In (m@)n@

el [Ty n(d)! i n
i e—m(i)

_ i 11 m ()"
e M [ Ligg In|"® il n(i)!

L
Esto indica que la funcién de verosimilitud para la distribuciéon multinomial es proporcio-
nal a la funcién de verosimilitud de la distribucion Poisson. De manera analoga, para la
distribucién multinomial restringida (2.3), si usamos el hecho de que p(i,|ip) = m(i)/n(iy),
entonces el kernel de la funcién de verosimilitud esta dada por:

I IO SO
Hom) = H{Hiaelan(i)!ig«z (n@b)) }

€l

_ Hibelb n(lb)' H m(l)n(’)e_m(z)
e [ Ligy n(in)™? < n(i)!

> g n(i)!

En este caso, para los tres esquemas de muestreo, al maximizar sus funciones de
log-verosimilitud se obtendran los mismos estimadores maximo-verosimiles.
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Para obtener el estimador méaximo verosimil m(7), es mas facil si maximizamos con
respecto al logaritmo de la verosimilitud; para los tres esquemas de recoleccién, sus fun-
ciones de log-verosimilitud son proporcionales

I(m) = Z ) logm(t) Z m(i (2.15)

iel el
en donde m es el vector formado por las frecuencias esperadas para las celdas. En parti-
cular, si la frecuencia del logaritmo para la celda i esta dada por un modelo jerarquico
(2.12), se tiene que

= Z Z n@a)“a(ia) - ZGXp {Z Ua(ia)} . (216)

a€Aig€l, el acA

Derivando en (2.16) con respecto a los parametros en el modelo, u,(i,), e igualando a
cero obtenemos las ecuaciones de verosimilitud:

m(iq) = n(ia), ¥ is € I, a € A. (2.17)
Bajo un esquema multinomial, esto implica que el estimador para p(i,) esta dado por:

plia) = 212

n]

(2.18)

Lauritzen (1996, p. 82) prueba que, bajo los tres esquemas de muestreo, el estimador
maximo verosimil m () es unico si satisface las ecuaciones de verosimilitud (2.17). Este
resultado nos permite identificar las ecuaciones que deben ser resueltas para obtener m(7),
sin embargo, no sugiere como resolverlas. Usualmente, se utilizan métodos iterativos para
resolver las ecuaciones de verosimilitud, tal como el algoritmo IPS (por sus siglas en
inglés Iterative Proportional Scaling), también conocido como algoritmo IPF (Iterative
Proportional Fitting), el cual fue propuesto por Deming y Stephan (1940).

Algoritmo IPS

1. Sea m(9 (i) un valor inicial, generalmente igual a 1.

2. La funcién de iteracién para m® (i) esta dada por

iy o1y (i) .
m® () = m! )(z)m, j=12--- k.
Donde 14,4, es el vector marginal definido por el elemento a; dentro de la clase gene-
radora del modelo jerarquico. Para cada iteracion en el algoritmo, existen k pasos
intermedios, correspondiente a cada elemento en la clase generadora.
3. El algoritmo se detiene cuando m(iq,) = n(ia; ).

Edwards et al. (2012, p. 35) mencionan que si las clases generadoras provienen de algin
ordenamiento perfecto (p. 16), el algoritmo converge en una iteracién. De otro modo, el
algoritmo converge en dos iteraciones para modelos graficos. Otro criterio que se utiliza



CAPITULO 2. MODELOS GRAFICOS LOG-LINEALES 32

para detener el algoritmo es fijar un error. Si el valor absoluto de la diferencia entre los
valores estimados y observados es menor al error, entonces el algoritmo se detiene.

Si el modelo es grafico, las estadisticas suficientes corresponderan al niimero de ob-
servaciones marginales determinadas por los cliques de su gréfica asociada.

Para ilustrar este algoritmo, consideremos un modelo jerarquico con 4 variables,
{A, B, C, D} paralos datos de la tabla 2.1. Usando la notacién punto, el modelo jerdrquico
queda expresado como:

logm(a,b,c,d) = wu+ua(a)+up(b) +uc(c)+up(d) +uap(ab) + uac(ac)
+upc(be) + uep(ed) + uap(ad) + uape(abe) + uacp(acd).

En este ejemplo existen los elementos de clase generadora son {{A, B,C},{A,C,D}}. Las
estadisticas suficientes del modelo estan dadas por n(a,b,c,.) y n(a,.,c,d). De manera
que la primera iteracion del algoritmo IPF tiene dos pasos:

n(a,b,c,.)
m©(a,b,c,.)’

~ JES) 7d
mgl)(aa ba C, d) = mgl)(aa ba C, d)/\rrzf)a—C)
my’(a,.,cd)

mM(a,b,c,d) = m®(a,b,c,d)

En la tabla 2.4 se ilustra la primera iteracion del algoritmo IPS para el modelo jerarquico
con clases generadoras {{A, B,C}, {A,C,D}}.

A B C D a@i) mO@ mP@ mi6)
si st si sl 79 1 73 80.02
no 67 1 73 65.97

no si 197 1 188  195.59

no 179 1 188  180.40

no si st 217 1 197  215.97
no 177 1 197 178.02

no si 22 1 22.5  23.41

no 23 1 22,5  21.59

no si si si 82 1 61 75.02
no 40 1 61 46.97

no si 258 1 209.5 255.82

no 161 1 209.5 163.18

no si st 156 1 76 162.97
no 109 1 76 102.03

no si 43 1 36  45.18

no 31 1 36 28.81

Tabla 2.4: Primera iteracion del algoritmo IPF para el modelo jerarquico log-lineal
(ABC, ACD).
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Para modelos gréaficos descomponibles, el teorema de Hammersley-Clifford nos asegura
que la distribucién de p(i) puede factorizarse como:

N Hcecp(ic)
p(i) = Meos plis)®"

donde C es el conjunto de cliques de la grafica asociada G, S el conjunto de separadores

y v(S) la multiplicidad del conjunto separador S. En este caso, la frecuencia esperada en
la celda 7 estda dada por la siguiente expresion

HCEC m(ZC)
[Ises mlis)"®)

Por lo tanto, un estimador para la frecuencia esperada estd dada por

HCeC n(ZC)
[Ises n(is)"
En donde los estimadores obtenidos por maxima-verosimilitud para m(ic) y m(ig)
son n(ic) y n(is).

m(i) =

(i) =

2.4.2. Bondad de Ajuste

Una vez ajustado un modelo log-lineal M, es importante evaluar si dicho modelo es
consistente con los datos. Para esto, se define la devianza del modelo como dos veces el
logaritmo del cociente de verosimilitudes:

L0 _ 5 imy) - o

donde m maximiza la log-verosimilitud de los datos bajo el modelo M, y m, maximiza

d= —2log

la log-verosimilitud bajo el modelo saturado. Este tltimo, tiene el mismo nimero de
pardmetros que observaciones, por lo tanto, el ajuste a los datos es perfecto, m4(i) = n(i).
Usualmente, a esta estadistica se le conoce como la devianza residual del modelo.

Como se vio en la seccion 2.4.1, bajo los tres esquemas de muestreo, el kernel de la
funcién de log-verosimilitud es igual a:

Z ) log m(4) Zm

i€l el

En este caso, la devianza para el modelo M esta dada por:

d = 2[l(m,) - £(M)]

et

donde
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Bajo el supuesto de la distribucién multinomial se tiene que ) .., m(i) = |n|. Por lo

tanto, la expresién para la devianza se reduce a

_22 1ogAZZ_.

el t

Dado el modelo M, la estadistica d tiene asintoticamente una distribucién X?p_ 0
donde los grados de libertad p — g es igual a la diferencia del nimero de parametros libres
(linealmente independientes) del modelo saturado y el modelo M (Edwards et al., 2012,
p. 36). De esta manera, usando la estadistica de devianza se puede probar la hipétesis
nula de que los parametros que estan en el modelo saturado y que no estan contenidos
en M son iguales a cero. Para un nivel de significancia « se rechaza la hipotesis nula si

d Z X%p_qvl_a)7

donde X%p, gl-a) €8 igual al cuantil 1 — o de una x? con grados de libertad p — ¢. Si no se
rechaza la hipodtesis nula, entonces el modelo M es consistente con los datos.

Asimismo, la devianza nos permite comparar la bondad de ajuste para dos modelos
anidados M; C My, es decir, M; es un caso particular de M,. La devianza entre estos
dos modelos es igual a la diferencia de sus devianzas residuales:

elt

dyy = dy —dy = —2log

Asintéticamente, la estadistica dy; tiene una distribucién X%po—pl)’ donde py v p; son
iguales al nimero de parametros libres de los modelos M, y M, respectivamente, con
p1 < po. En este caso, la devianza se utiliza para probar si los términos en el modelo M
que no estan contenidos en M; son iguales a cero. Si no se rechaza la hipdtesis nula, el
modelo M, ajusta a los datos tanto como el modelo M, y por lo tanto, resulta un modelo
con mas parsimonia que el modelo M,.

De manera alternativa, la estadistica de Pearson X2 se utiliza para evaluar el ajuste del
modelo, la cual corresponde a una aproximacion de la devianza, cuya expresion esta dada
por

ielt
Bajo el modelo M, la estadistica de Pearson tiene la misma distribucién asintética que la
devianza. Para valores cercanos de m(i) a n(i), las estadisticas de devianza y de Pearson
son equivalentes.
Otro de los elementos a considerar en bondad de ajuste, es determinar los grados
de libertad de la distribucién. Para modelos jerarquicos, la siguiente regla nos permite
calcular de manera recursiva la dimensién del modelo (Lauritzen, 1996, p. 86).

1. Los subespacios formados por los factores del modelo tienen dimension igual a

dim Mp = |T,| = [ ] 11s/.

d€a

Si a = {0}, entonces dim Mp = 1.
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2. Si el modelo M tiene clases generadoras A = A; U A, entonces la dimension del
modelo es igual a:

dim M4 = diHl]\/[A1 +dimMA2 — dimMAmAQ.

Por ejemplo, para el modelo de asociacién homogénea (2.10), su conjunto de clases
generadoras estd dado por A = {A4;, Ay, A3}, con A; = {1,2}, Ay ={1,3} y A3 = {2,3}.
En este caso, la dimensién del modelo M 4 estda dada de la siguiente manera:

dim My = dim My, +dim Ma,ua, — dim Ma,na,045)
= dim M4, + (dim M4, + dim M4, — dim M s,n4,)
—(dim Ma,na, + dim Ma,na, — dim M4, na,045)
= L] 4 (L[ [s] + HofIs] — [Is| — [La] — [T + 1.

En consecuencia, la devianza del modelo se distribuye x? con grados de libertad igual a

p—q = dim M, —dim My
= |L[Taf|Ts] = (Tu[Te| + [To[|Ts] + [To| T3] — T3] — [Iy] — [To| + 1)
= (L] =D)L = (15| = 1),

donde dim);, es la dimension del modelo saturado e igual al nimero de celdas en la tabla
de contingencia. Cabe mencionar que los grados de libertad de la distribucién y? estdn
restringidos a que m(i) > 0, de lo contrario, se debe corregir la dimensién del modelo.
Para esto, primero debemos analizar qué mecanismo estd generando que m(i) = 0.

Para una tabla de contingencia con celdas vacias n(i) = 0, el estimador de la frecuen-
cia esperada en la celda i es igual m(:7) = 0. En este caso, estas celdas vacias pueden ser
de dos tipos (Agresti, 2003, pp. 391-392):

i) Ceros muestrales. En este caso, aunque no se haya observado individuos en la celda
i, la frecuencia esperada en la celda es positiva, m(i) > 0. De manera que para
tamanos de muestra grande, es posible observar n(i) > 0.

ii) Ceros estructurales. En este caso, por definicién m(i) = 0, es decir, no esta permi-
tido que haya observaciones en la celda 7, por ejemplo, para un estudio de cancer,
si clasificamos de acuerdo al género y tipo de céncer (higado, préstata, ovario, etc),
es imposible observar pacientes hombres con cancer de ovario.

Para corregir los grados de libertad de la estadistica de prueba, Bishop et al. (2007,
p. 115) proponen contar el nimero de celdas con ceros estimados, z., y el nimero de
pardametros que no pueden ser estimados, z,. De tal manera que la correccién para los
grados de libertad esta dada por:

gl =gl — 2z + 2,

No obstante, si la tabla es poco densa, es decir, las frecuencias estimadas m(i) son
pequenias, la aproximacién a la distribucién x? es pobre (Edwards et al., 2012, p. 37).
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Una alternativa para evaluar el ajuste del modelo, es probar independencias condicio-
nales en el modelo. De esta manera, si en la tabla de contingencia hay celdas vacias, la
estadistica de devianza para independencia condicional estara calculada con base en las
tablas marginales, las cuales son méas densas con respecto a la tabla completa (Edwards
et al., 2012, p. 37). En este caso, el andlisis se enfoca a modelos gréficos descomponibles.

Sea M; C My, dos modelos graficos descomponibles tales que sélo difieren por una
arista (o, 8). En este caso, existe un sélo clique de My, denotado por C* tal que con-
tiene a la arista (a, ). De manera que la hipé6tesis nula de independencia condicional
Io U Ig|Iy\fa,py estd calculada con base en la tabla marginal generada por el clique C*.

Por ejemplo, para los datos de la tabla 2.1 consideremos los modelos My y M; con
conjunto de cliques Cy = {{A, B,C},{A,C,D}} vy C, ={{B,C} {A,C,D}}. Sus graficas
asociadas estdn dadas en la figura 2.3.

(a) Go = (V, Ey) (b) G1 = (V, Ey)

Figura 2.3: Modelos graficos descomponibles. (a) Gréfica asociada al modelo jerarquico My,
con clases generadoras Cy = {{A,B,C},{A,C,D}}; (b) Gréfica asociada al modelo jerarquico
anidado M, con clases generadoras C; = {{B,C},{A,C,D}}.

A partir de esta tultima figura, se observa que los modelos My y M; difieren por
la arista (A, B), la cual estd contenida en el clique C* = {A, B,C} de My. En ambos
modelos su conjunto separador es igual {A,C'}, considerando que ambos son modelos
descomponibles, las frecuencias estimadas para la celda ¢ bajo los modelos My y M; son
iguales a

n(a,b,c, )n(a,.,c,d)

n(a,.,c,.)

n(.,b,¢c,.)n(a,.,c,d)

n(a,.,c,.)

7/7\10((1/, b, C, d) = 3 T/ﬁl(av ba C, d) =

En este caso, la devianza entre estos dos modelos esta dada por:

=2 n( log,\ ‘—QZZZ (a,b, ) log (O(Lbbc)c).

ieC* a€A beB ceC

Para valores grandes de dy; se rechaza la hipétesis nula, es decir, I, fL Ig|Iy\(a,s. Por
lo tanto, se concluye que la arista (A, B) es significativa en el modelo M.

En particular, si My es el modelo saturado, entonces hay necesariamente un tnico
clique correspondiente al conjunto de vértices y correspondiente también al conjunto
que contiene a la arista (o, ) (Lauritzen, 1996, p. 101). En este caso, la estadistica de
devianza para probar independencia condicional queda expresada como:

n(iv\fa,8))7(%)
=2 n(i)log . (2.19)
ZEZI n(iv\{ay)n(iv\(5)
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Lo anterior se deriva del hecho de que el modelo es descomponible y al quitar la arista
(e, B), se obtiene una subgréfica descomponible con dos cliques, V' \ {a} y V'\ {5}, donde
el conjunto separador es (a, ).

En un caso mas general, para probar la hipdtesis nula de independencia condicional
I, Iy, con W C V, es equivalente a probar la significancia de la arista (a, ) en el
modelo saturado definido por las variables {I,, I, Iw }, por ejemplo, si W es un conjunto
de dos variables binarias, Iy corresponde a una variable aleatoria con 4 posibles valores.
En este caso, si definimos a S como una nueva variable que toma valores en un conjunto
igual a las combinaciones formadas por las variables en W, la estadistica de prueba
puede reexpresarse como I, 1l I|lg, la cual estd definida en una tabla de dimensién tres
(Edwards et al., 2012, p. 39). La devianza queda expresada como:

d = QZn(ia,ig,z'S)log"(Z,""Z,ﬂ’“)n(”)

= N(ia,is)n(ig, is)

(Zomiﬁvis)n(is)
= s ) ]~ . . . .
Z Z Z n(ia, i, is) 10g 1(ia, i3)1(ig, i3)

is€ls in€laig€lg

— Zdis

ig€lg

donde d' es la devianza del modelo de independencia condicional de I,, y Iz para un nivel
de I S-

Si ahora consideramos una sucesion de modelos graficos descomponibles Gy C -+ C
G = G tales que sélo difieren por una arista, la devianza del modelo G puede particionarse
como (Lauritzen, 1996, p. 103):

d=-21

go)) => d; (2.20)

Finalmente, para determinar la dimensién para un modelo grafico descomponible, el
resultado 4.35 mostrado en Lauritzen (1996, p. 105), afirma que

dim My = Z H | 15| — ZV(S) H 1],

ceCéeC Ses 0es

donde C es el conjunto de cliques del modelo, S el conjunto de separadores y v(S) la
multiplicidad del conjunto S.

2.4.3. Seleccion del modelo

En general, los métodos de selecciéon para modelos graficos consisten en agregar o
eliminar aristas de una gréfica asociada G. Edwards (2000, sec. 6) clasifica estos métodos
en tres categorias.

1. Seleccién stepwise. A partir de un modelo inicial, las aristas son agregadas o elimi-
nadas sucesivamente hasta satisfacer algin criterio.
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2.

3.

Métodos de busqueda global, los cuales consisten de algoritmos para encontrar los
modelos mas simples consistentes con los datos.

Métodos de seleccién basados en el criterio de verosimilitud penalizada. Dado un
conjunto de modelos elegibles, se selecciona aquel que minimice la funcién de vero-
similitud penalizada.

Usualmente, para la selecciéon de modelo se utiliza alguna combinacion de los métodos

anteriores. Para el primer tipo, en cada paso, la inclusion o exclusiéon de las aristas elegibles

esta basada en pruebas de significancia. La seleccién stepwise puede realizarse en alguna

de las dos direcciones:

i)

ii)

Backward. En este caso, las aristas son eliminadas sucesivamente del modelo inicial.
En cada paso se obtienen las devianzas de exclusion para las aristas elegibles, es
decir, la devianza entre modelos sucesivos que sélo difieren por la arista eliminada,
lo cual es equivalente a probar la significancia de dicha arista. El siguiente paso es
eliminar la arista con el mayor p-value, dado un nivel de significancia especificado.
El procedimiento se detiene cuando todas las aristas son significativas.

Forward. En este caso, las aristas son agregadas sucesivamente, dado un modelo
inicial. En cada paso, se obtienen las devianzas de inclusion, estos es, la devianza
entre los modelos con la arista anadida y el modelo inicial, lo que es equivalente a
probar la significancia de la arista agregada. Se selecciona el modelo con la arista
mas significativa, es decir, con el p-value mas pequeno.

En ambos métodos es posible utilizar la estadistica de Pearson para evaluar la signifi-

cancia de las aristas en cada paso. Para la seleccién backward, ésta satisface el principio de

coherencia, es decir, para dos modelos anidados, M, C My, si M es rechazado entonces
M, también debe ser rechazado (Edwards, 2000, p. 165).
Una variante de estos métodos es headlong search (Edwards et al., 2012, p. 44). En

este método, para cada paso, el orden en que son probadas las aristas es aleatoria, y se

selecciona la primera arista en satisfacer el criterio de inclusién o exclusion. Este tipo de

seleccién es conveniente cuando el numero de parametros es grande.

Adicionalmente, Whitakker (1990, p.252) propone una combinacién de los métodos

de seleccién stepwise, el cual consiste en dos pasos.

1.

Obtener la grafica independiente. Para esto, se calculan las devianzas de exclusion
para cada arista del modelo saturado y se eliminan aquellas con p-values mayores
a un nivel de significancia especificado. A la gréfica obtenida la denotamos por G'.

. Con la grafica G', obtenemos las devianzas de inclusién de las aristas eliminadas en

el paso anterior. Todas las aristas significativas se agregan a la grafica G! y obtene-
mos la gréafica G2.

Entre los métodos de buisqueda global, se puede mencionar el algoritmo EH, propuesto

por Edwards y Havranek (1985), y descrito en Edwards (2000, p. 167). Para una sucesion
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de modelos ajustados, éstos se clasifican, con base en la devianza del modelo, en acep-
tados y rechazados. Usando el principio de coherencia, para un modelo rechazado, todos
sus submodelos también son rechazados. En este caso, para cada etapa de la busqueda se
hace la siguiente particion: i) débilmente aceptados, si el modelo contiene un submodelo
aceptado, ii) débilmente rechazado, si el modelo contiene uno o mas submodelos recha-
zados y iii) indeterminado, si el modelo tiene submodelos por clasificar. El siguiente paso
del algoritmo es clasificar todos los submodelos minimales o méximales en el conjunto
indeterminado. El proceso se detiene hasta que todos los submodelos son clasificados en
débilmente aceptados y rechazados. En este caso, el modelo seleccionado es el submodelo
minimal aceptado.

Una variante de este método, es el propuesto por Whitakker (1990, p. 253). Un modelo
M es adecuado si la devianza del modelo M es pequena. En este caso, la seleccion del
modelo consiste en obtener el modelo adecuado minimal, es decir, si M es adecuado,
entonces no contiene ningin modelo anidado N que también sea adecuado.

Finalmente, los métodos basados en el criterio de verosimilitud son procedimientos que
se emplean para seleccionar modelos que no son anidados. Supongamos un conjunto de
modelos M;, 7 =1,..., R. El criterio de verosimilitud penalizada consiste en seleccionar
el modelo M; que minimice la expresion

donde p; es el nimero de pardmetros libres del modelo M; y k una constante positiva de
penalizacién.

El criterio de informacién de Akaike (AIC) es un caso particular, donde la constante
de penalizacién es k = 2. Otro alternativa es utilizar el criterio de informacién Bayesiana
(BIC), donde la constante de penalizacién es igual al logaritmo del tamano de muestra,
k = log |n|. En ambos casos, la constante k penaliza aquellos modelos con mayor niime-
ro de parametros, siendo el BIC mas severo, por lo que tendera a seleccionar modelos
mas simples. La eleccion de la constante de penalizacion dependera de la aproximacion
asintotica que se desee utilizar. En el caso del AIC, éste se aproxima asintéticamente a
la divergencia de Kullback-Leibler entre el modelo verdadero y estimado. Para el BIC,
corresponde a seleccionar, asintéticamente, el modelo con mayor probabilidad posterior
(Edwards et al., 2012, p. 43).

Asimismo, el criterio de verosimilitud penalizada se puede utilizar para evaluar la
significancia de cada arista en la seleccion stepwise. Para la direccion backward, en cada
paso, la arista que se elimina es la que tenga la diferencia més pequena de AIC 6 BIC
entre modelos sucesivos. De manera analoga, con direccién forward, la arista agregada en
cada paso serd aquella con la mayor diferencia de AIC 6 BIC.

Cabe mencionar que para obtener modelos graficos descomponibles, en cada etapa
de seleccion se agrega o elimina la arista tal que la grafica obtenida sea descomponible.
De esta manera, este tipo de método es menos eficiente con respecto a seleccionar un
modelo solamente grafico; sin embargo, los modelos descomponibles tienen la ventaja de
ser facilmente interpretados.
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En conclusién, los métodos de seleccion son ttiles para explorar los datos cuando
no se tiene ningiin supuesto sobre la asociacién entre las variables, adema&s, permiten
identificar si el modelo propuesto esta sobre-ajustado, es decir, si hay variables que no
son significativas para el ajuste. De manera reciproca, pueden identificar interacciones
que no estaban consideradas en el modelo propuesto y que resulten en un mejor ajuste.

2.5. Modelo log-lineal expresado como un GLM

Otra manera para obtener los estimadores maximo-verosimiles {m(7)};cs es expresar
el modelo log-lineal como un modelo lineal generalizado (GLM). Para un estudio més
detallado ver e.g. Agresti (2003). En un GLM se tienen tres elementos:

1. Componente aleatorio que consiste de una variable respuesta y con observaciones
independientes y = (y1,...,¥,), donde y es una variable aleatoria con una distri-
bucién de probabilidad perteneciente a la familia exponencial.

2. Componente sistemdtico que consiste de un vector n = (11, ...,7,) y un conjunto de
variables explicativas (x1,...,x,) tales que existe una combinacién lineal de éstas

p
N = E %‘jﬁjy
j=1

donde 8 = (B, .., 5,) es un vector de pardmetros y z;; es el valor observado de la

que es igual a n;, esto es

variable j para el individuo 7. Al vector 7 se le conoce como el predictor lineal del
modelo.

3. Una funcién liga g(-) que relaciona la esperanza del componente aleatorio, j;, con
el sistematico.

g(w) =m = x:;8
J

Para el componente aleatorio, se dice que la variable aleatoria y pertenece a la familia
exponencial si su funcion de densidad puede expresarse como:

b(6:)

f(yi; 05, 6) = exp (% + c(yi, ¢)) ; (2.21)

donde 6; se le conoce como el parametro canénico y ¢ es un parametro de dispersion
conocido. La funcién b(#) se le conoce como la funcién cumulante, donde '(0) = E(Y;) y
var(Y;) = a(¢)b”(6). Si la funcién liga g(-) transforma la media en el pardmetro canénico
se le denomina liga canonica.

En un modelo log-lineal, si el nimero de observaciones en cada celda de la tabla de
contingencia se supone tiene una distribuciéon Poisson de media m(i), entonces se puede
especificar un GLM de la siguiente forma.

logm(i) = Y 4B, (2.22)
j=1
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donde el componente aleatorio estd dado por la variable aleatoria Poisson N (i), la cual
tiene una distribuciéon perteneciente a la familia exponencial

P(N(i) = n(i)) = exp{n(i)logm(i) — m(i) —logn(i)!}
donde 6 = logm(i), b(d) = exp(0) y a(¢) = 1. En un modelo log-lineal la funcién liga es
canonica.
Para el componente sistematico, el vector de parametros estd determinado por el
conjunto de interacciones del modelo y la matriz x;; por la matriz diseno, definida como:

1 sif; estd en m(i)
€Ti: =
Y 0 en otro caso

Por ejemplo, en la seccion 2.3 se mostré que el modelo log-lineal de independencia
para I y Iy se puede expresar de manera matricial como:

logm(1,1) 11010
logm(1,0) 11001 .
logm(0,1)| |1 0 1 1 0 [u ur(1) ui(0) wup(1) uz(O)]
logm(0,0) 10001

En este caso, el vector de parametros es 8 = [u, u1(1),u;(0), uz(1), uz(0)]”. Para obtener
una solucién, es necesario especificar alguna restriccion sobre los parametros, por ejemplo,
usando variables dummy con wu;(1) = us(1) = 0 valores de referencia, la matriz diseno es

000

Il
e e e
o O O O O

0
0
1
0

o O O =

0
1
0
0

Por otra parte, si utilizamos la restriccién »; ui(i1) = >, ua(i2) = 0, entonces la
matriz diseno queda expresada como

11 0 1 O
X — 11 0 0 -1
10 -11 0
10 -1 0 -1

Al definir un modelo log-lineal como un GLM, el procedimiento para obtener {m(i)}
se hace por métodos iterativos como Newton-Rhapson o Fisher-Score, e.g. Agresti (2003,
pp. 342-343). No obstante, estos métodos son imprecisos para dimensiones grandes de (.

Una de las ventajas de utilizar un GLM para el ajuste de un modelo log-lineal es que
se puede cuantificar las interacciones y hacer un analisis de residuos.

Otra relacién existente entre un modelo log-lineal y un GLM, es una regresién logistica.
En este modelo, la variable respuesta es binaria. Algunos autores como Agresti (2003,
sec 8.5), Von-Eye y Mung (2013, sec. 15.2) han descrito esta relacién para casos muy
particulares. En modelos graficos log-lineales, la relacién con la regresion logistica es
facil de identificar utilizando la gréfica asociada. En la seccién siguiente, se describe el
procedimiento para definir regresiones logisticas basadas en un modelo grafico log-lineal.
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2.6. Relacién de un modelo grafico log-lineal y el mo-
delo de regresion logistica

En modelos graficos log-lineales el interés principal es describir la estructura de asocia-
cién entre las variables categéricas. No obstante, si alguna de estas variables categéricas
es binaria, se puede calcular su momio condicional dado el resto de las variables. De esta
manera, podria ser de interés plantear una regresion logistica, donde la variable bina-
ria sea la variable respuesta, y las variables restantes como explicativas. Por ejemplo,
supongamos el siguiente modelo de independencia condicional:

IOg m(z) = u-+ (75} (21) + UQ(iQ) + U3(Z'3) + Ulg(’il, 22) + Ulg(il, 23)

Para este modelo, supongamos que [; es la variable respuesta. Con base en el modelo
grafico log-lineal, el momio condicional de I; dado los niveles fijos de I, e I3 puede
expresarse como:

) p(lh = 1|l = iy, I3 = i3) _ m(l io,13)
p(ly = 0|1y = i9, I3 = i3) m(O m(0,iy,i3)
= logm(1,is,13) — logm(0, iz, i3)
= [u+ur(1) + ug(ia) + us(iz) + ui2(i1, ia) + u3(1,i3)]
— [u 4+ u1(0) + ua(iz) + us(iz) + u12(0, i2) + u13(0, i3)]
= [u1(1) — ur(0)] + [u12(1,42) — u12(0,i2)] +

[Ulg(l, 23) — u13(0, 23)] .

En este caso, observamos que los términos dentro del primer paréntesis son constantes;
en el segundo, sélo dependen del valor que toma la variable I5, y en el tercer paréntesis,
los términos s6lo dependen de I3. Por lo tanto, la regresiéon logistica asociada al momio
condicional de I; tiene como variables explicativas a Iy y I3:

p(ly = 1|1y = i9, I3 = i3)
p(ly = 0|1y = i9, I3 = i3)

logit p(I; = 1|I = ia, I3 = i3) = log = Bo + Ba(iz) + Bs(i3).

En este caso, los pardametros en la regresion logistica se interpretan de la siguiente
manera. Supongamos que [ e I3 son variables binarias que indican ausencia (= 0) o
presencia (= 1) de alguna caracteristica del individuo. Dado un valor fijo de I3, el momio
para un individuo con la caracteristica I es

p(ly = 1|1, = 1,15 = i3)
p(ly =0l = 1,15 = i3)

exp [Bo + P2 + B3(i3)] -

De manera analoga, el momio para un individuo que no presenta la caracteristica I es

p(ly = 1|1, =0, I3 = i3)

p(Iy = 0|1y = 0,13 = i3) exp [Bo + F(i3)]




CAPITULO 2. MODELOS GRAFICOS LOG-LINEALES 43

De manera que la razén de momios queda expresada en funcion del coeficiente Sy

p(]l = 1|]2 = 1,]3 = Zg)/p(]l = 0|]2 = ]_,]3 = 23)
p(l =1 = 0,13 = i3)/p(l1 = 0|I, = 0, I3 = i3)

= eXP(@)-

Para este ejemplo, la probabilidad de ocurrencia para la variable respuesta, 1, dada las
variables explicativas es igual a:

exp [Bo + B2(i2) + P3(is)]
1+ exp [Bo + Ba(ia) + B3(i3)]

Si consideramos el modelo gréfico, la probabilidad para el mismo evento esta dada por:

pIy = 1|ly =iy, I3 = i3) = (2.23)

(]1 = 1 _[2 = Zg,]g = 23)
p(IQ =g, I3 = 23)
o om(1, iy, i3)

a >, mli, iz, 13)

Al ser un modelo grafico descomponible, la frecuencia en la celda i, m(7), puede expresarse

p(ly = 1|1y =ig, I3 = i3) =

en términos de la descomposicién de la grafica, esto es

m(iy, g, .)m(iq, ., i3)
m(il, . )

Por lo tanto, la probabilidad estimada bajo el modelo gréafico es

m(ila Z'27 7’3) -

_ m(1,iq,.)m(1,.,43)/m(1,.,.)
L =11y =19,13) = — — . :
ph |2 = i, 1) > i, miy, dg, )miy, ., i3) /m(i, ., )
Por otra lado, dado el modelo log-lineal (12,13), el momio condicional de I dado los
valores de I y I3 puede expresarse como:

p(ly = 1|1 =iy, I3 = i3) _ m(zl, 1,1i3)
p(Iy = 0|1 =iy, I3 = i3) m(z 0 23)
= logm(iy, 1,13) — logm(iy, 0, i3)
= [u+ui(iy) + ua(1) + us(iz) + ui2(ir, 1) + uis(iy, i3)]
— [u 4+ up (i) + u2(0) + us(iz) + u12(i1, 0) + u3(iq, i3)]
= [ug(1) — u2(0)] + [u12(i1, 1) — u1a(iy, 0)].

log

En este caso, el momio condicional s6lo depende de la variable I;. Por lo tanto, la regresion
logistica asociada a la variable respuesta I5 solo tiene como variable explicativa a [;:

logit p([g = 1|Il = 21) = 60 + 51(21) (224)

Con estos dos ejemplos, es facil notar que los términos para las regresiones logisticas con
variables respuesta [, y I», estan dados por sus fronteras, bd(1) = {2,3} y bd(2) = {1}
(ver figura 2.4) .
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Figura 2.4: Modelo grafico, con clases generadoras {{1,2},{1,3}}.

Mas aun, a partir del modelo grafico es posible identificar que términos de interaccion
estan presentes en la regresion logistica. Por ejemplo, si ahora suponemos el siguiente
modelo grafico con clases generadoras {{1,2,3},{1,3,4}}, su expresién esta dada por:

10g m(z) = u—+u (21) + Ug(ig) + U3(’i3) + U4(i4) + ulg(il, ZQ) + Ulg(’il, 23) +
U14(11, %4) + U3(i2, i3) + usa(is, ta) + U123(i1, t2, 13) + w134 (11, i3, 14).

La gréfica asociada a este modelo log-lineal estd dada por el siguiente diagrama.

Si suponemos que las 4 variables son binarias, los términos para cada regresién logistica
se pueden identificar por medio de las interacciones dentro de los cliques de la grafica
inducida por su frontera. Por ejemplo, en la figura 2.5a se muestra la grafica inducida
por la frontera de la variable ;. En este caso, se observa que los cliques de la grafica
son {{2,3},{3,4}}. Por lo tanto, la regresién logistica asociada a la variable I; tiene dos
términos de interaccion:

logit p(Iy = 1|1y = ig, I3 = i3, Iy = 14) = Bo+ Ba(ia) + Bs(is) + Ba(ia) + Pas(izis) + Bsa(isis)-

N

() Graq) (b) Gba2) = Gbaw) (€) Gba(3)

Figura 2.5: Gréficas inducidas por la frontera de cada vértice en la grifica G = (V, E), donde
V={1,2,3,4} y E ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,4) }.
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De manera analoga, las regresiones logisticas correspondientes a las variables I, I3 e
I, quedan determinadas por las siguientes expresiones.

logit p(Iy = 1|1y = i1, I3 = i3) = Bo + Bi(i1) + B3(iz) + Pis(iris),
logit p(I3 = 1|1} = iy, Iy = ia, Iy = i4) = Bo + P1(i1) + Balia) + Ba(ia) + Pra(iriz) + Pra(iria),
logit p(Iy = 1|1y = i1, I3 = i3) = Bo + Bi(i1) + P3(iz) + Pis(iris).

En este caso, se observa que las regresiones logisticas con variables respuesta I 6 Iy
tienen los mismos términos, es decir, las probabilidades de ocurrencia dependen de las
mismas variables explicativas. Como se verd en el siguiente capitulo, numéricamente las
probabilidades estimadas considerando un modelo grafico y una regresion logistica son
equivalentes si la grafica inducida por la frontera de la variable respuesta es completa.

Cabe mencionar, que la relacién entre un modelo grafico log-lineal y una regresiéon
logistica se puede generalizar para modelos log-lineales. El estudio de esta relacién se
reporta en Ramirez-Aldana y Eslava-Goémez (2015).



Capitulo 3
Aplicaciéon

En este capitulo se muestra el uso de los modelos graficos log-lineales para modelar
las relaciones de asociaciéon para 6 variables categdricas seleccionadas de la Encuesta
Nacional de Adicciones (ENA 2011). Estas variables corresponden al consumo de tabaco,
alcohol y drogas, las cuales se suponen como respuesta, y de las variables ingreso del
hogar, escolaridad y sexo como posibles variables explicativas.

La informacion utilizada para esta seccion corresponde a individuos entrevistados
en la ENA 2011. La base de datos correspondiente consiste de 16,249 registros y 1007
campos. En el apéndice A de este trabajo se da una breve descripciéon de los cuestionarios
aplicados.

Para el ajuste de los modelos gréaficos log-lineales se utilizé una muestra de 10,294
individuos en los grupos de edad de 18 a 65 anos. Se usaron los paquetes gRbase y gRim
del software R para la estimacién de los modelos.

3.1. ENA 2011

La ENA 2011 fue un estudio coordinado por diferentes organismos de salud ptublica. La
elaboracién de los cuestionarios aplicados fueron llevados a cabo por el Instituto Nacional
de Psiquiatria “Ramoén de la Fuente Muniz”, los cuales estan orientados a recolectar
informacion acerca de los hogares e individuos.

El disennio muestral para la ENA 2011 estuvo a cargo del Instituto Nacional de Salud
Publica. La muestra seleccionada se realizé con un diseno de 4 etapas de seleccién y
estratificado por entidad federativa y tipo de urbanidad (rural, urbano y metropolitano).
Cada etapa de seleccién se describe en el apéndice A de este trabajo.

La ENA 2011 es una encuesta con representatividad nacional, por tipo de urbanidad y
para ochos regiones del pais. Su objetivo principal es estimar las prevalencias de consumo
de alcohol, tabaco, y drogas. Asimismo, se busca evaluar las tendencias de consumo para
la poblacién adolescente (de 12 a 17 anos) y para la poblacién adulta (18 a 65 afnos),
asi como identificar algunos factores relacionados con el abuso y consumo de sustancias
para incidir en politicas gubernamentales para el control de sustancias.

46
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3.2. Analisis exploratorio

Poblacién de estudio

Se consideré la informacién recolectada por el cuestionario de individuos, con un
total de 16,249 personas entrevistadas. De esta muestra, se descartaron datos faltantes,
eliminandose 3,396 registros.

Debido al diseno de la muestra, existen hogares en donde se entrevisté un adulto y
un adolescente, en consecuencia, no se puede afirmar que las observaciones recolectadas
en un mismo hogar sean independientes. En este caso, para reducir la posible asociacion
entre las observaciones de un mismo hogar, se considerd solo poblaciéon adulta en el grupo
de edad de 18 a 65 anos. El tamano de muestra utilizado para este trabajo fue de 10,294
adultos.

Variables de interés

De acuerdo con el reporte de la ENA 2011, la encuesta tiene el proposito de estudiar
el uso, abuso y dependencia de sustancias psicoactivas. Para ello, el cuestionario se enfoca
en la estimacion de las prevalencias de consumo de las sustancias de alcohol, tabaco y
drogas.

De acuerdo con el tiempo de consumo, la prevalencia de consumo se clasifica en tres
tipos.

a) Prevalencia alguna vez en la vida. Indice que considera a la poblacién que re-
porté haber consumido alguna sustancia (alcohol, tabaco, drogas) por lo menos
una vez en la vida.

b) Prevalencia iltimo ano. Indice que considera a la poblacién que reporté haber
tomado alguna sustancia por lo menos una vez en el ano previo a la entrevista.

c) Prevalencia ultimo mes. Indice que considera a la poblacién que reporté haber
tomado alguna sustancia por lo menos una vez en los treinta dias previos a la
entrevista.

Para la aplicacion, en este trabajo, sélo se consideré la prevalencia de ultimo ano para
las sustancias de alcohol, tabaco, drogas médicas y drogas ilegales, recolectadas con las
siguientes preguntas dadas en el cuestionario de individuos:

s Tabaco. jFumo tabaco en los tltimos 12 meses?

» Drogas médicas. {Consumié en los tltimos 12 meses opidceos, tranquilizantes, se-
dantes, barbitiricos, anfetaminas o estimulantes?

» Drogas ilegales. ;Consumio en los iltimos 12 meses mariguana, cocaina, crack, alu-
cinégenos, inhalables, heroina, estimulante tipo anfetaminico?

» Alcohol. ;Consumi6 en los tltimos 12 meses alcohol?
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Asimismo, se seleccionaron las variables ingreso por hogar, edad, sexo y escolaridad
del entrevistado como posibles variables asociadas al consumo de sustancias. En la base de
datos, la variable ingreso estd reportada por region econémica: A, B y C. Se observé que
la diferencia entre los ingresos por region no eran significativas por lo que se decidi6 ig-
norar informacion acerca de la regién econdémica. La descripcion para las seis variables
categoricas seleccionadas se muestra en la tabla siguiente.

Variable Descripcion Categorias
sexo Género de la persona 1: masculino
entrevistada 2: femenino

escolaridad Ultimo grado escolar que  01: Primaria incompleta (1 a5 anos)
completd en la escuela. 02: Primaria completa (6 anos)

03: Secundaria incompleta (1 a 2 anos)
04: Secundaria completa o equivalente (6 afos)
05: Bachillerato incompleto (1 a 2 afios)
06: Bachillerato completo o equivalente (3 anos)
07: Estudios universitarios incompletos (1 a 3 anos)
08: Estudios universitarios completos (4 a 5 afnos)
09: Estudios de posgrado (2 a 4 afios)

ingreso Ingreso mensual del hogar 1: Menos de un salario minimo
2: 1 salario minimo
3: 2 salarios minimos
4: >2 y < 4 salarios minimos
5: >4 y < 6 salarios minimos
6: >6 y < 8 salarios minimos
7: > 8 salarios minimos
tabaco Consumo de tabaco en 1: si
los 1ltimos 12 meses. 2: no
drog med Consumo de drogas 1: i
médicas sin prescripcion 2: no
en los ultimos 12 meses.
drog_ileg Consumo de drogas 1: sf
ilegales en los dltimos 12 2: no
meses
alcohol Consumo de alcohol en los  1: si
dltimos 12 meses. 2: no

Tabla 3.1: Codificacion de las 6 variables seleccionadas para el ajuste de modelos graficos
log-lineales.
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Objetivos

Dentro de los objetivos que se plantearon en esta seccion estan:

1. Tlustrar el uso de modelos graficos para 6 variables categéricas seleccionadas de la
Encuesta Nacional de Adicciones 2011. Con esto, identificar posibles independencias
condicionales o marginales entre los factores de riesgo asociados a el consumo de
sustancias.

2. Tlustrar la relacién que existe entre un modelo grafico y las 3 regresiones logisti-
cas asociadas a cada sustancia de consumo. Asi como comparar las probabilidades
estimadas obtenidas bajo ambos modelos.

Efecto del diseno muestral

Con la muestra de 10,294 adultos se evalu6 el efecto del diseno muestral mediante la
variable ponde_indiv_final, reportada en la base de datos de individuos. Esta variable
corresponde al factor de expansion o peso muestral de la persona entrevistada. Esto tiene
el propdsito de evaluar si el efecto del diseno debe ser considerado en el ajuste de un
modelo gréafico log-lineal.

Se obtuvieron las prevalencias estimadas del consumo de tultimo ano ignorando el
efecto del disefio muestral, esto al suponer un muestro aleatorio simple, y considerando
los pesos muestra del diseno. A continuacién se reportan los valores obtenidos.

Alcohol Tabaco Drogas médicas Drogas ilegales
100 x p* 52.78 22.70 0.97 1.45
[var(p*)]/2 0.27 0.25 0.06 0.07
IC 95 % 52.25 - 53.31 22.21 - 23.19 0.85-1.09 1.31 - 1.59
cve 0.51 1.01 6.19 4.82
100 x p** 56.31 23.70 0.86 1.63
[var(p**)] /2 0.885 0.72 0.13 0.21
IC 95 % 54.57 - 58.03 22.30 - 25.10 0.60 - 1.10 1.21 - 2.04
cve 1.52 3.00 14.97 12.98
deff 3.27 2.92 1.99 2.87

Nota: valores obtenidos con la muestra de 10,294 adultos.
* Proporcién estimada ignorando el efecto del disefio muestral.
** Proporcién estimada considerando el disefio muestral.

Tabla 3.2: Estimacién del porcentaje de la poblacién para el consumo de sustancias de ultimo
ano.

En esta tabla se observa que para la variable alcohol, los intervalos de confianza consi-
derando e ignorando el efecto del diseno no se interceptan, por lo tanto, las estimaciones
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calculadas a partir de ignorar el diseno seran incorrectas. Para el resto de las variables,
los intervalos de confianza ignorando el efecto de diseno interceptan con los intervalos de
confianza considerando el efecto de diseno. Las graficas para los intervalos de confianza
se muestra en el apéndice A de este trabajo.

De acuerdo con el coeficiente de variacién cve, la estimacién puntual mas precisa
considerando el diseno fue la prevalencia del consumo de alcohol con un valor de 1.5 %.
Las sustancias drogas médicas e ilegales reportaron un cve mayor a 10 %, esto indica una
estimacién imprecisa (Sérndal et al., 1991, pp. 41-42).

Con relacién al deff estimado, éste se define como el cociente entre las desviaciones
estandar estimadas del diseno muestral y un muestreo aleatorio simple, es decir

[Vér(p;*)} 1/2
varG)

En la préactica, este valor se utiliza como referencia para medir la eficiencia del diseno

deff =

con respecto a un muestreo aleatorio simple. Para disenos complejos, usualmente el deff
es mayor a 1. En particular, para la ENA 2011, se observaron deff mayores a 1 para las
4 tipos de sustancias.

En resumen, considerando los pesos muestrales la sustancia que se estima con mayor
precisién es la variable alcohol. Esta sustancia tiene el mayor consumo en la muestra. Al
ignorar el diseno muestral, el intervalo de confianza para la variable alcohol no intercepta
con el intervalo obtenido con diseno, por lo tanto, las estimaciones obtenidas no seran
correctas. Dicho esto, se concluye que el efecto del diseno podria ser incorporado al ajuste
del modelo. Sin embargo, los algoritmos que se utilizan para la seleccién de modelo no
consideran los pesos muestrales, por lo que se decidié ignorar.

Definicién de las variables categéricas

De acuerdo a las estimaciones obtenidas, las prevalencias de consumo de drogas médi-
cas e ilegales son menores que el 2%. Al realizar la clasificaciéon cruzada para estas
variables se obtendra una tabla con celdas vacias. Para obtener una tabla menos dis-
persa, se agregd en una sola variable el consumo de drogas médicas e ilegales, la cual
denominaremos como drogas.

Por otro parte, para simplificar el nimero de celdas posibles, las categorias de la
variable escolaridad se agregaron en dos niveles: alta y baja. Para esto, se utilizé el grado
promedio de escolaridad de la poblaciéon, reportado por el Censo de poblacién y vivienda
2010, con un valor igual a 8.6 anos, lo cual es equivalente a secundaria incompleta.

Analogamente, las categorias de la variable ingreso del hogar se agregaron en dos
niveles: alta y baja. Para esta variable, se consider6 la informacion de la Encuesta Nacional
de Ingresos y Gastos de los Hogares (ENIGH) 2010. En este caso, el ingreso del hogar se
reporta en deciles, por lo que se utilizé el cuantil 0.5 como criterio para clasificar, siendo
igual a 7,422 o equivalente a 4.13 salarios minimos diarios. La codificacién para estas
variables se muestra en la tabla 3.3.

En adelante, las variables categoricas se denotardn por sus iniciales: A, alcohol; D,
drogas; F, escolaridad; I, ingreso; S, sexo y T, tabaco.



CAPITULO 3. APLICACION

51

Categorias agregadas

Variable Codificacion
escolaridad 1: baja

2 : alta
ingreso 1: baja

2 : alto

01:
02:
03:

04:
05:
06:
07:
08:
09:

N R

Primaria incompleta (1 a 5 anos)
Primaria completa (6 afios)
Secundaria incompleta (1 a 2 anos)

Secundaria completa o equivalente (6 anos)
Bachillerato incompleto (1 a 2 anos)
Bachillerato completo o equivalente (3 anos)
Estudios universitarios incompletos(1 a 3 anos)
Estudios universitarios completos (4 a 5 anos)
Estudios de posgrado (2 a 4 anos)

: Menos de un salario minimo
: 1 salario minimo

: 2 salarios minimos

: > 2y < 4 salarios minimos

5: >4 y < 6 salarios minimos

D

: > 6y < 8 salarios minimos

7: > 8 salarios minimos

Tabla 3.3: Descripcién de las categorias agregadas para las variables escolaridad e ingreso.

Una vez definidas las variables binarias se calcularon las razones de momios margi-

nales. En la tabla 3.4, la entrada (i,j) con 4,5 = 1,2,...,6 muestra la razén de momios

marginales de las variables (3, j).

S E I A T D
S 0.83 | 0.65 | 3.38 | 2.05 | 3.34
E | 1.20 6.98 | 0.52 | 0.80 | 0.74
I | 15410.14 0.40 | 0.67 | 0.69
A 10.30 | 1.92 | 2.50 5.33 | 4.76
71049 ]1.25|1.49 | 0.19 5.62
D 1030 |1.35|1.45]0.21 | 0.18

Tabla 3.4: Razon de momios marginales para las variables sexo (.5), escolaridad (F), ingreso
del hogar (I), alcohol (A), tabaco (T) y drogas (D).

A partir de esta tabla, se observa que la razén de momios entre alcohol y tabaco

es 5.33, esto indica que un individuo tiene una mayo probabilidad de consumir alcohol

que tabaco. De manera andloga, se tiene la misma relacion entre las variables alcohol y

drogas, donde su razoén de momios es 4.76. Finalmente, se observa que la razéon de momios

entre las variables tabaco y drogas es 5.62. En este caso, se observa que el alcohol es la
sustancia preferida con respecto al tabaco y las drogas.

De acuerdo con las razones de momios, las variables que tienen un mayor grado de

asociacion son escolaridad e ingreso, alcohol y tabaco, y tabaco y drogas.
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En la figura 3.1 se muestra la grafica de mosaico por parejas. En la diagonal se mues-
tra la distribucién de las observaciones para cada variable categérica. La interpretacion
para las graficas de mosaicos debajo de la diagonal esta dada de la siguiente forma. Si
seleccionamos las variables sexo y escolaridad, su grafica de mosaico se muestra en la en-
trada (2,1). Para esta gréfica, la primera columna muestra la distribucién de la variable
escolaridad dentro de la categoria 1 de la variable sexo. Donde el color azul oscuro indica
la categoria 1 de la variable escolaridad y el color azul claro indica la categoria 2. De
manera andloga, la segunda columna muestra la distribucién de la variable escolaridad
dentro de la categoria 2 de la variable sexo. De esta manera, se observa que existe una
mayor proporcién dentro de la poblacién masculina (= 1) con escolaridad alta (= 2) com-
parada con la poblacién femenina. Para las gréficas de mosaico por arriba de la diagonal,
la interpretacion es simétrica con respecto a las variables.

En un caso mas general, si utilizamos la grafica de mosaico con las 6 variables, las
interpretaciones resultan dificiles. Mas adelante, se ajustaran modelos gréaficos log-lineales
para interpretar la asociacion entre las variables categoricas.

Sexo
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Figura 3.1: Grafica de mosaico por parejas
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3.3. Modelos jerarquicos

Adicional al ajuste de modelos log-lineales graficos, se ajustaron modelos jerarquicos.
Esto es con el objetivo de mostrar las ventajas de usar modelos graficos log-lineales para el
analisis de variables categoricas. Para esto, se definieron distintos 6rdenes de interaccién,
para luego seleccionar, de acuerdo con el Akaike (AIC), el orden de interaccién 6ptimo,
es decir, aquel grado que minimice el AIC. Para el ajuste de modelos jerarquicos se
utilizé la rutina dmod de la libreria gRim. En la tabla siguiente se reporta las estadisticas
de devianza y X? de Pearson, asf como los grados de libertad y AIC para cada modelo
jerarquico ajustado.

"Modelo ’|K| Devianza X? gl AIC

(S,E, I A, T, D) 6 3.822.80 4954525 57 64,472.31
(SE, SI, ..., TD) 15 111.86 111.65 42 60,991.27
(SEI, SEA, ..., ATD) 20 19.20 16.32 22 60,938.62
(SEIA, SEIT, ..., IATD) 15 5.8 . 7 60,955.00
(SEIAT, ..., EIATD) 6 0.00 - 1 60,961.42

1Conjunto de clases generadoras maximales.

2Cardinalidad del conjunto de clases generadoras maximales.

Tabla 3.5: Estadisticas de bondad de ajuste para diferentes modelos log-lineales jerarquicos.
Donde S, denota el sexo del inviduo; E, nivel escolaridad; I, ingreso por hogar; A, consumo de
alcohol; T', consumo de tabaco; D, consumo de drogas.

A partir de la tabla anterior, se observa que el modelo jerarquico de interacciones de
segundo orden minimiza el AIC, en donde su conjunto de clases generadoras consiste de
20 subconjuntos de dimension 3.

Una vez seleccionado el modelo jerarquico con interacciones de segundo orden, se hizo
una selecciéon de modelo con el comando stepwise del paquete gRim. Como se vio en la
seccion anterior, aunque un modelo jerarquico no necesariamente es grafico, siempre se
puede representar por medio de una grafica. Con el método stepwise, la seleccién de un
modelo jerarquico estd basado en agregar o eliminar aristas de la grafica. Al utilizar este
método, la busqueda del modelo es mas eficiente con respecto a métodos especificos para
modelos log-lineales.

En la tabla 3.6 se reporta los modelos obtenidos para la seleccién stepwise en direc-
ciones backward y forward. En direccién backward el modelo inicial es el modelo jerarquico
con conjunto de interacciones de segundo orden. En este caso, el modelo seleccionado no
es grafico, y por lo tanto, tampoco descomponible. En direccion forward, el modelo inicial
es el modelo de independencia. El modelo seleccionado es grafico y descomponible.

De acuerdo con el valor del AIC, el mejor ajuste se obtuvo con el modelo jerarquico.
Las clases generadoras de este modelo son:

({8, B, 1},{S, B, A}, {S, 1, A}, {S, A, T}, {S, A, D}, {S, T, D}, {E, I, A}, {A, T, D}}
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Las interacciones de segundo orden para los 10 subconjuntos del modelo son significa-
tivas. Sin embargo, como se puede notar, resulta dificil identificar relaciones de asociacion
para variables que no estén en una misma clase generadora. En la seccion siguiente, se
ilustra el uso de modelos graficos para interpretar relaciones de asociacién entre las va-
riables.

Meé
etO(,i(,) de Clases generadoras del modelo AIC Grafico Descomp.
seleccion
backward {{S,E,I},{S,E, A}, {S,I,A},{S,A, T}, 60,921.68 No No
{S,A,D},{S,T,D},{E,I,A},{A,T, D}}
forward {{1,S,A,E},{D,S, A, T}} 60,923.99 S1 S1

Tabla 3.6: Seleccion de modelos jerarquicos usando la opcién stepwise.

La expresiéon para el modelo seleccionado es igual a

logm(i) = wu+wuala)+---+up(t)+uaplad) + -+ uar(at) + - - - + ugp(st) +
uspr(sei) + uspa(sea) + usra(sia) + usar(sat) + usap(sad) +
USTD(Std) + UE]A(eiCL) -+ uATD(atd). (31)

3.4. Modelos graficos log-lineales

Debido a que no hay informacion preliminar aportada por investigadores especialistas
en el tema, no fue posible identificar alguna estructura de asociacién entre las variables.
Cabe mencionar que dentro de los modelos gréficos hay dos aspectos a considerar: la
estimacion de los parametros o de los valores ajustados y de la estimacion de la estructura.

Para ajustar un modelo gréfico log-lineal se utilizaron métodos automatizados de
seleccion de modelo. Estos tltimos, estdn basados en dos criterios: i) direccién de bisqueda
y ii) el tipo de modelo grafico seleccionado.

Con el primer criterio, se realizé6 una seleccion stepwise en direcciones backward y
forward. Para el segundo criterio, en cada paso de la seleccién stepwise se tiene la opciéon
de que la inclusion o eliminacién de las aristas estén restringidas a que la gréfica final
sea la de un modelo grafico descomponible, es decir, se pueden obtener dos tipos de
modelos: graficos y graficos descomponibles. Al combinar estos dos criterios de bisqueda
se obtienen 4 procedimientos para la selecciéon de modelo. Para datos de la ENA 2011, en
la tabla 3.7 se reporta el modelo obtenido. En este caso, al aplicar los 4 procedimientos
se obtuvo el mismo modelo, el cual fue grafico y descomponible.

Modelo Tipo Devianza g.l. AIC BIC
{{I,S, A E},{D,S,A,T}} Gréafico descomponible  32.58 36 60,293 61,119.46

Tabla 3.7: Modelo gréfico log-lineal seleccionado.
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Para el modelo ajustado, se realizo la prueba de significancia del modelo. La estadistica
para esta prueba esta dada por la devianza residual, d = 32.58. Al comparar este valor
con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 36 grados de libertad (50.99,« = 0.05),
existe evidencia para no rechazar la hipotesis de que el modelo describe a los datos.

Otra manera de evaluar el ajuste del modelo es probar la hipétesis nula Hy de que
el modelo de independencia (ver tabla 3.6) describe a los datos, contra la hipotesis H;
de que el modelo ajustado describe a los datos. En este caso, el valor de la estadistica
de prueba es la diferencia de devianzas 3,822.89 — 32.58 = 3,790.31. Al comparar éste
con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 21 grados de libertad (32.67,« = 0.05), se
rechaza la hipdtesis nula, es decir, existe evidencia para suponer que el modelo ajustado
describe a los datos.

Finalmente, la expresién del modelo seleccionado es

logm(i) =u+ua(a) + -+ 4+ up(t) + uag(ae) + - - - + usr(st)+
Uage(ade) + - -+ + ursr(ist) + ursap(isae) + upgar(dsat). (3.2)

Su gréfica asociada G = (V, E') se muestra en la figura 3.2. Al ser un modelo gréfico
descomponible, el teorema de Hammersley y Clifford nos permite obtener la factorizacion
de la distribucion conjunta mediante la descomposicién de la grafica del modelo. Para
esto, se utilizé el algoritmo MCS con el comando rip de la libreria gRbase de R. Usando
la notacién de punto, la frecuencia estimada en la celda (a,d, e, i, s,t) es

n(a,. e, i,s,.)n(a,d,.,.,s,t)

m(a,d, e, i, s, t) =

I

n(a,.,.,.,s,t)
en donde el conjunto de clases generadoras es igual a C = {{A, F,I,S},{A,D,S,T}},
y conjunto separador § = {A,S}. Se observa que la estimacién se reduce a obtener
frecuencias marginales en tablas de contingencia de dimension 4, lo cual representa una
reduccién de 2 dimensiones.

Propiedades de Markov en el modelo grafico log-lineal

Para identificar las relaciones de asociacion para las variables alcohol, tabaco y drogas
se utilizaron las tres propiedades de Markov. En este caso, para la grafica del modelo se
observo lo siguiente.

1. Propiedad de Markov por parejas. Esto es, para cualquier pareja de vértices no
adyacentes a 4 3, all 5|V \ {«, 5}.

a) La variable drogas es condicionalmente independiente de ingreso dada las va-
riables tabaco, sexo, alcohol y escolaridad, DL I|{T, S, A, E'}. Esto se puede
interpretar como: dado que conocemos las variables tabaco, sexo, alcohol y es-
colaridad, tener informacién sobre ingreso del hogar es irrelevante para obtener
informacion acerca de la variable drogas, y viceversa.

b) La variable drogas es condicionalmente independiente de escolaridad dada las
variables tabaco, ingreso, alcohol y sexo, DL E|{T, I, A, S}.
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Figura 3.2: Gradfica G = (V, E) asociada al modelo grafico log-lineal descomponible. Con clases
generadoras C = {{A,E,I,S},{A,D,S,T}} y conjunto separador S = {A, S}.

¢) El consumo de tabaco es condicionalmente independiente del ingreso dada las
variables sexo, alcohol, escolaridad y drogas, T I|{S, A, E, D}.

d) El consumo de tabaco es condicionalmente independiente de la escolaridad
dada las variables ingreso, sexo, alcohol y drogas, T E|{I, S, A, D}.

Una consecuencia de la propiedad de Markov por parejas es la posibilidad de iden-
tificar que parejas de variables tienen una razon de momio condicional igual a 1.
En la siguiente tabla, se reportan la razéon de momios marginales y condicionales
para vértices no adyacentes en la grafica del modelo.

Pareja 015 01y Oryw)

(D,E) 0.74 085 1
(D,I) 069 077 1
(T,E) 080 0.80 1
(T,I) 067 072 1

Tabla 3.8: Razon de momios condicionales y marginales para vértices no adyacentes en el
modelo. Las expresiones para 015, 015 y 01;(r) se muestran en la seccion 3.4.

En la primera y segunda columna se observa que las razones de momios marginales
observadas y estimadas bajo el modelo grafico son menores que 1, esto indica que
la ocurrencia de la primera variable es menos verosimil comparada con la segunda,
por ejemplo, consumir drogas es menos verosimil que tener escolaridad baja. En la
ultima columna se observan los momios condicionales para las parejas de vértices
no adyacentes dado el resto de las variables, siendo iguales a 1.

2. Propiedad de Markov local. Para cualquier variable, ésta es condicionalmente inde-
pendiente de sus vértices no adyacentes dada su frontera, a_ll V' \ cl(«)|bd(a).
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a) Para la variable drogas, su frontera estd dada por bd(D) = {A,S,T}. En este
caso, se tiene que el consumo de drogas es condicionalmente independiente de
la escolaridad e ingreso del hogar, dadas las variables alcohol, sexo y tabaco,
DA{E,I}{A,S,T}. Es decir, dado que conocemos las variables alcohol, sexo
y tabaco, inferir sobre la variable droga es irrelevante para inferir sobre las
variables escolaridad e ingreso.

b) Para la variable tabaco, su conjunto frontera es bd(7") = {A, S, D}. Enton-
ces se tiene que el consumo de tabaco es condicionalmente independiente

de escolaridad e ingreso del hogar dada las variables alcohol, sexo y drogas,
TAL{E,I}{A,S,D}.

c) En el caso de la variable alcohol, se observa que su frontera estd dada por el
resto de las variables, por lo tanto, no existe una relaciéon de independencia
local.

3. Propiedad de Markov Global. Si (A, B, S) es una particién de V' tal que S separa a A
y B, entonces Al B|S. En el modelo ajustado, la unica relaciéon de independencia
global es

{E, I} 1L{T,D}|{A,S}. (3.3)

Esta relacion se interpreta como: dado que conocemos las variables alcohol y se-
X0, que para obtener informacién conjunta sobre las variables tabaco y drogas es
irrelevante conocer conjuntamente sobre la escolaridad e ingreso, y viceversa.

Por otra parte, el modelo grafico log-lineal esta definido para todas las celdas en la
tabla de contingencia, es decir, todas las combinaciones de categorias son observables.
Por lo tanto, p(i) > 0 para toda i. En este caso, por el teorema de Pearl-Paz, las tres
propiedades son equivalentes

DAI|{T,S, A, E},
DI E[{T,I,A, S},  DI{E,I}{A, ST},
TUI|{S,A E,D}, " TI{E,T}{A,S D}
T E{I,S, A, D}

e {E, I} 1{T,D}|{A,S}.  (3.4)

Para evaluar el grado de asociacion entre las variables, se obtuvieron las devianzas
de inclusion para las aristas del modelo, y se muestran en la tabla 3.9. Con base en la
devianza, se observa que la asociacién maés fuerte es el ingreso del hogar y la escolaridad,
con una devianza de 718.38 y 4 grados de libertad. La asociacién mas débil es el consumo
de drogas con la variable sexo, con una devianza de 19.825 y 4 grados de libertad.

En la tabla 3.10, se reportan las frecuencias observadas y estimadas para el modelo
grafico seleccionado. Se observa que el 12.5% del total de celdas son vacias, es decir, la
tabla es poco densa. Esto se debe a que la variable drogas tiene una baja prevalencia en
la muestra. Una manera de obtener una estimacién mas robusta es eliminar la variable
drogas del andlisis, sin embargo, se eliminaria el efecto que ésta tiene con las demds
variables. Por ello, se decidi6 hacer un analisis para dos submuestras, uno para individuos
que consume drogas y otro para individuos que no consumen.
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Arista  Devianza gl. AIC
(E,I) 71838 4 7104
(A, T) 673.80 4 665.8
(S,T) 344.10 4 336.3
(E,A) 194.50 4 186.5
(I, A) 142.60 4 1343
(T, D) 84.60 4  76.6
(S,E) 57.85 4 499
(S, 1) 25,69 4 177
(A, D) 2112 4 131
(S, D) 1983 4 118
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Tabla 3.9: Devianzas de inclusion para las aristas en el modelo grafico log-lineal seleccionado

con clases generadoras: {{A,S,E,1},{A,D,S,T}}.

Tabla 3.10: Frecuencias observadas y ajustadas para la tabla de contingencia con varia-

bles ingreso por hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A), tabaco (I') y drogas

(D). El modelo ajustado corresponde a uno grafico descomponible con clases generadoras

{{I,S,A,E},{D,S, A, T}}.

Frecuencia observada

Frecuencia ajustada

T

D 1
S I E A
1 1 1 1 33
1 1 2 2 3
1 1 2 1 43
1 1 2 2 )
1 2 1 1 4
1 2 1 2 0
1 2 2 1 23
1 2 2 2 3
2 1 1 1 4
2 1 2 2 1
2 1 2 1 13
2 1 2 2 4
2 2 1 1 0
2 2 2 2 0
2 2 2 1 5
2 2 2 2 0

1

401

90
923
109

28
272
29

122
87
304
84

10

108
20

11

21

J

ot Ot S O O N

12

_ o O O

2

926
425
796
544

28
20
365
143

458
1,537
913
1,428

33
43
358
251

32.45
4.14
46.22
5.28

2.07
0.19
22.26
1.39

5.51
2.35
11.62
2.19

0.40
0.07
4.46
0.40

1

385.63

87.38
549.25
111.31

24.62
4.02
264.50
29.29

136.29
91.47
287.39
85.46

9.95
2.64
110.37
15.43

12.60
4.14
17.95
5.28

0.80
0.19
8.64
1.39

5.76
7.51
12.15
7.01

0.42
0.22
4.67
1.27

2

540.32
426.34
769.58
543.13

34.50
19.60
370.60
142.93

441.44
1,528.68
930.84
1,428.33

32.23
44.08
357.50
25791
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3.4.1. Modelos graficos log-lineales para la subpoblacién que
consume drogas

Para la subpoblacién que consume drogas (D = 1), su muestra estd conformada
por 231 observaciones. Para obtener un modelo grafico log-lineal, se utilizaron los 4
métodos de seleccion descritos en la seccién anterior. Donde el conjunto de vértices es
Vi={AEI1S5T}.

En la tabla 3.11 se reportan los dos modelos obtenidos. En este caso, éstos difieren
por la arista (A, I). Con base en los valores de AIC y BIC, el modelo a seleccionar es el
grafico descomponible con clases generadoras {{E, I}, {E, S}, {A,S,T}}.

Tipo de modelo Clases generadoras Devianza g.l. AIC BIC
Grafico {{E, 1}, {E,S},{A,I},{A, S, T}} 16.08 20 1,314.16 1,355.47
Descomponible {{E,I},{E,S},{A, S, T}} 14.45 19 1,313.79 1,351.65

Tabla 3.11: Modelos seleccionados para la subpoblacién que consume drogas (D = 1).

Al realizar la prueba de significancia del modelo, el valor de la estadistica de prueba
es d = 14.45, que, al comparar con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 19 grados
de libertad (30.15,« = 0.05), indica que hay evidencia para no rechazar la hipdtesis de
que el modelo describe a los datos.

Por otra parte, al ser el modelo seleccionado descomponible, la factorizacion para la
frecuencia estimada en la celda (a, s, e, i,t) estd dada por

n(a,.,.,s,t)n(.,e, s, )n(.,e,.,.)

(s, )n(,e, . .,.)

m(a,e,i,s,t) =

Y

donde el conjunto de cliques es C = {{A,S, T}, {E,S},{E,I}}, y con conjunto de sepa-
radores S = {{E}, {S}}.

La expresién del modelo gréafico log-lineal seleccionado es

logm(i) =u +ua(a) +ug(e) +ur(i) + us(s) + ur(t) + uas(as) + var(at)+
upr(et) + ugs(es) + usr(st) + uasr(ast). (3.5)

La grafica para este modelo se muestra a continuacion.

5 ® O

Figura 3.3: Gréfica del modelo log-lineal descomponible para la subpoblacion que consume
drogas, G1 = (V1, E1). Donde Vi = {A,I,E,S,T} y B, = {(A,T),(A,95),(S,T),(S,E),(E,I)}
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En este modelo, se observaron las siguientes relaciones de independencia condicional
para las variables de tabaco (7') y alcohol (A).

1. Propiedad de Markov por parejas.
a) La variable alcohol es condicionalmente independiente de escolaridad dada las
variables tabaco, sexo e ingreso, es decir, A E|{T, S, I}.

b) La variable alcohol es condicionalmente independiente del ingreso dada las
variables tabaco, sexo y escolaridad, A I|{T, S, E'}.

¢) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad dada las
variables alcohol, sexo e ingreso, es decir, Tl F|{A, S, I}.

d) La variable tabaco es condicionalmente independiente del ingreso dada las
variables alcohol, sexo y escolaridad, T I|{A, S, E}.
2. Propiedad de Markov local
a) Para la variable alcohol, ésta es condicionalmente independientemente de es-
colaridad e ingreso dadas las variables tabaco y sexo, Al {E, I}{T,S}.
b) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad e ingreso
dadas las variables tabaco y sexo, T {F, I}|{A,S}.
3. Propiedad de Markov global
a) Las variables tabaco y alcohol son condicionalmente independientes de escola-
ridad e ingreso dad la variable sexo, {T, A} L {F, I}|S.

b) Las variables tabaco, alcohol y sexo son condicionalmente independientes del
ingreso dada la variable escolaridad, {T', A, S} L I|E.

En este caso, p > 0, por lo tanto, se satisface la equivalencia entres las tres propiedades
de Markov

AILE|{T, S, 1},
AWINT,S,E}, _ AW{E DTS},
TIE[{A S T}, " TA{E IM{A, S}
TILI|{A,S, E}

s {A, T} IL{E,I}|S. (3.6)

En la tabla 3.12 se reportan las frecuencias observadas y estimadas para la poblacién
que consume drogas. A partir de esta tabla, se observa que hay un 25% de celdas que
estan vacias; sin embargo, las frecuencias estimadas son distintas de cero, por lo tanto no
es necesario hacer una correccion en los grados de libertad.
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Tabla 3.12: Frecuencias observadas y ajustadas para la tabla de contingencia con variables
ingreso del hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A) y tabaco (T'), para la poblacién que
consume drogas (D = 1). El modelo gréfico log-lineal correspondiente tiene clases generadoras

{{4,8,T},{S,E},{E,I}}.

Frecuencia observada Frecuencia ajustada

A 1 2 1 2

T 1 2 1 2 1 2 1 2
S I FE
1 1 1 33 11 3 4 32.62 12.67 3.48 348
1 1 2 43 21 5 7 4749 18.44 5.07 5.07
1 2 1 4 2 0 0 297 1.15 0.32 0.32
1 2 2 23 6 3 0 19.93 7.74 213 2.13
2 1 1 4 5 1 5 458 4.79 1.04 3.33
2 1 2 13 12 4 7 11.97 1252 2.72 8.71
2 2 1 0 0 0 0 042 044 0.09 0.30
2 2 2 5 6 0 4 5.03 525 1.14 3.65

3.4.2. Modelos graficos log-lineales para la subpoblacion que no
consumen drogas.
Por 1ultimo, para personas adultas que no consumen drogas, el tamano de muestra

fue igual a 10,063. Para los 4 métodos de seleccién, se obtuvo el mismo modelo grafico
descomponible, el cual se reporta a continuacién.

Tipo de modelo Clases generadoras Devianza g.l. AIC BIC
Descomponible  {{S,T, A}, {I,S,A,E}} 10.97 12 57,399.73 57,536.85

Tabla 3.13: Modelo seleccionado para la subpoblacién que no consume drogas (D = 2).

Para evaluar el ajuste del modelo, se prob¢ la significancia del modelo. El valor para
esta estadistica de prueba es d = 10.97, que, comparada con el valor en tablas de una ji-
cuadrada con 12 grados de libertad (21.02, & = 0.05), nos lleva a no rechazar la hipdtesis
de que el modelo ajustado describe a los datos.

La frecuencia estimada en la celda (a, s, e,1,t) es

n(a,.,.,s,t)n(a,e,i,s,.)

: (3.7)

m(a,e,i,s,t) = n(a -
PR ] YA

donde el conjunto de cliques es igual a C = {{A,S,T},{A,E,I,S}}, vy el conjunto de
separador es S = {A, Sz}. La expresiéon del modelo seleccionado es

logm(i) =u+ ua(a) +ug(e) + ur(i) + us(s) + ur(t) + uap(ae) + uas(as) + var(at)+

ugr(ei) +ugs(es) +usr(si) + usr(st) + uasr(ast) + ursap(isae).
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La gréafica asociada a este modelo se muestra en la figura 3.5b.

Figura 3.4: Modelo seleccionado para la poblaciéon que no consume drogas.

Usando las propiedades de Markov se tiene las siguientes relaciones de independencia
condicional para las variables de alcohol y tabaco.

1. Para la propiedad de Markov por parejas se tiene que

a) La variable tabaco es condicionalmente independiente de ingreso dada las va-
riables alcohol, sexo y escolaridad, T 1L I{A, S, E'}.

b) La variable tabaco es condicionalmente independiente de escolaridad dada las
variables alcohol, sexo e ingreso, Tl E{A, S, I}.

c¢) Para la variable alcohol, no existe una independencia condicional por parejas,
es decir, esta relacionada de manera directa con las deméds variables.

2. Para la propiedad de Markov local se tiene lo siguiente

a) La variable tabaco es condicionalmente independiente de ingreso y escolaridad
dada las variables alcohol y sexo, T 1 {I, E}|{A, S}.

3. Con la propiedad de Markov global, la tnica relacién de independencia condicional
es

T1{I,E}{A,S}.

Como se observa en la figura 3.5b, la grafica resultante para la subpoblacion que
no consume drogas difiere de la grafica completa solo por las aristas de tabaco-alcohol
y tabaco-escolaridad, por lo que hay pocas relaciones de independencia condicional y
marginal. En este caso, la unica relacién de independencia condicional local satisface la
propiedad de Markov global.

T I{A,S, E},

TULE|{A,S, 1} <~ TU{I,E}{A, S} (3.8)

En la tabla 3.14 se muestran las frecuencias observadas y estimadas para la submuestra
que no consume drogas (D = 2). A partir de esta tabla, se observa que es densa.
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Frecuencia observada

Frecuencia ajustada

A

T 1
S I FE
1 1 1 401
1 1 2 023
1 2 1 28
1 2 2 272
2 1 1 122
2 1 2 304
2 2 1 10
2 2 2 108

526
796
28
365

458
913
33
358

90

109

4
29

87
84
4
20

425
044
20
143

1,537
1,428
43
251

386.07
549.32
23.32
265.29

136.83
287.10

10.14
109.93

1

540.93
769.68
32.68
371.71

443.17
929.90
32.86
356.07

2
1 2
87.60 427.40
111.07  541.93
4.08 19.92

29.26 1 142.74

91.69 1,532.31
85.36  1,426.64
2.65  44.35
15.30  255.70

Tabla 3.14: Frecuencias observadas y ajustadas para la muestra que no consume drogas (D =
2). Donde ingreso por hogar (I), escolaridad (E), sexo (S), alcohol (A) y tabaco (T),

Finalmente, en la figura 3.5 se muestran las graficas obtenidas para las dos subpobla-
ciones. En esta figura, se observa que comparado con el modelo gréafico log-lineal obtenido

para la subpoblacién que consume drogas (D=1), la gréfica para la subpoblacién que no

consume drogas tiene 3 aristas adicionales. Esto indicaria que es mas facil identificar aque-

llas variables que estan asociadas al consumo de tabaco y alcohol para la subpoblacién

que consume drogas.

Figura 3.5: Comparacion de modelos gréficos. (a) Modelo gréfico para la subpoblacién que

consume drogas y (b) modelo grafico para la subpoblacién que no consume drogas.
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3.5. Regresiones logisticas asociadas al modelo grafi-

co log-lineal

Para ilustrar la relacion entre un modelo grafico log-lineal y una regresién logistica
utilizaremos los datos de la muestra completa. Supondremos a las variables alcohol, ta-
baco y drogas como de respuesta. En cada regresion logistica, las variables explicativas
corresponderan al conjunto de interacciones, dentro de los cliques, de la grafica inducida
por la frontera de la variable respuesta. En la figura 3.6 se muestran las graficas inducidas
por las variables respuesta tabaco, drogas y alcohol.

(€) Gba(p) (d) Goaca)

Figura 3.6: Subgrificas de (a) G = (V, E) inducidas por la frontera del consumo de sustancias:
(b) tabaco, G,pq(1), con clase generadora {S, D, A}; (c) drogas, Gnq(p), con clase generadora
{A,T,S} y (d) alcohol, Gq(a), con clases generadoras {{E, S,I},{S,T,D}} .

A partir de esta grafica, si suponemos a la variable tabaco como de respuesta, su
regresion logistica tiene como variables explicativas a las variables alcohol (A), drogas
(D) y sexo (S). La expresion para estd regresion logistica es:

log (%) =0+ Bs(S = 2) + Ba(A =2) + Bp(D = 2) + Bsa(S = 2)(A = 2)

+ Bsp(S =2)(D =2)+ Bap(A=2)(D =2)+ Basp(A=2)(S =2)(D =2).
(3.9)

En donde para cada variable explicativa, se defini6 la categoria 1 como de referencia. La
estimacion para este modelo se muestra en la tabla 3.15.
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Coeficiente B vér(@) 2z p-value exp(B)
Intercepto 0.946 0.186 5.09  <0.001

Bs(S = 2) -0.990  0.352  -2.82 0.005  0.37
Ba(A = 2) 0.946 0465 -2.03  0.042 0.39
Bp(D = 2) 1283 0.190  -6.75 < 0.001  0.28
Bsa(S = 2)(A = 2) 0173 0754 -0.23 0819  0.84
Bsp(S = 2)(D = 2) 0.152  0.357 043  0.670 116
Bap(A =2)(D = 2) 0302 0472 -0.64 0523 0.74

Basp(A=2)(S=2)(D=2) -0220 0763 -029 0773 0.80

Devianza nula: 11,025.7 con 10,293 grados de libertad
Devianza residual 9,540.7 con 10,286 grados de libertad
AIC: 9,557

Tabla 3.15: Ajuste de una regresion logistica con variable respuesta tabaco (T = 1) y variables
explicativas sexo (S), alcohol (A) y drogas (D).

Las interpretaciones para los coeficientes en la regresion logistica (3.9) estan dados en
funcién de los momios de la variable respuesta. Por ejemplo para valores fijos de sexo y
alcohol, el momio para un individuo que no consume drogas (D = 2) es exp(fp) = 0.28
veces el momio para alguien que consume drogas (D = 1), lo cual indica que el consumo
de drogas incrementa la probabilidad de consumir tabaco. Mientras que, para los términos
de interaccion, se observa que la razén de momios para tabaco disminuye en 0.84 para una
mujer (S = 2) que no consume alcohol (A = 2) con respecto a un hombre que consume
alcohol.

Con base en la estadistica de cociente de verosimilitudes, se probd la hipdtesis nula
de que todos los términos en la regresion sean iguales a cero, es decir,

HO2,32(5A,...,ﬁSAD):(O,...,O)USHCLI,B#(O,...,O).

El valor para esta estadistica de prueba es la diferencia de devianzas de una regresion
logistica con coeficiente constante y la regresion ajustada, cuyo valor es 1,485. Al comparar
con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 7 grados de libertad (14.067, a = 0.05), se
rechaza la hipotesis de que los términos de regresion sean cero, es decir, podemos suponer
que la regresion es significativa.

En cuanto a los términos de la regresién, se probaron las siguientes hipdtesis

Hy:B;=0vs H,: 3; # 0.

Para esto, se utiliz6 la estadistica de Wald definida como

~

' .
Zj = ————=, COL J € iq.

Vér(ﬁj)
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En este caso, el valor de esta estadistica se compara contra el valor en tablas de una
normal con media cero y varianza uno (1.96,« = 0.05). De acuerdo con la tabla 3.15,
las interacciones en la regresion logistica son no significativas. Sin embargo, al probar la
hipotesis

Hy : (Bsp, Bsa, Bap, Bsap) = (0,0,0,0) vs Hy : (Bsp, Bsa, Bap, Basp) # (0,0,0,0).

El valor de esta estadistica de prueba, dada por el cociente de verosimilitudes, es 12.09.
Al comparar éste con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 4 grados de libertad
(9.48, « = 0.05), se rechaza la hipdtesis nula, lo cual indica que existen términos de
interaccién que son distintos de cero. Para descartar las interacciones en el modelo que
no son significativas, se realizé una seleccién stepwise. Los coeficientes descartados son
Basp; Bsp Y Bap-

Por otra parte, si suponemos a la variable drogas como respuesta, su correspondiente
regresion logistica tiene como variables explicativas a las variables alcohol, tabaco y sexo.
Ademas, tendra términos de interaccién de primero y segundo orden. La expresién para
esta regresion logistica es

+ Bsa(S =2)(A=2)+ Bsr(S =2)(T =2) + fasr(A=2)(S=2)(T =

Donde las categorias 1 de cada variable se definieron como de referencia. La estimacion
de este modelo se muestra en la tabla siguiente.

Coeficiente B Vér(B) z  p-value exp(ﬁ)
Intercepto -2.475 0.102 -24.13 <0.001

Bs(S = 2) -0.733 0.240  3.05 0.002  0.481
Br(T = 2) -1.283 0.190 -6.75 <0.001  0.277
Ba(A=2) -0.574 0.325 -1.76 0.077  0.563
Bra(T =2)(A=2) -0.303 -0.472 0.64 0.523  0.739
Bsa(S =2)(A=2) 0.152 0.357  0.43 0.670  1.164
Bsr(S =2)(T =2) 0.118 0.599  0.20  0.844 1.125
BasT(A=2)(S=2)(T=2) -0.220 -0.763  0.29 0.773  0.802

Devianza nula: 2,210.9 con 10,293 grados de libertad
Devianza residual: 2,000.4 con 10,286 grados de libertad
AIC: 2,016.4

Tabla 3.16: Ajuste del modelo logistico con variable respuesta drogas (D = 1) y variables
explicativas sexo (S), tabaco (T') y alcohol (A).

Con base en esta tabla, se observa que el momio para el sexo femenino (S = 2)
es exp(fs) = 0.481 veces que el momio para masculino, es decir, existe una mayor proba-
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bilidad de que un hombre consuma drogas con respecto a una mujer. De igual manera,
para la variable tabaco, se tiene que el momio de un individuo que no consume tabaco
(T = 2) es exp(fBr) = 0.27 veces el momio de un individuo que consume tabaco. En cuan-
to los términos de interaccion, se observa que el momio de que una persona no consuma
alcohol ni tabaco es exp(fra) = 0.74 veces el momio de alguien que consuma tabaco
0 alcohol, es decir, un individuo disminuye su probabilidad de consumir drogas si sélo
consume una sola sustancia.

Para este modelo, se probd su significancia utilizando la estadistica del cociente de
verosimilitudes. La diferencia entre la devianza nula y la residual es 210.5, que, comparada
con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 7 grados de libertad (14.06, « = 0.05), indica
que el modelo es significativo.

Con la estadistica de Wald, los tinicos coeficientes significativos de la regresion logistica
son fBs y PBr. Para probar si es necesario agregar términos de interaccién se probd la
hipotesis nula de que los términos de interaccién sean iguales a cero,

Hy : (Bra, Bsa, Bst, Bast) = (0,0,0,0) vs Hy : (Bra, Bsa, Bst, Bast) # (0,0,0,0)

En este caso, la diferencia entre las devianzas de la regresién sin términos de interaccion
y la regresion logistica ajustada es 1.24. Al comparar este valor con el valor en tablas
de una ji-cuadrada con 4 grados de libertad (9.48, & = 0.05), no se rechaza la hipétesis
nula, por lo que podemos suponer que la regresién logistica sin términos de interaccion
es consistente con los datos.

Finalmente, si consideramos el alcohol como variable respuesta, su correspondiente re-
gresion logistica tiene como variables explicativas el consumo de tabaco y drogas, asi como
el sexo, ingreso del hogar y escolaridad. La expresion para este modelo esta dada por la
siguiente ecuacion.

g (2 gy gy ) =+ A5 =204 Br(1 = 2) 4 Br(T =2) + 5p(D =) + BB =2)
+ Brs(T =2)(S = 2) + Bps(D = 2)(S = 2) + Brs(E =2)(S = 2)
+ Brs(I =1)(S =1) + Brp(T' =2)(D =2) + Bre(I = 2)(E =2)
+ Brps(T = 2)(D = 2)(S = 2) + Bres(I = 2)(E = 2)(S = 2).

Donde la primera categoria de cada variable explicativa se defini6 como de referencia.
El ajuste para esta regresiéon logistica se muestra en la tabla 3.17. En este caso, aunque
existen efectos e interacciones que no son significativas. Al hacer la prueba de significancia
del modelo, la diferencia entre la devianza nula y la devianza residual es 1,953. Comparada
con el valor en tablas de una ji-cuadrada con 13 grados de libertad (22.36,a« = 0.05), la
hipotesis nula se rechaza, por lo que podemos suponer que el modelo es significativo.

De acuerdo con la tabla 3.17, se observa que para el coeficiente de la variable sexo,
la razén de momios es exp(fs) = 0.406, al comparar las categorias alta y baja. Es decir,
un individuo con escolaridad alta tiene una menor probabilidad de consumir drogas con
respecto a un individuo con escolaridad baja. En cuanto los términos de interaccion,
se puede mencionar la escolaridad y sexo, donde se observa que la razén de momios se
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A A

Coeficiente 16 var(f3) z p-value exp(B)
Intercepto 2.032 0.321 6.33 < 0.001

Bs(S = 2) -1.260 0.599 -2.10 0.035 0.284
Br(I =2) 0.253 0.256 0.99 0.323 1.287
Br(T = 2) 0.901 0467 -1.93  0.054 0.406
Bp(D = 2) 0562 0326 -1.72  0.084  0.570
Bp(E = 2) 0.141 0.075 1.90  0.057 1.151
Brs(T = 2)(S = 2) 0.257 0765 -0.34 0737 0.773
Bps(D =2)(S =2) 0.183 0.606 0.30 0.762 1.201
Brs(E = 2)(S = 2) 0.639 0.008 652 < 0.001 1.893
Brs(I = 2)(S = 2) 0.644 0340 1.90  0.058 1.904
Brp(T = 2)(D = 2) -0.345 0.474 -0.73 0.467  0.708
Brp(I = 2)(E = 2) 0.325 0274 1.19 0236 1.384

Bros(T =2)(D=2)($=2) -0105  0.775 -0.14  0.891 0.899
Bres(I=2)(E=2)(S=2) -0466 0365 -1.28  0.202 0.627

Devianza nula: 14,239 con 10,293 grados de libertad
Devianza residual: 12,286 con 10,280 grados de libertad
AIC: 12,314

Tabla 3.17: Ajuste del modelo logistico para la variable respuesta alcohol (A = 1) y variables
explicativas ingreso (I), tabaco (T'), drogas (D) y escolaridad (E).

incrementa en exp(fgs) = 1.893 al comparar la razén de momios de una mujer que tiene
escolaridad alta con respecto a un hombre de escolaridad baja.

Ademas, se observa que aunque el ingreso no es significativo, la interaccién de ésta
con sexo estd en el umbral de serlo. Esto puede ser debido a que el término de interaccion
desaparece el efecto del ingreso, a este fenémeno se le conoce como la paradoja de Simpson,
ver e.g. Edwards (2000, pp. 8-11). Al haber muchos coeficientes no significativos, se
realizé una seleccién stepwsise, elimindndose los términos de interaccion frpg(tds) y
Bres(ies), asi como las interacciones frp(td), Bps(ds) v Bre(ie).

En resumen, para las tres regresiones logisticas basadas en el modelo grafico de la
muestra completa, la mayoria de los términos de interaccién son no significativas. Sin
embargo, con el propésito de mostrar la relaciéon que existe entre el modelo grafico y una
regresion logistica, a continuacion se muestran las probabilidades estimadas considerando
un modelo grafico y una regresion logistica para cada variable respuesta.
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3.5.1. Comparacion de probabilidades ajustadas

Bajo un modelo de regresién logistica, la probabilidad ajustada para una observacién
y; dada las variables explicativas es:

~ exp(32_ i
Blys = 1oy = P ®B) (3.10)

1+ exp(D_5_, i;5))

donde x; = (x;1,...,2) es el vector formado por los valores que toman las variables
explicativas para la i-ésima observacién. El valor 7; = ) ;5 Bj es igual el predictor lineal
ajustado bajo el modelo.

Para las variables tabaco, drogas y alcohol, sus respectivos predictores lineales son:

nr =B+ Bs(s) + Bp(d) + Bala) + Bsp(sd) + Bsa(sa) + Bpa(da) + Bspa(sda), (3.11)
np = B+ Bala) + Br(t) + Bs(s) + Bas(as) + Bar(at) + Bsr(st) + Basr(ast),  (3.12)
na =B+ Bs(s) + Br(i) + Bp(d) + Br(t) + Bele) + Bsi(is) + Bsp(se) + Bsr(st)

+ Bsp(sd) + Bre(ie) + Pro(td) + Prselise) + Bsrp(std). (3.13)

Por otra lado, para el modelo grafico log-lineal obtenido con la muestra completa, la
expresién para la probabilidad estimada de la celda (a,d, e, 1, s,t) es

ﬁ(a7 *) 67 i? 87 ')ﬁ(a7 d? ) 8’ t)
ﬁ(a7 AV IS S? ')
En este caso, una estimacién para la probabilidad condicional de observar la variable

ﬁ(a, d? 6’ /1:7 87t) =

tabaco dada las variables alcohol, drogas y sexo se obtiene de la siguiente forma:
2 (a,d,.,.,s,1
PIT—1A=a,D—d,§ =5 =L &bons D
th<a7 da -1 t)
~ n(a,d,.,.,s,1)
_Zt n(a, d, oy ey S, t) I

en donde n(t, a,d, s) es la estadistica suficiente para p(t, a,d, s).
Analogamente, una estimacién para la probabilidad condicional de observar la variable

(3.14)

drogas dada las variables alcohol, tabaco y sexo es:

A n(a,1,.,.,s,t)
P[D:1|A:a,T:t,S:s]:Z(n<ad s (3.15)
d )yt 0y 9y

Finalmente, una estimacién para la probabilidad de observar la variable alcohol dada

las demés variables es

i(1,d,e,i,s,t)
23('7 d7 67 7;7 87 t)
n(l,. e d,s,.)n(l,d,., . s,t)/n(l,. . .s,.)

:Za n(a,.,e, i, s, )n(a,d,.,..s,t)/n(l, . . .,s,.)
(3.16)

~

P[A=1D=dE=eI=4S=5sT=t] =
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Para comparar contra los valores observados, calculamos sus correspondientes proba-
bilidades condicionales de tabaco, drogas y alcohol, dada sus variables explicativas. Las
expresiones para estas probabilidades son:

> il a,d, s, e,1)

PlT=1A=a.D=d,S=s|= 3.17
[ | % 8 =] 2315,6,1.7”L(15,6L,(1,s,e,i)7 ( )
Yoein(t,a 1, s, e 1)
P[D:1|A:a,T:t,S:s]:Z ’ ntadsel) (3.18)
d,e,i 9 Wy My 9y
t.1.d )
PA=1T=tD=d,S=s,E=¢,I=1i = n(t,1,ds,e,0) (3.19)

Yo n(ta,d s e i)

En las tablas 3.18, 3.19 y 3.20 se muestran las probabilidades observadas pgs, v las
probabilidades ajustadas con un modelo grafico y una regresion logistica, Pgrapn ¥ Diogit-

D A S No. de obs. DPobs ﬁgraph ﬁlogit

1 1 1 103 0.7203 0.7203 0.7203
1 1 2 22 0.4889 0.4889 0.4889
1 2 1 11 0.5000 0.5000 0.5000
1 2 2 5 0.2381 0.2381 0.2381
2 1 1 1,224 0.4165 0.4165 0.4165
2 1 2 544 0.2359 0.2359 0.2339
2 2 1 232 0.1701 0.1701 0.1701
2 2 2 195 0.0565 0.0565 0.0565

Tabla 3.18: Probabilidades ajustadas con variable respuesta tabaco (T' = 1) y variables expli-
cativas drogas (D), alcohol (A) y sexo (S). Los valores de pops, Dgraph ¥ Dlogit S¢ obtuvieron a
partir de las férmulas en (3.17), (3.14) y (3.11), respectivamente.

A T S No.deobs.  pos  Dgraph  Plogit

1 1 1 103 0.0776 0.0776 0.0776
1 1 2 22 0.0389 0.0389 0.0389
1 2 1 40 0.0228 0.0228 0.0228
1 2 2 23 0.0129 0.0129 0.0129
2 1 1 11 0.0453 0.0453 0.0453
2 1 2 5 0.0250 0.0250 0.0250
2 2 1 11 0.0096 0.0096 0.0096
2 2 2 16 0.0049 0.0049 0.0049

Tabla 3.19: Probabilidades ajustadas con variable respuesta drogas (D = 1) y variables expli-
cativas alcohol (A), tabaco (T') y sexo (S). Los valores de pobs, Dgraph ¥ Dlogit S€ obtuvieron a
partir de las férmulas en (3.18), (3.15) y (3.12), respectivamente.
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D T I E S No.deobs.  pus Dgraph  Plogit

1 1 1 1 1 33 0.9167 0.8868 0.8842
1 1 1 1 2 4 0.8000 0.7015 0.6842
1 1 1 2 1 43 0.8958 0.8975 0.8979
1 1 1 2 2 13 0.7647 0.8414 0.8254
1 1 2 1 1 4 1.0000 0.9158 0.9076
1 1 2 1 2 0 * 0.8561 0.8416
1 1 2 2 1 23 0.8846 0.9413 0.9400
1 1 2 2 2 5 1.0000 0.9186 0.9096
1 2 1 1 1 11 0.7333 0.7526 0.7561
1 2 1 1 2 5 0.5000 0.4343 0.4049
1 2 1 2 1 21 0.7500 0.7728 0.7812
1 2 1 2 2 12 0.6316 0.6341 0.5975
1 2 2 1 1 2 1.0000 0.8086 0.7996
1 2 2 1 2 0 * 0.6603 0.6253
1 2 2 2 1 6 1.0000 0.8616 0.8642
1 2 2 2 2 6 0.6000 0.7866 0.7598
2 1 1 1 1 401 0.8167 0.8153 0.8131
2 1 1 1 2 122 0.5837 0.5984 0.5973
2 1 1 2 1 523 0.8275 0.8315 0.8337
2 1 1 2 2 304 0.7835 0.7708 0.7639
2 1 2 1 1 28 0.8750 0.8597 0.8485
2 1 2 1 2 10 0.7143 0.7905 0.7844
2 1 2 2 1 272 0.9037 0.9003 0.8993
2 1 2 2 2 108 0.8438 0.8773 0.8733
2 2 1 1 1 526 0.5531 0.5590 0.5558
2 2 1 1 2 458 0.2296 0.2241 0.2289
2 2 1 2 1 796 0.5940 0.5863 0.5904
2 2 1 2 2 913 0.3900 0.3946 0.3931
2 2 2 1 1 28 0.5833 0.6377 0.6170
2 2 2 1 2 33 0.4342 0.4223 0.4213
2 2 2 2 1 365 0.7185 0.7217 0.7198
2 2 2 2 2 358 0.5878 0.5809 0.5798

* .
No se observaron casos en el denominador.

Tabla 3.20: Probabilidades ajustadas con variable respuesta alcohol (A = 1) y variables ex-
plicativas drogas (D), tabaco (T'), ingreso (I), escolaridad (E) y sexo (S). Los valores de pops,
Dgraph ¥ Dlogit S€ obtuvieron a partir de las formulas en (3.19), (3.16) y (3.13), respectivamente.
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Como se puede observar en las tablas 3.18 y 3.19, las probabilidades estimadas consi-
derando un modelo grafico y una regresién logistica son iguales. Mas atin, coinciden con
las probabilidades observadas, lo cual tiene sentido ya que se esta ajustando un modelo sa-
turado. Si en el andlisis, se hubieran eliminado las interacciones que no son significativas,
el ajuste para las regresiones logisticas de tabaco y drogas no hubiera sido perfecto.

Con respecto a la variable alcohol, se puede observar en la tabla 3.20, que aunque
las probabilidades estimadas en ambos modelos son muy parecidas, no son idénticas.
Asimismo, en ninguno de estos dos modelos se obtuvo un ajuste perfecto, a diferencia de
las variables tabaco y drogas.

Una forma de seleccionar alguna de las regresiones logisticas es utilizar el AIC. Para
discernir entre un modelo grafico y una regresion logistica no hay criterios para evaluar
cual describe mejor a los datos. Sin embargo, esto no implica que el andlisis bajo estos dos
tipos de modelos sean excluyentes. Por ejemplo, al ajustar un modelo gréfico, se pueden
identificar con mayor facilidad las variables explicativas que deben ser incluidas en la
regresion logistica. Mas atn, identifica términos de interaccion, los cuales en la practica
son dificiles de incluir en un andlisis. Ademads, este tipo de analisis no estd restringido
a variables categoricas, existen modelos graficos mas generales, como son los mixtos. En
estos modelos, el conjunto de vértices estdn asociados tanto a variables discretas como a
continuas. De esta manera, un modelo grafico puede apoyar el andlisis con una regresion
logistica y viceversa.

También es interesante notar que para cuando se considera a la variable de drogas o
la de tabaco, el ajuste es perfecto. Estos modelos tienen como caracteristica comun que
ambas variables estan contenidas en un sélo clique. Lo anterior, tiene como consecuencia
que la grafica inducida por su frontera sea también completa. Esto podria suponer que
las probabilidades ajustadas considerando un modelo grafico y una regresién logistica
seran iguales y tendran un ajuste perfecto si la variable respuesta esta en un sélo clique.
Formalmente, no se conoce ningun resultado que pruebe esta conjetura.



Conclusiones

El propésito principal de este trabajo es ilustrar con datos de la ENA 2011 el uso
de modelos graficos log-lineales para el analisis de variables categoricas. Para ello, se
propusieron como variables de interés el consumo de alcohol, tabaco y drogas, asi como
su posible asociaciéon con las variables sexo, ingreso y escolaridad.

Inicialmente, para las variables ingreso y escolaridad, se habian propuesto colapsar
sus niveles en categorias baja, media y alta; con esta definicion, tiene mas sentido consi-
derarlas como variables ordinales. Sin embargo, las funciones del paquete gRim de R que
se utilizaron para el ajuste, no tienen la opcion de definir variables ordinales, por lo que
se decidi6 dicotomizar a estas dos variables. Para esto, se utilizo la mediana del ingreso
del hogar y el grado promedio de escolaridad.

En un primer ajuste, se hizo una seleccion stepwise para obtener un modelo jerarquico
log-lineal. En este caso, a pesar de que este modelo fue méas consistente con los datos
comparado al modelo gréafico loglineal, al ser un modelo con un niimero considerable de
clases generadoras (15), las interacciones resultan dificil de interpretar y sélo se enfocan
para las variables dentro de cada clase generadora que sélo incluye tres variables.

Posteriormente, con las 6 variables, se obtuvo un modelo grafico descomponible. En
este caso, al utilizar el teorema de Hammersley y Clifford, los estimadores para la fre-
cuencias en cada celda pueden factorizarse en productos de menor dimensién. De modo
que el problema de estimacién se redujo 2 dimensiones.

Para identificar las variables que estan relacionadas con el consumo de sustancias,
utilizamos las 3 propiedades de Marvok en la grafica asociada. Debido a la definicién del
modelo, no hubo ninguna restricciéon sobre las observaciones en la tabla de contingencia,
esto es, para cualquier celda i, su probabilidad es estrictamente positiva, p(i) > 0. De
modo que fue posible mostrar la equivalencia entre las 3 propiedades de Markov.

En particular, para mostrar las variables que no estan relacionadas directamente con
las variables de consumo de sustancias, utilizamos la propiedad de Markov local. De acuer-
do con la grafica del modelo seleccionado, se observé el consumo de tabaco esta asociado
directamente con las variables de alcohol, sexo y drogas, mientras que con las variables
de escolaridad e ingreso, se tiene una relacion indirecta. Una consecuencia de esto, es que
para estimar la variable tabaco, es suficiente tener informacion acerca de las variables
sexo, drogas y tabaco. En el caso de la variable alcohol, se observa que su conjunto fron-
tera es igual al resto de las variables. De modo que para inferir sobre esta sustancia se
requiere informacion de las demads variables, lo cual no representa una reduccién de la
informacion.

Para evaluar el grado de asociacion, se obtuvieron las devianzas de inclusion de las
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aristas en el modelo. Los valores més grande de esta estadistica indican una mayor aso-
ciacion. En este caso, se observé que para la variable alcohol, ésta tiene una asociacién
fuerte con las variables tabaco y escolaridad. Adicionalmente, la variable tabaco tiene
una asociacion fuerte con la variable sexo. De las tres variables correspondientes al con-
sumo de sustancias, la mayor asociacién es el consumo de alcohol y tabaco, seguida por
el consumo de tabaco y drogas, y finalmente el consumo de alcohol y drogas.

Por otra parte, debido a la baja prevalencia del consumo de drogas, se identificaron
celdas vacias en la tabla de contingencia de dimensién 6 y correspondiente a 10,294
observaciones. Para obtener estimaciones menos imprecisas y no ignorar el efecto de las
drogas, se hizo un andlisis por separado, uno para la muestra que consume drogas y otro
donde no hay consumo, el nimero de observaciones para cada submuestra fue de 231 y
10,063, respectivamente.

Los modelos graficos log-lineales obtenidos para estas dos subpoblaciones, son des-
componibles. Para la poblacién que consume drogas se observé una grafica con menos
aristas comparada con la poblacién que no consume drogas. Esto indica que el consumo
de drogas puede ser estimado con mayor facilidad.

En el caso de la poblacion que no consume drogas, la tabla de contingencia para estos
datos fue densa, a diferencia de la poblaciéon que consume drogas, la cual atin presentaba
celdas vacias. Sin embargo, en ambos modelos la devianza disminuyé comparada con el
modelo obtenido con la muestra completa.

Adicionalmente, al ser las variables de consumo de sustancias binarias, se plante6 de-
finir regresiones logisticas. Donde la variable respuesta es la sustancia consumida, y los
coeficientes de la regresién estuvieran determinadas por las interacciones (dentro de los
cliques) del modelo grafico seleccionado con la muestra completa.

Al comparar las probabilidades estimadas bajo un modelo grafico y una regresion
logistica, se observo que éstas coincidian si la variable respuesta estaba contenida en un
s6lo clique, como fue el caso de la variable tabaco y drogas, y a diferencia de la variable
alcohol.

Con las 6 variables definidas para el ajuste de modelos graficos, resulto facil identificar
las relaciones de independencia condicional con base en la grafica. Sin embargo, cuando
el nimero de variables es considerablemente grande, resulta conveniente interpretar las
independencias condicionales en términos de los conjuntos de variables formadas por la
descomposicion de la grafica.

Finalmente, un aspecto que no se consideré para el ajuste de modelos graficos fue el
diseno de la muestra. Sin embargo, si expresamos el modelo log-lineal como un modelo
lineal generalizado, es posible incorporar informacién del disefio. No obstante, la selec-
cién de un modelo gréafico considerando pesos muestrales, y basado en un modelo lineal
generalizado, no garantiza que el modelo seleccionado sea grafico. De modo que se puede
plantear como un problema que se puede abordar en un trabajo posterior.



Apéndice A

Diseno muestral de la Encuesta
Nacional de Adicciones 2011

Marco muestral

La seleccion de las unidades muestrales se realizé en 4 etapas, las cuales se definieron
de la siguiente manera.

i) En la primera etapa, el universo de seleccién para las unidades primarias de mues-
treo (UPM) lo conforma el agregado de las AGEB’s (Area geo-estadistica Bésica)
de las localidades listadas en el Conteo 2005 y las localidades del Censo 2010 no
listadas en el Conteo 2005 (localidades nuevas).

ii) En la segunda etapa, las unidades secundarias de muestreo (USM) estan determi-
nadas por el conjunto de manzanas o segmentos de viviendas definidas en cada
AGEB.

iii) En la tercera etapa, las unidades terciarias de muestreo (UTM) lo conforman los
hogares en México.

iv) Finalmente las unidades tltimas de muestreo (UUM) estédn delimitadas por la po-
blacién en el rango de edad de 12 a 65 anos.

Unidades de analisis

Como menciona el reporte de la ENA 2011, las unidades de analisis o grupos de do-
minio son las siguientes:

1. Hogar. Conjunto de personas relacionadas por algin parentesco o no, que habitual-
mente duermen en una vivienda bajo el mismo techo, beneficiAandose de un ingreso
comun, aportado por uno o méas de los miembros del hogar.

2. Adolescentes. Integrantes de los hogares en el grupo de edad de 12 a 17 anos de
edad.

3. Adultos. Integrantes de los hogares mayores de 17 y menores a 65 anos.
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Diseno muestral

El diseno de la muestra para la ENA 2011 es probabilistico con 4 etapas de muestro
y estratificado por tipo de entidad federativa y tipo de urbanidad. Para esta tltima, en
la tabla siguiente se muestra la descripcién de cada estrado.

Estrato Definicion
Rural Localidades con menos de 2,500 habitantes.
Urbano Localidades no incluidas en los estratos rural y metropolitano.

Metropolitano Capitales de los estados
Localidades con més de 100 mil habitantes
Localidades con 2,500 o mas habitantes de los municipios que
formaban las dreas metropolitanas en el ano 2000.

Tabla A.1: Descripcion de los estratos por tipo de urbanidad.

En este caso, las AGEB’s del pais quedaron clasificadas en 96 estratos. Se definieron
como dominios de estudio 8 regiones geograficas, descritas a continuacion.

Regién Estados

1. Norcentral Coahuila, Chihuahua, Durango

2. Noroccidental Baja California, Baja California Sur, Sonora, Coahuila
3. Nororiental Nuevo Ledén, Tamaulipas, San Luis Potosi

4. Occidental Zacatecas, Aguascalientes, Jalisco, Colima y Nayarit
5. Centro Puebla, Tlaxcala, Morelos, Edo. de México, Hidalgo,

Querétaro,Guanajuato

6. Ciudad de México Distrito Federal
7. Centro Sur Veracruz, Oaxaca, Guerrero, Michoacan
8. Sur Yucatan, Quintana Roo, Campeche, Chiapas, Tabasco

Tabla A.2: Estados que integran cada una de las 8 regiones.

Las localidades nuevas se agruparon en 8 estratos, definidas por region. La estratifi-
caciéon fue hecha con el fin de obtener estimaciones para dominios de estudio de regién
y tipo de urbanidad. En la tabla siguiente se desglosa por regién el niimero de unidades
de muestreo seleccionadas para cada etapa de seleccién. A partir de esta, se observa que
existe una diferencia de 12 estratos entre la base de datos y el reporte de la encuesta.
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Regién Estratos UPM Est. 1TUPM? UTM! UUM Factor?
Noroccidental 13 56 3 1,812 2,014 6,683,452
Norcentral 11 98 1 2,979 3,206 5,449,864
Nororiental 10 56 1 1,700 1,537 7,471,910
Occidental 16 56 7 1,963 2,086 8,323,237
Cd. de México 17 56 4 1,580 1,433 6,601,452
Centro 20 56 10 1,800 1,873 24,177,124
Centro sur 13 56 1 1,832 1,972 13,263,120
Sur 16 57 5 2,128 1,905 7,651,051
Nacional 116 491 32 15,571 16,249 79,621,211

! Viviendas en muestra
2 Poblacién estimada en los grupos de edad de 12 a 65 afos
3 Nimero de estratos con una unidad primaria de muestreo

Tabla A.3: Estructura del disenio muestral para la Encuesta Nacional de Adicciones 2011.

Tamano de muestra

De acuerdo con el reporte de la ENA 2011, se consideré que el tamano de muestra
seleccionada por region deberia permitir obtener estimaciones con errores similares a los
utilizados en el diseno de la Encuesta Nacional de Adicciones 2008.

El tamano de muestra para cada una las 8 regiones se determiné con la siguiente

formulas:
o 22/2(1 - p)deff
B r2pTRh
En donde:
n Tamano de muestra de viviendas
P Proporcién a estimar.

242 Cuantil de una distribucién normal asociado al nivel de confianza deseado,
1 —a=0.90.

r Error relativo maximo de estimacién en el 90 % de estimaciones.

deff Efecto de diseno. El deff asumido fue de 3.27.

TR  Tasa de respuesta esperada.

h Promedio de personas por vivienda.

Como consecuencia de los supuestos, se determiné un tamano de muestra de 1,994
viviendas por regién. A nivel regional se espera una tasa de respuesta igual a 75 % y una
proporciéon a estimar de 13.7 %. El promedio de personas por vivienda fue de 1.29 y un
error relativo de 17 %.
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Esquema de seleccién

Una vez definidos los estratos, se implement6 el siguiente proceso de seleccion:

a) El tamano de muestra por regiéon (aproximadamente 2,000 viviendas) se distribuye
de manera proporcional al niimero de viviendas en los estratos.

b) El tamano de muestra por estado se distribuy6 de manera proporcional en los estra-
tos urbano, rural y metropolitano del estado y en el estrato de localidades nuevas
se asignd un tamano de muestra de 1 6 2 localidades dependiendo del porcentaje
de la poblacién que vive en las localidades nuevas de la region.

Posterior a la asignacién del tamafnio de muestra por estrato, las viviendas se seleccio-
naron como se describe a continuacién.

Estrato urbano y metropolitano

1. En la primera etapa se seleccionaron como unidades primarias m; AGEB’s con
probabilidad proporcional al nimero de viviendas en la AGEB.

2. En la segunda etapa para cada AGEB seleccionada se eligieron 6 manzanas con
probabilidad proporcional al niimero de viviendas en la manzana.

3. Posteriormente, en cada manzana seleccionado se realizd6 un muestreo sistematico
con arranque aleatorio, seleccionandose 6 viviendas. La seleccion de viviendas se
realiz6 a campo a partir de un croquis y listado de viviendas elaborados por el
equipo de campo.

Estrato rural

1. En la primera etapa, se seleccionaron como unidades primarias m; AGEB’s con
probabilidad proporcional al nimero de viviendas en la AGEB.

2. Posteriormente, se seleccionaron 3 localidades con probabilidad proporcional al
nimero de viviendas en la localidad.

3. En la tercera etapa, dado que no existen mapas de manzanas disponibles para las
localidades rurales, se formaron pseudo-manzanas en campo, las cuales estuvieron
integradas por aproximadamente 50 viviendas. Luego, se seleccioné una pseudo-
manzana con un muestreo sistematico por cada localidad y en ella se generaron
conglomerados de aproximadamente 12 viviendas, para finalmente, seleccionar un
conglomerado de 12 viviendas con muestreo aleatorio simple.

Estrato de localidades de nueva creacion

1. En la primera etapa se seleccionaron como unidades primarias, m; localidades con
probabilidad proporcional al nimero de viviendas.

2. En la segunda etapa, dado que no existen mapas de manzanas disponibles para estas
localidades, se construyeron en oficina pseudo-manzanas que estuvieron constitui-
das por aproximadamente 20 viviendas de modo aproximado. Mediante un muestreo
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sistematico, se seleccionaron tres pseudo-manzanaspor localidad y, por iltimo, se
seleccionaron en campo 12 viviendas en cada pseudo-manzana mediante un mues-
treo sistematico.

Finalmente, una vez seleccionada una vivienda a través de cualquiera de los tres
procedimientos descritos con anterioridad, y siempre que la composicion del hogar lo
permitié, se seleccioné mediante el uso de muestreo aleatorio simple a un adolescente con
edad entre 12 a 17 anos y a un adulto con edad entre 18 y 65 anos.

Cuestionarios de recoleccién de informacion

De acuerdo al reporte del ENA 2011, los cuestionarios se disenaron tomando como
base el cuestionario de la ENA 2008 y se programaron para su captura simultanea en una
plataforma electréonica que fue instalada en computadoras portatiles para su aplicacion a
través de entrevistas cara a cara.

Cuestionario de hogar

El informante adecuado para el cuestionario del hogar fue el jefe de hogar, ama de casa
u otro miembro de la familia de 18 anos o mas, sin impedimentos para poder responder
y que conociera las caracteristicas de la vivienda y sus residentes habituales. Los temas
del cuestionario de hogar se pueden clasificar en tres rubros principales:

- Datos de identificaciéon y de control. Se registré informacién referente a la ubica-
cién de cada vivienda seleccionada: entidad, municipio, localidad, AGEB, manzana,
nuamero de vivienda, domicilio y el registro de hasta cuatro visitas del entrevistador
por informante.

- Caracteristicas de la vivienda: total de cuartos, disponibilidad de cocina exclusiva
y numero de focos.

- Caracteristicas de los miembros del hogar. Se identificé el niimero de miembros del
hogar y para cada uno se registré la siguiente informacién: nombre (listado de per-
sonas), edad, fecha de nacimiento, sexo, parentesco y verificacién de residencia.

Cuestionario individual

El informante adecuado fue el individuo seleccionado aleatoriamente en los grupos
de edad antes mencionados. Se administré un cuestionario individual por informante se-
leccionado, esto es, una persona entre 12 y 17 anos y/o entre 18 y 65 anos de edad,
cumplidos al momento de la visita. El cuestionario individual consistié de 359 preguntas
y recabd informacion sobre los siguientes temas:

- Datos socio-demograficos de la persona seleccionada: sexo, edad, estado civil, esco-
laridad, datos sobre hijos, ocupacién e ingreso escolar.
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- Consumo de tabaco.

- Tolerancia social.

- Percepcion de riesgo.

- Consumo de drogas (médicas e ilegales).

- Dependencia al consumo de drogas.

- Consumo de alcohol.

- Dependencia al consumo de alcohol.

- Consumo de alcohol y drogas en periodos establecidos.
- Tratamiento por consumo de alcohol o drogas.

- Escala de salud mental.

- Embarazo.

- Violencia por parte de la pareja.

- Conducta antisocial, inseguridad y delincuencia.

- Percepcion social de la comunidad en relaciéon al uso de drogas.
- Conocimientos sobre el VIH/SIDA.

- Migraciéon hacia los Estados Unidos.

Para propositos de comparar el efecto del diseno muestral, a continuacion se muestra la
prevalencia estimada de consumo a nivel nacional y region para las sustancias de alcohol,
tabaco, drogas médicas y drogas ilegales.
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Figura A.1: Intervalos al 95 % de confianza para el consumo de alcohol.
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Figura A.2: Intervalos al 95 % de confianza para el consumo de tabaco.
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Figura A.3: Intervalos de confianza al 95 % por el método logit para el consumo de drogas
médicas.
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Figura A.4: Intervalos de confianza al 95 % por el método logit para el consumo de drogas
ilegales.
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Apéndice B

Cédigo en R

B.1. Esqueleto del diseno muestral ENA 2011

#importar base de datos, archivo en stata
library(foreign)
ena2011<-read.dta("tbl_individual_seleccionados_2012_01_30.dta")

names (ena2011)
summary (ena2011$est_dis)

est_u estratos de urbanidad

est_d estratificacion del disenio

regiong grupos de dominio

code_upm llave de la unidad primaria de muestreo

H H H H

ponde_indiv_final peso muestral

#agregar unidades ultimas de muestro por region
table_UUM=aggregate.data.frame (ena2011$ponde_indiv_£final,
as.data.frame(ena2011$regiong), length)

#aproximacion al tamafio de poblacion por region

table _FACT=aggregate.data.frame(ena2011$ponde_indiv_£final,
as.data.frame (ena2011$regiong), sum)

labels<-levels(ena2011$regiong)
levels (ena2011$regiong)<-c(1,2,3,4,5,6,7,8)

#crear llave por region

ena2011$EST1<-pasteO(ena201l1$regiong,"_",ena2011$est_dis)

# numero de personas entrevistadas por estrato
tablel<-aggregate.data.frame(ena2011$est_d,as.data.frame(ena2011$EST1),
length)

names (tablel) [1]<-"est_4"
tablel$est_d<-as.character (tablei$est_d)

aux<-matrix (unlist (strsplit(tablel$est_d,"_")),ncol=2,byrow=T)

83
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tablel$region<-aux[,1]
tablel$estrato<-auxl[,2]

# Numero de estratos por region
table _EST<-aggregate.data.frame(tablel$region,as.data.frame(tablel$
region),length)

#llave unica de upm

ena2011$upmli<-pasteO(ena201l1$regiong,"_",ena2011$code_upm)

#personas entrevistadas por upm
table2<-aggregate.data.frame (ena2011$code_upm,as.data.frame(ena2011$
upml) ,length)

table2$Region<-substr(table2[["ena2011$upm1"]] ,1,1)

table _UPM<-aggregate.data.frame(table2$Region,as.data.frame(table2$
Region) ,length)

#numero de upm por estrato
#crear una llave para el estrato y upm

ena2011$est_upm<-pasteO(ena201i1$est_dis,"_",ena2011$code_upm)

table3<-aggregate.data.frame (ena2011$code_upm,as.data.frame(ena2011$est
_upm) ,length)

names (table3) [1]<-"est_upm"

table3$est _upm<-as.character (table3$est_upm)

aux<-matrix(unlist(strsplit(table3$est_upm, "_")),ncol=2,byrow=T)
table3$est<-aux[,1]

# se crea una tabla para el numero de upm por estrato

table _EST_UPM<-aggregate.data.frame(table3$est,data.frame(table3$est),
length)

# tabla del esqueleto muestral

names (table _EST_UPM) [1]<-"estrato"

table _EST_UPM$upm1<-0
table _EST_UPM$upml [table _EST_UPM$x==1]<-1
table _EST_UPM<-merge(table_EST_UPM, tablel,"estrato")

table _UPMl<-aggregate.data.frame(table_EST_UPM$upml,
data.frame (table _EST_UPM$region) ,sum)

tabular<-table_EST

tabular$UPM<-table _UPM$x

tabular$UPM1<-table_UPM1$x # numero de upm por estrato
tabular$UUM<-table _UUM$x

tabular$Factor<-table_FACT$x

names (tabular) [1:2]<-c("Region","Estratos")
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tabular$Region<-labels
nm<-nrow (tabular)

tabular [nm+1,1]<-"Nacional"

tabular [nm+1,2] <-sum(tabular [1:nm,2])
tabular [nm+1,3]<-sum(tabular[1:nm,3])
tabular [nm+1,4] <-sum(tabular[1:nm,4])
tabular [nm+1,5] <-sum(tabular[1:nm,5])
tabular [nm+1,6] <-sum(tabular [1:nm,6])

table (ena2011$upm_adicional) # variable binaria que indica si la upm
recolectada es una upm adicional

# ——————--- ESTIMACIONES BAJO DISENIO
# seleccion de las variables de interes

ena2011<-data.frame(ena2011$a002, ena2011$a003, ena2011$a008a, ena2011$
a0l5a,ena2011$a015b,ena2011%$a015¢c, ena2011$ccp40,ena2011$ccpbl,
ena2011$ccp72,ena2011$ccpl06,ena2011$code_upm,ena2011$est_u,ena2011$
est_dis, ena2011$regiong,ena201l1$ponde_indiv_£final)

names (ena2011)<-c("sexo","edad","escolaridad","ingreso_a","ingreso_b",
"ingreso_c","tabaco", "drogmed","drogileg","alcohol","upm","urb","
est_dis","region","factor")

# - se definieron datos faltantes -------———-—--—------

# definimos los datos faltantes para escolaridad
levels (ena2011$escolaridad)
ena2011$escolaridad[ena2011$escolaridad=="no responde"]<-NA

ena2011$escolaridad<-factor (ena2011$escolaridad,levels=1levels(ena2011$
escolaridad) [-10])

# se agrego el ingreso por region en una sola columna

ena2011$ingreso_alena2011$ingreso_a=="-999"] <-0
ena2011$ingreso_alena2011$ingreso_a=="9"] <-0
ena2011$ingreso_b[ena2011$ingreso_b=="-999"] <-0
ena2011$ingreso_b[ena2011$ingreso_b=="9"] <-0
ena2011$ingreso_cl[ena2011$ingreso_c=="-999"] <-0
ena2011$ingreso_c[ena2011$ingreso_c=="9"] <-0

ena2011$ingreso2<-rowSums (ena2011[,c(4,5,6)]1)
ena2011$ingreso2[ena2011$ingreso2==0] <-NA

ena2011$ingreso_a<-NULL
ena2011$ingreso_b<-NULL
ena2011$ingreso_c<-NULL

levels (ena2011$sexo)<-c("hombre","mujer")
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# se restringe a la pob adulta

pobAdulta<-ena2011[ena2011$edad>17,]
pobAdulta$edad<-NULL

summary (pobAdulta)

levels (pobAdulta$alcohol) <-c(1,0)
levels (pobAdulta$tabaco) <-c(1,0)
levels (pobAdulta$drogmed) <-c(1,0)
levels (pobAdulta$drogileg) <-c(1,0)

pobAdulta$alcohol <-as.numeric (as.character (pobAdulta$alcohol))
pobAdulta$tabaco <-as.numeric(as.character (pobAdulta$tabaco))

pobAdulta$drogmed <-as.numeric(as.character (pobAdulta$drogmed))
pobAdulta$drogileg <-as.numeric(as.character (pobAdulta$drogileg))

# se evalua el efecto de disenio
library (survey)
# aproximacion para el disenio con la primera etapa de seleccion

disenio_ena<-svydesign(id="upm,strata="est_dis,weights="factor,
data=pobAdulta ,nest=F,na.rm=T)

# para los estratos con 1 UPM, se estimo su varianza con el
# promedio de los demas estratos
options(survey.lonely.psu="average")

#H-mmmm e ALCOHOL
# a nivel nacional
mean_alcnal <-svymean(~alcohol, disenio_ena, na.rm=TRUE, deff=TRUE)

# a nivel region
mean_alcreg <-svyby(~“alcohol, “region, disenio_ena, svymean, na.rm=TRUE
, deff=TRUE)

# a nivel region con un disenio SI
mean_alcreg$meanSI <-aggregate(alcohol“region,data=pobAdulta,FUN=mean)
[,2]

# a nivel nacional con un disenio SI
mean (pobAdulta$alcohol)

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para alcohol
tabular<-matrix(0,ncol=6,nrow=9)
tabular[-9,2:5]<-as.matrix(mean_alcreg[,2:5])

tabular<-data.frame (tabular)

colnames (tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")
tabular$region<-c(mean_alcreg$region,"nal")
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tabular[9,2:4]1<-c(0.5630569,0.0088456,3.2742)
tabular [9,5] <-mean (pobAdulta$alcohol)

# calculo de la varianza bajo un SI
tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$def

# ordernar por proporcion bajo disenio
index<-order (tabular$p.dis[-9])
tabular<-tabular [c(index,9),]

# grafica para alcohol

library(plotrix)

par (xaxt = "n",mar=c(5.1,4.1,4.1,2.1)+c(2,0,-4,-1) ,xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c
(-1,0,0))

plotCI(1:9,tabular$p.dis,tabular$se.dis,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,
x1im=c(0,10) ,ylim=c(0.35,0.70) ,col="blue",ylab="Intervalos de
confianza",xlab="Region",sfra=.005,cex.lab=.8)

par (xaxt="s"

axis(1,at=1:9,labels=tabular$region)

plotCI(seq(1:9)+.2, tabular$p.si,tabular$se.si,sfra=0.005,pt.bg=par("bg
") ,pch=19,cex=.5,add=TRUE, col="red")

legend ("bottom",inset=c(0,-.4) ,legend=c("Muestro aleatorio simple","
Disenio muestral"),

cex=.8,1ty=c(1,1) ,col=c("red","blue"),text.width = 3,horiz=T,

x.intersp=0.5, xjust=0,yjust=0,box.col="white")

#---——— - TABACO -----—--—-="-"="="="—"="—"—-"-"——-
# a nivel nacional
mean_tabnal <—svymean("tabaco, disenio_ena, na.rm=TRUE, deff=TRUE)

# a nivel region
mean_tabreg <-svyby(“tabaco, “region, disenio_ena, svymean, na.rm=TRUE,
deff=TRUE)

# a nivel region con un disenio SI
mean_tabreg$meanSI<-aggregate (tabaco region,data=pobAdulta,FUN=mean)

[,2]

# a nivel nacional con un disenio SI
mean (pobAdulta$tabaco)

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para alcohol
tabular<-matrix(0,ncol=6,nrow=9)

tabular[-9,2:5]<-as.matrix (mean_tabreg[,2:5])

tabular<-data.frame (tabular)

colnames (tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si")
tabular$region<-c(mean_tabreg$region,"nal")

mean_tabnal
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tabular[9,2:4]1<-c(0.2370497,0.0071618,2.9197)
tabular [9,5] <-mean (pobAdulta$tabaco)

# calculo de la varianza bajo un SI
tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio
index<-order (tabular$p.dis[-9])
tabular<-tabular [c(index,9),]

# grafica para tabaco

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1,4.1,4.1,2.1)+c(2,0,-3,-1) ,xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c
(_1:0’0))

plotCI(1:9,tabular$p.dis,tabular$se.dis,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,
x1im=c(0,10) ,ylim=c (.10, .40) ,col="blue",ylab="Intervalos de
confianza",xlab="Region",sfra=.005,cex.1lab=0.8)

par (xaxt="s"

axis(1,at=1:9,labels=tabular$region)

plotCI(seq(1:9)+.2, tabular$p.si,tabular$se.si,sfra=0.005, pt.bg=par("
bg") ,pch=19,cex=.5,add=TRUE,col="red")

legend ("bottom",inset=c(0,-.5) ,legend=c("Muestro aleatorio simple","
Disenio muestral"),cex=.8,1lty=c(1,1),col=c("red","blue") ,text.width
3,horiz=T, box.col="white",x.intersp=0.5, xjust=0,yjust=0)

Bommmmmmmmm oo DROGAS MEDICAS

# Se USO EL METODO LOGIT
# a nivel nacional
mean_drogmednal <-svymean (“drogmed ,disenio_ena,deff=T)

# a nivelregion

mean_drogmedreg<-svyby(“drogmed, “region,disenio_ena,svymean, na.rm=TRUE
,deff=TRUE)

mean_drogmedreg$meanSI<-aggregate (drogmed " region,data=pobAdulta,FUN=
mean) [, 2]

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para drogas
medicas

tabular<-matrix (0,ncol=6,nrow=9)
tabular[-9,2:5]<-as.matrix(mean_drogmedreg[,2:5])

tabular<-data.frame (tabular)
colnames (tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si"
tabular$region<-c(mean_tabreg$region,"nal")

mean_drogmednal
tabular [9,2:4]<-c(0.0084383,0.0011655,2.0134)
tabular [9,5] <-mean (pobAdulta$drogmed)
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# calculo de la varianza bajo un SI
tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio
index<-order (tabular$p.dis[-9])
tabular<-tabular [c(index,9),]

# definicion de limite inferior y superior con el metodo logit

y.lower <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))-
1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$p.dis)))
tabular$lim.inf.dis <- exp(y.lower)/(l+exp(y.lower))
y.upper <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))+
1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$
p-dis)))
tabular$lim.sup.dis <- exp(y.upper)/(l+exp(y.upper))

# limites inferior y superior ignorando disenio

y.lower <- log(tabular$p.si/(1l-tabular$p.si))-
1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.inf.si <- exp(y.lower)/(l+exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))+
1.96*(tabular$se.si/(tabular$p.si*x(1-tabular$p.si)))

tabular$lim.sup.si <- exp(y.upper)/(l+exp(y.upper))

# grafica para drogas medicas

library (plotrix)

par (xaxt = "n",mar=c(5.1,4.1,4.1,2.1)+c(2,0,-3,-1) ,xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c
(-1,0,0))

plotCI(1:9,tabular$p.dis,ui=tabular$lim.sup.dis,li=tabular$lim.inf.dis,
pt.bg=par("bg") ,pch=19,cex=.5,x1im=c(0,10) ,col="blue",ylab="
Intervalos de confianza",xlab="Regién",sfra=.005,cex.lab=0.8)

par (xaxt="s"

axis(1,at=1:9,labels=tabular$region)

plotCI(seq(1:9)+.2,tabular$p.si,ui=tabular$lim.sup.si,li=tabular$lim.
inf.si,sfra=0.005,pt.bg=par("bg"),pch=19,cex=.5,add=TRUE,col="red")

legend ("bottom",inset=c(0,-.5) ,legend=c("Muestro aleatorio simple","
Disefio muestral"),cex=.8,1lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width =
3,horiz=T, box.col="white",x.intersp=0.5, xjust=0,yjust=0)

#H#--— - DROGAS ILEGALES

# a nivel nacional
mean_drogilegnal <-svymean(“drogileg,disenio_ena,deff=T)

# a nivelregion

mean_drogilegreg<-svyby(~“drogileg, “region,disenio_ena,svymean, na.rm=
TRUE, deff=TRUE)

mean_drogilegreg$meanSI<-aggregate (drogileg region,data=pobAdulta,FUN=
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mean) [, 2]

##### tabla para las estimaciones puntuales e intervales para drogas
medicas

tabular<-matrix (0,ncol=6,nrow=9)
tabular[-9,2:5]<-as.matrix(mean_drogilegreg[,2:5])

tabular<-data.frame (tabular)
colnames (tabular)<-c("region","p.dis","se.dis","deff","p.si","se.si"
tabular$region<-c(mean_tabreg$region,"nal")

mean_drogilegnal
tabular[9,2:4]<-c(0.0150577,0.0017574,2.5825)
tabular [9,5] <-mean (pobAdulta$drogileg)

# calculo de la varianza bajo un SI
tabular$se.si<-tabular$se.dis/tabular$deff

# ordernar por proporcion bajo disenio
index<-order (tabular$p.dis [-9])
tabular<-tabular [c(index ,9),]

# definicion de limite inferior y superior con el metodo logit
y.lower <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))-
1.96*(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*x(1-tabular$p.dis)))
tabular$lim.inf.dis <- exp(y.lower)/(l+exp(y.lower))

y.upper <- log(tabular$p.dis/(1-tabular$p.dis))+
1.96x(tabular$se.dis/(tabular$p.dis*(1-tabular$p.dis)))
tabular$lim.sup.dis <- exp(y.upper)/(l+exp(y.upper))

# limites inferior y superior ignorando disenio
y.lower <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))-
1.96x(tabular$se.si/(tabular$p.si*x(1-tabular$p.si)))
tabular$lim.inf.si <- exp(y.lower)/(l+exp(y.lower))
y.upper <- log(tabular$p.si/(1-tabular$p.si))+
1.96*%(tabular$se.si/(tabular$p.si*(1-tabular$p.si)))
tabular$lim.sup.si <- exp(y.upper)/(l+exp(y.upper))

# grafica para drogas medicas

library(plotrix)

par(xaxt = "n",mar=c(5.1,4.1,4.1,2.1)+c(2,0,-3,-1) ,xpd=T,mgp=c(3,1,0)+c
(_1:070))

plotCI(1:9,tabular$p.dis,ui=tabular$lim.sup.dis,li=tabular$lim.inf.dis,
pt.bg=par("bg") ,pch=19,cex=.5,x1im=c(0,10) ,col="blue",ylab="
Intervalos de confianza",xlab="Regién",sfra=.005,cex.lab=0.8)

par (xaxt="s"

axis(1l,at=1:9,labels=tabular$region)

plotCI(seq(1:9)+.2, tabular$p.si, ui=tabular$lim.sup.si,li=tabular$lim.
inf.si,sfra=0.005,pt.bg=par("bg") ,pch=19,cex=.5,add=TRUE,col="red")



APENDICE B. CODIGO EN R 91

legend ("bottom",inset=c(0,-.5) ,legend=c("Muestro aleatorio simple","
Disefio muestral"),cex=.8,1lty=c(1,1),col=c("red","blue"),text.width =
3,horiz=T,

box.col="white",x.intersp=0.5, xjust=0,yjust=0)

B.2. Ajuste de modelos graficos log-lineales

# existe una baja prevalencia de drogas, se agregaron en una variable
# tanto drogas medicas e ilegales

pobAdulta$drogas<-"mno"
pobAdulta$drogas [pobAdulta$drogmed=="si" |pobAdulta$drogileg=="si"]<-"s

1

pobAdulta$drogas<-factor (pobAdulta$drogas,levels=c("si","no"))

pobAdulta$drogmed <-NULL
pobAdulta$drogileg <-NULL

# para escolaridad se considero la siguiente particion

# nivel 1: Secundiaria incompleta
# nivel 2: Al menos secundaria completa

nivell<-c("primaria incompleta (1 a 5 afios)","primaria completa (6 aifios
",

"secundaria incompleta (1 a 2 afios)")

nivel2<-c("secundaria completa o equivalente (3 afios)",
"bachillerato incompleto (1 a 2 afios)",

"bachillerato completo o equivalente (aproximadamente 3 afios)",
"estudios universitarios incompletos (1 a 3 afios)",

"estudios universitarios completos (4 a 5 afios)",

"estudios de posgrado (2 a 4 afios)" )

pobAdulta$esc <-1
pobAdulta[pobAdulta$escolaridad %in?% nivel2,"esc"] <-2

pobAdulta$escolaridad <-as.factor(pobAdulta$esc)
pobAdulta$esc <-NULL

# se colapso la variable ingreso de la siguiente forma
#nivel 1: <1 salario a 4 salarios
nivel2<-c("5","6","7")

pobAdulta$ing<-1

pobAdulta[pobAdulta$ingreso2 ¥%in’ nivel2, "ing"]<-2
pobAdulta$ingreso2<-NULL
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pobAdulta$ingreso<-as.factor (pobAdulta$ing)

pobAdulta$ing <-NULL

pobAdulta$sexo <-factor (as.numeric (pobAdulta$sexo))
pobAdulta$tabaco <-factor (as.numeric(pobAdulta$tabaco))
pobAdulta$alcohol <-factor(as.numeric(pobAdulta$alcohol))
pobAdulta$drogas <-factor (as.numeric(pobAdulta$drogas))

### se forma la tabla de contigencia para 6 las seis variables
seleccionadas

tabla<-table (sexo,escolaridad, ingreso,alcohol,tabaco,drogas)

#grafica de mosaico para las variables categoricas
attach(pobAdulta)
library(vcd) # paqueteria para graficos de datos categoricos

# grafica de mosaico
cotabplot ("sexo+ingreso+escolaridad+alcohol+tabaco|drogas,data=tabla)

#H#---——-- - MODELOS JERARQUICOS

# paquete para el ajuste de modelos graficos
library (gRim)

# paquetes para visualizar graficas
library (gRbase)

library(igraph)

library(grid)

library (Rgraphviz)

# para seis variables se ajustaron modelos jerarquicos
# con orden de interaccion de distinto orden

h<-dmod(~."1,data=tabla) # efectos principales
h$fitinfo$dev

h<-dmod (~."2,data=tabla) # primer orden
h$fitinfo$dev

h<-dmod(~."3,data=tabla) # segundo orden
h$fitinfo$dev

h<-dmod (~."4,data=tabla) # tercer orden
h$fitinfo$dev

h<-dmod (~."5,data=tabla)

h$fitinfo$dev

# para un modelo jerarquico se selecciono de un modelo de orden 3 y se
hizo
# seleccion retrospectiva

h.init<-dmod(~."3,data=tabla) # modelo inicial con interacciones de 2do
orden
h.init$fitinfo$dev
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##seleccion de modelo en direccion backward

hbwd<-stepwise(h.init,type="unrestricted",direction="backward",details
=1)

hbwd

hbwd$glist

##seleccion de modelo con direccion forward
hinit<-dmod(~."1,data=tabla) # modelo de independencia

hfwd<-stepwise (hinit,type="unrestricted",direction="forward")
hfwd
hfwd$glist

# ———mm— == MODELOS GRAFICOS LOG-LINEALES

# definicion de un modelo jerarquico saturado con 6 variables
satured<-dmod(~.".,data=tabla)

# clases generadoras del modelo
satured$glist

# -------- SELECCION DE MODELO EN DIRECCION BACKWARD

# restringido a modelos graficos descomponibles
bwdmodel<-stepwise (satured ,direction="backward",criterion="test",
type="decomposable")

bwdmodel

# grafica del modelo log-1lineal
bwd.p<-as(bwdmodel.test,"igraph")
plot(bwd.p,layout=layout.circle,vertex.size=35)

# clases generadoras del modelo seleccionado
bwdmodel$glist

# seleccion de modelo sin restricciones
bwdmodel .unrest<-stepwise (satured,direction="backward",criterion="test"

type="unrestricted")
bwdmodel .unrest

#--——-——-—-—-—-- SELECCION DE MODELO EN DIRECCION FORWARD

# definimos el modelo de independencia

hinit<-dmod(~."1,data=tabla)

# seleccion de modelo sin resctricciones

fwdmodel .unrest<-stepwise (hinit,direction="forward",criterion="test",
type="unrestricted")

fwdmodel .unrest

# seleccion de modelo para un obtener un modelo grafico descomponible
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fwdmodel<-stepwise (hinit,direction="forward",criterion="test",
type="decomposable",details=1)

fwdmodel
- GRAFICA DEL MODELO LOG-LINEAL SELECCIONADO
model.graph<-ug("I*S*xA*E+D*xS*A*T,result = "igraph")

plot (model.graph,layout=layout.grid,vertex.size=35)

#--———-—-——————- SIGNIFICANCIA DE LAS ARISTAS EN EL MODELO
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("sexo","escolaridad"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("sexo","ingreso"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("sexo0","tabaco"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("sexo","drogas"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("escolaridad","ingreso"))

testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("escolaridad","alcohol"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("ingreso","alcohol"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("alcohol","tabaco"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("alcohol","drogas"))
testdelete (bwdmodel.aic,edge=c("tabaco","drogas"))

# ------—--- DESCOMPOSICION DE LA GRAFICA
uG<-ug ("I*S*A*E+D*S*A*T)

descomp<-mpd (uG)
descomp

#-———-————- REGRESIONES LOGISTICAS ASOCIADAS AL MODELO GRAFICO LOG-
LINEAL

# graficas inducidas por la frontera de las variables respuesta
#- ALCOHOL

model.alcohol<-subGraph(c("E","S","I","T","D") ,uG)
model.alcohol<-as(model.alcohol,"igraph")
plot (model.alcohol ,vertex.size=35)

# regresion logistica con variable respuesta alcohol

alc<-glm(alcohol”ingreso+tabaco+drogas+escolaridad+sexo+sexo*tabaco+

sexo*drogas+sexo*xescolaridad+sexo*xingreso+tabaco*drogas+escolaridadx*
ingreso

+tabaco*drogas*sexo+sexo*escolaridad*ingreso,data=pobAdulta,family=
binomial)

summary (alc)

## se compara con las probabilidades ajustadas con el modelo grafico
# frecuencias ajustadas por el modelo grafico seleccionada

fitdata <- data.frame(bwdmodel$fitinfo$fit)

# frecuencias observadas
obsdata <- data.frame(tabla)
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# se define la tabla para la variable alcohol

data_alcohol<-aggregate (Freq sexo+tescolaridad+ingreso+tabaco+drogas+
alcohol,

data=fitdata ,FUN=sum)

pfit_alcohol<-aggregate (Freq sexo+escolaridad+ingreso+tabaco+drogas,

data=data_alcohol ,FUN=sum)

pfit_alcohol$pfit<-data_alcohol$Freq[1:32]/pfit_alcoholl[,6]
### numero de observaciones marginal de t,d,s,e,i

pfit_alcohol$Freq<-aggregate (Freq~ sexo+escolaridad+ingreso+tabaco+
drogas+alcohol,
data=obsdata ,FUN=sum) $Freq[1:32]

### probabilidades ajustadas con la regresion logistica

pfit_alcohol$pfit_logit<-1-predict.glm(alc,newdata=pfit_alcohol[,1:5],
type="response")
pfit_alcohol$p_rel<-pfit_alcohol$Freq/aggregate (Freq sexo+escolaridad
+ingreso+tabaco+drogas ,data=obsdata ,FUN= sum)$Freq

pfit_alcohol<-pfit_alcohol[,c(5,4,3,2,1,6,9,7,8)] # reordenando
columnas

#- TABACO
#tgrafica inducida por la frontera de tabaco

model . tabaco<-subGraph(c("D","A","S") ,uG)
model . tabaco<-as(model.tabaco,"igraph")
plot (model.tabaco,vertex.size=35)

# regresion logistica

tabaco.glm<-glm(tabaco”“sexo+alcohol+drogas+sexo*alcohol+sexo*drogas+
alcohol*sexo+

alcohol*sexo*drogas ,data=pobAdulta,family=binomial)

summary (tabaco)

# compararar con las frecuencias estimadas con el modelo grafico

data_tabaco<-aggregate (Freq sexo+alcohol+drogas+tabaco,data=fitdata,FUN

= sum)

pfit_tabaco <-aggregate (Freq~“sexo+alcohol+drogas ,data=data_tabaco,
FUN=sum)

pfit_tabaco$pfit <-data_tabaco[1:8,5]/pfit_tabaco$Freq

pfit_tabaco$Freq <-aggregate(Freq sexo+alcohol+drogas+tabaco,

data=obsdata ,FUN=sum) [1:8,5]

# prediccion con modelos logisticos
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pfit_tabaco$pfit_logit<-1l-predict.glm(tabaco.glm,newdata=pfit_tabaco
[,1:3],

type="response")

pfit_tabaco$p_rel <-pfit_tabaco$Freq/aggregate (Freq sexo+alcohol+
drogas,

data=obsdata ,FUN=sum) $Freq

pfit_tabaco<-pfit_tabaco[,c(3,2,1,4,7,5,6)]

- DROGAS

# grafica inducida por la frontera de drogas
model.drugs<-subGraph(c("A","S","T") ,uG)
model.drugs<-as(model.drugs,"igraph")

plot (model.drugs,vertex.size=35)

#regresion logistica con variable respuesta drogas

drugs<-glm(drogas“sexo+tabaco+alcohol+tabaco*alcohol+tabaco*sexo+sexox*
alcohol+

sexo*tabaco*alcohol ,data=pobAdulta,family=binomial)

summary (drugs)
#se compara con las probabilidades ajustadas con el modelo grafico

data_drugs<-aggregate (Freq~ sexo+tabaco+alcohol+drogas ,data=fitdata, FUN=
sum)
pfit_drugs<-aggregate (Freq sexo+tabaco+alcohol ,data=fitdata ,FUN=sum)

pfit_drugs$pfit<-data_drugs$Freq[1:8]/pfit_drugs$Freq
pfit_drugs$Freq<-aggregate(Freq~“sexo+tabaco+alcohol+drogas,
data=obsdata ,FUN=sum) [1:8,5]
pfit_drugs$prel<-pfit_drugs$Freq/aggregate (Freq~sexo+tabaco+alcohol,
data=obsdata ,FUN=sum) $Freq

pfit_drugs$plogit<-1-predict.glm(drugs ,newdata=pfit_drugs[,1:3],type="
response")

pfit_drugs<-pfit_drugs[,c(3,2,1,5,6,4,7)]

#imprimir las tablas en LaTex
library(xtable)

pfit_drugs_table <-xtable(pfit_drugs)
pfit_alcohol_table <-xtable(pfit_alcohol)
pfit_tabaco_table <-xtable (pfit_tabaco)

digits (pfit_drugs_table) <-4
digits(pfit_alcohol_table) <-4

digits(pfit_tabaco_table) <-4

# datos ajustados y observados para la tabla de contigencia con 6
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variables

obs<-aggregate (Freq drogas+tabaco+alcohol+escolaridad+ingreso+sexo,
data=obsdata ,FUN=sum)

matrix (obs$Freq,ncol=4,byrow=T)

- MODELOS GRAFICOS PARA SUBPOBLACIONES
detach (pobAdulta)

- POBLACION QUE CONSUME DROGAS
ena2011drug<-pobAdulta[pobAdulta$drogas==1,]
attach(ena2011drug)

# definicion de la tabla de contigencia con 5 variables
tabledrug<-table (sexo,escolaridad,tabaco,alcohol ,ingreso)
detach(ena2011drug)

e et SELECCION DE MODELO

# FORWARD

# restringido a modelos descomponibles

modeldrug.null<-dmod(~."1,data=tabledrug)

fwdmodel .drug<-stepwise (modeldrug.null ,direction="forward",type="
decomposable")

fwdmodel .drug$glist

fwdmodel.drug.graph<-ug ("ExI+A*xS*xT+ExS)
fwdmodel.drug.graph<-as(fwdmodel.drug.graph,"igraph")

plot (fwdmodel.drug.graph,vertex.size=35)

# sin restricciones

fwdmodel.drug.unrest<-stepwise (modeldrug.null,direction="forward",
type="unrestricted")

fwdmodel .drug.unrest

fwdmodel.drug.unrest$glist

fwdmodel .drug$glist

plot (fwdmodel.drug)

fwdmodel .drug.unrest.graph<-ug("ExI+A*xS*xT+ExS+A*I)
fwdmodel.drug.unrest.graph<-as(fwdmodel.drug.unrest.graph,"igraph")
plot (fwdmodel.drug.unrest.graph,vertex.size=35)

# --- SUBPOLACION QUE NO CONSUME DROGAS
ena201l1lnodrug<-pobAdulta[pobAdulta$drogas==2,]
attach(ena2011nodrug)

tablenodrug<—tab1e(sexo,escolaridad,tabaco,alcohol,ingreso)
detach(ena2011drug)

#--—-—---- SELECCION DE MODELO
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### FORWARD
modelnodrug.null<-dmod(~."1,data=tablenodrug)

# seleccion de modelos graficos descomponibles

fwdmodel .nodrug<-stepwise(modelnodrug.null ,direction="forward",
type="decomposable")

fwdmodel .nodrug

plot (fwdmodel .nodrug)

fwdmodel .nodrug$glist

# sin restricciones

fwdmodel .nodrug.unrest<-stepwise (modelnodrug.null ,direction="forward",
type="unrestricted")

fwdmodel .nodrug.unrest

plot (fwdmodel .nodrug.unrest)

fwdmodel .nodrug.unrest$glist

#-- BACKWARD

modelnodrug.sat<-dmod(~.".,data=tablenodrug)

bwdmodel .nodrug<-stepwise (modelnodrug.sat,direction="backward",
type="decomposable")

bwdmodel .nodrug

plot (bwdmodel .nodrug)

bwdmodel .nodrug$glist

# sin restricciones para no consumo de drogas

bwdmodel .nodrug.unrest<-stepwise (modelnodrug.sat,direction="backward",
type="unrestricted")

bwdmodel .nodrug.unrest

plot (bwdmodel .nodrug.unrest)

bwdmodel .nodrug.unrest$glist
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