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Resumen

En este trabajo de tesis se estudia el problema de hallar los modos normales de oscilacion de siste-
mas no homogéneos en una y dos dimensiones. Para una dimension se considera el caso de una cuerda
fija en ambos extremos y regiones de diferentes densidades; para dos dimensiones hemos considerado
membranas con geometrias circulares y cambios de densidad radiales. En ambos casos se resuelve la
ecuacion de onda en cada regién con condiciones de continuidad de la funcién de onda y su derivada
en la interfaz. Para la cuerda se consideran condiciones de Dirichlet y para la membrana se consideran
condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann.

En el primer capitulo resolvemos el problema de la cuerda hallando los valores propios o modos aso-
ciados a la funciones propias de la ecuacién de onda para cada region. También se describe el diseno
experimental de una cuerda no homogénea excitada por fuerza electromagnética con la finalidad de
validar nuestro modelo. En el segundo capitulo se estudia el problema de hallar los modos en dos
dimensiones en una membrana no homogénea y para ello se resuelve el problema de valores propios
asociados a las superposiciones de funciones de Bessel ordinarias y de Neumann, que son las soluciones
a la ecuacion de onda para la parte radial.

Posteriormente, generalizamos el modelo para N-secciones de diferentes densidades en la cuerda y la
membrana, para lo cual se hace uso de la matriz de transferencia entre cada una de las partes para
obtener las ecuaciones que determinan los modos normales de vibracién.

Finalmente, presentamos los modos explicitos obtenidos a partir de la implementacién computacional
de las ecuaciones obtenidas en el modelo, haciendo una comparacién con los resultados experimentales
para el caso de una dimensiéon. También se presentan graficas correspondientes a los comportamientos
de los modos variando los cocientes de densidades.
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Capitulo

Introduccion.

1.1. Introducciéon

En el presente trabajo se hace un breve estudio de los modos normales de vibracién de sistemas no
homogéneos,es decir, con densidades no constantes, en una y dos dimensiones, sujetas a condiciones de
frontera bien definidas. La importancia de este trabajo radica en la obtencién del comportamiento de
las frecuencias de los modos normales en relaciéon con los cambios de densidad, ya que en la mayoria
de los casos los sistemas reales no son homogéneos. Iniciamos haciendo un tratamiento general acerca
de los fenémenos ondulatorios actsticos, explicando los conceptos que son necesarios para entender el
contenido de esta tesis. De la misma manera definimos y acotamos nuestros sistemas de estudios en
las secciones 1.2.2 y 1.2.3. Conocer los modos de un determinado sistema nos permite caracterizar y
entender mejor su estructura. Las aplicaciones de estos conocimientos se encuentran en los equipos
de sonido, instrumentos musicales, estructuras rigidas como en los edificios, sismologia, estructura de
materiales, etc. [1-4]. Dado que nos interesa el fendmeno oscilatorio en un sistema conformado por
un numero muy grande de particulas, iniciamos estudiando oscilaciones con dos grados de libertad,
para posteriormente tratar el de un sistema continuo. Estos tltimos son los que nos interesa discutir,
en especifico el caso de una cuerda sujeta en los extremos que ademads tiene cambios de densidad en
secciones bien localizadas.

1.1.1. Oscilaciones libres con dos grados de libertad

Ejemplos de sistemas con movimientos arménicos y con dos grados de libertad que podemos en-
contrar es el péndulo doble en la aproximacién lineal. Para dos grados de libertad el movimiento mas
general es la superposicion de dos movimientos arménicos simples. Estos dos movimientos armoénicos
simples se les denominan modos normales o simplemente modos. Cada modo tiene una frecuencia
con la que oscila, w, y si el sistema se encuentra unicamente en un modo, éste hace un movimiento
armonico simple y todas las partes oscilan con la misma frecuencia. Para un sistema con N grados
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

de libertad hay exactamente N modos y cada uno con su propia frecuencia. En cada modo todas
las partes méviles, pasan por sus posiciones de equilibrio simultdneamente, es decir, cada grado de
libertad oscila con la misma fase determinada por las condiciones iniciales. En general, las condiciones
iniciales determinan cuéles modos son excitados y el sistema se movera como una superposicion de los
modos normales del sistema.

Puesto que dado cada grado de libertad oscila con la misma frecuencia w, cada parte experimenta la
misma fuerza restauradora dada por w? [1,5]. Si un sistema esta compuesto por un niimero muy grande
de partes moviles y estan distribuidas en una regién limitada del espacio, la distancia promedio de las
partes se torna muy pequena. Podriamos pensar que las partes moviles se van a haciendo infinitas y la
distancia entre ellas tiende a cero. De esta manera podemos considerar al sistema como un continuo.
Esta suposicién nos permite describir el movimiento de todas las partes con el vector ¥(x,y, z,t), es
decir en todas direcciones, donde el desplazamiento ¥ es una funciéon continua de la posiciéon x,y, z y
del tiempo t.

1.1.2. Ondas estacionarias

En un sistema continuo se tiene una cantidad infinita de partes mdviles y por ende una cantidad
infinita de modos ya que tiene infinitos grados de libertad; en la practica esta cantidad de modos es
finita y sélo nos interesaran los primeros, debido a que son los que mejor representan los movimientos
a estudiar. Ademds como vemos en el siguiente capitulo en los sistemas homogéneos, por ejemplo en
una cuerda, una vez que se conoce la frecuencia fundamental las demas resultan ser multiplos enteros
de esa cantidad y con ello es mucho més ficil encontrar los deméas modos normales asociados a dichas
frecuencias.

El movimiento més general de un sistema puede describirse como una superposiciéon de todos sus
modos dependiendo de las condiciones iniciales [1]. El desplazamiento de las partes méviles de un
sistema esta representado por una cantidad vectorial ¥(z,y, z,t), la cual podemos poner como sigue:

W (x,y,z,t) = %\I’I(az,y, z,t) +j'\11y(:v,y, z,t) + IQ:\IIZ(L Y, 2, t), (1.1)

donde 1, j, k son los vectores unitarios a los largo de los ejes coordenados y W,, ¥,, ¥, son los
componentes del vector de desplazamiento W. La expresion anterior es una expresion general, sin
embargo para el caso de una cuerda, si consideramos que ésta se encuentra en su posicion de equilibrio
estirada a lo largo del eje z. Esta coordenada es suficiente para indicar su posiciéon de equilibrio.
Entonces la Ec. (1.1) puede escribirse de la siguiente manera:

W(z,t) = 10, (2,1) + jUy(2,1) + kU, (2,1). (1.2)

Las vibraciones a lo largo del eje z se llaman vibraciones longitudinales y a los que son a lo largo de
los ejesz, y se les llama transversales. En este trabajo sélo abordaremos ondas de tipo transversal, de
modo que podemos suponer que ¥, es nulo:

U(z,t) = 10, (2,t) + U, (2,1). (1.3)

Sin pérdida de generalidad y debido a la simetria en el eje z se puede considerar que la oscilacién

es s6lo en alguna de las direcciones anteriores y la funcion ¥ debe satisfacer la ecuacién diferencial
parciall

1 9*°0 0%V

v2 Ot2  Ox?’

'En la realidad las oscilaciones transversales no son en un sélo plano, pero para los estudios que se hacen en este

trabajo solo se considera una direccién, misma que se controla en el experimento que se propone en capitulos siguientes.

(1.4)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

conocida como la ecuacién de onda y v es la velocidad de propagacién de la onda. La solucién a esta
ecuacién se obtiene usando la técnica de separacion de variables que se describe en el Capitulo 2.
Dicha solucién se puede escribir de la forma

U(z,t) = A(x) cos(wt + 9), (1.5)

que es la expresion general para una onda estacionaria, donde la constante § corresponde a la fase y
queda determinada por las condiciones iniciales. Substituyendo la funcién anterior en la ecuaciéon de
ondas obtenemos la relacion: )
d*A(zx) 1
5 = —wQ—QA(x). (1.6)
dx v
Esta es la ecuacién que gobierna la forma del modo puesto que cada modo tiene una frecuencia
diferente. Entonces para diferentes modos se tienen distintos movimientos. Finalmente, la forma general
para una oscilacién en el espacio que resulta ser solucion de la ecuacién anterior es:

A(z) = Csen (2%%) + D cos (27T§> . (1.7)

En donde A representa la longitud para la cual se tiene una oscilacion completa; por eso se le llama
longitud de onda. Si ahora derivamos la ecuacién anterior,

dQJ;(f) _ (2;\T>2A(w). (18)

Y comparamos las ecuaciones (1.6) y (1.8) vemos que
27 2_ (w)2_ 2mv\ 2 (1.9)
AN) o \w/)  \w ' )

Av = v = constante; (1.10)

es decir,

con ello se obtiene la relacién entre longitud de onda y frecuencia para ondas transversales estacionarias
en una cuerda continua homogénea. La velocidad v es la velocidad local del sonido. Finalmente la
solucién general para el desplazamiento W(z,t) de la cuerda en el estado estacionario para un sélo
modo queda la forma siguiente:

T x
U(z,t) = cos(wt + 0) [C’ sen (ZTFX) + D cos <27rx>} ) (1.11)
donde C, D, § se determinan por las condiciones iniciales y las condiciones de frontera.
Condiciones de frontera. La solucién mostrada en la Ec. (1.11) es una solucién general; sin embargo,
falta incorporar condiciones particulares a las que se encuentra sometido el sistema [6-9]. Por ejemplo,
si en los extremos se encuentra fija (condiciones de frontera de Dirichlet), entonces la funcién se anula
enx =0 x =L . De esta manera la tnica forma de satisfacer esta condicién de frontera es que
2L

sin(T) =0. (1.12)

Asi las unicas longitudes de onda posible son aquellas que satisfacen la relacion:

2rL/\ = m,2m, 3m... (1.13)
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Es decir, las longitudes de onda resultan ser fracciones enteras de la longitud de la cuerda. De la misma
manera las frecuencias resultan ser multiplos enteros de la frecuencia fundamental, a dichas frecuencias
se les llaman armonicos. No pretendemos en esta introduccién ahondar en la solucién general a la
ecuacion de onda, ya que ésta se hace en el siguiente capitulo, donde deducimos la ecuaciéon de onda
y discutimos de manera mas detallada su solucién. Un concepto 1til es el Ntimero de onda que se
define por el inverso de la longitud de onda, o:
1
o= —. (1.14)
A
Al nimero de onda multiplicado por 27 se le llama nimero angular k y sus unidades son radianes de

fase por metros.

2
K= 777 numero de onda angular (1.15)

Otro concepto util es la Relacién de dispersién que se define por medio de la Ec. (1.10), que
relaciona la frecuencia y la longitud de onda para los modos normales de una cuerda, sin embargo,
esta relacién se expresa mas comunmente en términos de la frecuencia angular w y el nimero de
onda angular k, y para los fines de esta tesis utilizamos esta tltima relacién. Utilizando la Ec.(1.10)
y substituyendo en ella la Ec. (1.14), obtenemos la expresién siguiente:

1

v=wvy =00, (1.16)

si ahora multiplicamos por 27 obtendremos la expresién buscada,

W = VK. (1.17)

1.2. Contenido de la tesis

En el presente trabajo se estudia los modos de vibraciéon de dos sistemas que tienen estructura
bien definida:

1. Una cuerda con dos densidades, p1 y p2, v fija en los extremos.

2. Una membrana circular compuesta por dos densidades p1 y ps2, v fija en la frontera. Como caso
particular se incluye una membrana circular fija en la frontera y hueca en el centro.

3. Extension de los sistemas anteriores con N cambios de densidad.

El tratamiento que se realizé en este trabajo es tedrico-experimental: para el primer sistema. Para
la parte tedrica se realizé el andlisis adecuado que mejor se adaptd a la geometria y disposicién del
sistema para posteriormente obtener los modos explicitos utilizando programas de cémputo. En la
parte experimental se disenaron los dispositivos y experimentos necesarios a fin de lograr obtener los
modos normales de vibracién.

1.2.1. Planteamiento del problema de los modos de vibraciéon en 1 dimensién en
una cuerda no homogénea.

Dado que el fenémeno consiste en la propagacién de ondas en un medio no homogéneo con es-
tructura bien definida, se resuelve la ecuacién de onda para cada parte del sistema con las debidas
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

condiciones de frontera.
1 9*v
v2 Ot2
donde v es la velocidad de propagacion en cada seccién. Més adelante se establece que esta velocidad
depende de su densidad y tensién. En las secciones 1.2.2 y 1.2.3 se explica la forma de obtener los
resultados tedricos y en la seccién 2.2 se exponen los experimentos correspondientes a los sistemas que

se estudian en este trabajo, para los cuales las tensiones son las mismas y por lo tanto v sélo depende
de la densidad.

= VU (1.18)

1.2.2. Modos de vibracion de la cuerda no homogénea

Para el problema de la cuerda se consideran condiciones de Dirichlet ya que la cuerda esta fija
en los extremos como se muestra en la Figura 1.1. Para la unién de las cuerdas, se considera que la
funcién de onda y su derivada respecto al desplazamiento tienen el mismo valor, es decir, en términos
fisicos, la cuerda no se rompe y toda la cuerda estd tensa. De este modo el problema se reduce a
resolver la ecuacion de onda en cada seccién dependiendo de su velocidad de propagacion:

1 020, 020,

= = U 0,L/2
U% 8t2 833‘2 s X1 6( ) / )a
1 920 o*w

e = e Wy € (L/2, L),

vy Ot? Ox?
con las condiciones a la frontera y en la interfaz escritas de la siguiente manera:

Uy (=L,t) = Us(L,t) =0,

Uq(0,t) = Wy(0,1) ,

ov1(0,t)  0¥s(0,t)
or or

En la primera ecuacion se expresa la condicién de la cuerda fija en los extremos, la segunda ecuacién
expresa la condicion de continuidad en el origen, y finalmente la tercera ecuacién la continuidad de la
derivada, en el mismo punto que la funcién.

v, ,

-L 0 L

Figura 1.1: Cuerda con dos densidades diferentes de longitud 2L, fija en los extremos (condiciones de
Dirichlet).

1.2.3. Sistemas en dos dimensiones: modos de vibracién de la membrana no ho-
mogénea

De manera similar al sistema anterior se resuelve la ecuacién de onda para cada seccion de la
membrana utilizando coordenadas polares para ser compatible con la geometria del sistema. También
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

se considera que las membranas son concéntricas de radios Rg y R que encierran regiones con diferentes
densidades en analogia al caso de la seccién anterior. En este caso las condiciones a la frontera son :

Uo(Ro,t) = V1 (Ro,t)
0¥ (Ro,t)  OV1(Ro,t)

or or
\Ifl(Rl,t) =0 y ’\I/()(O,t)‘ < Q.

La primera ecuacién expresa la condicion de continuidad en la interfaz, es decir, ambas funciones valen
lo mismo en Ry. De la misma manera en la segunda ecuacién se tiene el equivalente para la derivada.
Finalmente las dos iltimas ecuaciones representan el hecho de que la membrana se encuentre fija
en la frontera justo donde el radio toma el valor de R; y la solucién evaluada en el origen debe ser
acotada. [11-15]. Una representacion de esta membrana se muestra en la Figura 1.2.

Figura 1.2: Membrana con dos densidades diferentes de radios Ro y Ri1, para cada seccién tenemos una
ecuacién de onda con una velocidad de propagacién caracteristica del material de acuerdo a su densidad.

De acuerdo con la Figura anterior, ¥y y ¥; son las soluciones a la ecuacién de onda en cada
seccion con densidades pg y p1 respectivamente. También se considera que Wy tiene valor finito en el
origen para evitar soluciones divergentes. En general, para este tipo de membranas aparecen como
soluciones combinaciones lineales de funciones de Bessel de primera y segunda especie, y las raices
de estas combinaciones junto con las condiciones de frontera proporcionan los modos normales de
vibracién.

Otro caso que se aborda, en el Capitulo 3, es una membrana que tiene un orificio central. En este
caso se considera que la membrana se encuentra fija en la frontera exterior con dos posibles casos para
el centro:

1. Con libertad de oscilar transversalmente en el radio interior. % =0

2. Fija para ese radio interior W(Ry,t) = 0.

donde en este caso Ry es el radio del orificio central. En la Figura 1.3 se muestra la configuraciéon para
este ultimo sistema. A diferencia del caso anterior no necesitamos acotar la solucién en el origen. De
esta forma tenemos como solucion combinaciones de funciones de Bessel de primera y segunda especie.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION.

&

Figura 1.3: Membrana hueca de radio interno Ry, radio externo R; y funcién de onda W.

Una vez definidos nuestros sistemas de estudio comenzamos a caracterizarlos y describirlos a partir del
préximo capitulo. Para ello vamos a desarrollar el modelo para la cuerda homogénea y no homogénea,
que implica la deduccién de la ecuacién de onda en una dimensién, asi como también la construccion
de la soluciéon mediante la técnica de separacién de variables. También se detalla el experimento cuya
intencién es comparar los resultados con los obtenidos a partir de simulaciones computacionales con los
mismo pardametros y que representen las mismas condiciones [14,16,17]. En el capitulo 3 se estudian
las vibraciones en dos dimensiones. Para ello se hace la deducciéon de la ecuacién de ondas en dos
dimensiones ocupando coordenadas polares. Se resuelven mediante separacion de variables y con las
condiciones a la frontera descritas anteriormente. En el capitulo 4 se hace la generalizacién para n
cambios de densidad que provocan las n inhomogeneidades con geometrias afines a las que se han
trabajado en los capitulos anteriores. Para ello se hace uso de matrices de transferencia, lo que nos
permite obtener informacion de una region en términos de la adyacente, mediante una relacién de
recurrencia. Finalmente se presentan los resultados obtenidos en la simulacién y en el experimento
para una cuerda haciendo el andlisis y discusion pertinentes.




CAPITULO 1. INTRODUCCION.
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Capitulo

El problema de la cuerda vibrante.

2.1. El problema de la cuerda vibrante

Para poder construir un modelo sencillo de la cuerda vibrante se asumen algunas hipdtesis y se
toman como base las construcciones propuestas en las referencias [9-11]. Para ello consideramos una
cuerda en posicion horizontal en equilibrio y sujeta por los extremos. En esta construccién se desprecian
efectos gravitacionales y se considera que la cuerda es practicamente unidimensional, debido a que el
largo es mucho mayor que la seccién transversal. Denotemos el movimiento de la cuerda por y(z,t),
donde z es la coordenada a lo largo donde se encuentra situada la cuerda en el intervalo (0,1) en
la direccién i. La variable t representa el tiempo y estéd en el intervalo (0,00). De esta manera las
condiciones a la frontera quedan dados por:

lim t)y=0 lim z,t) =1L 2.1
1 Oy(x, ) Yy xl 1y( ) ) ) ( )
y usualmente estas condiciones se denotan como

y(0,)=0 y y(1,t)=1L. (2.2)
De manera analoga se pueden escribir las condiciones iniciales se puedes escribir como:

dy(z,0)

y(l‘,O) = f(l‘) ot

=g(z), (2.3)
mismas que significan la posiciones y velocidades iniciales de cada punto de la cuerda. Por practicidad
denotaremos % = yi(x,t)

Ahora bien, para modelar el movimiento de la cuerda para todo tiempo, consideremos que en el
intervalo x € (0,1) se tiene que n™(z,t), en el segmento [0, z), ejerce una fuerza sobre el segmento
[x,1]. De manera similar, —n~ (z,t) en el intervalo (x, 1] ejerce una fuerza sobre el segmento [0, z]. De
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE.

esta manera se tiene que en un intervalo [a, b] alrededor de x se tiene que el balance de fuerzas es igual
a la derivada del cantidad lineal de movimiento en el segmento:

b b
nt(b,t) —n " (a,t) —i—/a f(z,t)de = % ) p(x)y(x, t)de = (2.4)
b
= / p(x)yu(xz,t)dx  para todo (a,b) C (0,1) (2.5)

donde f(x,t) son fuerzas externas sobre la cuerda que pueden depender de z, t, y(x,t) v y(x,t), y
p(z) es la densidad lineal de masa. Dada la continuidad de las funciones en el cualquier punto del
intervalo, se puede diferenciar la ecuacion anterior para obtener:

ng(x,t) + f(x,t) = p(x)yu(x,t) para toda z € (0,1),t > 0. (2.6)

donde se ha hecho uso de que n* es continua y al momento de hacer la diferenciacién se obtiene la

parcial de n respecto de z, n,(z,t). Esta dltima ecuacién es llamada como la “ecuacién clasica de
movimiento de una cuerda”. Hasta el momento se tiene una ecuacién general y es necesario incorporar
propiedades asociadas al tipo de cuerda que se esta utilizando. El caso que nos interesa es una cuerda
muy larga respecto a su seccién transversal y la aproximacion lineal de n(x,t) estd dado por:

n(x,t) = Tyz(x,t) (2.7)

donde T es la fuerza de tensién en la cuerda y y,(z,t) es la tangente a la cuerda en el punto x y
tiempo t. En el caso de una seccién con densidad constante se tiene que p(z) = p y con ello se obtiene
la ecuacion:

Tyacz + f($7 t) = pytt(x, t) (28)

Hay que recordar que f(z,t) representa las fuerzas externas sobre la cuerda. Entonces para encontrar
las soluciones en general es necesario conocer las soluciones de la ecuacion homogénea, es decir cuando
f(z,t) = 0. De esta manera se puede identificar el término v = ﬂT /p), que como se verd més adelante
es la velocidad de propagacién de la onda en el medio.

1 T
Yoz = v—zytt(:c,t) donde v = 1/;. (2.9)

Esta forma de la ecuacién es lo que comunmente se conoce como ecuacion de ondas en la aproximacion
lineal. Esta ecuacion nos sirve para hacer los modelos de cuerdas no homogéneas por secciones y
posteriormente contrastar los resultados con experimentos.

2.1.1. Solucién general de la ecuacion de onda

Hay varias maneras de encontrar la solucién a la Ec. (2.9). Una de las més conocidas y utilizadas
es la solucién dada por D’Alambert [11] que es de la forma:

1 1 x+vt
U(z,t) = 5 (f(x 4+ vt)+ f(z —ovt))) + 2/ g(s)ds. (2.10)
r—vt
donde f y g satisfacen las condiciones iniciales
U(z,0) = f(x) Uy (x,0) =g(z) . (2.11)
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE.

Fisicamente, esta solucién en la Ec. (2.10) representa una onda que viaja a la izquierda y otra hacia la
derecha. Los detalles de esta solucién se pueden encontrar en el Apéndice A. Sin embargo, esta solucion
no es practica para entender completamente el movimiento de la cuerda y por ello procedemos como
en las siguientes secciones tomando en cuenta la solucién en la Ec. (2.10)

Modos normales de una cuerda fija en los extremos

Vamos a considerar el caso de una cuerda finita de longitud L fija en los extremos a la cual se le
aplica una perturbacién a lo largo de su longitud. Debido a que la cuerda esta fija en los extremos
tenemos condiciones tipo Dirichlet! W(0,t) = 0 y ¥(L,t) = 0. Sabemos que la solucién general de la
ecuacién de onda, de acuerdo con la Ec. (2.10), es de la forma

U(z,t) = Ae'Wt=re) 4 peilwttne) (2.12)
Aplicando las condiciones de frontera tipo Dirichlet se tiene que

A+B=0,
Aei(fﬁL) + Bei(nL) —-0.

donde se ha omitido el factor temporal debido a que ha sido factorizado. De la primera ecuacién
obtenemos que A = —B, y substituyendo en la segunda obtenemos que

2iAsin(kL) =0.
Si A = 0 obtenemos la solucién trivial, es decir no hay movimiento. Si sin(kL) = 0 se requiere que
kL =nm n=0,1,..

Es decir, las soluciones son valores discretos tales que k = k, = nm/L. Si se sustituye la Ec. (2.12)
en la Ec. (2.9) se obtiene que k = w/v, y por lo tanto las frecuencias que pueden existir en la cuerda

también toman valores discretos w no

= —=—, 2.13
J o 2L (2.13)
De este modo tenemos una familia de soluciones de la forma

U, (z,t) = A, sin(n%x)eiw”t .

Desarrollando la expresiéon anterior para obtener soluciones reales y linealmente independientes se
obtiene que

U, (x,t) = (A cos(wpt) + By, sin(wpt)) sin(n—ga?) , (2.14)

donde B,, = A,, son coeficientes que se determinan mediante las condiciones iniciales, Ec. (2.11). La
funcién sin(nxm/L) correspondiente a la parte espacial es la funcién propia o modo normal asociada a
cada solucién con una frecuencia particular a la que también se le denomina frecuencia natural. Como
pudimos observar en el tratamiento anterior cuando la cuerda se encuentra sujeta en los extremos
obtenemos frecuencias discretas. El modo normal con la frecuencia mas alta es paran = 1 y se le
conoce como modo fundamental o primer arménico. Dicho de otra manera, f; = 2v/L es la frecuencia
fundamental y los armonicos se obtienen para valores de n = 2, 3....

!Estas condiciones a la frontera significan que el sistema no se mueve en la frontera
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE.

Ahora bien, la solucién completa para el problema de la cuerda vibrante es la suma de los modos
individuales, es decir,

(o]
U(z,t) = Z(An cos(wpt) + By sin(wpt)) sin(@x) )
i=1 L
Suponiendo que para el tiempo ¢t = 0 la cuerda tiene un desplazamiento f(x) y una velocidad inicial
g(x), entonces

Zann Sin(%x) =g(x) .

=1

Aplicando las series de Fourier (ver Apéndice C) tenemos que
9 L
A, = L/o f(x) Sin(n%x)dx ,
2 L

. nT
B, =— [ g(z)sin(—z)dz .
L J L

De esta manera la soluciéon a las vibraciones en una cuerda homogénea queda en términos de la
superposicién de sus modos normales (2.14), donde los coeficiente se determinan por las series de
Fourier de las condiciones iniciales.

2.1.2. La cuerda no homogénea

Una vez revisado el modelo de la cuerda vibrante, modelamos un sistema no homogéneo que consta
de una cuerda con secciones de diferentes densidades. En este caso, tenemos que resolver la ecuacion de
onda para cada seccion de la cuerda con la condicién de que la funcién y su derivada asociadas a cada
seccién deben valer lo mismo en la interfaz. Para comenzar con este tratamiento, consideramos por
simplicidad una cuerda de longitud 2L con velocidades de propagaciéon vy en el intervalo —L <z <0y
ve en0 < x < L. De esta manera para cada seccion se tiene que resolver la ecuacion de onda respectiva,

1 0°0, 0%,
v Ot2 0x?
1020y, 9%V
2 22 = 22 ’ (215)
vy Ot ox
con las condiciones a la frontera y en la interfaz escritas de la siguiente manera:
\Ill(_Lvt) = @2(L7t) =0,
W1(0,1) = W2(0,) , (2.16)
ow1(0,t)  0¥2(0,t)
dor  Or
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CAPITULO 2. EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE.

Aplicando separacién de variables en cada seccién, V;(z,t) = X;(x)T;(t) con i = 1,2, se obtiene

que 882;%1' = X;lTi, ‘9;%1' = XiTi”. Substituyendo en las Ecs. (2.15) y dividiendo entre X; y 7T; se obtiene

/! "

T X,

? )

2T X,

_ 2
= —K;,

donde —/@? es la constante de separacion y se toma negativa para asegurar soluciones acotadas. En-
tonces la solucién del problema para cada seccién es:

Xi(x) = Asin(kiz + ¢) ,
T;(t) = Csin(w;t + ) .

De esta manera podemos escribir las soluciones generales para cada seccién de la cuerda como sigue:

Uy = Ajsin(kix + ¢1) sin(wit + )
Uy = Agsin(kox + ¢2) sin(wat + ) ,

donde las fases, frecuencias y nimeros de onda son determinadas por las condiciones en las Ecs. (2.16).
Ahora bien, como la cuerda esta sujeta en los extremos se tiene la siguiente condicién:

Uy (—L,t) = Ay sin(—k1L + ¢1) sin(wit +a) =0, (2.17)
Uy (L,t) = Agsin(kaL + ¢2) sin(wat + ) = 0. (2.18)

De las condiciones a la frontera en las Ecs (2.16)
U1(0,t) = Wo(0,t) = Aj sin(¢q) sin(wit + ) = Ay sin(¢g) sin(wat + ) ,
entonces
Ay sin ¢ = Ay sin ¢ y sin(wit + «) = sin(wat + B) (2.19)
De este par de ecuaciones obtenemos:

wit + o = wet + B+ 2mm

wi=wy , a=p+4+2mm.

De la tultima igualdad se deduce que wi; = ws, lo cual era de esperarse ya que fisicamente ambas
secciones vibran con la misma frecuencia, sin embargo no tienen el mismo niimero de onda

K1 U2
K1V1 = KoU = ; = '1)7
2 1

Ahora evaluando la condicién sobre la derivada en las Ecs. (2.16) obtenemos
Al)\l COS (Z)Q = AQ)\l COS ¢2 (2.20)

Tomamos el cociente de las Ecs. (2.19) y (2.20) para obtener

tan ¢ = ™ tan P2 = tan¢y = ™ tan b2 , (2.21)
K2 K9
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y desarrollando la parte espacial de las Ecs. (2.17) y (2.18) para todo tiempo se tienen que cumplir
las siguientes relaciones

—sin k1L cos ¢y +singj coski L =0

sin ko L cos ¢o + sin ¢p2 cos koL = 0
De estas ecuaciones se obtiene lo siguiente

tan k1 L = tan ¢

tan koL = — tan ¢o

Con este desarrollo podemos escribir la Ec. (2.21) en términos de un cociente de velocidades

K101

tan(k1L) + v tan(

L)=0
V1 V2

Como v = /T/p para T constante, la ecuacién anterior puede quedar en términos del cociente de

densidades:
tan(k1L) + /22 tan (k1 4 /&L) =0 (2.22)
P1 P2

Al resolver esta ecuacién transcendental obtenemos los valores para k y con ello las frecuencias del
sistema w = Kk1v1 = Kovo. Ademads, conociendo los valores de la tension y la densidad podemos obtener
las frecuencias del sistema. Un caso limite de lo anterior es cuando las densidades son las mismas. Ello
significa que el cociente de densidad es 1 y ello simplifica la expresion anterior

tan(k1L) + tan(k1 L) =0
2tan(k1L) =0
sen(k1L)

0
cos(k1L)

De esta manera se obtiene que las frecuencias son las mismas del caso homogéneo dado por la Ec.
(2.13).

2.2. El experimento

Para poder comparar los resultados tedricos y validar nuestro modelo se ideé un experimento
en el que se midieran las frecuencias de resonancia con dos densidades diferentes?. Para lograr un
sistema no homogéneo con dos densidades diferentes se utilizaron cuerdas entorchadas. Para ello se
entorch6 una seccién de un cable de cobre ya que este dltimo es diamagnético y podemos excitarla
por fuerza electromagnética; en comparacién con el dispositivo inicial utilizamos las cuerdas de cobre
para no excitar de manera mecanica el sistema y tener de manera mas aproximada la cuerda fija en
ambos extremos. La cuerda fue entorchada de manera controlada por un dispositivo especial para

Inicialmente se trabajé con un arreglo de una cuerda de guitarra fija en un extremo y en el otro se conecté un
vibrador. La tensién era producida por una pesa que se colocé del lado del extremo fijo. El vibrador estaba conectado
a un generador de funciones para poder modificar la frecuencia. De esta manera la cuerda vibraba cuando entraba en
resonancia algiin modo normal.
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dicha tarea, ya que el entorchado debe ser lo mas uniforme posible. La cuerda estaba descansando en
los extremos y a una tension Ty mediante pesas que colgaban de la cuerda. Se hizo pasar una corriente
por el cable de cobre controlada por un generador de funciones. Se dispuso un campo magnético
uniforme producido por dos imanes colocados en la seccién media del cable. De esta forma, la fuerza
de Lorentz en la region del campo magnético podia mover la cuerda completa cuando la frecuencia de
la corriente que se suministraba se encontraba en resonancia con algin modo de vibracién. Entonces
nos asegurabamos para un rango de frecuencias que la amplitud no cambiara, observamos el maximo
y estabamos en presencia de la frecuencia del modo de vibracién.

Figura 2.1: Cuerda de cobre entorchada en una seccién con hilo y la otra sin entorchar.

En la Figura 2.1 se muestra la cuerda entorchada para generar un sistema no homogéneo en
una dimensién. Primero se hicieron pruebas con la cuerda homogénea (sin entorchar) variando la
tensién en un rango de 1 Kg a 1.4 Kg aumentando la masa de las pesas en 100 gr para cada medicién.
Posteriormente se hizo lo mismo con la cuerda con la seccién entorchada para comparar las frecuencias
de resonancia. El montaje completo de este experimento se puede ver en la Figura 2.2. Para realizar
el experimento se ocupd un generador de funciones marca BK PRECISION modelo 4045, pesas de
1 kg, 100 gr y 200 gr. Alambres de cobre esmaltado de 0.56 mm y 0.43 mm de didmetro. La parte
entorchada de cada cable quedé en 1.07 mm y 1.02 mm de espesor, respectivamente. La longitud del
cable se midié con un flexémetro, asi como la seccidon que se entorchd. Las masas de los cables y las
secciones entorchadas se midieron con una balanza de alta precisién, para obtener densidades lineales.
Para generar el campo magnético se usaron un par de imanes de Neodimio de 22mmx9mm x47mm
con un campo magnético de 2600 Gauss en la cara que daba hacia la cuerda.

Finalmente, la longitud de la cuerda fue de 99 cm y los soportes sobre los cuales descansaba la
cuerda fueron un par de puentes para guitarra. Se tomaron lecturas de 6 modos de vibracién partiendo
desde el modo fundamental para cada tensiéon y cada cuerda. Se manejé una diferencia de potencial
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Figura 2.2: Montaje experimental donde se puede observar la cuerda a través de la cual se hacia pasar
una corriente de frecuencia bien definida, dado por el generador de funciones, y los imanes para producir
un campo magnético

de 10 Volts en el generador de funciones en un rango de 28 a 400 Hertz.
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Capitulo

El problema de la membrana.

3.1. Deduccion de la ecuacion onda en dos dimensiones

En el capitulo anterior hallamos los modos de vibracién de un sistema en una dimensiéon con dos
densidades en secciones especificas de la cuerda, de modo que en este capitulo analizamos la extension
a dos dimensiones. Para poder deducir la ecuacién que modela el movimiento de una membrana se
asumen las siguientes hipétesis, como en el caso de la cuerda:

1. La membrana es flexible y elastica, es decir recobra su forma original cuando se suprime la fuerza
de deformacion y la tension es tangente a la superficie de la membrana.

2. La tension es constante y la misma para toda seccion de la membrana.

3. El peso de la membrana es pequeno comparado con la tensién a la que se encuentra sujeta la
membrana.

4. La tangente del dngulo entre la posiciéon de equilibrio y la membrana desplegada es pequena
comparada con la unidad.

5. Las vibraciones son principalmente verticales en la aproximacion lineal.

En base a las hipdtesis anteriores se deduce la ecuaciéon de onda en dos dimensiones de dos maneras
alternativas.

3.1.1. Deduccion 1 de la ecuacién de onda para una membrana

Vamos a considerar una seccién diferencial de la membrana con drea d A = dxdy. Si T es la Tensién,
en una seccién lineal dz actia una fuerza T'0x, de manera similar para d§y la fuerza es T'dy. Entonces

19



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA MEMBRANA.

la fuerza que actia sobre la membrana en direccién vertical se muestra en la Figura 3.1:
Téxsinf —Téxrsina + Téysind — T'dx siny (3.1)

Como las pendientes son pequenas podemos usar la aproximacion para angulos pequenos. El seno de
los dngulos es aproximadamente igual a su tangente. Por tanto la cantidad anterior queda expresada
de la siguiente forma:

Téx(tan 8 — tan ) — Toy(tan d — tan ) (3.2)

Por la segunda ley de Newton la fuerza resultante es igual a la masa por la aceleracion; entonces, la

A

Figura 3.1: Tensiones que actian sobre una area de 6 A de la membrana

d%u

expresion anterior es igual a péA@

0*u(z,y,t)
ot?

donde p es la masa por unidad de drea, A ~ dxdy es el area de la seccién y uy es calculada en el

mismo punto en la regién de consideracién. Ademéds sabemos que la tangente de los dngulos se pueden
expresar en termino de sus derivadas como sigue:

Téx(tan B — tan ) + Tox(tand — tany) = pd A (3.3)

au(wlay)
tana(z,y,t) = ———
(z,y,1) 3y
tan B(z,y, t) = du(wa,y + dy) (3.4)
dy
8U(£L’, yl)
tan o t) = ——>—=
and(z,y,1) o
sustituyendo las Ecs. (3.4) en la Ec. (3.3)
ou(z,y1) Ou(x + dz,y2) ou(zi,y) Ou(xe,y + 0y) 0%u
T — -T — = pdA— .
|~ oa B oy dy PAGE  (3D)
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Dividiendo todo entre entre pdzdy

T [uy(@,y1) —uy(@ +02,4)  ua(z1,y) —a(z2,y +0)] _ 0%u
) 5y ox ot2’

(3.6)

Tomando el limite de la ecuacién anterior cuando dx — 0 y dy — 0 obtenemos la ecuacién de onda en
dos dimensiones,
Pu  0*u  pdu

a2t ap " Toar (3.7)

o bien,
Pu % 1 0%u
922 + a—yQ = o2 (3.8)

Donde identificamos la velocidad de propagacién como v? = T'/p.

3.1.2. Deduccién 2 para la ecuacion de onda de una membrana

En esta seccién hacemos una deduccion alterna a la ecuacién de onda utilizando elementos del
célculo vectorial como en [7]. Para ello se asumen las mismas hipdtesis mencionadas anteriormente.
De la hipdtesis 4 y 5 podemos decir que la densidad de masa po(z,y) no cambia considerablemente
cuando la membrana estd en otra posicion.

Consideremos un desplazamiento z = u(z,y,t) que depende de las coordenadas espaciales y el tiempo
t. Si todas las pendientes son pequenas podemos asumir de manera aproximada que la vibracién de
la membrana es totalmente vertical y la tension es constante. Entonces la densidad de masa py en
la posicion no perturbada no cambia apreciablemente cuando la membrana es perturbada La tension
T es tangente a la membrana y actia a lo largo de toda la frontera. Como ésta es constante y
uniforme podemos expresarla como el producto vectorial de los vectores unitarios tangente y normal
a la membrana, es decir:

Fr =Tyt x , (3.9)

donde Tj es la magnitud de la tensién. Sin embargo sélo estamos considerando la componente vertical
Fr-kg. Aplicando la segunda ley de Newton a cada seccion diferencial de la membrana y sumando sobre

todas ellas, tenemos que la masa (podA) por la aceleracién (%) sumadas sobre toda la membrana es

igual a la integral de linea sobre la componente vertical de la fuerza de tension, entonces

2
/ ?%QdA fé o(t x n) - kds = j{To(ﬁ x k) - tds. (3.10)

ds es la diferencial de longitud de arco, dA es la diferencial de drea superficial. Usando el teorema de
Stokes [[V x B-fndA = § B - tds, tenemos que

// P o A= //TO [V % (2 x k)] - 2dA], (3.11)

de la expresion anterior se llega a que,

0%u AN a
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Como el desplazamiento en u de la membrana es funcién de x,y es decir z = u(z, y), podemos poner
al vector normal unitario utilizando el gradiente de la siguiente manera:

ou’ ou 7.
-S4 — St 4k Ou~ Ou~ -«
=0 % ~ -2 2Lk, (3.13)

Jar @y

asumiendo que las derivadas parciales son pequenias. Ahora que conocemos el valor 7 podemos calcular

n X k como sigue:

ik 9
o ow b B U~ OU~
0 0 1
Finalmente, obtenemos
ij k 20 oo
. ~ (0°u  O0°u
Ux(axk) =2 2 8—k<+>. 3.15
( ) _agiu % E())z o2 8y2 ( )
or Oy

substituyendo la Ec.(3.15) en la Ec. (3.12), obtenemos la ecuacién de diferencial parcial para la vibra-
cién de una membrana:

0%u 0*u  0%u
— =T —+=]- 1
P o <ax2 + ay2> (3.16)
O bien ) ) )
0“u o (07w O%u
oz =" <8x2 * 8y2> (3.17)

En donde hemos identificado v? = T'/p.

A continuacién se estudia la vibracién de la membrana circular, un caso muy importante en el
estudio de los modos de vibracién puesto que muchos sistemas presentan esta geometria. Se hace uso
de coordenadas polares ya que simplifica en gran medida el trabajo que se requiere para obtener e
interpretar una solucién.

3.2. Vibracion de una membrana circular

En coordenadas polares la ecuacion de onda se expresa de la siguiente manera:

2y 20 100 1 920
0 —v2<6 ov 0 ) (3.18)

oz U\ Trar T

donde 0 < r < Ry 0< 6 < 27w yt>0.La posicién inicial de la membrana puede modelarse por la
funcién f(r,0) y la velocidad inicial por la funcién g(r, 0)

U(r,0,0) = f(r,0), %\f(r, 0,0) = g(r,0), (3.19)

La manera en la que resolvemos la Ec.(3.18) es nuevamente mediante separacién de variables (ver [6]),
ésto a fin de reducir la ecuacion diferencial parcial a un problema de valores propios.
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CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA MEMBRANA.

Separacién de variables

Asumimos que la solucién es de la forma U(r,0,t) = R(r)©(0)T(t), substituyendo en la Ec.(3.18)
vy separando variables obtenemos
T// R// R/ 1 @//
2T R TR 26
Como el lado derecho depende solo de t y el lado derecho solo de r y 6 entonces deben de ser igual a

(3.20)

una constante de separacién —HZQ, entonces
T// 9 RN R/ C_)// 9
- _ ooy —— 3.21
v2T o R + rR + r20 i (3.21)
Separando nuevamente las variables de la segunda ecuacién.
e" 9 5 5 TR R 9
o e TR (3.22)
De este modo hemos obtenido tres ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones a la frontera:
T = —k%0*T T(0) = f(r,0), T(0)=g(r,0) (3.23)
R’ +rR + (k*r? — u*)R = 0, R(R)=0 IR(0)| < oo (3.24)
0" = —u%6 0(0) = 0(27), ©'(0) = ©'(2r) (3.25)

Si =0, © es constante, si p # 0 la solucién es de la forma O(6) = ¢; cos(ub) + co sin(ud).
Para que se satisfaga las condiciones de frontera p debe tomar solo valores enteros:

Om(0) = Ay, cos(mb) + By, sin(md) m=0,1,... (3.26)
Entonces la ecuacién para la parte radial queda de la siguiente forma:
R” + 7R + (k*r? —m?)R = 0, R(R) = 0. (3.27)

Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Bessel en su forma paramétrica de orden m, siendo una
ecuaciéon de segundo orden y homogénea; por lo tanto, tiene dos soluciones linealmente independientes,
y la solucién general es una superposicién de ellas. A las dos funciones solucién se les conoce como
funciones de Bessel de primera y segunda clase o de Neumann. J,,(kmn?), Ym(kmnr) v la funcién
radial se puede escribir como combinacién lineal de ellas.

R(r) = Adpm(Kmnr) + BYm(Kmnr). (3.28)

En nuestro problema la solucién esta acotada en R(0). Por ésta restriccién B = 0, entonces la solucién
es:
R(r) = Jm(KmnT) n=0,1,.. m=1,2,... (3.29)

Por la condicién de frontera Ec.(3.24) se sigue que Ky = @y /R donde auy,, es la n-ésima raiz de la
funcién de Bessel de orden m, el subindice m expresa el nimero nodos angulares y n el nidmero nodos
radiales. La parte temporal tiene como solucién:

T(t) = Amn COS(Uﬁmnt) + an Sin(vl‘ﬂmnt)- (330)
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CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA MEMBRANA.

Haciendo el producto de las funciones ¥(r, 6,t) = R(r)©(0)T(t) obtenemos las soluciones a la ecuacién
de onda:

Urn (1,0, 1) = T (Emnt) [(Amn cos(m) + By, sin(m#))] x
A, cos(VEmnt) + Binn sin(vEmnt) |, (3.31)

donde los coeficientes Amn, Bmn, Amn ¥ Bmn se determinan mediante las condiciones iniciales.

Vibraciéon de una membrana con velocidad inicial cero

Hasta ahora hemos obtenido la solucion general al problema de la membrana circular, sin embargo
para obtener una solucién particular necesitamos especificar condiciones iniciales. Supongamos que la
membrana parte de una posicién inicial dada por la funcién f(r, ) y del reposo, es decir:

ov
U(r,6,0) = f(r,0) E(r, 0,t) lt=0=10 O<r<RO<6#<2r (3.32)

Por el principio de superposicion, sabemos que la solucién se puede expresar de la siguiente forma

U(r,0,t) = Z Z Im (EmnT) (@mn cos(mB) + amy, sin(mh)) cos(vkt); (3.33)

m=0n=1

para t = 0 la funcién toma el valor dado por la funcién f(r,6)

= Z Z Im(Emnt) (@mn cos(mB) + by, sin(mb)) (3.34)

m=0n=1

La serie de Fourier generalizada y los coeficientes a,,, b, serian los coeficientes generalizados de
Fourier para la funcién f. Para determinar los valores de los coeficientes utilizamos las propiedades
usuales de ortogonalidad validas para las series de Fourier y Bessel [13]. Desarrollamos la Ec. (3.34)
separando el término m = 0, entonces

0) = ZaOnJo(/{Onr + <Z A I (Kmnr) cos(mb) + menJ (KmnT) sm(m@)) ,(3.35)
n=1

=1 n=1

renombrado los términos como sigue:

r) = Z aonJo(KonT)

(3.36)
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la expresién se simplifica notablemente e identificamos la serie de Fourier:
F(r,0) = ao(r) + Z (1) cOs(mB) + by, (1) sin(m#)) (3.37)

Donde ao(r), am(r), by (r) son los coeficientes de Fourier , ahora aplicando las propiedades de ortogo-
nalidad del seno y el coseno,

1 27
ao(r) = o J, f(r,0)do = ZGOnJo KonT) (3.38)
1 21
am(r) = ; 0 f(ra 9) COS(m@)d@ = Z amnt]m(ﬁmn'r) (339)
n=1
1 2 00
bmn(r) = — 0 £(r,0)sin(m0)dd =Y " by Jom (Kt (3.40)
n=1

Ahora solo falta determinar los coeficientes a,o, Gmn, bmn para lo cual vamos a utilizar las propiedades
de ortogonalidad de las funciones de Bessel, para 0 < r < R. Haciendo esto obtenemos las relaciones

2 R
Ao = R2<]12(050n)/0 ao(r)Jo(konr)rdr (3.41)
) R
A, = }%1((177171)/0 (1) I (K 1) T (3.42)
2 R
bmn = / b (7)) Ion (Kpn ) rdr 3.43
R2 (am) o (r) Jm (Fmnr) (3.43)
Ahora usando las Ecs.(3.38-3.40) y substituyendo en las ecuaciones anteriores obtenemos finalmente:
) R 27
n= "Jo 3, ,0)Jo(Konr)rdd 3.44
o= g |, [ S0 O Tosourrdbin (349
9 2
A, = T2 (comn) / ; f(r,0) cos(m8) Jp, (Kmnr)rdodr (3.45)
9 2m

bmn = —5573 f(r,0)sin(m8) Jy, (Kmnr)rdodr. (3.46)
TR J5 1 (qumn) Jo

Hemos obtenido la solucién particular de una membrana circular homogénea con una velocidad inicial

0 de una posicién dada por la funcién f(r,6). Sin embargo, como la mayoria de los sistemas reales

no son homogéneos, en la siguiente seccién analizamos casos particulares de sistemas no homogéneos

iniciando nuestro estudio con el caso de la membrana que presenta una discontinuidad en el centro y

finalizando con dos membranas concentricas de diferentes densidades.

3.3. Membrana no homogénea

3.3.1. Membrana anular y sujeta en los contornos

Consideremos el caso de una membrana que tiene una discontinuidad en el centro, la membrana
es no homogénea y consta de una frontera la interna y otra externa como se observa en la figura 3.2.

25



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA MEMBRANA.

Sacrion
intarna
Pl
Pt |
-""R: \
II it
1 exterma

Figura 3.2: Membrana anular que consta de una seccién interna hueca y otra externa de densidad p.

Supongamos ademads que las fronteras en Ry y R; se encuentran fijas, esto se expresa de la siguiente
forma

U(Ry,0,t) = 0, U(Ry,0,) = 0, (3.47)

donde Ry es el radio de la perforacion circular. La soluciéon para la parte radial en este caso es una
combinacién lineal de funciones de Bessel de primera y segunda clase como se muestra en la Ec. (3.28),

R(T) = Aanm("an"’) + anYm(/fmnT)~ (3.48)
Por las condiciones a la frontera sabemos que la funcién radial evaluada en Ry y Ry son cero, es decir,

Jm(lﬁmnRo) + CmnYm(Kvman =0 (3.49)
T (FomnR1) + ConnYin (K B1) = 0. (3.50)

Hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas donde Cyny, = Bimn/Amn, despejando
Cimn de la primera ecuacién y substituyendo en la segunda, obtenemos

Jm(limnRﬂYm(limnRo) — Jm(KmnRo)Ym(Hman) =0 (3.51)

la cual es una expresién analitica y cuya solucién nos permite hallar los valores de ky,,. Con esto la
solucién general al problema planteado es

Jm("imnRO)
Ym(ﬁmnRO)
(flmn COS VEmnt + B Sin VEmnt) (3.53)

Ui (7,0, ) = | I (Kmn ) + Yo (KmnT) | (Amn cosm@ + By, sinmb) x (3.52)

Al igual que en el caso anterior, los coeficientes A, Bmn, flmn y an se determinan con las condi-
ciones iniciales. En el Capitulo 5 se muestran los perfiles de la membrana al resolver la Ec. (3.51).

3.3.2. Membrana anular con frontera interior libre y frontera exterior fija.

Ahora vamos a analizar un caso similar al anterior, pero, con diferentes condiciones de frontera,
como se describe en la seccién (1.2.3):

\I’(ROa 07 t)

o =0, U(Ry,6,t) = 0. (3.54)
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Con estas condiciones de frontera para la parte radial obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

J;L(HmnRO) + CmnYé—L(HmnRO) =0 (3.55)
TS R1)  Coun Yin (K Bt ) = 0. (3.56)

Aplicando el mismo procedimiento de la seccién (3.3.1) obtenemos una ecuacién analitica para k
I (FmnB1) Y (KmnRo) — Jp (KmnBo) Yo (KmnR1) = 0 (3.57)

Resolviendo esta ecuacién obtenemos los valores de &y, que son justamente los modos en los que vibra
la membrana. Con esto la solucién general al problema planteado es

Ynlz(/fmnRO)
I (Fmn L)
(flmn COS Vkmnt + B Sin VEmnt) (3.59)

Yo (7,0, ) = | I (Kmn ) + Yo (KmnT) | (Amn cosm@ + By, sinmb) x (3.58)

Al igual que en el caso anterior, los coeficientes A, Bmn, Amn ¥ Bmn se determinan con las condi-
ciones iniciales.
3.3.3. Membranas anulares de diferentes densidades

Finalmente vamos a analizar el caso de dos membranas concentricas de diferentes densidades con
las condiciénes de frontera:

Ro(Ro) = Ri(Ro), Ro(Ro) = Ri(Ro) y Ri(R1) = 0. (3.60)

Como la solucién tiene que estar acotada, entonces para la membrana de radio Ry la solucion es
solo Jp, (Kmnt) ya que Yy, (Kmnr) diverge en cero. Entonces evaluando en la condiciones de frontera
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones.

Ao (K0, Ro) = A1 gy (kL Ro) + B1Yy (kL Ro) (3.61)
Ao, (Kon) = A d ) (KL Ro) + B1Y (K, Ro) (3.62)
Ay Jp (kL Ry) + B1Yo (KL, R1) = 0 (3.63)

diviendo entre Ay y renombrando py = A1/Ag y p1 = B1/Ao

I (K9 R0) = 10 (K Ro) + 111 Y (K by Ro) (3.64)
Tl (K R0) = pod (Kb Ro) + p1 Yo, (Kin Ro) (3.65)
10 Im (K R1) + 11 Y (561, R1) = 0 (3.66)

Las Ecs. (3.64) y (3.65) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, entonces podemos
obtener los valores de g y w1 aplicando la regla de Cramer

Ho= W[Jm(nl Ro) Y ( 0)] (3.67)
_ T (FpnR0) 3y (i, Ro> T (K2, Ro)Jm< Ry)
= W (5 B0 Yo (i o)) ’ (3.68)

27



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA MEMBRANA.

en donde W denota el wroskiano de las funciones de Bessel de las dos especies en la regiéon anular
anterior. Substituyendo los valores de p1 y uo en la Ec. (3.66), obtenemos la ecuacién solucién, los
valores de las x!,,
densidad de la membrana central tender a cero, obtendremos el sistema.

se pueden obtener mediante un esquema numérico. Notese que si hacemos la

10 I (K R0) + g1 Yo (K5 Ro) = 0 (3.69)
1107y (K mn Ro) + p1 Y (K Ro) = 0 (3.70)

Es decir recuperamos el caso de la membrana de la seccion 3.3.1, lo cual era de esperarse, ya que la
membrana anular es un caso particular de las membranas concéntricas de diferente densidad.
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Capitulo

El problema de la cuerda y la membrana con N secciones
de densidades constantes.

En este capitulo abordamos el problema de obtener las frecuencias naturales de un sistema no
homogéneo, en una y dos dimensiones con N secciones de densidades constantes. Las soluciones se
obtienen haciendo uso de las matrices de transferencia, o matrices de coeficientes, para simplificar el
tratamiento algebraico.

4.1. Cuerda con N-secciones

Consideremos una cuerda con N secciones, cada una con una densidad p; y longitud I; — ;. Como
se ilustra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Cuerda con N secciones con densidades diferentes, donde W¥; con i = 0,1...N representa las
funciones de onda correspondiente a la seccién l; —I;—1, y v; son las velocidades de propagacién para cada
medio.

Entonces para cada segmento asociamos una ecuacion de onda, con su respectiva velocidad de propa-
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CAPITULO 4. EL PROBLEMA DE LA CUERDA Y LA MEMBRANA CON N SECCIONES DE
DENSIDADES CONSTANTES.

gacién v;.
2?1907, ,
L= S i=0,1,.N (4.1)
oz v? Ot?
Como sabemos por los capitulos anteriores, utilizando el método de separacién de variables la solucién
general tendra la forma

U, (x,t) = (Cjcos kit + D;sin k;t)(A; cos kix + B;sin k;x). (4.2)

Consideramos que la funcién de onda correspondiente a cada seccién tiene el mismo valor para la
i-esima interfaz, esta condicién de continuidad expresa el hecho que la cuerda no se rompe y ademéds
la cuerda se encuentra fija en los extremos. Es decir,

Wi(li,t) = Vi (l,t) (4.3)
8\111'([2', t) B B\I/Z 1(lz‘, t)
or Bx ’ (44)
Uo(0,4) =0, (4.5)
Un(in,t) = 0. (4.6)

Las dos primeras ecuaciones expresan la condiciéon de continuidad y las siguientes las condiciones de
frontera. Si ahora substituimos la Ec. (4.2) en las Ecs. (4.3) y (4.4) y evaluamos para = = [; obtenemos
las siguientes expresiones:

A;cos kil; + B;sin k;l; = Ai+1 Ccos /€¢+1l¢ + Bjy1sin I*iprlli. (47)

—A;k;sin k;l; + B;k; cos kil; = _AZ'JFl Kit1 8N Kip1l; + Big1Ki41 cos Kip1l;. (48)

Ahora evaluamos la solucién general en la condicién de frontera en la Ec. (4.6) y obtenemos la expresién
que se muestra a continuacion,

Apn COS(HNZN) + Bn Sin(HNlN) =0, (4.9)

la condicién en la Ec.(4.5) se usa mas adelante para hallar los valores Ay y Bp. Notamos que la
ecuacién anterior se puede simplificar como un producto interior de dos vectores xy = (An, By) ¥
y = (cos(knln),sin(knln)) respectivamente, por lo que la expresién anterior toma la forma siguiente:

cos(knin))
(An, Bn) <sin(/<;NlN)> =0 (4.10)
x'y = 0. (4.11)

Ademés podemos expresar las condiciones de frontera en las Ecs. (4.7) y (4.8) en forma matricial de
la siguiente manera

COS(ﬁili) Sin(lﬁili) Az . COS(K,H_lli) Sin(lﬁi+1li) Ai+1 (4 12)
—RKj Sin(mli) Ky COS(Hz‘l@') Bi o —Ki4+1 Sin(lﬂili) Ri4+1 COS(KH_lli) Bi+1 ’ )

De estas expresiones podemos definir la matriz T y el vector x:

oy cos(kily) sin(r4l;) (A
T(m,lz)_<—msin(/‘éili) ricos(rili)) T B
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La expresion 4.12 se simplifica en la siguiente ecuacién:
Tk, li)xi = T(Kit1, li)Xit1, (4.13)

donde T(ky, ;) se identifica como la matriz de coeficientes de transferencia. Ahora vamos a desarrollar
la expresion anterior con la finalidad de llegar a una ecuacién con términos que ya conocemos. Iniciamos
desarrollando los primeros dos valores de la ecuacién anterior, para 7 = 0

T(Iio,lo)Xo = T(Iil,ll)Xl, (414)

y parat =1
T(/<;1, ll)Xl = T(/ig, ll)XQ. (415)

Con ello notamos que existe una relaciéon de recurrencia entre el término anterior y el siguiente.
Desarrollando para i = N — 1 se obtiene

T(/‘fN—l,ZN—l)XN—l = T(K,N,ZN)XN. (4.16)
Ahora multiplicamos por la derecha con y a la ecuacion anterior para obtener
T(kn-1,IN-1)xN-1-y = T(kn,IN-1)XN Y. (4.17)

Ahora invertimos la matriz T(ky,In—_1), ésto se puede hacer ya que las soluciones forman una base
ortogonal; es decir, son linealmente independientes, lo que nos asegura que el determinante de la matriz
es distinto de cero y por lo tanto invertible; entonces:

Tk, In_1)T(kN—1,IN_1)XN_1 Y = XN Y (4.18)

Notamos que el lado derecho de la ecuacion es igual a la Ec.(4.11), y por lo tanto igual a cero, de
modo que la Ec.(4.18) también es igual a cero,

T_I(I{N,lel)T(I{Nfl,lel)XNfl cy=0 (4.19)
Por la relacion de recurrencia en la ecuacion 4.13 se obtiene el coeficiente x1,

T(kn—2,In-2)xNn—2 = T(kn_1,IN—2)XN_1
xy—1 = T—1(kn—1,In—2)T(kN—2,IN—2)XN_2, (4.20)

al substituir en la Ec.(4.19) se obtiene de manera recursiva una relacién entre xo y y

T kN, In—1)T(kn—1,IN-1) T (kn—_1,In—2) T(kn—_2,IN_2)TN_2 -y =0 (4.21)

T_I(I{N, lN_l)T(HNfl, lel) e T_I(K,Q, ll)T(lil, ll)T_lT(I{o, lo)XU Yy = 0, (422)

X = <g‘;> (4.23)
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DENSIDADES CONSTANTES.

Como la cuerda se encuentra sujeta en z = 0, Ec. (4.5), tenemos que Ay = 0 y By # 0. Sustituyendo
esos valores en la Ec.(4.22) obtenemos:

_ _ _ 0
T 1(I€N,ZN_1)T(I€N_1,ZN_1> ---T 1(&2,[1)T(H1,11)T 1(/461,[0)':[‘(/{0,[0)30 <1) Yy = 0 (4.24)

Como By es una constante podemos eliminarla obteniendo:

T_l(lﬁ?N, lN_l)T(HN_l,lN_l) e T_l(/ig, ll)T(/ﬂ, ll)T_l(lﬂ, lo)T(Ho,lo) . <(1)> <§?§((:]J\\;§]]\\;))> = 0.
(4.25)

Finalmente podemos escribir la ecuacion anterior de manera simplificada como un producto finito de
matrices,

ﬂ T (s, by )T (a1, 1) <(1’> . (COS(“NlN)> — 0. (4.26)

o Sin(HNlN)

Resolviendo la ecuacién anterior podemos hallar los valores de k;. Nétese que hemos obtenido una
ecuaciéon escalar y ademds podemos encontrar el valor de todas las k; puesto que la cuerda vibra a
la misma frecuencia. Es decir w = w; para todas las secciones de la cuerda. Esto hace que podamos
escribir la ecuacion anterior en términos de un sélo valor de k;, sin pérdida de generalidad kq:

RO Kj
W) =Ww; = — = -
Vo Vi
Vs
Ry = JHO. (4.27)
Vo

De esta manera, al encontrar las raices para dicha ecuacién se pueden determinar las frecuencias con
las que la cuerda completa puede vibrar.

4.1.1. Caso particular de la cuerda homogénea.

Para el caso particular de la cuerda homogénea, la Ec.(4.26) se reduce a la expresion simple:
0 cos(kolo)\
<1) . <sin o) =0, (4.28)

sin(kolp) = 0. (4.29)

realizando el producto obtenemos:

nmw . - .
Entonces los valores para kg son de la forma T hemos llegado a la misma expresion para la frecuencia
0

que ya habiamos obtenido en el capitulo 2.

4.1.2. Cuerda con dos densidades diferentes.

Para el caso de dos inhomogeneidades se tiene que N =1y la Ec.(4.26) toma la forma.

T (k1 10)T (o, lo) G) : <COS(“”1)> =0, (4.30)

sin(k1ly)
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desarrollando la ecuacién anterior:

<%1COS(/~€1lo) —sin(mlo)>< cos(rolo)  sin(solo) )(g).(coswm)_o, (4.31)

k1sin(kilp)  cos(kilp) —rkosin(koly) Ko cos(kolo) sin(k1l1)
entonces.
K1 cos(k1lo) sin(kolo) — sin(k1lo)ko cos(kolo) | [cos(kilr)) _ 0 (4.32)
k1 sin(k1lo) sin(kolp) + cos(k1ly) ko cos(kolp) sin(kyl1)) '

Realizando el producto anterior obtenemos la ecuacién escalar:

cos(k1l1)[r1 cos(kilp) sin(kolo) — sin(k1lo)ko cos(kolo)] +

sin(k1l1)[r1 sin(k1lo) sin(koly) + cos(k1lo) ko cos(kolo)] = 0, (4.33)
simplificando la expresién anterior obtenemos,
k1 tan(kolo)[1 + tan(k1l1) tan(kilo)] + ko[tan((k1l1) — tan((k1lo)] =0 (4.34)

Para el caso particular de dos inhomogeneidades de la misma longitud, con lp = L, l; = 2L, la ecuacién
anterior se simplifica a:

k1tan(koL)[1 4 tan(ki L) tan(2k1 L)] 4+ koltan((2k1 L) — tan((k1L)] = 0. (4.35)

Simplificando la ecuacién anterior, utilizando la identidad de la tangente para el doble del dngulo,

obtenemos
k1 tan(koL) + Ko tan(ki L) = 0 (4.36)

En términos de las densidades de cada seccion y utilizando el hecho de que w; = wyp, obtenemos

tan(koL) + PL tan <1 /p()moL> =0 (4.37)
Po P1

Nétese que esta ecuacién es la misma que la Ec. (2.22) que se obtiene en el capitulo 2.

4.2. Membrana con N-inhomogeneidades

En analogia al sistema anterior, ahora consideremos el problema de la membrana no homogénea con
N secciones de densidades diferentes como se observa en la Figura 4.2. El método que usamos para
encontrar los modos normales, es resolver la ecuacién de onda para cada seccién como en el sistema
anterior. Las condiciones para las interfaces y las de frontera son:

Ui(Ri,t) = U1 (Ri,t) (4.38)
OV (Ryt) O (R t)
or  or (4.39)
Wo(0,¢) <M MEeR (4.40)
Un(Ry,t) =0 (4.41)

Las primeras dos ecuaciones expresan la condicién de continuidad de la funcién y su derivada para cada
interfaz. Por su parte la Ec. (4.40) indica que la solucién debe estar acotada en R = 0. Finalmente,
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Figura 4.2: Membrana con anillos de N densidades diferentes. Donde ¥; con i = 0,1, N representan las
funciones de onda correspondientes a la regién comprendida entre R; y R;—1, y v; son las velocidades de
propagacién para cada medio.

la dltima ecuacién indica que la membrana esta fija en su frontera. Sabemos que la solucién de la
ecuacién de onda en una membrana para la parte radial son combinaciones de funciones de Bessel de
primera y segunda especie,

Ri(r) = AimJm(Kimr) + BimYm (Kim"), (4.42)

donde m indica la excitacion angular y el indice ¢ denota la i-esima seccion radial. Para las condiciones
de frontera en las ecuaciones anteriores se obtienen las siguientes relaciones:

AimIm(KiRN) + BimYm (ki RN) = AipimIm(Fir1 BN) + BiyimYm(kit1RN) (4.43)
Ki[Aim Ty (RiRN) + Bim Yo, (ki RN)] = Kip1[Aipim Ty (ki1 RN) + Biyim Yo, (ki1 Ry)] - (4.44)
ANmIm(ENRN) + BnmYm (kN Ry) = 0, (4.45)

donde las funciones J), (k;Rn) v Y,,(kiRn) denotan las derivadas ya evaluadas. Las Ecs. (4.45) y
(4.44) se expresan en una sola ecuacién de tipo matricial:

( In(kiBN)  Ym(kiRN) ) <Aim) _ ( Im (ki1 Ry) Yin(kit1Ry) ) (Ai+1,m> . (4.46)

kid) (kiRN)  KiYy,(KiRN) ) \Bim Kig1d}, (kipi RN)  Kis1 Yy, (ki1 RN) ) \Bit1,m
Mientras que la Ec. (4.45) se puede expresar como el producto interior de dos vectores:

(ANm, Bnm) - (Ju(kNBN), Yn(kNRN)) =0 (4.47)
xy -y =0. (4.48)

Utilizando la notacién como en la seccién anterior pero en las ecuaciones anteriores se hace la siguiente

identificacién:
) — I (ki R;) Yo (kiR;) o Ai,m
Tz, m) = (/ﬁJ,’n(mRi) kid), (ki R;) yox= Bim) "
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La Ec. (4.46) se convierte en:
T(ki, Ri)xi = T(kit1, Ri)Xit1 (4.49)

Procediendo de manera anédloga a como se hizo en la seccién anterior se tiene que para i = 0
T(Ho, R())X() = T(Hl, Ro)Xl, (450)

y parat =1
T(Hl, Rl)Xl = T(/ig, Rl)Xg. (451)

Vemos que para obtener x5 necesitamos conocer x; andlogamente para x;.1 necesitamos x; , es decir
1+ 1 9 )
podemos obtener la solucién de forma recursiva. Ahora bien, para i = N — 1 se tiene que

T(kn-1, Rnv-1)xn-1 = T(kn, RN)XN, (4.52)
y multiplicando por y obtenemos
T(kn-1, RN-1)xn-1-y = T(kn, RN)XN - Y. (4.53)
Invirtiendo la matriz T(kn, Ry) se obtiene
T Ykn_1,m)T(kn_1, RN_1)XN_1 - Y =XN Y (4.54)
Por la condicién de frontera en la Ec.(4.48) la ecuacién anterior es igual a cero,
T '(kn_1,m)T(kn—1, Rny—1)Xn_1 'y = 0. (4.55)
Sabemos también por la Ec.(4.52) que para el termino i-esimo se tiene
Xi+1 = T (Kiy1, m)T(Kiy1, m)x; (4.56)
y substituyendo en la Ec. (4.55)
Til(/ﬁ}N, Ryn-1)T(kn-1, RN_l)Tfl(ﬁ;N, Ry_o)T(kn—2, RN—2)xNn_2) -y = 0. (4.57)
Escrito de manera recursiva se tiene
T ' (kn, Rv—1)T(kn-1, Rv—1) T (kn, Rv—2)T(kn—2, Rv—2) - - - T7 ! (K2, R1)T(k1, R1)%y) - Y(42508.>

El término @ lo conocemos por la Ec. 4.50. Sin embargo, el término By, tiene que ser cero, para que
la solucién no diverja cuando r = 0. Entonces el resultado es:

Im(kiRN)  Yn(kiRN) Aom\ _ [ Im(kiaiRN)  Ym(kig1Ry) Aim (4.59)
H()J;n(HiRN) KJQYT/”(IQZ'RN) 0 Hlj,ln(l‘ﬁi—i-lRN) I€1Yn/1(l£i+1RN) Bl,m ’ )

donde Ay, es un coeficiente a determinar y que podemos factorizar de la ecuacién para escribirla de
la siguiente manera

A0m< I (KiRN) > _ < Im(Kit1By)  Ym(kit1RN) > (Al,m) (4.60)

Koy, (FiRN) K1dp (Fiv1RN) k1Y (kiviRN) ) \Bim
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Finalmente, invertimos la matriz obteniendo la expresion que buscdbamos para X,

A0m< Im (ki1 RN) Ym(”vz’+1RN))>_1 ( Im(KiRN) > _ <A17m> (4.61)

w1y (ki1 RN)  s1Yy, (ki1 Ry ko, (KiRN) Bim
y sustituyendo la Ec.(4.61) en la Ec.(4.58) obtenemos la expresién
T_l(HN, RN_l)T(K,N_l, RN—l) e T_l(/ﬂg, Rl)T(/ﬂ, Rl)T_l(Hl, Rl)Xo) Yy = 0 y (4.62)

misma que se puede simplificar de la siguiente manera

T ko, Ro)xg -y = 0. (4.63)

N
H T~ (ki, Ri—1)T(ki—1, Ri—1)
i=1

Hemos obtenido una expresién similar a la Ec. (4.26) de la seccién anterior. Esta ecuacion es escalar
y se debe encontrar una solucién para kg, y por consiguiente se encuentran los demés valores de k;
utilizando el cociente de velocidades. En el siguiente capitulo presentamos los resultados experimentales
de los modos de vibracion de una cuerda no homogénea con dos densidades diferentes y la comparacién
con los valores teéricos obtenidos de la implementacién computacional de las Ecs.(4.26,4.63). También
se presentan los perfiles de las lineas nodales de las membranas para dos y tres densidades diferentes
que se obtuvieron con el tratamiento expuesto en este capitulo.
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Capitulo

Resultados.

5.1. Resultados: modos de vibracion de sistemas en una dimension

A continuacion se presentan los resultados tedricos y experimentales para dos cuerdas homogéneas y
posteriormente agregando una inhomogeneidad a cada una de ellas. Para el experimento se sometieron
las cuerdas a cinco tensiones diferentes y se midieron los modos correspondientes a esas tensiones.
Los valores tedricos se obtuvieron mediante la implementacion de algoritmos de busqueda de raices
de las Ecs. (4.26) y (4.63) del Capitulo 4 utilizando las bibliotecas numpy, scipy y matplotlib del
lenguaje de programacién Python. La densidades de los alambres fueron de p; = 0.01145631 gr/cm,
p2 = 0.01861842 gr/cm, en la parte entorchada las densidades lineales fueron de p; = 0.01706598 gr/cm
para la cuerda 1 y po = 0.02383872 gr/cm para la cuerda 2. Ambas cuerdas tenian una longitud de 99
cm. A continuacién se presentan tablas con los resultados obtenidos con las frecuencias en Hertz, la
primera contiene los modos para la cuerda menos densa, p; = 0.01145631 gr/cm. Se midieron en total
7 modos con 5 tensiones diferentes en el caso homogéneo y 3 para el no homogéneo. Los cocientes de
densidades para esta cuerda, son 1.0 y p1/p1 = 1.48 respectivamente. El experimento es para ilustrar
y muestra que podemos realizar de manera experimental el estudio de los modos de las membranas
tratadas de manera tedrica en los capitulos anteriores. No se agregan las incertidumbres por que no
era la finalidad profundizar en el experimento.

Modo T=1000 gr. T=1100 gr. T=1200 gr. T=1300 gr. T=1400 gr.

MT ME MT ME MT ME MT ME MT ME

45.360 | 45.19 | 49.016 | 48.75 | 51.196 | 51.11 | 53.286 | 52.95 | 55.298 | 54.48

93.471 | 92.29 | 98.033 | 97.44 | 102.392 | 102.16 | 106.573 | 105.85 | 110.596 | 109.56

140.206 | 139.61 | 147.049 | 146.9 | 153.588 | 153.08 | 159.860 | 158.63 | 165.894 | 164.97

186.942 | 185.7 | 196.066 | 195.26 | 204.784 | 203.92 | 213.146 | 212.6 | 221.192 | 221.99

233.677 | 231.95 | 245.083 | 244.82 | 255.980 | 255.01 | 266.433 | 265.32 | 276.490 | 276.26

280.413 | 279.7 | 294.099 | 293.24 | 307.177 | 305.41 | 319.720 | 317.83 | 331.789 | 330.4

|| W N~ O

327.148 | 325.63 | 343.116 | 342.93 | 358.373 | 356.76 | 373.006 | 372.82 | 387.087 | 385.5

Tabla 5.1: Datos correspondientes a la cuerda 1 homogénea con valor de densidad p = 0.0114563, donde
MT denota el valor de la frecuencia del Modo Teérico y ME del Modo Experimental
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Modo T=1000 gr. T=1100 gr. T=1200 gr.
Teérico | Experimental | Tedrico | Experimental | Teérico | Experimental

Modo 0 | 36.233 38.44 38.1775 39.75 39.875 41.24
Modo 1 | 77.364 78.77 81.384 81.17 85.003 82.36
Modo 2 | 110.367 115.64 116.195 118.59 121.362 129.86
Modo 3 | 152.233 156.70 159.663 160.41 166.763 169.76
Modo 4 | 188.205 193.8 197.391 201.82 206.168 211.56
Modo 5 | 193.86 188.61 203.32 201.68 212.37 212.76
Modo 6 | 265.959 272.72 278.940 285.43 291.343 294.95

Tabla 5.2: Datos correspondientes a la cuerda 1 no homogénea con dos secciones de densidades p1

0.01145631 gr/cm y j1 = 0.01706598 gr/cm.

Las siguientes tablas corresponden a los datos obtenidos para la cuerda con mayor densidad, con un
valor de py = 0.01861842 gr/cm, al igual que los datos presentados anteriormente la primera tabla
corresponde al caso homogéneo y el segundo al no homogéneo, los cocientes de densidad son 1.0 y 1.28

para la seccion no homogénea.

Modo | T=1000 gr. T=1100 gr. T=1200 gr. T=1300 gr. T=1400 gr.
MT ME MT ME MT ME MT ME MT ME

0 36.66 | 35.29 | 38.449 | 36.21 40.15 37.26 | 41.79 | 41.36 | 43.37 | 44.23

1 73.32 | 7141 | 76.89 | 72.35 80.31 76.48 | 83.59 | 79.52 | 86.75 | 87.06

2 109.98 | 109.22 | 115.34 | 110.64 | 120.47 | 112.33 | 125.39 | 120.32 | 130.13 | 132.50

3 146.64 | 144.08 | 153.79 | 149.56 | 160.63 | 150.41 | 167.19 | 158.99 | 173.50 | 176.86

4 183.30 | 178.53 | 192.24 | 184.75 | 200.797 | 194.57 | 208.99 | 199.02 | 216.88 | 222.35

5 219.96 | 214.61 | 230.69 | 221.58 | 240.95 | 235.00 | 250.79 | 238.72 | 260.26 | 264.98

6 256.62 | 252.74 | 269.14 | 257.28 | 281.11 | 281.29 | 292.59 | 287.91 | 303.64 | 308.26

Tabla 5.3: Resultados obtenidos para la cuerda 2 de densidad p2 = 0.01861842 y longitud de 99 cm.

Modo T=1000 gr. T=1100 gr. T=1200 gr. T=1300 gr. T=1400 gr.
MT ME MT ME MT ME MT ME MT ME
Modo 0 | 31.69 | 31.63 | 33.23 | 33.19 | 34.71 | 34.26 | 36.13 | 35.05 | 37.49 | 36.92
Modo 1 | 65.20 | 63.38 | 68.412 | 67.51 | 71.42 | 69.63 | 74.34 | 72.39 | 77.15 | 74.82
Modo 2 | 95.32 | 94.16 | 99.98 | 99.90 | 104.42 | 105.39 | 108.69 | 107.71 | 112.79 | 111.09
Modo 3 | 129.89 | 126.24 | 136.23 | 134.28 | 142.29 | 142.12 | 148.10 | 144.89 | 153.69 | 149.57
Modo 4 | 159.60 | 157.26 | 167.39 | 166.38 | 174.83 | 176.09 | 181.97 | 179.89 | 188.84 | 184.28
Modo 5 | 193.86 | 188.61 | 203.32 | 201.68 | 212.37 | 212.76 | 221.04 | 216.82 | 229.38 | 223.66
Modo 6f | 224.56 | 221.89 | 235.52 | 237.71 | 245.99 | 245.86 | 256.04 | 251.42 | 265.70 | 259.50

Tabla 5.4: Datos correspondientes a la cuerda 2 no homogénea con valores de densidades p2 = 0.01861842
y p2 = 0.02383872.
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Frecuencia (Hz)

Frecuencia (Hz

Frecuencia (Hz)

Las graficas siguientes corresponden a las tablas para ambas cuerdas, en ellas se pretende mostrar
los comportamientos de los modos en funcién de las tensiones. Como se mencioné en el capitulo 2 se
ocuparon 5 masas diferentes en un rango de 1.0 a 1.5 kg variando 100 gr para cada medicién, por lo que
las tensiones tomaron valores entre 9 a 14 N. Las primeras dos graficas muestran el comportamiento
de los modos para la cuerda 1 homogénea graficando tension vs frecuencia. Las lineas continuas
corresponden a los valores tedricos obtenidos y los puntos a las mediciones experimentales.
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Figura 5.1: Comparacién de los modos tedricos (x) y los experimentales (4) para la cuerda 1 homogénea.

Frecuencias de la cuerda 2 homogenea Frecuencias de la cuerda 2 no homogenea
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Figura 5.2: Gréfica de los modos normales de vibracién experimentales (*) y la linea continua corresponde
a los valores tedricos obtenidos para la cuerda 2 no homogénea .

Uno de los primeros resultados que podemos visualizar en las graficas es el rango de frecuencias
mientras que para la cuerda menos densa las frecuencias estdn en un rango de 0 a 400 Hertz para la
mas densa los valores comprenden un rango de 0 a 300 Hertz. Es decir, a mayor densidad de la cuerda
se obtienen frecuencias mas bajas, y entonces para el mismo n se cubre un menor rango de frecuencia
con los armonicos que para una frecuencia mayor.
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En las siguientes graficas visualizamos la variacion de los modos en funcién del cociente de densi-
dades en un rango de 0 a 3. En las primeras cuatro graficas también se hace variar el tamano de la
inhomogeneidad a fin de cerciorarse que efectivamente para una inhomogeneidad pequena la cuerda
se comporta como si fuera una cuerda homogénea.

30 — . 25 . : :
! — Modo 0 — Modo 0
251 E — Modo 1 ||
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1s} i

2 15 =
10} .
10}
51 >
oli i ‘ ‘ ‘ sl : . ; i
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.5 L0 15 2.0 25 3.0
Cocientes Cocientes
(a) Seccién no homogénea de tamano 0.7 (b) Seccién no homogénea de tamafio 0.5
30 — . ‘ , : 30 — . . < :
: — Modo 0 — Modo 0
251 .5 — Modo 1 25| ] — Modo 1
: — Modo 2 — Modo 2
- 17] e SO ; . . Modo 3 20p ! . ; Sunsumsst . Modo 3
; : . i — Modo 4
2 15 % 15} Modo 5 |
e e e G S
5| 5
oli . i i ‘ ol i i i i
05 1.0 15 2.0 25 3.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0
Cocientes Cocientes
(c) Seccién no homogénea de tamano 0.3 (d) Seccién no homogénea de tamano 0.1

Figura 5.3: Evolucién de los modos de la cuerda no homogénea de longitud 1 en funcién de los cocientes
de densidades y longitud de la inhomogeneidad
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(a) Nodos de los modos 0, 1, 2 de una cuerda con dos (b) Nodos de los modos 3, 4, 5 de una cuerda con dos
inhomogeneidades inhomogeneidades

Figura 5.4: Distribucién de los nodos para diferentes modos de vibracién de una cuerda no homogénea
de longitud 1 con dos secciones de longitud 0.5 y con cocientes de densidades de valor 1 y 1.48 como la
cuerda del experimento.

(a) Nodos de los modos 0, 1, 2 de una cuerda con tres (b) Nodos de los modos 3, 4, 5 de una cuerda con tres
inhomogeneidades inhomogeneidades

Figura 5.5: Distribucién de los nodos para diferentes modos de vibracién de una cuerda no homogénea de
longitud 1 con tres secciones de longitud 0.2, 0.5, 0.3 respectivamente y con cocientes de densidades de
valor 1.0, 0.5, 2.0 como en nuestra cuerda real.

Finalmente se presentan las graficas de una cuerda para los primeros dos modos de vibracién con
tres secciones de diferente longitud, haciendo variar el cociente de densidad, teniendo como referencia
a la cuerda homogénea. En ellas podemos observar que para el primer modo de la cuerda homogénea
el nodo se encuentra a la mitad, sin embargo esta simetria de los nodos se pierde conforme el cociente
de densidades aumenta, los nodos se concentran en las secciones con mayor densidad. Un resultado
interesante de esto es que para la cuerda no homogénea los armoénicos no resultan ser multiplos de la
frecuencia fundamental. En las ultimas cuatro graficas se presenta el perfil de los primeros 4 modos
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vibracionales variando el cociente de densidades para una cuerda con dos secciones de la misma
longitud.

(a) Movimiento de la cuerda para el modo 1 (b) Movimiento de la cuerda para el modo 2

Figura 5.6: Movimiento de la cuerda no homogénea de longitud 1 con tres secciones de longitudes 0.25,
0.3, 0.45 | para los primeros dos modos de vibracién variando el cociente de densidades para los valores
que se especifica en las imdgenes.

(a) Movimiento de la cuerda para el modo 0 (b) Movimiento de la cuerda para el modo 1

Figura 5.7: Movimiento de la cuerda no homogénea de longitud 1 con dos secciones de igual longitud, para
los primeros dos modos de vibracién variando el cociente de densidades para la parte derecha.
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— cociente 0.75|,

cociente 0.75]

— cociente 1.0 — cociente 1.0
— coclente 1.25 — cociente 1,25
cociente 1.5 cociente 1.5 |A
-1.0}] — cociente 2.0 -1.0 — cociente 2.0 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2
x x
(a) Movimiento de la cuerda para el modo 2 (b) Movimiento de la cuerda para el modo 3

Figura 5.8: Movimiento de la cuerda no homogénea de longitud 1 con dos secciones de igual longitud, para
los modos tres y cuatro variando el cociente de densidades para la parte derecha.

5.2. Resultados: modos de vibracion de sistemas en dos dimensiones

En esta seccién presentamos un conjunto de tablas correspondientes a los modos de sistemas en
dos dimensiones con los casos particulares de las membranas con un orificio central, y para dos y
tres densidades diferentes. En la siguiente subseccion se muestran las tablas con resultados para la
membrana con orificio en el centro y en la subsecciones 5.2.2 y 5.2.3 se presentan las lineas nodales
correspondientes a dichas tablas.

Posteriormente, en la seccién 5.2.4 se muestran los resultados para membranas con discontinuidades
concéntricas en la densidad y sin hueco en el centro. En las subsecciones 5.2.5 y 5.2.6 se muestran
los resultados con dos y tres densidades diferentes correspondientes a las tablas de la seccién 5.2.4.
Finalmente se muestra una gréafica del comportamiento de los modos haciendo variar el cociente de
densidades.
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5.2.1.

Tabla de modos normales de una membrana anular con frontera interior
libre y exterior fija

radial

angular

0

1

2

3

4

b}

6

1.79401

1.95851

2.38092

2.94277

3.56530

4.20588

4.84169

4.80206

4.85702

5.01938

5.28239

5.63696

6.07305

6.57973

7.90896

7.94129

8.03769

8.19649

8.41518

8.69073

9.01998

11.03509

11.05802

11.12658

11.24012

11.39762

11.59773

11.83890

14.16799

14.18576

14.23898

14.32733

14.45030

14.60720

14.79721

17.30401

17.31853

17.36203

17.43433

17.53515

17.66410

17.82069

20.44173

20.45401

20.49079

20.55198

20.63740

20.74680

20.87988

23.58049

23.59112

23.62298

23.67602

23.75011

23.84508

23.96075

26.71990

26.72928

26.75739

26.80419

26.86960

26.95350

27.05575

OO0 DU =W+ O

29.85978

29.86816

29.89331

29.93519

29.99373

30.06886

30.16048

Tabla 5.5: Modos normales de las membrana con una discontinuidad en el centro y libre de oscilar trans-
versalmente en el centro

[b]

radial

angular

0

1

2

3

4

5

6

3.12303

3.19658

3.40692

3.72887

4.13337

4.59502

5.09446

6.27344

6.31235

6.42777

6.61592

6.87116

7.18665

7.55498

9.41821

9.44446

9.52285

9.65224

9.83086

10.05639

10.32612

12.56142

12.58120

12.64038

12.73848

12.87475

13.04814

13.25742

15.70400

15.71985

15.76734

15.84622

15.95609

16.09641

16.26652

18.84625

18.85948

18.89912

18.96502

19.05697

19.17464

19.31764

21.98831

21.99966

22.03367

22.09025

22.16927

22.27051

22.39373

25.13026

25.14019

25.16997

25.21953

25.28879

25.37759

25.48578

28.27213

28.28096

28.30744

28.35153

28.41316

28.49223

28.58862

QOO | W N +—O

31.41394

31.42189

31.44573

31.48543

31.54094

31.61219

31.69910

Tabla 5.6: Modos normales de las membrana con una discontinuidad en el centro y fija en las fronteras.
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5.2.3. Grafica de la membrana anular con frontera interior libre y frontera exterior

fija.
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5.2.4.

Tabla de modos normales de las membranas concéntricas de diferentes den-
sidades

radial

angular

0

1

2

3

4

5

6

2.79672

5.0560741

7.44602

9.89948

12.35727

14.78738

17.17888

7.87505

10.5100594

13.09796

15.70213

18.34957

21.03631

23.73467

12.95881

15.0010470

16.94624

18.98400

21.15070

23.43444

25.82233

16.48799

18.4460608

20.76761

23.23382

25.75243

28.29302

30.84496

20.89501

23.5352795

26.15848

28.72731

31.24115

33.71573

36.17878

26.24194

28.6973975

30.83889

32.78713

34.73939

36.79865

38.98199

30.59809

32.2585074

34.19673

36.47227

38.93197

41.46599

44.02672

N U WIN O

34.14818

36.5800542

39.18741

41.80940

44.38886

46.89787

49.32200

Tabla 5.7: Datos correspondientes a las membranas concentricas con radios 0.5, 1.0 y densidades de 1.0 y

0.4.

radial

angular

0

1

2

3

4

!

6

2.94903

5.07425

6.79393

8.21261

9.46557

10.62220

11.71964

6.45758

8.16285

10.23184

12.25947

14.11125

15.86972

17.58171

10.16918

11.67780

13.42337

15.66700

18.17270

20.45027

22.28794

13.65861

15.93494

17.73540

19.36528

21.15351

23.30833

25.64593

17.60169

19.43163

21.58454

23.34652

24.77550

26.27072

28.18248

21.62062

23.11485

24.62261

26.65030

28.74246

30.55746

32.25466

24.69631

26.78962

28.50044

30.15372

32.20715

34.54665

36.63051

N U WIN O

28.42005

30.21916

32.53671

34.55315

36.14746

37.76790

39.71690

Tabla 5.8: Modos normales de una membrana con tres densidades diferentes cuyos cocientes de densidades
son 0.4, 0.7, 1.0 y radios de 0.3, 0.8, 1.0 respectivamente.

radial

angular

0

1

2

3

4

b}

6

2.99461

5.32952

7.49798

9.53766

11.52362

13.49478

15.46482

7.05450

9.06130

11.52796

14.20711

16.81852

19.23183

21.48953

11.71668

13.85990

15.77669

17.87051

20.31444

23.10138

26.03923

15.72322

18.20587

20.76912

22.99065

25.00779

27.04680

29.26075

20.71980

22.64197

24.72303

27.22629

29.82691

32.18504

34.30007

24.79510

27.41037

29.62216

31.52068

33.57024

35.97307

38.54443

29.49105

31.34466

33.68802

36.11503

38.13370

39.95649

41.92313

|| U WO

33.74833

35.97252

37.70655

39.65315

42.01966

44.31145

46.27963

Tabla 5.9: Modos normales de una membrana con tres densidades diferentes cuyos cocientes de densidades
son 1.0, 0.7, 0.4 y radios de 0.3, 0.8, 1.0 respectivamente.
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5.2.5. Graficas de la membrana con dos densidades diferentes
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Figura 5.9: Curvas de nivel para diferentes modos radiales y modo angular 0 de una membrana con dos
densidades diferentes cuyos cocientes son 1, 1.5 y radios de 1 y 2 respectivamente.
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5.2.6. Graficas de la membrana con tres densidades diferentes
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Figura 5.10: Curvas de nivel 0 para cinco modos radiales (columna) y modos angulares (renglones) de una
membrana con tres densidades diferentes cuyos cocientes de densidades son 0.4, 0.7, 1.0 y radios de 0.3,

0.8, 1.0 respectivamente.
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Figura 5.11: Curvas de nivel 0 para diferentes cinco modos radiales(verticales) y modos angula-
res(horizontales) de una membrana con tres densidades diferentes cuyos cocientes de densidades son 1.0,
0.7, 0.4 y radios de 0.3, 0.8, 1.0 respectivamente.

50



CAPITULO 5. RESULTADOS.

Figura 5.12: Perfiles de las membranas anulares para el modo angular uno y cuatro modos radiales. La
primera fila es la membrana anular fija en ambas fronteras y la segunda es la membrana anular con frontera
interior libre y exterior fija.

Figura 5.13: Membranas anulares concéntricas con modo angular dos para los primeros cuatro modos
radiales. La primera fila es una membrana con dos densidades diferentes p1=1.0 y p1=1.5 mientras que la
segunda es de tres secciones con densidades p1=0.4, p2=0.7 p3=1.0.
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CAPITULO 5. RESULTADOS.

Como pudimos observar en las graficas de las membranas las lineas nodales angulares son simétricas y
las frecuencias de los modos radiales no son multiplos de la frecuencia fundamental. Los nodos radiales
se concentran en la regién de mayor densidad, debido a que la velocidad de propagacién es menor en
esas regiones. Lo anterior se puede ver con mayor claridad en la grafica que se presenta a continuacién,
en donde observamos como disminuye el valor de los modos al aumentar el cociente de densidades, es
decir, cuando la densidad es mayor la velocidad de propagacién disminuye.

Figura 5.14: Valores de x en funcién del cociente de velocidades.
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Capitulo

Conclusiones y discusiones

El estudio de los modos normales de vibracion resultan ser de suma importancia puesto que nos
proporcionan informacién acerca de las propiedades intrinsecas del material; la densidad del material
o la tensién a la que este se encuentra sometido. En el capitulo 2 se dedujo la ecuaciéon de onda para el
caso de un sistema en una dimensién, haciendo particular énfasis en las cantidades fisicas involucradas
como son la tension y la densidad. Se obtuvieron las soluciones asociadas a esta ecuacién mediante
el método de separacién de variables con condiciones de Dirichlet. De esta manera las frecuencias
resultaron ser multiplos enteros de la frecuencia fundamental. Posteriormente se analizé una cuerda
no homogénea con dos secciones de diferentes densidades y fija en los extremos, bajo condiciones de
continuidad de la funcién de onda y su derivada en la interfaz de cambio de densidad. Sabiendo que
ambas secciones vibran a la misma frecuencia, obtuvimos un modelo para hallar la frecuencia de vi-
bracién del sistema no homogéneo en términos del cociente de las velocidades de propagacién de la
onda en el medio. Mas atin, como el sistema se encuentran sometido a la misma tension, la ecuacion
se puede poner en términos de los cocientes de densidades de cada region haciendo que las frecuencias
de vibracién nos proporcione informacién sobre la estructura del sistema.

También se construyé un dispositivo experimental a fin de contrastar los resultados tedricos con
valores experimentales. El primer prototipo constaba de un vibrador mecénico que excitaba a una
cuerda de guitarra en un extremo, la cuerda tenia una seccién desentorchada mientras el otro extremo
estaba fijo. Sin embargo, debido a que la cuerda se excitaba de manera mecénica no se tenfan bien
controladas las condiciones a la frontera, ademas el rango de frecuencia sélo permitia alcanzar valores
de hasta 200 Hz. Debido a estos inconvenientes se optd por redisefiar el experimento, de manera que
se construyo el dispositivo que se describe en el capitulo 2. Para el experimento se ocuparon cuerdas
de cobre ya que al ser de un material diamagnético no son atraidas por un iman. En contraste, los ma-
teriales paramagnéticos y ferromagnéticos sienten una fuerza de atraccién del imén que dificulta hacer
experimentos como los descritos en el capitulo 2. Las tensiones a las que se someti6 la cuerda fueron
constantes y para el cambio en la densidad del material se entorch6 una seccién con hilo para cuerdas
de arco. A diferencia de los experimentos convencionales hacemos uso de fuerza electromagnética como
medio de excitacion, lo que permite tener un mejor control del experimento ya que no se perturba
de manera directa (mecdnica) el sistema. Con el nuevo dispositivo podiamos alcanzar frecuencias mas
altas de hasta 400 Hz y podiamos observar los méximos de la amplitudes de las oscilaciones para una
cantidad mayor de cantidad de modos, que con el dispositivo anterior; esos maximos eran dificiles de
visualizar para frecuencias altas.
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En el capitulo 2 se estudiaron los modos vibracién de sistemas en dos dimensiones a partir de
la ecuacién de onda para una geometria circular. Se hallaron las soluciones para el caso homogéneo,
siendo éstas las raices de los polinomios de Bessel. Posteriormente se estudio el caso de la membrana
no homogénea mediante un modelo cuya construccién toma en cuenta las mismas hipdtesis que el caso
de la cuerda no homogénea, que incluian las premisas de continuidad de la funcién y de la derivada de
la ecuacién de onda en la interfaz. Como casos particulares de membranas no homogéneas se estudio
con detalle aquellas con una discontinuidad en el centro bajo condiciones de Dirichlet y Neumann. La
solucién para la funciéon de onda resulto ser una combinacién de funciones Bessel de primera y segunda
clase.

Los primeros modelos para la cuerda y la membrana se obtenian mediante manipulaciones alge-
braicas de la ecuacién de onda con condiciones de continuidad en la interface, lo que dificultaba su
generalizacion para n cambios de densidad. Sin embargo, haciendo uso de las matrices de transferencia
obtuvimos un modelo mas simple, ya que para una determinada propiedad en una interface ésta la
podemos obtener en términos de su valor en la siguiente regién. Es decir el n-esimo modo correspon-
diente a una interface n, se puede poner en términos del modo correspondiente a la interface n — 1,
estableciendo una relacién de recurrencia de manera que cualquier regién con k; se puede calcular en
términos de kq, siendo este dltimo un material de referencia.

Las soluciones (raices) de las Ecs.(4.26) y (4.63) o modos del sistema resultaron ser soluciones que se
pueden calcular con mucha precisién. Los valores explicitos de los modos se obtuvieron mediante la
bisqueda de raices por el método de Brent. Para ello se desarrollaron programas computacionales que
consideran el caso para n cambios de densidad tanto para la cuerda como para la membrana.

En el capitulo 5 se presentaron las comparaciones entre los valores tedricos y experimentales de los
modos de vibracién para la cuerda homogénea, resultando ser éstas multiplos de la frecuencia funda-
mental como era de esperarse. Después a la misma cuerda se le entorché la mitad de la longitud, por lo
que la segunda seccion era de mayor densidad que la primera; como resultado de ésto, las frecuencias
de vibracién resultaron ser menores respecto a los modos de la cuerda homogénea. De hecho nuestras
simulaciones muestran que si la densidad de la inhomogeneidad agregada es mayor que la densidad de
la cuerda original y por lo tanto el cociente también lo es, las frecuencias son menores para un mismo
modo. Las tensiones a las que se someti la cuerda eran constantes y se experimentd con cinco ten-
siones diferentes colgando pesas de 1 a 1.5 kg aumentando 100 gramos en cada medicién. El resultado
de ésto es que las frecuencias eran mayores al aumentar la tensién aplicada a la cuerda, esto debi-
do a que la velocidad de propagacién de la onda es proporcional a la raiz de la tension entre la densidad.

Otro comportamiento interesante de los modos normales es que los nodos se concentran en las secciones
con mayor densidad. Esto se debe a que la velocidad de propagacién de la onda es menor y por lo tanto
la longitud de onda también es menor en comparacién con la seccion de menor densidad. De la misma
manera los nodos radiales de la membrana se localizan en la parte de mayor densidad. Cuando el valor
del cociente de densidades es muy grande la distancia entre modos se vuelve pequena, e inversamente,
si el cociente es pequeno las distancias entre modos es grande. Y finalmente, si el tamano de la
homogeneidad es pequena comparada con el tamafio de la cuerda, los modos se comportan como el
caso de la cuerda homogénea.
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6.1. Futuras investigaciones y aplicaciones

El modelo estudiado en esta tesis nos permitié encontrar los modos normales de un sistema con
una distribucion de densidades. Esto nos permite saber el comportamiento del sistema dependiendo
de su estructura interna. Mas atn, se pueden proponer sistemas que tengan nodos o antinodos bien
localizados dependiendo de distribucién espacial de las inhomogeneidades.

Como aplicacién directa se podrian estudiar instrumentos membranéfonos, es decir aquellos ins-
trumentos que producen el sonido por la vibraciéon de una membrana, en particular los que presentan
inhomogeneidades concéntricas; por ejemplo, los instrumentos de percusién hindis como son la Tabld y
el Mrdaringan. Como trabajo futuro pretendemos estudiar experimentalmente el caso de la membrana
circular no homogénea con sus diferentes variantes (discontinuidades y cambios de densidad) y con-
trastarlos con los valores tedricos que obtuvimos en este trabajo. Cabe mencionar que nuestro modelo
sélo considera membranas con geometria circular e inhomogeneidades concéntricas, seria interesante
estudiar el caso de membranas circulares con inhomogeneidades no concéntricas, ademés de abarcar
membranas con geometrias elipticas para el caso homogéneo e inhomogéneo.

Se propone como experimento estudiar una membrana elastica de densidad conocida la cual se
someterd a una tension constante en direccién radial. Se pretende trabajar con membranas hechas
de diferentes materiales como son papel aluminio, polimeros, entre otros materiales disponibles en
el mercado. Posteriormente agregarles parches circulares centrales para tener el caso de estudio que
hemos tratado a lo largo de esta tesis. En este caso se propone que la tensiéon se mida mediante un
dinamémetro push € pull, para asegurarnos que la tensién sea la misma en diferentes puntos de la
membrana. Adicionalmente, podemos usar el método éptico que consiste en una malla laser proyectada
sobre la membrana para ver la deformacién en los diferentes puntos y con ello asegurar que la tension
sea la misma en diferentes puntos. Mediante un generador de funciones cuya salida sea un bocina se
pueden generar ondas actsticas que incidan sobre la membrana, y con la ayuda de un sensor electro-
acustico medir el nivel de excitacion. Al hacer el barrido de frecuencias se detectard las frecuencias
con maxima amplitud y con ello identificar las frecuencias de resonancia. Cabe mencionar que para
utilizar un sensor electroacustico se propone que la membrana esté recubierta con una capa delgada
de un material diamagnético para poder captar las senales en la membrana.

Otra manera para hallar los modos de vibracién es mediante la técnica de Chladni que consiste en
esparcir un polvo fino sobre la superficie de la membrana, por ejemplo arena, y al hacer un barrido de
frecuencias mediante la técnica de excitacién descrita anteriormente se formaran patrones regulares
para ciertos valores de frecuencia, identificando a éstas como las frecuencias de resonancia. La desven-
taja de esta técnica es que no proporciona mucha precisiéon en las mediciones, pero es muy efectiva
para identificar los rangos de trabajo. Es por ello que una combinacion de esta técnica y la propuesta
en el parrafo anterior seran de mucha utilidad al momento de hacer los experimentos.
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Apéndice

Soluciones de tipo onda viajera.

En este apéndice resolvemos la ecuacién de onda en dos dimensiones. Como sabemos la ecuacién de
onda en dos dimensiones en coordenadas cartesianas, es la segunda derivada parcial de la funcion de
onda respecto al tiempo, e igual a la segunda derivada parcial de la funcién de onda respecto a la
posicién, multiplicada por el factor de la velocidad de propagacion al cuadrado.
2 2

PR = o (A1)

v Ot Ox
Vamos a suponer que al tiempo ¢ = 0 la funcién de onda es igual a una funcién que solo depende de
x, dada por f(x) y tiene una velocidad inicial descrita por la funcién g(x).

ov

Ve 0) = f@) G (.0) = glo) (A2)
Hagamos el cambio de variable de (z,t) a (§,n), donde &, n son las nuevas variables:
E=x+ct n=x—ct (A.3)

derivando la expresién respecto a x e t, y aplicando la regla de la cadena, obtenemos las siguientes
expresiones,
ov  ovoE OVvon oV 0V
Or 0 or  anor  0€ oy
ov_ovoe ovoy_ ov  ov
ot 00t  On ot o€ on’

Derivando nuevamente respecto a x e t, obtenemos:
oov 0oV 0 0¥
9z 9z 9z 9 oz oy
0 0¥ 0 ov 0 0¥

otot  otoc "oy oy

(A4)
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sin perdida de generalidad calculamos las derivadas respecto a x de las derivadas parciales de £ y

0OV 9OVIE 0 OVIE PV 9T

A R R A T
0OV 0oVoy 00udy PV 0w

T - — 4+ —
D200 Onondr  ononox o oton
Andlogamente para t, ahora substituimos las expresiones anteriores en las Ec.(A.4), obtenemos

PU 92U 92U 92U
57 = 9e +2agan+ T (A.5)

o R o o b

— = -2 A6
222 ~ U |92 " “ogon T a2 (A-6)
Finalmente sustituimos las relaciones anteriores en la ecuacién de onda(A.1):
O*v
4 =0 AT
cuya solucion es
W (& n) = p(&) +q(n) (A-8)

Donde p y ¢ sean funciones arbitrarias y derivables. Entonces por A.3, la solucién general es de la
siguiente forma

U (&, n) = p(x+ vt) + q(xz — vt). (A.9)

Imponiendo las condiciones iniciales Ecs.(A.2) obtenemos

p(z) +q(x) = f(x) (A.10)
P'(x) = ¢'(x) = g(x), (A.11)
e integrando la Ec.(A.11) llegamos a que:
1 x
po) —a(e) = [ als)ds (A.12)
o
Combinando las Ecs.(A.10 y A.12) obtenemos los valores para p(x) y ¢(x),
1 x
o) =5 (1) + [ atsras) (A13)
Lo
o) = (7@ + [ aos) (A14)
T
Por tdltimo evaluamos a p y ¢ entre x — vt y « + vt y remplazamos en A.9,
1 1 r+vt
U(z,t) = 5 (fx+ct)+ flx —ct)) + 2/ g(s)ds. (A.15)
r—vt

Esta es finalmente la solucién de D’Alambert para la ecuacién de onda en una dimension.
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Funciones de Bessel

La parte radial de la ecuaciéon de onda en dos dimensiones, en coordenadas cilindricas se conoce
como la ecuacion paramétrica de Bessel y se expresa de la siguiente manera:

22y 4 xy + (V22 — vy = 0. (B.1)

La solucion se obtiene mediante el método de Frobenius, para ello proponemos una solucién como una
serie de potencias de la forma

o0
Y= Z cna™tT, (B-2)
n=0
ahora derivando la expresién anterior y substituyendo en la Ec. (B.1) obtenemos:

o (o] oo
2 Z ca(n+r)(n4r—1)z"" 2 4z Z cn(n + 1)z 4 (A22? —0?) Z Cnz™t =0
n=0 n=0 n=0
metiendo las potencias de x dentro del operador suma obtenemos la ecuacién,
[o.¢] o oo [o.¢]
ch(n + T)(n +r— l)xn-i-r + ch(n + r)xn—i-r + Z}\2cnxn+r+2 - Zy2cnxn+r —0.
n=0 n=0 n=0 n=0
Ahora vamos a cambiar nuestra notacién de indices n por k
[o.¢] oo o0 oo
ch(k + T)(]i‘ +r— 1)xkz+r + ch(k + ,r)$n+r + Z)\2ckxk’+r+2 - ZVQCIC:U’H_T =0,
k=0 k=0 k=0 k=0
recorremos el indice para la tercera suma,

o0 [ee] oo [ee]
Z er(k+7)(k+r— 1)z + Z cr(k+ 7)™ + Z NepahtT — Z ezttt =0
k=0 k=0 k=2 k=0
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Como las sumas corren para indices diferentes vamos a desarrollar los primeros términos de la suma
hasta k = 1 entonces para k = 0,

o o0 o
(r(r — 1)co + reg — v2ep)x” + Z ek +7r)(k+r—1)zF" 4 Z cp(n +r)z" " 4+ Z Nej_ozhtT
k=1 k=1 k=2

0o
o § :V2ckxk+r —
k=1

desarrollamos la suma para el término £ = 1 la ecuacién queda la siguiente manera:

(r(r — 1)co 4+ reg — v2eo)z” + ((r + Ve + (r + 1)ey — viep)z™™ + Z cn(k+7)(k+r— 1)k

k=2
0o 0o 00

+ ch(k + T)xn-i-r + Z)\2ck72xkz+r o ZVQCk$k+T _
k=2 k=2 k=2

simplificando la expresién anterior y agrupando términos comunes

(r(r — 1)co + reg — v2eo)z”™ + ((r + Drey + (1 + 1)ey — v2ep )™

o0
+> (k4 r)(k+7—Dega + (k+7)ek + Nep_g — V2] 27 =0
k=2
finalmente la expresion anterior se reduce a la expresion siguiente:

(r? — v cox” + ((r+ 1)2 — v’ + Z [(k+7)* = v*)ck + Nep_2)] T =0.
k=2

2

Supongamos que 7 = v entonces 712 = £v entonces para r = v obtenemos

cal(v+1)2 =13 =0
por lo que ¢; = 0 si £ = 1 mientras que si k > 2 obtenemos
(k+v)? —v®)ep + Nep2=0
y encontramos la relacién de recurrencia para cg

)\2

T kel + 20)

Entonces para valores de k par, es decir kK = 2n obtenemos

)\2
n = 2n(2n + 9 22
)\2
= B.4
4n(n+y)c2("7l) ( )
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pero
)\2
20T Y —1)((n— 1) + ) 22

(B.5)

Substituyendo la expresién anterior en la Ec.(B.4), obtenemos el valor para cay,
(A2)2
n(n—-1)n+v)(n—14+v)

Con = (—1)2 C2(n—2)-

Para el siguiente término
(A?)?

Con = (_1)34371(” _ 1)(n — 2)(n+ I/)(’I’L -1+ I/)(TL —24v

) CQ('IZ—3)

haciendo este proceso de forma recursiva hasta el termino ¢y obtenemos el termino general
()"
nn—-1)---2-In+v)n—1+v)---24+v)(1+v

multiplicando el denominador y numerador por v! y utilizando la propiedad de la funcion gamma
I'(p) = (p — 1)! entonces la expresién anterior se convierte en

L(v+1)(A\H)"

con = (—1)" )co

= (=1)" B.6
e = () Tty + 1) (B-6)
Entonces - -
v+ 1)()\2)” AV
— 2n+v _ —1)" 2n+4v
Y nz;)c?”x nz%( S 00 2T+ 1)
Acomodando términos obtenemos
> 1 AT
— —1)" il 27L+l/.
Y 7;)( ) n!F(n+1/+1)(2)
Finalmente
> 1 T
J, = —1)" “N\2n+v
S
> 1 x
J_, = —1)" < 2n—1/_
7;)( ) F(n+v+1)(2>

Para A > 0y v > 0 tales que v no es un entero, la solucién general a la ecuacién paramétrica de Bessel
es una combinacién lineal de funciones de Bessel.

y(x) = c1dy + cad_y. (B.7)
Cuando v no es un entero definimos

cos(vm)dy,(x) — J_p(z)

sin(vm)

Y, (z) =

para v = m un entero definimos

Y, (z) = limY,(z) (B.8)

v—m

las funciones de Y, son llamadas funciones de Bessel de segunda clase de Neumann.
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Series de Fourier.

Sabemos que las funciones
1,sin x, cos z, sin 2x, cos 2z, ... (C.1)

son ortogonales en el intervalo [—7, 7] y linealmente independientes. De esta manera asociamos una
serie trigonométrica a cualquier funcién periédica continua a trozos f(x) con periodo 27 y escribimos
su representacion en términos de ésta como:

fx)=ap+ i(an cos nx + by, sinnzx). (C.2)

n=1

Si integramos la serie en el intervalo de [—m, 7]

f(z)dx = / ap + Z/ (an, cosnz + by, sinnx)dx, (C.3)

ya que
s ™
/ cos nrdr = / sinnzdr = 0, (C4)

- —T

el primer coeficiente de Fourier para ag es
1 s
= — d C.5
=5 [ 1@ (c5)

donde ag es el promedio de f en el intervalo [—7, 7]. Ahora multiplicamos la serie por cos mx y usamos
la propiedad de ortogonalidad de las funciones trigonométricas para ese intervalo y obtenemos:

T T o T
f(z) cosmadx = / ag cos mxdz + Z / ap, cos nx cos madx (C.6)
—T —T n=1 —T
+ Z / by, sin nx cos mxdx (C.7)
n=1""T
= Z/ an cos® madr = Tay, sim=n (C.8)
n=1v""T
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Para los casos en que m # n la integral es cero, para obtener el coeficiente a, multiplicamos por

cosmx a la Ec.(C.2), e integramos en el intervalo [—7, 7], y obtenemos:

an = — f(x) cosmadz

7-"—7'1'

de manera similar para b, pero en este caso multiplicamos por sen mx:

1 T
b, = — f(x) sinmazxdzx.
™ —T

(C.9)

(C.10)
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