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Introduccion

El objetivo de este texto, Fspacios de Alexandrov de curvatura acotada
inferiormente, es exponer resultados notables acerca de tales espacios, como
el Teorema de Topogonov para espacios de Alexandrov localmente compactos
o la generalizacion del teorema de Bonnet-Myers de geometria diferencial.

Para llegar a esto, en el primer capitulo se define Espacio de Longitud y
Espacio Geodésico. En este mismo capitulo se dan algunas propiedades de
ellos, asi como condiciones de suficiencia y necesidad para que un espacio
métrico sea uno de estos. También se incluye un apéndice con teoria bésica
de espacios métricos que se usa en este capitulo.

En el segundo capitulo se asume teoria béasica de Geometria Diferencial
y las definiciones que se dan acerca de ella s6lo aparecen debido a la falta
de convencién al momento de definir el tensor de curvatura. En este capitulo
y en lo que sigue del texto se usara la notacién de sumacion de Einstein,
es decir, si dos indices se repiten, entonces estamos sumando con respecto
a ellos: '0; := Y " 2'0;. El objetivo de este capitulo es definir el concepto
de curvatura acotada, primero analiticamente en variedades Riemannianas,
y después, sintéticamente en espacios de longitud.

En el tercer capitulo se dan varias definiciones de espacio de Alexandrov
de curvatura acotada inferiormente, probando las equivalencias entre ellas.
Después se estudian propiedades basicas de estos, como la semicontinuidad
de los angulos y el teorema de Toponogov. También se definen la dimensién
de Hausdorff y la distancia de Gromov-Hausdorff para estudiar propiedades
de conjuntos particulares de espacios métricos.

I1I
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Capitulo 1

Espacios de Longitud y
Espacios Geodésicos

Todo este texto girard alrededor de la siguiente definicion:

Definicién 1.0.1 Sea X un conjuntoy d : X x X — RU{oo} una funcién.
Decimos que la pareja (X, d), es un espacio métrico siVa,y, z € X se cumplen
las siguientes condiciones:

» Positividad: d(z,y) > 0y d(z,y) =0 x =1y.
» Simetria: d(z,y) = d(y, x).
» Desigualdad del Tridngulo: d(x,y) + d(y, z) > d(z, 2).

A d le llamaremos la métrica de X y a los elementos de X los llamaremos
puntos. La cantidad d(x,y) es llamada la distancia de x a y. Si no se presta
a confusion, denotaremos al espacio métrico sélamente como X.

Para a € X y r € R, definimos la bola B,.(a) y la bola cerrada B,(a)
ambas con centro en a y radio r, como los conjuntos {x € X| d(a,z) <r}y
{z € X| d(a,z) <r}, respectivamente. A X lo dotamos con la topologia

{U C X|VzeU, Ir >0 tal que B,(z) C U}.

Notemos que B,.(a) no siempre coincide con B, (a). Por ejemplo si X = {0,1}
yd: X — RU{oo} estd definida como d(0,0) = d(1,1) = 0, d(0,1) =

d(1,0) = 1, tenemos que (X, d) es un espacio métrico y B1(0) = B;(0) = {0},
pero B1(0) = {0,1} .



I. ESPACIOS DE LONGITUD Y ESPACIOS GEODESICOS

Con esta topologia se tiene que una funcion f : X — Y entre los espacios
métricos (X, d) y (Y,d) es continua en un punto x € X si y sélo si Ve > 0,
36 > 0 tal que f(Bs(x)) C B.(f(x)). Esto sucede ya que, las bolas B,(a),
r € R, a € X forman una base para la topologia de X asi como las bolas
Bg(b), s € R, b € Y para la topologia de Y.

Ejemplos:

1.

1.1.

Sea (V,]|-||) un espacio vectorial normado, entonces por las propiedades
de la norma, se tiene que la funcién d : V x V. — R U {oo} definida
como d(v,w) = ||w — v]|| hace de la pareja (V,d) un espacio métrico.

. Sea U un subconjunto de un espacio normado, la restriccién de d del

ejemplo anterior a U x U hace de (U,d |yxy) un espacio métrico. En
particular, cualquier subconjunto de R™ con la métrica dada por la
norma usual es un espacio métrico.

Sea X un conjunto y r € (0,00) U {oo}. Si definimos d : X x X —

R U {o0} como
0 siz=y
d(x,y)Z{ .
r sirz#y

se tiene que (X, d) es un espacio métrico. Cuando r = 1, a d le llama-
remos la métrica discreta sobre X.

Sea G un grupo finitamente generado y S C G un conjunto finito de
generadores tal que si g € S, entonces ¢! € S. Definimos d : G x G —
R U {oo} tal que d(g1,g2) es la longitud de la palabra mds corta con
letras en S que sea igual a g1g,'. De las propiedades basicas de los
grupos es facil ver que (G, d) es un espacio métrico.

. Analogo al ejemplo 2, cualquier subconjunto D de un espacio métrico

(X, d) es un espacio métrico con la métrica d |pxp (ver definicién A.6).

Meétricas inducidas y Espacios de Longi-
tud

Ahora generalizaremos la nocién de longitud de una curva en R"™ como
en [11] (pp. 146, 147). En esta seccién llamaremos intervalo a cualquier
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subconjunto convexo compacto de R y curva a una funciéon continua de un
intervalo a nuestro espacio métrico.

Sea v : [a,b] — X una curva. Decimos que 7 va de y(a) a y(b). A los
puntos y(a) y (b) les llamaremos los extremos de .

Dada una particion p = {a = xy < 21 < ... < x = b} de [a, b], definimos
la longitud de ~ inducida por d con respecto a p (Figura 1.1) como:

k

Gy (y) = Z d(y(w:),v(wi-1))-

i=1

Con esto podemos definir la longitud de v inducida por d como el supremo
(posiblemente infinito) de estas sumas.

Definicién 1.1.1 Sea (X, d) un espacio métrico, v : [a,b] — X una curva.
Definimos la longitud de ~v inducida por d como:

Ca(7y) = sup,{€5(7)}.

Tomando el supremo a lo largo de todas las particiones del intervalo [a, b].
A 44 le llamaremos el funcional de longitud asociado a d. Si la curva es de
longitud finita, decimos que es rectificable.

Inspirados en lo hecho para el caso de variedades Riemannianas ([10]
p.94), definimos una nueva métrica d en X como:

A~

d(xz,y) = inf{ly4(7y) | v es una curva en X que une x con y}.

Si no existe una curva que una x con y, definimos cZ(x,y) como oo. Es im-
portante recalcar que estamos tomando el infimo y que no necesariamente
existe una curva de longitud minima que una dos puntos dados. Por ejemplo
si tomamos R? con la métrica dada por la norma usual d(u,v) = ||u —v| y
le quitamos el origen, no existe una curva de longitud 2 que una —1 con 1.
Pero para cualquier € > 0, es facil encontrar una curva de longitud 2 + ¢ que
una dichos puntos.

Proposicién 1.1.2 Sea (X, d) un espacio métrico, entonces (X, J) también
es un espacio métrico. A d le llamaremos la métrica inducida por d.
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7(22) 7(7)
v(xs)

v(z1) v(x3)
¥(z6)

¥(o) v(w4)

Figura 1.1: Longitud inducida por una particién {z;}:2,.

Demostracion : La positividad de d se cumple por definicién, ya que la
longitud de cualquier curva es mayor o igual que 0. Para verificar la simetria,
observamos que para cualquier curva 7 : [a,b] — X de z a y y cualquier
particién p = {a =xy < x; < ... < zx = b} podemos considerar la curva de
yaz?y:|ab — X dada por 4(s) = y(b+ a — s) y la particién = {a =
Yo<th <...<ypr=>b}cony; =b+a—x,,; Asi

GG = ), A yi)
k
- Z dy(b+a—(b+a—xp),70+a—(b+a—x4_i11)))
= Zd(V(ﬂck*i),V(ﬂck*m))

k
— Zd(y(xj),v(xj—l))
= L)

Y entonces £4(7) = £4(7) para toda curva 7. Por lo tanto d(x,y) = d(y, x)
VayeX.
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Para probar la desigualdad del triangulo observamos que para cualesquie-
racurvas « : [a,b] > X dexayy f:[c,d — X dey a z, podemos construir
axf:[0,b+d—a—c — X con

_ Jala+s) sis<b—a
a*6(8>_{ﬁ(c+a—b+s) sis>b—a

Esta nueva curva va de = a z y su longitud es igual a £4(a) + £4(3). Por
lo que d(z, z) < la(a* B) = ly(a) + £4(B) para todas las curvas ay 3 de x a
y y de y a z respectivamente. Asi que d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2). O

Ciertamente, esta nueva métrica d seré mayor o igual que la original d,
yva que la longitud de cada curva es mayor o igual a la distancia original,
pues esta tltima es la longitud con respecto a la particién trivial (€4(7y) >
Ec{la’b} (v) = d(z,y)). Y con esto, la topologia dada por d es méas fina que la
dada por d.

Una definicién igual de importante para nosotros que la primera es la
siguiente:

Definicién 1.1.3 Sea (X,d) un espacio métrico, decimos que d es una
métrica intrinseca si d = d. En tal caso decimos que (X, d) es un espacio
de longitud.

Observaciéon 1.1.4 Se sigue directo de la definicion que un espacio métrico
(X, d) es un espacio de longitud si y sélo si, Vo,y € X y Ve > 0, Iy : [a,b] —
X curva de x a y tal que £4(y) < d(x,y) + €.

Con la siguiente proposicién, obtendremos muchos ejemplos de espacios de
longitud.

A

Proposicién 1.1.5 Para cualquier espacio métrico (X, d) se tiene que (X, d)

es un espacio de longitud, es decir d = d.
Esta proposicién se obtiene como un corolario del siguiente teorema:

Teorema 1.1.6 En un espacio métrico (X, d) se tiene lo siguiente para toda
curva vy : [a,b] — X:

= Lg(y) > d(v(a), (D).
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= Ve e [0’7 b]7€d(’7 |[a,c]) + ed(ly |[c,b]) = Ed(ly |[a,b])'

= Si v es rectificable, la funciéon A(c) = £4(7 |4,q) €s continua.

= Si 7 es rectificable, entonces es continua con la topologia dada por d.

» Si¢:[e,d] — [a,b] es una funcién continua suprayectiva no creciente o
no decreciente, entonces £4(7y 0 @) = Lq(7).

» Siuna sucesién de curvas rectificables v; : [a,b] — X converge puntual-
mente a 7 : [a,b] — X, entonces

lminf 4(7y,) > La(7).

n—oo

En otras palabras, ¢4 es un funcional inferiormente semicontinuo.

Observacién 1.1.7 Es importante notar que ¢4 en general no es continuo.
Por ejemplo si tomamos la sucesién de curvas v, : [0,2] — R? dada por

fyn(s) — s l%l’ l%l) si |_an es par
(Ll g Lntly i | sn| es impar

Cada una tendra longitud 2, pero su limite (el segmento [(0,0),(1,1)]) sera de
longitud v/2. (Figura 1.2)

Demostracién (del teorema): El primer punto es consecuencia de la de-
finicién.

Para verificar el segundo, observamos que cada particiéon g de [a, b] nos
da particiones de [a,c] y [¢,b] (p1 = (pNla,c]) U{c}y p2 = (pN]c,b]) U{c}
respectivamente) tales que £5(v) < 5" (7 |(a,q) +05° (7 |[e.a))- Con esto, £4(7) <
Ca(Y |[a,) +€a(7 |[cp)- De la misma manera, para cualesquiera particiones de
la,c] y [c,b], su unién nos da una particion de [a,b] con la misma longitud
asociada, probando la otra desigualdad.

La continuidad del tercero sélo la probaremos por el lado derecho, pues
por el lado izquierdo la prueba es andloga. Sea ¢ € [a,b) y £ > 0. Tomamos
una particion p = {zg < 71 < ... < 2} de [a,b] tal que £4(y) — £5(7) < 5,
c=x; paraalgin j € {0,1,...,k—1} y d(y(c),7(z;11)) < 5. Con esto, para
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7

2

73

Figura 1.2: No continuidad del funcional /.

cualquier particién R de [¢, zj41]:

65(7 |[c,:tj+1]) = 65(7 |[c,:tj+1]) + Eg)(ry) - 65(7)
= L5 (y) + d(y(e), (i) — €5 ()

< )+ 5~ 50)

< +

N ™

Mol m

De donde, tomando z € [¢, z;41] tenemos el tercer punto:

0. < A@) = AE) < M) = AQ) = Ca(7 fewyen)) < &
Por lo tanto, si z € [¢, z;41], d(v(z),7(c)) < La(y llee;1)) < €. De donde se
obtiene el cuarto punto.

El quinto punto lo tenemos gracias a que cada particién de [a, b] nos da
una particién en [c,d] con la misma longitud (la imagen inversa bajo ¢), y
dada una particién de [c,d], obtenemos una en [a,b] (donde posiblemente
x; = x;41 para algunos i) con la misma longitud(la imagen bajo ¢).

El sexto punto es mas complicado; dada una particién p = {zg < 71 <
... < x} dea,b] yun e > 0, consideramos un N € N suficientemente grande



8 I. ESPACIOS DE LONGITUD Y ESPACIOS GEODESICOS

tal que d(7y(w;), Yo(2i)) < 57 Yn > N, Vi € {0,1,..., k}. Entonces usando los
primeros puntos y la desigualdad del tridangulo obtenemos Vn > N:

55(7) = Z d(y(z:),v(zi-1))

k

Z(d(V(Ii)a Yol25)) + d(Vn(25), Yo (wim1)) + d(Vn(Ti-1), 7(2i-1)))

IN

< Dl dOn(r) 2u(wi)) + )

Z éd(’Yn
=1

= éd(’)’n) +e.

IN

[ri—l,ri]) +e

Como ¢ fue arbitrario, ¢4 () < liminf ¢4(7,,). Asi que £4(y) < liminf Z4(v,).
n—oo

n—oo

O

Demostracién (de la proposicién): Sélo resta verificar que d(z,y) <
d(z,y) Vz,y € X. Para ver esto tomemos una curva rectificable v : [a,b] — X
con y(a) = xy v(b) = y (usando la topologia dada por d). Por el cuarto punto
del teorema, ~ es continua con la topologia dada por d y dada una particién
o =A{xg <z <...<a} de [a,b], tenemos que:

k
E le

’7 |ZE7_ 1.’E-L] g (’7)

I\Mw

~
~

Como g fue arbitraria, £;(v) < £4(7), y directamente se tiene que d < d. O

Hay que notar que d generalmente casi no esta relacionada con d. Por
ejemplo, si d es la métrica discreta sobre los racionales, ésta induce la misma
métrica que la métrica usual. (d(z,y) = oo Vz # y).

Otra diferencia importante es que (X, (f) siempre es localmente conectable
por trayectorias: para cualquier € > 0 definimos U.(x) como la unién de las
iméagenes de todas las curvas de longitud menor que £ que salen de z, asi
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definido, tenemos que U.(z) = {y € X| d(y,z) < €} y U.(z) es conectable
por trayectorias, pues cada punto de U.(x) es conectable con .

Otra propiedad que caracteriza a las métricas intrinsecas es que si coin-
ciden localmente, entonces coinciden globalmente. Esto se precisa en el si-
guiente teorema:

Teorema 1.1.8 Sea (X, d) un espacio de longitud y sea g otra métrica
intrinseca en X que induce la misma topologia y que Vx € X, U, abierto
con z € U, tal que d |y, xv,= ¢ |u,xv,. Entonces se satisface d = g.

Demostracién : Tomemos una curva 7 : [a,b] — X. Como su imagen es
compacta (ver apéndice B) existe una particién {zo < x; < ... < z,} de
[a,0] tal que d | (e, wi)xrzioa,ei)= 9 hy(les el < eised) Vi€ {12, ,m)
Por lo tanto £4(v |z, 1) = Lo(7 ljzio1,2]) Vi € {1,2,...,n}. Sumando con
respecto a ¢ se tiene que {4 = {,. Como d y g son intrinsecas, d = d= g=g.0

1.2. Funcionales de Longitud

En esta seccion seguiremos estudiando longitudes de curvas, pero ahora
con otro enfoque, ligeramente mas abstracto y menos geométrico. Tomaremos
una clase de curvas y a cada una le asignaremos su longitud. Necesitamos
que nuestra clase sea cerrada ante ciertas acciones (anélogo a pedir que una
medida esté definida sobre una o-algebra). También necesitamos que tenga
cierta coherencia geométrica (de nuevo andlogo a las propiedades de una
medida (u(0) = 0, etc.)).

En esta seccién, llamaremos intervalo a cualquier subconjunto convexo de
R y curva a una funcién continua de un intervalo a un espacio topolégico X.
A una relacién de equivalencia en la clase de curvas continuas cuya traza esta
en un espacio topoldgico X le llamaremos relacion de reparametrizaciones en
X si contiene a la relacién de equivalencia dada por v : [a,b] — X ~ o :
[c,d] = X < 3¢ : [¢,d] — [a,b] homeomorfismo lineal tal que yo ¢ = o.

Ejemplos de relaciones de reparametrizaciones son las relaciones dadas
por reparametrizaciones por difeomorfismos, o reparametrizaciones por ho-
meomorfismos. Ahora definimos la siguiente pieza de una estructura de lon-
gitud.
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Definicién 1.2.1 Sea A una clase de curvas continuas en un espacio to-
pologico X. Dada una relacién de reparametrizaciones R en X, decimos que
A es una clase de admisibles asociada a R si satisface las siguientes propie-
dades:

= Sivy:[a,b] = X es una curva con vy € Ay ¢,d € [a,b] tales que ¢ < d,
entonces 7 g€ A.

= Siy:fa,b] = X yc € [a,b son tales que ¥ |[o.q,7 | € A Entonces
v € A. Decimos que 7 es la concatenacion de v |q,q ¥ 7 |je5-

= Si~vy € A, entonces toda la clase de vy bajo la relacion R estd en A.

Ejemplos de clases de admisibles son las curvas diferenciables, las curvas
continuas, las curvas constantes, las curvas de longitud (como la definimos
en la seccién anterior) finita, etc.

Definicién 1.2.2 Sean X un espacio topolégico de Hausdoff, R una rela-
cién de reparametrizaciones en X y A una clase de admisibles asociada a R.
Un funcional ¢ : A — R U {occ} es un funcional de longitud si satisface las
siguientes propiedades para toda curva v : [a,b] — X en A. En este caso
decimos que X tiene una estructura de longitud.

= ((y) = 0.

Ve € [a, b], £ |[ae) + 007 lies) = €07 lap)-

La funcion A(c) = £(7 |ja,q) es continua.

Si 7 estd R—relacionado con o, entonces ((y) = {(0).

Respeta la topologia de X. Esto es, V U C X abierto, tal que x € U,
se tiene que

if{{(y) | v(a) = z,7(b) € X\U} > 0.

Esta definicién estd motivada por la construccion de la seccion anterior,
aunque aqui los ejemplos son mas ricos. Es claro del Teorema 1.1.6, que a
todo espacio métrico (X, d) le podemos asignar un funcional de longitud ¢4
(restringiéndolo a curvas rectificables), pero hay ejemplos de funcionales de
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longitud que no son inducidos por una métrica, en particular, los que no
cumplan el sexto punto del Teorema 1.1.6.

Un ejemplo de un funcional de longitud que no cumpla ese punto es el
siguiente:

Tomamos X = R2, R la relacién obtenida con las reparametrizaciones
por homeomorfismos suaves por pedazos, A las curvas suaves por pedazos
y £ definida como sigue: ¢ coincide con la longitud euclidiana si la curva
es concatenacién de lineas rectas pero ¢ es idénticamente oo en otro caso.
Este ejemplo claramente no cumple el sexto punto del Teorema 1.1.6, pues
cualquier curva suave la podemos aproximar por concatenaciones de lineas
rectas.

La razoén por la que pedimos que X sea un espacio de Hausdorff, es para
poder definir una métrica inducida por un funcional de longitud /. Definimos
tal métrica d, como

dy(z,y) = b, {€(y : [a,b] = X) | v(a) = z, 7(b) = y}.

Esta métrica induce una nueva topologia en X, que por el quinto punto
de la definicién 1.2.2, serd mas fina que la original.
En forma andloga a la seccién anterior tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 1.2.3 En un espacio topolégico X con un funcional de longitud,
se tiene lo siguiente para toda curva v : [a,b] — X en A:

= ((v) = de(v(a), (D).

m Ve € [a, b, 007 Jjad) + 07 lie) = €07 lap)-

= La funcién A(c) = £(7 |ja,q) €s continua.

= Si{(y) < 00, v es continua con la topologia dada por d,.

» Siy ~g o, entonces ((y) = {(0).

Demostracion : Todos los incisos se obtienen por definicién, con excepcién
del cuarto, que se obtiene como consecuencia del tercero. Sean ¢ € [a,b] y
e > 0. Tomamos 0 > 0 tal que para toda = € [a,b] que satisfaga |x — ¢| < 0
entonces £(y |q) < €. Asi, si [z —¢| < 4§, se tiene que dy(y(x),7(c)) <
0(Y |[er]) < €y por lo tanto 7 es continua con la topologia dada por d,. [
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De la misma forma que al final de la primera seccién, se puede ver que
dy induce una topologia localmente conectable por trayectorias en X. La
siguiente proposicién nos dice por qué son tan importantes los funcionales de
longitud.

Proposicion 1.2.4 Toda métrica inducida por un funcional de longitud es
intrinseca.

Demostracion : La prueba es casi la misma que la de la proposicion 1.1.5.
Sélo falta ver que cZg(x,y) < dy(z,y) Yx,y € X. Para esto, tomemos una
curva 7 : [a,b] — X en A de longitud finita con vy(a) = x y v(b) = y. Por el
cuarto punto del teorema, v es continua con la topologia dada por d, y dada
una particién p = {zg < 1 < ... < 2%} de [a, b], tenemos que:

k

EQZ(’Y) = Z de(y(:),v(wi-1)) < ZE(V

i=1

[%‘71712‘]) = g(ﬁ)/)

Como ¢ fue arbitraria, £g,(7) < €(7), y directamente se tiene que d; < dy. OJ

Uno puede ver que cada proposicion demostrada para espacios de lon-
gitud y longitudes inducidas tiene un analogo para funcionales de longitud
y métricas inducidas por éstos, con excepcion del sexto punto del Teorema
1.1.6. El siguiente Teorema prueba que un funcional de longitud viene de una
métrica si y sélamente si se cumple ese punto.

Teorema 1.2.5 Sea X un espacio topoldgico con un funcional de longitud
¢ tal que es inferiormente semicontinuo (i.e., si {7, : [a,b] = X },en es una
sucesién de curvas que converge puntualmente a 7 : [a,b] — X entonces
() < 11;151} %)I.}f {(,)). Entonces ¢ coincide con la longitud inducida por d,

para las curvas v donde ¢ esta definida.

Demostracion : Llamemos /ala longitud inducida por dy. La desigualdad
l(y) < L(v) la tenemos de la prueba de la proposicién anterior. Para ver
la. desigualdad opuesta, tomemos una curva v : [a,b] — X para la cual ¢
estd definida y es finita. Por el cuarto punto del Teorema 1.2.3, la curva es
continua con la topologia dada por dy y por lo tanto uniformemente conti-
nua (ver Apéndice B). Asi que para cada n € N\{0} podemos tomar una
particién {zg < z; < ... < z,} de [a,b] tal que r > 2 y si x,y € [z, Ti41]
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entonces dy(v(2),7(y))) < 3. Ahora, para cada i € {0,1,...,7 — 1} toma-
mos una curva o' : [z;, z;11] — X tal que o' (z;) = vy(2;), 0 (zi1) = Y(xit1)
y Uo?) < de(y(z:),7(xis1)) + 7= < 35 + = (existe por definicién de dy).
Llamemos 7, a la concatenacion de off, o7, ...0,_;. Entonces por el segundo

punto de la definicién de funcional de longitud tenemos:

r—1 r—1
1 A 1
tn) = S tlor) < 3 (e a (o) + - ) <o)+
=0 =0
Ahora, para x € [a,b], © € [x;,x;41] para algun i € {0,1,...,r — 1}, asi

que:

do(y(2), yn(2)) < de(y(2), () + de(y(20), Y (23)) + de(n (), Y ()
1 +0+£4(0])

<

- 3n

- 1 1 1
3n  3n  nr
1

< =
n

Por lo tanto v,, — 7 en la topologia dada por dy, y como la original de X
es mas gruesa, también se da la convergencia en ésta. De donde

n—oo n—oo n

(() < liminf £(7y,) < liminf (é(v) + l) = (7).

Para ver el caso donde ¢(y) = 0o, veamos que por la continuidad de la fun-
cion A(c) = £(7 |ja.), tenemos que existe un z = min{c € [a,b] | A(c) = oo}.
Aproximando por intervalos [a, z,] donde z, # z Vn € Ny z, 7 z, tenemos
que @(’y | [a,z]) = 00 = é(v) = 00. O

1.3. Espacios Geodésicos y Lineas Punteadas

En general, los espacios de longitud pueden ser muy salvajes, y poco se
sabe de ellos. Por ejemplo, la métrica intrinsica inducida en un subconjunto
arbitrario de R™ puede no parecerse nada a la métrica original.

Pero una propiedad que le podemos pedir a un espacio de longitud es que
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existan curvas que minimizen la distancia. Es decir, que el infimo de la defi-
nicion 1.1.1 sea realizable por una curva.

Definicién 1.3.1 Decimos que una curva 7 en un espacio métrico es mini-
mizante si para toda curva o con los mismos extremos que 7, se tiene que
la(7) < la(o).

Decimos que una curva 7 : [a,b] — X es una geodésica si Ve € [a,b], 3§ > 0
tal que v ][0,57C+5}m[a,b} es una curva minimizante.

La propiedad mas importante de las curvas minimizantes es que satisfacen
la férmula d(7(c1),v(c2)) = La(7 [er,e0))-

Otra propiedad basica es que el limite de curvas minimizantes es mini-
mizante, pues si {7, fnen €8 una sucesién de curvas minimizantes y converge
a 7, entonces por la semicontinuidad inferior de /4, la férmula anterior y la
convergencia se tiene que:

la(7) < Mminf ly(yn) = Mm inf d(7,(b), yn(a)) = d(7(b),v(a)).
n— o0 n— o0

Definicién 1.3.2 Un espacio geodésico es un espacio de longitud X con la
propiedad de que Vz,y € X, con d(z,y) < oo, Iy curva de = a y tal que

La(y) = d(z,y).

Al momento de trabajar con espacios de longitud, esta propiedad resulta
ser extremadamente 1til, pues las curvas minimizantes se comportan de ma-
nera similar a las rectas en R”. Y en tal caso, podemos hablar de una curva
minimizante de x a y, lo que simplifica considerablemente muchas demostra-
ciones (por ejemplo, el Teorema 3.5.2).

Con la teoria que hemos desarrollado hasta ahora, demostrar que un es-
pacio de longitud es un espacio geodésico es bastante complicado, de hecho,
tendriamos que dar una curva explicita minimizante para cada par de puntos
en nuestro espacio. Lo cual lo podemos hacer en R™, S” o en H", pero en ge-
neral suena a una tarea imposible. Para ello asumiremos que nuestro espacio
es completo, esto es un paso muy largo en direccién a que nuestro espacio
sea geodésico, pues la ausencia de un sélo punto puede evitar que un espacio
sea geodésico. Por ejemplo, si a R? con la métrica dada por la norma usual
le quitamos el origen, no existe curva minimizante entre cualquier pareja de
puntos (x, Az) con A < 0.

Una vez asumiendo que el espacio es completo, podremos usar el lema
A.10 para construir nuestras deseadas curvas minimizantes. Bastara definirlas
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de una buena manera en un subconjunto denso de un intervalo. Para ello
necesitamos lo siguiente:

Definicién 1.3.3 Dados x,y puntos en un espacio métrico X y ¢ > 0,
decimos que z es un e-punto medio de x y y si |d(z,z) — d(x,y)/2| < ey
|d(z,y) — d(z,y)/2] < e. A un 0-punto medio simplemente le llamaremos
punto medio de x y y.

Observacién 1.3.4 Notemos que el punto medio no tiene por qué ser tinico.
Por ejemplo, si tomamos a S! C C con la métrica inducida por la usual, tanto
el 1 como el —1 son puntos medios de i y —i.

Definicién 1.3.5 Dados £, > 0, decimos que una coleccion finita ordena-
da de puntos {z = x¢,x1,22,...,2, = y} en X es una (6,¢)-linea punteada
dexaysidw i,z)<e Vie{l,2,....n}y >0 dlzi1,z;) <d(z,y)+9.
A una (0, £)-linea punteada le llamaremos simplemente e-linea punteada (Fi-
gura 1.3).

T
Figura 1.3: (0, )-linea punteada de z a y.

Las ultimas dos definiciones estan relacionadas por las siguientes propo-
siciones:

Proposicion 1.3.6 Sien un espacio métrico toda pareja de puntos z, y tiene
un punto medio, entonces para cada € > 0 y cada pareja de puntos x, y, existe
una c—linea punteada de z a y.
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Demostracion : Sean x,y € X. Construiremos por induccién sobre n una
Inea punteada para cada entero positivo n.

277.
Tomando un punto medio m de x y y, la coleccién {z,m,y} es una
@—h’nea punteada.

d ,
Tomemos una %—hnea punteada {x = zg,z1,...,2, = y}.

Construimos {z = yo, Y1, Y1, - - -, Yo = y} donde yo; = x; Vi € {0,1,2,...,7}
Y Yoit1 €s un punto medio de yo; y Yo;10. Asi definida, tenemos que d(yz;—2, Y2i—1) =

d(Yai-1,Y2i) = d(xi_zl’xi) < dz(fiyl) y también que

2r
Z d(yi—h yz) =
i=1

(d(y2i-2,y2i-1) + d(Y2i-1, Y2:))

NN

= d(xi—1, ;)
i=1
= d(z,y).
Por lo que {z = yo, 1,1, -, Y2 = y} €s una Cé(fﬂ) —linea punteada. O

La implicacién inversa no es verdadera. Por ejemplo si tomamos Q\{0}
no existe punto medio entre 1 y -1, pero existe una e-linea punteada de 1 a
-1 para cada ¢ > 0.

Proposicion 1.3.7 Sea X un espacio métrico, entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

= Para cada par de puntos x,y y cada € > 0, existe un e-punto medio de
Ty y.

= Para cada par de puntos z,y y cada ¢ > 0, existe una (e,e)-linea
punteada de x a y.

Demostracién : <) Para z,y € X y € > 0, tomamos una (%,%)-h’nea

punteada {z = zo, 21, 22,..., 2, = y}. Como > 7_, d(x;_1, ;) es una funcién

creciente de j y no da saltos de méas de 3, existe k tal que Zle d(zi—y, ;) €

d(’)_ d(7)+
( Ilfg E’ xg 6)'

Para este k, tenemos que d(x, xy) < Zle d(wi1, 1) < =5 3
Ay, zr) < D impr d(@ior, i) = 300, d(@im1, @) — D05 d(@io1, @) < (E’y) +
e. Por lo que x; es un e—punto medio de x y y.
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=) Para hacer esto, veamos que es suficiente la existencia de un método
para construir una (8 + 9, % + 5) —linea punteada a partir de una (s, t)—linea
punteada para todo s € [0,00),%,d > 0. Aplicando iteradamente este méto-
do k veces, comenzando con la (0,d(z,y))—linea punteada {z,y}, y 0 =

ke ﬂ;,%yl + %) —linea punteada de x a y.

S,33:- -5 Obtenemos una (Y " =,

5133 oE
Que a su vez es una (g, ¢)—linea punteada.

Para construir la (8 + 9, % + 5) —linea punteada a partir de una (s, t)—linea
punteada {z = x¢, x1,Z2,...,x, = y}, construimos {z = yo, Y1, Y1, - -, Yor =
y} donde yo; = x; Vi € {0,1,2,...,7} ¥ Yair1 €8 un Z‘S—T—punto medio de yo; v
Yoivo- En este caso, d(yai—1,Y2i), d(Y2i—1,Y2i—1) < d(wio1,2;)/2+0 < L+4dy
también

2r r
Zd(yi—h yz) = Z(d(yQi—Q, y2i—1) + d(yQi—l, yQi))
i=1

i=1

< 5 (tn o)

=1

= =d(z,y)+s+6.

Por lo que {x = yo, Y1, %1, -, Y2- = Yy} €s una (8 + 0, % + 6) —linea punteada.
O

Tenemos que en un espacio geodésico X siempre hay puntos medios para
cualquier par de puntos x,y. Para ver esto tomamos una curva minimizante
unitaria (ver apéndice C) o : [0,d(x,y)] — X de x a y y entonces la imagen
de @ sera un punto medio de x y y. De manera similar, podemos ver que
si X es un espacio de longitud, para cualesquiera x,y € X, € > 0, se puede
encontrar un e-punto medio de z y y (tomando una curva v de = a y de
longitud d(x,y) + € unitaria y tomando ~ (%) ).

Con la misma idea, se puede probar que en un espacio geodésico siempre
existen e-lineas punteadas y en un espacio de longitud (e, €)-lineas punteadas
para todo € > 0.

El converso de las observaciones del parrafo anterior no siempre es cierto
para espacios métricos arbitrarios. Por ejemplo los ntimeros racionales. Pero
una vez asumiendo que el espacio es completo, todas las implicaciones en la
otra direccién son verdaderas:

Teorema 1.3.8 Sea X un espacio métrico completo, se tienen entonces las



18 I. ESPACIOS DE LONGITUD Y ESPACIOS GEODESICOS

siguientes afirmaciones:

= Si para cada par de puntos, existe un punto medio, entonces el espacio
es geodésico.

= Si para cada par de puntos y cada € > 0, existe un e-punto medio,
entonces el espacio es de longitud.

= Si para cada par de puntos y cada € > 0, existe una e-linea punteada,
entonces el espacio es geodésico.

= Si para cada par de puntos y cada ¢ > 0, existe una (g, ¢)-linea pun-
teada, entonces el espacio es de longitud.

Demostraciéon : En virtud de las proposiciones 1.3.6 y 1.3.7, basta probar
el segundo y el tercer puntos.

Para probar el segundo punto, dados z,y € X y € > 0, usaremos el lema
A.10 para construir una curva de x a y cuya longitud no exceda d(z,y) + €.
Primero, construiremos una funcién f de los racionales diddicos (los de la
forma 2 con n € N, k € NN [0,2"]) a nuestro espacio X.

Definimos f como f(0) =z, f ( ) = y. Inductivamente sobre n: siempre
que k sea impar, f (2%) serd un —=-punto medio de f( ) y f (kH) los
cuales ya estan definidos, ya que tanto k —1 como k + 1 son pares.

Observemos que se cumple la desigualdad

(2)(5Y) 252 £
i=n+1

para todo n € N, k € NN [0,2"].

La probaremos por induccién. La base de induccion se tiene trivialmente,

ya que f (%) es un Z-punto medio de x y y. Para el paso inductivo, supon-

dremos que k es impar (si k es par, el procedimiento es andlogo):
k k—1 1 k—1 k+1 €
- < = b i -
(@) () = w0 () (5 ))w
2n—2
( on— 1 + Z 21) 22n
_d(z,y) £

i=n+1

IA
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Habiendo demostrado la desigualdad, veamos que si s y ¢t son racionales
diadicos, entonces para m suficientemente grande, son de la forma 2%’; y 2%
respectivamente. Entonces

d(f(s), f(t)) = d<f <§—;>f<§—i>>

< k2 =kl
= |t —s[(d(z,y) +¢).

Por lo que f es una funcién con constante de Lipschitz d(z,y) + .
Como los racionales diddicos son densos en el intervalo [0, 1], por el lema
A.10 podemos extender f a una curva v de x a y con constante de Lipschitz
d(z,y) +e.
Calculemos su longitud con respecto a una particién p = {0 = 2o < 1 <
<@y, =1}

Zd (i), y(iz1) SZ (x,y)+e)(x; —xim1) = d(z,y) + €.

Por lo que l4(vy) < d(x,y) + €, de donde tenemos el segundo punto.

Para probar el tercer punto, tomemos z,y € X. Sea {&, }nen una sucesién
tal que £, \( 0. Construiremos inductivamente una ¢,-linea punteada de x a
y de la siguiente manera:

Sea {x = xg,x1,...,2, = y} la g,-linea punteada construida. Tomamos
una &,1-linea punteada de z; a x;_; para cada 7. Su unién claramente es
una €,.1-linea punteada de x a y.

Sea S la unién de las lineas punteadas construidas. Definimos ¢g : S —
[0,d(x,y)] como g(z) = d(z, x).

Como &, \ 0, la imagen de g es un conjunto denso en [0, d(z, y)]. Y como
tomamos (0, ,,)-lineas punteadas, g preserva distancias. Asi que por el lema
A.10, g7! se puede extender a una curva v : [0,d(z,y)] — X que preserve
distancias.
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Calculando la longitud de 7 con respecto a una particién p = {0 = zy <
r1 < ...<x, =d(x,y)} tenemos que:

n

lq () = Z d(y(x:), y(@i1)) = Z(l’z —xi1) = d(z,y).

=1

Asi que £4(y) = d(z,y) y tenemos el tercer punto. O

Para espacios métricos no completos no se puede decir mucho, pues co-
mo se mencioné antes, la ausencia de un sélo punto puede imposibilitar la
existencia de muchas curvas. Por ejemplo, en las graficas, la métrica difiere
mucho con la métrica inducida después de quitar un vétrice de corte. Pero no
es dificil ver que las propiedades del segundo y del cuarto punto del teorema
anterior se heredan a la completacion, es decir, si para cada par de puntos y
cada € > 0, existe un e-punto medio, entonces para cada par de puntos en
la completacion también. Y por lo tanto, la completacion es un espacio de
longitud.

Si un espacio cumple las propiedades del primer o del tercer punto del
teorema, es claro que entonces cumple las propiedades del segundo y del
cuarto y por lo tanto su completacion serd un espacio de longitud. Mas no
se puede asegurar que la completacion sea un espacio geodésico, pues tales
propiedades no se heredan a la completacion.

Un ejemplo de esto es el subconjunto de R?, ((0,0), (0,1)]U((1,0), (1,1)]u
U2, 1(0, 1), (1, H)]. Con la métrica inducida por la usual, este es un espacio
geodésico, pero su completacién [(0,0), (0, 1)]U[(1,0), (1, 1)]UU;2,[(0, ), (1, H)]
no lo es.

Una consecuencia muy importante de la existencia de (g, £)-lineas puntea-
das es que para cualquier punto p en un espacio de longitud y para cualquier
r > 0, se tiene que B,.(p) = B,(p). Pues para x € B,(p), € > 0, existe un
punto zj, en la e-e-linea punteada de p a x tal que d(p, xx) < ry d(x,z;) < 2¢
(el dltimo & tal que S°F_ d(w;_ 1, 2;) < 7).

1.4. Espacios Geodésicos y Completitud
En geometria diferencial, existe un teorema muy importante que nos da

la existencia de curvas minimizantes entre cualesquiera par de puntos bajo
la condicién de completitud.
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Teorema 1.4.1 (Hopf-Rinow) Sea M una variedad Riemanniana conexa
y completa como espacio métrico. Entonces para cada par de puntos en M,
existe una curva minimizante que los une y toda geodésica parametrizada a
velocidad constante se puede extender a todos los reales.

Una prueba detallada de este teorema se puede encontrar en [10] (pp. 108-
111).

En espacios de longitud, la completitud no es suficiente para garantizar la
existencia de caminos minimizantes. Por ejemplo, tomemos en R? los puntos
de la forma (%, %),n € N y los unimos mediante lineas rectas a los pun-
tos (0,1) y (0,0). Al obtener su métrica inducida obtenemos un espacio de
longitud completo en el cual no existen curvas minimizantes de (0,1) a (0, 0).

Atn asi, en espacios de longitud existe un teorema analogo. Para probarlo,
lo primero que necesitamos es una definicién.

Definicién 1.4.2 Decimos que un subespacio U de un espacio métrico X
es precompacto si toda sucesién en U tiene un punto de acumulacién (no ne-
cesariamente en U). Decimos que un espacio métrico es localmente compacto
si para todo z € X, existe U, vecindad de x precompacta.

No es dificil ver que un subespacio es precompacto si y sélo si su cerradura
es compacta.

Continuemos con un teorema bastante fuerte y 1til para encontrar curvas
(atin més que el lema A.10).

Teorema 1.4.3 (Arzela-Ascoli) Sea X un espacio métrico compacto y
{7 :[0,1] =& X},en una sucesién de curvas tales que IM € R tal que
d(Yn(8),1a(t)) < Mls —t| ¥s,t € [0,1], Vn € N. Entonces existe una subsu-
cesion {7y, }ren tal que converge uniformemente a una curva v : [0, 1] — X.

Demostracién : Tomando un subconjunto denso numerable {zy, x, z3, ...}
de [0, 1] y usando que {v,(z;)}nen tiene un punto de acumulaciéon para cada
j € N. Con la técnica de la diagonal de Cantor (ver [1] pp. 214, 215) podemos
construir una subsucesion {o, }nen tal que {o,(x;)}nen converge para cada
J € N. Definimos v como 7(z;) = nh_)rrgo on(2;). Observemos que
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d(y(z;),v(x;)) = d(lim an(xi),nlir{.loan(xj))

= lim d(on(2;), on(z;))

S lim Mlil?l —CEjl

n—oo

M|z; — z;|.

Por lo que v es de Lipschitz con constante de Lipschitz M. Asi que por
el lema A.10 la podemos extender a todo el intervalo [0,1] a una curva de
Lipschitz con constante de Lipschitz M. Veamos que o, — < uniforme-
mente. Para ¢ > 0, tomamos una z3;-red finita {y1,¥s,...,¥,} contenida
en {z1,72,73,...} (encontrando una subcubierta finita de {B_< () }nen).
Para © € X escogiendo N € N tal que d(y(Ym),0n(ym)) < £ Vn > N,

3
Vm € {1,2,...,r} y ys tal que |z — y,| < 33;, tenemos que si n > N:

d(y(z), on(z)) < d(v(2),7(ys)) + d(V(Ys), 0n(ys)) + d(00(ys), on())
< M|x—ys|+§+M|x—ys|

19 g g

M-S LSS

< Mayr T3t MEy
= E£.

Como N no dependi6 de z, g, — v uniformemente. (I

Con esto podemos demostrar facilmente que la métrica inducida en un
espacio compacto es la de un espacio geodésico.

A

Lema 1.4.4 Sea (X, d) un espacio métrico compacto, entonces (X, d) es un
espacio geodésico.

Demostracién : Sean z,y € X tal que Ja : [a,b] — X curva rectificable
de z a y. Tomemos para cada n € N, ~,, : [0,1] — X curva de x a y con
Ca(Yn) < d(z,y) + L parametrizada de forma que €4(7 |(s) = la(n)|s — t.
Tomando M = cf(a:, y) + 1, por el teorema anterior, existe una subsucesion

{0k }ren que converge a una curva v Por la semicontinuidad inferior del teo-
rema 1.1.6, {() < lign inf ly(oy) = d(x,y). 0
—00

Veamos que la hipdtesis de compacidad se puede reducir.
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A

Corolario 1.4.5 Sea (X, d) acotadamente compacto, entonces (X, d) es un
espacio geodésico.

Demostracién : Sean z,y € X tal que Ja : [a,b] — X curva rectificable
de r a y. Tomemos para cada n € N, 7, como en el lema anterior. Como
Yn([0,1]) C B y)4+1(2), por el lema anterior, 3y curva minimizante de x a
Y. O

Y aqui tenemos la generalizacion del teorema de Hopf-Rinow. Como con-
secuencia de este teorema y del corolario anterior, tenemos que si un espacio
de longitud localmente compacto con métrica finita (d(z,y) # oo Vz,y € X)
cumple con alguno de los cuatro puntos del teorema, entonces es un espacio
geodésico.

Teorema 1.4.6 (Hopf-Rinow-Cohn-Vossen) En un espacio de longitud
localmente compacto X y con métrica finita, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

1. X es acotadamente compacto.
2. X es completo.

3. Toda geodésica 7 : [a,b) — X de Lipschitz se puede extender continua-
mente a una curva vy : [a,b] — X.

4. Jp € X tal que toda geodésica v : [0,b) — X de Lipschitz con v(0) = p
se puede extender continuamente a una curva 7 : [0, 6] — X.

Demostracién : 1 = 2 ) Esto sucede porque toda sucesién de Cauchy tiene
una cola contenida en una bola cerrada (y por lo tanto compacta). Asi que
tiene un punto de acumulacién y por el lema A.5 converge.
2 = 3 ) Como [a,b) es denso en [a, b] la implicacién se sigue de A.10.
3 = 4 ) Obvio.
4 = 1) Como cualquier conjunto acotado esta contenido en By(p) para N
suficientemente grande y un subconjunto cerrado de un compacto es com-
pacto, bastara demostrar que By (p) = By(p) es compacto VN € R.

Por eso mismo, si B, (p) es compacto, entonces B,(p) es compacto Vs < r.
Supongamos que la implicacién 4 = 1 no es verdadera. Entonces By(p) no
es compacto para alguna N € R. En otras palabras, r = sup{z € R | B,(p)
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es compacto } < co. Como X es localmente compacto r» > 0. Veamos que
B,.(p) es precompacto.

Tomemos una sucesion {x,}n,en en B.(p). Si d(p,x,) - r, existe una
subsucesién {y, hnen contenida en By(p) para algiin s < r y por lo tanto
tiene un punto de acumulacién. Si d(p,x,) — r, tomamos una subsucesién
{Yn}nen tal que d(p,y,) /* r y una curva minimizante v, : [0,d(p, yn)] = X
unitaria de p a y, para cada n € N (lo podemos hacer por el lema anterior y
porque By(.y.)(p) es compacto Vn € N).

Por el teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesién {7} },en tal que
{7 li0.d(y1)] fnen converge uniformemente. Inductivamente construimos
{7F"}en como una subsucesion de {7F},en tal que {75 |0 a1 tnen
converge uniformemente (esto tiene sentido, pues para n suficientemente
grande, V¥ estd definida en [0, d(p, yrs1)])-

Asf definidas, la sucesién {7 }ren converge uniformemente en [0, d(p, y,)]
para todo n € N. Asi que podemos tomar el limite v : [0,7) — X definida
en [0, d(p, y,)] como el limite de {7} |(0.d(p.yn) fren- Como es limite de curvas
minimizantes, v [[.d(p,y,)] € Minimizante Vn € N, asi que 7 es una geodésica.

Para u,v € [0,7), d(y(v),v(w)) = lim d(7](v),y}(u)) = lim |v —u| =

n—,oo n—,oo
|v — ul. Por lo que 7 es de Lipschitz y se puede extender continuamente a
[0, r].

Como {7F}ren es una subsucesién de {7, }nen, se tiene que 75 = Vi k)
para alguna funcién creciente f : N — N.

Para ¢ > 0, tomamos N; € N tal que d(p,y,) >7—%,Vn > Ny N, €N
tal que d((t), 72()) < £, ¥ € [0, d(p, y, ).

Asi que, si n > N = N; + Ny, se tiene que

d(y(r),ysm)) < d(y(r),v(d(p,yn,))) + d(v(d(p; yn,)), 1 (d(p, yny)))
+d (7, (d(p,yny))s Ysny)

19
< (r—dp,yn)) + 3+ d(Yfmy (d(p, yny))s V) (d(Dy Y5 n))))
L EC
373" 3
= E£.

Por lo que yu) — v(r). Asi que B,(p) = Er(p)_es compacto.
Como X es localmente compacto, cada x € B,(p) tiene una vecindad
abierta U, precompacta. Tomamos una subcubierta finita {U,,, U,,, ..., U, }

de {Us},cp,(p ¥ definimos ¢ : B,(p) — R como
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¢(x) = inf{d(z,y) | y € X\U~, Us, }-

Por la desigualdad del tridngulo ¢ es continua y por la compacidad de B,(p),
¢ alcanza su minimo m en algin punto zy (m = ¢(zo) > 0 ya que J;_, Uy,
es abierto).

Asi que EH%(p) es un cerrado dentro del compacto |JI_, U,, y por lo
tanto, compacto, contradiciendo la definicién de r. Por lo tanto, X es acota-
damente compacto. O
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Capitulo 2

Curvatura

La curvatura a lo largo de la historia, a pesar de ser un concepto bastante
intuitivo, ha causado mucho conflicto. Pues a pesar de que un nino pequeno
puede ver si un alambre esta curvado o no, definir curvatura para objetos
de dimensién dos no es cosa de ninos. Visualizarla en dimensién tres es algo
complicado y para dimensiones més altas la intuicién geométrica no ayuda
mucho.

En el siglo XIX, K.F. Gauss defini6 y describié el concepto de curvatura
para superficies, ademas de demostrar que tal concepto no depende de la
forma en la que éstas estan encajadas en el espacio [7]. Por ejemplo, una
hoja de papel tiene la misma curvatura que un cilindro obtenido de haber
enrollado la hoja. De la misma forma no se puede cubrir una esfera (6 parte
de ella) con una hoja de papel sin hacer dobleces, esto se debe a que la esfera
y la hoja de papel tienen distintas curvaturas. Haciendo uso de esto, B.
Riemann definié la curvatura para objetos de mayor dimensién (variedades
diferenciables de dimension arbitraria) en términos de la curvatura Gaussiana
de sus subespacios de dimensién dos [16].

Intuitivamente, para nosotros curvatura sera lo siguiente:

Tomemos un punto p en un espacio geodésico X y dos geodésicas unitarias
a,f : [0, L] = X que inicien en p. También tomamos dos rectas parametri-
zadas por longitud de arco «, 8:70, L] — R? (o lineas rectas en una hoja de
papel) que inicien en 0 y que formen el mismo dngulo que « y 5 (lo que sea
que eso signifique). Si X tiene curvatura negativa alrededor de p, entonces
d(a(s), 5(t)) > |a(s), B(t} para s y t suficientemente pequenos. Respectiva-
mente d(a(s), B(t)) < |a(s),B(t)] para s y t suficientemente pequenos si X
tiene curvatura positiva alrededor de p y d(a(s), 5(t)) = |a(s), 5(t)| para s y

27
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t suficientemente pequenos si X tiene curvatura 0 alrededor de p. Y mientras
mas holgada sea la desigualdad, la curvatura serd mas pequena o més grande.

Asi, la curvatura negativa hace que las geodésicas se separen y la curva-
tura positiva que se junten. Un ejemplo de curvatura positiva es la esfera S2.
Su curvatura 1, y después de un cierto tiempo, cualquier par de geodésicas
unitarias que salen de un punto chocan. Y un ejemplo de curvatura negativa
es el espacio hiperbélico H2. La separacién entre dos geodésicas aqui es tal
que d(a(s),5(t)) = s+t + o(s+t) cuando s + ¢ — oo para cualesquiera
geodésicas unitarias a, 5 que salen de un punto con direcciones linealmente
independientes (casi como si apuntaran en direcciones opuestas).

Antes de definir correcta y formalmente qué es una cota en la curvatura,
echemos un vistazo a lo que sucede en la geometria diferencial.

2.1. Geometria Riemanniana, Variaciones

En las siguientes secciones de este capitulo, asumiremos que todas las va-
riedades tratadas son Riemannianas y completas como espacios métricos. Por
el teorema de Hopf-Rinow, todas las geodésicas parametrizadas por velocidad
constante estaran definidas en todos los reales y seran espacios geodésicos.

En geometria Riemanniana, definimos el tensor de curvatura R de una
variedad Riemanniana (M, g) como el (1, 3)-tensor

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — VixyZ.

Para facilitar la notacién, escribimos (R(X,Y)Z, W), = Rm(X,Y, Z, W) =
(X,Y,Z, W). Usando las propiedades de la conexién V no es dificil ver que
efectivamente Ry Rm son (1,3) y (0,4) tensores, respectivamente ([10] p.
118).

También, dada una parametrizacién, obtenemos los coeficientes de Rm como
(XY, Z,W) = Rymz'y’z*w' y de nuevo es facil probar que:

Rijii = —Rijik
Rijii = —Rjin
Rijri = Ry

Rijri + Riiji + Rjra = 0
(ver [10] pp. 121-123).

Asi definido el tensor de curvatura, dado p € M y ¢ un subespacio de
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dimension dos de T,M se define la curvatura seccional de o como

(X,Y,Y, X)
K(o)=K(X,Y) =
donde {X,Y} es una base de o. Tampoco es muy dificil probar que K(o)
no depende de la eleccién de X y Y. Algo igualmente elemental pero no
tan trivial es que el tensor de curvatura esta totalmente determinado por los
valores de la curvatura seccional:

Teorema 2.1.1 Sea V un espacio vectorial de dim > 2 con un producto
interior (,). Dos (1,3) tensores R, R € V* @ V* @ V*® V tales que
(RX, Y)Y, X)  (R(X)Y)Y X)
(XPIYP - (X,Y)?  [XPY] - (X,Y)?

para cualquier par de vectores linealmente independientes X y Y. Si ademas
los coeficientes de los (0,4) tensores (X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W),

(XY, Z, W) =(R(X,Y)Z,W) cumplen con las simetrias

Rijii = —Rijik, Rijrr = —Rjint, Rijri = Ryiijy Rijia + Ryiji + Rjka = 0
Entonces R = R'.

Una prueba puramente algebraica se puede encontrar en [6] (pp. 94, 95).

Cabe mencionar que K (o) es justamente la curvatura gaussiana de la
imagen de ¢ bajo la aplicacién exponencial evaluada en p. La curvatura
seccional K es justamente la generalizacion propuesta por Riemann de la
curvatura gaussiana a mayores dimensiones.

Para analizar qué tanto se separan las geodésicas aqui, estudiaremos fa-
milias diferenciables de curvas en lugar de simplemente dos geodésicas.

Definicién 2.1.2 Definimos una wvariacion de una curva suave por peda-
zos vy : [0,L] — M como una funcién continua ¢ : (—¢,¢) x [0,L] — M
tal que existe una particién {sp < s; < ... < s,} de [0, L] que cumple que
¢ es suave en los pedazos de la forma (—¢,¢) X [s;, 8i41] ¥ ¢(0,8) = ~(s),
Vs € [0, L]. Se llama variacién porque para cada t € (—¢,¢) obtenemos una

curva ¢4(s) = ¢(t, s).
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Para facilitar la notacién escribimos T'(t, s) = ( ,
Definimos el campo variacional de ¢ como T( )

s)y S(t.s) = 52(t,5).
=T(0, ).

Observaciéon 2.1.3 Para cualquier campo diferenciable 7" definido sobre
una curva suave por pedazos 7, existe una variaciéon ¢ : (—e,e) x [0, L] — M
tal que ¢g = v y T el campo variacional de ¢. Explicitamente

¢(t, 8) :exp'y(s)tT(s)
cumple con las propiedades mencionadas.

Antes de continuar, probaremos un lema que facilitard los calculos mas
tarde.

Lema 2.1.4 (Simetria) Sea ¢ : (—¢,¢) x [0, L] — M una variacién, enton-
ces en los puntos donde ¢ es suave, se tiene que

DT DS
ds Ot
Demostracion : Dada una parametrizacion de M alrededor de un punto de

la imagen de ¢, tenemos los coeficientes S = %ﬁi O yT = aa“”ti 0;. Calculando
obtenemos (usando la simetria de la conexién):

E _ 2%8 _ gaxia + %23
s  Os ot ' Odsot ' Ot Os
0*x; ox; 0%x; Ox; Ox;
= st T Ve ? = s d ot as Y00
0%z, Ox; Ox; P Ox;
= o0 T as o Vo0 T st s Y ad
0 Ox; O0x; D DS

ot ds ' s ot ot
O

Diremos que una variacién es semipropia si ¢(t,0) no depende de ¢, y
propia si ¢(t,0) y ¢(t, L) no dependen de t. De igual forma, diremos que un
campo 7" a lo largo de una curva v : [0, L] — M es semipropio si T(0) =0y
propio si T'(0) =T (L) = 0.
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La longitud de ¢, sera ((t) := fOL |S(t, s)|ds. Queremos observar cémo
varia tal longitud al variar ¢ si ¢ es semipropia. Calculemos la derivada de £.

t(t)

8t/ |S(t,s)|ds

n e <gtg(t,s),5(t,8)>ds
; / V{S(t5),S(t. )

nops (27, s),S(t,8)>ds
; Si—1 \/<S(t’8)’5(t’ S)) |

Al momento de evaluar en ¢t = 0, podemos asumir que ¢, esta parametri-
zada por longitud de arco, pues esto no cambia la longitud. Por lo tanto
(5(0,s),5(0,s)) =1y tenemos:

£'(0)

>/ (G
;/_ (@(S T)

z;: (T, AS)(0,s;)) + (T,S)(0,L) — /0 <T(0, s), %s(o, 3)>d8,

s), S(0, s)>d

0, s) — <T(0 5), g S0, s)>) ds

Donde AS es el salto de 7/ en los puntos donde no es suave.

Definicién 2.1.5 A la férmula anterior le llamaremos primera formula de
variacion de arco.

Observacion 2.1.6 Si la variacion es propia, y la curva ¢y es una curva
minimizante en el sentido de la definicién 1.3.1 (cualquier otra curva con los
mismos extremos tiene igual o mayor longitud), entonces £(0) es un minimo
de ¢, y por lo tanto ¢/(0) = 0 para cualquier variacién. No es dificil ver,
usando funciones pastel, que si v es una curva unitaria minimizante, entonces
2.5(0,5) = £2+/(s) es idénticamente 0. En general se tiene lo siguiente:
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Proposicién 2.1.7 Una curva suave v : [a,b] — M parametrizada a veloci-
dad constante es una geodésica en el sentido de la definicién 1.3.1 si y sélo
si £29/(s) es idénticamente 0.

Una demostracién completa y detallada de esta proposicion se puede en-
contrar en [10] pp. 100-106.

Otra consecuencia es que si vy es una geodésica parametrizada a velocidad
constante, entonces £-v/(s) es idénticamente 0 y ¢(0) = (T, S)(0, L).

Volvamos a derivar, ahora asumiendo que £+/(s) = £5(s) = 0:

" _g - > <%T(t78)75(t’3)> s
"0=53 | I

Calculemos sumando a sumando:

-5~
ot 55

o [ (ZT,S) /

Si QT S 2
(e,

si—1 (S,95)
/ —(al )+ (TS TS+ (FET. 59 .
Si—1 <S7S>

—/Si <7<£T’ S>2> ds.
s \W/1S, 8

De nuevo podemos suponer que ¢, estd parametrizada por longitud de
arco y asi, calculando el primer sumando:
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[ (BBra - [ (B )-(Br 25
= <8tT S>(O,S¢+1) <8tT S>(0,si).

Sumando con respecto a ¢ se cancelan tales sumandos, pues %T(O, 0) =
%T(O,L) = 0. Asi que sumando con respecto a ¢ obtenemos la siguiente

formulas
L
D
/! — _T
o= (|5

Definicién 2.1.8 A la férmula anterior se le llama la sequnda formula de
variacion de arco.

2

—(T,S,S,T) — <%T, S>2> ds.

Ahora, a cada vector V en T’,,)M lo podemos descomponer en dos com-
ponentes, una paralela y otra perpendicular a 7/, denotdndolas por V' y V+
respectivamente. Usando el hecho de que v es una geodésica, obtenemos lo
siguiente:

D, . D
—(VT) = —(V,5)8
D D D
- <£VS>S <V,£S>S+<VS>%S

D A\T
- (_v> |
0s
También, por el teorema de Pitdgoras, |V|> = [V |2 + |[V1|2

Por otro lado, tenemos que (V',5,V,S) = 0, asf que la férmula de la
segunda variacion de arco se vuelve:

o) = /OL( T( (T,S,8,T) - <£T,S>2> ds

L
[ (B s 2eT)e

_ /OL(—TL( _ TLSSTL)>ds
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Denotaremos al espacio de campos semipropios suaves por pedazos a lo
largo de una geodésica unitaria v : [0, L] — M como Y(7).

Definicién 2.1.9 Sean M una variedad Riemanniana y v : [0, L] — M una
geodésica unitaria. Definimos la forma indice de a € [0, L] en el espacio T(7)
como la forma bilineal simétrica definida como sigue para T,V € T:

L(T,V) :/0 (<ZT Zv> (T,y’,y’,V)) ds.

De la segunda féormula de variacion de arco, se sigue que la forma cuadrati-
ca asociada a esta forma bilineal, aplicada a un campo V, es igual a ¢"(t)
para una variacién con V' como su campo variacional. Esta propiedad sera
fundamental en la demostracién del teorema de comparacion de Rauch.

Calculemos I,(T,V) de otra forma. Sea {zo,z1,...,2,} una particién
de [0,a] en la que tanto T como V' son suaves a lo largo de [x;_q, ;] Vi €
{1,2,...,n}. Entonces

/I (<dZT 5V> (Tav’,v’,V)) ds
/x (ch<£9T V)~ <5ZT V) - (T,v’,fy’,V)) ds

<£T,V> : —/: <dD—;T—R(fy’,T)fy’, V>ds.

Sumando con respecto a ¢ se tiene

n—1

<A TV> Ot <%T,V)(a)—/0 <ZZ2T R(Y T)fy’,V>d5.

=1

Donde A%T(mi) es el salto de %T en los puntos donde 7" no es suave.
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2.2. Geometria Riemanniana, campos de Ja-
cobi

Ahora nos concentraremos en variaciones por geodésicas, es decir aquellas
en las que ¢; sea una geodésica parametrizada a velocidad constante para
cada t € (—¢,¢). En este caso 28 =0, y asi ZL£5 = 0. De donde

Ot Os
D D D D
R(S,T)S = %ES_E%S
D2
-
0s?

Definicién 2.2.1 A la ecuacién anterior le llamaremos la ecuacion de Jaco-
bi. A un campo J a lo largo de una geodésica que cumple la ecuacion anterior
se le llama un campo de Jacobi.

Pongamos esta ecuacion en términos mas elementales. Tomando una base
ortonormal {ey,es,...,e,} de Ty)M y su transporte paralelo a lo largo de
v, podemos expresar a J en sus coordenadas J = j'e; y tenemos:

R(S,J)S = (R(S,J)S,e;)e;

(S, J, S, ei)ei
= jk(‘ga €k, Sa ei)ei
= hijtei.
donde hy, = (S, ek, S, e;). Y también:
D0y
952" = 952"

Asi que la ecuacién se vuelve un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden
d2ji
ds?’
Este sistema lo podemos transformar en un sistema de primer orden de 2n
variables. Dadas las condiciones iniciales J(0) y 2J(0) la solucién de este
sistema es unica (ver [2] p.131).

Nos interesaran s6lamente los campos de Jacobi con J(0) = 0. Pues éstos
son los correspondientes a las variaciones semipropias. Veamos que dado un

hing* =
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campo de Jacobi con J(0) = 0, existe una variacién por geodésicas tal que J
es su campo variacional.

Proposicién 2.2.2 Sea v : [0, L] — M una geodésica unitaria en una varie-
dad Riemanniana completa y J : [0, L] — T'M un campo de Jacobi sobre ~
con J(0) = 0. Entonces existe una variacién por geodésicas tal que J es su
campo variacional.

Demostracién : Tomamos £2.J(0) = W y +/(0) = V. Por las propiedades
de la aplicacién exponencial, s — exp()sV coincide con . Ademds, pa-
ra cada t € R, s = exp,)s(V + tW) es una geodésica parametrizada por
velocidad constante. También, si definimos ¢ : (—¢,¢) x [0, L] — M como
P(t,5) = expy(o)s(V +tW), ésta es una variaciéon semipropia por geodésicas

con %g—f(0,0) = %J = W. Y por la unicidad de las soluciones dadas las
condiciones iniciales, J(s) = g—f(O, s). O

Observaciéon 2.2.3 Una consecuencia importante de la demostracién ante-
rior es que si tomamos coordenadas normales alrededor de v(0) y W tiene
coordenadas (W?), el campo J estéd dado por

J(s) = s(W';).

Observacion 2.2.4 Se puede probar que para cualquier campo de Jacobi
J, existe una variacion por geodésicas tal que J es su campo variacional.
Aunque ese hecho no lo utilizaremos en este texto.

Otra caracteristica importante de los campos de Jacobi es la siguiente:

Proposicién 2.2.5 Sea ~: [0, L] — M una geodésica unitaria en una varie-
dad Riemanniana y J : [0, L] — T'M un campo de Jacobi sobre 7. Entonces
(J,S)(s) es una funcién lineal de s.

Demostracion : Derivando dos veces con respecto a s tenemos:

s = i((£J,S>+<J,£S)>

ds? ds \ ‘Os
D? D _ D
= (@J, S) + (gtﬁ $S>
= (R(S,J)S,S)

= 0.
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O

Como consecuencia de este calculo, también tenemos que jS{J, S) =
5)(0) =
Y

<§S J,S). De aqui que J es ortogonal a S a lo largo de ~y si y sélo si (J.
0y (2J,8)(0)=0.

Observacién 2.2.6 El campo de Jacobi con J(0) = ~/(0) y )’ J(0) =0 es
el obtenido por la variacion

¢(t,s) = y(t +s)

y el campo dado por J(0) =0y >7(0) = +/(0) viene de la variacién
B(t,s) = (e's).

Por lo tanto, nunca se anulan fuera del 0 y no nos dicen mucho acerca de las
geodésicas cercanas a 7y, solo de reparametrizaciones de . Asi que nos enfo-
caremos en los campos de Jacobi ortogonales. Es decir, los que (J,S)(0) =0
v (57.5)(0) =0,

Observacién 2.2.7 Sabemos que los campos de Jacobi son los campos va-
riacionales de variaciones por geodésicas. Entonces el tamanio |J| de un campo
de Jacobi significa qué tanto se separan las geodésicas cercanas a . Asi que
si un campo de Jacobi con J(0) = 0 se vuelve a anular, podriamos adivinar
que ciertas geodésicas chocaran.

Definicién 2.2.8 Consideremos una geodésica v : [0, L] — M parametri-
zada a velocidad constante en una variedad Riemanniana. Para a € (0, L],
decimos que 7y(a) es un punto conjugado de v(0) a lo largo de ~ si existe un
campo de Jacobi no idénticamente 0, a lo largo de 7, que se anule en 7(0) y

en y(a).

Veamos que efectivamente, un punto conjugado significa que hay dos pun-
tos tales que existe mas de una geodésica que los une. En particular, si para
a € (0, L) se tiene que 7y(a) es un punto conjugado de v(0) a lo largo de 7,
entonces 7y no es una curva minimizante.

Teorema 2.2.9 Sea v : [0, L] — M una geodésica parametrizada a veloci-
dad constante en una variedad Riemanniana. Si a € (0, L) es tal que y(a) es
conjugado de v(0) a lo largo de 7. Entonces 7 no es una curva minimizante.
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Demostracién : Por el criterio de la segunda derivada y que para cada
campo a lo largo de ~ le corresponde una variaciéon, bastara demostrar que
I (X, X) < 0 para algtin campo propio X a lo largo de 7.

Primero, consideremos J como un campo de Jacobi no trivial que se anula
en 0y en a, y lo extendemos continuamente a [a, L] como idénticamente 0.
Asi definido tenemos que

1.(J,J) = <A%J, J>(a) - /OL <C%ZJ R, TN, J>ds —0.

Por otro lado consideramos Z un campo propio con Z(a) = A£.J(a) (con
funciones pastel no es dificil construirlo). Asi tenemos que

D L) D2
1.(,2) = <A£J,Z>(a)—/o <@J—R(’y',J)’y',Z>ds
D 2
~ =
7| (@
> 0.

La tltima desigualdad se tiene ya que si J(a) = 2.J(a) = 0, entonces
J =0, lo cual por construccién no es cierto.
De nuevo calculando,
If(J—¢eZ,J—eZ) = I (J,J) =2l (], Z)+*[(Z,27)
= —2eI,(J, 2)+*1(Z, Z).

Lo cual es negativo para ¢ suficientemente pequeno. U

2.3. Curvaturay Campos de Jacobi, Teorema
de Bonnet

Ahora analizaremos la influencia de la curvatura seccional en los campos
de Jacobi. Comencemos calculando los campos de Jacobi ortogonales a una
geodésica vy con J(0) = 0 cuando la curvatura seccional es constante. Para
eso necesitaremos una formula para la expresion del tensor de curvatura.



ILIII. CURVATURA Y CAMPOS DE JACOBI 39

Lema 2.3.1 Sea M una variedad Riemanniana con curvatura seccional cons-
tante K, entonces el tensor de curvatura esta dado por la férmula

R(X,Y)Z = K((Y, 2)X — (X, 2)Y).
Demostracién : Consideremos el (1, 3) tensor
R(X,Y)Z = K({Y, 2)X — (X, Z)Y).

Asi que para cualesquiera vectores X y Y linealmente independientes se tiene:

(RX. Y)Y X)  _ K(XPYP - (X,Y)?)
[ XPIY]? = (X, Y)? [ XPIY]? = (X, Y)?
- K
(R(X, Y)Y, X)

[XPIY]? = (X, Y)*

Como (X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z, W) cumple las simetrias del teorema
2.1.1, se tiene por ese mismo teorema que R = R’. U

Teorema 2.3.2 Los campos de Jacobi ortogonales con J(0) = 0 a lo largo
de una geodésica v en una variedad riemanniana M con curvatura seccional
constante K estan dados por:

J(s) = ug(s)N(s)
donde N es un campo normal paralelo y
m ug(s)=ssi K =0.
n ug(s) = Sm(”) si K =%

. 'U,K(S) o Smh(rs si K = _r_

Demostracion : Usando el lema 2.3.1, la ecuacién de Jacobi toma la forma

D2
J pr—
ds?

:U

(s D)

(AN =) T)
(=7 )

= —KJ.

I
NN
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Es claro que J(s) = ug(s)N(s) cumple tal ecuacién y que J(0) = 0,
£.J(0) = N(0). Como para cualquier v € Th )M con (v,7(0)) = 0 existe su
transporte paralelo a lo largo de v, los campos de la forma ug(s)N(s) son
todos los campos de Jacobi normales semipropios a lo largo de 7. U

Con este teorema, podemos observar, al menos en el caso de curvatu-
ra seccional constante, que la curvatura positiva hace que las geodésicas se
junten y la curvatura negativa que se separen.

Inspirados en estas formulas, podemos demostrar el teorema de Bonnet;

Teorema 2.3.3 (Bonnet) Sea M una variedad riemanniana completa y
conexa, con curvatura seccional acotada inferiormente por R? > 0, entonces
diam(M) < %, M es compacta y tiene grupo fundamental finito.

Demostracion : Supongamos que hay dos puntos a distancia mayor que 7.
Entonces existe una curva minimizante de longitud L > %.

Tomamos la variacién T'(s) = sin Z*N(s) donde N(s) es un campo normal
paralelo. Derivando obtenemos:

ET(S) = 7 cos fN(s),
D? 2 7S
@T(S) = _ﬁ Sin TN(S)
Calculando la forma indice, tenemos que:
L D2
LI.T) = - [ (357~ RO\ T).T)ds
0 s

T sin EN(s) + R(v',sin EN(s))q/, sin EN(s)>alS
L L
7T2 / /
(5 - 0NN ) ds

T K, N(s))) ds

(
(2 w)a
(
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Lo que es una contradiccién. Asf que diam(M) < %. Por lo que para cual-
quier punto p € M, se tiene que M = expp(EW/R(O)). Por el teorema B.2, M
es compacta. Para ver la ultima afirmacién, consideremos la cubriente uni-
versal M de M. Como es localmente isométrica a M, su curvatura seccional
esté acotada inferiormente por R2, y por lo tanto es compacta. Como M es
el cociente M /m (M, p), las érbitas de cada clase no se pueden acumular, y
por lo tanto son finitas. O

Ahora analicemos qué sucede con |.J| cerca del 0 para un campo de Jacobi
en una variedad arbitraria.

Proposicién 2.3.4 La expansion de Taylor de |J| alrededor del 0 para un
campo de Jacobi normal con J(0) = 0, [2J(0)] = 1 a lo largo de una
geodésica ~y unitaria esta dada por

|J(s)| = s — =5 + o(s?).

K
6
Donde K es la curvatura seccional del plano generado por ~/(0) y dsJ (0).

Demostracién : Primero calculemos la expansion de Taylor de f(s) =

(J, J)(s):
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D3
ds3

Sélo falta calcular (

J) (0)
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_ D

ds

R(®', J)¥'(0). Veamos que %R(’Y/a J)7'(0)

(v, £.7)7/(0). Para cualquier vector V € T, M se tiene:

(2RI VYO0 = LRI V)0) ~ (R DY 2V 0)
= LAV
= VAL DO
o LCALRNO
= (2RE VIO +(RE VR, 20
= (7’, V,v’,%]) (0)
= (%%Jﬁ', V) (0)

Sustituyendo tenemos que:

(0) = 8 (’y', 24, %J) (0) = —8K.
De donde
fs) = 1) + s+ SLO SLO TR0
= 52—§s4+o(s4).

Asi, sila expansién de Taylor de |J| es a+bs+cs?+ds®+o(s?), expandiendo

obtenemos:

(a+bs+cs® + ds’ + o(s?))?

K
5% — §s4 + o(s%).

a?® 4 2abs + (b* 4 2ac)s® + 2(ad + be)s® + (¢* + 2bd)s* + ao(s®) + o(s*)
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[gualando coeficientes concluimos que

J— 07
b = 1,
c = 0,
K
d = ——.
6
O
K>0 K <0
K=0

Figura 2.1: La curvatura seccional es una medida cuantitativa de la dispersién
de las geodésicas que salen de un punto.

De nuevo el resultado nos dice que la curvatura positiva hace que las
geodésicas se junten y la negativa que se separen (Figura 2.1). Pero este
resultado sélo nos sirve para estudiar el comportamiento de |.J| cerca del 0.
Para estudiar |J| a lo largo de un segmento de geodésica mas amplio, tenemos
el siguiente importante teorema:

Teorema 2.3.5 (Comparacién de Rauch) Sean M, M dos variedades rie-
mannianas con dim(M) =m > dim(M) =n,v:[0,L] — M, 75 :[0,L] - M
dos geodésicas parametrizadas por longitud de arco tales que 7 no tiene pun-
tos conjugados a F(0). Sean J, J dos campos de Jacobi a lo largo de v y 7,
respectivamente, tales que J(0) = J(0) = 0, (2J,7)(0) = (2.J,7)(0) = 0,
12.J(0)] = |2J(0)|]. Asumamos que para toda s € [0,L], Vo € Ty)M,
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T € TysM tales que {z,7'(s)}, {Z,7(s)} son conjuntos linealmente inde-
pendientes se tiene que

(7/7 'CL" x’ /YI) < (7/7 E’ f’ 7’)
PlaP = (v, 2)? = [Pl - (7,7

Bajo estas condiciones, |J(s)| > |J(s)| Vs € [0, L].

En la parte final de la prueba del teorema, ocuparemos el siguiente lema:

Lema 2.3.6 (Indice) Sean M una variedad Riemanniana, ~ : [0, L] — M
una geodésica parametrizada por longitud de arco sin puntos conjugados
ap = v0),a € [0,L] yJun campo de Jacobi normal a lo largo de =
con J(0) = 0. Sea T otro campo normal continuo y suave por pedazos con
T(0) = J(0), T'(a) = J(a). Entonces

I,(J,J) < I,(T,T).
Y para probar el lema, necesitaremos la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3.7 Sea f : [0,L] — R suave por pedazos con f(0) = 0,
entonces existe g : [0, L] — R suave por pedazos con f(s) = sg(s) Vs € [0, L]

Demostracién (de la proposicién): Definamos g en [0,b] como g(s) =

01 dgt) (st)dt, donde f es suave en [0, b]. Por el teorema de Cambio de Varia-
ble, Vs € [0, ], fo sd st dt =[5 dgt) (st)d(st) = f(s). Extendemos
g continuamente a [b, L] como g( )= @ : O

Demostracién (del lema): Consideremos coordenadas normales alrededor
de p, con ¢(p) = 0,0, =+/(0). Y paracadai € {1,2,...,n} tomamos .J; como
el campo de Jacobi con J (0) =0, 2J;(0) = 0. {Jg, J3, ..., Jn} forman una
base del espacio de campos de Jacobi normales a 7. Asi que J = ¢"J; con ¢
constante Vi € {1,2,3,...,n}, ¢! = 0. Como 7 no tiene puntos conjugados a
p, {J2(s), J3(s),. .., Ju(s)} es una base del complemento ortogonal de +'(s),
Vs € (0,L]. Asi que T(s) = t'(s)Ji;(s) para algunas funciones suaves por
pedazos t; : (0, L] — R. Extenderemos t; a [0, L]. Primero, cada J; = j¥9j, con
JF(0) = 0, Vi, k € {1,2,...,n}. Por la proposicién anterior, j(s) = sh¥(s)
para funciones suaves por pedazos hY [0, L] — R. Asf,
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8i(0) = J (O)

d h¥ D
= Sy ( )—f—Shk%ak(O)

_ <;lshk ddh’“> 5.(0)

= 17 (0)0:(0).

De donde h¥(0) = 04, y ast {h¥(s)0k(s), hE(5)Ok(s), . .., hE(s)Ok(s)} forma
una base de T, M Vs € [0, L]. Por lo que T(s) = ¢'(s)(hF(s)k(s)) para
funciones suaves por pedazos ¢' : [0, L] — R con ¢'(0) = 0Vi € {1,2,...,n}.
De nuevo por el lema anterior, g(s) = s\!(s) para funciones suaves por
pedazos A : [0, L] — R. De donde

I(s) = SAi(S)h () ()

Ahora notemos que el integrando lo podemos expresar de una manera
mas comoda:

<£T, £T> (T,7',+',T)
_ <d%T, d%T> +{R(y,T).T)
_ <£<m>, g(m» + (RO AT AT )
_ <%)\’Jl,%/\kjk>+2 %,\iJi,/\’“%Jk>
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- < 4 i, —A’ka> + 2< JZ, /\k—Jk>

ds
</\’d—JZ,)\k—Jk> < 152 “/\ ‘]k>
- (o ) )
+<diSAiJi’Ak£Jk> - (3 j Akd_SJk>.

Veamos que (LNJ;, NE2 ) — (XN, LXK L) = 0, pues

<%XJZ, A’“%Jk> <AZJ1, diA
d

- (£
= (@) ((er >< o))
it

(s

Asi que basta probar que (JZ, —J ) — ( ) = 0. Lo
pues si definimos d(s) = ((J;, 22 > — (2

derivando:

16 = () + (0 o) = (o) = (2

= <JZ,R > (RO, T3y, T ) ()
= (’Y’,J ‘) (s i7" k)

Calculando las integrales:

L(T,T) = /0 (<ZT CZT> (T,%%T)) ds

)
)

cual es cierto,

s Jk
)(s) tenemos que d(0) =0y

7, %Jk» (s)

- /0 (d%<)\’}]i, /\’“%Jk> + <d%x;]i, dis/\k(]k>> ds
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— </\iJi,)\’“£Jk>(a)+/oa <<%Aiji,%Aka>> ds
_ <ciJi,ckaJk>+/Oa (<Ciwi,;ixwk>> ds

“rid . d,
— ]a(J,J)+/O <<d—8)\ Jis 7N Jk>> ds.

De donde se obtiene la desigualdad y el hecho de que la igualdad se da si y
sélo si J(s) =T(s) Vs € [0, al. O

Demostracién (del teorema): Si |£.J(0)| = 0, entonces los campos J y
J son triviales y el teorema se cumple trivialmente. En caso contrario, ya
que ¥ no contiene puntos conjugados a 7¥(0), J no se anula y podemos definir
u(s) = [J(s)|2, v(s) = |T(s)[% f(s) = “L Entonces por la regla de L'Hopital

v(s)
y usando los cdlculos de la proposicion 2.3.4 tenemos:

Por lo tanto bastard probar que f'(s) > 0, Vs € [0, L]. Es decir, 25" >
0, o equivalentemente vu' — uv’ > 0 6 % > % cuando u # 0. Tomemos
a€l0,L].

Si u(a) = 0, se tiene que u/'(a) = 2(2J,J)(a) = 0 y se cumple que
J(s)

vu' — uv’ = 0. En caso contrario, definimos 7'(s) = "R T(s) = Ls())

Con esto,
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(a) 2<%J(a), J(a)>

=<>

= <TaT>(
= /<T T)"ds

_ 2/0 (<CZT 5T> ('y’,T,T,fy’))ds

= 2I(T,T).

Asi que basta probar que I, (T,T) > I,(T,T).
Para eso, tomemos {ey,es,...,e,}, {f1, fa,- -, fm} transportes paralelos de
bases ortonormales con e;(a) = 7/(a), fi(a) =7 (a), es(a) = T(a), fo(a) =
T(a).

Definimos una aplicacién ¢ de los campos normales V (s) = v'(s)e;(s) a
lo largo de v a los campos normales a lo largo de 7 como:

(V)(s) = v'(s) fi(5)-
Si V = vle;, W = wFey, tenemos que

@(V),0(W)) = (' fi, w* fi) = v'w' = (V,W).

D D, _d.. D
¢<V)=£vfi—dsvfz—¢<dSV).

Por lo que ((V), (W) = (V,W) y 26(V) =4 (2V) . Asf que
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- / (< (Gs1)¥ <D >>—K<~y',w<T>><|w<T>|2>) ds
< [ f T) = KO T(TP) ) ds
- [((Zran)- %Tm)ds

= [(T,T).
Como T es un campo de Jacobi, por el lema del indice se tiene que

L(T,T) < L(Y(T),¢(T)) < L(T,T).

2.4. Campos de Jacobi y Métrica

En esta seccion estudiaremos la relacién que hay entre la curvatura y la
separaciéon entre dos geodésicas que salen del mismo punto. Para ello, antes
discutiremos algunas propiedades de los espacios métricos y las variedades
Riemannianas de curvatura seccional constante.

Sea M" (k) la n—variedad Riemanniana simplemente conexa de curvatura
seccional constante k. Denotaremos por Dy al didmetro de M"(k). Es decir
Dk:oosikSOka:%sik>0.

Definicién 2.4.1 Sea k € R. Un tridngulo en M?(k) es una coleccién de
tres puntos distintos en M?(k) con tres curvas minimizantes que los unen por
parejas.

Definicién 2.4.2 Sea (X,d) un espacio métrico. x,y,z € X distintos y
k € R. Definimos el perimetro de z,y, z como la cantidad P(xyz) = d(z,y)+
d(z,z) + d(y, z). Decimos que un tridngulo zyz en M?(k) es un k—tridngulo
de comparacion de xyz si d(z,y) = d(z,y),d(z,2) = d(z, 2),d(y, z) = d(y, 2).
A un 0—tridngulo de comparacion le llamaremos simplemente triangulo de
comparacion.

Dos preguntas que surgen naturalmente de la definicion son: ;Para cua-
lesquiera tres puntos distintos z, v, 2 en un espacio métrico y cualquier k£ € R,
existe un k—triangulo de comparacién de xyz? Y si existe, ;Es tinico?
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La respuesta a ambas preguntas es no, pero afortunadamente tenemos la
siguiente proposicién que responde mas profundamente las preguntas ante-
riores.

Proposicién 2.4.3 Sean x,y, z puntos distintos de un espacio métrico (X, d)
tales que P(zyz) < co. Entonces para k € R

» Sik <0, existe un k—triangulo de comparacién de xyz y es tnico salvo
isometrias de M?(k).

= Si k > 0, existe un k—tridngulo de comparacion de zyz si y solo si
P(xyz) < 2Dy. Adem4s en este caso es tinico salvo isometrias de M? (k)
si y s6lo si max{d(z,y),d(z, z),d(y, z)} < Dy.

Demostracién : Si k£ < 0, tomamos T arbitrario, ¥ un punto a distancia
d(z,y) de T y todos los puntos u € M?(k) tales que d(u,T) = d(z,z). Si
0 € [0,27] es el dngulo entre las geodésicas Ty y Tu, por las leyes de cosenos
(lemas D.2 y D.5), d(u,y) es una funcién continua y estrictamente creciente
de 0 con imagen

ld(z,y) = d(z, 2)|, d(z, y) + d(z, 2)].

Dado que por la desigualdad del tridngulo, d(y, z) estd en ese intervalo, existe
un unico 6y tal que para todo tridngulo con dos lados de longitudes d(x,y)
y d(z, z) y angulo 6, entre tales lados, se tiene el tercer lado tiene longitud
d(y, z). De aqui obtenemos el primer inciso.

Si k > 0, consideremos tres casos:

Caso 1. Cuando max{d(x,y),d(z, 2),d(y, 2)} > Dy. En este caso no existe
un k—tridngulo de comparacién de zyz, pues no hay puntos a, b € M?(k) tales
que d(a,b) > Dy.

Caso 2. Cuando max{d(z,y),d(x, z),d(y,2)} = Dy (s.p.g. supongamos
que d(x,y) = Dy). En este caso, para que exista un k—tridngulo de compa-
raciéon Tyz, de xyz, se necesita que T y ¥ sean puntos antipodales. De esta
forma, para cualquier punto u € M?(k) se tiene que d(Z,u) + d(u,y) = Dy,
por lo que para que exista un k—tridngulo de comparacion de zyz se necesita
que d(z, z) + d(z,y) = Dy, de donde P(xyz) = 2Dy. Esta condicién es tam-
bién suficiente, pues tomando z € M?(k) tal que d(7,z) = d(z, 2), tenemos
automaticamente que d(z,y) = d(z,y). Pero este tridngulo no es tnico, pues
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la eleccion de la geodésica Ty puede variar el angulo entre las geodésicas Tz
y =y todo a lo largo del intervalo [0, 7].

Caso 3. Cuando max{d(z,y),d(x, z),d(y, z)} < Dy. Consideremos todos
los tridngulos 75z en M?(k) con d(Z, ¥) = d(z,y), d(T,Z) = d(z,z). Como
max{d(x,y), d(z, z), d(y, z) } < Dy podemos usar la ley de cosenos para k > 0
(lema D.3) y tenemos que d(Z,Zz) es una funcién continua y estrictamente
creciente del angulo @ entre las geodésicas Ty y Tz, con imagen

|d(z,y) — d(x, )|, min{d(z,y) + d(z, 2),2Dy — (d(x,y) + d(x, z)) }].

d(y, z) esté en el intervalo si y sélo si P(zyz) < 2Dy, de donde se sigue el
segundo punto. O

Observacién 2.4.4 Ambos incisos de la proposicion 2.4.3 se pueden unificar
como: Existe un k—tridngulo de comparacién de xyz si y sélo si P(zyz) <
2D, y en este caso es tnico salvo isometrias de M?(k) si y sélo si

max {d(z,y),d(z, 2),d(y,2)} < Dy.

Vale la pena recalcar que si k < 0, entonces el k—triangulo de compa-
racién siempre existe y es tnico salvo isometrfas de M?(k), mientras que si
k > 0, necesitamos condiciones adicionales para que esto suceda.

Definicién 2.4.5 Para cada £ € R, decimos que tres puntos distintos
x,y,z de un espacio métrico (X,d) son k—comparables si P(xyz) < 2Dy
y max{d(:c,y),d(x,z),d(y,z)} < Dk

Definiciéon 2.4.6 Sean z,y, z tres puntos distintos de un espacio métrico
(X,d) y k € R. Si x,y,z son k—comparables, definimos el k—dngulo de
comparacion, £pryz, como el dngulo entre las geodésicas §Z v 7z de un
k—triangulo de comparacion 7yz, de xyz.

Observacion 2.4.7 De las leyes de cosenos, se sigue inmediatamente que si
fijamos d(z,y), d(y, z), entonces £,xyz es una funcién continua estrictamente
creciente de d(z, z). A esta propiedad se le conoce como la seqgunda monotonia
del dngulo.
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Observacion 2.4.8 Las leyes de cosenos también son vélidas en M" (k) y las
demostraciones son andlogas. Esto también se tiene ya que todo tridngulo en
M"(k) esta contenido en una subvariedad totalmente geodésica (con segunda
forma fundamental nula) isométrica a M?(k). Con esto, podemos extender
las definiciones 2.4.1, 2.4.2 y la proposicién 2.4.3 a triangulos de comparacion
en M"(k). Esto es, reemplazando en cada una M?(k) por M"(k).

Volvamos al estudio de las variedades Riemannianas. Para k£ € R fijo, con-
sideremos la siguiente aplicacién: Sea U C M una vecindad uniformemente
normal (vecindad normal de todos sus puntos) y convexa (entre cualesquiera
dos puntos de U, existe una curva minimizante que los une contenida en U)
de un punto p en una variedad Riemanniana. Tomamos la imagen inversa
de U bajo la aplicaciéon exponencial en p. Escogemos una isometria lineal
¢+ T,M — T,M"(k) donde g es un punto en M"(k). Luego, tomamos la
aplicacion exponencial en ¢ y tenemos la composicion

Y, = expy 0 ¢ o exp;1 : U — M"(k)

(Aqui suponemos que U es suficientemente pequena para que ¢, (U) sea una
vecindad uniformemente normal y convexa de g y por lo tanto la aplicacion
serda un difeomorfismo con su imagen).

Habiendo tomado coordenadas normales alrededor de p y de ¢, pudimos
haber escogido ¢ tal que preserve las coordenadas. De esta forma, 1, también
lo hace. De aqui en adelante asumiremos que escogimos ¢ de esta forma.

Veremos que si la curvatura seccional de M estd acotada inferiormente
por k, la aplicacién anterior no disminuird las distancias (y andlogamente si
estd acotada superiormente por k, no incrementara las distancias).

Tomemos un punto z € U con x # py 7 : [0, L] — U una curva minimi-
zante unitaria con y(0) =py y(L) = x. Sea W € T, M con (W,v' (L)) =0y
coordenadas W = w'd;. Por las observaciones 2.2.3, el campo de Jacobi J a
lo largo de ~ con J(0) =0y £J(0) = %0;, cumple con J(L) = L%0; = W.

Como v, manda v en una curva minimizante 7 y preserva las coordenadas,
Vr«(W) tiene coordenadas w'd; en Ty, ()M"(k) y ¢y (W) = J(L), donde J

es el campo de Jacobi a lo largo de 5 con J(0) = 0y 2J(0) = %9,

Como

Z70] = |770)-
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si la curvatura seccional de M esta acotada inferiormente por k, por el teo-
rema de comparaciéon de Rauch, tendriamos que |W| < |9 (W)]. Como
|7 (L) = [¥r«(7'(L))], ¥g« no disminuye la norma (andlogamente si la curva-
tura seccional estd acotada superiormente por k, 1, no aumenta la norma).

Supongamos que la curvatura seccional de M esta acotada inferiormente
por k. Sean y,z € U y o : [0,1] — ¢ (U) una curva minimizante de ¢ (y) a
Yr(2). Usando lo anterior, tenemos que

d(Vr(y), ve(2)) =

ﬁ(f)
= [ 1olas
/ 650" (5))lds

= ’l/)kOO')
> d(y, z).

(de manera andloga, si la curvatura seccional estd acotada superiormente

por ka d(y,Z) > d(¢k(y)awk(z))a vya z € U)

Definicién 2.4.9 (Provisional) Sea k € R. Decimos que una variedad Rie-
manniana M es un espacio RA de curvatura > k (o < k) si todo punto de
M tiene una vecindad convexa U con la siguiente propiedad:

Para cualesquiera x, x9, x3 € U distintos y cualesquiera geodésicas minimi-
zantes v, de x3 a x1 y 72 de x3 a x5 en U, se tiene que el angulo entre v, y 7
es mayor o igual (menor o igual, respectivamente) que el angulo £x173s.
A una vecindad con esta propiedad le llamaremos k—normal.

v

Justificando la definicién anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.4.10 Sea M una variedad Riemanniana. La curvatura seccional
de M estd acotada inferiormente (o superiormente) por k si y sélo si M es
un espacio RA de curvatura > k (< k, respectivamente).

Demostracion : Probaremos la afirmacién para curvatura > k. La otra es
analoga.

Supongamos que la curvatura seccional de M esta acotada inferiormen-
te por k. Sea U como al inicio de esta seccién y x1,xq,x3 € U distintos.
Construyamos vy, : U — M"(k) como antes, pero ahora con p = 3.



54 II. CURVATURA

Tal aplicacion preservara las distancias a z3 y el angulo entre las geodési-
cas xr3ry y T3xe, pero d(xy, xe) < d(r(x1),¥r(x2)). Por la discusién después
de la observacién 2.4.8, tenemos que el angulo entre las geodésicas xzxq y
T3%o s mayor o igual al dngulo £,z12322. Por lo tanto M es un espacio RA
de curvatura > k.

Ahora supongamos que existe x € M y o subespacio de dimensién
dos de T, M tal que K(o) < k. Sea {V,W} una base ortonormal de o.
Tomemos coordenadas normales alrededor de x con V = (1,0,...,0) y
W =(0,1,...,0).

La variacion por geodésicas « : [0,0) x (—e,e) — M dada por a(s,t) =
exp(s(V + tW)) =exp(s, st,...,0) esta definida para ¢ y e suficientemente
pequenos. Por como construimos ¢, la imagen de 1, o o es una superficie
totalmente geodésica en M" (k).

Ahora, tenemos que T'(s) = 2%(s,0) es un campo de Jacobi con T'(0) = 0

y ‘%T ‘ = |W] = 1. Ahora usamos el hecho de que K(V,W) < k, la

proposicién 2.3.4 y el teorema 2.3.2 para obtener que siempre que ¢ y € sean
suficientemente pequenos, 1, disminuye la distancia entre los puntos de la
forma (2,0,...,0) y (%,%g,...,()).

Como vy, preserva la distancia a z y los angulos entre geodésicas que salen
de z, entonces para

T, = (%,O,...,O), xe = (0,0,...,0), z3 = (%, %g,...,O), tenemos que el
dngulo entre las geodésicas z3x1 y 232 es menor al dngulo £,z x325. Por lo
que M no es un espacio RA de curvatura > k. (I

Observacién 2.4.11 Construyendo ¢, como después de la observacion 2.4.8,
y considerando M = M"(k;), con k; > k, tenemos que 1 preserva la dis-
tancia a p y los dngulos entre geodésicas que salen de p. Pero en general
no disminuye las distancias. Por lo tanto, para toda tercia de puntos x,y, z,
k,—comparables, tenemos que £, ryz > £rxyz. A esta propiedad se le llama
primera monotonia del angulo.

De lo anterior se sigue que todo espacio RA de curvatura > k es un
espacio RA de curvatura > k: Vk <k (respectlvamente todo espacio RA de
curvatura < k es un espacio RA de curvatura < k, Vk > k).




Capitulo 3

Espacios de Alexandrov

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades bésicas de los espacios
de Alexandrov de curvatura acotada inferiormente por algin £ € R, como la
semicontinuidad de los angulos, que tiene su contraparte en los espacios de
Alexandrov de curvatura < k. También presentaremos los teoremas de To-
ponogov y de diametro acotado, que para curvatura < k no existen analogos.
Antes de comenzar con este andlisis, estudiaremos una nocién mucho mas
simple, que es la de angulo entre curvas.

3.1. Angulos

En la geometria Riemanniana el tensor métrico nos da inmediatamente
el concepto de angulo entre vectores tangentes, el cual nos permite tener
el concepto de angulo entre curvas. Este concepto es sumamente 1til y nos
gustaria tenerlo en espacios métricos en general.

Para ello formularemos una definicién de angulo entre dos curvas que
coincida con la definicién usual en geometria Riemanniana y que se pueda
generalizar a espacios métricos arbitrarios.

Definicién 3.1.1 Sean (X, d) un espacio métrico y k € R. Sean

7,72 : [0, L] — X dos curvas con v, (0) = 72(0) = p tales que 3 ¢ > 0 para el
cual p & 71((0,¢]) Ua((0,€]) y los tridngulos 71 (s)pya(t) son k—comparables
si s,t € [0, ¢]. Definimos la k—funcion de dngulo de v, y o

Oy : (0,¢] x (0,e] — [0, 7] como

Or(s,t) = Li71(s)pya(t).

25
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Si li'm0 0o (s, t) existe, lo llamaremos el dngulo entre v, y ¥2 y lo denotaremos
s,t—

por £(71,72).
También, dados x,y, z € X y curvas minimizantes v; y 72, de y a = y de
y a z respectivamente, denotamos el dngulo £(71,72) como £Lzyz.

Proposicién 3.1.2 Sean X un espacio métrico, k € R,y 71,72 : [0, L] = X
dos curvas con 7, (0) = 72(0) = p tales que 3 > 0 parael cual p & v, ((0, o] )U
72((0, a]) y los tridngulos 7 (s)py2(t) son k—comparables si s,t € [0, a]. Si

£(71,72) existe, entonces l{m0 Lry1(8)71(0)72(t) existe, y es igual a £(71,72).
S,t—

Demostracion : El caso k = 0 es trivial. Probaremos la proposicién para
el caso k > 0. El caso k < 0 se prueba igual que el caso & > 0, pero usando
cosh y sinh en lugar de cos y sin.

Definimos las siguientes funciones de s y t.

a(s,t) = VEd(11(0),7(s))  b(s,t) = Vkd(72(0), (1))
c(s,t) = \/Ed(’Yl(S)a’Yz(t)) 0(s,t) = Ly1(s)71(0)y2(t).

Entonces, por el lema D.3 se tiene que

cosc — cosacosb

cosf = - -
sin a sin b

Como a,b — 0 cuando s,t — 0, se tiene que h’m0 % = 1. Y por lo
s,t—

tanto, basta probar que
cosc — cosacosb

sl,%go 7 = cos £(71,72)-

Para ello, usaremos la serie de Taylor de la funcion cos.

cosc — cosacosb

Y cos Zen (5 n(Oft) = Jim, ==
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Ic2k 7,27, 1]b2]
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= cos&(1,72) — hm Zi:Q (20)! +Zj:2 (2] Zk 2 (zk
Asi que sdlo falta probar que
—1)tg2t Jb2] k 2k
i D ico : (2)1')! + 23002 j — 2 2 2k —0
5,t—0 ab o

Para ello, consideremos g : R — R, la funcién analitica dada por

g(t) = > 02 2 (2k . De esta forma, ¢g(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = ¢”(0) =0y
g""(0) = 1. Asi que, por la continuidad de ¢"”, existe n > 0 tal que

0.6 S g””(t)
0.6t < g"(t)
0.3t2 < ¢"(t)
0.1¢3 < ¢'(¢)

< 2, para todo t € [0,7]. Luego
< 2t, para todo t € [0, 7].
< t , para todo t € [0, 7).
< &, para todo t € [0,1).

Sea £ > 0. Veamos que si a,b < min{Z, ¥~ } entonces

g(a) + g(b) — g(c)
ab

<e.

Consideremos dos casos:

Caso 1. Cuando g(a), g(b) < Fab. Sin pérdida de generalidad supongamos
que b < a. Usando la monotonia de g en [0,7] y el teorema del valor medio,
tenemos, para algin £ € [a,a + b], que



58 II1. ESPACIOS DE ALEXANDROV
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Por lo tanto

g(a) + g(b) = g(0 ) + 5
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Caso 2. Cuando min{g(a),g(b)} > £ab. Sin pérdida de generalidad su-
3

pongamos que g(a) > Fab. Como g(a) < tenemos que b < £. De donde

a

o

b < -2 Por lo tanto )
— 27e3"

at
127

4
glb) _ b
ab T 12ab

a9

S (20)@72)

a8

< -
—  324e3
€

< -
3

También, debido a que b < %, tenemos que b < a. Y asi, para algin
¢ €la—b,a+b], se tiene que
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Concluimos que

gla) +9(b) —g(c)| _ € N l9(c) — g(a)]
ab - 3 ab
€ 8ba
- 3 3ab
e, 8
- 3 3
£ €
< 1=
- 3 + 6
< E&.

O

De la proposicién anterior se tiene que la eleccién de £ = 0 al momento
de definir el angulo entre dos curvas fue arbitraria. Es decir, si el angulo
£ (71, 72) existe, entonces el limite l{m0 0r(s,t) existe para toda k € Ry es

s,t—

igual al dngulo. De la prueba de la proposicion también es posible concluir
que si lgmo 0,(s,t) existe para algun A € R, entonces lgmo 0y (s,t) existe para
s,t— 5,t—
toda k € Ry l{m0 Or(s,t) = £L(71,72)-
s,t—
Cuando el limite l%'mo 0o (s, t) no existe, es usual considerar el limite supe-
s,t—

rior. Se le llama dngulo superior y se le denota por £y (7y1,72). De la propo-
sicién 3.1.2, de nuevo tenemos que £y (71, 72) no depende de la eleccién de
k=0.

La siguiente proposicién garantiza que para angulos superiores (y por lo
tanto, para angulos) tenemos la desigualdad del tridngulo.

Proposicién 3.1.3 Sea (X, d) un espacio métrico y v1,72,7s : [0, L] — X
tres curvas con 71(0) = 72(0) = 73(0) = p y tales que 3 € > 0 para el cual
p & 71((0,€]) U2((0,€]) Urs((0,e]). Entonces

(
Lu(m1,72) + Lu(72,73) = Lu(71,73)-
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Demostracién : Para evitar confusién denotaremos como 6 a la 0—funcién
de dngulo de 7; y 7; con 4,5 € {1,2,3}. Si Ly(y1,72) + Lu(y2,7v3) > ™ no
hay nada que probar, por lo que asumiremos lo contrario.

Para 7,s,t € (0,¢], construimos tridngulos de comparacién apb y bpc de
Y1 (7m)py2(s) v 72(8)pys(t), respectivamente, tales que a y ¢ estén en lados
opuestos de la recta pb.

Dejando s fijo, por continuidad de ~; y 73 sabemos que para r y t sufi-
cientemente pequefios se tiene que Py b estan de lados opuestos de la recta
ac. Por continuidad de v, dejando estos r y t fijos, para s suficientemente
pequena, b estd del mismo lado que P con respecto a la recta ac.

Ahora, como los puntos @, b, ¢ se mueven continuamente con respecto a
r,s,t tenemos que para cualesquiera r y t suficientemente pequenos, existe s
tal que b estd sobre el segmento ac. En este caso, 632(r, s) = Lapb y 62%(s,t) =
Lbpe.

Construyendo a’ € R? tal que a'pc sea un tridangulo de comparacién de
Y1 (r)pys(t), tenemos por la desigualdad del tridngulo en X, que d(a’,¢) <
d(a,b) + d(b,¢) = d(a,c). Y por la ley de cosenos para k = 0, podemos
concluir que

053 (r,t) = La'pe < Lape = 032 (r, s) + 032 (s, t).

De donde £y (71,72) + Lu(72:73) = Lu (71, 73)- 0

Corolario 3.1.4 Sea (X,d) un espacio métrico y v1,72,7v3 : [0,L] — X
tres curvas con 7;(0) = 7,(0) = ~3(0) = p tales que 3 & > 0 con p &

71((0, €])Uy2((0, ] )U73((0, €]). Asumiendo que £ (v1,72), £(72,73) ¥ £(71,73)
existen, tenemos que

L(v,72) + £(v2,73) > £L(71,73)-

A partir de ahora en esta seccién, enfocaremos nuestro estudio inicamente
a los espacios de longitud.

Los angulos no siempre se comportan amablemente. Por ejemplo, si to-
mamos la curva 7 : [0,1] — R?, dada por v(0) = (0,0) y v(s) = (s, ssin (1))
para s € (0,1], es facil ver que £(v,7) no existe. Ain asi los dngulos y
los angulos de comparacién seran fundamentales al momento de definir los

espacios de Alexandrov.
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Definicién 3.1.5 Fijando un punto p en un espacio de longitud X, po-
demos considerar el conjunto de curvas v : [0,e] = X con v 1(p) = 0y
£(v1,7) = 0 médulo la relacion de equivalencia y; ~ vo < £L(71,72) = 0.
Dotandolo con la métrica dada por el angulo tenemos un espacio métrico. A
la completacién de ese espacio le llamaremos el espacio de direcciones en p.

El espacio de direcciones asume el papel que toma el espacio tangente
en topologia diferencial, aunque no resulta ser tan ttil como éste. También
es una herramienta basica en el estudio de los espacios de Alexandrov de
curvatura > k.

Los éngulos cumplen ciertas propiedades intuitivas con respecto a las
geodésicas. Tales propiedades son simples al igual que sus pruebas, y ademas
resultan ser muy utiles.

Proposicién 3.1.6 Sea (X, d) un espacio de longitud y sean 7, 7s : [0, L] —
X dos geodésicas unitarias no constantes con y;(0) = v2(0) = p. Supongamos
que la curva 7 : [0,2L] — X dada por

Mm(L—=r) sir<L
V(r) = .
Yo(r—L) sir>1L
es también una geodésica. Entonces tenemos que
n £(v1,71) existe y es igual a 0.

n A(7y1,72) existe y es igual a 7.

Demostracién : Como para ¢ suficientemente pequeiio sabemos que 7 |[—¢ ]
es una curva minimizante unitaria, tenemos las férmulas d(p,v;(s)) = s,
d(71(s),72(t)) = s+ t, d(71(s),11(t)) = |s — t| para i € {1,2}, s,t € [0,¢].
Calculando los limite tenemos

— L (dp,m(8)))? + (dp, (1) = (d(ni(s),n(t))?
Lon(s)pn(t) = cos ( 2d(p, 71(s))d(p, 72(t)) )

- ((s)? + 02 =1 )

= cos™' (1)
= 0.
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(d(p,71(5)))? + (d(p,12(t))* — (d(%(S)ryz(t)))Q)
2d(p7 71( ))d(p‘) 72(t))

L (<s>2 ()2 = (s +1)°
( )

4_0’71 (8)pye(t) = cos™

2st
= cos (1)
= .
Tomando el limite s,¢ — 0 tenemos ambos incisos. Il

Corolario 3.1.7 Sean 77, 72 como en la proposiciéon anterior, ¢ € X con
g #py s [0,d(p,g)] — X una curva minimizante unitaria de p a gq.
Entonces tenemos que

KU(%,’Y:’)) + KU(’Yz,’yg) > .

Demostracién : Se sigue inmediatamente de las proposiciones 3.1.3 y 3.1.6.
0

Observacion 3.1.8 La desigualdad en el otro sentido, en general, no se tie-
ne. Por ejemplo, en el espacio de longitud ([0, 00)x{1,2,3}/({0} x{1,2,3}),d)
con

r—s| sia=0b

r+s sia#b

d((r, a), (s, b)) = {

si tomamos las curvas 7; : [0,1] — [0,00) x {1,2,3} dadas por v;(t) = (¢,1%)
para i = 1,2, 3, obtenemos por la proposicion 3.1.5 que

£(7i5 ) = m6ij-
Por lo tanto £y (71,73) + Lu (Y2, v3) = 27 > 7.

Definicién 3.1.9 Diremos que un espacio de longitud (X, d) es angular-
mente reqular si para cualesquiera dos curvas minimizantes unitarias no cons-
tantes que comienzan en el mismo punto existe el dngulo entre ellas y para
cualesquiera v, 72, v3 curvas en X como en el corolario 3.1.7 se tiene que

L(y1,73) + L(y2,73) =
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3.2. Espacios de Alexandrov

En lo que resta de este capitulo asumiremos que todos los espacios métri-
cos a considerar son localmente geodésicos, es decir, que todo punto tiene
una vecindad que es un espacio geodésico. A una vecindad de este tipo le
llamaremos una vecindad convezxa.

Definicién 3.2.1 Sea (X, d) un espacio de longitud angularmente regular

y k € R. Decimos que X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k (o

< k) si todo punto tiene una vecindad convexa U con la siguiente propiedad:
Para cualesquiera xq, xo, 23 € U distintos y cualesquiera geodésicas mini-

mizantes vy, de 3 a 1 y 72 de x3 a x5 en U, se tiene que el angulo entre v, y

72 €s mayor o igual (menor o igual, respectivamente) que el angulo ApT1T3T.
A una vecindad con esta propiedad la llamaremos k—normal.

Como las variedades Riemannianas son angularmente regulares, tenemos
la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.2.2 Una variedad Riemanniana es un espacio RA de curva-
tura > k (o < k) si y s6lo si es un espacio de Alexandrov de curvatura > k
(< k respectivamente).

Del teorema 2.4.10 y la proposicién anterior tenemos inmediatamente el
siguiente teorema.

Teorema 3.2.3 Sea M una variedad Riemanniana. La curvatura seccional
de M estd acotada inferiormente (o superiormente) por k si y sélo si M es
un espacio de Alexandrov de curvatura > k (< k, respectivamente).

Antes de continuar desarrollando las propiedades de los espacios de Ale-
xandrov, es conveniente dar ciertas caracterizaciones o definiciones alterna-
tivas.

Definicién 3.2.4 Sea (X, d) un espacio de longitud y k£ € R. Decimos que
X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k si todo punto tiene una
vecindad convexa U en la cual es valida la siguiente propiedad:

Para cualesquiera x1, x5, x3 € U, k—comparables, v geodésica minimizante de
z9 a w3 en U y x4 un punto en la imagen de v, si 772273 es un k—triangulo
de comparacién de zixexs v ) estd en el segmento [Tz, T3] y es tal que
d(x)y,T3) = d(xy,x9) y d(x)y, T3) = d(x4, x3), entonces

d(z), T7) < d(xg, 7).



64 II1. ESPACIOS DE ALEXANDROV

Definicién 3.2.5 Sea (X, d) un espacio de longitud y k& € R. Decimos que
X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k si todo punto tiene una
vecindad convexa U en la cual es véalida la siguiente propiedad:

Para cualesquiera x1, xy, 23 € U k—comparables, v geodésica minimizante de
ro a x3 en U y xy un punto en la imagen de v tal que tanto 1, xo, x4 como
x1,x3, T4 SOn k—comparables, si T17223 es un k—triangulo de comparacién
de z1xox3 y )y estd en el segmento [To, T3] y es tal que d(z), T3) = d(x4, x2)
y d(x),T3) = d(z4, x3), entonces

a —_—/
L1924 > £T1T2Ty.

La ultima condicién se puede reestablecer como sigue:

Para 7, y 72 como en la definiciéon 3.1.1, se tiene que 30 > 0 tal que
0x(s,t) es una funcién monétona no creciente de sy t en (0, 6] x (0, d].

Las definiciones anteriores tienen sus andlogas para curvatura < k, in-
virtiendo la desigualdad en el iltimo enunciado de cada una. A la definicién
3.2.1 le llamaremos la definicién del angulo, a las definiciones 3.2.4 y 3.2.5
les llamaremos las definiciones de la distancia y de la monotonia respectiva-
mente.

Claro, hay que probar que estas definiciones son equivalentes. La prueba
esta basada en el siguiente lema.

Lema 3.2.6 (Alexandrov) Sean k € Ry ay,as, by, bs, ¢y, o, dy, do € M?(k)
distintos tales que d; estd en el segmento [by, ¢1] y d(ay, by) = d(az, be), d(ay,c1)
d(ag, Cg), d(bl, dl) = d(bg, dg), d(Cl, dl) = d(CQ, dg) El’ltOl’lCGS

» d(ay,dy) < d(ag,dy) siy sélo si Leadaby < .

» d(ay,dy) > d(ag,dy) siy sélo si Leadaby > .

Demostracién : Demostraremos la primera afirmacién. La prueba de la se-
gunda es analoga.

Construyamos un punto ¢z sobre la geodésica [be,ds] tal que d(da,c3) =
d(dy,c1) y d(be,c3) = d(by, c1) (Figura 3.1).

Por la ley de cosenos correspondiente a k, tenemos que d(aq, d;) < d(az, ds)
siy sélo si £dibia; < £Ldsbsas. Esto tltimo, de nuevo por ley de cosenos, es
equivalente a que d(as,c3) > d(aj,c;) = d(az,cz). Finalmente por ley de
cosenos, esto es equivalente a que Lasdscy < Lasdscyg =1 — Laosdabs.
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A2
a1

b, b2

C2
1

C3

Figura 3.1: Lema de Alexandrov.

Por lo tanto, d(ay,d;) < d(az,ds) si y sblo si Leadoby = Lasdacs +
AGJQdeQ < Tr. [l

Ahora estamos en condiciones de demostrar la equivalencia entre las 3
definiciones.

Teorema 3.2.7 Sea (X, d) un espacio de longitud. Entonces son equivalen-
tes las siguientes afirmaciones:

= (Definicién del dangulo) X es angularmente regular y todo punto tiene
una vecindad convexa U con la siguiente propiedad:

Para cualesquiera x1,x9,x3 € U distintos y cualesquiera geodésicas
minimizantes 7, de x3 a x1 y 7, de x3 a 2 en U, se tiene que el dngulo
entre v, y 2 es mayor o igual que el angulo £z x3xs.

» (Definicién de la distancia) Todo punto tiene una vecindad convexa U
en la cual es vélida la siguiente proposicion:

Sean w1, x9, 3 € U k—comparables, 7 una geodésica minimizante de
x9 a xz en Uy x4 un punto en la imagen de . Construimos 712373 un
k—tridngulo de comparacién de xjxoxs y 2 en el segmento [T, T3] tal
que d(2),T3) = d(zy, x2) y d(x),T3) = d(x4,x3). Entonces

d(x), 77) < d(x4, 21).
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= (Definicién de la monotonia) Todo punto tiene una vecindad convexa
U en la cual es valida la siguiente proposicion:

Sean x1, T2, x3 € U k—comparables, v una geodésica minimizante de x5
a xz en U y x4 un punto en la imagen de v tal que tanto z1, x5, x4 como
x1,x3, T4 son k—comparables. Construimos z;z2x3 un k—triangulo de
comparacién de xjxexs y ) en el segmento [Z3, T3] tal que d(x),7T3) =
d(xy4,29) y d(x)y, T3) = d(x4,z3). Entonces

2 —
LpT1TaTy > £T1227).

Demostracién : (dngulo = distancia) Sean xi,xs, 23,24 y 7 como en la
definicién 3.2.4 tales que tanto ellos como una curva minimizante o de x4 a
71 estdn contenidos en una vecindad normal U. Sean #, &y, @3, 74 € M?(k)
tales que 717574 es un k—triangulo de comparacién de xyxoxy, 120374 de
T123%4 y los puntos zo v x3 estdn de lados distintos de la geodésica [2, 24].
Por la definicion del angulo tenemos que

KAToTyds = KToXyly + £T10473
= kag.’174x1 + ka1x4:1:3
< Lrowyry + L1473

= T.
Por el lema de Alexandrov, tenemos que
d(xy, T1) < d(7y, %1) = d(24, 1)

(distancia = monotonia) Sean z1, xo, x3, 24 y v como en la definicién 3.2.5,
dentro de una vecindad U que cumple la propiedad de la definicion 3.2.4.
Sean 'y, 7y, 74 € M?(k) tales que #1757, es un k—tridngulo de comparacién
de z1x914.

Por la ley de cosenos sobre los triangulos 12224 y T1722) tenemos que

N e
LpT1TaTy > £T1T22).

(monotonia = &ngulo) Sean z1, x5, 3,71, 72 como en la definicién 3.2.1,
contenidos en una vecindad U que cumple la propiedad de la definicion
3.2.5. Entonces la funcién 6, es no creciente con respecto a las dos va-
riables y por lo tanto el limite slir_{lo Ok (s,t) existe y es mayor o igual a

ek(d(CEl, 553), d($27 553)) = K_k$1$3552-
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Para probar que X es angularmente regular, tomemos p un punto y sean
7,72 ¢ [0, L] — X dos geodésicas unitarias no constantes con v;(0) = 72(0) =
p tales que la curva v : [0,2L] — X dada por

)L —=r) sir<L
V(r)_{fyg(r—L) sir>1L

es también una geodésica. Sea ¢ € X con g #py 73 : [0,d(p,q)] = X una
curva minimizante unitaria de p a ¢g. Por la condicién de monotonia, para
r, s, t fijos se tiene que

Livs(t)12(s)p = Leva(t)v2(s)7 (7).

Y por el lema de Alexandrov se tiene que

L (r)pys(t) + Leys(t)pya(s) < .

Tomando el limite cuando 7, s,t — 0 tenemos la desigualdad buscada. O

Cuando una vecindad U cumple con una, y por lo tanto todas las defini-
ciones, se dice que U es una vecindad k—normal.

Definicién 3.2.8 Sea (X, d) un espacio de longitud. Llamamos tridngulo a
un conjunto de tres puntos distintos en X y a una coleccion de tres curvas
minimizantes que los unen por parejas. Cuando no se preste a confusion, de-
notaremos al tridngulo sélamente con sus vértices y a una curva minimizante
entre x y y como [z,y].

En un espacio angularmente regular decimos que un triangulo xyz es
AOK en y si Lxyz > Lyxyz. Si zyz es AOK en z, y y z, decimos que zyz
es AOK.

La primera propiedad notable de los espacios de Alexandrov de curvatura
> k es que si tenemos una sucesion de parejas de curvas (o, 8,), con angulos
0., que convergen a (a, ), entonces el angulo £(«, 5) no serd mayor al limite
inferior de 6,,.

Lema 3.2.9 Sean (X, d) un espacio de Alexandrov de curvatura >k, «, 3 :
0,L] - X,y {an : [0,L] = X}pen, {Bn ¢ [0,L] - X}pen dos sucesiones
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de curvas minimizantes tales que convergen puntualmente a vy 3, respec-
tivamente. Si a,,(0) = £,(0), Vn € Ny L(an,B,) = 6, entonces se tiene
que

L(a, B) < liminf6,.

n—oo
Demostracién : Como lim a,(s) = «(s) y lim £,(t) = B(t) para to-
n—oo n—oo
do s,t € [0,L], se tiene que a(0) = 5(0) y que lim Lo (8)a(0) B, (1) =

Lra(s)a(0)B(t).
Ahora, para s, t suficientemente pequenos y n suficientemente grande te-
nemos que a,(s)a(0)5,(t) es AOK en «(0). Asi, liminf 6,, >
n—oo

lim &0, (8)(0)Bn(t) = £Lra(s)a(0)B(t). Por lo tanto, cerca del punto (0,0),

la k—funcién de angulo de o y 3 esta acotada superiormente por liminf 6, y
n—oo

se tiene el resultado. O

El lema anterior también es valido en espacios de Alexandrov de curvatura
< k si se reemplaza la ultima desigualdad por

L(a, B) > limsup 6.
n—,oo

El lema anterior no es verdadero en espacios de longitud en general. Por
ejemplo si tomamos el espacio [0, 00) x {1,2,3}/({0} x{1,2,3}) con la métri-
ca descrita en la observacién 3.1.8 y tomamos los segmentos de la forma
[(£,1),(1,2)], [(£,1),(1,3)] para n € N. Estos convergen a los segmentos
[(0,1),(1,2)] y [(0,1),(1,3)]. De esta forma, 6,, = 0, Vn € N, pero el dngulo
de las curvas limite es 7.

Existen propiedades basicas de los espacios de Alexandrov de curvatura >
k que no tienen analogo para espacios de Alexandrov de curvatura < k. Esto
pasa debido a que la condicion de curvatura > k£ es mucho mas restrictiva que
la condiciéon de curvatura < k. Algunas de esas propiedades son las siguientes.

Proposicién 3.2.10 Sean (X, d) un espacio de Alexandrov de curvatura
> ky v,y ¢ [0,L] - X dos curvas minimizantes unitarias con 7 (0) =
72(0) = p. Entonces tenemos lo siguiente:

= Si existe € > 0 tal que 71 |j0,5] ¥ 72 |[0,¢] coinciden, entonces v = 7,.

= Si L(71,72) = 0, entonces vy, = 7».
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Demostracién : Por continuidad, el conjunto S de puntos r € (0, L] tales
que v, y 72 coinciden en [0,r], es cerrado. Veamos que es abierto y por
conexidad, serd igual a (0, L].

Sear € S. Tomamos s < r tal que By(71(r)) es una vecindad k—normal de
71(r). Aplicando la condicién del angulo al tridngulo vy (r—3)v1 (r+2)y2(r+y)
con z,y € [0, s] tenemos que &1 (r + 2)v1(r — £)72(r +y) = 0. Por lo tanto

d(n(r+),72(r +y)) = |z —yl.
Por continuidad, si tenemos una sucesion {z,, }nen tal que x, 7 z entonces

Y2(z) = lim 3 (2n) = 71 (2).
n—oo
De donde se sigue el primer inciso.

Para probar el segundo inciso, tomamos € > 0 tal que el conjunto v, ([0, €])U
72([0, €]) estda contenido en una vecindad normal de p. En este caso, para
7,5 € (0, €] tenemos analogamente al inciso anterior que &1 (r)pya(s) =0y
por lo tanto d(v;(r),v2(s)) = |r — s|.

De la misma manera que en el inciso anterior, v;(r) = v(r) Vr € [0,¢].
Usando el primer inciso tenemos el resultado. O

Proposicién 3.2.11 Sean (X, d) un espacio de Alexandrov de curvatura
> ky x1, T, T3, T4 puntos en una vecindad k—normal U C X de x4. Entonces

L1242 + LpXoxsxs + Lpxsrsx, < 27.

Demostracién : Tomemos una sucesién de puntos {y, }nen en [21, 4] tales
que y, — x4. Como el k—éngulo de comparacién es una funciéon continua
entre las tercias de puntos k—comparables, basta demostrar la proposicién
sustituyendo x4 por y,. Usando la condiciéon del angulo tenemos que

Zk.’Elang + kagynxg + kagynarl Lr1ypre + Lroyprs + LT3y,

<
< LAr1YnTo + £T2Yny

+ L2 4Yypx3 + LT3y

T+
2.
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La condicién
Apx1 2420 + LpXoxsxs3 + Lpx304201 < 27

para cualquier cuarteta de puntos en una vecindad también implica que el
espacio es de Alexandrov de curvatura > k, pues si tomamos x4 en la curva
[z9, 3], entonces Zk$2x4a:3 = 7 y por el lema de Alexandrov tenemos la
condicion de la distancia.

Hemos probado que la siguiente definicion también es valida. La llama-
remos la definicién de la cuarteta o del cuadruple.

Definicién 3.2.12 Sean (X, d) un espacio de longitud y k£ € R. Decimos
que X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k si todo punto tiene una
vecindad convexa U en la cual es vélida la siguiente proposicion:
Sean x1, 9, x3, x4 € U tales que x12425, Tox 423, T32421 SON k—comparables.
Entonces
ka1m4x2 + ka2m4x3 + ka3x4m1 < 2.

Como consecuencia de esta definicién, tomando el limite cuando x4, x5, 3 —
x4 tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2.13 Sean a, b, ¢, d puntos en un espacio de Alexandrov de
curvatura > k, entonces

Ladb + £bdc + Lcda < 2.

g

La definiciéon 3.2.12 tiene la ventaja de que eliminando la palabra con-
vexa de ella, se puede generalizar a espacios de longitud sin la necesidad de
que existan curvas minimizantes, pero no existe una definicion andloga para
espacios de Alexandrov de curvatura < k.

3.3. Medida y Dimensién de Hausdorff

Consideremos un intervalo en R de longitud /. Aplicandole una homotecia
con factor A\ obtenemos un intervalo de longitud Al. De igual manera, si
tomamos en R™ una curva de longitud [, al aplicarle una homotecia con
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factor A\, obtenemos una curva de longitud Al. No sucede lo mismo cuando
tomamos un cuadrado en R? y le aplicamos la misma homotecia. Su é4rea
se multiplicard por A\2. Analogamente, aplicando una homotecia en R", el
volumen del cubo [0, 1] se multiplicard por A™.

Intuitivamente, esto sucede debido a que cuando le aplicamos una homo-
tecia con factor A a un objeto de dimension n, su medida se multiplica por
un factor A". Para definir formalmente la dimensién de un espacio métrico
(en el sentido de Hausdorff) es necesario el concepto de medida de Hausdorft.

Definicién 3.3.1 Sean X un espacio métrico, d € [0,00) y {U,}aea una
cubierta, no necesariamente abierta, a lo mas numerable de X . Definimos el
d—peso de {U,} como la suma

wa({Ua}) =Y _ (diam(U,))? .

acA

Si d = 0, tomaremos 0° como 1.
También, para ¢ > 0, definimos la cantidad pg(X) como

tae(X) = inf{w, ({U,}) | diam(U,) < e, Va € A},

donde el infimo es sobre todas las cubiertas {U,}q.c tales que diam(U,) < e
Va € A. Si no existe una cubierta a lo méds numerable, con diam(U,) < ¢,
Va € A, definimos fi4.(X) como oco.

De esta forma definimos la medida de Hausdorff de dimension d de X
como

pa(X) = 1 p1g,6(X).
e—0

Frecuentemente, en la definicién de pq(X) se considera esta cantidad mul-
tiplicada por una constante con el inico objetivo de que la medida de Haus-
dorff de dimensién d del cubo [0, 1]¢ sea igual a 1. Pero para fines de dimen-
sién, esto no sera necesario.

La definicién anterior también sirve para cuando X estd contenido en
otro espacio métrico y los U, no estan necesariamente contenidos en X. No
es dificil probar que esta funcion es realmente una medida cuando la restrin-
gimos a la o—algebra de Borel de X.

De la definicién 3.3.1 se sigue inmediatamente la siguiente propiedad de
monotonia. Si X C Y, entonces pq(X) < puq(Y).
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Ciertamente, esta medida cumple la propiedad de la que hablamos al
comienzo de la seccién. Si (X, g) es un espacio métrico, entonces para A > 0,
se tiene que 1q((X, A\g)) = Muqa((X, g)). Esto se sigue de la igualdad andloga
de los d—pesos, pues para cada U,, su didmetro en (X, \g) es A veces su
didmetro en (X, g).

Cuando tratamos de encontrar la medida de algo, no hablamos del area
de una curva, o la longitud de un cubo. Esto se debe a que para cada espacio
métrico X, existe un tnico dy para el cual la medida de Haudorff tiene sentido
s6lo en esa dimension.

Teorema 3.3.2 Sea X un espacio métrico. Entonces existe dy € [0, o0] tal
que pg(X) =00, Vd < do y pa(X) =0, Vd > d,.

Demostracién : Sea dy = inf{r € [0,00) | us(X) < oo, Vs < r}. Si

dy = oo, no hay nada que probar. Supondremos que dy < oo. Por construc-
cién, tenemos que pq(X) = 0o, Vd < dy. Tomemos d > dy, entonces existe
dy € [dy,d) con pg, = M < oo. Para € > 0y {U,}aea cubierta de X con
diam(U,) < e,Va € A, wg,({Us}) < M + 1, tenemos que

wi({Ua}) = Z(diam(Ua))d

a€A

= > (diam(U,))" T

a€A

< NN (diam(U,))™

acA

= gdidlwdl({Ua})
< e h(M41).

Lo que implica que pq.(X) < e (M + 1). Tomando el limite cuando
¢ — 0 tenemos el resultado.

Definicién 3.3.3 Sea X un espacio métrico. Definimos la dimension de
Hausdorff de X como el nimero dy del teorema anterior y la denotaremos
como dimg(X).

De la definiciéon de dimensién de Hausdorff se sigue inmediatamente que
si X C Y entonces dimy(X) < dimy(Y).
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Notemos que la dimensién de un espacio métrico no tiene por qué ser un
entero. Por ejemplo, no es dificil comprobar que la dimensién del conjunto
de Cantor es }%i%- Pero un hecho sorprendente de los espacios de Alexandrov
de curvatura > k es que si su dimensién es finita, entonces ésta es un ntimero

entero.

3.4. Distancia Entre Espacios Métricos

En la seccién 5.2 observamos que los espacios de Alexandrov de curvatura
> k son una generalizacion de las variedades Riemannianas con curvatura
seccional > k, pero esto no nos dice por qué es tan relevante su estudio. El
teorema de compacidad de Gromov nos da una posible respuesta.

Consideremos esferas concéntricas de radio 1 + % en R3, para todo n €
N. Intuitivamente, esta sucesion de esferas converge a la esfera de radio 1.
Analogamente la sucesién de esferas de radio % converge a un punto cuando
n tiende a infinito. Pero surge la pregunta ;Con respecto a qué topologia?

Es facil (aunque no es trivial) definir distancias entre espacios métricos.
Lo primero que queremos es que si dos espacios son isométricos entonces su
distancia sera 0. Una isometria es una funcién biyectiva tal que, tanto ella
como su inversa, tienen constante de Lipschitz 1. Por lo que podemos definir
una distancia entre espacios métricos y decir que dos espacios son cercanos
si existe una biyeccién entre ellos tal que tanto ella como su inversa tengan
constante de Lipschitz cerca de 1.

Definicién 3.4.1 Sean X y Y dos espacios métricos. Definimos la distancia
de Lipschitz entre X y Y como el niimero real

di(X,Y) = nf{ max {[log(Ly)|, [log(Ls-1)I}},

donde el infimo es sobre todas las biyecciones Lipschitz f con inversa Lips-
chitz entre X y Y. Si no existe tal funcién f, definimos la distancia entre X
y Y como oo.

Como el producto de las dilataciones es mayor o igual a la dilatacién de
la composicion y Ly.p-1 = Ljg = 1, tenemos que la distancia de Lipschitz
entre dos espacios métricos es no negativa. De la misma manera se cumple la
desigualdad del triangulo. A pesar de tener estas propiedades, la distancia de
Lipschitz no es una métrica pues la clase de espacios métricos no es un con-
junto. Atn asi, la clase de espacios métricos compactos (médulo isometrias)
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es un conjunto y se puede probar que la distancia de Lipschitz es una métrica
cuando la restringimos a tal conjunto.

Considerando las homotecias f, : R* — R? dadas por f,(z) = (1+ %)z
tenemos biyecciones entre la esfera de radio 1 y la esfera de radio 1+ % para
cada n € N. Es facil ver que Ly, =1+ % y L1 = 5 para cada n € N, por
lo que la sucesién de esferas converge a S? como habfamos intuido.

A pesar de que en el primer ejemplo todo sucede como deberia, al con-
siderar la sucesion de esferas de radio %, ésta no converge a un punto, pues
para que la distancia de Lipschitz entre dos espacios sea finita, tienen que
ser homeomorfos. Y en este ejemplo, lo que esperamos que sea el limite (el
punto) no es homeomorfo a la esfera.

La distancia de Lipschitz es realmente ttil en ciertas situaciones, pero
tenemos la desventaja fundamental de la necesidad de que los espacios a
considerar sean homeomorfos. Para evitar este obstaculo consideraremos otra
distancia, basada en la distancia clasica de Hausdorff entre subespacios de
un espacio métrico més grande.

Definicién 3.4.2 Sea Y un subespacio de un espacio métrico X. Definimos
la funcion distancia a 'Y como dy : X — R dada por

dy(z) = inf{d(z,y) |y € Y}.

Definicién 3.4.3 Sean X; y X, subespacios de un espacio métrico X. De-
finimos la distancia de Hausdorff entre X y Y como el niimero real

dy (X1, Xs) = méax {sup{dy, (z) | x € Xo},sup{dx,(z) | z € X;}}.

De nuevo no es dificil verificar que esta distancia es una semi-métrica sobre
el espacio de subespacios de X y una métrica sobre el espacio de subespacios
cerrados de X . Geométricamente nos dice que dos subespacios seran cercanos
si cada uno esta contenido en una vecindad pequena del otro.

Tomando esta distancia, es facil verificar que la sucesion de esferas de
radio % en R3? convergen al subespacio de un solo punto.

La distancia de Hausdorff tiene la limitacion de que sélo compara subes-
pacios de un espacio métrico dado, pero M. Gromov descubrié una manera
simple de eliminar esta restriccién.

Definicién 3.4.4 Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Definimos la
distancia de Gromov-Hausdorff entre X y Y como el niimero real
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dGH(X, Y) = inf{dH(X', Y/)},

donde el infimo es sobre todos los espacios métricos X’ y Y’, tales que son
isométricos a X y Y, respectivamente y estdn ambos contenidos en un espacio
métrico Z.

Veamos que el infimo se puede tomar sobre las distancias de Hausdorff
entre X y Y en los espacios (X LY, d) donde LI denota la unién ajena y d es
una métrica en X UY tal que d |xxx=dx y d |yxy= dy.

Para ello tomemos (Z,dz) un espacio métricoy f1: X — Z, fo: Y = Z
dos inclusiones isométricas. Paran € N definimos d,, : (XUY)x(XUY) - R
como dy, |xxx=dx, dn lyxy=dy y du(z,y) = dn(y, z) = dz(f1(2), fo(y))+
Vee X,yeY.

Es fécil verificar que d,, es una métrica para todon € N. Como dgg(X,Y) <
di(f1(X), f2(Y)) + L, tenemos la afirmacion.

La distancia de Gromov-Hausdorff de nuevo tiene las propiedades de una
semi-métrica en el espacio de espacios métricos.

Proposicién 3.4.5 La distancia de Gromov-Hausdorff es no negativa, simétri-
ca y cumple la desigualdad del triangulo.

Demostracion : La no negatividad y simetria se sigue de tales propiedades
de la distancia de Hausdorff. Probaremos la desigualdad del tridangulo.

Sean (X, dx), (Y,dy) y (Z,dz) espacios métricos y sean d; y dy métricas
en XUY y YUZ tales que dy |xxx=dx, da |zxz=dz y di |yxy=da |y xy=
dy. Definimos d : (X U Z) x (X UZ) = R como d3 |xxx=dx, ds |zxz= dz
y ds(z,2) = d3(z,2) = nf{dy(z,y) + da(y,2) |y €Y} Ve € X,z € Z.

No es dificil observar que dz es una semi-métrica que cumple que la dis-
tancia de Hausdorff entre X y Z es menor o igual a la distancia de Hausdorff
entre X y Y con la métrica d; mas la distancia de Hausdorff entre YV y Z
con la métrica ds. O

Con respecto a la distancia de Lipschitz, dos espacios métricos son cer-
canos si existe una funciéon de uno a otro que casi es una isometria. En ese
caso se trata de una funcion de Lipschitz con constante de Lipschitz cercana
a 1 tal que su inversa también tiene constante de Lipschitz cercana a 1. En
cuanto a la distancia de Gromov-Hausdorff, la cercania también se puede ob-
servar con respecto a funciones que se aproximan a isometrias, pero en este
caso no tienen por qué ser continuas ni biyectivas.
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Definicién 3.4.6 Sean X y Y espacios métricos. Decimos que f: X — Y
es una e—isometria si f(X) es una e—red en Y y para todos z1,xs € X se
tiene que [d(zy, x2) — d(f(21), f(22))] <e.

Teorema 3.4.7 Sean X y Y espacios métricos y € > 0. Si
der(X,Y) < e, entonces existe una 2e—isometria de X a Y. Y si existe una
e—isometria de X a Y, entonces dgg(X,Y) < 2e.

Demostracién : Supongamos que dgg(X,Y) < &, entonces existe una
métrica d sobre X UY tal que dy(X,Y) < e. Definimos f(x), para cada
xr € X, como un punto de Y a distancia menor que . El hecho de que f es
una 2¢—isometria se sigue directamente de que dy(X,Y) < e.

Ahora supongamos que existe una e—isometria f : X — Y. Definimos d
en (X LJ Y) X (X (] Y) como d ‘XXX: dx, d ’yxy: dy,

d(z,y) =d(y,x) = nf{dx(z,2) + e + dy(f(2),y) | z € X}.

Para probar que d es una métrica sélo falta verificar la desigualdad del
tridngulo para x,y,z con z,z € X, y € Y, los demés casos son analogos.
Pero para cualesquiera xq, x5 € X tenemos que

d(x, 2) dx(x,x1) + dx(z1, x2) + dx (22, 2)
dx(z,z1) +dy(f(x1), f(22)) + dx (22, 2) + €
dx(z,z1) +dy (f(21),y) + dy(y, f(22)) + dx (22, 2) + €.

ININ TN

dx(z,x1) +e+dy(f(x1),y) < dx(z,2)+dx(z,21) +e+dy(f(x1),y).

Ahora, como f es una e—isometria, tenemos que dg(X,Y) < 2. Por lo
que dep(X,Y) < 2e. d

Con este teorema, podemos probar que el conjunto de espacios métri-
cos compactos (médulo isometrias) es un espacio métrico con la distancia
de Gormov-Hausdorff. A este espacio le llamaremos el espacio de Gromov-
Hausdorff.

Teorema 3.4.8 La distancia de Gromov-Hausdorff define una métrica sobre
el conjunto de espacios métricos compactos médulo isometrias.
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Demostracién : Sélo falta probar el hecho de que si dgy(X,Y) = 0, en-
tonces X es isométrico a Y. Si dgy(X,Y) = 0, entonces existe una sucesiéon
de funciones {f,},en de X a Y tales que f, es una %—isometria para cada
n € N.

El resto de la demostracion es idéntica a la prueba del teorema de Arzela-
Ascoli. Dado un subconjunto denso numerable D C X, usando el proceso
diagonal de Cantor, encontramos una subsucesion {g, }nen tal que {g,(x) }nen
converge para todo x € D. Observemos que

Al g, (21)., 1im g,(22)) — d(a1,2)] = 1 |d(ga (1), ga(x2)) — d(z1,22)
lim —
n—oo N
= 0.

Por lo que la funcién limite g : D — Y preserva distancias. Usando el lema
A.10 la podemos extender a una funcién f : X — Y que preserva distancias.
Anélogamente existe una funcién h : Y — X que preserva distancias. Por el
teorema B.11, foh es una isometria de Y en si mismo y asi f es suprayectiva.
Por lo tanto f es una isometria. O

Una vez en el espacio de Gromov-Hausdorff, la distancia tiene una inter-
pretacion dada por aproximaciones con espacios finitos.

Definicién 3.4.9 Sean X, Y elementos del espacio de Gromov-Hausdorff, y
g,6 > 0. Decimos que X es una (g, §)—aprozimacion de Y si existen {x;} Y |,
{y;}}L, e—redes de X y Y respectivamente tales que |d(z;, z;) —d(yi, y;)| < 6,
para cualesquiera i,j € {1,2,..., N}.

Si X es una (g,e)—aproximacion de Y, le llamaremos simplemente e—
aproximaciéon de Y.

Proposicion 3.4.10 Sean X un espacio métrico, ¢ > 0 y S una e—red de
X, entonces dgy (S, X) < e.

Demostracién : Como dg (X, S) < ¢ se tiene el resultado. O
Teorema 3.4.11 Sean X y Y elementos del espacio de Gromov-Hausdorff.

Si X es una (e,d)—aproximacion de Y, entonces dgp(X,Y) < 2¢ + 24. Si
dar(X,Y) < e, entonces X es una 5c—aproximacién de Y.



78 II1. ESPACIOS DE ALEXANDROV

Demostracién : Sean {z;};Y, y {y;}}_, e—redes de X y Y respectivamen-
te tales que |d(x;, z;) — d(y;,y;)| < § para cualesquiera ¢,5 € {1,2,...,N}.
La aplicacion g : {z1,z9,...,28} — {vy1,%2,...,yn} dada por g(z;) = y;
Vi € {1,2,...,N} es una d—isometria entre {z;}X, y {y;}/_,. Por las pro-
posiciones 3.4.5, 3.4.10 y el teorema 3.4.7 tenemos que dgy(X,Y) < 2 + 20.

Si deu(X,Y) < e, por el teorema 3.4.7 existe una 2e—isometria f :
X — Y. Tomando una e—red finita {z;}}¥, en X y definiendo {y;}¥, como
y; = f(z;), para cada ¢ € {1,2,..., N}, tenemos que |d(z;, ;) — d(y;,y;)| <
2¢ < be para cualesquiera i,7 € {1,2,..., N}. Asi que basta probar que
{y:}XY, es una 5e—red de Y.

Sea y € Y. Como f es una 2e—isometria, existe x € X con d(y, f(z)) <
2,y como {x;}Y | es una e—red existe z; con d(z,z;) < e. De esta forma

dy,y;) < d(y, f(x))+d(f(z),y:)
< 2+ 2 +d(z,x;)
<

He.
O

Con esta interpretacién de la distancia de Gromov-Hausdorff se puede
probar un importante teorema.

Teorema 3.4.12 En el espacio de Gromov-Hausdorff, si una sucesion de
espacios de longitud {X,},en converge a un espacio X, entonces X es de
longitud. Si cada X,, es un espacio de Alexandrov de curvatura > k, entonces
X también lo es.

Demostracion : Para probar la primera afirmacion, como X es completo
basta probar que para cada x,y € X y cada ¢ > 0, existe un e—punto
medio de x y y. Para esto, tomamos una N suficientemente grande para que

Xy sea una £—aproximacién de X. De esta forma existen {2}, y {«]}F,
g—redes de X y Xy respectivamente tales que |d(z;, ;) — d(z}, 7})| < &
para todo 7,7 € {1,2,...,k}. Ahora tomamos z; y z; tales que d(z,z;),
d(y,z;) < 5. Como Xy es de longitud, existe un punto 2’ tal que es un
¢ —punto medio de z] y 2. Ahora usando que {z; ¥ | es una g—red, existe

,, tal que d(2', x;,) < §. Veamos que z,, es el punto buscado.
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d(z,zy) < d(xg,z,)+ %
< d(z), ) —I—%g
< d(z},2) —i—?%—e
d(zi,z’) 4
440 %
< @ +e.

Anélogamente d(y, z,,) < d(“;—’y) + ¢, de donde x,, es un e—punto medio
de z y .

Para probar que un limite de espacios de Alexandrov de curvatura > k
es un espacio de Alexandrov de curvatura > k, usaremos el criterio de los 4
puntos y el teorema 3.5.2 de la siguiente seccién. Para cualesquiera 4 pun-
tos (x1, T2, x3, x4) en X tales que x1x9x3, T1x91y, T123274 SON k—comparables,
existen sucesiones (x7, 23, 2%, 2} )pen con o, 25, 2%, 2} € X, tales que |d(z;, ;)
—d(z},27)| — 0 para cada i, j € {1,2,3,4}. Por la continuidad del k—angulo
de comparacion y el teorema 3.5.2 se sigue la afirmacién. S6lamente hay que
tener cuidado de que los tridngulos a{xyay, aizs2), 2T r52] sean k— compa-
rables, pero para cualquier € > 0 y n suficientemente grande, tales triangulos
son (k — g)—comparables pues x12x2%3, X122y, T123x4 son k—comparables.
Esto implica que (1,2, x3,24) cumplen la condicién de los 4 puntos para
k — . Por la continuidad de £,abc con respecto a k tenemos el resultado. OJ

Imaginemos una sucesién de variedades Riemannianas compactas (M,
Jn)nen tales que todas ellas tienen curvatura seccional acotada inferiormente
por k. El teorema anterior nos dice que si la sucesion converge en el espacio de
Gromov-Hausdorff, entonces lo hara a un espacio de Alexandrov de curvatura
> k. Para que esto ocurra es necesario que la sucesion tenga un punto de
acumulacién y esto no siempre es el caso, pero con ciertas hipotesis adicionales
siempre sucedera.

Sea  (n, k, D) el subespacio del espacio de Gromov-Hausdorff que con-
siste de los espacios de Alexandrov de dimension menor o igual a n, curvatura
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> k y didmetro menor o igual a D.

Teorema 3.4.13 (Compacidad de Gromov) h (n, k, D) es compacto pa-
ra cualesquieran € N, k € R, D > 0.

Pruebas de este teorema se encuentran en [3] y [4].

Corolario 3.4.14 M (j,k, D) es cerrado en th (n,k, D) para cualesquiera
jyneN,keR, D>0,j<n.

Demostracién : Como M (j, k, D) es compacto, el resultado se sigue del
teorema B.6. O

3.5. El Teorema de Toponogov

El resultado basico més importante acerca de espacios de Alexandrov de
curvatura > k es el teorema de Toponogov. En espacio de Alexandrov de
curvatura > k sabemos que los triangulos suficientemente pequenos cum-
plen ciertas propiedades, por lo que es natural preguntarse qué pasa con
los triangulos més grandes. En el caso de espacios completos el teorema de
Toponogov nos da la respuesta.

Antes de demostrar el teorema necesitaremos un lema.

Lema 3.5.1 Sea ABC' un triangulo en X un espacio de Alexandrov de cur-
vatura > k y D en una curva minimizante de B a C.

= Si el tridngulo ABD es AOK en By en D y el tridngulo ADC es AOK
en D entonces el triangulo ABC es AOK en B.

= Si el tridngulo ABD es AOK y el tridngulo ABC no es AOK en B
entonces £,Cx1D + £,.Cx1A > 7.

Demostracién : Construyamos ABD y ADC' k—tridngulos de comparacién
de ABD y ADC respectivamente tales que B y C estén en lados opuestos
de AD. Como X es angularmente regular y los tridngulos ABD y ADC son
AOK en D tenemos que £ BDC < 7 (Fig 3.2).
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Por el lema de Alexandrov tenemos que si A;B;C; es un k—triangulo
de comparacion de ABC'y D; un punto en el segmento [By, (4] tal que
d(B1, D) = d(B, D) tendriamos que d(A, D) > d(A;, D). Por lo que

£LABC

£LABD
£ABD
£A1B1 Dy
= LA B\Ch.

(AVARAY

Lo que prueba el primer punto. La prueba del segundo es idéntica. 0

A

D

Figura 3.2: Lema 3.5.1.

Teorema 3.5.2 (Toponogov) Sea X un espacio geodésico completo. Si
X es un espacio de Alexandrov de curvatura > k, entonces para todas las
cuartetas {a, b, ¢, d} de puntos en X tales que los tridngulos abe, abd, acd son
k—comparables, se tiene que £bac + £dab + £Lpdac < 2.

Demostracion : Comencemos observando que basta probar la afirmacion
para todos los tridngulos ABC' con perimetro P(ABC) < 2Dy. Para ello
probaremos que todo tridngulo k—comparable de perimetro 2D, es AOK
suponiendo que el teorema es valido para triangulos de perimetro menor que
2Dy.

Sea ABC' k—comparable con P(ABC) = 2Dy. Por continuidad de la
funcién distancia tenemos que existe una sucesién {C,},eny de puntos en
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[A,C] con P(ABC,,) < 2Dy ¥Yn y P(ABC,) / 2Dj. Como los tridngulos
ABC,, son AOK, se tiene que

ABAC = {BAC, > £,BAC,

para todan € N. Como P(ABC,) /2D,y max{d(A, B),d(A,C,),d(B,C,)} <
D, concluimos que £,BAC, — , de donde se sigue el teorema.

Demostraremos el teorema por contradiccion. Supongamos que existe un
tridngulo con perimetro Ly < 2Dj que no es AOK.

Sea 0 € (0,0.001]. Continuemos probando la existencia de un punto Z y
un numero real positivo L < % tales que todo triangulo k—comparable
con perimetro menor que (1 —J)L en la bola Bigor(Z) es AOK y que existe
un tridngulo k—comparable no AOK de perimetro P, con (1 —9§)L < P < L,
en la bola By (Z).

De no existir Z y L con tales propiedades podriamos construir una su-
cesion {Z, tnen en X y una sucesion {L,}nen en R, comenzando con Ly,
tales que d(Z;, Z;+1) < 1000L;, L;wy < (1 —6)L; y que Br,(Z;) no sea una
vecindad normal de Z;. Como {Z; };en seria de Cauchy y L; — 0, tendriamos
que Z; converge a un punto Z el cual no tiene vecindades normales (ya que
toda vecindad de Z contiene a una de la forma By, (Z;)), lo que es una con-
tradiccion.

El siguiente paso es probar que existe un triangulo de perimetro menor
que L, en la bola By (Z) , k—comparable, no AOK tal que es muy delgado,
donde muy delgado significa que tiene un lado de longitud menor que §L.
Para esto tomemos un triangulo ABC' k—comparable no AOK en B dentro
de la bola By (Z) y puntos B = ¢y, ¢, ...,¢, = C en la curva minimizante
[B, C] tales que d(c¢;,civ1) < 0L, para i € {1,2,...,n — 1}. Si todos los
triangulos Ac;c;iq son AOK en ¢; y en ¢;41 entonces por el lema 3.5.1 e
induccién (Figura 3.3) tendriamos que los tridngulos ABc; son AOK en B
para todo j € {1,2,...,n} y por lo tanto el tridngulo ABC seria AOK en B.

Ahora, sea ABC' un triangulo k—comparable no AOK en B con d(B, (') <
0Ly P(ABC) < L. Tomemos D un punto medio de A y B. Por la desigual-
dad del tridangulo tenemos que d(A, B),d(A,C) < L/2. Como P(BCD) <
2(d(B,D)+d(B,C)) < d(A,B)+ 6L < (0,5 + )L sabemos que el tridngulo
BCD es AOK y usando el lema 3.5.1 sabemos que el triangulo ADC' no es
AOK en D.

Usando que P(ABC) > (1 — §)L tenemos que d(A,C) > (1 —6)L —
d(A,B) —d(B,C) > (1 =)L — (0,5)L — 0L = (0,5 — 20)L, andlogamente
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A

Cn—1 Cn,

Figura 3.3: Triangulo delgado no AOK.

d(A,B) > (0,5 —25)L y por lo tanto d(A, D) > (0,25 — ¢)L. También por
la desigualdad del tridngulo, d(D,C) < d(D,B) + d(B,C) < (0,25 + J)L
y d(D,C) > d(D,B) — d(B,C) > (0,25 — 2§)L. Asi hemos construido un
tridngulo ADC con (1 —60)L < P(ADC') < L tal que es k—comparable y no
es AOK en D con las medidas
(05—=20)L < d(AC) < (0,5)L
(025 —-0)L < d(A,D) < (0,25)L
(025—20)L < d(C,D) < (0,25+ )L

A

\@

Figura 3.4: Tridngulo AC'D.

Lo que haremos ahora serd construir una sucesion {y, },en en X tal que
d(C,y,) < (0,254 6)L Yn € Ny d(A,y,) < 25L para n suficientemente
grande. Lo que contradiria la desigualdad del tridngulo. La construiremos
inductivamente comenzando con yy = D.

Sean £ = £,CDA — £CDA, z; un punto en la curva minimizante [A, D]
a distancia dL de D y y; un punto en la curva minimizante [C, 2] a distancia
0L de xI1.
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Construimos inductivamente z;,; como un punto en la curva minimizante
[A,y;] a distancia 6L de y; y y;4+1 un punto en la curva minimizante [C, ;1]
a distancia L de ;4.

Yo
T

Figura 3.5: Sucesién y,.

Supongamos que £;Cx1 D+ £,Cx1A > 7 +¢. En ese caso, £,Cx1D > «.
Como los triangulos Dyix1 y DCy; son AOK por ser pequenos, tenemos que
Ay D > £,Cx1D > e. Finalmente como Aziy; es AOK por ser pequeiio,
concluimos que £ Az 1y < ™ — Lpyro D < 1 — €.

También, como £Cx1 D+ LCx1A=my CxiD es AOK por ser pequeno,
tenemos que € < £,Cx1A — LCx, A.

Suponiendo que ¢ < £,Cx; A — £Cx; A implica que £,Cy; A+ £, Ay;x; >
n4eyquee < £,Cy; A— £Cy; A implica que £,Cx; 1 A+ £,Cxipry; > m+e€,
se puede probar siguiendo un razonamiento analogo al de los ultimos dos
parrafos que £ Ax;y; < m — € para toda i € N.

Por las leyes de cosenos tenemos que £ Ax;y; < m — € para toda i €
N implica que la sucesién {d(A,y;)}ien estd acotada superiormente por la
sucesion {f*(d(A, D))}ien donde f : [0L, Di] — [0L, Dy] estd definida como
sigue:

Tomemos un segmento [X,Y] en M?(k) de longitud r € [§L, Dy], cons-
truimos un punto Z en el segmento tal que d(Z,Y) = d L. Consideramos una
geodésica minimizante que salga de Z y que forme un angulo de m — ¢ con
el segmento [Z, X]. Sea Y] el punto en esa geodésica tal que d(Z,Y]) = 0L,
definimos f(r) como d(X,Y}).

Usando las leyes de cosenos tenemos que f es una funcién estrictamente
creciente en [0L, Dy] y continua, de donde se sigue que {f(d(A, D))}ien
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converge a un valor R. Por la continuidad de f, tenemos que
f(R) = f(lim f'(d(A, D))) = lim f*'(d(A, D)) = R.
i—00 100

Por lo que R es un punto fijo de f. Pero por las leyes de cosenos el iinico punto
fijo de f es 0L, lo que implica que d(A,y,) < 26L para n suficientemente
grande.

El hecho de que d(C,y,) < (0,254 0)L, Vn € N se sigue inmediatamente
de la desigualdad del triangulo e induccién, pues d(C,y,) = d(C,x,) —0L <
d(C,yn—1) + d(Yn-1,%,) — 0L = d(C,y,_1). Por lo que el teorema quedard
demostrado si las implicaciones que habiamos supuesto son vélidas para J
suficientemente pequeno.

Probaremos que AL Cax1D+4.Cx1 A > w+e. Consideremos un k—triangu-
lo de comparacién ACD de ACD, y colocamos T7 y o4 dentro del tridngulo
ACD tales que Cz, D y Cx| A son k—tridngulos de comparacién de Cz; D y
Cx1 A respectivamente. Por el lema 3.5.1 tenemos que £,Cz1D + £,Cx1 A >
7, por lo que los tridngulos Cz; D y C2y A no se traslapan. Como el tridngulo
Cxz1D es AOK tenemos que £x1DA = ACDA — £CDx; > ¢+ ACDA —
£CDz; = ¢, por lo que basta demostrar que £,Cxy D+ £,Cx1 A > Lx, DA+
7. Para ello tomemos un punto T en [D, A] tal que d(D,Z) = d(D,z,) y
usemos el teorema de Gauss-Bonnet ([10] p.164) sobre los tridngulos D,
TT,, 24 A, 2 x,C para obtener que

Am + k [A(Dayz) + A(zz17)) + A(2izA) + A(z)z,0))

= L1,Co + £Cx 2| + £772,C + Lx,Dx + L£x12D + £ Dxyv +
ATTT) + LTT17y + £T2\77 + LrAv) + LAza) + LA\ T
= 51— ({Dx1C + £A2\C) + £x,Cx + Lz Dx + Lz Az

Con esto, bastard probar que £z,Cx} + Lx Az} > k[A(Dz,z) + A(TTz})
+A(xhxA) + A(z)2,0)).

Si k <0, esto es trivial, y para k > 0 observemos que si § es suficientemen-
te pequeiia tenemos que d(C,77) < d(C, D)+ 6L < (0,25 + 35)L < (0,5)Dy.
Por lo que £z,Ca} > kA(z)z,C). Para probar que £xAx" > k[A(Dxx) +
A(zza)) + A(x)zA)] basta ver que £ DAx; < £DAx). Esto tltimo se sigue
directamente de la primera férmula de variacién de arco para ¢ suficientemen-
te pequena, ya que tanto Ty como x| estan en la circunferencia con centro C
y radio d(C, 1), la cual corta a AC' con angulo recto. Y como los tridngulos
Cr1D y Oz A no se traslapan, tenemos que z) estd més cerca de AC que
xq.
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Figura 3.6: £,Cx1D + £,Cx1A > 7 + €.

Las pruebas de que £,Cy;A + £ Ayix; > ™+ € v que £,Crii1 A+
ZkC’xiHyi > 7 + € son analogas ya que sélamente hemos utilizado que
LCODA < £, CDA — ¢, d(A,C) > (0,5 — 20)L, d(A, D) < (0,25 + 20)L,
d(C, D) < (0,254 20)L y que ¢ es suficientemente pequena. Lo cual se cum-
ple en los triangulos ACx; y ACy; para toda i € N. O

Observacién 3.5.3 El teorema anterior también es valido cuando X no es
un espacio geodésico. La prueba en este caso es similar a la anterior, pero
ésta usa (e, 0)—lineas punteadas con £ y § muy pequenos en lugar de curvas
minimizantes.

La condicién de completez en el teorema de Toponogov es esencial, pues si
tomamos X = R*\{(z,y) € R? | |z|+ |y| < 1}, tenemos que X es localmente
euclidiano y por lo tanto es un espacio de Alexandrov de curvatura > 0. Po-
demos aproximarnos a la cuarteta {(0,1), (1,0), (—1,0), (0,2)} con cuartetas
{a,b,¢,d} en X, pero por la continuidad de los dngulos de comparacién ten-
demos que £bac ~ 7, Lcad = (0,75)7 y Ldab =~ (0,75)7. Sumando tenemos
que el teorema de Toponogov no es valido para espacios no completos.

Claramente, las 1-variedades Riemannianas son espacios de Alexandrov
de curvatura > k para toda k € R. De aqi en adelante cuando digamos
Espacio de Alexandrov de curvatura > k, excluiremos las 1-variedades Rie-
mannianas de didmetro mayor que Djy.

Cuando k£ > 0 existen dos importantes corolarios del teorema de To-
ponogov. Juntos dicen que todos los tridngulos en un espacio completo de
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Alexandrov de curvatura > k tienen un k—tridngulo de comparacién (aunque
puede no ser tnico). El primero es una generalizacién del teorema de Bonnet.

Corolario 3.5.4 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k tal que
es un espacio completo, entonces d(x,y) < Dy V z,y € X.

Demostracién : Para simplificar la prueba, supondremos que X es un es-
pacio geodésico. Si k < 0 no hay nada que probar, asi que supondremos que
k > 0. Sean x,y € X tales que Dy < d(z,y) < 2Dj, y tomemos z un punto
medio de x y y. Tenemos dos casos:

Caso 1. z tiene una vecindad isométrica a un segmento abierto de R. Para
cada w € X, cualquier curva minimizante de z a w forma angulo 0 con la
godésica [z, x] o la geodésica [z,y]. Por lo que usando la proposicién 3.2.10
tenemos que las geodésicas [z, x| y [z, y] junto con sus extensiones cubren X.
Por lo que X es una 1-variedad y el resultado se sigue de la restriccién que
hicimos los parrafos anteriores.

Caso 2. Existe un punto w arbitrariamente cercado a z tal que no esta
en la geodésica [z,y]. En este caso tomemos Tzw y yzw; k—tridngulos de
comparacion de xzw y yzw respectivamente, tales que la geodésica zy es una
continuacion de la geodésica Tz. En este caso, como los tridngulos xzw y yzw
son AOK y X es angularmente regular tenemos que £7zw < 4w — yzw;, =
Zzw;. De donde d(Z,wy) > d(Z,w), y usando el corolario D.6 concluimos que

d(z,w) + d(w,y) d(Z,w) + d(w7,7)
d(z,wy) + d(wy, )
2Dy, — d(7,7)

d(z,y).

VANIVAN

Lo que contradice la desigualdad del triangulo. O

Corolario 3.5.5 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k tal que
es un espacio completo, entonces V z,y, z € X, se tiene que P(xyz) < 2Dy.

Demostracion : De nuevo, para simplificar la prueba supondremos que X
es un espacio geodésico. Primero lo probaremos para espacios con diametro
estrictamente menor que Dy.
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Supongamos que tenemos un tridngulo ABC en X con P(ABC') > 2Dy.
En este caso, tomemos B’y C’ distintos de B y C' en las curvas minimizantes
[A, B] y [A, C] tales que P(AB'C") = 2Dy,. Como el didmetro de X es menor
que D;, tenemos que AB'C’ es k—comparable y por lo tanto AOK.

De lo anterior, tenemos que £AB'C' = 7, de donde LC'B'B = 0y
por la proposicién 3.2.10 B esta en el segmento [B’,C’]. Analogamente C'
también estd en ese segmento, lo que es una contradicciéon, ya que P(ABC') >
P(AB'C").

Para analizar el caso en el que el didmetro de X es igual a Dy, observamos
que para todo € > 0 tenemos que X es un espacio de Alexandrov de curva-
tura > k —e. Por lo que ya probamos en los parrafos anteriores, el perimetro
de un tridangulo en X no puede ser mayor que Dj_.. El resultado se sigue de
que D;, es una funcién continua de k. O

De nuevo es esencial la hipotesis de que X es completo, pues no es dificil
construir superficies de revolucién en R? con didmetro tan grande como se
desee y curvatura Gaussiana constante 1 ([5] seccién 5.2 ejemplo 1).

3.6. Resultados y Problemas

Los espacios de Alexandrov de curvatura acotada inferiormente han sido
ampliamente estudiados en los dltimos 50 afios (principalmente en los tltimos
30) obteniendo una gran cantidad de resultados tanto locales como globales.

A diferencia de los espacios de Alexandrov de curvatura acotada superior-
mente, los espacios de Alexandrov de curvatura acotada inferiormente tienen
bastantes propiedades interesantes sin suponer muchas hipdtesis adicionales.
Ejemplos de esto son los teoremas 3.4.13, 3.5.2, 3.5.4, 3.5.5.

También tenemos que los espacios de Alexandrov de curvatura acotada
inferiormente tienen una estructura local muy amable, pues de cierta for-
ma son casi variedades topoldgicas. Concretamente, se tienen los siguientes
teoremas:

Teorema 3.6.1 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimg(X) = 1, entonces X es una 1—variedad topoldgica.

Teorema 3.6.2 (Homogeneidad Dimensional) Sea X un espacio de Ale-
xandrov de curvatura > k. Entonces
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dimy(U) = dimy (X) para todo U C X abierto.

Teorema 3.6.3 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimy(X) < oo entonces dimy(X) es un entero.

Teorema 3.6.4 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimg(X) = n € Z, entonces existe U C X abierto denso tal que todo
punto en U tiene una vecindad a distancia de Lipschitz finita de un abierto
de R™. En particular U es una variedad topoldgica de dimension n.

Teorema 3.6.5 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimpy(X) < oo entonces X es localmente compacto.

Teorema 3.6.6 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimg(X) = n € Z, entonces para cada p € X se tiene que el espacio de
direcciones en p es un espacio de Alexandrov compacto de curvatura > 1 de
dimensién n — 1.

Pruebas de estos teoremas se pueden encontrar en [3].

Los teoremas 3.6.1, 3.6.3 y 3.6.6 nos permiten definir inductivamente
el concepto de frontera en un espacio de Alexandrov de curvatura > k de
dimensién finita.

Definicién 3.6.7 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k de
dimension 2. Decimos que p € X estd en la frontera de X si el espacio de
direcciones en p es una 1—variedad con frontera.

Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k de dimensiéon n + 1.
Decimos que p € X estd en la frontera de X si el espacio de direcciones en p
es un espacio de Alexandrov de curvatura > 1 de dimensién n con frontera.

Globalmente se tiene el siguiente resultado:
Definicién 3.6.8 Decimos que una coleccién {M?}*_, de subconuntos de
un espacio topolégico M es una estratificacion finita en variedades topoldgicas

si se cumple lo siguiente:

» M‘N M’ = () para cualesquiera i # j.
= M= Uf:l M.
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» M es una variedad topoldgica para todo i € {1,2,... k}.
» dim M > dim M? > ... > M*.

= Y M es cerrado en M para todo r € {1,2,...,k}.

Teorema 3.6.9 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k. Si
dimpy(X) < oo entonces X admite una estratificacion finita en variedades
topologicas. Esta estratificacion se puede escoger de manera tnica tal forma
que para cualesquiera pi,p, € M? existen vecindades U; y Us de p1 v po
respectivamente tales que (Uy, p1) v (Us, p2) son homeomorfos como espacios
topoldgicos punteados. A esta estratificacién le llamaremos la estratificacion
canonica de X.

Una prueba de este resultado se encuentra en el texto [13].

Los teoremas anteriores nos dicen que los espacios de Alexandrov de cur-
vatura > k localmente se comportan de manera muy parecida a las variedades
topoldgicas.

También tenemos este importante resultado que nos dice que si perturba-
mos un poco un espacio de Alexandrov X sin alterar su dimension entonces
el resultado sera homeomorfo a X.

Teorema 3.6.10 (Estabilidad de Perelman) Sea X un espacio de Ale-
xandrov de curvatura > k compacto con dimgy(X) = n € Z. Entonces existe
r > 0 tal que cualquier espacio de Alexandrov Y de curvatura > k compacto
con dimy(Y) =ny dy(X,Y) <r es homeomorfo a X.

Del teorema anterior y del corolario 3.4.14 se sigue inmediatamente el
siguiente corolario:

Corolario 3.6.11 Sea X un espacio de Alexandrov de curvatura > k com-
pacto con dimy(X) =n € Z, diam(X) < D. Entonces existe r > 0 tal que
cualquier espacio en B,.(X) Crh (n,k, D) es homeomorfo a X.

Este resultado tiene como consecuencia directa que si un espacio de Ale-
xandrov compacto de curvatura > k de dimension finita no es una variedad
topoldgica, entonces no puede ser el limite de Gromov-Hausdorff de varie-
dades Riemannianas compactas de la misma dimensién y de curvatura > k.
Por el corolario 3.4.14 también sabemos que tampoco puede ser el limite
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de variedades Riemannianas compactas de dimensién inferior y curvatura
> k. Existen espacios de Alexandrov de curvatura > k que no pueden ser el
limite de Gromov-Hausdorff de variedades Riemannianas de curvatura > k
de cualquier dimensién, pero en general no se sabe si cualquier espacio de
Alexandrov de curvatura > k se puede obtener como el limite de variedades
Riemannianas sin restringir ni su curvatura ni su dimension.
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Apéndice A

Funciones, Sucesiones,
Completez

Aqui se cubrira teoria basica de espacios métricos que se utilizard en el
texto.

Comencemos con una definicién que ligeramente generaliza la nocion de
espacio métrico.

Definicién A.1 Una pareja (X,d), d: X x X — RU {oc} es un espacio
semi-métrico si se cumplen las siguientes condiciones Vz,y, 2z € X:

» (Positividad) d(z,y) > 0.
» (Simetria) d(z,y) = d(y, x).

» (Desigualdad del Tridngulo) d(z,y) + d(y, 2) > d(z, 2).

Claramente todo espacio métrico es un espacio semi-métrico. Observando
que la relacion x ~ y < d(x,y) = 0 es una relacién de equivalencia, tomando
el cociente X/ ~ y verificando que d estd bien definida en parejas de clases
de equivalencia obtenemos un espacio métrico (X/ ~,d).

Definicién A.2 Sea X un espacio métrico. Definimos el didmetro de X
como

diam(X) = sup{d(z,y) | z,y € X}.

93
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Definicién A.3 Se dice que una funcién entre dos espacios métricos f :
X = Y preserva distancias si d(f(z1), f(z2)) = d(x1, 22) V1,29 € X. A una
funcion biyectiva que preserva distancias le llamamos isometria. Si existe una
isometria entre dos espacios métricos, decimos que éstos son isométricos. Es
facil ver que ser isométricos es una relacion de equivalencia.

Claramente toda funcién que preserva distancias es inyectiva y mas atn,
es una isometria con su imagen. La definicién anterior se extiende natural-
mente a espacios semi-métricos, pero ahi no implica la inyectividad.

Para nosotros, dos espacios isométricos seran indistinguibles.

Definicién A.4 A una funcién ¢ : N — X con X un espacio topolégico
(o en particular, un espacio métrico) le llamamos una sucesiéon en X y la
denotamos {o(i)}ien. Se dice que una sucesiéon converge a un punto z € X
si VU C X abierto tal que x € U, 3N € N tal que Vn > N,o(n) € U. En
este caso escribimos o (i) — z 6 llg& o(i) = x.

Si YU C X abierto tal que z € U, VN € N, In > N tal que o(n) € U, se
dice que z es un punto de acumulacion de la sucesion.

En un espacio métrico, para toda sucesion convergente z; — x, Ve > 0,
N € N tal que Vn > N,z,, € Bz(x). Por la desigualdad del tridngulo
tenemos que IN € N tal que Vn,m > N, d(z,,x,) < €. A una sucesién con
esta propiedad le llamaremos Sucesion de Cauchy.

El converso no siempre es cierto, los espacios métricos en los que si, reciben
un nombre especial:

Decimos que un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy
en X converge a un punto en X.

Una propiedad que caracteriza a las sucesiones de Cauchy es la siguiente:

Proposicién A.5 Siuna sucesién de Cauchy {x; };en tiene un punto de acu-
mulacion x, entonces x; — x.

Demostracion : Sea ¢ > 0. Como la sucesiéon es de Cauchy, existe N € N
tal que si n,m > N, se tiene que d(v,,7,,) < 5. Como x es punto de acu-
mulacion, existe n > N con z, € Bg (x). Entonces si m > N, se tiene que
d(m, ) < d(Tp, Tn) + d(z,,7) < 5+ 5 = €. Por lo que z; — . O
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Definicién A.6 Sea D C X con (X,d) un espacio métrico, la métrica d
restringida al conjunto D x D es de nuevo una métrica sobre el conjunto D.
Asi que llamamos a D un subespacio (métrico) de X.

Definiciéon A.7 Sea D C X con X un espacio métrico, se dice que D es
denso en X si Vo € X, Ve > 0, B.(x) N D # 0.

Dos definiciones equivalentes a la anterior son las siguientes:

» VYU C X abierto no vacio, U N D # ().

n Vo € X, 3{x;}ien sucesion en D tal que x; — .

Como uno puede imaginar, es mucho mas comodo trabajar en un espacio
métrico completo que en uno no completo. Afortunadamente todo espacio
métrico lo podemos ver como un subconjunto denso de un espacio completo.

Teorema A.8 Sea X un espacio métrico, entonces existe un espacio métrico
Y completo tal que tiene un subconjunto denso isométrico a X. A Y le
llamaremos una completacion de X.

La idea de la demostracion es tomar el espacio de las sucesiones de Cauchy
en X y darle la semi-métrica d({z; }ien, {¥i}ien) = li)m d(x;,y;). Tomando el
cociente como en la primera definicion del apéndiée Ogbtenemos Y. A Xlo
encajamos con la funcién j : X — Y dada por j(z) = 0., donde o,(n) = x
vn € N.

Una propiedad importante de la completacion de un espacio métrico es
que éste es unico (mddulo isometrias). Esto surge como un corolario del
siguiente importante lema:

Definiciéon A.9 Una funcién entre dos espacios métricos f : X — Y se
dice que es de Lipschitz con Constante de Lipschitz M si Vri,xo € X,

d(f (1), f(22)) < Md(z1,22).

Observemos que si M no es constante de Lipschitz de f, entonces existen
x1 y o distintos en X tales que d(f(xy), f(z2)) > Md(z,xs). Por lo que
M + ¢ tampoco sera constante de Lipschitz de f para e suficientemente
pequeno. De aqui se sigue que el conjunto de constantes de Lipschitz de una
funcién dada es cerrado.
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A la minima constante de Lipschitz de una funcién f le llamaremos la
dilatacion de f y la denotaremos como Ly.

Una primera observacion de la definicién de dilatacion es que la dilata-
cién de una composicion de funciones Lipschitz f y ¢ es menor o igual al
producto de las dilataciones LsL,. Esto se sigue de la siguiente cadena de
desigualdades:

d(f(g(x1)), f(9(2))) < Lyd(g(x1), 9(22)) < LyLgd(1, x2).

Las funciones de Lipschitz tienen dos propiedades particularmente impor-
tantes para nosotros; la primera es que toda funciéon de Lipschitz es continua
y la segunda es que mandan sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy.
Es decir, si f : X — Y es de Lipschitz con constante de Lipschitz M,y {x;} es
una sucesién de Cauchy, Ve > 0, 3N € N tal que Vn,m > N, d(z,, r,) < 17
Por lo tanto VYn,m > N, d(f(z,), f(xm)) < €.

Lema A.10 Sean X, Y espacios métricos con Y completo, D C X un subes-
pacio denso, g : D — Y una funcién de Lipschitz con constante de Lipschitz
M. Entonces existe una unica extension g : X — Y continua. Mas aun, g es
de Lipschitz con constante de Lipschitz M y si g preserva distancias, entonces
g también.
Demostracién: Para x € X definimos g§(z) como lim g(x;) donde {x;} es
una sucesién en D que converge a x. Esto lo poderlno(;O hacer gracias a tres
cosas: Como D es denso, la sucesion existe, como ¢ es de Lipschitz, manda
sucesiones de Cauchy en sucesiones de Cauchy y como Y es completo, la
sucesion {g(z;)} converge.

Veamos que ¢ definida de esta manera es de Lipschitz con constante
de Lipschitz M. Tomando z,y € X y sucesiones {z;}, {y;} en D tales que
x; — T, y; — y tenemos que:

d(g(z),9(y)) = d(lim g(z;), lim g(y;))
= lim d(g(z;), ( ))
< hm Md(z;,y;)

1—00

(
= Md(z,y)

La unicidad de g se sigue del hecho de que si dos funciones continuas
entre dos espacios métricos fijos coinciden en un subconjunto denso del do-
minio, coinciden como funciones. Si g preserva distancias, tenemos M =1y
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la desigualdad se vuelve igualdad en las expresiones anteriores, por lo que ¢
preserva distancias. 0

Corolario A.11 Sean Y D X y Z D X dos completaciones de X, entonces
existe una isometria g : Y — Z tal que restringida a X es la identidad.

Demostracion: Tomamos ¢g : X — Z la inclusion, entonces por el lema
anterior, ésta se extiende a g : Y — Z, la cual preserva distancias. Sélo falta
ver que es suprayectiva, pero como X es denso en 7, para cualquier z € Z
existe una sucesion en X que converge a z. Tomando la misma sucesién en Y
converge a algiin punto y € Y. Por cémo definimos ¢ tenemos que §(y) = z. O



98

APENDICE



Apéndice B
Topologia

Definiciéon B.1 Un subespacio U de un espacio métrico X se dice que es:
» Acotado si existe una bola B,(a) en X tal que U C B,(a).

» Totalmente Acotado si para cualquier € > 0, existe una coleccion finita
{x1,22,...,2,} de puntos en X tales que U C |J, B:(z;). A una
coleccion {y,}uenm con U C U, cps Be(y,) se le llama una e-red.

= Compacto si para cualquier coleccién de abiertos {U, }aca tal que U C

Uaeca Ua (a este tipo de colecciones les llamaremos Cubiertas Abiertas)

se tiene una subcoleccion {Us}gep C {Uataca, con B C A finito tal
que U C Ugep Us-

= Disconero si existen dos subconjuntos abiertos ajenos no vacios U; y
Uy en U tales que U C Uy U Us.

s Conexo si no es disconexo.

= Localmente Conexo si Ve € U, YV C U abierto con z € V, se tiene que
existe una vecindad C conexa de x con C C V.

» Conectable por trayectorias si Va,y € U, Iy : [a,b] — U curva de = a
Y.

= Localmente Conexo si Vo € U, VYV C U abierto con x € V, se tiene que
existe una vecindad C' conexa por trayectorias de x con C' C V.
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Normalmente en la literatura, restringen la definicién de espacio métrico

para que sélo pueda haber distancias finitas. Lo que hace que todo conjunto
totalmente acotado sea acotado. Para nosotros no funciona asi, por ejemplo
un conjunto finito de puntos tales que la distancia entre cualesquiera dos de
ellos es infinito, es totalmente acotado pero no acotado.
Otra observacion es que la definicién de conjunto totalmente acotado es equi-
valente a una mas fuerte: los puntos {z1, zs,...,2,} se pueden tomar en U.
Para esto, tomamos una coleccién finita de puntos {y1,ya, ..., y,} tales que
U C U, Bz(yi). Tomando x; € U N Bz (y;) tenemos la coleccién buscada.

Una propiedad muy importante de los conjuntos compactos y conexos es
la siguiente.

Proposicion B.2 Una funcién continua manda subespacios compactos en
subespacios compactos y subespacios conexos en subespacios conexos.

Demostracion : Sea f : X — Y continua.

Sea K C X compacto. Tomemos una cubierta abierta {V,}aca de f(K),
entonces sus imagenes inversas {U,}aca serdn una cuberta abierta de K.
Tomando una subcubierta {Us}gep C {Uq}aca, con B C A finito, tenemos
que sus imagenes {Vj}secp son una subcubierta finita de f(K).

Si existieran dos abiertos ajenos no vacios Vi y Vo en f(C) tales que
f(C) C V1UV4,, obtendramos dos abiertos ajenos no vacios f~1(Vy)y f~1(V5)
en C tales que C' C f~1(V}) U f~1(V3), implicando que C' es disconexo. [

Dos consecuencias bésicas de esta proposicién es que una funcién continua
de un espacio compacto a R alcanza su maximo y su minimo y que una
funcién continua de un espacio conexo a R tiene a un intervalo como imagen.
Mas consecuencias importantes son las siguientes.

Lema B.3 (Lebesgue) Sea K un espacio métrico compacto y {U, }aca una
cubierta abierta. Entonces existe A > 0 tal que Vx € K, Ja € A tal que
By(z) C U,. A X le llamaremos un nimero de Lebesgue de la cubierta.

Demostracién : Definimos ¢ : K — R como ¢(z) =sup{r e R | Ja € A
tal que B,(x) C U,}. Veamos que ¢ es continua. Para z € K y ¢ > 0, si
d(z,y) < e, por la desigualdad del triangulo tenemos que B,_.(y) C B,(x) C
By1:(y). De donde ¢(z) — e < ¢(y) < ¢p(x) +e.

Asi tenemos que ¢ es continua y alcanza su minimo § > 0. Entonces un
nimero buscado serd A\ = %. O
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Definicién B.4 Una funcién f : X — Y se dice que es Uniformemente
continua si Ve > 0, 30 > 0 tal que si d(x,y) < ¢ entonces d(f(z), f(y)) <e.

Es claro que toda funcién uniformemente continua es continua. La impli-
cacion inversa es falsa en general, pero verdadera para compactos.

Proposiciéon B.5 Toda funcién continua definida en un compacto es uni-
formemente continua.

Demostracién : Sea € > 0, alrededor de cada punto z del dominio K cons-
truimos una vecindad abierta U, tal que si y € U,, entonces d(f(x), f(y)) <
5. Tomando un nimero de Lebesgue 0 de la cubierta {U,},cx concluimos,
pues si d(z,y) < J, ambos estan en U, para algin z y d(f(z), f(y)) <

d(f(x), f(2) +d(f(2), f(y)) <5+5=¢ O

Ahora veamos una caracterizacién importante de los espacios compactos.

Teorema B.6 Un espacio métrico es compacto si y solo si es completo y
totalmente acotado.

Demostracion : Sea X un espacio compacto. Para cadae > 0,y cadax € X
tomamos B.(z). Como para cualquier € podemos tomar una subcubierta fi-
nita de {B.(7)}zex, X es totalmente acotado.

Ahora, dada una sucesién de Cauchy que no converge {x, },en, por la propo-
sicion A.5, no tiene puntos de acumulacién y cada z € X tiene una vecindad
U, que solo interseca a x,, para una cantidad finita de n. Tomando una sub-
cubierta finita de {U, },cx tenemos una coleccién de subconjuntos de X que
lo cubren y sélo intersectan a x,, para una cantidad finita de n, lo que es una
contradiccion.

Para ver la implicacién inversa, tomamos una cubierta {U, }oca de X, un
espacio totalmente acotado y completo. Tomamos una 1-red finita {1 1,z 2,
...y X1n, t- Las bolas de radio 1 con centros 1 1,219, ..., T1,, cubren X, asi
que si cada una se pudiera cubrir con una cantidad finita de U,, X también.
Supongamos que no, asi que existe una bola de radio 1 y centro z;, que
no se puede cubrir con una cantidad finita de U,. Definimos y; = z1,; y
Vi = Bi(y1). Definamos y; y V; inductivamente.

yj—1 es un punto de V;_;, donde V;_; no se puede cubrir con una cantidad
finita de U,. Tomamos una %—red finita {x;1,2;2,...,%jn; } en V;_;1. Las bolas

de radio % con centros 1, T2, .., Tjnintersectadas con Vj_y cubren Vj_y,
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asi que si cada una se pudiera cubrir con una cantidad finita de U,, V;_;
también. Definimos y; como el centro de una bola de radio ;que intersectada
con V;_; no se puede cubrir con una cantidad finita de U,, y definimos a V;
como V;_1 N Bi(yj).

Como paran,m > N, Yn, Ym € Vy C Bﬁ,ij), se tiene que d(Yn, Ym) < ]%J_
Asi que {y,} es una sucesién de Cauchy y por lo tanto converge en X. Sea
y el punto al cual converge, entonces y € Us para algun 3 y existe € tal que
B.(y) C Ug. Pero para k suficientemente grande tal que d(yx,y) < 5.y ,1c_< 5
se tiene que Vj C Bllc_(yk) C B.(y) C Ug, lo que contradice que Vi no se
pueda cubrir con una cantidad finita de U,. O

Con este fuerte teorema obtenemos un tutil corolario:

Corolario B.7 Un espacio métrico es compacto si y sélo si toda sucesién
tiene un punto de acumulacion.

Demostracién : Sea X un espacio compacto, si existe una sucesion {z,, }nen
sin puntos de acumulaciéon, cada x € X tiene una vecindad U, que sélo
interseca a x,, para una cantidad finita de n. Tomando una subcubierta finita
de {U,}+ex tenemos una coleccién de subconjuntos de X que lo cubren y sélo
intersectan a x,, para una cantidad finita de n, lo que es una contradiccién.

Para ver la implicacion inversa, sea X un espacio en el cual toda sucesion
tiene un punto de acumulacién. Tomando una sucesién de Cauchy, por la
proposicion A.5, converge. Por lo tanto X es completo. Para ver que es total-
mente acotado, dado € > 0, construyamos una sucesion {2z }nen, tomando a
x arbitrario, e inductivamente z; € X\ | J/Z] B.(;). Sino podemos construir
xj, es porque ya encontramos una e-red finita. Si construimos inductivamente
asi toda la sucesion tenemos una sucesion tal que la distancia de un elemento
a otro es de al menos ¢.

Si x es un punto de acumulacién existe un elemento z, en Bs(x) y otro
distinto x5 en By, (), por lo que d(z,,z,) < €. Contradiciendo nuestra
construccion, asi que no pudimos haber construido esa sucesion y X es to-
talmente acotado. Por lo tanto X es compacto. (I

Para subespacios de R™ tenemos el siguiente Teorema.

Teorema B.8 (Heine-Borel) Un subespacio de R™ es compacto si y s6lo
si es cerrado y acotado.
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Una prueba se puede encontrar en [17] (pp. 7-10).

Otra propiedad importante de los espacios métricos compactos es que no
existen funciones de un espacio compacto en si mismo tales que preserven
distancias pero no sean suprayectivas.

Definicién B.9 Sea X un espacio métrico. Decimos que S C X es un
conjunto e—separado si para todos z,y € S distintos se tiene que d(zx,y) > ¢.

Lema B.10 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces para cada ¢ > 0
existe un nimero natural N tal que no existen subconjuntos e —separados de
cardinalidad mayor o igual que N.

Demostraciéon : Todo conjunto e—separado no puede tener mas de un
elemento en cada bola Bg(x), € X. Tomando una subcubierta finita de
{Bs(7)}zex tenemos el resultado. O

Teorema B.11 Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcién que preserve la distancia. Entonces f es una isometria.

Demostracion : Basta ver que f es suprayectiva. Para esto, supongamos
lo contrario. Entonces como f(X) es compacto, existe una bola de la for-
ma B.(xg) tal que B:(x) N f(X) = 0. Tomemos S un conjunto 5—separado
de cardinalidad maxima. Como f preserva distancias, f(S) también serd un
conjunto 5—separado, por lo que f(S)U {xo} serd un conjunto 5—separado

contradiciendo la eleccion de S. O

Definicién B.12 Un espacio métrico se dice que es Acotadamente Com-
pacto si todo subespacio cerrado y acotado es compacto.

Esta propiedad resulta ser muy 1til al encontrar curvas minimizantes.

Una tultima propiedad que se debe mencionar que todo espacio U conec-
table por trayectorias es conexo, pues las imagenes de las trayectorias son
conexas y tomando un punto fijo 2y € U, existe una curva que lo une a
cualquier otro punto de U. Por lo que U es unién de espacios conexos que
comparten un punto, asi que es conexo (ver [15] pp. 156, 157).
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Apéndice C

Semi-Espacios de Longitud,
Parametrizaciones

Regresemos a la primera definicion del apéndice. Veamos que toda la cons-

truccién de métrica inducida se puede generalizar a espacios semi-métricos.
La observacion importante es que dado un espacio semi-métrico, tomar su
semi-métrica inducida y luego tomar la métrica del cociente es lo mismo que
primero tomar la métrica del cociente y obtener la métrica inducida.
Esto sucede porque cada curva en el espacio semi-métrico (X, d) de x a y
nos da una curva en el espacio cociente X/ ~ de la misma longitud (compo-
niéndola con la proyeccién X — X/ ~), y cada curva en el espacio cociente
de [z] a [y] nos da una curva en el espacio semi-métrico de x a y de la misma
longitud (componiéndola con una funcién ¢ : X/ ~— X inversa derecha de
la, proyeccion tal que ¢([z]) =z v ¢([y]) = y).

Todas las proposiciones, teoremas y definiciones de la seccién 1.1 se pue-
den generalizar a semi-métricas con las mismas demostraciones, sélo sustitu-
yendo métrica por semi-métrica. Incluyendo lo que sigue de este apéndice.

Sea 7y : [a,b] — X una curva de longitud finita en un espacio (semi-
Jmétrico. La experiencia en el andlisis y en la geometria nos dice que seria
bastante comodo tener una parametrizacion por longitud de arco. Es decir,
que la funcién A(c) = £4(7 |ja,q) tenga la expresion A(c) = ¢ — a.

Tales parametrizaciones existen y son bastante faciles de construir:

Teorema C.1 Sea v : [a,b] — X una curva rectificable con f4(y) = L,
entonces existe una curva o : [0, L] — X tal que v = 0 o A. A esta curva le
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llamaremos parametrizacion por longitud de arco o parametrizacion unitaria
de 7.

Demostracién : A(c) = l4(7 |[a,q) es continua, no decreciente y suprayectiva
de [a,b] a [0,L]. Asi que tomando una inversa derecha g : [0, L] — [a,b] ¥y
componiendo con y obtenemos para s; < sg en [0, L]:

d(v(9(51)),7(9(52))) < La( lig(sr).g(s2)))
= Ed(’V |[a,g(sz)]) - gd(fy |[a,g(sl)])
= SS9 — S1.

Por lo que v o g es continua.
Para ver la igualdad v = v 0 g o A, s6lo basta ver que si A(¢;) = A(ca),
entonces

d(v(c1),v(c2)) < La(Ver,ea))
= La(V liaer) = a(Y ljase))
= AMa) = A(e2)
= 0.

Y por lo tanto y(c;) = v(c2). Asi que por el quinto punto del teorema
1.1.4, la funcién 6(r) = La(y 0 g ) tiene la expresién 6(r) = r. O

Componiendo con una homotecia también existen parametrizaciones 7 :
[0, %] — X para cada p > 0 tales que la funcién 6(r) = £4(7y |,) tiene la
expresion 0(r) = pr. A tales parametrizaciones les llamaremos de velocidad
constante.



Apéndice D
Leyes de Cosenos

En este apéndice estudiaremos las leyes de cosenos en los espacios M?(k),
donde M?(k) es la superficie orientable simplemente conexa de curvatura
Gaussiana constante k.

» Si k> 0, M?(k) serd la esfera de radio ﬁ con la métrica inducida por
la usual.

= Si k=0, M2(k) = R

= Si k <0, M?(k) = ——H? donde ——H? es H? con la métrica usual

Vi Vi

multiplicada por ——.
p p \/ﬁ

Denotaremos por Dy, al didmetro de M?(k). Es decir D, = cosi k < 0y

Dk:%sik:>0.

Definicién D.1 Sea k € R, un tridngulo en M?(k) es una coleccién de tres
puntos distintos en M?(k) con tres curvas minimizantes que los unen por
parejas.

Lema D.2 (Ley de cosenos para k = 0) Sea abc un tridngulo en R? y 6
el angulo entre la recta ab y la recta ac. Entonces

d*(a,b) + d*(a, c) — d*(b, c).

cos(f) = 2d(a, b)d(a, c)

107



108 APENDICE

Demostracién : Calculando d?(b, ¢) con producto punto, tenemos que:

d*(b,c) = |b—c|?
= (b=0¢)-(b—0)
= (b—a—c+a)-(b—a—c+a)
= (b—a)-(b—a)+(c—a)-(c—a)—2(b—a)-(c—a)
= |b—al*+|c—al*—2(b—a)-(c—a)
d*(a,b) + d*(a, c) — 2d(a, b)d(a, c) cos(H).

De donde se sigue la igualdad. U

Lema D.3 (Ley de cosenos para k > 0) Sea abc un tridangulo en M?(k)
tal que méx{d(a,b),d(a,c)} < Dy y 0 el angulo entre las geodésicas ab y ac.
Entonces

_ cos(Vkd(b, ¢)) — cos(vVkd(a, b)) cos(vkd(a, c))

cos(f) sin(v/kd(a, b)) sin(vkd(a, c))

Demostracion : Multiplicando las distancias por Vk la curvatura se vuelve
1 y las cantidades a considerar no cambian, por lo que basta demostrar el
caso k =1 con M?(k) = S§* C R3.

De nuevo, como las expresiones son invariantes bajo rotaciones, podemos su-
poner que a = (0,0,1). En este caso, como max{d(a,b),d(a,c)} < m by c
tienen la forma:

b = (z1sin(d(a,b)), xe sin(d(a, b)), cos(d(a, b)))
¢ = (yy sin(d(a, ¢)), y2sin(d(a, c)), cos(d(a, c)))

Donde (z1,3), (y1,y2) € S* y 0 es el dngulo entre (1, 22) v (y1,y2). Asi
que:

cos(d(b,c)) = b-c

= (2191 + z2y2) sin(d(a, b)) sin(d(a, ¢)) + cos(d(a, b))) cos(d(a, ¢)))
(21, 22) - (y1,y2) sin(d(a, b)) sin(d(a, ¢)) + cos(d(a,b))) cos(d(a,c)))

= cos(#)sin(d(a,b))sin(d(a,c)) + cos(d(a,b))) cos(d(a, c))).



D. LEYES DE COSENOS 109

De donde se sigue la igualdad. 0

Antes de analizar el caso k < 0, probaremos un par de férmulas para la
distancia entre dos puntos en H? en el modelo del disco de Poincaré.

Proposicién D.4 Sean u,v € H? en el modelo del disco de Poincaré. En-
tonces la distancia estd dada por

2|v — ul
(1= Jul?)(1 = [o[?)’

cosh(d(u,v)) =1+
Cuando u = 0, se tiene también

sinh(d(u, v)) = —212!

e

Demostracién : Como la expresién es invariante bajo isometrias de H?>
([9], p. 77), basta demostrar ambas igualdades cuando v = 0. En este caso

tenemos la férmula d(u,v) = log (M) ([9], p. 64). Calculando:

1—|v|

L] | 1]
cosh(d(u,v)) = w
1+
o 1—|v)?
1+ v =1+ v
— 1+
1—|v]?
2Jvf?
=1
ST
2l — 2
— 1+ [u o]

(1= Jul?)(1 = [o?)

sinh(d(u,v)) = -1t
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Lema D.5 (Ley de cosenos para k < 0) Sea abc un tridngulo en M?(k)
y 6 el angulo entre las geodésicas ab y ac. Entonces

_ cosh(+/|k|d(a, b)) cosh(y/|k|d(a, c)) — cosh(y/|k|d(D, c))
sinh(+/|k|d(a, b)) sinh(y/|k|d(a, c))

Demostracién : Multiplicando las distancias por \/m la curvatura se vuel-
ve -1 y las cantidades a considerar no cambian, por lo que basta demostrar
el caso k = —1.

De nuevo, como las expresiones son invariantes bajo isometrias de HZ,
podemos suponer que estamos trabajando en el modelo del disco de Poincaré,
a=0ybeR". En este caso los puntos tienen la forma:

cos(0)

a=0
b:7”1
c = rye'?

Usando las férmulas de distancia de la proposicién anterior y la ley de
cosenos para k = 0, tenemos que:

72 4+ 12 — 2r1r9 cos(f)

(I=rP(1 —73)
L—r2 —r2+7r2r2+2r2 + 2r2 — 4ry7ry cos(0)

(1=r)(1—13)

1 2 1 2 2 2
_ + Té + Tg - 1 . T - COS(@)
1 —r] 1 —7r3 1—r] 1—r3
212 2r2 2r, 21y
() (14 2) - (7)) (722 o)

= cosh(d(a,b)) cosh(d(a,c)) — sinh(d(a, b)) sinh(d(a, ¢)) cos(d).

cosh(d(b,c)) = 1+2

De donde se sigue la igualdad. U

Del lema D.3 podemos observar que d(b,c) es una funcién continua y
creciente de 6. De ahi también obtenemos que la imagen es el intervalo
[|d(z,y)—d(x, z)|, min{d(z,y)+d(z, z), 2Dy — (d(z,y)+d(z, 2)) }], pues cuan-
do # = 7 tenemos que

cos(VEd(b, ¢)) = cos(VE(d(a,b) + d(a, c))).
De donde d(b, ¢) = min{d(z, y) + d(z, z), 2Dy — (d(z,y) + d(z, 2))}].
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Corolario D.6 Todo tridangulo en M?(k) tiene perimetro menor o igual a
2D, vy la igualdad sélo se da cuando los tres angulos del triangulo son iguales
a 7 o la longitud de un lado es Dy.

O
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