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Introduccion

Decimos que una categoria K localmente pequena es total si el funtor de Yoneda
Yi: K — Con™™ tiene adjunto izquierdo X, esta definicién fue dada por Street
y Walters en el articulo [6]. Una categoria total K se dice que es totalmente
distributiva si el funtor X tiene adjunto izquierdo W, esta definicién puede
consultarse en el articulo [8]. Un ejemplo de estas dos definiciones es la categoria
de conjuntos (Con), pues se tiene la siguiente cadena de adjunciones.

Donde L estd definida de la siguiente manera: L(S)(X) = { iji i((;g con S, X €

Con. En el articulo [8] se demostré que cualquier categoria B que tenga una
cadena de adjunciones U 4V 4 W 4 X 4Y es equivalente a Con, con Y el
funtor de Yoneda en 5.

Una categoria I localmente pequena se dice que es completamente distribu-
tiva si K es cocompleta pequenia, completa pequena y la asignacion de colimites,
X : PK — K preserva todos los limites pequenios, en la cual P IC es la subcat-
egoria plena de Con™"” determinada por todos los colimites pequenos repre-
sentables, esto se puede consultar en el articulo [9]. La idea béasica detrds de
las categorias completamente distributivas es que cierto tipo de limites en KC
se dristribuyen sobre los colimites de K, esto nos dice que tiene ciertas leyes
distributivas.

El objetivo de este trabajo, en principio, fue el estudio de las categorias com-
pletamente distributivas y las categorias totalmente distributivas, y mostrar que
relacién guardan estos dos tipos de categorias. Esta relacién es que toda cat-
egoria totalmente distributiva es completamente distributiva, ademas ver un
resultado interesante que nos provee de muchos ejemplos de categorias totales,
el cual es que toda categoria monddica sobre conjuntos es total, este resultado
puede consultarse en el articulo [7]. Sin embargo el tiempo para desarrollar de
manera adecuada estos temas no era el suficiente por lo que se opté por elaborar
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8 CONTENIDO

un texto que prepara al lector para abordar y entender los temas antes menciona-
dos con mayor facilidad. Para una buena comprensién del texto, suponemos que
el lector debe estar familiarizado con algunos conceptos de la Teoria de Cate-
gorfas que pueden consultarse en los libros [1], [2] y en el articulo [10].

En el primer capitulo hablaremos sobre los funtores semi-topolégicos, dare-
mos una caraterizacion interna de estos funtores por medio de factorizaciones de
conos o coconos, lo cual quiere decir que se pueden caracterizar por inicialidad
o finalidad en cierto sentido; esto nos dice que los funtores semi-topoldgicos son
autoduales. Este tipo de funtores generalizan a los funtores topologicos. Vere-
mos algunas propiedades interesantes de estos funtores como son: todo funtor
semitopolégico es fiel y ademads tiene adjunto izquierdo.

En el segundo capitulo hablaremos sobre los objetos coma en una 2-categoria,
esta idea viene de generalizar las categorias coma en Cat pues nos permitirdn
posteriormente definir las extensiones y levantamientos puntuales. Daremos una
version del Lema de Yoneda libre de conjuntos, la cual nos dice que hay una
biyeccién entre morfismos de palmos definidos en ciertos objetos coma, esta
versién del Lema de Yoneda nos permite dar un resultado importante sobre
extensiones en la identidad. Ademds veremos que si uno de los morfismos que
definen un objeto coma tiene adjunto entonces podemos levantar un adjunto al
morfismo “paralelo” al que tiene al adjunto.

En el capitulo 3 definiremos las extensiones derechas (puntuales) y levanta-
mientos izquierdos (puntuales), que a simples rasgos son extensiones Kan. Las
extensiones derechas nos serviran de herramienta en el siguiente capitulo para
definir y trabajar las diagonales de una 2-celda. Daremos un resultado el cual
nos permite caracterizar, por medio de la 2-celdas que tengan la propiedad de
escision de idempotentes, cuando un funtor tiene adjunto izquierdo.

En el capitulo 4 definiremos la categoria K||X sobre una 2-categoria I, que
en simples términos es la generalizacién de la categoria coma pero tomando
como base a una 2-categoria; con la categoria K||X definiremos lo que es una
diagonal de un diagrama como el que sigue

A X
[}
v — u
C z (1)

pues nos permitird trabajar de manera mas sencilla con las diagonales, ya que
una diagonal en I la podemos ver como una 2-celda con la propiedad de ex-
tensién derecha en ciertos morfismos. La razén por la cual se estudian las
diagonales en este capitulo es por que nos interesa ver bajo que condiciones es
posible levantar un adjunto izquierdo de u a un adjunto izquierdo de v.



Capitulo 1

Funtores semi-topolégicos

En este capitulo daremos las definiciones de funtores semi-topoldgicos y funtores
topolégicos, también se verd que los funtores semi-topoldgicos tienen adjunto
izquierdo y que para cualquier subcategoria reflexiva el funtor inclusién es un
funtor semi-topolégico. Para esto definimos en primer lugar los levantamientos
P-semi iniciales y los levantamientos P-semi finales y veremos la relacién entre
estas dos definiciones. Toda la informacién que se vera en este capitulo puede
verse en el articulo [3].

Definicién 1.1. Dado un funtor P : A — X, un P-cono es una terna
(X,&,D), donde X es un objeto de X, D es un funtor D : D — A y £ :
AX — Po D es una transformacion natural.

Para abreviar llamaremos a £ un P-cono.

Observacion 1.2. Si D = 1 entonces los P-conos pueden verse como como
pares, (z, A), donde A es un objeto de Ay z: X — PA es un morfismo en X,
estos P-conos forman la clase de Mor(P) llamados P-morfismos.

Observacién 1.3. Si D = () entonces los P-conos y P-coconos se pueden ver
como objetos de X.

Definicién 1.4. Sea £ : AX — Po D un P-cono. Un levantamiento P-semi
inicial de & consiste de un P-morfismo e : X — PA y un A-cono a: AA — D
tales que:

(Pa)(Ae) = ¢ *)

y satisfacen la siguiente condicion:

(SI) Para todo P-comorfismo y : PB — X y A-cono 8 : AB — D con
&(Ay) = P o B hay un dnico morfismo b : B — A tal que ey = Pb y
a(Ab) = .
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APA
AP
[ Pa
PB &

PoD

Llamaremos a la ecuacién (*) una factorizacién P-semi inicial de £. Si e es un
isomorfismo (morfismo identidad), se le llamard a « un levantamiento P-inicial

(propio) de &.

Definicién 1.5. Supongamos dada una factorizacion de & como en la ecuacion
(*). Diremos que la factorizacidn es rigida, si y solo si se cumple la siguiente
condicion:

(R) Para todo endomorfismot : A — A con (Pt)e = e y a(At) = a entonces
se tiene que t = Id4.

Definicién 1.6. Sea o : AA — D un A-cono. Diremos que o« es un cono
P-inicial, si a es un levantamiento P-inicial propio de Pa.

Es decir, a es un cono P-inicial si cumple que
Pa = Pa(ldpa) (1.1)
es una factorizacién P-semi inicial de Pa, esto es que para todo P-comorfismo
y: PB —- PAy A-cono 8 : AB — D con Pa(Ay) = P hay un tnico
morfismo b: B — Atal que y=Pb y «(Ab) =0
_APA

APh e

APB— > APA Pa

P Pa

PoD

Observacién 1.7. La condicién (SI) se satisface, si en (*), o : AA — D es
elegido como un cono P-inicial.
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En efecto, sean o un cono P-inicial y e : X — PA un P-morfismo tales que
Pa(Ae) =& con £ : AX — Po D un P-cono. Ahora veamos que se cumple
la condicién (SI): sea § : AB — D un A-cono y sea y : PB — X un P-
comorfismo tal que £(Ay) = PB. Como ey : PB — PA es un P-comorfismo, 3
un A-cono tales que Pa(Aey) = PS8y « es un cono P-inicial, entonces existe
un tnico morfismo b: B — A tal que a(Ab) = Sy Idpa(ey) = Pb.

Observacién 1.8. La condicién (R) se satisface sien (*) e : X — PA puede ser
elegida como un P-epimorfismo, donde P-epimorfismo significa que para todo
f,g: A — Blaecuacién (Pf)e = (Pg)e implica f = g.

En efecto, sea t : A — A un endomorfismo tal que (Pt)e = ey a(At) = «
con o : AA — D. Como Ida cumple que (PIda)e = e, entonces (Pt)e = e =
(PIda)e, por lo tanto (Pt)e = (PIda)e y, como e es P-epimorfismo, entonces
t = Ida. Por lo tanto se cumple la condicién (R).

Observacion 1.9. Para cada funtor P : A — X, todos los P-morfismos x :
X — PA tienen una factorizacién P-semi inicial rigida la cual es © = (PId)x.

Veamos que la afirmacion anterior se cumple: sea D = 1 y definamos D :
D — A de la siguiente manera, Dy = A, £ : AX — Po D donde { = z,
e=xya:AA — D donde o = Idga, los cuales cumplen Pa(Ae) = £
pues Pa(Ae) = Idyx = ¢ = £ Sean y : PB — X un P-comorfismo y
B : AB — D tales que £(Ay) = PB. Como D = 1 entonces § =b: B — A,
por lo que zy = Pb, por lo que b cumple que Pb = ey vy a(Ab) = B pues
a(Ab) = Idab = b = [ y b es tinico, pues si ¢ : B — A tal que Pc = ey y
a(Ac) = B, entonces ¢ = Idac = a(Ac) = 8 = b, por lo tanto ¢ = b. Ahora
veamos que el levantamiento es rigido. Sea t : A — A un endomorfismo tal
que (Pt)e = e y a(At) = a, como o = Id4 entonces Idat = Id4 por lo tanto
t = Ida. Por lo tanto es rigido el levantamiento P-semi inicial de x.

Plda

Pb z

PA

Lema 1.10. Si £ es un cono limite que tiene un levantamiento P-semi ini-
cial rigido como en la ecuacidn (*) , entonces a es un cono limite y e es un
isomorfismo de X.

DEMOSTRACION. Tenemos que £ : AX — PoDy Pa: AA — PoD son X-
conos, por hipétesis £ es limite, entonces existe un tnico morfismo ¢ : PA — X
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tal que £(Aq) = Pa 'y por hipétesis se tiene que Pa(Ae) = ¢ . Como & es cono
limite entonces, existe un tnico morfismo z : X — X tal que £(Az) = &, sin
embargo z tiene que ser Idx, pues Idx cumple que {(Aldx) = £ y como z es
unico entonces z = Idx. Como ge : X — X es tal que £(A(ge)) = £ por lo
tanto g o e = Idx, esto por la unicidad. Ahora el levantamiento P-semi inicial
de & cumple la condicién (SI) de la definicién (1.4), dado que g : PA — X es un
P-comorfismo y a es un A-cono tal que £(Agq) = Pa entonces existe un tnico
morfismo ¢ : A — A tal que Pt = eqy a(At) = a, como es rigida la factorizacién
entonces t = Id 4, por lo que Idpy = e o q. Por lo tanto e es un isomorfismo.

APA

APt=Aldpa-" Ae

APA —

AX Pa

Pa £

PoD

Sea ahora 8 : AB — D un A-cono, entones PfS es un X-cono y como & es
limite, entonces existe un tnico morfismo d : PB — X tal que £(Ad) = Pg, ya
que la factorizaciéon cumple la condicién (SI), entonces existe una unica flecha
s: B — Atal que Ps =edy = a(As).

APA
APs

APB—21 . AX Pa
Pp £

PoD

Consideremos un morfismo r : B — A tal que 8 = a(Ar). Entonces para ver
que que r = s basta con demostrar que Pr = ed. Como ¢ es un isomorfismo,
basta con ver que (Pr)q = edq. Como el codominio de ¢ es X, el cual es vértice
del cono limite &, basta con ver que para todo i € D, (Pr)¢&; = edq&;, lo cual
es facil.

Por lo tanto « es cono limite. O

Definicién 1.11. Sea £ : Po D — AX un P-cocono. Un levantamiento
P-semi final de & consiste de un P-morfismo e : X — PA y un A-cocono
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a: D — AA tales que:
(Ae)§ = Pa (**)

y satisfacen la siguiente condicion:

(SF) Para todo P-morfismo y : X — PB y A-cocono § : D — AB con
(Ay)¢ = PP existe un unico morfismo t : A — B tal que (Pt)e =y y
(At)a = .

APA
Pa Ae
3
PoD AX APt
Pp Ay
\
APB

Llamaremos a la ecuacién (**) una prolongacién P-semi final de &, si e es un
isomorfismo (morfismo identidad), se le llamard a « un levantamiento P-final
(propio) de &.

Observacién 1.12. “Semi final” no es la nocién dual de “semi inicial”, sus
duales son “co-semi final” y “co-semi inicial” respectivamente.

Para comprender mejor la obsevacion anterior daremos la definicién de levanta-
miento P-co-semi inicial.

Definicién 1.13. Sea £ : Po D — AX un P-cocono. Un levantamiento P-
co-semi inicial de & consiste de un P-comorfismo e : PA — X y un A-cocono
a: D — AA tales que:

§ = (4e)Pa (**%)

y satisfacen la siguiente condicion:

(CO-SI) Para todo P-morfismoy : X — PB y A-cocono : D — AB con
(Ay)¢ = PP, entonces existe un unico morfismo t : A — B con Pt = ye
y (At)a = B.

APA

Pa
Ae

PoD

AX APt

P



14 CAPITULO 1. FUNTORES SEMI-TOPOLOGICOS

Llamaremos a la ecuacién (***) una factorizacién P-co-semi inicial de &, si e
es un isomorfismo (morfismo identidad), se le llamard a « un levantamiento
P-co-inicial (propio) de &.

Definicion 1.14. Sea una factorizacion P-co-semi inicial de & como en la
ecuacidn (***), se denomina co-rigida si para todo endomorfismot : A — A
con e(Pt) = e y (At)a = a entonces se tiene que t = Id 4.

Observacion 1.15. Una prolongacién P-semi final de un P-cocono esta deter-
minada de manera tnica salvo isomorfismo.

En efecto, ya quesi ¢ : PoD — AX es un P-cocono y tenemos « : D —» AA,
e : X — PA tales que Pa = (Ae)¢ y o D —s AA, € : X = PA tales
que Pa' = (Ae/)f son dos prolongaciones P-semi finales de &, entonces existe
f:A— A talque (Pfle=¢ y (Af)a=a yg:A — Atal que (Pg)e =e
y (Ag)oz, = a puesto que son prolongaciones P-semi finales de &.

APA
A
Pa Ae
13
PoD AX APf: i APg
Ae/
Pa/
v

APA’

Como Pa es un P-cocono y e es un P-comorfismo tal que Pa = (Ae)¢ entonces
existe s : A — A tal que (Ps)e = ey (As)a = « por ser « prolongaciéon P-semi
final de £ y como la Id4 cumple lo mismo utilizando la unicidad de s, entonces
s = Ida, pero gf : A — A cumple que (P(gf))e = ey (A(gf))a = «, por la
unicidad de s, entonces s = gf por lo tanto Id4 = gf. De manera analoga se
obtiene que Id, = fg. Por lo tanto f: A — A’ es isomorfismo, por lo que los
levantamientos P-semi finales son tnicos salvo isomorfismo.

Definicién 1.16. Sea ¢ : X — PA un P-morfismo. Decimos que e es un P-
cociente, si aparece en alguna prolongacion P-semi final, es decir, si existen un
P-cocono £ : Po D — AX y un A-cocono a: D — AA tales que cumplen la
ecuacion (**) y la condicion (SF).

Observacién 1.17. Consideremos las siguientes subclases de Mor(P):
Iso(P) := {(e, A) | e es un isomorfismo de X'},

Quot(P) :={(e, A) | (e, A) es un P-cociente},

Epi(P) :={(e, A) | (e, A) es un P-epimorfismo}.

Si P es un funtor fiel se tienen las siguientes contenciones

Iso(P) C Quot(P) C Epi(P).
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Probemos la afirmacién anterior. Sea (e, A) € Iso(P), entonces e : X — PA
es un isomorfismo con lo cual tenemos e : PA — X tal que e le = Id, y
ee ! =Idpy,sea & =e 'y a=Idy, por lo que cumplen que e£ = PId, pues

E=el.

Sean y : X - PBy f: A — B tal que y¢ = P{. Definimos el morfismo
t := A el cual cumple que (Pt)e = y pues Pt = P8 = ye~! por lo que (Pt)e =
ye le = yIdx =y, también cumple que tId4 = B esto por como se definié ¢.
Sea z: A — B tal que (Pz)e =y y zIda = 3, entonces z = zIdy = 8 = t, por
lo tanto t = z. Por lo que (e, A) € Quot(P), por lo tanto Iso(P) C Quot(P).

PA
Plda
13
PA———> X Pt=PpB
Y
Pp
Y
PB

Sea (e, A) € Quot(P), entonces existen D : D — A diagrama, { : Po D —
AX P-cocono, a : D — AA A-cocono tal que (Ae)§ = Pa y cumplen
la condicién (SF). Sean f,g : A — B morfismos tales que (Pf)e = (Pg)e.
Definimos el A-cocono § : D — AB de la siguiente manera: By = fag para
todo d € D, es decir, § = (Af)a; asi mismo definimos el P-morfismo y :=
(Pf)e : X — PB que junto con S cumplen (Ay)¢ = PS ya que (Ay)¢ =
(A((Pf)e))¢ = APf((Ae)¢) = (APf)Pa = Pf; como se cumple la condicién
(SF), entonces existe un tnico morfismo ¢t : A — B tal que (Pt)e =y y (At)a =
3.

Observemos que P((Ag)a) = P((Af)a) ya que P((Ag)a) = (APg)Pa =
APg((Ae)) = (A(Pg)e)é = (Ay)é = PG = P((Af)a) y, como P os fiel,
entonces (Ag)a = (Af)a. El morfismo g cumple que (Pg)e = y pues (Pg)e =
(Pf)e y cumple también que (Ag)a = 8 por lo mencionado anteriormente; por
la unicidad de t, entonces t = g, pero el morfismo f cumple trivialmente que
(Pfle=yy (Af)a = B, por la unicidad de ¢, entonces t = f, por lo que f = g.
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Por lo tanto (e, A) € Epi(P), con lo cual concluimos que Quot(P) C Epi(P).

APA
Pa Ae
13
PoD AX Pt
Ay
P((Af)a
\
APB

Lema 1.18. Dado un levantamiento P-semi final de un cocono colimite & como
en la ecuacion (**), entonces a también es un cocono colimite.

A continuacién se verd un teorema el cual nos permite ver la relaciéon entre
levantamiento P-semi inicial y levantamiento P-semi final. Es importante este
teorema ya que nos permitird demostrar la equivalencia entre dos definiciones
que se vieron anteriormente.

Teorema 1.19. Sea P : A — X un funtor y sea Q C Mor(P) una subclase.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo P-cono & tiene un levantamiento P-semi inicial rigido como en la
ecuacion (*), tal que (e, A) € Q.

2. Todo P-cocono £ tiene un levantamiento P-semi final como en la ecuacion
(**), tal que (e, A) € Q.

Antes de probar este teorema, se verd un lema el cual nos permite saber que si
se cumple alguna de las dos condiciones anteriores, entonces el funtor P es fiel,
ademas nos servird de herramienta para demostrar el teorema anterior.

Lema 1.20. Dadas las siguientes condiciones:

1. Todo P-cono £ tiene un levantamiento P-semi inicial rigido como en la
ecuacion (*), tal que (e, A) € Q.

2. Todo P-cocono £ tiene un levantamiento P-semi final como en la ecuacion
(**), tal que (e, A) € Q.

Si la condicidn (1) se cumple, entonces P es un funtor fiel. De la misma manera,
si se cumple la condicion (2) entonces P es un funtor fiel.

DEMOSTRACION. 1. Sean f,g: A — B A-morfismos tal que Pf = Pg.

Definamos la categoria discreta Z := Mor(.A), donde Mor(A) es la clase de
todos los morfismos de A, también definamos el diagrama D : Z — A tal que
Di:= B para todo i € 7.



17

Definamos la transformacién natural £ : APA — P o D donde para todo
i€Z, & :=Pf:PA— PB. Con esto formamos el siguiente P-cono (PA,¢&, D).
Por hipoétesis, el P-cono tiene un levantamiento P-semi inicial rigido, esto es,
existen C' un objeto de A, e : PA — PC un morfismo en X tal que (e,C) € Q
y un A-cono « : AC — D los cuales cumplen lo siguiente:

(Paj)e = Pf paratodo i €T (1.2)
Es decir cumplen con la ecuacién (*). Definamos la siguiente clase de morfismos
K:={h:A—C:o;he{f,g} paratodo i€}

claramente I C 7.

Veamos que K # (). Para esto observemos que £ se puede ver de la siguiente
manera : £ = Pyenlacual v: AA — D donde v; = f para todo ¢ € Z. Como
§(APIdy) = Py. Por la condicién (SI), entonces existe un tnico morfismo
c: A— Ctal que (Idpa)e = Pcy a(Ac) = v, por lo tanto Pc = e y a;c = f,
por lo que ¢ € K.

ApA 1A

PoD

Por lo tanto K # 0, por lo que existe una funcién suprayectiva o : Z — K con
0|, = Idx. Con esto se define la transformacién natural 8 : AA — D de la
siguiente manera:

para todo i € Z, (5; := {f S% aia(.l) — 9
gsiao(i)=f

Puesto que 8 cumple que {(Aldps) = PB ya que Pf = Pg, aplicando la
condicién (SI) a 8, entonces existe un dnico morfismo h : A — C tal que
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a;h = B; para todo i € Z ademds e(Idpa) = Ph.

PA+>PA .
Pf
PB;
PB

Como a;h = B; y Bi € {f, g}, se tiene que h € K. Entonces o(h) = h; si
apo(h) = f entonces B, = g, por lo que aph = g por lo tanto f = g. Si
apo(h) = g entonces By, = f, por lo que aph = f, por lo tanto f = g. Por lo
tanto f =gy P es fiel.

2. Sean f,g: B — A morfismos en A tal que Pf = Pg.

Definamos la categoria discreta Z := Mor(.A), también definamos el dia-
grama D : Z — A tal que D; := B para todo i € Z.

Definimos la transformacién natural £ : Po D — APA tal que §; := Pf.
Por hipétesis el P-cocono (PA,¢, D) tiene un levantamiento P-semi final, esto
es, existen C un objeto de A, e : PA — PC un morfismo de X tal que (e,C) € Q
y un A-cocono a : Po D — AC los cuales cumplen lo siguiente:

e(Pf) = Po; paratodo i €7 (1.3)
Es decir cumplen con la ecuacién (**). Definamos la siguiente clase de morfismos
K:={h:C— A:ha; € {f,g} paratodo i €I}

claramente X C Z. Veamos que K # () para esto notemos que £ puede verse de
la siguiente forma £ = P§ en donde 6 : D — AAy §; = f para todo i € Z.
Ahora notemos que (PIds)¢ = P§. Por la condicién (SF), entonces existe un
tnico morfismo d : C — A tal que (Pd)e = PIds y (Ad)a = 4, por lo tanto
day; = f, por lo que d € K.

APC

Pa Ae

PoD

APA APd

Aldp A

APA
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Por lo tanto K # 0, por lo que existe una funcién suprayectiva o : T — K
con 0|, = Idx. Con esta funcién definimos la siguiente transformaciéon natural
B: D — AA de la siguiente manera:

para todo i € Z, B; := ! S,l J(?)ai —9

g si oc(i)a;=f
Como Pf = Pg tenemos que (APId)¢ = Pp, por la condicién (SF), entonces
existe un unico morfismo h : C' — A tal que ha; = (; para todo i € 7 ademaés
(Ph)@ = IdpA.

PC

Pa; e

Pf
PB—PA Ph
Idpa
PpB;
Y

PA

Como ha; = B; y Bi € {f,g}, tenemos que h € K. Entonces o(h) = h; si
o(h)ayp = f entonces S, = g, por lo que hay, = g, por lo tanto f = g. Si
o(h)ap = g entonces By, = f, por lo que hay = f, por lo tanto f = g. Por lo
tanto f =gy P es fiel. O

Observacién 1.21. Observemos que este lema es falso si se restringe a que los
diagramas sean pequenos.

En efecto, consideremos el funtor P : A — 1 donde A es una categoria com-
pleta la cual no es un conjunto parcialmente ordenado y 1 es una categoria
discreta la cual sélo tiene un objeto. Primero veamos que para este funtor
cualquier P-cono pequeno tiene un levantamiento P-semi inicial rigido.

Sean D una categoria pequeniay D : D — A un funtor. Como D es pequenia
y A es completa, entonces existe el cono limite & : A — D. Sea 0 € Ob(1) el
unico objeto de 1, por lo que el inico P-cono que existe con el diagrama D es
£: A0 — Po D donde & = Idy esto para todo i € D.

Notemos que £ = Pa(Aldy) ya que el tinico morfismo de 1 es la Idy, por lo
que es una factorizacién P-semi inicial de £. Ahora veamos que cumple con la
condicién (SI), sea 8 : AB — D un A-cono tal que PS = £(Aldy), dado que
B es un A-cono con base en D, por la propiedad universal del cono limite «,
entonces existe un tnico morfismo b : B — A tal que 8 = a(Ab) y claramente
Pb = Idy, por lo que £ tiene un levantamiento P-semi inicial, sélo falta ver que
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es rigido.
_APA

APb_ Al

" Aldo

Pa

APB —

P 3

PoD

Seat: A — Atal que (Pt)ldy = Idy y a(At) = a, dado que o es un cono
limite entonces existe un tinico morfismo ¢ : A — A tal que @ = a(Ac), pero
el morfsimo Id4 cumple también que o = a(AIdy4), ahora por la unicidad de
¢, entonces ¢ = Idy. De la misma manera tenemos que ¢ = t, por lo que
t = Id4. Por lo tanto el levantamiento es rigido. Por lo que para cualquier
P-cono pequeno, este tiene un levantamiento P-semi inicial rigido.

Por 1ltimo notemos que P no es un funtor fiel ya que 1 sélo tiene un morfismo.

Observacién 1.22. Notemos que para probar la parte 1) del Lema 1.20, no se
usa que el levantamiento sea rigido.

Observacién 1.23. Observemos que para probar las partes 1) y 2) del Lema
1.20, solo se usa que cualquier P-cono discreto tiene un levantamiento P-semi
inicial y que cualquier P-cocono discreto tiene un levantamiento P-semi-final.

Procedamos a probar el Teorema 1.19.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Sea & : PoD — AX un P-cocono, con D : D —
A. Definamos la categoria ’l~)7 donde los objetos son los P-morfismos (x, B) tal
que hay un A-cocono : D — AB con (Az){ = PS. Como P es fiel por el
lema 1.20, por lo tanto 3 estd determinado de manera tinica por cada objeto
en D. Por lo que podemos denotar a cada 3 de la siguiente manera 3, p. Un
morfismo f : (z, B) — (y C) es un A-morfismo f : B — C tal que (Pflx =

Definimos el funtor D : D —s A tal que D(x, B) := B para todo (z, B)
objeto de D y sea f AX — Po D el P-cono definido de la siguiente manera:
&(z, B) := z para todo (z,B) en D. Por hipétesis tenemos que £ tiene una
factorizacion P-semi inicial rigida, entonces existen e : X — PAcone € Qy
& : AA — D un A-cono tales que (Pa)Ae = 5, los cuales cumplen con la
condicién (SI); el P-morfismo e formara parte del levantamiento P-semi final.

Ahora definimos para cada d € Ob(D), el A-cono B4 : ADd —s D donde
Ba(z, B) = Bz,B(d) para todo (z,B) € Ob(D), observemos que a cada objeto
de D es asignado uno y solo un morfismo ya que cada 3 estd determinada de
manera tUnica por cada (z, B) € Ob( ). Ahora veamos que también cada ﬂd es
una transformacién natural.
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Sean (z,B),(y,C) € Ob(D) y un morfismo f : (z,B) — (y,C) el cual
consiste de f : B — C'y cumple que (Pf)z =y, tenemos que P, c(d) = yéq =
(Pf)x)ea v PBsp(d) = x&q, por lo que

PBy.c(d) = (Pf)PBs,p(d) = P(fBz,5(d))

como P es fiel, entonces 5, c(d) = ffBs, 5(d), por lo que Ed es un A-cono.

APA
7

Pa

Para todo d € Ob(D) el P-cono Bd cumple que g(jfd) = PBd, ya que para todo
(z, B) € Ob(D) tenemos lo siguiente

(E(A€q))(z, B) = x(£a) = ((A2)€)d = PPy, p(d) = PBa(z., B)

debido a que (Axz){ = PpB. Aplicando la condicién (SI) a cada Ed, existe aq :
Dd — A tal que e(§g) = Pag y &(Zad) = Bd. No es diffcil ver, utilizando la
fidelidad de P, que los oy constituyen un A-cocono o : D — AA, que satisface
(Ae)¢ = Pa; esta es una prolongacién P-semi final de &.

Veamos que la prolongacién P-semi final anterior cumple la condicién (SF).
Seaf:D — AByy: X — PBtal que (Ay)¢ = PS, porlo que (y, B) € Ob(D)
y B = By, por lo antes mencionado.

Definimos el morfismo ¢ := a(y, B) : A — B, observemos que
(Pt)e = (Pa(Ae))(y, B) = &(y, B) =y

por lo tanto (Pt)e = y y también (At)a = § ya que &(ANad) = Ed para todo
d € Ob(D), pues

(At)a)d = t(aa) = (@(Aaa))(y, B) = Paly, B) = By,5(d)
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APA

Pa Ae
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PoD AX APt
Ay
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N

APB

Sélo falta ver que t es uinico.

Sea s : A — B morfismo tal que (Ps)e =y y (As)a = B. Tenemos que s
es un morfismo § : (e, A) — (y, B) en la categorfa D. Como & es una trans-
formacién natural entre los funtores AA y l~), se cumple la conmutatividad del
siguiente cuadro.

(,4) (AA)(eA) = A—=2 = Dle, 4) = A

Ida s

»

(y,B) (AA)(y,B) = AWD( y,B) =B

Entonces sa(e, A) = a(y,B) = t, por lo tanto sa(e, A) = t. Definamos el
morfismo a := a(e, A) : A — A, y a cumple que (Pa)e = e esto se puede ver al
evaluar en (e, A) la ecuacién Pa(Ae) = €.

Veamos que a = Idy; sea (z,B) € Ob(D), del morfismo d(z,B) : A —
B obtenemos el morfismo a(, gy : (e,A) — (z,B) en ZND, pues cumple que
Pa(z,B)e = z, ya que Pa(Ae) = £&. Como @ es una transformacién natu-
ral, es decir, a(z, B)a = d(z, B) esto para cualquier (z, B) € Ob(D), por lo
tanto a(Aa) = a. Como la condicién (R) se cumple por hipdtesis, entonces
a = Ida, por lo tanto s = t.

(2) = (1): Sea ¢ : AX — Po D un P-cono, con D : A — D. Definamos la
categoria YND, donde los objetos son los P-comorfismos (z, B), donde x : PB — X
tal que hay un A-cono §: AB — D con &{(Az) = PB. Como P es fiel por el
lema 1.20, por lo tanto 3 esta determinado de manera tnica por cada objeto en
D. Por lo que denotaremos a cada 3 de la siguiente manera 3, g. Un morfismo
f:(z,B) = (y,C), es un A-morfismo f : C — B tal que z(Pf) = y.

Definimos el funtor D : D —s A tal que D(z, B) := B para todo (z, B) € D
y seaf PoD — AX el P-cocono definido de la 81gu1ente manera, f(ac B) :=
para todo (x, B) € Ob(D), por hipétesis tenemos que € tiene una prolonga01on
P-semi final, entonces existen e : X — PAcone € Qy a: D —s AA un A-



23

cocono tales que (A~e)g = Pa, los cuales cumplen condicién (SF); el P-morfismo
e formard parte del levantamiento P-semi inicial. o B

Ahora definimos para cada d € Ob(D) el A-cocono B4 : D — ADd donde
Ba(z,B) = Bz,8(d) para todo (z,B) € Ob(D), observemos que a cada objeto
de D es asignado uno y solo un morfismo, ya que cada 8 esta determinada de
manera Unica por cada (x,B) € Ob(D). Ahora veamos que cada (4 es una
transformacién natural. _ B

Sean (x,B),(y,C) € Ob(D) y un morfismo f : (z,B) — (y,C) el cual
consiste de f : C'— By cumple que z(Pf) =y, tenemos que P, c(d) = &qy =
Ca(z(Pf)) y PBas,p(d) = &, por lo que

Pﬁy,C(d> = Pﬂw,B(d)(Pf) = P(ﬂw,B(d)f)

como P es fiel, entonces 5y c(d) = fz,58(d) f, por lo que B4 es un A-cocono.

APA
Pa Ae
P le) 5 —_——> ZX EPrd
Agd
PB4
Y
APDd

Para cada A-cocono Bd se cumple que (ﬁfd)g: Pgd, ya que para todo (z, B) €
Ob(D) tenemos lo siguiente

((Aed)e)(x, B) = x(&d) = (£(Ax))d = PB,,p(d) = PBy(x, B)

pues se cumple que £(Az) = PS. Aplicando la condicién (SF) a cada Bg4, existe
o A — Dy tal que (Pag)e = &y (Aag)d = Bg. Como (e, A) € Quot(P) dado
que (e, A) aparece en la prolongacién P-semi final de E y por la observacién 1.17
(e, A) € Epi(P), por lo tanto e es un P-epimorfismo; no es dificil ver, utilizando
que e es P-epimorfismo, que los oy constituyen un A-cono o : AA — D, que
satisface Pa(Ae) = &; esta es una factorizacién P-semi inicial de &.

Veamos que la factorizacién P-semi inicial anterior cumple la condicién (SI).
Para esto sean f: AB — D y y: PB — X tal que {(Ay) = Pg, por lo que
(y,B) € Ob(f?) y B = By, por lo antes mencionado.

Definimos el morfismo z := a(y, B) : B — A, observemos que

ey = ((Ae)é)(y, B) = Pa(y, B) = Pz

por lo tanto ey = Pz y también a(Az) = f ya que (ANad)& = Ed para todo
d € Ob(D) puesto que

(a(A2))d = (aq)z = ((Aaa)@)(y, B) = Baly, B) = By,5(d)
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APA
APz .
APB AX Pa
3
Pp
PoD

Sélo falta ver que z es tnico.

Sea r : B — A morfismo tal que ey = Pr y a(Ar) = 5. Como z cumple
ey = Pz, entonces Pz = Pr; utilizando que P es fiel obtenemos que z = r, por
lo tanto z es unico.

Veamos que este levantamiento P-semi inicial es rigido. Como e es un P-
epimorfismo y por la observacion 1.8, entonces el levantamiento P-semi inicial
es rigido. g

La proposicién siguiente nos permite asegurar que todo P-cocono tiene un le-
vantamiento P-semi final si y solo si los P-coconos discretos lo tienen.

Proposicion 1.24. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo P-cocono & tiene un levantamiento P-semi final como en la ecuacion
(**), tal que (e, A) € Q.

2. Todo P-cocono discreto £ tiene un levantamiento P-semi final como en la
ecuacion (**), tal que (e, A) € Q.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Esta implicacién es inmediata.

(2) = (1): Sean D una categoria, D : D — A un diagramay £ : PoD — AX
un P-cocono, definimos D la categoria discreta cuyos objetos son los mismos
que los de D. Se define el diagrama D' :D — Atal que D;l = D, para todo
d e Ob(D/), ya que los objetos de D y D’ son los mismos, también definimos
el P-cocono 5/ :PoD —s AX de este modo, 5:1 = &4 para todo d € Ob(D/).
Dado que D’ es discreta entonces por hipétesis existe un P-morfismo (e, A) € Q
cone: X — PAyun P-cocono o : D' —s AA tales que (Ae)€ = Pa' y se
cumple la condicién (SF).

Definamos o : D — AA de la siguiente manera: ag = a;l. Ahora com-
probemos que « es una transfomacién natural entre D y AA, sean d, d e
Ob(D) e i : d — d morfismo en D. Como (Ae)f = Pa', tenemos que
Pag = eq y Pay = efy; dado que £ es una transformaciéon natural en-
tonces §q = £y (PD;), por lo que Pag = e§q = ey (PD;) = Pay(PD;), por
lo tanto Pag = Pay (PD;) = P(ay (D;)), como P es fiel por el lema 1.20 y la
observacién 1.23, entonces ag = oy (D;), por lo tanto a es una transformacién
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natural. Observemos que (Ae) = Pa, ya que para todo d € Ob(D), tenemos
que

((Ae)¢)d = etq = &y = ((Ae)¢ )d = (Pa')d = Pay = Pag = Pa(d)

con lo cual tenemos que (Ae)é = Pa es una prolongacién P-semi final de &.
Veamos que la prolongacién P-semi final anterior si cumple la condicién
(SF). Sean 8 : D — ABy y : X — PB tales que (Ay){ = Pf, se define

B : D" —s AB como sigue, B;l = (B4 para todo d € Ob(D,) y como

(Ay)€)d = y&; = yéa = ((Ay)€)d = PB(d) = PBy = PG, = PS (d)

para todo d € Ob(D), por lo tanto (Ay)fl = PB’; dado que se cumple la
condicién (SF) para fl, entonces existe un unico morfismo ¢ : A — B tal que
(Pt)e = y y (At)a’ = ', solo basta ver que (At)a = B. Sea d € Ob(D),
observemos que

((At)a)d = tag = tay = ((At)a')d = By = B
por lo tanto (At)a = . O

Tenemos otro resultado parecido al anterior con levantamientos P-semi iniciales.

Proposiciéon 1.25. Sea P : A — X un funtor. Si cada P-cono discreto
(X,&, D) tiene un levantamiento P-semi inicial (*) con (e, A) € Epi(P), en-
tonces cada P-cono tiene un levantamiento P-semi inicial rigido con (e, A) €
Epi(P).

DEMOSTRACION. Sea D una categoria , D : D — A un diagrama y £ : AX —
PoD un P-cono, definimos D la categoria discreta cuyos objetos son los mismos
que los de D. Se define el diagrama D' :D — Adeesta manera, D;i = Dy para
todod € Ob(D/), ya que los objetos de Dy D’ son los mismos, también definimos
el P-cono ¢ : AX — Po D’ de este modo, £, = & para todo d € Ob(D),
dado que D' es discreta entonces por hipétesis tenemos que existe un P-morfismo
(e, A) € Epi(P) y un P-cono o’ : AA —s D’ tales que Pa' (Ae) = £y cumplen
la condicién (SI). )

Definamos a : AA — D de la siguiente manera: ag = c;. Ahora compro-
bemos que a es una transformacién natural/ entre AAy D, sean d, d e Ob(D),
i+ d — d morfismo en D. Notemos que £; = (PD;)&; para todo d € Ob(D),
debido a como se definié 5/ y utilizando que £ es una transformacién natural.
Luego, usando &4 = (Pay)e, {y = (Pay )ey el hecho anterior, entonces se tiene
que (Pay)e = (PD;)(Pag)e = (P(D;aq))e, por lo que (Pay)e = (P(D;aq))e;
dado que e € Epi(P), entonces oy = D;ag, por lo tanto a es una transfor-
macién natural. Observemos que Pa(Ae) = &, ya que para todo d € Ob(D),
tenemos que

(O)d=¢4=E,=(£)d = (Pa (Ae))d = (Pay)e = (Pag)e = (Pa(Ae))d
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con lo cual tenemos que Pa(Ae) = £ es una factorizacién P-semi inicial de &.
Veamos que la factorizacion P-semi inicial anterior si cumple la condicién
(SI). Sean f: AB — Dy y: PB — X tales que P8 = £(Ay), se define

B : AB —s D como sigue, 5; = [y para todo d € Ob(D/) y como

(€ (Ay))d = (€)y = (€a)y = (£(Ay))d = PB(d) = PBa = PB, = PS (d)

para todo d € Ob(D), por lo tanto P8 = ¢ (Ay); dado que se cumple la
condicién (SI) para £ , entonces existe un tnico morfismo ¢ : B — A tal que
ey = Pty o (At) = 3, solo basta ver que a(At) = 8. Sea d € Ob(D),
observemos que

((At))d = (aa)t = (ag)t = (o (At))d = B3 = Ba

por lo tanto a(At) = 3.
Puesto que e € Epi(P) por la observacién 1.8, entonces el levantamiento
anterior es rigido. O

A continuacién daremos la definicién de funtor semi-topoldgico, esta definicién
es de suma importancia, pues veremos un resultado el cual nos permite ver que
se comporta bien con las categorias totales.

Definicién 1.26. Sea P : A — X un funtor.

1. P es llamado semi-topolégico si y solo si, cada P-cono tiene un levanta-
miento P-semi inicial rigido.

2. P es llamado (propiamente) topoldgico si y solo si, cada P-cono tiene un
levantamiento P-inicial (propio).

3. P es llamado fibracion (propia) si y solo si, cada P-morfismo tiene un
levantamiento P-inicial (propio).

Las nociones duales de las definiciones anteriores son: co-semi-topoldgico,
(propiamente) co-topolégico y co-fibracién (propia).
Tenemos algunos resultados inmediatos del teorema 1.19.

Corolario 1.27. Sea P : A — X un funtor. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es semi-topoldgico.
2. Cada P-cocono (discreto) tiene un levantamiento P-semi final.

3. Cada P-cono (discreto) (X, €, D) tiene un levantamiento P-semi inicial
(*) con (e, A) € Epi(P).

4. Cada P-cono (discreto) (X,&, D) tiene un levantamiento P-semi inicial

(*) con (e, A) € Quot(P).
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DEMOSTRACION. (2) = (4).

Por el Teorema 1.19 y observemos que en la prueba 2) = 1) del Teorema 1.19,
el P-morfismo (e, A) € @ que es utilizado en el levantamiento P-semi final, es
el mismo que se usa en el levantamiento P-semi inicial rigido. Por lo tanto

(e, A) € Quot(P).

(4) = (3).
Por el Lema 1.20 y la observacién 1.22, tenemos que P es fiel y por la obser-
vacién 1.17, entonces Quot(P) C Epi(P).

(3) = (1).
Basta ver que cada levantamiento es rigido. Por la observacién 1.8, tenemos
que cada levantamiento es rigido.

(1) = (2).
Por el Teorema 1.19. O

Observacion 1.28. En el corolario 1.27 solo se dio la prueba para P-conos que
no son discretos. Para el caso de P-conos discretos solo es necesario agregar en
la pruebas algunos resultados anteriormente demostrados.

En 4) = 3) la proposicién 1.23.
En 3) = 1) la proposicién 1.25 .
En 1) = 2) y 2) = 4) la proposicién 1.24.

Corolario 1.29. Sea P : A — X un funtor. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es (propiamente) topoldgico.

2. P es (propiamente) co-topoldgico.

3. P es semi-topoldgico y fibracion (propia).

4. P es co-semi-topoldgico y co-fibracidn (propia).

DEMOSTRACION. 1) = 2) : Si aplica uno el Teorema 1.19 obtiene uno un
levantamiento P-semi final para cada P-cocono con (e, A) € Iso(P). Lo cual
quiere decir que dado un P-cocono £ : Po D — AX | existen (e, A) € Iso(P)
cone:X — PAyun A-cono a: D — AA tales que Pa = (Ae)¢ y cumplen
la condicién (SF). Esto es para todo P-morfismo y : X — PB y todo A-cono
B : D — AB tales que P8 = (Ay)&, entonces existe t : A — B tal que
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(Pt)e =y y a(At) = B.
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Pa Ae
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Como e es un isomorfismo, entonces ¢ = (Ae~!)Pa, con lo cual tenemos que
cada P-cocono tiene un levantamiento P-co-semi inicial con (e, A) € Iso(P).

APA
Pa
Ae~ !
13
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\
APB

2) = 1) : Es el dual de la demostracién anterior.

1) = 3) : Basta con ver que los levantamientos P-iniciales son rigidos. Por el
lema 1.20 y la observaciones 1.22, 1.23, entonces P es fiel. Sea ¢ : AX — PoD
un P-cono, entonces existen (e, A) € Iso(P) con e : X — PA y un A-cono
a: AA — D tales que £ = Pa(Ae).

Puesto que (e, A) € Iso(P) utilizando la observacién 1.17, obtenemos que
(e, A) € Epi(P). Ahora por la observacién 1.8 tenemos que el levantamiento
P-inicial anterior es rigido.

3)=1): Sean D : D — A un diagrama, £ : AX — P o D un P-cono. Por
hipétesis, existe un levantamiento P-semi inicial rigido de &, es decir, existen
e: X - PAun P-morfismo y o : AA — D un A-cono tales que

& = Pa(Ae) (1.4)

y cumplen la condicién (SI).
Ahora, como e es un P-morfismo y P es fibracion, existe h : X — PC
isomorfismo y g : C — A tal que

e = (Pg)h (1.5)
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y cumplen la condicién (SI).
Utilizando la igualdad 1.5 y sustituyendo en la igualdad 1.4 obtenemos

¢ = Pa(A¢) = Pa(A((Pg)h)) = (Pa(APg))(Ah) = P(aAg)(Ah)

Definimos el A-cono ' : AC — D de la siguiente manera, a; = qqg para todo
d € Ob(D), por lo que la igualdad anterior queda de la siguiente manera

£ = Pa (Ah)

esta es una factorizacién P-semi inicial de £ donde h es un isomorfismo.

2) es equivalente a 4) es dual de 1) equivalente a 3). O

Proposicién 1.30. Sea P : A — X un funtor. Si P es el funtor inclusion de
una subcategoria plena reflexiva, entonces P es semi-topoldgico.

DEMOSTRACION. Sean D : D — A un diagrama, £ : AX — PoD un P-cono.
Como A es una subcategoria reflexiva de X y P es el funtor inclusiéon de A
en X, entonces el funtor P tiene adjunto izquierdo K, por lo que para todo
X € Ob(X) y todo A € Ob(A) se tiene la siguiente biyeccién

¢ : Homy (KX, A) — Homy(X, A) (1.6)

Notemos que para todo d € Ob(D), &4 : X — (PD)d es un morfismo en X,
donde D(d) € Ob(A). Como ¢ es una biyeccién, entonces para cada d € Ob(D)
existe un Unico morfismo fy : KX — D(d) tal que ¢(f4) = &4, pero sabemos
que la biyeccién ¢ evaluada en un morfismo f : KX " A esta dada por
o(f) =Pfonys,donden: 1y — PK esla unidad de la adjuncién. Utilizando
lo anterior en los morfismos &, obtenemos ¢(fq) = Pfsonx = &4.

Definimos « : A(K(X)) — D como sigue, ag = fq. Veamos que a es una
transformacién natural, sean d,d € Ob(D) e i : d — d un morfismo. Por lo
que necesitamos demostrar que se cumple el siguiente diagrama conmutativo

Dd

y

KX Di

m
’

Dd

Como ¢ es una transformacién natural, entonces tenemos lo siguiente

Dd

P

X Di

o

d /

Dd
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Notemos que (ay ) =&y = @(Dio fq) pues
@(fd/) = Ed, =Dijo fd = Di(ad ¢} nx) = (DZ o Oéd>’l’]X = QD(DZ o Oéd)

Por la unicidad de o, entonces oy = Di o aq. Por lo tanto o es una transfor-
macién natural, con lo cual el P-cono ¢ tiene una factorizacién P-semi inicial,
la cual es £ = Pa(Anx).

Falta ver que esta factorizacién cumple la condicién (SI) y que es rigida.
Primero probemos que cumple la condicién (SI). Sean 5 : AB — P o D un
A-cono y y : PB — X un P-comorfismo tales que

P =¢(Ay)

Observemos que nx oy : PB — PKX y como P es pleno, esto por ser A una
subcategoria plena de X', entonces existe g : B — KX tal que Pg = nx oy,
veamos que este morfismo es tnico, sea h : B — K X tal que Ph = nx oy, dado
que P es fiel por ser el funtor inclusién de A en X, entonces g = h, por lo tanto
unico.

Ahora probemos que este levantamiento es rigido, sea t : KX — KX un
morfismo tal que

(Pt)nx =nx vy a(At) =« (1.7)

Sabemos que 1xx es el inico morfismo tal que p(1xx) = nx, observemos que
w(1xx) = (t) esto por la igualdad de la izquierda en (1.7), por la unicidad de
1xx, entonces 1gx =t. O

Teorema 1.31. Sea P: A — X un funtor semi-topoldgico, entonces P tiene
adjunto izquierdo.

DEMOSTRACION. Por la observacién 1.3, cualquier X € Ob(X) lo podemos ver
como un P-co-cono, como P es semi topoldgico, por el corolario 1.27, entonces
X tiene un levantamiento P-semi final, es decir, existen RoX € Ob(A) y nx :
X — PRopX un morfismo tales que para todo y : X — PB, P-morfismo, existe
un unico morfismo sx , : RoX — B tal que

PRoX

s
X Psxyy

i

PB

Por lo anterior podemos observar que nx es una flecha universal de X en P.
Utilizando el Teorema 2 del capitulo 4 del libro [1], obtenemos que el funtor
R : X — A definido de la siguiente forma: para todo X € Ob(X) RX = RpX;
para todo morfismo h : X — X" Rh = SX,n s oh- Cumple que R es adjunto



izquierdo de P.

nx

X

PRoX

h Psxn ron

X' —= PRoX’
X

31
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Capitulo 2

Cuadrados (co-)coma

La idea de los objetos (co)-coma en una 2-categoria IC viene de extender la idea
de que en Cat algunos objetos de esta 2-categoria son categorias coma. En Cat
sabemos como se construyen este tipo de objetos a partir de dos funtores que
comparten codominio, aunque en una 2-categoria cualquiera no podemos dar
una construccion general. Es por eso que como cualquier objeto que se pueda
definir en matematicas, las categorias coma se caracterizan bajo dos condiciones,
una de ellas es bien conocida y la otra es una condicién sobre las 2-celdas. Todo
lo referente a este capitulo puede consultarse en [5].

En este capitulo daremos algunos teoremas relevantes sobre los cuadros
coma; por ejemplo cudndo es posible levantar una adjuncién si alguno de los
morfismos en el cuadro coma tiene adjunto y se vera otra version del Lema de
Yoneda, la cual habla sobre una biyeccién entre morfismos de cuadros coma.

Definicién 2.1. Sean una 2-categoria K y A, B objetos de K. Un palmo de A
a B en K, (ug,S,u1) es un diagrama como el siguiente.

/S\
A B

Un morfismo entre dos palmos [ : (ug,S,u1) — (ué,S/,ull), es un morfismo
f:85—=S5 tal que

Observacion 2.2. Notemos que los palmos de A a B forman una categoria.

33
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Definicién 2.3. Un copalmo (ug, S,u1) de A a B en K, es un palmo de A a B

en la 2-categoria ICP.
S
PN
A B

Definicién 2.4. Sea (r, D, s) un copalmo de A a B en K. Definimos un objeto
coma de (r,D,s), como un palmo (do,r/s,d1) de A a B y una 2-celda

r/s ——— A

d1 <)\: T

B———D

Los cuales cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cualquier palmo (ug, S,u1) de A a B, la composicion con la 2-celda
A nos da una biyeccion

., S ., S A
A/f \B ~ u < r
/s B——D

entre las flechas de palmos f : (ug, S,u1) — (do,r/s,d1) y las 2-celdas o.

2. Para cualquier par de 2-celdas

S————>r/s S————>1/s
, ¢ , .
f <~ do f < dy
r/s —— A r/s —— B
d() dl

las cuales cumplan que

r/s do A r D
/ Uﬁ % ﬂ* /
S K r/s i B

S—T sy
x A \ 4o\
r/s @ B . D
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existe una unica 2-celda

tal que § = dogp yn = di .

Proposicion 2.5. Para cualesquiera dos funtores en Cat, el objeto coma existe
en Cat.

DEMOSTRACION. Sean F': A — X y G : Y — X dos funtores en Cat.

Definimos la categorfa F//G como sigue. Los objetos de F//G son las ternas de
la forma (A,Y, f), donde A € Ob(A), Y € Ob()) v f: FA — GY un morfismo
en X. Los morfimos son de la forma (h, k) J (AY, f) — (A,,Y,,fl), donde

h:A— A es un morfismo en A v k:Y =Y esun morfismo en ), lo cuales
hacen conmutar el siguiente diagrama

FA—E s FA

GY —gr=GY

La composicién de dos morfismos (h, k) : (A, Yf) — (B,C,g) y (b k) :
(B,C,g) — (D, E,r) es la siguiente: (h',k") o (h,k) = (h oh,k ok).

Es claro que F/G es una categorfa. Observemos que tenemos los funtores
Dy: F/G— Ay Dy : F/G — Y, los cuales estéan definidos como, Dy(A,Y, f) =
Ay Di(A)Y,f) =Y, esto para todo (A4,Y, f) € Ob(F/G), Do(h,k) = h y
Dq(h, k) = k para todo morfismo (h,k): (A, Y f) = (B,C,g) en F/G.

Definimos la 2-celda

FIG—20 o 4
D,y <>\: F
Yy e X

como sigue, A\(4)y,f) = f para todo (A,Y, f) € Ob(F/G).

Ahora veamos que el palmo (Dy, F/G, D) de A a ) junto con A cumple las
dos condiciones del objeto coma.

Probemos la condicién 1 del objeto coma, definamos la funcién ¢ de los
morfismos de palmos a las 2-celdas. Sea f : (R,S,T) — (Do, F/G,D;) un
morfismo de palmos, ¢(f) = Af, es decir, es la composicién con .
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Procedamos a definir una funcién de las 2-celdas a los morfismos de palmos.

Consideremos la 2-celda

S R

A

o

T < F

V—0p 4

Definimos la funcién ¢ de la siguiente manera: ¢(o) = V : (R,S,T)
(Do, F/G,D;) donde V(s) = (Rs,Ts,05) para todo s € Ob(S) y V(h)
(Rh,Th) para todo morfismo h : s — s .

Notemos que DoV = Ry D1V =T, pues DoV (s) = Dy(Rs,Ts,05) = Rs
y D1V (s) = D1(Rs,Ts,05) = T's para todo s € Ob(S), tambien DoV (h, k) =
Do(Rh,Th) = Rh'y D1V (h,k) = D1(Rh,Th) = Th para todo (h, k) morfismo
en S.

Primero veamos que ¥ o ¢ = 1. Sea

4

St o

" F/G
un morfismo de palmos. Por lo que
Yop(V)=4¢(e(V)) =¢(AV) = H : (R,S,T) = (Do, F/G, D1)

donde H(s) = (Rs,Ts,(A\V),) para todo s € Ob(S). Tomemos s € Ob(S)
y supongamos que V(s) = (Ag,Ys,rs). Como R = DoV y T = DV, en-
tonces Rs = DoV (s) = As y T's = D1V (s) = Y5, con lo cual obtenemos que
(Rs,T's,(AV)s) = (As, Ys, Ay (s)) = (As,Ys,75). Por lo que V'y H coinciden en
los objetos, ahora veamos que coinciden en los morfismos.

Sea z : s — s unmorfismo en S y supongamos que V(z) = (h, k). Evaluemos
en z a H, por lo que obtenemos H(z) = (Rz,Tz). Como R=DyV yT = DV,
entonces Rz = DoV (z) = Do(h, k) =hy Tz = D1V (z) = Dy(h, k) = k, con lo
cual (Rz,Tz) = (h,k). Por lo que H y V coinciden en las flechas, por lo tanto
H=V.

Por lo anterior obtenemos que o = 1. Procedamos a probar que poy = 1.
Consideremos la 2-celda

P —)
T < F
y X
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por lo que potp(o) = p(V) = AV, donde V : § — F/G. Sea s € Ob(S), por
lo que (A\V)s = AvV(s) = A(Rs,Ts,0,) = Os- Por lo tanto AV = o, con lo cual
obtenemos que ¢ o) = 1.

Ahora probemos que se cumple la propiedad 2 del objeto coma. Para esto,
sean un par de 2-celdas

S F/G s—E~F/G
/ £ / n
R <= Do R <= D,
F/G b A F/G o y
las cuales cumplan que
s F/G A
/“f/ﬂ*/,{ 4o\ A\
F/G—>y F/G o y e X
(2.1)
Definimos
R
e
R/

de la siguiente manera: (; = (£s,7s) para todo s € Ob(S).
Probemos que (£5,7,) es un morfismo en la categoria F/G Sea s € Ob(S)
Yy supongamos que Rs = (A(R,s)vyv(R,s)a f(R S)) R §= (A(R ,8)? R’ ,8) f(R s))
Para ver que (s, 75) es un morfismo en F'/G, hay que probar que el siguiente
cuadro es conmutativo

F¢s
FAps Z2FAg
f(Rr,s) ‘f(R/,s)
, Y,
GYirs) 5= Vi o)

Utilizando la igualdad (2.1) en la componente s obtenemos que

fi sy 0 F&s = (AR )s 0 (F€)s = (Gn)s o (AR)s = G, © f(n.s)

Por lo tanto la conmutatividad del cuadro anterior se cumple.
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.7 /
Probemos que ¢ es una transformacién natural. Sean s,s € Ob(S)y g:s —
’ . . .
s un morfismo en S. Veamos que el siguiente cuadro es conmutativo.

Cs
s Rs R's
g Rg R,g
! ! / !
s Rs <, Rs
S

Para esto, supongamos que Ri = (A(g,i), Y(r.i) f(R,))s Ri= (Ar iy YRy fr i)

coni€s,s, Rg= (h(R.g)> k(R,g)) ¥ Ryg= (h(R/’g), k(Rf)g)). Con lo anterior, lo
que tenemos que probar se traduce en ver que las siguientes composiciones son
iguales

(Esv 775) © (h(R,g)7 k(R,g)) = (h(R’,g)7 k(R’,g)) © (Es/ ’ 775/) (22)
Puesto que £ y n son transformaciones naturales obtenemos

s s
S A(R,s) — A(R/,s) Y(R,s) L Y(R’,s)
9| h(r,q) h(R/,g) h(Rr,g) h(R',g>
s Awey A Yy 57 Y

Con lo cual queda probada la igualdad (2.2).
Es claro, que se tienen las siguientes igualdades

por como estdn definidos los funtores Dy y D;.
Ahora veamos que ( es tnica. Consideremos la 2-celda
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tal que

A (2.3)

y (2.4)

Supongamos que 05 = (h(gs) k,.,,) Para todo s € Ob(S). Por la igualdad (2.3)
obtenemos que (Dofl)s = &, para todo s € Ob(S), es decir, hgs) = &; por la
igualdad (2.4) obtenemos que (D10), = ns, es decir, k(g s) = 1s. Por como se
defini6 ¢, tenemos que 85 = (s para todo s € Ob(S). Por lo tanto, ¢ = 6. O

Regresemos al contexto de una 2-categoria general.

Proposicién 2.6. Seanr: A — D, s: B— D, g: A — B morfismos, r/s el
objeto coma de T y s

r/s d—°> A
dy <)\: r
B D
y una 2-celda
r/s do A
\Ji /
dq g
B
Para cualquier par de 2-celdas
f f
§———=>r/s §———>1/s
/ £ ’ Yl
f < do f < dy
r/s ———>D r/s——B

do dl
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las cuales cumplan que

rfs—% o 4 . D S ! rfs —% o 4
/ Je / I / - x oo\ A \
S - r/s——>B r/s ——>B . D

(2.5)
entonces se cumple la siguiente igualdad.
f
S————=1/s
<: 3
dy < do
r/s —) B r/s — b S
\<p:/
d1 g
B

DEMOSTRACION. Por la propiedad 2 del objeto coma r/s aplicada a la iguladad
(2.5), existe una unica 2-celda

tal que
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notemos que por el diagrama

y las igualdades (2.6) y (2.7) podemos obtener la siguiente igualdad

do S S—f>r/s

<: €
¢ dy g f

do
r/s—>B r/s — 8§

O

Proposiciéon 2.7. Sea s : B — D con adjunto izquierdo v : D — B, con
unidad 1 y counidad €. Para cualquier flecha r: A — D, la flecha u: A — /s
correspondiente a la 2-celda nr, es decir

1a
A/\
\ .
T r/s — A
A—" sp—22 op
D\jl - T ) \ﬂl/
B‘S>D B

es adjunto izquierdo de do : v/s — A con unidad la identidad y counidad ¢ :
udo = 1,5 definida como la tinica 2-celda tal que dop = 14, y d1¢p = edy - V.

DEMOSTRACION. Supongamos que s tiene adjunto izquierdo v, con unidad 1 y

counidad e.
Consideremos el siguiente diagrama

A—" sp—2 op (2.8)
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Si aplicamos la propiedad 1 del objeto coma /s, existe una unica flecha u :
A — r/s tal que

1a
A/\
\ .
r r/s — A
r 1
A D——=—=D
D\dl - o \1\7ﬂ/
345>D B

Procedemos a definir la 2-celda siguiente

r/s .

dy <

=

Ahora veamos que al pegar la 2-celda w con A obtenemos A. Para esto conside-
remos el siguiente diagrama

r/s do A © r/s do A
dq AU, r dy )\\U/ T
B D B D
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dado que Au = nr, obtenemos

do
rjs—— A

dy )\U/ r

por una de las identidades triangulares tenemos que el diagrama de arriba es
igual a A. Por lo que tenemos la siguiente igualdad

r/s do A - D r/s udo r/s do A
udo/ ‘U’ldo % \U)\ / = 1T\ W‘U’ (& A\U/ r
r/s T r/s o B r/s o B p D

va que el diagrama de la izquierda es igual a A y el de la derecha, como antes
vimos, es igual A. Por la propiedad 2 del objeto coma r/s, existe una unica
2-celda ¢ : udy = 1,/ tal que

A
2

do

r/s . A = 1g4,
(2.9)
A
YA\,
¢
I .
r/s T r/s B = w

Las 2-celdas 14 y ¢ son la unidad y counidad de la adjuncién que queremos
probar. En el diagrama 2.9, el diagrama superior es una de las identidades
triangulares, por lo que solo falta probar la otra.
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Consideremos el siguiente diagrama

A n T/S do A

dy < r

<

puesto que Au = nr tenemos que es igual a

T

A D

A

B——F—B

y por una de las identidades triangulares, concluimos que es igual a 1,,, por lo
tanto wu = 1,,. Notemos que se tiene la siguiente igualdad.

d 1
r)s ———s A . D A R e ——
A —>1/s B r/s——>B . D
ya que ambos diagramas son iguales a Au = nr, por una de las propiedades del
objeto coma /s, entonces existe una unica 2-celda v : u = u tal que

u

/wU\r/s do
\_/—/

u

A A =14

u

T d

A wU, T/S - = ]-vr

\_/f

u

pero la 2-celda 1, también cumple que dol, = 14 y d11,, = 1, por la unicidad
de 9, entonces 1 = 1,, de igual manera la 2-celda ¢u cumple que dodu =14 y
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dipu = 1., ya que wu = 1,,, por la unicidad de 1, entonces

A
do u
o
A R E - rls =1, (2.10)
r/s

Por lo tanto dy tiene adjunto izquierdo u,

A

S

r/s ——=r1/s
r/s

con unidad 14 y counidad ¢ y las correspondientes identidades triangulares en
los diagramas (2.9) y (2.10). O

Corolario 2.8. Sea p: E — B un morfismo. La flecha dy : p/1p — E tiene
adjunto izquierdo i, donde la unidad de la adjuncion es la identidad y cumple
que 1, es la unica flecha tal que

DEMOSTRACION. Sea p : E — B un morfismo, formamos el objeto coma de p y
1B

d

p/lg ——=F

d é p

B——B
B

dado que 1p tiene adjunto izquierdo 1g, por la proposicién 2.7 dy tiene adjunto
izquierdo 4, donde la unidad de la adjuncién es la identidad y cumple que i, es
la tnica flecha tal que Aip, = 1,. O
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Proposicién 2.9 (Lema de Yoneda). Sean j : A — B, f: A - X y
k : B — X morfismos en la 2-categoria K. Eziste una biyeccion entre morfismos
de palmos

1 fl J do ]/\15 dy
/‘\ / ‘ \
A :l B <~ A :S B
flk f/k

donde los correspondientes cuadrados coma son

i d

j/lp ———B flk—"—B

do :)\> 1 Yy €0 :u> k
A—J>B A—f>X

DEMOSTRACION. Sean j : A — B, f : A — X y k: B — X morfismos en la
2-categoria K. Aplicando el Corolario 2.8 al morfismo j, existe el morfismo 4;
el cual es adjunto izquierdo de dy : j/1p — A, ademés es el tnico morfismo tal
que

Con esto procedemos a construir las funciones entre morfismos de palmos como
sigue.

De derecha a izquierda simplemente precomponemos con i; : A — j/15.

De izquierda a derecha: comencemos con un morfismo de palmos



47

Con ayuda de [ construimos la 2-celda

€eo — k

A—X

entonces existe un tinico morfismo de palmos
J/1B
2
A ~

l B
N

fIk

di

j/lBr\T\

1

flk——=8

1A €eo :IL} k = d() €o :,U‘> k
A—f>X A—f>X

Veamos que estas construcciones son inversas la una de la otra. Si en la igualdad
anterior precedemos con i; : A — j/1p o’titenemos, dado que Ai; = 1;, que
el lado izquierdo es igual a pul. Entonces li; = [, lo cual nos da una de las
composiciones.

En el sentido contrario, comencemos con un morfismo de palmos

e J/1B .
A/m \B

fIk
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Necesitamos demostrar que

—

mi; =m

Tenemos que mi; es el inico morfismo de palmos tal que

i/lB

do

. d
i~ — -
flk—"—nB
= do €0 % k

Por lo que es suficiente con demostrar que el lado izquierdo de la igualdad
anterior es pum. Para esto llamamos € a la counidad de i; - dy y observamos
que, por una de las identidades triangulares, el lado izquierdo de la igualdad de
arriba es

. Lin )
j/lp —2 2= j/1p

NN
A A—

_—
1a




Como Ai; es la identidad en j, esto se transforma en

. i .
j/lp —"=3j/1p

N §
A

o flk—"—B
€eg % k
A 7 X

Como dpe = 14,, esto concluye la demostracién.

49
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Capitulo 3

Extensiones y
levantamientos

En este capitulo daremos las definiciones de extensién derecha y levantamiento
izquierdo sobre una 2-categoria C. Haremos notar que estas dos definiciones son
duales. Se demostrard el Teorema del Funtor Adjunto Formal Relativo el cual
nos permite ver otra relacién entre extensiones, levantamientos y adjunciones,
un resultado de este teorema nos permite caracterizar de otra forma cuando un
funtor en Cat tiene adjunto izquierdo. La informacién en este capitulo puede
consultarse en los articulos [5] y [4].

Definicién 3.1. Sean K una 2-categoria, Q un conjunto de flechas con codo-
minio fijo A y consideramos el siguiente diagrama.

B—F -y (3.1)
P
w !
A

Decimos que el diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extension derecha o que
p exhibe a f como una Q-extension derecha de w a lo largo de k si y solo si para
todo g: Y — A en Q y«a: gk = w, existe una unica 2-celda 6 : g = [ tal que

b Y B——F .y
\«é‘/j _ \«é/
w <L = w g
A g A

Cuando la condicion de unicidad en & no se cumple necesariamente, diremos
que es una Q-extesion derecha débil.

B

o1
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Observacién 3.2. Cuando el conjunto de flechas Q es el conjunto de todas las
flechas con codominio A, se omitira el prefijo Q.

Definicién 3.3. El diagrama (3.1) es rigido si y solo si la inica endo-2-celda
6 : f = f que satisface que p = p - 6k es la identidad en f.

Observacién 3.4. Si se cumple que el diagrama (3.1) tiene la propiedad de
Q-extensién derecha y f € Q, entonces el diagrama es rigido.

Definicién 3.5. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de escisién de idempo-
tentes, si cada idempotente § : f = f que satisfaga p = p - 6k se escinde en la
categoria K(Y, A).

Observacién 3.6. Si el diagrama (3.1) es rigido, entonces el diagrama tiene la
propiedad de escision de idempotentes.

Definicién 3.7. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extension derecha
eny:G =Y cuando el objeto coma y/k existe y el siguiente pegado

ylk—"—G

d; <>\: |y

B—> sy (3.2)
P

w !
A

ezhibe a fy como una Q-extension derecha de wdy a lo largo de dy.

Definicién 3.8. El diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extension derecha
puntual si y solo si para toda flecha g con codominio Y, el diagrama (3.1) tiene
la propiedad de Q-extension derecha en g.

Definicién 3.9. Sean K una 2-categoria, Q un conjunto de flechas con codo-
minio fijo A y consideramos el siguiente diagrama.

B—F >y
N
A
Decimos que el diagrama (3.3) tiene la propiedad de Q-extension izquierda o

que ¢ exhibe a f como una Q-extension izquierda de w a lo largo de k si y solo
si para todo g: Y — A en Q y a : gk = w, existe una unica 2-celda § : f = g

(3.3)
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tal que
k

k
Y B———Y
S 7 i _ N
w =2 w g
A g A
Cuando la condicion de unicidad en & no se cumple necesariamente, diremos
que es una Q-extesion derecha débil.

B

Teorema 3.10. 1. Sean f: A= X, k:B— X yj:A— B. Supongamos
que existen los objetos coma f/k y j/1p, entonces existe una biyeccion
entre las 2-celdas

. ds
j/lp——>B

A—7' .p
do :C> k -~ W/
) X
7 X

Obtenida por la composicion de la flecha i; : A — j/1p, del corolario 2.8.

2. Supongamos que f/l existe para todal € Q. La 2-celda k exhibe a k como
una @Q-extension izquierda de f a lo largo de j si y solo si la correspon-
diente 2-celda ( exhibe a k como una Q-extension izquierda de fdy a lo
largo de d;.

DEMOSTRACION. 1) : Consideremos la 2-celda

. d
i/l ——B
do :<> k

A—X

f

por la propiedad 1 del objeto coma f/k, existe la siguiente biyeccién

. d .
j/lp ——=B L Als
0 1
. / \
do — k -~ A z B

A
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por el Lema 2.9, existe la siguiente biyeccion

i/l A
ERY 2N
A z B -~ A Y B
flk flk
por la propiedad 1 del objeto coma f/k, entonces existe la siguiente biyeccién
A A—'—B
A y B -~ 1a J/ LN k

con lo cual tenemos la siguiente biyeccion, al componer las biyecciones anteriores

dy

J/1B B

A—71 o B
do :C> k - Xf/
X
A——X

dado que la biyeccién del Lema 2.9 estd dada por la composicién con el morfismo
i; del corolario 2.8, la biyeccién anterior también se obtiene de la misma manera,
es decir, al componer con 7;.

2): Supongamos que

(3.4)

A —f> X (3.5)

se corresponden de acuerdo con la afirmacion 1.
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=) Supongamos que x exhibe a k como una @Q-extensién izquierda de f a lo
largo de j. Consideremos el siguiente diagrama

, d
j/lpg ——=B

do e l
Por la biyeccién de la afirmacién 1, existe una tnica 2-celda

’ - B
\5/
=
f\N /1
X

asociada al diagrama 3.6, dado que el diagrama 3.4 tiene la propiedad de Q-
extension izquierda, entonces existe una unica 2-celda § : k = [ tal que

A

B ! Y B——— >y (3.7)
£k B £
f N - f !
A ! A
probemos que
i/ls ——=B j/lp——=B
do :€> k| 6 )1 do :LP> l
— _

para esto mandemos al diagrama de la izquierda de la igualdad anterior bajo la
biyeccion de la afirmacion 1. Por como esta definida la biyecciéon de la afirmacién
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1 obtenemos

J

A B

A

ahora por la igualdad (3.7) y el hecho de que se aplicé una biyeccidn, se obtiene
la igualdad (3.8). Falta ver que § es tnica.

Sea la 2-celda v : k = [ tal que

) d , d
J/1B4>1 B ]/134>1 B
d A Y d £ !
0 é B 0
A—X A—f>X

Por lo que al mandar bajo la biyeccién de la afirmacion 1 la igualdad anterior

tenemos que
sk B N
f X - f !
A t A
Por la unicidad de 4, entonces 6 = .

<) Supongamos que en el diagrama (3.5), ¢ exhibe a k como una extensién
izquierda de fdy a lo largo de d;. Consideremos el siguiente diagrama

41— 7 . p

\:§>/

f l
X

(3.9)
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por la afirmacién 1, existe una tnica 2-celda
. dq
j/lp——B

©
do e l

A X

asociada a la 2-celda del diagrama (3.9), dado que el diagrama (3.5) tiene la
propiedad la Q-extensién izquierda, entonces existe una tnica 2-celda § : k = [

tal que

. dy . dy
j/lp ——B j/lp ——B
do :C> k| 5 )1 do SN l
— _
A 4f>X A 7 X (3.10)
probemos que
B—— >y B—— >y (3.11)
£k B £
f N - f !
A ! A

para esto tomemos la imagen de la igualdad (3.10) bajo la biyeccién de la afir-
macién 1 con lo cual obtenemos

A g

\é/

1= ! r
X

(3.12)

dado que ¢ bajo la biyeccién es , obtenemos la igualdad (3.11). Veamos que &
es unica.
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Sea v : k =1 tal que

B—— >y B——1 >y
£k £
f 2 - ! !
A ! A
Por lo que al tomar la imagen, bajo la biyeccién de la afirmacion 1, de la igualdad
anterior tenemos que

. di . dy
i/l — B i/l ——B
d :C> El v )1 d SN !
0 é B 0
Por la unicidad de §, entonces § = +. O

Observaciéon 3.11. Se tiene el Teorema dual al 3.10, correspondiente a exten-
siones derechas.

Proposicién 3.12. Supongamos que el objeto coma 1y /k existe y l/w existe
para todo | € Q. FEl diagrama (3.1) tiene la propiedad de Q-extension derecha
si y solo si tiene la propiedad de Q-extension derecha en ly.

DEMOSTRACION. Apliquemos la biyeccién dual del Teorema 3.10 a la siguiente
2-celda

d1 < ly

B——"—>Y (3.13)
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obtenemos la 2-celda p, ya que

lo tnico que basta es utilizar el dual del Teorema 3.10 en las 2-celdas (3.13) y
(3.1), esto concluye la prueba. O

En vista de la proposicion anterior tenemos la siguiente observacion.

Observacién 3.13. Bajo las hipdtesis de la Observacién (3.12), si el digrama
(3.1) tiene la propiedad de Q-extensién derecha puntual, entonces tiene la
propiedad de Q-extensién derecha.

Definiciéon 3.14. Decimos que una flecha w : B — A tiene una Q-extension
derecha a lo largo de k : B =Y en la flecha y: G =Y, cuando el objeto coma
y/k existe y existe un diagrama

y/k————G (3.14)

con la propiedad de Q-extension derecha.

Definicién 3.15. Sea R un conjunto de flechas en K con codominio X. Una
flecha t : A — X se dice que R-respeta (débilmente) el diagrama
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eny:G—Y cuando y/k existe y la 2-celda

d
y/k‘—0>G
d1 é Yy

k

al componerla con t, exhibe a tfy como una R-extension derecha (débil) de twd,
a lo largo de dy.

d
y/k . G
dy <>\: Y
k

Definicién 3.16. Sea R un conjunto de flechas en IKC con codominio X. Una
flechat: A — X se dice que R-respeta (débilmente) el diagrama

B———Y (3.15)

cuando tp exhibe a tf como una R-extension derecha (débil) de tw a lo largo de
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la flecha k.

Con la definicién anterior y la proposicién 3.12 tenemos la siguiente observacién.

Observacién 3.17. Supongamos que [/tw existe para todol € Q. Sit: A —
X, R-respeta el diagrama (3.15) en 1y entonces ¢, R-respeta el diagrama (3.15).

Observacién 3.18. La flecha 14 R-respeta el diagrama (3.15) si y solo si el
diagrama (3.15) tiene la propiedad de R-extensién derecha.

Veamos ahora el dual de la definicién 3.1.

Definicién 3.19. Sean K una 2-categoria, Q un conjunto de flechas con do-
minio fijo Y y consideramos el siguiente diagrama.

B<~—" vy (3.16)

Decimos que el diagrama (3.16) tiene la propiedad de Q-levantamiento izquierdo
o que p exhibe a f como un Q-levantamiento izquierdo de w a lo largo de k si
y solo si para todo g : A =Y en Q y a: w = kg, existe una unica 2-celda
6: f =g tal que a = k- p . Cuando la condicion de unicidad en § no se
cumple necesariamente, diremos que es un Q-levantamiento izquierdo débil.

Observacién 3.20. Los diagramas de levantamientos izquierdos en X son dia-
gramas de extensiones derechas en KC°°P.

Definicién 3.21. Sea z : Y — A un levantamiento izquierdo de m : Y — X a
lo largo det: A — X
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Decimos que el levantamiento es absoluto si y solo es respetado por toda flecha
g con codominio Y .

Definicién 3.22. Sea q : Q@ — C una flecha, decimos que q es plenamente fiel
si y solo si para todo par de flechas u,v: G — Q y toda 2-celda

G—>Q
v <A/: q
Q—F—>C

existe una unica 2-celda

tal que
G——Q
/\
Ga Tﬂ Q —* . = v L q

Q—FC
Observacion 3.23. Sea P : A — X una flecha en Cat. La flecha P es plena-
mente fiel si y solo si P es fiel y pleno.

En efecto, primero supongamos que P es plenamente fiel. Consideremos la
categoria 1 la cual solo tiene el objeto 0. Empecemos probando que P es fiel.
Sean f,g : a — b flechas en A tales que Pf = Pg. Definimos los funtores
F,G:1 — A de la siguiente manera: F0 := a, GO := b. También definimos la
transformacién natural
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de la siguiente manera: 19 = Pf.
Como P es plenamente fiel, existe una tnica 2-celda

N
1 |} A
\/
G
tal que
1 A
F
7 T
1 |} A—L sx = o £ |p
~_ "
G
A X (3.17)

Ahora definimos las siguientes transformaciones naturales ¢, : FF = G de la
siguiente manera: g := f y ¢y := ¢g. Notemos que ¢ y 1 cumplen la ecuacién
(3.17), pues Pypy = Pf y Pyy = Pg = Pf. Por la unicidad de 7, entonces
T=@yT =1, porlo que ¢ =1. Por lo tanto f = g, con lo cual P es fiel.

Ahora probemos que P es pleno. Sean a,b € Ob(A) y h : Pa — Pb un
morfismo en X. Consideremos los funtores F' y G definidos anteriormente.
Definimos la transformacién natural

de la siguiente manera: &g := h.
Como P es plenamente fiel, existe una tnica 2-celda

F
17
\é/
tal que
1— =4
F
1:::::E@Z::::j.4 P sx = ¢ & |p
¢ A X (3.18)
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Por lo que h = §g = Pog =t : a — b, entonces Pt = h. Por lo tanto P es pleno.

Ahora supongamos que P es fiel y pleno. Sean F,G : Y — A funtores y

una transformacién natural. Para todo y € Ob()), n, : PFy — PGy es un
morfismo en X’; como P es pleno, existe f, : F'y — Gy morfismo en X tal que
Pf, =n,. Veamos que f, es el inico morfismo que bajo P va a dar a n,. Para
lo anterior, consideremos g, : F'y — Gy morfismo en A tal que Pg, = n,. Como
P es fiel, entonces g, = f,, esto para toda y € Ob(Y). Definimos la 2-celda

A

de la siguiente manera: 7, = f, para toda y € Ob(Y).
Observemos que 7 cumple la siguiente igualdad

y——— A4
F
/\P n
yTﬂA X = G| <= |pP
\/
G

A X

por la manera en como se defini6 7.
Falta probar la unicidad de 7. Consideremos la 2-celda 6 : F' = G tal que

y—"—=A
F
/\P n
y9ﬂ,4 X = ¢ <= |P
\—/
G

A X

Puesto que PO, = n, = Pty para todo y € Ob(Y). Como P es fiel, entonces
0, = 1, para todo y € Ob(Y), por lo tanto 7 = 6.

Definicién 3.24. Sea q : Q — C plenamente fiel. Definimos el subobjeto pleno
de C, como el conjunto de morfismos que van hacia C y son equivalentes a q,
identificamos a @ con este conjunto de flechas y diremos que Q es un subobjeto
pleno de C.
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Lema 3.25. Sean f: X — A, g: A — X morfismos tales que f 4 g donde n y
€ son la unidad y counidad de la adjuncion respectivamente.

NS AN

FEntonces la 2-celda

X

exhibe a f como extension derecha absoluta de 14 a lo largo de g.

DEMOSTRACION. Sean h: A — B, s : X — B y la 2-celda

A —f’>X
B
N@/
B

Definimos la 2-celda

Y = A49>X
B
B

Notemos que ¢ cumple que

A—2 =X A X
£ = =
h s 1a f
B A L) (3.19)
h
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Debido a la definicién de « y ¢, el lado derecho de la igualdad anterior se traduce
en

el cual, por una de las identidades tridngulares asociada a la adjuncién entre g

y f, es igual 3, con lo cual queda demostrada la igualdad (3.19). Veamos que
( es Unica, sea ¥ : s = hf tal que

A—2L s x A—L > x
] = <
B A L)
h
B

si en la igualdad anterior pegamos la 2-celda 1 obtenemos la siguiente igualdad

X X
1a 1x
f f
l < l <=
A49>X = A4Q>X
B <
N
B a4 L s
h
B

el diagrama de la izquierda es igual a ¢ y por una de las identidades tridngulares
de la ajuncién tenemos que el diagrama de la derecha es igual a 1, con lo cual
¢ = 1. Por lo tanto ¢ es tnico. De lo anterior y la obsevacion 3.18 podemos
concluir que h tiene una extesién derecha absoluta a lo largo de g. O
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Teorema 3.26 (Funtor adjunto formal relativo). Supongamos que el objeto
comadem:Y — X yt: A— X existe

do

m/t Y
dy </\: m
A X

t
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. m tiene un levantamiento izquierdo absoluto a lo largo de t.

2. Euxiste un diagrama rigido en la flecha s

A X

el cual es respetado débilmente por dg.

8. dy tiene un adjunto izquierdo donde la unidad de la adjuncion es la iden-
tidad.

4. do tiene un adjunto izquierdo.
5. 1a tiene una extension derecha absoluta a lo largo de t en m.
6. Existe un diagrama

mft—2 vy

con la propiedad de escision de idempotentes y la cual es respetada débilmente
por t.

7. (Previsto con la ezistencia de los objetos coma necesarios) 14 tiene una
extension derecha puntual a lo largo de t en m la cual es respetada por t.

DEMOSTRACION. 1) = 2) : Supongamos que 7 : m = ts exhibe a s como un
levantamiento izquierdo absoluto de m a lo largo de ¢

t

X<~——"—— A (3.20)
S
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por el dual de la observacion 3.18 tenemos que el diagrama anterior tiene la
propiedad de levantamiento izquierdo, ahora por el dual de la observacién 3.4 se
tiene que el diagrama (3.20) es rigido. Dado que el levantamiento es absoluto,
entonces el diagrama (3.20) es respetado por la flecha dy : m/t - Y

por lo que dy respeta débilmente al diagrama (3.20).

3) = 4) : Es inmediata.

4) = 5) : Supongamos que dy tiene adjunto izquierdo ¢: Y — m/t donde ny &
son la unidad y counidad respectivamente

y — > -y %
VAR
m/t m/tTm/t

Definimos f :=dyc: Y — A, a:=dije: fdy = 1ad;

m/t b Y

£

<—

C
Loyt

o = m/t

dy

A

Por el Lema 3.25 y la Definicién 3.14 tenemos que 1 4 tiene una extensién derecha
absoluta a lo largo de ¢ en m.

5) = 6) : Por hipétesis tenemos que 14 tiene una extensién derecha absoluta a
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lo largo de t en m, por lo que existe la siguiente 2-celda
mit—2 sy (3.21)

dy \/:

N

la cual exhibe a f como extension derecha de dy a lo largo de dy y ademas es
absoluta. Por la observacién 3.4, entonces el diagrama (3.21) tiene la propiedad
de escision de idempotentes. Dado que la extensién de 14 es absoluta, entonces
el diagrama (3.21) es respetado por la flecha ¢ y por ende es respetado débilmente
por t.

A

7) = 6) : Por hipétesis tenemos que 14 tiene una extensién derecha a lo largo
de tenm

mjt—2 oy

dy <:

N

la cual es puntual, por lo que el siguiente diagrama tiene la propiedad de extesiéon
derecha

A

1y/d0

Y
A
d/1 < ly

mjt—2 ~y

d; <:

N

por la observacion 3.12, entonces el siguiente diagrama tiene la propiedad de

A



70 CAPITULO 3. EXTENSIONES Y LEVANTAMIENTOS

extesion derecha
mjt—2 >y (3.22)

luego por las observaciones 3.4 y 3.6, se tiene que el diagrama (3.22) tiene la
propiedad de escision de idempotentes. Como la extension derecha puntual es
respetada por ¢, entonces el diagrama (3.22) es respetado débilmente por t.

2) = 3) : Por hipétesis tenemos el siguiente diagrama

1y
Y ——Y

n
s <= m

A———>X (3.23)

t

el cual es rigido y respetado débilmente por dy. Ahora por la propiedad del
objeto coma m/t, existe una unica flecha v : Y — m/t tal que

Y Sy
\ 1Y
m/t ——Y Y ———Y
le/ <A: m = s <17: m
A4t>X A4t>X (3.24)

Probaremos que v es adjunto izquierdo de dj, en el diagrama anterior podemos
observar que aparece la unidad de la adjuncién.

Dado que el diagrama (3.23) es respetado débilmente por dy, entonces el
diagrama
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exhibe a sdy como un levantamiento izquierdo débil de mdy a lo largo de t.
Aplicando la propiedad de levantamiento izquierdo débil a A, entonces existe

m/t

dl d()
<
A%Y

tal que
m/t
do
l mit—2 oy
do
<¢: dx <>\: m

dy
S
A——m—

(3.25)

Y =
é\ A
" X

Probemos la siguiente igualdad

m/t do Y = X m/t vdo m/t do Y
’Ul% \U’ldo % \U)\ / = 1m\ 45\U/ (x )\\U/ Y
m/t T m/t o A m/t @ A ; X

(3.26)

el diagrama de la izquierda claramente es igual a A, por la igualdades (3.24) y

(3.25) obtenemos que el lado derecho de la igualdad anterior es igual a A, por
lo que se cumple la igualdad (3.26).

Utilizando la propiedad 2 del objeto coma m/t en la igualdad (3.26), existe

una unica 2-celda
d v
/gﬂ\

m/t ———m/t

m/t

yZ BN

lgy = m/t m/t y Y (3.27)
0

tal que

lm,/t



72 CAPITULO 3. EXTENSIONES Y LEVANTAMIENTOS

/u\

¢ = mft A (3.28)

1m/t dy

Veamos que la 2-celda ¢ es la counidad de la adjuncién que queremos y el
diagrama (3.27) es una de las identidades triangulares.
Notemos que se cumple la siguiente igualdad por las ecuaciones (3.24) (3.25)

m/t—>Y s m
L s
A—X

A—rs (3.29)

| \‘i/

Ahora observemos que se cumple la siguiente igualdad

mit—% o~y "™ x oy e oy
/ \U]ly % \U/A / = \ 15\U/ (X )\\U/ m
Y —=m/t o A m/t o A - X

(3.31)

(3.30)

por la propiedad 2 del objeto coma, entonces existe una tnica 2-celda
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tal que
\/ 0
y

l,= Y v
v

pero la 2-celda 1, cumple también que
Iy = v  ul m/t ——

1y = Y 11:@ m/t ———

v d

por la unicidad de 1, entonces 1 = 1,, observemos que la 2-celda &v cumple

también que
Y
do fﬁ,x
m/t

1Y = Y - m/t Lot o Y
y
Y
d v
/gu
1, = Yy = m/t— " m/t o A

esto por las igualdades (3.27), (3.28) y (3.30), por la unicidad de v, entonces

Y
do fﬁ,x
m/t

1, = Y———>m/t (3.32)

1771,/1,
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Por lo tanto v - dg donde la unidad y la counidad de la adjuncién son 1y y &
respectivamente, las identidades triangulares son la igualdades (3.27) y (3.32).

6) = 1) : Por hipdtesis tenemos que existe el siguiente diagrama

mit——2 oy

el cual tiene la propiedad de escisiéon de idempotentes y es respetado débilmente
por t, aplicando esto a la 2-celda A, entonces existe

A<f—Y
\é /
t m
X
mit—® oy mit— sy (3.33)

<~
\ / = i </\: m
A . X
t

X

tal que

aplicando la propiedad 1 del objeto coma m/t a 3, existe una tnica flecha
g:Y — m/t tal que

ly
Y ———Y

A— > X (3.34)
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Definimos las siguiente 2-celda

ly

Dada esta 2-celda, probaremos que se tiene la siguiente igualdad

mit—2 sy ™ o x y—f omp—2 oy
/ [ % I / = x‘ “| (N A y
m/t o A m/t i A ; X

Y 5 /

(3.35)
por la igualdad (3.34) el diagrama de la izquierda de la igualdad anterior es
igual a 3, probemos que el diagrama de la derecha también es igual a 3, por la
definicién de w tenemos que el diagrama de la derecha es igual a

Y m/t Y m/t Y
p
< A m
. Lf/ = l
A

por la igualdad (3.34) obtenemos

m/t do Y
d f
1 <[3:
A—X

por la ecuaciones (3.33) y (3.34) tenemos que es igual a 8, con lo cual obtenemos
(3.35).

(3.36)
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Por la proposicién 2.6, tenemos la siguiente igualdad

Y m/t Y Y m/t
P

w A 1y

g <~ di f = 9 do
m/t ——= A mit ——>y
1 <p:
d1 f
A
y por la definicén de w, tenemos que

Y

Y

Y g m/t do Y g m/t do
do
L L m/t Y
dr / dr - dl\(é/
f f
A A

por lo que pg es un idempotente.

Probemos ahora que w cumple la siguiente igualdad

m/t—>Y m/t—>Y (3.37)
Para esto primero veamos que se tiene la siguiente igualdad

R

nL/t

(3.38)
el lado izquierdo es igual a A, solo falta ver que el lado derecho también lo es.
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Por la ecuacién (3.34) tenemos la siguiente igualdad

m/t ° Y Y~ m/t ° Y m/t4>Y
£ / A/ B \«:}/
f & < m =
A—F——X

utilizando la igualdad (3.33) obtenemos que el lado derecho de la igualdad (3.38)
es igual a A. Por la proposicién 2.6 obtenemos la siguiente igualdad

X

d
y — >/t

d d
m/t 2 Y I s m/t 2 Y
P
<~ 1
d1 d
A mjt ————=Yy

Por la definicién de w obtenemos la igualdad (3.37). Dado que p tiene la
propiedad de escisién de idempotentes, entonces existen s : Y — A, a: f = sy
v:s= f tales que

Y
= fl<ss| &y (3.39)
A
y
Y
1, = s L5 £ s (3.40)
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Definimos la 2-celda
Y
s «
n = <:/ \
6 m
F<=
A — X

Veamos que 7 exhibe a s como levantamiento izquierdo absoluto de m a lo largo
de t.
Sean G, y:G—=Y,h:G— Ayla2-celda

Y

G
hlé
A—

%X

Y

Por la propiedad del objeto coma m/t, existe una tnica flecha z : G — m/t tal
que

G
\
do
mjt—=2 >y Y Y
h
d1 <)\: m = h <¢: m
AﬁX A —t>X (3.41)

definimos la 2-celda
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probemos que

G

Yy
\ G4y>y
)
= Y
h o
A t X t

para esto observemos antes que se da la siguiente igualdad, por la ecuacién
(3.39) y el hecho de que el diagrama (3.36) es igual a 3

Y Y
o m
= <~
— X 4

A —X (3.43)

t

f

X (3.42)

probemos la igualdad (3.42) para esto consideremos la siguiente igualdad

G

/ d
G =~ m/t

o
I L 7 m
/ﬁ\n\ = f<:8<a:fﬁ
= & <~
A———X A———X

por la ecuacién (3.43) el diagrama de la izquierda de la igualdad anterior es
igual a
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utilizando la igualdad (3.33) obtenemos

por la igualdad (3.41) tenemos que es igual a ¢, con lo cual queda probada la
ecuacion (3.42).
Veamos que J es Unica. Supongamos que

satisface que

G

Y
G—2L—Y
I
/n\n\:hém
<
A—F=X t

X (3.44)

Definimos la 2-celda
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ahora veamos que se cumple lo siguiente

m/t do v m X G gy m/t do %
o/ v L LA N Y
G——s—>m/t——>A mft —— A X

(3.45)

es claro que el diagrama de la izquierda es igual a ¢, si utilizamos la ecuacién
(3.35) y la definicién de v en el diagrama de la derecha obtenemos

por la definicién de 1 tenemos

G
x
e
A——>X

y por la ecuacién (3.44) el diagrama anterior es igual a ¢, con lo cual queda
probada le igualdad (3.45). Por la proposicién 2.6, obtenemos

9y

G Y m/t do Y G m/t
L\ = 1
z < d1 f = z < do
m/t y A m/t ~ by (3.46)
1
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Antes de seguir notemos que se cumple la siguiente igualdad

Yy — 2 emjt—% oy s (3.47)
AR
! <~ \/
A ’ !

utilizando la ecuacién (3.39) obtenemos

por la igualdad (3.40) tenemos que le diagrama anterior es igual a =y, por lo
tanto se cumple la igualdad (3.47).
A la igualdad (3.46) la componemos con la 2-celda +y con lo cual obtenemos

utilizando la igualdad (3.47) en el lado izquierdo de la igualdad anterior obte-
nemos

0
< v

por la igualdad (3.40) el diagrama anterior es igual a ¢, por lo que ¢ = §. Por
lo tanto § es unica.

1) = 7) : Sabemos que 1) = 3), entonces existe v : Y — m/t tal que v 4dy y
la unidad de la adjuncién es la identidad, llamemos € a la counidad.



83

Definimos el morfismo f :=djv:Y — A y la 2-celda

/u\

m/t A

Lint

Por el Lema 3.25 obtenemos que p es una extensién derecha de 14 a lo largo de
t en m, que ademas es absoluta.

Probemos ahora que p tiene la propiedad de extesion puntual. Sean y : G —
Y y y/doy el objeto coma de y y dy junto la 2-celda

S~

y/do

G

d, — Y

mit—— >y
do

Como dj tiene adjunto izquierdo, la Proposicién (2.7) nos dice que existe u :
G — y/dp tal que u - d,

\ffio/ g u\

y/do ————=y/do

donde 1g es la unidad y ¢ la counidad de la adjuncién y ¢ cumple que

y/do y/do —— G (3.48)
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y/dy — G
G
d:) \L\ dll é Yy
) y
y/do - y/do L >m/t = m/t——>Y (3.49)
y/do do
= |,
1oyt
m/t
ademads u es el inico morfismo tal que
G e
y i\
d
y/dy — G
Y
\{1 S y =1y
m/t——>Y
do

por lo tanto dld/lu = dyvy.
Ahora probemos que p es un levantamiento puntual, sea h : G — A y la 2-celda

d/
y/dg —— G
, B8
d <~ h



85

Definimos la 2-celda

G
j¥e!
u
dy
5 = y/do —— G
, B
d <~ h
m/t——— A
dy
veamos que se tiene la siguiente igualdad
dy do
y/do —G y/do —— G
a B
dy <~ Yy d <~ h
d
mjt ——sYy <= = m/td4>A (3.50)
1

para esto empecemos viendo que el lado izquierdo, por la definicién de las 2-
celdas p y 9, es igual a

y/dg —— G
d < y .
d,
&4 3
" 'u/<:/
m/t A
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utilizando la ecuacién (3.49) obtenemos

G
dy X

l )

y/do — y/do G
do
B
d; = h

m/t o A

por la igualdad (3.48), tenemos que el diagrama anterior es igual a 3, con lo
cual se queda probada la igualdad (3.50).
Ahora probemos que 4 es tnica. Sea la 2-celda

h
SNyl ot —
d
tal que
y/do . G y/do . G
a / B
d, S y d <~ h
mit—2 sy < .= mft———>A (3.51)
1
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precomponiendo con la igualdad anterior y por la definicién de § y p obtenemos

G I
\
d/
y/dy — G
d, <= y =94
do h
m/t ——Y
S
v
lm,/t

m/t —a A

utilizando la igualdad (3.49) tenemos que el diagrama de la izquierda es igual a

G 1
X
d/
y/do — G
P
u
1y/do
h
y/do
£
d,

por una de las identidades de la adjuncién u - dé), el diagrama anterior es igual
a p, por lo tanto ¢ es tunica. Por lo tanto, la extesion es puntual. O

Veamos la siguiente proposicién, la cual nos ayudard a demostrar resultados
interesantes e importantes.

Proposicién 3.27. Seat: A — X un morfismo en K. Supongamos que la 1x
tiene un levantamiento izquierdo absoluto a lo largo de t.
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Entonces s 4t con unidad n y counidad

AN,

donde € es la unica 2-celda que cumple la siguiente ecuacion

X~—"t 2
1x
£ la
X =

V\

A
DEMOSTRACION. Por hipétesis existe una 2-celda

: A
1x s

X
la cual exhibe a s como levantamiento absoluto de 1x a lo largo de t. Veamos

que s 1t y la 2-celda n es la unidad de la adjuncién. Por la propiedad de
levantamiento izquierdo de 7 existe una tnica 2-celda

LR

A A

1a

t
\é /
1x

X

A
s =1
R

X

A

L

X

tal que
X

(3.52)

La 2-celda ¢ es nuestro candidato a la counidad de la adjuncién entre s y ¢, una
identidad triangular es la igualdad (3.52). Utilizando otra vez la propiedad de
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levantamiento izquierdo de 7, existe una tnica 2-celda

tal que

X d A X : A
\:’k /j _ \:’k /
1x = 1x s
X s X
Notemos que la 2-celda 1, : s = s también cumple con la siguiente igualdad

PN

Por la unicidad de (, entonces ¢ = 1,. Observemos que por la igualdad (3.52)

la 2-celda
X—A
1x n
/ ﬂe\ I /
X—F—4

cumple que

X ¢ A X ‘ A

\:”»/\ _ \:’k/

1X é 1X S
X< 4 X

DNV

Por la unicidad de (, entonces

X———=4

AN

La igualdad (3.53) es la identidad triangular que faltaba. Por lo tanto s 4¢. O

(3.53)
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Observacién 3.28. Por la equivalencia entre 1) y 6) del Teorema 3.26, usando
la Proposicién 3.10 y m = 1, tenemos que t tiene adjunto izquierdo si y solo si
existe un diagrama

el cual tiene la propiedad de escisién de idempotentes y es respetado débilmente
por t.

En efecto, supongamos primero que t tiene adjunto izquierdo s y la unidad de

la adjuncién es
: A
N
X

Por el dual del Lema 3.25 obtenemos que 7 exhibe a s como levantamiento
absoluto de 1x a lo largo de t; por la equivalencia entre 1) y 6) del Teorema
3.26, existe un diagrama

X

1y /t

con la propiedad de escision de idempotentes y que es respetado débilmente
por t. Por el dual del inciso 1) de la Proposicién 3.10, existe una tnica 2-celda
asociada a p

Probemos que p tiene la propiedad de escisién de idempotentes. Consideremos

el idempotente d : f = f tal que
: X
\ ya /
1a f

A

t

A

X A (3.54)
f

N
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Veamos que 4 y pl cumplen con la siguiente igualdad

d, d,

Ix/t 1x/t (3.55)

2 X : X
\é vf//j = \<": /
dy <5: dy f
A f A

Para esto tomemos la imagen, bajo la biyeccion del dual del Teorema 3.10, del
diagrama del lado izquierdo, con lo cual obtenemos

t

\ . t
1x/t X A——F— > X
L = L
dy P 1a P
A f A f

Por la igualdad (3.54), la ecuacién anterior es igual a p, de igual manera la
imagen de la 2-celda pl bajo la biyeccion es la 2-celda p. Debido a la biyeccion,
obtenemos la igualdad (3.55).

Como p' tiene la propiedad de escisién de idempotentes, entonces 4 se escinde
en IC(X, A). Con lo cual queda demostrado que p tiene la propiedad de escisién
de idempotentes.

Falta probar que p es respetada débilmente por ¢t. La prueba de esto es
simplemente una de las implicaciones de la prueba del dual del Teorema 3.10.

Supongamos ahora que tenemos un diagrama
t

N5

A

A

X

con la propiedad de escision de idempotentes y que es respetado débilmente por
t. Por el dual del Teorema 3.10, existe una tnica 2-celda asociada a p

1x/t do X
\<": /
dy f
A

Probemos que pl tiene la propiedad de escisién de idempotentes. Consideremos
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el idempotente 0 : f = f tal que

1x/t 1x/t
\é d \<": /
Tomemos la imagen, bajo la biyeccién del Teorema 3.10, de la igualdad anterior,

con lo cual obtenemos

) N

Como p tiene la propiedad de escisién de idempotentes, entonces d se escinde
en (X, A). De igual manera, la prueba de que p’ es respetado débilmente por
t, es una de las implicaciones de la prueba del dual del Teorema 3.10. Por la
equivalencia entre 1) y 6) del Teorema 3.26, existe una 2-celda

X~—' 2
\$ /
1x s
X
la cual exhibe a s como levantamiento absoluto de 1x a lo largo de t. Por la
Proposicién 3.27 tenemos que s 4 ¢.



Capitulo 4

Diagonales

En este capitulo daremos la construccién de la categoria || X, la cual bésicamente
es una extensién de la construccion de la categoria coma sobre un objeto, en las
2-categorias. Definiremos en una 2-categoria K lo que es una diagonal para el
siguiente diagrama

B—F oy

A———X

Asimismo, se verdn los diferentes tipos de diagonales: localmente Q-ortogonal,
localmente Q-ortogonal puntual, con la propiedad de escisién de idempotentes
y rigidas. Los diferentes tipos de diagonales en K los definiremos por medio
de la categorfa K||X ya que nos facilitara el trabajo y de esta forma podremos
trabajar con cosas que conocemos mejor como extensiones derechas y levanta-
mientos izquierdos que vimos en el capitulo anterior. Por 1ltimo haremos notar
la relacién que hay entre los diferentes tipos de diagonales. Todo lo referente a
este capitulo puede consultarse en el articulo [4].

Sea KC una 2-categoria finitamente completa y con objetos co-coma para cualquier
par de morfismos en K, (objetos coma en K°7).

Definicién 4.1. Para cada objeto X en K definimos la 2-categoria laxa coma
K||X descrita como sigue.

Un objeto (U,u) en K||X es una flecha w: U — X con codominio X .

Una flecha (k, k) : (U,u) = (V,v) en K||X es un diagrama como el siguiente




94 CAPITULO 4. DIAGONALES

Si (k,k) : (Uyu) - (V,v) y (y,8) : (V,v) = (B,b) son flechas en K||X, la
composicion de las flechas es la siguiente

(yaﬂ)(kﬂi) = (ykaﬁk : K) : (Ua ’U,) - (Bab)
Una 2-celda 0 : (k,k) = (k',K') en K||X es una 2-celda

en K tal que

/

k

/9/\ |

o k
. Vv = U /
X X

Las flechas (k,k) en K||X con k la identidad (isomorfismo) las llamaremos
estrictas (fuertes).

U

%4

Observacién 4.2. La 2-categoria K||X generalmente no es finitamente com-
pleta. Aunque lo es, si X es un objeto finitamente completo de K.

Teorema 4.3. La 2-categoria K||X tiene objetos coma de flechas estrictas con
flechas arbitrarias, es decir, para cada flecha estricta (k,1mi) : (B,mk) —
(Y,m) y cualquier flecha (y,B) : (G,r) = (Y,m) en K||X existe el objeto coma
(y,8)/(k, Lmk) en K || X y es igual a (y/k,rdo) junto con la 2-celda

(do;1raq)

(y/k,rdo) (G,r)
(dx,mA-Bdo) & .6)
(B,mk) — s (Vom)
donde
ylk—2 ¢
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es el cuadrado coma en K.

DEMOSTRACION. Sean (k, 1) : (B,mk) = (Y,m) y (y,8) : (G,r) = (Y,m)
flechas en K||X, probemos que el objeto (y/k,rdp) junto con la 2-celda

do,Lray
(y/k, rdo) 2 (@)

(d1,mA-Bdo) < (y,8)

(B, mk) oL (Y,m)
simk
es el objeto coma de (k, 1,,%) v (v, 8), para esto veamos que se cumplen las dos
condiciones del objeto coma.
Primera condicién. Sean (D, z) un objeto en K||X, (f,7) : (D, z) = (G,7) ¥
(9,9) : (D, z) = (B, mk) flechas en K||X, sea la 2-celda

(D, 2) L% (G )

(9,6) <= (v,8)

(B, mk)(km (Y,m)

ahora asignemos a « un morfismo entre (D, 2) y (y/k,rdp), a esta asignacién la
llamaremos ).
La 2-celda o en K||X es una 2-celda en K

B———Y

k
que cumple la siguiente condicién
B
/ \
f Y - g
D G Y = D B (4.1)
= | x:% %
X
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utilizando la propiedad 1 del objeto coma y/k en la 2-celda «, entonces existe
un dnico morfismo ¢ : D — y/k tal que

f
D
t

do f
y/k——B D——G

g A _ a
d1 <= Yy = g < Yy

G4k>Y B ; Y (4.2)

como dot = f, entonces podemos ver a -y de la siguiente manera
D———~y/k

ENVE

con lo anterior definimos el morfismo ¥ (a) := (¢,7) : (D,z) — (y/k,rdy) en
K||X. Veamos que este morfismo cumple con lo siguiente

(do, 1rd0>(t7 ’7) = (f7 7) (43)

En efecto, dado que dot = f y por la siguiente composicion
(d07 17‘d0)(t7 7) = (dotv ’7)

obtenemos la ecuacién (4.3). Para la segunda igualdad, de igual manera, dado
que dit = g y por la siguiente composicion

(di,mA - Bdo)(t,v) = (dit, (mA - Bdo)t - )

obtenemos

(d1,mA - Bdo)(t,7) = (g, (mA - Bdo)t - )
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para obtener la ecuacién (4.4), veamos que se tiene la siguiente igualdad

dy

D y/k B
do :)\> k
~
= y N g
; G Y = D—— B (4.5)
N \g /
T z mk
X
X

para esto consideremos el siguiente diagrama

d
D—"—>y/k—"——=B
do :)\> k
A y
: G—Y
=
X
utilizando la ecuacién (4.2) obtenemos
B
g \
p—t—sc—Y sy
X

por la igualdad (4.1) obtenemos la ecuacién (4.5), con lo cual queda probada la
igualdad (4.4). Las igualdades (4.3) y (4.4) pueden visualizarse en el siguiente
diagrama

D,z
P o
(G,1) (t,7) (B, mk)

(dom /@;\'ﬁdo)

(y/k,rdo) (4.6)
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Notemos que (t,y) satisface que

(f)
D,z
( >Q
do,1, do,1,
(y/k,rdy) 222G, (D, ) 2@, r)
dy,mA-Bdo) & @B (dimrBdo) & | ws
(B, mk) = (V,m) (B,mk) = (V)

esto por los diagramas (4.2) y (4.6). La asignacién ¢ estd bien definida por la
unicidad de ¢.
Ahora asignemos a cada morfismo de palmos

() (D.2) (9,6)
Y 9,
/ \

(G,7r) (B, mk)

(do;} %A-ﬁdo)

(y/k,rdo)

una 2-celda p : (y,8)(f,7) = (k, 1mik)(g,0) en K||X, a esta asignacién la lla-
maremos (.
Consideremos (s,§) : (D, z) — (y/k,rdg) un morfismo tal que

(D, 2)

e

(G,7) (s  (B,mk)

<dom %Xﬂdo)

(y/ka TdO)

A este morfismo le asignamos la siguiente 2-celda

(f7)

(5,€)
\ dortrad

(y/k, rdo) 2 (@, )

(D, 2)

A
di,mA\-Bd >
(:6) ( Bdo) < (v,8)

(B,mk)(m(Y,m)
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Es decir, ¢((s,£)) = A(s,€). Ahora veamos que 1 y ¢ son inversas. Considere-

mos la 2-celda

(fﬂ)

(D, z) —= (G, )

(9.8) <= (4.8)

(B, mk)

iz, (m)

por lo que ¥(a) = (t,7), donde (t,7) : (D, z) = (y/k,rdy) cumple que

()
D,z
( )Q
(do,1ray) :
(y/k, rdo) 2 (G, ) (D,2) L% (G, 1)
(g5 \ (A B0) & |ws) = 99 & | w
(B, mk)(k’ mk)(Y, m) (B,mk)(m(Y, m)

tal que t es el iinico morfismo en K tal que

ylk—2 g p—1 +q
Yy = g <a: ly
Y

B——

ol

Por lo que ¢ o (a) = p((t,7)) = A(t,v) = a, por lo tanto ¢ o9 = 1. Ahora
consideremos el morfismo

() (D.2) (9,6)
Y 9,
/ \

(G,1) (,6) (B, mk)

(dom m;ﬂdo)

(y/k,rdo)

Dado que el diagrama anterior conmuta, tenemos que (do, 1r4,)(s,€) = (f,7),
por lo cual (dys, &) = (f,7). Por lo tanto & = «; para hacer mds clara la prueba
omitiremos ¢ y pondremos en su lugar a ~.
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Por lo que ¢((s,7)) = A(s,7) y por la manera en que se definié ¢, existe una
tnica 2-celda 0 : (y, 8)(f,7) = (k, Link)(g,0) tal que

(f7)
D,z
( ) (s,7)
do,1ra i
ik rdy) G r) (D)L ()
(d1.m-Bdo) 2 w8 = @) <L ws

(9,9)

(B, mk)(k?mk) (Y,m) (B, mk)(k?mk) (Y,m)

donde s es el uinico morfismo tal que

D/f\\

\

yk—2 2¢q p——g¢

g dy & Yy = g L y
34k>Y BTY

Con lo anterior y por la constuccién de la funcién ¢, tenemos que ¥((s,7)) = 6,
por lo que ¥ o ¢ = 1. Por lo tanto ¢ es una biyeccién.

Ahora probemos la propiedad 2 del objeto coma. Consideremos un objeto
(S,t) y un par de 2-celdas

(fv) (fv)
(8,t) ———— (y/k,rdo) (5,1) (y/k,rdo)
’ ’ E ’ ! n
(fv) S (do,1ray) (F ) <~ (d1,mA-Bdo)
(y/k,rdo) (dorLrag) (G,7) (y/k,rdo)(m (B, mk)
las cuales cumplan que el siguiente diagrama
do,1, ,
(y/k,rdo) 22 () —2 ()
() ﬂg (dos1rdg) ‘U’/\ (k,1mk)
t k,rd B, mk
(S, )T(y/ T 0)(m( ,mk)
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es igual a

(fv) (do,1rag)

(5,1)

(y/k,rdo) (G,r)

n nM[ (dy,mA-Bdo) U,\ (v,8)

(y/kv T’do)

(B, mk)

(d1,mA-Bdo) (ky1mk)

Por lo tanto obtenemos las siguientes 2-celdas en K

54f>r/8 54f>y/k

f < do f < dq

y/k G y/kT>B

do

las cuales cumplen que

yh—2 oY .y g1 k- g
/ le / [ / = x | c\ Al) x
§— y/k——B h——>B——(—>Y

y/

y por la propiedad 2 del objeto coma y/k, existe una tnica 2-celda

f
TN
S 9]} y/k
\//
f
tal que
f
/\ do
S 3| y/k——G = ¢ (4.7)
X
y
f

©n
P
=
<
=
-
Sy
Il
3
=
X
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Para poder definir una 2-celda en K||X a partir de la 2-celda ¢ necesitamos
probar la siguiente igualdad

!
¢
VR g
S%f'y/k = S ————y/k (4.9)
x%o t :>/10
X X
Primero notemos que la 2-celda & cumple
y/k
7 ¢ do
7 /
f do o f
y/k G =  S———y/k (4.10)
X X

Observemos que el lado izquierdo de la igualdad (4.9) es igual al diagrama de
la izquierda en la igualdad (4.10) por la ecuacién (4.7). Por lo tanto queda
demostrada la igualdad (4.9). Con lo anterior, nos es posible definir la 2-celda
en K||X
(fv)
RN
(S.t) ol (y/k,rdo)
~_ 7
¢

la cual satisface que

(S,t) s (y/k,rdo) (G,r) = ¢
\/
f ")
y
(f.v)
/\ .
S ol (w/krde) ZE (B k) =
\_/
')

La 2-celda ¢ en K||X es la tinica 2-celda que cumple lo anterior, por la unicidad
de ¢ en K. a
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Proposicién 4.4. Una flecha (k,x) : (U,u) — (V,v) tiene adjunto izquierdo
K||X si y solo si k tiene adjunto izquierdo y k es un isomorfismo en K.

DEMOSTRACION. =) : Consideremos (k, ) : (U,u) — (V,v) una flecha en K||X
tal que tiene adjunto izquierdo, por lo que existe (y, 8) : (V,v) — (U, u) flecha
en K||X tal que (y,8) - (k,x). Probemos primero que y 4 k. La unidad y la
counidad de la adjuncién son

(Vo) — 2 ()

(V,v)
n\U/ (k,f@) b
(4.8) (k,k) Eﬂ

(y,8)
(Uau) (U,u)W(U,u)

Como 7 y € son 2-celdas en K||X, lo son en K

INZETON

Puesto que la adjuncién cumple las identidades triangulares en K||X, tenemos
que se cumplen las siguientes composiciones en K

U - U
y
v a4 v
k n _
/e xﬂ/ = b
U - U

Por lo tanto y 4 k£ donde la unidad y la counidad son 7 y € respectivamente, las
cuales cumplen las identidades triangulares.
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Ahora veamos que k es un isomorfismo. Definimos la 2-celda
YN,
\:B/
X

K-y = lyg (4.11)

v o

en K. Veamos que

VR =1, (4.12)

para esto primero observemos que la 2-celda e por estar en K||X cumple lo
siguiente

1y
m
v—"—v—"—u =1

con lo cual queda probada la igualdad (4.12). Procedamos a demostrar la otra
igualdad. Como 7 es una 2-celda en K||X cumple la siguiente condicién

U

Y k
N\
V>V =V U v (4.13)
X X
Ahora por la definiciéon de 7 obtenemos la siguiente igualdad
U
N

V—sU— vy

%z lu:'g
X

vk | = U:H>vk
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Utilizando la igualdad (4.13) obtenemos

Por una de las identidades triangulares obtenemos 1,%, con lo cual que probada
la ecuacién (4.11). Por lo tanto x es isomorfismo en K y su inversa es 7.

<) : Supongamos que k tiene adjunto izquierdo y : V' — U y que k es un
isomorfismo en K. Como y - k, existen las siguientes 2-celdas

v o v v
n k Yy
S N
U U : U
U

donde 7 y € son la unidad y la counidad respectivamente. Dado que x es un
isomorfismo existe v : vk = u 2-celda en L tal que v-k = 1, y k- v = Lyk.
Definimos la 2-celda

en K. Puesto que y es un morfismo de V en U y (8 es una 2-celda de vy en wu,
podemos definir el morfismo (y, 8) : (V,v) — (U,u) en K||X.

Probaremos que la flecha (y,3) es adjunto izquierdo de (k,x). Primero
veamos que 1 y € cumplen las siguientes igualdades

U

/N

|4 = |4 U \% (4.14)
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U v u o =1, (4.15)

respectivamente. Empecemos probando la primera igualdad. Por la definicién

de 3 obtenemos la siguiente igualdad
1 Y
V——s U ——V = V"
NN -2
X

X

Como K-y = 1k, obtenemos la igualdad (4.14). Procedamos a probar la segunda
igualdad. Por la definicién de 8 obtenemos la siguiente igualdad

Utilizando una de las identidades triangulares y que vy es inverso de x tenemos
lo siguiente
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Con lo cual queda probada la igualdad (4.15). Lo anterior nos permite ver que
las 2-celdas n y & también son 2-celdas en K||X

(V,0) — s () (V. 0)
|| (k) \(yf)
(4.8) (k) ﬂ
(U,u) (Uu) ————— (U, u)

(anlu)

Como la composicién de 2-celdas es la misma en K que en K||X y las identidades
triangulares se cumplen en /C, entonces las identidades triangulares de n y ¢ se
cumplen en K||X. Por lo tanto (y, ) 4 (k, k) donde la unidad y la counidad son
1 y € respectivamente. O

Notemos que un diagrama

w <w: m
A——X (4.16)

en K, podemos verlo como una flecha estricta (k,1,,%) junto con otra flecha
(w, ) con el mismo dominio en K||X.

Bl
(B, mk) =2 (¥, m)
(WA
(4,1)
Por lo que un diagrama como el que sigue
k7 mK
(B, mk) —21 s (v, m) (4.17)
£
(w,) (f,0)
(A1)
en K||X, es un diagrama
B—F oy
£
w f , m
<=

A—> X (4.18)
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en K, donde las 2-celdas p y o cumplen que

k k

B—————=Y B————=Y
L
w m = w <’¢: m
fO'
<=
A : X A - X (4.19)

Definicién 4.5. A el diagrama (4.18) le llamaremos una diagonal (p, f, o) para
el diagrama (4.16) en K si cumple la igualdad (4.19). Si o es una identidad, la
diagonal se dice que es estricta derecha.

Definicién 4.6. Seant: A — X una flecha en IKC, el objeto coma

1x/t D . X
dy < 1x
A—X

y Q un objeto de IC. Decimos que Q es un objeto de t-morfismos si y solo si Q
es un subobjeto pleno de 1x /t.

Definicién 4.7. Seant : A - X, ¢ : Q@ — 1x/t donde Q es un objeto de
t-morfismos. Definimos el conjunto de flechas Qg, como el conjunto de flechas
(a,€) : (G,x) = (A,t) en K||X tal que la flecha s : G — 1x/t inducida por la
propiedad del objeto coma 1x /t aplicada a la 2-celda &, se factoriza a través de

Q.

Definicién 4.8. Seant : A — X, q : Q — 1x/t donde Q es un objeto de
t-morfimos, los diagramas

A—>X (4.21)
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donde el digrama (4.21) es una diagonal (p, f,o) del diagrama (4.20).
Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es (débilmente) local-
mente Q-ortogonal si y solo si el siguiente diagrama

(B, mhk) —51 s (v, m) (4.22)
P
g

(“’N Ao)
(4,1)

tiene la propiedad de Qg-extension derecha (débil) en cada flecha de la forma
(1Ya6) : (Y77’) — (Y’ m)

A partir de aqui daremos por supuesto que @ es un subobjeto pleno de 1x /¢.

Definicién 4.9. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es local-
mente Q-ortogonal puntual si y solo si el diagrama (4.22) tiene la propiedad de
Qg-extension derecha puntual.

Definicién 4.10. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) es rigida
si y solo si el diagrama (4.22) es rigido.

Definicién 4.11. Decimos que la diagonal (4.21) del diagrama (4.20) tiene la
propiedad de escision de idempotentes si y solo si el diagrama (4.22) tiene la
propiedad de escision de idempotentes.

Definicién 4.12. Consideremos el siguiente diagrama en K

C——>7 (4.23)

Decimos que el diagrama (4.23) respeta (débilmente) localmente la diagonal
(4.21) del diagrama (4.20) si y solo si para cualquier morfismo h : Y — C
y cualquier par de 2-celdas

B—" >4 y—" ~¢
k‘ o, m L |
Y C X— 7

h u
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tales que
B—"% A —t X B—r—y—" ¢
a ¢ P B
k — v — u = w < m < s
Y o C p Z A " X ” Z

C
tal que
B
/\ B—Y > A
p’LU
=
y—L 4 = & = |
\é/
h v
Y ———C
c
y
y—1 ot ox y —" >0
=
N v%u: f m<ﬂ:s
&
C———2 A——X—F7—7Z

Definicién 4.13. Decimos que el diagrama (4.23) respeta muy débilmente lo-
calmente la diagonal (4.21) si y solo si para cualquier morfismo h :' Y — C y
cualquier par de 2-celdas

B—Y >4 y —'—¢
‘ . B

k — v m < s
Y h C X4U>Z
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tales que
B—"—A—"—x B——y—"—C
N | T P P
Y - C p Z A - X ” Z

FExiste una 2-celda

C
tal que
B
/& B—"—A
P
=
y—L o4 = i = |

N
NS Y ——C
C

En el diagrama (4.23) supongamos que s tiene un levantamiento izquierdo
absoluto z : €' — X a lo largo de .

Z<—X
\é/
S z
C
Como el levantamiento es absoluto, entonces ( es respetado por la flecha v :
A — C, por lo que si consideramos la 2-celda

t
A—X
v :¢> u
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Existe una unica 2-celda

A u C (4.24)
\d/
<=
t z
X
tal que
Z<~—"—X A—L s x (4.25)
N ,
S z — v é w
¢/
cC =
1 ' C——2
v

Ahora, dado que K tiene objetos co-coma para cualquier par de morfismos en
KC, en particular para los morfismos v y 14

1a
A—A
v % ‘/81
C o Vv

Utilizando una propiedad del objeto co-coma V en el diagrama (4.24), existe
una unica flecha z : V' — X tal que

1a 1a

A—— A A——= 4
v :H> 01 = v i} t
t
C—F5>V V——X (4.26)

0
X
: X
Con lo cual tenemos una flecha estricta en KC||X

(01, 1) : (A t) = (V, z) (4.27)

Definicién 4.14. Definimos el conjunto R, como el conjunto de flechas en
K||X con codominio (V,x), las cuales son de la forma (Oph, 1) para alguna flecha
(necesariamente dnica) h con codominio C.
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Como hemos observado anteriormente, el trabajar con diagonales en K pro-
duce diagramas en K||X, los cuales cumplen que tiene la propiedad de extensién
derecha o la propiedad de escisién de idempotentes y estos son conceptos que
sabemos como manejar por lo hecho en el capitulo 3. Entonces es natural poner
las definiciones anteriores en términos de cosas que estén en K||X. Como el
lector se ha de imaginar las definiciones anteriores tienen que ver con el hecho
de que un diagrama sea respetado por un morfismo en especifico.

Proposicién 4.15. Supongamos que en el diagrama (4.23), s tiene un levan-
tamiento izquierdo absoluto a lo largo de u.

Z<~——X
\:C/
C
El diagrama (4.23) respeta (débilmente) localmente la diagonal (4.18) si y solo

st la flecha (4.27) Ry-respeta (débilmente) el diagrama (4.17) en cada flecha de
la forma (1y,7) : (Y,r) = (Y, m).

DEMOSTRACION. =) : Supongamos que el diagrama (4.23) respeta (débilmente)
localmente la diagonal (4.18).

Consideremos una flecha (1y,7) : (Y,r) — (Y, m) en K||X. Veamos que el
diagrama

(do;1rdq)

(1y/k,rdo) (Y,r)

(d1,mX-vdo) < (1v )

(B, mk) 2 (vim)

P
e

(w,) (f,o)

(A,t)
(01,14)

(V, )

tiene la propiedad de R,-extension derecha. Para esto consideremos los siguien-
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tes morfismos h: Y — C, (0oh,1,) : (Y,r) = (V,z) y la 2-celda en K||X

do,1r
(Ly [, rdg) — 2200 (v, )
(dl,mwd&
(B, mk)
<L
( ) (60}7,,17«)
w,
(A,1)
(6$

(Vi)

Como ¢ es una 2-celda en K||X cumple que el siguiente diagrama

ly/k =2y —"
di y 9o
B o A o % - X (4.28)
es igual al siguiente
c—2 vy
AR
Iy/k~ vy (4.29)

1p < 1y
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existe un tinico morfismo g : B — 1y /k tal que

k
B
N
d,
].y/k 0 Y
1
” dy <)\: ly = 1g
B———Y

Puesto que 1y tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en el
cuadro coma

A
dy <= 1y

B——Y

entonces d; 1 g, con counidad la identidad y unidad 7, donde 7 es la tunica
2-celda tal que

1
Iy /k—" 1y -2~y = (4.30)
n
NV
B
y
Liy/k dy
1y /k 1y /k Yy =1g (4.31)
n
NV

Consideremos el objeto co-coma del par de flechas v y 14

v
-

A C
1A‘ <M: 9o
A \%

01
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Utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V en el siguiente diagrama

1
A—>2— 4
1,
v <= v
C o C
existe un tnico morfismo [ : V' — C tal que
la
A—A
v é o1 = ]-’U
v
o 7V
0 \
l
1. C

Puesto que 14 tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en el
cuadro co-coma anterior, por lo que Jy - [, con unidad la identidad y counidad
e, donde € es la Unica 2-celda que cumple lo siguiente

C
80 E\U/
C v ” 174 = 1g, (4.32)
y
c
AN
o - 4.33
A V—/——V = (4.33)

El morfismo = : V' — X es obtenido, utilizando la propiedad del objeto co-coma



V' al diagrama (4.24) y es el tnico morfismo que cumple lo siguiente

1A 1A
A—A A—A
v :“} o1 = v % t

DAY

Observemos que la flecha (9ph, 1,) en K||X quiere decir que

Y\C)V
X

Procedamos a definir un par de 2-celdas

N

1y —2 'y

o = dy h
©
B = C
w Ao

117
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Probemos que las 2-celdas definidas anteriormente cumplen la siguiente igualdad

B—Y—sA—" X B—" sy —" ~¢
a ¢ _ P B |
k —> v —> u = w <= m < E}
Y ———C— Z A — X ——7Z (4.34)

Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior, por la igualdad (4.25)
y la definicién de « obtenemos lo siguiente

B k
AN
].y/k do y h
d / o X
C
B—— 4

o1 4 !
\f’> C
X _ Z

Utilizando la igualdad (4.26) se tiene lo siguiente

B k
AN
d
ly/k—2 sy —" ¢
ip o ,
dl / d()
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usando la ecuacion (4.33) obtenemos

—_
~
~
-
I~<
Q

luego utilizando una de las identidades triangulares de la adjunciéon dy — I,
tenemos que es igual a

1y /k Y c > Z
e dll a axqﬂ/
B—(f—>A——F—>V——>X

Ahora usando que los diagramas (4.28) y (4.29) son iguales tenemos lo siguiente
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puesto que Ag = 1; obtenemos lo siguiente

con lo cual queda probada la igualdad (4.34) por como se definié 5. Ahora por
hipétesis, existe una (no necesariamente) tinica 2-celda

C
tal que
B
/ \ B—Y >4
P w
=
Y f >A = k :a> v (435)
\é/
h v
Y 3 C
C
y
f t h
Y A X Yy ———(C (4.36)
=
b v :¢> u = f m <ﬂ: s
<
C p Z A ; X - Z
Definimos la 2-celda
y—t o2 .y
(5 - T v ‘U’M
f M/ 01
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Veamos que ¢ es una 2-celda en K||X

(¥, m) L2 (4,1)
(hﬁ’V ﬂ*a \flvlt)
(V1) > (Vi)

para esto necesitamos probar la siguiente igualdad

v h C 9o
N
A
Antes observemos que ¢ es un levantamiento izquierdo absoluto, por lo que h
respeta a (; utilizando la propiedad de levantamiento izquierda a la 2-celda

y ——C Z
N
A ; X
por lo cual existe una tinica 2-celda

. _C
Y/ll

AN
S~

A

tal que

(4.38)

AN TN S
N
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Ahora, haciendo el pegado de la 2-celda ¢ con el lado izquierdo de la ecuacion
(4.37) y el hecho de que xp = ¢’ obtenemos lo siguiente

por la unicidad de y tenemos que

Y

C

h z
/ \ o h do
\x@ - X =Y c v

o NN

A o X

Luego, hacemos el pegado de la 2-celda ( con el lado derecho de la igualdad
(4.37)

Utilizando la igualdad (4.36) tenemos que es igual al siguiente pegado

Yy — 7
ey,
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de la misma manera, por la unicidad de x obtenemos lo siguiente

C
s,
RN

Por lo tanto queda probada la igualdad (4.37), con lo cual ¢ es una flecha en
K||X. Ahora veamos que § en K||X cumple lo siguiente

(do,1raq)

(1y /k,rdy) ——— (Y, 1)

(dy,mA-ydo) <)‘: (1y,y)
Elmk
(B, mhk) —22 2 (v, m) =9
L
(w,)
(Ooh,1,)
(4,1)
(01,1¢)
(V, )
Para esto basta probar que se tiene la siguiente igualdad
do
1y/k‘ 1y/]<i Y
d
dy & 1\{ h
PR B @
k

<:
B———>Y = N C (4.39)
£ "
w [ A o
A - C R
L 1%
9o

O

Vv
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Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior, notemos que es igual
a lo siguiente usando la igualdad (4.35)

X
d /) A i
Bfk\
N
Iy /k—2 sy —" ¢
1
B dll ‘9/ do y
B A

Ahora utilizando las ecuaciones (4.30) y (4.33) tenemos que el diagrama anterior
es igual al siguiente

1y /k
2
Bin: lly/’c
g
ly/k—2 sy " ¢
dy W/ 9o
B -~ A 5 Vx
w| <& (¢
S

Por las identidades triangulares de las adjunciones g 4 dy y 9y -1, tenemos que
el diagrama anterior es igual a ¢. Por lo tanto queda probada la igualdad (4.39).
Ahora veamos que ¢ es la tnica 2-celda que cumple con la igualdad (4.39).
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Consideremos la siguiente 2-celda en K||X

(f,o)
—_

(Y, m) (4,1)
(1m>/ ﬂ(;/ \ix,m
(V1) —— (Vi)
tal que
(d0717‘d0)

(Iy/k,rdo) —— (Y, 7)

(d1,mA-~dg) <A: (1y,y)
k1,
(B, mk) — )y ) = (4.40)
<L
(w0,9)
(Boh,1,)
(4,1)
(alvlt)
(V. )

Antes observemos que ¢’ por ser una 2-celda en K||X cumple la siguiente igual-
dad

C
h ¢ 9o /VM' y
Y /;f@ \ v = Y—X (4.41)
e | AN \ I
X f !
A
Definamos la siguiente 2-celda
e
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Probemos que 7/ cumple las siguientes igualdades

B
;7// \\<; B—2 > A
P
=
Y ! A = & = v (4.42)
h v
Y - c
c
y
f t h
Y A X y —2 > (4.43)
=
h v :¢> u = f m <ﬂ: s
<
C———7Z A - X — Z

Comencemos probando la primera ecuacién. Al precomponer y componer las
flechas ¢ y [ respectivamente a la igualdad subyacente de la ecuacién (4.40) y
por la definicién de o obtenemos

B
g
1y /k k
1p
& do
P
£ h
w f
6/
A < C
ol Vv
lc
l
C

Puesto que Ag = 1; tenemos que el lado izquierdo de la igualdad anterior es



127

igual a lo siguiente

B——Y

A

A <= C
|4
l
C

Por la definicién de 7" obtenemos la igualdad (4.42). Procedamos a probar la
igualdad (4.43), comencemos con el lado izquierdo de la igualdad

Z<—"——C
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Por la igualdad (4.33) obtenemos lo siguiente

Por una de las identidades triangulares de la adjuncién entre dy y [ tenemos lo
siguiente

Por la definicién de 8 obtenemos el pegado de 8 y o, con lo cual queda probada
la ecuacién (4.43). Por la unicidad de 7, entonces 7 = 7’. Por el hecho anterior
tenemos la siguiente igualdad.
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Por la definicién de la 2-celda 7’ obtenemos

04>C

A e

N

01

30

Utilizando la igualdad (4.33) tenemos lo siguiente

le
C———C
NN
g
y ol —V
N
A
Por una de las identidades triangulares de la adjuncién entre 0y y [ obtenemos
¢ )
N
y ol
N
A

Por lo tanto § es tunica.

<): Consideremos un morfismo h : Y — C y un par de 2-celdas

B—"—>4A y —C
k = v m L s
Y o X Z
tales que
B—"—>A—"—>X B—"—y—" ¢
P | - P
Y C z X 7 (4.44)
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Como ( es un levantamiento izquierdo absoluto, entonces para la 2-celda g,
existe una unica 2-celda

C

tal que
Z<——X (4.45)

Con lo anterior podemos dar una flecha en K||X, (1y,v) : (Y,r) — (Y, m) donde
r := zh. De la misma manera, para la 2 celda

B Y C
w <¢: m <ﬁ: s
A X——7Z

existe una tunica 2-celda

2T
\/

tal que

Z<~—"—X
¢
\ﬁ/ \ _ 3 W
= s — m — w
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Notemos que se tienen la siguientes igualdades

Z<~—"—X Z<~—"—X<—"—4 (4.46)
S

\ = t

\/\ N N O
cx ) 4

h :"/’>w ¢ h Y k B
~—8

y
Z<~—"—X Z<~—"—x<—"—4 (4.47)

/
UA
A
ﬂm
ﬂ@

La igualdad (4.46) se cumple por la ecuacién (4.45) y la igualdad (4.47) se
cumple por las ecuaciones (4.26) y (4.44). Por la unicidad de ¢ obtenemos

X (4.48)

Definimos la 2-celda

d w
ly [k — B A

A
0
P = - AN
d() ﬁ
Yth’)OV

Queremos ver que la 2-celda anterior pertenece a K||X. Para esto es necesario



132 CAPITULO 4. DIAGONALES

ver que se cumpla la siguiente igualdad

Iy /k—2 vy 1y [k

dlt h dli é\\

B < c = B——F——Y (4.49)
wt 8o ' w <¢: m <7: r

A A X

o1 4
\é
t X

Partamos del lado izquierdo de la igualdad anterior, por la definicén de ¢ y la
igualdad (4.26) obtenemos

ly/k—2 ~p—" o4

do —

Por la ecuacién (4.48) tenemos lo siguiente

1y /k

d Ao
1| A

%Y

Sy

k
v
<w:’m<:r

S

— X

Con lo cual queda probada la igualdad (4.49). Por lo tanto ¢ es una 2-celda en



K||X.
do,1,
(1y [k, rdo) (do,1raq)
(dl,m)\-’yd(x
(B, mk)
P
(w,¥)
(4,1)

(8h
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(Y,r)

(Goh,1,)

(V, )

Por hipétesis la flecha (4.27) R,-respeta el diagrama (4.17) en cada flecha de la
forma (1y, ) : (Y,r) = (Y, m), por lo que existe una tnica 2-celda

(Y, m) (A1)
<1m>/ flo X?hh)
(Y,r) i (V.@)
tal que
Iy /e, rdg) 22t oy
Y ) O) ) )
(d1,mX-~do) <’\: (1y,y)
Byl
(B, mk) — )y ) S (4.50)
<L
(w,)
(Boh,1,)
(4,1)
(81>1t)
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Notemos que la 2-celda § cumple la siguiente igualdad por estar en K||X

d
Yy ——C——>V - v
4 z o
\ I / \ XH t
A X A
Como vimos en la implicacién anterior, existe un inico morfismo g : B — 1y /k
tal que

k
B
N
do
ly [k ———Y
1
" dy </\: ly = 1g
B——>Y (4.52)

y existe un tnico morfismo [ : V' — C tal que

1a

A A
v :#> o1 = 1’U
C—F—V (4.53)
\
1c C

Esto por la propiedades del objeto coma 1y /k y co-coma V.

Puesto que 14 tiene adjunto derecho, utilizamos el dual del Corolario 2.8 en
el cuadro co-coma anterior, por lo que dy I, con unidad la identidad y couidad
€, donde ¢ es la tnica 2-celda que cumple lo siguiente

c 1% Vo =1y, (4.54)
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y
c
, }
A V— vV o o=nu (4.55)
1y /k

Definimos la siguiente 2-celda
d
= vy—t o2 >y
5 l
\ | / \
A C
Veamos que 7 cumple las siguientes igualdades

B
k w
/:p‘\
L 4

= k — v (456)

N4
h v
Y h C
C

T

Y

y
y— 1 a4t 5 Yy —" >0 (457)
==
hv:¢>u:fm<6:s
<&
C———2  A———sX—F>7

Empecemos probando la igualdad (4.56). Sabemos que se cumple la siguiente
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igualdad por la ecuacién (4.50)

1y /k ly/k—% oy
d
dr o 1\( h
<>‘: B »

<
B—" -y = u\ C
P
<= h A
N

A <& ¢
l/ '
01
o
M

Componiendo y precomponiendo con las flechas g y [ respectivamente obtenemos

By B\j

].y//f ly/kLY

do dl\« h
<)‘: B ®
—k> Y
L h A
w f %
)
do

A
81\L
V

dy
B

N

C

Por las ecuaciones (4.52) y (4.53), la definicén de 7 y ¢ obtenemos la igualdad
(4.56). Procedamos a probar la igualdad (4.57). Para esto consideremos el
siguiente pegado
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Por la definicién de 7 y la ecuacién (4.25) tenemos que es igual al siguiente
pegado

Utilizando la igualdad (4.26) tenemos
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Por la ecuacién (4.55) obtenemos

Usando la igualdad (4.54) tenemos

Y
f

h

)

/.
N

A
A

%Z

Empleando la ecuacién (4.51) obtenemos

Y C
L
f m S
< ’
<=
A X Z
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Por la igualdad (4.45) tenemos que es igual al siguiente pegado

Y#'C
! B

m <=  |s
<
A——"F—>X—1—>7Z

Por lo que hemos probado la igualdad (4.57). Falta probar la unicidad de 7.
Para esto consideremos una 2-celda

C
tal que
B
/ \ B—2 4
=
Y ! A = &k = v (4.58)
h v
Y h C
C
y
f t h
Y A X Y ———(C (4.59)
=
N e 2,
<
C———Z A ; X ” Z
Definimos la 2-celda
y—" o2 .y
Ii= T’ v ‘U’M
0 f \U/T 01
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Veamos que §’ es una 2-celda en K||X. Para esto probemos la siguiente igualdad.

AN
\ /\ N/

Dado que ¢ es un levantamiento izquierdo absoluto, existe una tnica 2-celda

/\
\/

tal que

y —L a4t ox
\N=/. \ = = ¢
h Y nd “
A
C—7

Notemos que se tienen las siguientes igualdades.

f
Y A—L s x
¢ -
h v — u = X u
=
C———Z
y
f
Y A— s x
. ,
v —> u = S
h o z
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La primera igualdad se da por la ecuacién (4.25) y la segunda por las igualdades
(4.45) y (4.59). Por la unicidad de x tenemos lo siguiente

y— 1 a4t Ly y—" ~¢
T’ ¢/ Y
N 7 / »
v = m
h z o z
prea

Observemos que el lado izquierdo de la igualdad anterior es igual a lo siguiente,
por la ecuacién (4.26) y la definicién de ¢'.

o
y — s —" v
o' x
\ ﬂ / \
A X
Con lo cual queda probada la igualdad (4.60). Por lo tanto §’ es una 2-celda en
KlIX.

(f,0)
—_—

(Y,m) (A1)
(1Yﬁ)/ 'ﬂ\g/ Xi?hlt)
(o) (Goh.1,) (V:2)

Veamos que &’ cumple la siguiente igualdad

do,1,

(Ly /k, rdo) 220 ()

(d1,mA~ydo) <2 (1y )

(k’lmk)

(B, mk) ———— (Y, m) = (4.61)
<L

(w,9)
(Boh,1,)

(A, 1)
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Para esto basta probar la siguiente igualdad

1y /k ly/k—% oy
d o d1\4 h
A B &£
B—t vy = x C (4.62)
<P: h A
f N
¢ R

Comencemos con el lado izquierdo de la igualdad anterior. Por la definicién de
0" obtenemos

1y /k

N/ 2
A —>
e
v
Utilizando la ecuacién (4.58) tenemos

ly/k—2 ~p—" .4

pero sabemos que esta es la definicion de la 2-celda ¢. Por lo tanto queda
probada la igualdad (4.62) y por ende la igualdad (4.61). Por la unicidad de &
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tenemos que

y —t—sc—2 >y = y—t o2y
) 5’
\U/ \ﬂ/
A A

Componiendo la igualdad anterior con la flecha [ y por la definicién de ¢’ obte-

nemos
y —" o v
p o c
A

b
y —'—Cc—"—>vV
1
\aﬂ / \
f 01 C
A
El lado izquierdo por definicién es 7 y el lado derecho por la igualdad (4.53) es
igual a 7/. Por lo tanto 7 = 7/, por lo que la 2-celda 7 es tnica. O

Teorema 4.16. Si en el siguiente diagrama

A _t X
¢
v — u
C Z (4.63)

la flecha s tiene un levantamiento izquierdo absoluto z a lo largo de u

Z<~—"—X

¢
S z
C
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. v tiene adjunto izquierdo.

2. Eziste una diagonal localmente ortogonal puntual para el diagrama (4.24)
y el diagrama (4.63) respeta localmente cada diagonal localmente ortogonal
del diagrama (4.24).

3. Eziste una diagonal para el diagrama (4.24) la cual tiene la propiedad
de escision de idempotentes y es respetada débilmente localmente por el
diagrama (4.63).
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4. (Si los idempotentes se escinden en K(C,A)) Existe una diagonal para
el diagrama (4.24) la cual es respetada muy débilmente localmente por

(4.63).

DEMOSTRACION. 2) = 3) y 3) = 4) son claras.

1) = 2): Supongamos que v tiene adjunto izquierdo f : C' — A donde la unidad
y counidad de la ajuncién son 7 y € respectivamente

v v 1% v
n k Yy
y k €
U U 1 U
U
Consideremos el diagrama
Z<—"—X
S =2 .
C<~—"—A (4.64)
=
1c
f
C

Puesto que ¢ exhibe a z como levantamiento izquierdo absoluto de s a lo largo
de w, aplicamos la propiedad de levantamiento izquierdo al diagrama (4.64), por
lo que existe una unica 2-celda en K
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tal que

VA v 7<—2 X (4.65)

J

Y/

lc

Veamos que el diagrama

es una diagonal localmente ortogonal puntual para ¢'. Probemos primero que

A v
<
1a !
<
A

t

v
—C
z

A
z = 1Ak /
A

c
4
<
X —X (4.66)

Sabemos que ¢’ es la tnica 2-celda que la siguiente igualdad

Z<~—" X A X
\:C/ é
s # = v — u
¢/
cC =
! C A
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Notemos que el siguiente pegado

- v
=
S

Z<~—" X
¢

t
C—F4

=
v
1a
A
por la ecuacién (4.65) obtenemos
Z<——X
s :¢> t

Por una de las identidades triangulares tenemos que es igual a ¢. Por la unidad
de ¢’, obtenemos la ecuacién (4.66). La ecuacién (4.66) nos dice que la 2-celda
¢ es una 2-celda en K||X

(A,vz) — ) o2 (4.67)
£
(1a,9") (fo)
(A,t)

Dado que v tiene adjunto izquierdo y 1., es un isomorfismo, por la Proposiciéon
4.4, la flecha (v, 1,,) tiene adjunto izquierdo (f, zn) donde la unidad y counidad
de la adjuncién son la misma unidad y counidad de la adjunciéon f - v. Por el
Lema 3.25 la 2-celda (4.67) exhibe a (f, o) como una extensién derecha absoluta
de (14,¢") alolargo de (v, 1,,). Probemos que la 2-celda (4.67) es una extensién
puntual, para esto consideremos un morfismo (g, x) : (P,0) — (C, z) en K||X, el
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objeto coma de las flechas (v,1,,) vy (¢, X)

do,1,
(q/v, odo) % (P, o)
(d1,zv-xdo) <= (4:%)
(A4, zv) ( (C,2)
y la 2-celda
do,1,
(a/v,0do) ~2 (P, )
(d1,2v-xdo) v
=
(4, 2v) ’
“M

Puesto que la flecha (v, 1,,) tiene adjunto izquierdo, por la Proposicién 2.7 te-
nemos que la flecha (do, 1,4, ) tiene adjunto izquierdo (n,<) : (P,0) = (¢/v, ody)
con unidad la identidad y counidad ¢’, la cual es la tinica 2-celda tal que

(do,1odg) (n,s)
\U/ (d070d0)
(a/v, 0do) == (g/v, 0dp) ——> (P,0) = L(do.Loay)
(do,OLy YC)
(q/v,0dy) —— (q/v, odo fizrxdy) ——(A,zv) = (f,0)v-e(dy,zv- xdp)

(q/v odg)

(4.68)
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ademds (n,<) es la tnica flecha que cumple la siguiente igualdad

(1P710)
P,o
(P.0) o
(do,1odg)
(a:x) (q/v,0dp) ot (P, o) 0 ot
(P.0) =2 (C,2) === (C\2)
(C, ) (dr,2v-xdo) < (e:x) = \n\U /
(f,o’) ('Uflzv)
o
(4, zv) - (C,2) (A, zv)
(4.69)
Definimos la siguiente 2-celda
(P ) (1P710)
, 0
w
(do,lodg)
(40 (¢/v,0do) ——"— (P, 0)
90/ = (C? Z) (d1,zv-xdo)
(f,0) < (my0)
’ (4, 2v) 7
“M
(4,1)
Veamos que ¢’ cumple la siguiente ecuacién y es la tinica que lo cumple
do,1,
(/. 0do) ~2)+. (P o)
(d1,zv-xdo) <V:
v,1.,
(A, 20) — 2= v (4.70)
P
(1A7¢/)

(4,%)

Empecemos probando la igualdad, partamos del lado izquierdo de la igualdad
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anterior. Utilizando la ecuacién inferior de (4.68) obtenemos

(lPaIO)

(do,1odg) lL (n,5)

(dos1odg)

(q/v,0dp) RIS — (q/v, odp) (P, o)
(d1,2v-xdo)
<90: (m,e)
(4, 2v) 7
<1m
(4,1)

Por una de la identidades triangulares de la adjuncén entre (do, lod,) v (7,5)
obtenemos la 2-celda ¢. Procedamos a probar la unicidad de ¢'. Sea una 2-celda

tal que

do,1,
(¢/v,0d0) 27 (P, o)

(d1,zv-xdo)

(4, 20) —————

(14,9")
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Precomponiendo la ecuacién anterior con la flecha (n,<) tenemos lo siguiente

(1P710)

P,o
(P,o) -
(do,1oag)
(a:0) (g/v, odg) ——=—= (P,0)
(C, 2) (d1,zv-xdo) —
m (U71zv)
(A, zv)
<
(1A7¢'/)

(4,1)

Utilizando la igualdad (4.69) obtenemos

(072) & (P,O)

(10712)

(Fo)| L (g:x)
v 1zu
(A, zv) ) (C, z) = ¢
= (m,0)
(1a,0")

Por una de la identidades triangulares de la adjuncién entre (v,1,,) y (f,0)
obtenemos la 2-celda g. Por lo que ¢ y ¢’ son iguales. Por lo tanto ¢’ es tnica.

Falta demostrar que el diagrama (4.63) respeta cualquier diagonal localmente
ortogonal de ¢’. Antes hay que observar un par de cosas. Dado que v tiene
adjunto izquierdo por el dual de la Proposicién (2.7) entonces el morfismo 9y
tiene adjunto izquierdo h : V' — A con unidad la identidad y counidad g

v v v 1%
1 o1 h
xﬂ / / ﬂﬂ\
A A A
Como 0 tiene adjunto izquierdo y la 2-celda 1; es un isomorfismo, por la

Proposicién (4.4), la flecha (01,1:) tiene adjunto izquierdo (h,1;) : (V,z) —
(A,t) donde la unidad y counidad de la adjuncién son la misma unidad y




151

counidad de la adjuncién h 4 9. Sea (p, g, 7) una diagonal localmente ortogonal
de la 2-celda ¢’

v

Z c
<= ,
1a g z = 1a <¢: z
A X

T

<=

t A t X

Veamos que esta diagonal es respetada por el diagrama (4.63). Para esto con-
sideremos una flecha (1¢,7) : (C,p) — (C, z) y una 2-celda

(1 pay)
(lc,pdy) ——— (C,p)
(dy, 2w -yd)
(Azv) <= (r,0)
(14.6))
(A,1) (V,z)

Definimos la 2-celda

, (d671pd6)
(1c/v,pdy) ——— (C,p)
(dllvzw"yd(/])
Y= (4, zv) <w: (r,0)
(1A7¢,)
(A,t) o) (V,z)
B
<= |(h1.)
(A1)

Como (p,g,7) es una diagonal localmente ortogonal de ¢, existe una unica



152 CAPITULO 4. DIAGONALES

2-celda

tal que

1 d/ (dé)’]‘pd()) C
(1¢/v,pdy) —— (C, p)
(r,0)

w
(d},zw-~vdy) < (lc,)

(A, 20) — ) (€ 2) V,z) =  (47)
")

a L
(1a,¢ (9,7)
(A,t)

Definimos la 2-celda § := (91, 1;)0’. Veamos que cumple la siguiente igualdad y
es la tinica 2-celda que la cumple.

()
(10/1}7de) - (Cap)

(dy zw-ydp) <= (1)
(A, zv) — k=) =y (4.72)
L
(1a,9")
(r,0)
(A,t)
(01,1¢)

(Vi)

Comencemos probando la igualdad. Partamos con el lado izquierdo de la igual-
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dad anterior, por la definicon de § obtenemos

o)
(IC/vadO) (C7p)
(r,0)
(dy zw-ydg) <= (1)
(A, 20) —22 (0,2 (V,x)
L L
(lAy¢/) (977—)
(A1)
(8171t)

(V, )
Utilizando la ecuacién (4.71) tenemos lo siguiente

1 d/ (d671pd6) C
( C/U,p O) ( 7p)

(df ,zw-vdyp)

(4, zv) £ (r,0)
(1A>¢/)
(4,1) (V,z)

(81,1t)

R —
\éA (hN\
(1A71t)

(A, 1) o (V,x)

Utilizando una de las identidades triangulares de la adjuncién (h,1,) 4 (01, 1),
obtenemos . Esto prueba la igualdad (4.72). Procedamos a probar la unicidad
de 6. Sea una 2-celda

(r,0)

/\
©n_ || P
(Icyy) (07 Z) . (A, t) (01,1¢)

(9,7)
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tal que

, (d()’lpd())
(1c /v, pdy) (C,p)

(dy,zw-yd}) <= (lc)
(A, 20) —22 (€ 2) =
<= e
(1A;¢/) (g,T)
(r,0)
(A,1)
(8171t)

(V, )

A la ecuacién anteriror la componemos con la 2-celda [, para obtener

1 d’ (df):lpdé) C
( C/vap 0) ( ?p)

w
(df,zw-ydp) <= (lc)

(4, zv)

(1A1¢,)
(r,0)

(A1) L) (V,x)

Por la unicidad §’ tenemos que

(/’.79)
5 = (Cp) o, V)
G (0,2) — (A t)//a
e VT = ()
1
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Componemos la igualdad anterior con la flecha (01, 1;) para obtener

(r9)

6 = (Cvp) ﬂ-‘U' (01,14) (‘/71')
e (0 2) — (A,1) //3 !
g — |(hle)

N

(A1) o (V,x)

Por una de las identidades triangulares de la adjuncién (h,1,) 4 (91, 1;) tenemos
que 06 = w. Por lo tanto ¢ es tnica. Por lo que el diagrama (4.63) respeta
cualquier diagonal localmente ortogonal de ¢'.

3) = 1): Por hipétesis el diagrama

(A, 20) — ) ()
<L
(1a,9") (f,0)
(A1)

en K||X tiene la propiedad de escisién de idempotentes y la cual es débilmente
R,-respetada por (4.63) en cada flecha de la forma (1y, ). Dado que p es una
2-celda en K||X cumple lo siguiente

1a
/)/\
v f - 1a
A C A = A A (4.73)
Zv t zZv t
X X

Ahora utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V' a la 2-celda
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existe una tnica flecha f’: V — A tal que

BN

1a <= Ao = A

—C
f <p:
C— 1% La ! (4.74)
X

C Vv A %
ag lt

do < T o1 x

|4 y X V—/—/—X
tf tf

cumplen la siguiente igualdad
9o v x 9
\% C A X v C
X o7 v a1 A Vv o A N A

Estd igualdad es clara pues el lado derecho es igual a ¢’ por la ecuacién (4.26) y
el lado izquierdo es igual a ¢’ por la ecuacién (4.73). Por una de las propiedades
del objeto co-coma V| existe una tnica 2-celda

x

vk
I

tal que

C—=2—>vV o X =9 (4.75)
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o) X =1 (4.76)

Por la ecuacién (4.76) podemos dar la siguiente 2-celda en K||X

(01,
Ol (4.77)
(1a,14) "0’
Por la ecuacién (4.74) podemos notar que se cumple lo siguiente
v,124
(4, 20) — "2 (€ 2)
“w
(1a,¢") <~ (90,12)

(01,1 120

D = (A ) 0t (4.78)

<:
(1a,1¢) (f',e") (1a,8") (fio)

Probemos que la 2-celda (4.77) tiene la propiedad de escisién de idempotentes.
Consideremos la siguiente 2-celda

(f’ a’)

tal que

(4.79)
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Definimos la 2-celda
(f' o)

(V, z) 6U
\_/
(f's0")

o = (C,Z) (807

Notemos que ¢’ cumple la siguiente igualdad por las ecuaciones (4.79) y (4.78)

) (A, zv) ) (C,z)  (4.80)

(A, zv) 5d
<:
(1a,¢") (f,o) (1a,¢") (f,o)
6/
(f,0)

Como p tiene la propiedad de escisién de idempotentes, existen (s,&) : (C, z) —

(A1), a: (f,0) = (5,6) y v (5,§) = (f, 0) tales que

(C,z) (C,z)
Y
5’ ~ o
(fo)| = |(fo) = (ho)| (0| <= |0 (4.81)
(4,1) (4,1)
y
(C,2)
<= 8
Lise) = 80| (fo)| <= |9 (4.82)
(4,1)

Observemos que las 2-celdas v y 7 por estar en K||X cumplen lo siguiente

(4.83)
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f

7\ f

Cc—>—=4A = C——A4A (4.84)
3 o
X X

Utilizando una de las propiedades del objeto co-coma V' en la siguiente 2-celda

v

A C
<,
1 L
A S

Existe una tnica flecha s’ : V' — A tal que

A v o A
1a L s, = A—'—>C
s L s
C—5—>V la g (4.85)
\51\ A |

1a A

Notemos que las siguientes 2-celdas

d b)
C————V A —V
3 1t
Ao < z 01 <= x
1% — X |4 X
ts ts
cumplen la siguiente igualdad
T O
X V<—">—2"C

I
-

UJ\

IS
<
@

=
—

<

V" <" 4
/ ﬂ& % M]u /4
X~ V~—4

(4.86)
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El lado derecho es igual a ¢’ por la ecuacién (4.26). Utilizando en el lado
izquierdo la ecuacién (4.85) obtenemos

v

A c
N/ N
1a 2
<:s <§:
A<—" = X
t

Por la igualdad (4.84) tenemos

A—v>C
13

1a <
A——X

Utilizando la ecuacién (4.73) obtenemos ¢’ con lo cual queda probada la igualdad
(4.86). Por una de las propiedades del objeto co-coma V| existe una dnica 2-

celda
/—\
1% ¢ X
o~
tal que
2% /—\
C 1% ¢l X =¢ (4.87)
S\’LA/t-/
y

Vs\lj'ﬁ/t,x

Con lo anterior podemos ver que la flecha (s',&) : (V,z) — (4,1) estd en K||X.
Procedamos a hacer algo parecido con las 2-celdas o y 7. Notemos que las
siguientes 2-celdas

=1 (4.88)

8 P
C % A -V
30‘/ <’Y: s’ 01 <1£ s’
V———A V——A

i !
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cumplen la siguiente igualdad

v o< v 4

s do
A 1% C
¢ b S = x“‘ﬂ & 2l \
Vv o A 1a A

La igualdad es clara, pues el lado derecho es igual al pegado de p con v por la
igualdad (4.85) y el lado izquierdo es igual a al mismo pegado pues f'dy = f.
Por una de las propiedades del objeto co-coma V', existe una tnica 2-celda

’
s

TN

v ’Y'\U/ A
~_ 7

f/

tal que

c—2—>v 5 A =7 (4.89)

S

o /\

A————V ) A =1a (4.90)
\/

f/

De igual manera, notemos que las siguientes 2-celdas

1é) °R
C sV A 14
a 1a
9o < f! o1 < f
1% A V—>A
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cumplen la siguiente igualdad

e D e
AV 4 Ve A<~ 4
(4.91)

El lado derecho de la igualdad anterior es igual a p por la ecuacién (4.74). El
lado izquierdo, por la ecuacién (4.85) es igual a

A—"—=C
14
\%:/Q
lA @
A <Oé:
;

Utilizando las ecuaciones (4.80) y (4.81) obtenemos que es igual a p. Con lo
cual queda probada la igualdad (4.91). Por una de las propiedades del objeto
co-coma V/, existe una tnica 2-celda

tal que
f/
c—2 vy \a/ A =a (4.92)
y
f/
A—2 v a A =14 (4.93)

~_ 7

’
S

Nuestros candidatos para escindir el idempotente § son las 2-celdas o’ y v/,
pero necesitamos ver que estas 2-celdas estédn en K||X. Por lo que procedemos
a ver que estas 2-celdas estdan en K||X, para lo cual o’ y 7' deben cumplir las
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siguientes condiciones:

A = vVv——-s4 (4.94)

v—" 4 = yv—L 4 (4.95)
&' o’
X X

Al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.94) con la flecha dy obtene-
mos el pegado de las 2-celdas o y « por las igualdades (4.92) y (4.75), por la
ecuacién (4.83) es igual a &; claramente el lado derecho de la igualdad (4.94) al
precomponerlo con Jy es igual a & por la ecuacién (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.94) con
01 obtenemos la 2-celda 1; por las ecuaciones (4.93) y (4.76); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con 0; tenemos que es igual a 1; por la
igualdad (4.88). Por la unicidad de £’ tenemos la igualdad (4.94).

Probemos la segunda igualdad. Al precomponer con la flecha 0y el lado
izquierdo de la ecuacién (4.95) obtenemos el pegado de las 2-celdas £ y v por
las ecuaciones (4.89) y (4.87), por la igualdad (4.84) es igual a o; claramente el
lado derecho de la ecuacién (4.95) al precomponerlo con Jy es igual a & por la
ecuacién (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.95) con
01 obtenemos la 2-celda 1; por las ecuaciones (4.90) y (4.88); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con 0; tenemos que es igual a 1; por la
igualdad (4.76). Por la unicidad de ¢’ tenemos la igualdad (4.95).

Por lo tanto o’ y 4/ son 2-celdas en K||X. Probemos que o y 7' cumplen
las siguientes ecuaciones:

(V,z) (V,z)
d <’y: !
(o) <= U = (o)) | &= () (4.96)

(A, ) (A1)
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y
(V,x)
<=
1(5/,.,;:/) = (Sl.f/) (f/,U/) @ (5175/) (497)

(4,1)

Para esto notemos que las siguientes 2-celdas

O o1
C vV A 1%
o é I’ g <1£ f
\% - A \% - A
f f

cumplen la siguiente igualdad

OV 4 A<ty
% [E /4 = \ 1) & a \
A Ve A~—G—A4

Vv

/ uy
7

Ao
A 14

El lado derecho de la igualdad anterior es claro que es igual a p por la ecuacién
(4.74); el lado izquierdo es igual a al pegado de p con ¢’ y por la igualdad (4.80)
es igual a p. Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de las
propiedades del objeto co-coma V' existe una tnica 2-celda

tal que

5 (4.98)

Q
<
<
<
b
I
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y
f/
a—2 oy \uu/ A =14 (4.99)
f/

0 13}
C LV A >V
1s 1a
d(J @ S, a1 @ S/
\%4 o A v T‘ A

cumplen la siguiente igualdad

60 v Sl a0
V C A A \% C
A " v o A 1% o A N A
Esta igualdad es clara pues ambos lados son iguales al pegado de p con v por

la ecuacién (4.85). Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de
las propiedades del objeto co-coma V' existe una unica 2-celda

tal que
C % % \L@/ A =1, (4.100)
y

14 (4.101)

<

<
o
1
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Procedamos a probar las igualdades (4.96) y (4.97). Notemos que al precom-
poner con Jy el lado derecho de la ecuacién (4.96) obtenemos el pegado de « y
~ por las ecuaciones (4.92) y (4.89) y este pegado es igual a ¢’ por la igualdad
(4.81); al preocomponer el lado izquierdo de la ecuacion (4.96) con dy obtenemos
¢', esto por definicién.

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.96) con 0y
obtenemos la 2-celda 14 por la ecuacién (4.79); al precomponer el lado derecho
de la misma igualdad con 9; tenemos que es igual a 14 por las igualdades (4.93)
y (4.90). Por la unicidad de v tenemos la igualdad (4.96).

Notemos que al precomponer con Jy el lado derecho de la ecuacién (4.97)
obtenemos el pegado de v y « por las ecuaciones (4.92) y (4.89) y este pegado
es igual a 1, por la igualdad (4.82); al preocomponer el lado izquierdo de la
ecuacién (4.97) con dy obtenemos 15 por las ecuaciones (4.85) y (4.87).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.97) con
01 obtenemos la 2-celda 1,4 por las ecuaciones (4.85) y (4.88); al precomponer
el lado derecho de la misma igualdad con 9; tenemos que es igual a 14 por las
igualdades (4.93) y (4.90). Por la unicidad de ¢ tenemos la igualdad (4.97).

Por lo tanto tenemos que el diagrama (4.77) tiene la propiedad de escisién
de idempotentes. Veamos que el diagrama (4.77) es débilmente respetado por
(01,1). Utilizando que p es débilmente respetado por la flecha (91,1;) en la
siguiente 2-celda

(A, 20) — ) (€ 2)

(1a,9") <M: (00,12)
(At) — 22 o (V)
existe una 2-celda
(60 712)
(C.2) | (V,z)
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tal que
(4, 20) — 1) (0, 2) (4, 20) L (0, 2) (4.102)
<= O T T
(1a,¢) (f.o) o o
At) & (At) ——— (V,2)

(80,12) (O.1e)

(81!11)
(V.z)

Notemos que al pertenecer a K||X la 2-celda 7" cumple la siguiente condicién

do T z
C 1% X C———X
\'ﬂ V i x"ﬂ /
A A

Procedemos a hacer con la 2-celda 7/ lo mismo que con las 2-celdas o, v y &.
Para esto notemos que las siguientes 2-celdas

4.103)

9o 01

C \% A v
p ‘/ 181
9o < 1v 01 <~ 1y
4 of’ v v onf’ v

cumplen la siguiente igualdad

d v d
v—" ¢ A v v—" ¢
Vv onr v o A 1% o A o A
El lado derecho de la igualdad anterior es claro que es igual a yu; el lado izquierdo

es igual al pegado de p con 7, por la igualdad (4.74) y por la igualdad (4.102)
es igual a u. Con lo cual queda probada la igualdad anterior. Por una de las
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propiedades del objeto co-coma V' existe una tnica 2-celda

v v 1%
XTH /
A
tal que
o 1y
C v Vo= (4.104)
f\\fﬂ /
A
y
81 1V
A 1% v o=1p, (4.105)
XT@ /
A

Veamos que la 2-celda 7 pertenece a K||X. Para esto es necesario probar la
siguiente igualdad

Nz N

Notemos que al precomponer con la flecha 0y el lado izquierdo de la ecucacion
(4.106), obtenemos la 2-celda o por las igualdades (4.104) y (4.103); al precom-
poner el lado derecho de la ecuacién (4.106) con dy obtenemos o por la igualdad
(4.75).

Observemos que al precomponer el lado izquierdo de la ecuacién (4.106) con
01 obtenemos la 2-celda 1; esto por la igualdad (4.105); al precomponer el lado
derecho de la misma igualdad con 0; tenemos que es igual a 1; por al igualdad
(4.76). Por la unicidad de o’ tenemos que la igualdad (4.106).

Por lo tanto la 2-celda 7 pertenece a K||X. Ahora notemos que la siguiente
2-celda

(A1) — 2y g (4.107)

PN
(1a,14) (f',o")

(4,1)
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es respetada débilmente por la flecha (01,1;). Para esto consideremos la flecha
(r,0) : (V,z) = (V,z) y la siguiente 2-celda

(A — 21 (v

&
(& M %«9)

(V. )
Definimos la 2-celda
(V. )
(f',0") < (1v,1z)
(81,1, )
¢ = (At) ———(V,z)
(31,11) 7“ 9)
V.x)
Veamos que cumple la siguiente igualdad
(01,1¢) 01,1
Lt (A0 —2M vy (da08)
= é
lA’k« (0" (01,14 (r,0)
(4, e (V,z)
(,0)
(01,1¢)
(V. )

Por la definicién de ¢, el lado izquierdo de la ecuacién (4.108) es igual al siguiente
diagrama

01,14
(A t) — 2 (V)
é Pl (1v,1z)
(1a,14) (f',0")
(48) s (Vi)
@10 N\ (r0)

(V. )
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el cual a su vez es igual al siguiente diagrama

(8171t)

(A,t) (V,x)
(f’»7<r: 1v,1z)
(Aat)W(Vax)
mk\‘i (r6)
(V. z)

Utilizando la ecuacién (4.105) tenemos que es igual a w. Con lo cual queda
probada la ecuacién (4.108). Por lo tanto la 2-celda (4.107) es respetada débilmente
por la flecha (91, 1;). Por la Observacién (3.28) entonces la flecha (91, 1;) tiene
adjunto izquierdo (h, ) : (V,z) — (A,t). Utilizando la equivalencia dual entre
1) y 4) del Teorema 3.26 obtenemos que 14 tiene una extensién derecha absoluta

a lo largo de v

Utilizando el dual de la Proposicién 3.27 tenemos que ¢ - v, por lo tanto v tiene
adjunto izquierdo.

4) = 1): Por hipdtesis, existe una diagonal (p, f, o) del diagrama (4.24) y es
respetada muy débilmente por el diagrama (4.63). Como se esta asumiendo que
se escinden los idempotentes en IC(C, A), entonces el siguiente diagrama

tiene la propiedad de escisién de idempotentes. Consideremos las siguientes
2-celdas

1a 1o

A A C C
v Ly v z <<: s
C C X—7
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observemos que cumplen la siguiente igualdad por la ecuacién (4.25)

1 v 1

A A s4—t o x A c—~—=¢

v % v :¢> u = la <¢: z <C: s

C— C——r—>2 A——sX—r—>7
C

Dado que (p, f, o) es respetado muy débilmente por el diagrama (4.63), existe
una 2-celda

tal que

= v (4.109)

v P 1A A 1A > A
=
f _ 1,
c C

Veamos ahora que p es respetado débilmente por v. Para esto consideremos la
flecha r : C — C'y la siguiente 2-celda

Definimos la 2-celda

A
N
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Veamos que cumple la siguiente igualdad

A © C (4.110)

i c
\é / — \é /
1a f v T
A C
p—
C

Por la definicién de ¢, el lado izquierdo de la ecuacién (4.110) es igual al siguiente
diagrama

v

C
\é / . X
1a =
A > C
L
\ /
C
Utilizando la ecuacién (4.109) tenemos que es igual a «, por lo que p es respetado

débilmente por v. Por el Observacién (3.28) obtenemos que v tiene adjunto
izquierdo.

A

O
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