POSGRADO EN CIENCIAS FISICAS
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

LA TEORIA DE LAS CONSTRICCIONES DE DIRAC APLICADA A MODELOS
HOLOMORFOS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA)

PRESENTA: )
CARLOS ALBERTO MARGALLI VAZQUEZ

TUTOR PRINCIPAL:
DR. JOSE DAVID VERGARA OLIVER
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

MIEMBRO COMITE TUTOR:
PABLO FABIAN VELAZQUEZ BRITO
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

MIEMBRO COMITE TUTOR:

DRA. ROCIO JAUREGUI RENAUD
INSTITUTO DE FISICA

MEXICO, D. F. OCTUBRE 2015.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






La Teoria de las Constricciones de Dirac
Aplicada a Modelos Holomorfos






Dedicado a
mi familia y mis amigos



II



Indice general

Lista de figuras

Agradecimientos
Introduccién . . . . . ...

1. Modelo de Pais-Uhlenbeck
1.1. Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck . . . . . .. ... ... ... ...
1.2. Formulacién Hamiltoniana y cuantizacién . . . . ... ... ...

2. Las Condiciones de Realidad
2.1. Ejemplo del Uso de las Condiciones de Realidad . . . ... ...
2.2. Medida de la Teoria Cudntica . . . . . . . . . .. ... .. ....

3. Integral de Fresnel

4. Transformacién General Compleja
4.1. Oscilador Arménico . . . . . . . ..
4.2. Sistemas Relacionados al Oscilador Arménico . . . . . . . .. ..

4.3. Reparametrizacién de la Extensién Compleja para un Potencial
Arbitrario . . . . ...

4.4. Oscilador Complejo Desplazado una Cantidad Imaginaria

4.5. Integral de Camino y Oscilador Complejo Desplazado . . . . . .
4.6. Potencial Imaginario Cibico . . . . . . . .. ... ... ... ...
4.7. Condicién de Norma y los Momentos en Una Dimensiéon . . . . .
4.8. Formalismo BFVenelmodelo . ... ... .. .. ... ....
4.9. Integral de Camino y Condiciones de Norma . . . . . . . ... ..

5. Generalizaciéon para mas Dimensiones
5.1. Extension a M&as Dimensiones . . . . . . . . .. ... ... ....
5.2. Problema Central de Kepler y Oscilador Arménico . . . . . . ..
5.3. Condicién General de Norma para Dos Dimensiones . . . . . . .

III

13

17
17
18

21

25
30
33

36
37
39
40
49
93
o7



v INDICE GENERAL

6. Teoria de Orden Superior Compleja 71
6.1. Modelo de Pais-Uhlenbeck Complejo . . . . . . . ... ... ... 72
6.2. Transformacion de Norma . . . . . .. ... .. ... ....... 78
6.3. Fuentes Complejas . . . . . . ... .o 78
6.4. Integral de Camino . . . . . . . .. .. .. ... .. 81

7. Campos de Primer Orden 85
7.1. Modelo Sigma No-Lineal . . . . ... ... ... ... ....... 85
7.2. Método aplicado al Campo Electromagnético . . . ... ... .. 88

8. Campos para el Modelo de Bernard-Duncan 95
8.1. Estructura para el Campo Complejo . . . . . ... .. ... ... 95
8.2. Fuentes Complejas de los Campos . . . . . .. ... ... .... 102
8.3. Método para Establecer Interacciones . . . .. .. ... ... .. 103
8.4. Integral de Camino para Fuentes Complejas . . . . . . . . . ... 105

9. Constricciones de Segunda Clase y modelo de B-D 109

9.0.1. El principio variacional de Schwinger . . . . . . . ... .. 110

9.1. Ecuaciones de Hamilton y Ecuaciones de Cauchy-Riemann . . . . 112

9.2. Condiciones de Realidad en el modelo . . . . .. ... ... ... 116

9.2.1. Interpretacion de las Condiciones de Realidad . . . . . . . 119

9.3. Los Potenciales de Interaccién . . . . . . ... ... ... ... .. 120

9.3.1. Criterios de Seleccion de los Potenciales de Interaccién . . 121

10.Método Aproximado en el Modelo de P-U 125
10.0.2. Manejo de los Potenciales de Interaccién en el Modelo de

Bernard-Duncan . . . . ... ... ... ... L. 125

10.0.3. Método Aproximado para Masas Distintas No Nulas . . . 126

11.Modelo de FLRW y TOS 129
11.0.4. Accién de Friedmann Lemaitre Robertson Walker y Deriva-

da Temporal de Orden Superior. . . . . . ... ... ... 129

11.0.5. Teoria Clésica Hamiltoniana de Wheeler De Witt . . . . 134

CONCIUSIONES......ccoiiiiiiiee e 137

Bibliografia .........oouvviiiiiiii s 147


Margarita
Texto escrito a máquina
Conclusiones.............................................................................137
Bibliografía ................................................................................147                  


INDICE GENERAL

contenidos



VI

INDICE GENERAL



Indice de figuras

1.1. Sistema de dos masas m; y me acopladas por medio de dos re-
sortescon k1 y ka. . ... L 10
3.1. Curva cerrada elegida adecuadamente. . . . . . . ... ... ... 22
4.1. Géfica del espacio fase a orden €2 con e =0.1. . . . . . . ... .. 44
4.2. Géfica del espacio fase del Hamiltoniano dado en la ecuacién
(4.173) aorden €2 con e =0.1. . . . . .. ... 47
4.3. La linea verde y la linea rosa representan la trayectoria clésica.
La linea roja y azul es la trayectoria de la correcciéon cudntica
agregando las correcciones de (4.174). . . . ... ... L. 48
4.4. La linea azul y la linea roja representan la trayectoria clasica
hecha con nuestro método. La linea rosa y verde es la trayectoria
resultante de la teoria de Bender basada en la simetria PT. . . . 48
4.5. Espacio fase para el Hamiltoniano (4.214). . . . . .. .. .. ... 53
11.1. Momento canénico de orden superior contra ¢ con k = 0 para el
modelo Wheeler de Witt contemplando términos de derivada total.135
11.2. Momento canénico de orden superior contra ¢ para k =1. . . . . 136
11.3. Momento canénico de orden superior contra ¢ fuera del origen. . 136

VII



VIII INDICE DE FIGURAS



Agradecimientos

En primer lugar deseo expresar mi agradecimiento al Dr. José David Vergara;
ya que como tutor principal fue un gran apoyo académico y emocional. Gracias
por facilitar y contribuir a la realizacién de este trabajo. También es importante
mencionar el aporte de la Dra. Rocio Jauregui Renaud y del Dr. Pablo Fabidn
Veldzquez Brito; la asesoria prestada y la correspondiente evaluacién fueron
importantes durante la realizacién de este trabajo.

De una importancia significativa es para mi el apoyo de mis familiares y
amigos. En especial el apoyo de mi madre y mi hermano, ademds de personas
que han resultado significativas en el transcurso de la realizacién de este trabajo.
Gracias al Dr. Jestis Guzman Hernandez; su amistad y su apoyo emocional
fueron de gran ayuda. Gracias al Dr. Francisco Gonzalez Montoya; su aporte,
amistad y discusién en fisica son gratamente valorados.

No menos importante es para mi el apoyo de Cecilia Cardenas Déavalos y
su familia; su amistad ha sido un pilar en momentos dificiles. Gracias a Sor
Lourdes Turueno quien fue un gran apoyo y me brindo una gran amistad.

Gracias a la familia y amigos que no pude mencionar aqui, porque si lo
hiciera probablemente no acabaria, pero los tengo presentes como parte de este
trabajo.

Es también preciso mencionar el apoyo dado por parte del CONACyT con
el proyecto 237503, también el aporte de los proyectos PAPIIT IN109013 y
IN103716.

Gracias por la contribucién académica y la discusién proporcionada por el
Dr. Hugo Morales Técotl, el Dr. Roman Linares Romero, el Dr. Rodolfo Patricio
Martinez y Romero , el Dr. Merced Montesinos Velasquez, el Dr. Juan Manuel
Romero Sanpedro y el Dr. Hernando Quevedo Cubillos.

Me gustaria concluir agradeciendo a Dios por la belleza de esta existencia y
por permitirme ser parte de su obra.

IX



AGRADECIMIENTOS



Introduccion

Es un problema muy comun de la fisica en general tratar de encontrar rela-
ciones entre diversos sistemas. Y si uno quiere dificultar més el problema, encon-
trar la relacion entre diversos sistemas fisicos inmersos en la mecénica cudntica
resulta ser ain mas complicado. En este trabajo nos enfocamos precisamente
en este tema y desarrollamos un método por medio del cual podemos estable-
cer relaciones o mapéos entre sistemas muy diferentes. Dentro de la mecanica
clésica la herramienta que realiza este tipo de cambios entre sistemas es la trans-
formacién canénica. Esta herramienta es muy 1til a nivel clésico [1] y también
lo es a nivel cudntico [2, 3]. Sin embargo, para este caso quedan reducidas a
transformaciones canénicas lineales.

En este trabajo proponemos una extensién de las transformaciones candnicas,
tanto a nivel clasico como cuantico. Esta extension consiste en realizar una com-
plexificacion, es decir extendemos al plano complejo el Lagrangiano real mante-
niendo el potencial holomorfo y de alli realizar un andlisis descomponiendo las
variables complejas en parte real y parte imaginaria para hacer un estudio com-
pleto de la estructura compleja resultante. Posteriormente realizamos el analisis
Hamiltoniano de la teoria haciendo uso de la teoria de las constricciones de Dirac
[4], ya que debido a la estructura compleja del Lagrangiano holomorfo siempre
encontraremos una constriccion primaria para los momentos. Siguiendo la teoria
de Dirac debemos encontrar la naturaleza de la constriccién primaria resultante
que dada la estructura misma de los niimeros complejos resulta ser una cons-
triccién de primera clase. Lo anterior implica que debemos agregar condiciones
de norma para manejar esta libertad [5]. Es aqui donde histéricamente no se
ha trabajado con mucho detalle las opciones que se tienen a la hora de fijar la
norma, ya que siempre se suele escoger la opcién trivial de eliminar la parte
imaginaria por medio de elegir la condicién de Hermiticidad.

En este trabajo consideramos a la condicién de Hermiticidad como una es-
pecifica condicién de norma y tomamos mads en serio la estructura compleja con
la constricciéon de primera clase. La esencia bésica de nuestro procedimiento
radica en que la condicién de norma sobre la constriccion complexificada de
los momentos nos permite una gran arbitrariedad en la definicién de nuestras
observables y esto a su vez permite definir diferentes mapéos entre sistemas
fisicos. El método més conocido propuesto por Heisenberg y basado en la condi-
cién de Hermiticidad postula a las variables del espacio fase como operadores
Hermiticos expresados en una representacion determinada. Entre los postulados
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de la mecéanica cuantica usual estan:

Todo estado cudntico es normalizable.

Las observables deben ser cantidades Hermiticas.

Los conmutadores son obtenidos de los paréntesis de Poisson.

La evolucién temporal de un sistema es dada por la ecuacién de
Schrodinger.

Estos postulados son la base de la la teoria cudntica, pero en la investigacion
contemporanea se ha planteado la exclusiéon de algunos de ellos.

Ejemplos del tipo de sistemas que no cumplen con todos los postulados de
la mecénica cudntica usual son: Los modelos no Hermiticos [6], el modelo de
Pais-Uhlenbeck [7], teorfas no conmutativas, etc. Un caso muy importante y
que tiene gran problematica si se desea hacer una cuantizaciéon aceptable y que
concentra la atencién actual, es la cuantizacién de la gravedad [8].

Por otro lado, ya que estamos pensando en ser flexibles con respecto a los
axiomas es de utilidad plantear modelos que no sean Hermiticos de forma tal
que sea posible comparar con teorias cuanticas que son basadas en algin tipo
de simetria general [9].

Es instructivo para un mayor entendimiento comenzar de un ejemplo con-
creto que sea lo bastante general y que describa nuestra manera de proceder.
Consideremos un Lagrangiano real que dependa de un potencial real arbitrario
dependiente de la posicion y con el que podemos obtener su respectivo Hamil-
toniano a partir del cual podemos construir su correspondiente teoria cudntica.
Tlustrar la construccién de una teoria cuantica partiendo de un Hamiltoniano
real es facil: Primero debemos postular a la posicién y al momento como ope-
radores en un espacio que en general es complejo, los cuales deben cumplir con
ser operadores Hermiticos para después aplicar el operador Hamiltoniano en
la ecuacion de Schrodinger y buscar las funciones de onda normalizables que
resuelvan esta ecuacion.

Por otro lado, con respecto a nuestro método aplicado a este ejemplo la
manera de proceder es la siguiente: Proponemos la complexificacion del La-
grangiano real para este caso, a continuacion dividimos al Lagrangiano en parte
real y parte imaginaria para posteriormente obtener los momentos tanto de
la componente real como de la imaginaria. Notamos que los momentos de las
componentes no son independientes, lo cual resulta en la apariciéon de una cons-
triccién primaria. Con lo anterior y con la teorfa de Dirac de las constricciones
[4, 10] podemos construir el Hamiltoniano complejo relacionado. A partir del
Hamiltoniano total podemos mostrar que la constriccién primaria es de primera
clase. Lo anterior hace necesario fijar la norma por medio de una condicién de
norma.

En la condicién de norma encontraremos diversas condiciones: La condicién
de Hermiticidad, las condiciones de realidad [11], la cuantizacién basada en
simetria P-T [9], etc.
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En algunas ocasiones la cuantizacién esta demasiado arraigada a la eleccién
de la condiciéon de norma y se debe pensar especificamente en que lugar in-
cluir a ésta. Tal es el caso de realizar una cuantizacién a partir de hacer una
transformada de Fourier en las posiciones y los momentos. Con esto se quiere
decir que los operadores de creaciéon y aniquilacién con una condicién modifi-
cada se usan en lugar de las posiciones y los momentos que no necesariamente
son Hermiticos. Dicho de otra manera la condiciéon de norma se debe de cumplir
en la transformada de Fourier para una funcién que cumple una determinada
condicion, la que podria ya no ser totalmente real. También es bien conocido
que los operadores de creacién y aniquilacién son en general cantidades comple-
jas descritas como funciones holomorfas que al cuantizar ya no son operadores
hermiticos.

Con respecto a la cuantizacién usando los operadores de creacién y aniqui-
laciéon podemos fijar la norma por medio de elegir una condicién especifica antes
de aplicar la transformada. Dicho de otra manera antes de realizar la transforma-
da de Fourier nuestras variables complejas cumplen la nueva condicion de norma.
Aqui también suponemos que las posiciones y los momentos son operadores, no
necesariamente Hermiticos, pero logramos Hermiticidad con otras condiciones
resultando que no hay una tnica condicién de norma con la que logremos Her-
miticidad. Con esto queremos decir que hay una infinidad de condiciones que
nos pueden llevar de un espacio complejo a un espacio real notando la naturaleza
del espacio fase resultante, ya que dada la estructura de cualquier funcién com-
pleja holomorfa, segin las ecuaciones de Cauchy-Riemann y partiendo del punto
de vista dindmico, se puede obtener un sistema con constricciones primarias de
primera clase [4, 10] estudiado por Dirac.

En este punto encontramos que la interpretacién juega un papel muy im-
portante: Dada la extension del sistema al plano complejo se piensa en las
condiciones de norma que fijamos, ya que en general son transformaciones
pertenecientes al plano complejo. Se puede pensar que se estan pasando de
un modelo no-Hermitico a un modelo Hermitico a través de una transformacion
compleja o se puede pensar que se estd pasando de un modelo Hermitico a otro
Hermitico usando una transformaciéon compleja. En cuyo caso si el modelo de
partida es Hermitico puede que no cumpla con todas las condiciones éptimas
de cuantizacién usual por lo que serd conveniente manejarlo como no-Hermitico
[9].

Ya estableciendo el método lo siguiente es aplicarlo a ejemplos concretos
no Hermiticos. Es aqui donde consideramos a las teorias con derivadas tempo-
rales de orden superior, ya que aunque es muy simple proponer Hermiticidad la
propuesta inicial tendra muchos problemas los cuales la hacen chocar con otros
postulados fundamentales para la mecénica cudntica. Las teorias con derivada
temporal de orden superior a lo largo del tiempo han resultado ser muy atrac-
tivas para diversas ramas de la fisica. Una descripcién Hamiltoniana planteada
por Ostrogradsky [12] resulté ser ttil, pero nada trivial de interpretar, dado el
orden superior de las variables, y poco conocida para la mecanica clasica.

Con el auge y el éxito de la mecédnica cudntica, la cual es una teoria que des-
cribe de manera fiable a la naturaleza, y con el desarrollo de la teoria cuantica
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de campos en anos recientes se ha planteado la posibilidad de retomar el or-
den superior en los Lagrangianos, ademas de incluir su Hamiltoniano de orden
superior interpretado de forma adecuada.

Una de las aplicaciones de las teorias de orden superior la encontramos en
la cuantizacién de la gravedad especificamente en las teorfas F(R) que incluyen
términos de orden superior capaces de renormalizar estas teorfas [8, 13]. Otros
ejemplos que también debemos mencionar son las teorfas no conmutativas [14],
las teorfas cosmoldgicas sin singularidad [15] y las teorfas de campos de cuerdas
[16, 17]. Desde un punto de vista cldsico estas teorfas no representan un pro-
blema, ya que atn es posible realizar una descripcién de orden superior que sea
compatible con la mecdnica Lagrangiana. Esto tltimo tiene su origen en la teoria
bésica de las ecuaciones diferenciales donde se demuestra que siempre es posible
reducir el orden de la ecuacién diferencial introduciendo variables auxiliares.

La cuantizacién de estas teorias resulta ser muy compleja. Sin embargo,
algunos avances al respecto ya se han logrado para las teorias de orden superior
libres [7, 18]. Un caso muy diferente resulta si se incluyen términos de interaccién
[18], ya que esta situacién es un tema abierto y altamente ambiguo.

El formalismo de las teorias con derivadas temporales de orden superior, en
el espacio real, hasta el momento es incompatible con el mundo de la mecanica
cuantica, ya que ain no se ha podido establecer la forma correcta de cuantizar
estas teorias. Lo anterior se debe a las propiedades que aparecen en la estructura
simpléctica y que son heredadas en la nueva teoria cudntica [17]. Una de las
propiedades es el signo negativo de uno de los paréntesis de Poisson, lo cual
genera un conmutador con signo negativo, ya que al promover posiciones y
momentos a operadores encontraremos problemas en la teoria que se pueden
resumir en:

= Estados con norma negativa.

» Perdida del estado base.

= Matriz de dispersiéon no unitaria.

Estas propiedades no permiten establecer una teoria cuantica de campos
consistente. Con la finalidad de confrontar estas complicaciones se acostum-
bra a plantear un método perturbativo, o aproximado, que en ocasiones suele
descartar grados de libertad [17, 19] ademé&s de estar limitados a ciertas escala
de energia.

No obstante esta perdida, es posible plantearse si los dogmas establecidos
de la mecanica cudntica son validos en cualquier circunstancia y para cualquier
modelo.

Entre las opciones que se han establecido para abordar este problema en-
contramos modificar el producto interno de la mecanica cuantica a uno que sea
invariante bajo la simetria -P7 [9]. Sin embargo, la formulacién de una rea-
lizacién como ésta resulta no ser tnica, ademas de que aiin no se establece la
manera de proceder cuando se agregan interacciones al sistema.

Lo anterior nos dice que la formulacién de Ostrogradsky Hamiltoniana no
es trivial y debe ser manejada con cuidado, si se desea realizar una traducciéon
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a la formulacién Hamiltoniana de primer orden. formulacién Hamiltoniana de
orden resultando confuso, si Como un ejemplo inicial concreto esta el modelo de
Pais-Uhlenbeck [7] el cual establece que no existe una transformacién candnica
del Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck a un Hamiltoniano real de primer orden
que permita introducir potenciales de interaccién estables y consistentes.

Para iniciar nuestro estudio debemos partir de un ejemplo concreto que
incluya las aberraciones antes mencionadas. El modelo de Pais-Uhlenbeck real
resulta ser un buen punto de partida.

El método aqui descrito nos permite afrontar este tipo de problemas que se
nos presentan en la cuantizacion. Dado que el método se basa en la extension
al plano complejo y debido a que encontramos constricciones de primera clase
tenemos como consecuencia una amplia gama de posibilidades para establecer
una infinidad de condiciones diferentes a la condicién de Hermiticidad inicial,
de hecho la gama es tan amplia como las condiciones de norma existentes. Lo
anterior es valido para teorias que de partida son no-Hermiticas. Sin embargo,
también podemos empezar de una teoria Hermitica, ya que la extensién también
es valida, si podemos encontrar la condiciéon de norma que nos lleve al modelo
real asociado para después relacionarlo con otro modelo real que no tenga incon-
sistencias en su formulacién cuantica a través de una transformacién de norma
compleja. El formalismo de las teorias con derivada temporal de orden superior
se puede traducir al formalismo usual de primer orden, pero esto resulta ser muy
complicado. Es necesario notar que con esta forma de ver las cosas se hace algo
similar a lo planteado por Bender. Primero se plantean teorias no-Hermiticas
[9], por medio de la simetria P-T, y luego a estos sistemas no-Hermiticos se les
encuentran sistemas Hermiticos relacionados [6].

La extensién al plano complejo de variables no es un tema nuevo y puede
ser ampliamente explotado. Es la base de nuestro trabajo ya que aqui se esta
pensando en estblecer relaciones entre diferentes sistemas reales por medio de
la extensién compleja. Una de las caracteristicas que es ampliamente explotada
es la integral en un espacio complejo, ya que dado que la extensién compleja es
holomorfa tendremos que se cumple el teorema de Morera y todas las integrales
sobre superficies cerradas son cero por lo tanto podremos establecer relaciones
entre diversos sistemas reales a través de escoger diferentes trayectorias [20].
Esta idea en nuestro caso se ve reflejada en la eleccién de distintas condiciones
de norma que fijan las condiciones de primera clase existentes en nuestro modelo
complejo.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma: En el capitulo 1 se intro-
duce el modelo de Pais-Uhlenbeck el cual sirve como predmbulo para ilustrar
los problemas con los que nos podemos encontrar al hacer una cuantizacién. Se
muestra que este modelo se puede mapear, partiendo de una teoria Lagrangiana
de dos osciladores arménicos acoplados al Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Se
establece una formulacién Hamiltoniana de Pais-Uhlenbeck, por medio del for-
malismo de Ostrogradsky [12], para este modelo y se plantéa la cuantizacién
a partir de los operadores de creacién y aniquilacién exhibiendo las complica-
ciones inherentes a las teorias con derivada temporal de orden superior y las
aberraciones que es posible encontrar en estos sistemas. Después en el capitulo
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2 se presenta la idea de las condiciones de realidad y se establece un produc-
to interno con una determinada medida para establecer una teoria cudntica.
Es aqui donde en el capitulo 3 hacemos una extension al plano complejo y la
tomamos como motivaciéon. Encontramos la integral de Fresnel por medio de ma-
nipular adecuadamente la trayectoria cerrada de la parametrizacién dividiendola
en tres trayectorias y usando el teorema de Morera dado en variable compleja.
Mostramos que eligiendo las trayectorias adecuadamente podemos llegar a un
resultado definido en el espacio real. Lo anterior sirve de introduccién para la
idea general de nuestro trabajo que es un caso particular de la idea general de
Witten [20]. En el capitulo 4 describimos la idea general del método aqui ex-
puesto. Vemos las consecuencias de éste y las transformaciones que genera la
constriccién de primera clase, ademas fijamos normas concretas muy generales
y aplicamos la idea a un oscilador arménico complejo con dos condiciones de
norma, de las cuales una nos lleva al oscilador arménico real. Con una condicion
de norma general encontramos que el oscilador arménico se relaciona con otros
sistemas como son: el sistema asociado al potencial de Coulomb y otro sistema
asociado a la invariacia conforme, ademéas de que se estudia la reparametrizacion
de la extensién al plano complejo en la que se incluye un potencial arbitrario.
Por otro lado también se toma como ejemplo a la complexificacién de un os-
cilador arménico desplazado por una pequena cantidad lineal imaginaria cuyo
modelo cuantizamos por medio de la integral de camino. A partir de estos ejem-
plos establecemos las condiciones para la cuantizacién de la complexificacion
del oscilador arménico con una perturbacién ctibica, en este caso usamos un
desarrollo perturbativo para lograr la cuantizacion y comparar con el método
desarrollado por Bender [9]. Sin embargo con todo el formalismo desarrollado
en este trabajo no podemos garantizar que la teoria cuantica resultante sea co-
rrecta a cualquier orden. En el apartado siguiente introducimos una condicion
de norma proporcional a los momentos y vemos como cambia la métrica para
el Lagrangiano reducido. En la parte final de la seccién probamos el teorema
de Franklin-Vilkovisky para nuestra extension al plano complejo del oscilador
armonico y se calcula la integral de camino para el oscilador arménico complejo
o la extensién compleja del oscilador armoénico. Con la descripcién hecha en una
dimensiéon podemos hacer una generalizacion y establecer estas ideas para mas
dimensiones. Esto es lo que hacemos en el capitulo 5, primero con la extensién
general a mas variables y luego con el mapéo de dos osciladores arménicos al
problema central de Kepler. Por otro lado en este capitulo también consideramos
incluir momentos en las condiciones de norma con la finalidad de generar una
métrica no lineal que dependa de las velocidades en el Lagrangiano reducido. Y
establecido lo anterior en el capitulo 6 aplicamos todo el conocimiento acumu-
lado para el modelo de Pais-Uhlenbeck. Aqui hacemos una extensién al plano
complejo del modelo de Pais-Uhlenbeck, se analiza detenidamente la estructura
compleja, se aplica el método aqui descrito para el modelo de Pais-Uhlenbeck,
en las ecuaciones de Hamilton y la estructura que forman con las ecuaciones de
Cauchy Riemann, se introducen constricciones primarias y se establecen cons-
tricciones que reducen la teoria compleja a una real con el afin de hacer una
cuantizacién para posteriormente establecer los potenciales de interaccién. Con
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estos ultimos agregamos fuentes que permiten explorar otro tipo de cuanti-
zacion por medio de la integral de camino. En el capitulo 7 extendemos las
ideas desarrolladas en el capitulo 4 para sistemas mecédnicos, al caso de campos
y mostramos que mediante una condiciéon de norma adecuada es posible mapear
el sistema de campos escalares a un modelo sigma no-lineal. Partiendo de estas
ideas es posible aplicar la extensién compleja a la densidad Lagrangiana elec-
tromagnética. Partiendo de la norma de Coulomb y con la norma de modelos
sigma no-lineales obtenemos un modelo sigma no-lineal para el campo vectorial
asociado a la densidad Lagrangiana electromagnética. Después, en el capitulo
8 aplicamos nuestras ideas al modelo de orden superior de Bernard-Duncan.
Aqui es expuesta la teoria de Bernard-Duncan usando campos de orden supe-
rior. Estos campos permitirdn mapear de una teoria compleja a una teoria real
por medio de las constricciones de primera clase a las que debemos fijar la norma
por medio de las condiciones de realidad correspondientes. Se establece de una
manera mas formal la teoria compleja con el modelo de Bernard-Duncan y las
ecuaciones de Hamilton, para introducir las constricciones del sistema extendido
y se da una interpretacién a las condiciones de realidad. Ademds se establece
un criterio para elegir los potenciales de interaccién y se incluyen las fuentes
con su estructura para establecer la cuantizaciéon por medio de la integral de
camino. Con el fin de agotar toda la estructura en el capituo 9 realizamos todo
nuestro formalismo sin utilizar las constricciones de Primera clase y usando el
método de Schwinger. Simplemente usamos constricciones de segunda clase, de
esta manera podremos ver de forma mads clara la existencia de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y también serd posible incluir las interacciones en nuestro
modelo. En el capitulo 10 buscamos establer una relacién entre nuestro método
y un método aproximado mostrando una posible aplicacién mas que parte de
la extension al plano complejo. Se establece que hay una relacién entre el mo-
delo de Bernard-Duncan y un método perturbativo ya establecido para masas
distintas no nulas. En el capitulo 11 se estudia la cosmologia de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker considerando la accién con una derivada total que
da lugar a una teoria de orden superior la cual resulta ser una teoria equiva-
lente a la usual si se considera la aceleracién correspondiente como una variable,
ademas de establecer las condiciones de borde para este problema incluyendo un
término de materia con masa cero acoplado minimalmente y con factor de escala
k = —1,0,1. Sin embargo, el Hamiltoniano es distinto desde el punto de vista
cudntico ya que se espera evitar estados con norma negativa. Al final se muestra
que con estas consideraciones no es posible evitar los problemas cudnticos en el
modelo como son las singularidades.
Finalmente, en la tltima parte se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Modelo de Pais-Uhlenbeck

En este apartado estudiamos la conexién existente entre una descripcién
hecha por un sistema de ecuaciones de segundo orden resultante de un La-
grangiano de primer orden y la descripcién hecha por la ecuacién de cuarto
orden resultante de este sistema que puede obtenerse de un Lagrangiano de or-
den superior conocido como Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Este Lagrangiano
es uno de los mas simples lo cual nos va a permitir hacer un estudio detallado
de estos sistemas.

A partir del Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck es posible usar la correspondiente
formulacién Hamiltoniana desarrollada por Ostrogradsky, definir el respectivo
espacio fase e intentar establecer una cuantizacién a partir de los operadores de
creacién y aniquilacién. Sin embargo, no podremos preservar todos los axiomas
de la mecanica cudntica, ya que si conservamos la Hermiticidad de las variables
encontraremos inconsistencias que pueden ser afrontadas definiendo adecuada-
mente los espacios de Hilbert correspondientes, pero ésto no nos permitird incluir
potenciales de interaccion estables.

1.1. Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck

Las teorias Lagrangianas con derivadas temporales de orden superior tienen
una formulacién Hamiltoniana que fue desarrollada por Ostrogradsky [12]. Esta
da como resultado las ecuaciones de Hamilton equivalentes a las ecuaciones de
Euler Lagrange para este tipo de Lagrangianos.

El Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck se puede reducir al Hamiltoniano de dos
osciladores arménicos con signo opuesto, por medio de una transformacién no
local [7]. Esto tultimo sugiere la existencia de una relacién entre la descripcién
de orden superior, modelo de Pais-Uhlenbek y la descripcion usual de primer
orden.

Este resultado lo mostraremos utilizando un sistema de dos masas distintas
acopladas por medio de dos resortes con diferente constante de acoplamiento, el
cual tiene solucién aplicando la estructura Lagrangiana usual para llegar a un
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sistema de ecuaciones de segundo orden que describe el movimiento de ambas
particulas partiendo del punto de equilibrio de estas.

Consideremos un par de masas my y ms acopladas por medio de dos resortes
con constantes de acoplamiento ki y k2. Uno de estos resortes esta anclado al
techo y tiene longitud I; ademas de tener en el otro extremo a la masa m;,
mientras que el segundo resorte tiene longitud Iy anclado a la masa m; en un
extremo y en el otro extremo tiene una masa ms.Todo el sistema estd sometido
a la fuerza de gravedad g. Utilizando la estructura Lagrangiana usual se llega a

Figura 1.1: Sistema de dos masas m; y mg acopladas por medio de dos resortes
con ky y ko.

la expresion

miy .o M2 .9 ky 2 ka 2

—T —y -z - =(y—=x 1.1
it T2y Tt - 2y, (1)

en cuyo caso se han tomado las coordenadas desde los puntos de equilibrio.

Es importante mencionar que a partir de aqui podriamos plantear la teoria
cuantica de este sistema sin encontrar mayor complicacién, pero para facilitar
mas nuestro trabajo tomaremos en cuenta que existe un mapéo a las correspon-
dientes coordenadas normales.

Las ecuaciones de movimiento son

L=

m2y = _k2(y - x)a
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que resolvemos como un sistema de ecuaciones diferenciales proponiendo la solu-
cién (x,y) = €™ y considerando a la parte real junto con la parte imaginaria
como soluciones linealmente independientes, ademas de Uy un vector constante.

Con la finalidad de no perdernos y concretizar nuestro anélisis definimos las

variables
o = mima, B = (k1 + k2)ma + kamy, v = kika, (1.4)

que nos permiten obtener los eigenvalores de la matriz asociada al sistema re-
sultando

+ (82 — Aoy /2
aw? — pw? +~v =0, wi, = B+ (8 5 o) .
' !

Aqui existen varios casos especiales, en particular uno donde w podria ser ima-
ginaria, por lo que se toma el caso especial de w? , positiva. Esto genera cuatro
soluciones linealmente independientes con cuatro constantes de integracion.

Si ahora escogemos las coordenadas normales que desacoplen al sistema (1.2)
obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones

(1.5)

g1 +wig =0, (1.6)
G2 + whga = 0.

Notando que (1.6) son generadas por el Lagrangiano

<2 2 2 2

Qi Wi 9, 43 Wy o
L=———q+—=—-—= 1.

9 B q1 9 B 4z, (1.7)

la transformacién que relaciona ambos conjuntos de variables es

e = (mq + mo)k3 — 2mymokow? + mymaw? (1.8)

2 2 2 2 4
c5 = (my + ma)k3 — 2mymakow; + mimsw,

A= (kg — maw?)/e1 (k2 — maw3)/ca }
ka/e1 ka/co

51402
Y q2
con la determinante de A distinta de cero si (w} — w3) # 0. Esto tltimo nos
indica que existe una transformacién coordenada de nuestro sistema acoplado a
un sistema coordenado normal siempre y cuando las frecuencias no sean iguales.
Si las frecuencias son iguales, lo anterior establece un caso limite que debe
ser planteado cuidaddsamente, ya que no habra relacién entre la descripcion
coordenada de modos normales y las coordenadas del sistema acoplado.

Otra forma de abordar el problema es considerar al sistema acoplado de ecua-

ciones de movimiento y por medio de sustituir la ecuacién (1.3) en la ecuacién
(1.2) obtener una sola ecuacién con un orden diferencial mayor resultando

m1m2$(4) + [(k‘l + k‘g)mg + k‘gml]j + k1kox = 0. (19)
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Por otro lado consideremos la ecuacién (1.5) y dos soluciones w? y w3 a esta
ecuacién, con w? # w3. Lo anterior da como resultado las siguientes expresiones

awt — B +v=0 (1.10)
awy — Bwi +v =0,

restandole a la primera ecuacion la segunda concluimos que:

(w? +wd) = g (1.11)

también multiplicando la primera ecuacién por w3 y la segunda por w? ademas

de restar ambas se deduce

wi? = g (1.12)

lo que en la ecuacién diferencial (1.9) es

B.

@ + - + %x =0, @ + (W + wd)i 4 wiwiz = 0. (1.13)

El respectivo Lagrangiano con derivada temporal de orden superior que da lugar
a la ecuacion anterior es

-2 2 2 2, 2
z (Wi +wj) .o wiwi ,
Lpy = -2 -
Py s T ° 5

(1.14)

conocido como el Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Escribir la ecuacién de cuar-
to orden de nuestro sistema (1.9) en términos de distintas frecuencias implica
que éstas existen lo cual resulta en una relacién automatica con las coorde-
nadas normales. Sin embargo si las frecuencias son iguales, el polinomio (1.5)
tendra multiplicidad alterando las soluciones de la ecuacién diferencial y lo ante-
rior no tendra validez. El caso especial del Lagrangiano de orden superior (1.14)
con frecuencias iguales queda fuera de esta descripcién.

Para resolver la ecuacién (1.13) uno puede considerar las condiciones iniciales

x(0) = zg, 2(0) = &g, #(0) = i, 23 (0) = xés) y obtener la solucién general
w(t) = are” ™1t 4 aleirt 4 ggem w2t 4 gfeiwet) (1.15)

donde a1 son cantidades constantes y es necesario mencionar que la solu-
cién z(t) es una cantidad real que parece estar compuesta de dos osciladores
armoénicos de la forma dada en las ecuaciones (1.6). La solucién para este sis-
tema desacoplado es

@ = Ajemrt 4 Aletent (1.16)
go = Age~ 2t 4 Alei2t (1.17)

y se puede obtener la relacion entre ambas constantes por medio de las ecua-
ciones (1.8).
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Lo anterior parece establecer una relaciéon entre esta teoria de orden superior
y la teoria de primer orden de dos osciladores. Para poder establecer comple-
tamente un mapeo entre el formalismo de orden superior y el formalismo de
primer orden es necesario explorar la posibilidad de la existencia de una trans-
formacion canénica en el formalismo Hamiltoniano. Lo anterior hace necesario
obtener el Hamiltoniano de (1.7) el cual es

H R wi 5 1 w3 5
204 = 5P T 5 01 T 5P 5+ ?q (1.18)
y como veremos mas adelante no existe una transformacién canénica real al
correspondiente Hamiltoniano de orden superior llamado Hamiltoniano de Pais-
Uhlenbeck.

Con el Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck ahora es posible definir un espacio
fase a partir de la teoria de Ostrogradsky que proveera la formulacién Hamilto-
niana.

Es natural pensar que la cuntizacién de dos osciladores acoplados deberia
resultar equivalente a la cuantizacién de un modelo de orden superior, modelo
de Pais-Uhlenbeck. El problema fundamental que abordamos en este trabajo es
establecer un método que nos permita la cuantizacion directa de estos modelos,
especificamente al modelo de Bernard-Duncan, que es la versién en teoria de
campos del modelo de Pais-Uhlenbeck, a partir de la obtencién de un Hamilto-
niano de orden superior.

En pocas palabras, esta teoria con derivadas temporales de orden superior
deberia en principio ser cuantizable, ya que este modelo es equivalente clasica-
mente a una teoria de primer orden. En este trabajo se propone que la tnica
diferencia la encontramos en la codificacién de la informacién establecida por
este modelo de orden superior.

1.2. Formulacion Hamiltoniana y cuantizacion

Con la finalidad de senalar los conflictos que encontramos en la respectiva
cuantizacion de estas teorfas serd necesario construir la formulacién Hamiltonia-
na a partir del método de Ostrogradsky [12].

Para comenzar consideremos una accién dada por un Lagrangiano de segun-
do orden

5= /dtL(q,q,('j) (1.19)

a la cual se le aplica una variaciéon para tener la ecuacién de movimiento sin
deshacernos de los términos de derivada total, el resultado de la variacién es

8L d 8L d? OL
d 6L d OL oL
/ (G (Ge — 5 590+ (sl
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Conservando los términos de derivada total hemos construido el principio varia-
cional de Schwinger y si tomamos en cuenta que la ecuacién de movimiento es
valida en este intervalo temporal tenemos

S = Gsy(t1) — Gsqlto) + Gsqlts) — Gsglto), (1.21)
oL doL d*dL

oL 49L& 9L _ 1.22
3¢ dioq dzag Y (1.22)
Gsq(t) = pgdq, (1.23)
Gig(t) = pyi. (124)

Lo anterior nos permite definir los momentos para esta teoria de segundo orden

oL doL

Pq = 9 dtoq’ (1.25)
oL

P = LR (1.26)

Los términos de superficie Gsq4(t) y Gsg(t) que son ignorados en el principio
de accién convencional nos permiten obtener la definiciéon de los respectivos
momentos.

Por medio de este principio hemos encontrado la estructura simpléctica de
la teoria de orden superior y hemos comprobado las definiciones dadas por Os-
trogradsky [12], ya que ¢ y ¢ se pueden fijar de manera independiente en (1.20).
Lo anterior también coincide con los métodos de soluciéon para una ecuacion
diferencial de alto orden. De esta forma uno puede considerar que el espacio de
configuracién para la teoria de orden superior esta dado por (g, ¢).

Partiendo de la accién (1.19) y con el uso del principio variacional de Schwinger
(1.20) es posible darle sentido a la teorfa de Ostrogradsky y definir el Hamilto-
niano de orden superior

H(x,y,pz,py) = Pad + pyy — L(z, &, &) (1.27)

donde se hicieron las identificaciones x = ¢,y = q.
La accién Hamiltoniana la definimos mediante la transformada de Legendre

S = /dt[pm:ic +pyy — H(x,y, pz, py)] (1.28)

tomando en cuenta que y = & y nos permite hacer una variacién dando como
resultado las ecuaciones de Hamilton

oOH oH
_— 5 = 1.29
Yo P oz (1.29)
. OH _ OH

J= _

= —, p = ——.
Opy Y Jy

Un punto importante a demostrar es que la formulacién Hamiltoniana y la for-
mulacién Lagrangiana son equivalentes. Las ecuaciones (1.29) se pueden reducir
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a la ecuacién dada en (1.22) y formalmente se puede demostrar que la corres-

pondiente formulacién Hamiltoniana es la dada por Ostrogradsky [25].
Ahora pasamos a describir la formulacién Hamiltoniana del modelo de Pais-

Uhlenbeck usando el Lagrangiano dado en (1.14). Sus respectivos momentos
pe = 2@ + (Wi +wd)i,  p, =i (1.30)

son
Con el Hamiltoniano de Ostrogradsky dado por
2 2 2 2 2
Hpy = pay — Py (Wi+wi) o 4 WIWD o (1.31)
2 2 2
y las ecuaciones de Hamilton son :
. 8HPU . aHpU
= = = =-p, (1.32)
Opz 8py
OHpy ) OHpy
- = —wiwiz Py =- oy = P (wi +w3)y.

px =

Jr
A partir de lo anterior ahora es posible realizar la cuantizacién a partir de pro-
mover las variables a operadores que deben ser Hermiticos segtin la cuantizacion

usual. Para hacer evidentes las propiedades del axioma de Hermiticidad

donde se propone una transformacién de Fourier aplicada a la ecuacién (1.9)

que da origen a los operadores de creacion y aniquilacion.
Las variables promovidas por medio de los operadores de creacién y aniquilacién

son

= 201 (W} — wd)] "% (a1 +a}) + [2wa(w} — w3)] "% (ag +ab), (1.34)

Po = [201 (0} — wd)] " F [iwiwd (a1 — a})] + [2wz(w? — w3)] "2 [iwsw? (az — ab)],

y = [2w1 (W — wd)] "% [iwy (a1 — a})] + [2wa(w} — w3)] "% [iws(az — a})],
py = [2w1 (W —w3)] "% (Wi (a1 +al)]+ (201 (W} —w3)] " (w3 (a2 +ab)].El Hamil-

toniano resultante es
1

;(IQ) —+ 5(&)1 —+ OJQ), (135)

HPU = (wlaJ{al — Waa

con la suposicién de que z,p, y y,py cumplen con las reglas de conmutacién

usuales y tomando w; > wo se obtiene
[al,a]i] =1, [ag,a;] =—1. (1.36)

Con nuestra transformacién anterior podemos obtener dos posibles realizaciones:
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= Siay y as aniquilan al estado de particula cero |Q)
a1|Q> = 0, a2|Q> = 0, (137)

el espectro de energia es real y acotado por abajo. El estado |Q2) es el
estado de particula cero con energfa 1(w; + ws). El problema es que el
estado excitado

| ¥ >=a}|Q) (1.38)

cuya energia es wy tiene una norma de Dirac negativa dada por
< | U >= (Qlagal|Q). (1.39)
Para mostrar lo anterior consideremos
(Qlazab|) = (©(afas — 1)|2) = -1, (1.40)

si (QQ) = 1.

= Siapy a£ aniquilan el estado de particula cero |2) la teoria es libre de
estados con norma negativa, pero esta realizacién tiene el problema de que
el espectro de energia no es acotado por abajo [17].

Lo anterior muestra claramente los problemas que aparecen cuando realizamos
la cuantizacién de las teorias con derivadas temporales de orden superior. Sin
embargo de lo anterior vemos que la cuantizacion de estas teorias Hamiltonianas
de alto orden esta estrechamente relacionada con la cuantizacién del Hamilto-
niano de dos osciladores. Lo anterior hace sospechar que el problema esta en
establecer un adecuado mapeo entre estas teorias.

En la seccién siguiente buscaremos plantear una manera por medio de la
cual estableceremos un mapeo que nos permita manejar de una mejor forma
el modelo de Pais-Uhlenbeck. Para lograr ésto partiremos de una extensién del
Hamiltoniano de orden superior al plano complejo que analizaremos detallada-
mente y que haremos real por medio de agregar las condiciones de realidad [11],
que vamos a introducir en el siguiente capitulo. Es importante mencionar que
para realizar la extensién compleja debemos desarrollar toda una maquinaria
que nos permita un buen analisis.



Capitulo 2

Las Condiciones de
Realidad

La complexificacién a partir de un espacio extendido es un método tradi-
cional en matemdticas y fisica que es usado para resolver varios problemas en
diferentes ramas de la ciencia. En nuestro caso, no nos enfocaremos en la com-
plexificacién sino més bien en las condiciones de realidad que permiten reducir
y resolver un problema por medio de proyectar al espacio real.

Es posible entender la complexificacion como una extension de los grados de
libertad fisicos para después construir una proyeccién del espacio complejo al
espacio real. Bender propuso una situacién similar [9], cambiando el producto
interno a partir de la simetria P7T la cual permite encontrar el producto interno
asociado.

En nuestro caso las condiciones de realidad proveen la proyeccién apropiada y
posteriormente también el producto interno. Con esto en mente, en este trabajo
consideramos un ejemplo simple que permite ilustrar algunas consecuencias de
este método.

2.1. Ejemplo del Uso de las Condiciones de Rea-
lidad

Consideremos un oscilador arménico con espacio fase I' en dos dimensiones
(¢,p) y un Hamiltoniano real

h(q,p) = %(q2 +p?). (2.1)

Ahora, queremos extender el dominio de definicién al espacio complejo entonces
necesitamos usar nuevas variables

q =q, (2.2)
Zi=q—1ip,

17
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de lo cual consideramos al par (g, z) para construir los paréntesis de Poisson

{Qa q} =0, {Zv Z} =0, {Zv Q} =1, (2.4)

y son pensados como un conjunto conjugado candnico. Nétese que nuestro es-
pacio fase ha sido extendido por medio de

(a.p) — (g2 =g —ip). (2.5)

Introduciendo la funcién f(g,p) que pertenece a I' es posible definir una nueva
funcién usando (2.3)

9(q,2) = f(g,i(z — q)) == f(q, 2) (2.6)

y cualquier funcion puede ser construida de esta manera haciendo uso de los
paréntesis de Poisson obtenidos de los paréntesis fundamentales con variables ¢
¥y P

En particular la funcién Hamiltoniana en términos de (g, z) usando (2.3)
para (2.1) es

1 1
ha,2) = 5(@* = (2= 9)*) = 2 = 32° (2.7)
y usando los conmutadores la evoluciéon temporal es
G={q,h} =iz —1igq, z2={zh} =1z (2.8)

Las ecuaciones (2.8) son ecuaciones de movimiento para (2.7). Sin embargo,
esta descripcion tiene que ser consistente con las ecuaciones de movimiento
resultantes de (2.1) con la finalidad de preservar la dindmica original.

Para proyectar del espacio complejo (g, z) al espacio real originar es necesario
proponer la siguientes condicién de realidad

2" = (—z+29q). (2.9)

Esta tutima condiciéon impone una constriccion para z en el nuevo espacio fase
complejo. Lo siguiente que se analiza es la manera en que cambia la medida
para construir la teoria cudntica.

2.2. Medida de la Teoria Cuantica

A partir del ejemplo antes expuesto hemos establecido una formulacion
canodnica compleja Hamiltoniana con su respectiva ecuacién de movimiento que
resulta ser equivalente a la ecuacién de movimiento de la teoria real si incluimos
la correspondiente condicién de realidad. En esta parte del trabajo buscaremos
la manera de realizar la cuantizacién directa del modelo complejo aqui descrito.

Para comenzar esta seccién partiremos del Hamiltoniano complejo (2.7) que
al ser promovido a operador resulta no ser Hermitico. Sin embargo, por medio de
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la posicién y el momento que son establecidos usando la estructura simpléctica
(2.4) podemos obtener una relacién con los operadores Hermiticos (2.5) definidos
inicialmente.

La cuantizacién de nuestra teoria no-Hermitiana se puede realizar por medio
de la teoria de las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville. El problema
central es transformar al operador Hamiltoniano que no es autoadjunto en un
operador autoadjunto por medio de agregar una medida g al correspondiente
producto interno (,),. Partiremos de la notacién de Dirac [11] considerando el
siguiente producto interno (,)p;- para la teoria Hermitiana y en especial para
p que es Hermitico

(PX1, X2) Dir :/dq[ﬁxl(Q)]*xQ(Q) :/dqxi(q)ﬁxQ(Q) = (x1,PX2) Dir- (2.10)

Siguiendo pasos similares a lo anterior es posible plantear la cuantizacién de la
teoria cudntica compleja considerando establecer las condiciones de realidad en
términos de las componentes de las variables

z=x+ 1y, q=qr (2.11)
y en términos de esta descomposicién las condicién (2.9) resulta ser
T =q, (2.12)

A partir de este punto es posible la cuantizaciéon por medio de postular las
variables de nuestro espacio fase a operadores cuanticos resultando del paréntesis
de Poisson el siguiente conmutador

[G,2] =1 (2.13)

y en términos de la realizacién tenemos

q%q:dia
z
z—= 2=z (2.15)

En base a la teorfa cuantica Hermitiana podemos construir la no Hermitiana y
definir el correspondiente producto interno

el = [ dubr (2,27 vl 2 (216)
con la diferencial de la medida du definida como
1
dp = dz AN dz" exp (—Z(z—i—z*)Q). (2.17)

Lo anterior significa que estamos partiendo de un sistema restringido que no
analizaremos profundamente, ya que hemos partido del hecho de aplicar una
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condicién de realidad directamente para reducir los grados de libertad de nues-
tro sistema. Lo anterior significa que hemos partido de z,z* y hemos aplicado
la condicién de realidad dada en (2.12) lo cual reduce nuestro espacio de con-
figuracion al espacio y = —p,x = g = qgr a lo que aun nos hace falta aplicarle
una constriccién, pero este es nuestro espacio de configuraciéon definitivo. La
medida (2.17) es definida en este espacio de configuracién reducido tomando en
cuenta una condicién de realidad que restringe la teoria cudntica a una teoria
real consistente.
Del operador ¢ obtenemos que

(=i [ dulia(e ) el ) (218)
=i [ dui (2.2 )inalz, ) = e
De igual manera el operador z cumple con
Gaved =i [dulae et = (219)
i [ i a2 (-2 20xa(27) = (s (5 + 20na),

de lo cual ahora es posible establecer la nueva teoria cudntica. Las funcion
delta en la medida establece una nueva condicién que ocupa el lugar de la
Hermiticidad.

En resumen, hemos hecho un mapeo de un espacio fase real a un espacio
complejo a partir de las condiciones de realidad y con la finalidad de hacer
una teoria consistente con una dindmica compatible hemos introducido una
condicién de (2.9) en z una variable compleja dentro de nuestro espacio también
complejo. La cuantizacion se puede realizar por medio del método de Sturm-
Liouville que es retomado por Ashtekar con notacién de Dirac para hacer la
cuantizaciéon no Hermitiana de la teoria extendida.

Debemos notar que la relacién (2.3) obedece las condiciones de realidad y
provee de un mapeo directo que lleva de la ecuacién de movimiento (2.8) a la
ecuacién de movimiento generada por (2.1). En el siguiente capitulo vamos a
generalizar estas ideas y ver la manera en la que podemos transformar una teoria
compleja en una teoria real.



Capitulo 3

Integral de Fresnel

La complexificacién es una herramienta muy util que se utiliza en fisica y
matematicas, sobre todo para resolver problemas que en el espacio real resultan
muy dificiles de resolver. Un ejemplo ilustrativo acerca de esta herramienta lo
podemos encontrar en las integrales de Fresnel.

Consideremos la siguiente integral

/ dt e’ :2/ dt '’ (3.1)
—00 0

la cual nos gustaria calcular ya que es comtun encontrarnos con ella en la integral
de camino ademads de que nos sirve para ilustrar el método de complexificacion
utilizado en este trabajo.

Por otro lado también sabemos que la integral Gaussiana es

o0 2 T
—ea® _ [ 2
[mdx ¢ a’ (32)

y se podria pensar que si escogemos o = —i encontraremos la integral de Fresnel.
Sin embargo la deduccion formal no resulta tan obvia y debemos establecer mas
herramientas matematicas que justifiquen este resultado.

La extension al plano complejo de nuestra variable real puede proveer la
herramienta necesaria y validar nuestro resultado obtenido a partir de la integral
Gaussiana. En el caso de nuestra complexificacién propuesta debemos considerar
una integral sobre una trayectoria que es cerrada, pero con respecto a ésto
debemos especificar que se cumple con el teorema de Morera y por ende la
funcién integrada debe de ser continua, especificamente nosotros pedimos una
funciéon holomorfa definida en un conjunto abierto y conexo, libre de polos.
Particularmente consideramos la integral sobre una curva cerrada con la funcién
correspondiente extendida al plano complejo de la siguiente forma:

7{ dze'® = 0. (3.3)

21
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Es en este punto donde habitualmente se le presta atencién a la forma de la curva
cerrada. Para la teoria de variable compleja es comun elegir una trayectoria en
concreto

Figura 3.1: Curva cerrada elegida adecuadamente.

donde nuestra trayectoria es 1/8 del circulo y esta dada por la suma de las
trayectorias 1, v2, v3, (ver figura 3.1). Es decir:

.2 22 .2 22
%dz e® :/ dz e'* —|—/ dz e** —|—/ dz e =0. (3.4)
71 2 73

La parametrizacién correspondiente a y; es z = ¢ con 0 < t < R con R siendo

el radio del circulo
.2 R 242
/ dz e = / dt e (3.5)
Y1 0

Con respecto a la segunda trayectoria -, la parametrizacién es z = Re® con
0 <t < /4 resultando la integral

dz %" =0, (3.6)

Y2

ya que

n /4 R
| [ dze = m) [ are e <
Y2 0
2 71'/4 4t
Re R ||/ dt =¥ <0, (3.7)
0

debido a que (3.6) es cero si R — oo.
Finalmente la tltima trayectoria tiene una parametrizaciéon dada por z =
re’t con 0 < r < Ry la tltima integral es

R -
/dz ¢’ = lfm —e%/ dre™" = —ﬁ. (3.8)
Y3 0

R—o0 2
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Sumando todos los caminos dados en (3.4) obtenemos la integral en el espacio

real
oo
/ dt et =
0

lo cual es el resultado deseado.

Lo notable de este ejemplo es que a partir de una extensién al plano complejo
fue posible encontrar formalmente la integral de Fresnel por medio de manipular
adecuadamente la trayectoria de la parametrizacién. Con esta manera de pro-
ceder en mente haremos una extensién de esta idea para establecer por medio
de la estructura compleja relaciones entre distintos sistemas que pertenecen a
la mecénica clésica y que pueden ser propuestos como sistemas cudnticos [20].

(3.9)

-5
_>l
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Capitulo 4

Transformacion General
Compleja

Las teorias de orden superior claramente implican un problema que hasta
la fecha no ha sido posible resolver. Lograr una cuantizacién que incluya inter-
acciones, es la meta a lograr. Ha habido intentos de hacer una cuantizacion
razonable. Entre estos intentos encontramos la cuantizacién basada en realizar
una transformacién canénica compleja [22]. Lo anterior esta fundamentado y es
aplicable utilizando la teoria de Ashtekar y las condiciones de realidad [11]. Sin
embargo, en este trabajo mostramos la existencia de una simetria escondida, que
le da sentido a todas estas ideas, y que explotamos con la finalidad de desarrollar
un método que unifique a algunas de las teorias alternativas basadas en simetrias
muy particulares [9] y que son equivalentes a teorias reales Hermiticas [23].

La estructura de las funciones complejas ha sido extensamente estudiadas,
en especial las funciones holomorfas que son parte fundamental de esta teoria.
Como punto de partida, estas funciones tienen que ser mapeables del espacio
complejo al espacio real, donde es posible representar cualquier niimero complejo
en el plano real, siempre que la funcién compleja sea C'°°-diferenciable y cumpla
con las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea G(z) una funcién holomorfa

G(Z) = GR(x7y) =+ iG[(l'7y), (41)

entonces esta satisface las condiciones de Cauchy-Riemann

0 0
7GR(1',:Z/) = 7G1(x7y)

ox y
0 0
%Gl(xay) - _%GR(xvy)' (42)

Sin embargo, debido al hecho de que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
pueden ser deducidas de la trayectoria de x =0 con y #0y y =0 con z # 0
como es usualmente hecho en la demostraciones de variable compleja, es intuitivo

25
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pensar que la existencia de estas ecuaciones implica una constriccién de primera
clase con cierta libertad de norma lo que hace necesario usar la teoria de Dirac
de las constricciones.
Con la finalidad de establecer esta idea, consideremos el siguiente Lagrangiano
Complejo
L. L.y

1
L= V(z) = 38— 53:12 +izy — Vr(z,y) — iVi(z,y), (4.3)

con V una funcién holomorfa compleja
V(z) = Vr(z,y) +iVi(z,y) (4.4)

es decir satisface las relaciones (4.2). Las ecuaciones de movimiento del La-
grangiano (5.4) son

6L . .. 19Ve(z,y) idVi(z,y) _

5 T — 1y 3 97 5 O =0, (4.5)
6L . .. 10Vg(z,y) i0Vi(z,y)
sy YT T oy > oy 40

estas ecuaciones son independientes una de la otra, resultando solamente dos
ecuaciones, si nosotros separamos en parte real y parte imaginaria

. %8‘/%(?3;) —0,  —j+ ;GVRa(;,y) o, (@.7)

con lo que queda claro que x y y son cantidades reales.

Por otro lado los momentos candnicos son
Py = %, Py = % (4.8)
o escrito para el Lagrangiano (5.4)

Py = & + 1y, Dy = —Y +id. (4.9)

La definicién anterior implica una constriccién primaria
® = p, +ip, = 0. (4.10)

El siguiente paso es tomar la definicién usual de Hamiltoniano
H = ip, +yp, — L, (4.11)

pensando que en general H, L, p., p, son cantidades complejas. Lo que estamos
buscando es transformar p, en una cantidad real. A través de (4.11) se obtiene

1
HT = 51030 + VR(x,y) + iVI(x,y) + ,qu>7 (412)
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resultando las siguientes ecuaciones de movimiento

. IVr(zx, OVi(x,
pm:{pmyHT}zf Ra(l' y) -1 Ia(l' y)a
) OVg(z, OV (=,
py = {py, Hr} = — R(,)(y Y _; ’;y y), (4.14)

dando como resultado la ecuacién (4.7) a través de (4.13) y (4.14). En conclusién
estas ecuaciones resultan en una ecuacién compleja con partes real e imaginaria.
Con la intencién de manejar esta teoria es necesario usar la teoria de cons-
tricciones de Dirac, debido a que ésta puede tener constricciones tanto de
primera como de segunda clase.
La ecuacién de la constriccién primaria (4.10) resulta ser

d={® H} = [a%VI(:r,y) - 2VR(x,y)]

oz
fz'[gV(x )JrQV (z,9)]=0 (4.15)
oz \r,y 8:{] R\, YY) =Y, .
0 equivalentemente
0H ={H,®} =0, (4.16)

debido a las relaciones de Cauchy-Riemann (4.2) para V'(z). Lo cual muestra que
ya no tenemos mas constricciones. Por otro lado tomando en cuenta la estructura
de Cauchy-Riemman y por medio de la teoria de Dirac, se concluye que esta
constriccién es de primera clase y que este modelo complejo tiene libertad de
norma.

Partiendo de este marco y prestando atencién en las ecuaciones (4.13) y
(4.14), es necesario obtener las condiciones de norma que den como resultado un
espacio fase real con = e y cantidades reales. A partir de la condicién de norma
buscada y la simetria de los nimeros complejos queremos conectar distintos
sistemas fisicos lo cual implica que hasta cierto grado existen relaciones entre
sistemas que son muy diferentes entre si, trascendiendo las transformaciones
canénicas [22].

Esta es la base del método, tratar de obtener una teoria real usando z,y
para obtener L, H como cantidades reales y mostrar que el caso Hermitiano es
solamente un caso particular de éste. La variacién resultante de la constriccion
de primera clase es

0x = {x,ed} =€, oy = {y, €D} = ie, (4.17)

0pe = {ps, €@} =0, dpy = {py, €@} =0,
(4.18)

resultando que
0z ={z,®} =0, 0py = {pz, P} = 0. (4.19)
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Este hecho es originado del requisito de pedir un potencial holomorfo resultando
que el espacio fase complejo z y p, son observables de Dirac que no son afectadas
por la transformacién de norma. Del hecho de que las ecuaciones de movimiento
obtenidas de la formulacion Hamiltoniana son cantidades complejas es natural
obtener variaciones complejas. El espacio Hamiltoniano resulta ser mas amplio
que la condicién Lagrangiana, ya que p existe en esta formulacién, pero es
posible escoger como una cantidad real a dz o a dy. En general, se puede escoger
dx y 0p, como cantidades reales. El punto clave es seleccionar una condicion de
norma, apropiada.

Desde un punto de vista Lagrangiano. Si
=z + A1), y =y +i\(t) (4.20)

entonces

0z =0, 0z =0, y 0L =0. (4.21)

Por lo tanto la variacion del Lagrangiano 6L y la variacion del hamiltoniano § H
son cero. De esta manera, el Lagrangiano y el Hamiltoniano son invariantes a
estas transformaciones de simetria. Aunque con este método se pueden obtener
resultados similares comparando con el basado en la simetria PT dado en [9]
es conceptualmente diferente, ya que este método no forza a que los sistemas
tengan una concreta simetria en el Hamiltoniano, ni en la norma y puede ser
ajustado a las necesidades del modelo. Sin embargo, éste si comparte un comun
origen con el método desarrollado por Ashtekar basado en las condiciones de
realidad, equivalente a establecer una condicién de norma [11].

Con todo lo anterior atin no hemos mencionado algo a cerca de p (4.13). Es
importante notar que se pueden manipular las ecuaciones (4.13) y (4.14) con el
fin de obtener las ecuaciones Euler-Lagrange que son linealmente dependientes y
son equivalentes entre si, removiendo completamente y asignando un valor para
L Esto sugiere que tenemos un parametro libre o multiplicador de Lagrange
que es determinado por la teoria de Dirac fijando la condicién de norma

y=A{v,Hr} ={v, H +p®} = {v,H} + p{y,®} ~ 0 (4.22)

Ahora, la libertad de norma es utilizada de forma tal que se pueda establecer
una condicién que sea conveniente, elijamos por ejemplo

w1 =y—igi(x) =0 (4.23)

y ésto determina un concreto valor para

g 991 (x)

{ly —igi(2)), @} (Baled _q)
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Las ecuaciones de movimiento (5.22), (5.23) resultantes de utilizar esta p; son

z=1[1- %]px, g = 72%, (4.25)
P = {pu, Hr} = —WRa(f’y) - z‘avfgjy),
o = oy, ey = - 22D SIS0, (1.26)

Por otro lado si recordamos que V(z) es una funcién holomorfa, tenemos que

B‘gf) es también holomorfa. Teniendo una funcién holomorfa es posible escribir

F'(20)

F(2) = Fz0) + —;

(z —20) + ... (4.27)

y escoger zg = 0. El punto fundamental es

1
2" = (x +iy)" =i"y" + nai® ty" T 4 in(n _ 1)x2i"72y”*2
1 1
+§(n — 2)(n — 1)nx3in*3yn*3 + E(n _ 3)(n _ 2)(77, o l)nx4in74yn74

+..., (4.28)

entonces las potencias impares en y tienen una contribucién en la parte imagi-
naria y las potencias pares en y contribuyen a la parte real. Considerando fijar la
condicién de norma (4.23) las potencias pares e impares siempre son cantidades
reales.

Por otro lado para esclarecer podemos tomar

0z Ox oxr

(4.29)

entonces la parte imaginaria siempre es una potencia impar en y y esta expresion
va a ser real usando esta condicién de norma (4.23) cuando nosotros trabajamos
con funciones holomorfas.

Por ejemplo

22 = (z +iy)® = 2 + 3iz?y — 3wy® — iy? (4.30)

por lo que
23 = 23+ 3ix? (ig1(z)) — 3x(igy (x))? —i(ig(x))>, (4.31)

y las partes imaginarias siempre contribuyen con partes reales cuando selec-
cionamos esta condicién de norma. En conclusién, p, va a ser una cantidad
real, si se toma en cuenta (4.26) y se escoge 1 como condicién de norma. Por
tanto, ¢ vy p, seran cantidades reales y no abandonan el espacio real, aunque
ellas evolucionen en el tiempo. Por otro lado, usando este método hacemos que
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la parte imaginaria en un potencial contribuya a la parte real por medio de fijar
esta norma.

Sin embargo, ésto es vélido si nosotros tenemos una constante real multipli-
cando a V(z), pero multiplicando por una constante imaginaria a V(z) ésto ya
no funciona y ya no podemos caer en el espacio real. Por ejemplo

1

Vy = 52'2 + 425

Para afrontar este caso necesitamos una nueva condicién de norma,
Yo =2x —iga(y) =0 (4.32)

que haga que y, py, py ¥ L,H sean cantidades reales, usando similares argumen-
tos a los dados en 7.
Como otro ejemplo de potencial podemos también elegir

1 1 1
Vi= 5z2 +iz = (§x2 - 51/2 —y) +i(vy +z), (4.33)

1 ) 1 1 .

Vo = 522 +i23 = (=3x%y + 5;102 +y - §y2) +i(x® — 3y +xy),  (4.34)
donde ambos potenciales son funciones holomorfas. Con esta formulacién, es
posible aplicar ésto en un caso particular para este tipo de estructuras. En la
siguiente secciéon vamos a estudiar un caso concreto y bien conocido que nos
permita entender mejor y evidenciar el método aqui mencionado.

4.1. Oscilador Armodnico

En este punto ya hemos desarrollado un método general, para describir su
funcionamiento tomaremos un ejemplo concreto. Es usual escoger el oscilador
arménico como un ejemplo que ya esta bien establecido. Como ya se habia
dicho, se obtuvo este método de las condiciones de realidad dadas por Ashtekar
[11] para lograr una cuantizacién no Hermitica de una forma simple. Por esta
razén y con la finalidad de buscar un entendimiento mas profundo, aplicaremos
el método aqui descrito para este caso. Este método usa la teoria de las cons-
tricciones de Dirac [4] interconectando con la extensién al plano complejo de
nimeros reales y usando constricciones de primera clase de forma tal que las
condiciones de realidad resultan ser una condicién de norma.

En esta seccion se analiza esta extensién con la finalidad de entender mejor
nuestro método y encontrar una manera de aplicarlo en cualquier caso.

Consideremos una extensiéon compleja del oscilador arménico partiendo de
su Lagrangiano

2
1 w” 5

L= 522 -5 (4.35)
donde z es una variable compleja que puede ser separada en parte real y parte
imaginaria

z=x+1y. (4.36)
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El Langrangiano separado en partes es

1, 1 w? w?

Liay) = i* = 59 +idj — o + -y —iw’zy. (4.37)

para el que podemos obtener los respectivos momentos
Pa =4 + 1Y, (4.38)
py = —y + iz, (4.39)
resultando una constriccién primaria
Q) = py +ipy (4.40)
y también podemos obtener el Hamiltoniano
Ho = ipe + 9y — Lz ), (4.41)

junto con el Hamiltoniano total
1 w? w? .
Hp = §p§ + 73:2 — 7;/2 +iw?xy + o Po. (4.42)

Por otro lado, los paréntesis de Poisson son

{xapm} =1, {yapy} =1 (443)

y las ecuaciones de Cauchy-Riemann estdn disponibles para nuestro Hamilto-
niano complejo
OHrr  OHry OHry OHrr

= = 4.44
Ox oy ’ Ox oy ’ (4.44)

va que el Hamiltoniano es una funcién analitica. La naturaleza de esta cons-
triccion compleja puede ser determinada por los paréntesis de Poisson y el
Hamiltoniano total

{®, Hr} =0, (4.45)

mostrando que ®( es una constriccién compleja de primera clase.
La variacién resultante de esta constriccion es

dx = {x, "y} = €, Sy = {y, '@y} = i€, (4.46)
5px = {pma 60@0} = 07 5py = {py7 60@0} = Oa

donde §z = 0. Esta constricciéon de primera clase implica que el Hamiltoniano
complejo es separado en componentes reales que son invariantes bajo las trans-
formaciones (4.46).
Como un ejemplo fijemos una condicién de norma. La eleccién més simple
es p =0 en (4.13)
Y=y ~0, (4.47)
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una mas general corresponde a
vy=y—-k=0, (4.48)

con k =constante. El multiplicador de Lagrange puede ser obtenido a través de
la teoria de Dirac de las constricciones

Yo = {r0, Hr} = p{70, @} = ip =0, (4.49)

Las ecuaciones de movimiento de (4.13) y (4.14) son

& ={z,Hr} = p, y={y,Hr} =0, (4.50)
. OVr(x, OV (z,
Pz = {pz7HT} == Ra(x y) —1 Ia(.%‘ y)a
) OVg(z, OVi(z,
py = {py, Hr} = — Ra(; B _, Ia(; v, (4.51)

Sin embargo, 7o tiene que ser una constricciéon que involucre componentes y
tome en cuenta los grados de libertad. La matriz de {®g,vo} es

Cap = < 2 _Oi ) (4.52)

det (Cap) = —1. (4.53)

y su determinante

La evoluciéon de la condicién de norma es
’.}/0 = {’}/0, HT} = Z,U,O ~ 0. (454)
entonces la condicién de norma 7y implica sobre el momento que
Pz = T+ Z’;YO ~ PzR, (455)
es una cantidad real. El Hamiltoniano (4.42) es reducido a
1 w?
y el Lagrangiano correspondiente es

2
Luo =232 — 2 (4.57)

2 2
En resumen, es posible manejar un modelo extendido al plano complejo, ya que
en la estructura de la teoria compleja aparece una constriccion de primera clase
que genera libertad de norma y cuando fijamos una condicién de norma, se
escoge una especifica cuantizacién dependiendo de nuestra meta. Esta idea es

usada en algunos ejemplos de interés.
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4.2. Sistemas Relacionados al Oscilador Armonico

Como primer ejemplo no trivial, se elige una condicién de norma més com-
pleja con el fin de comprender de una manera mas completa nuestro método.
La manera alternativa de fijar la norma es

v =y —iz+iU?(z) ~0, (4.58)
i
D, =—-——=0,U(x). 4.59
(@9} =~ 0.U() (4.59)
de donde podemos obtener usando esta condicién de norma un nuevo Hamilto-
niano en el espacio fase reducido (4.64). Con lo anterior obtenemos un conjunto

de constricciones de segunda clase x1, = (Pg, 1), con la correspondiente matriz
de constricciones de segunda clase dada por

0 ——+—0,U(x)
S T e S B
WI(x) ©
y la matriz inversa resultante es
i 1
Acb — A ) 0 726EU(36)U2 () . (4.61)
QWUE (z) 0
La determinante asociada a estas matrices es
[BIU(@]Q

det Ay = — (4.62)

4U (x)
De lo anterior observamos que una norma como la dada en (4.58) es permitida
y aplicable, lo que significa que dado cualquier conjunto de variables canénicas
debe de existir una transformacién de norma que mapée el conjunto dado en un
conjunto que satisfaga a (4.58). Adem4s esta condicién debe fijar completamente
la norma lo que es el caso si la determinante (4.62) es diferente de cero. Si la
determinante desaparece en algin punto, la condiciéon de norma no es definida
globalmente y tenemos una obstruccién de Gribov [44, 45]. Si éste no es el caso,
los paréntesis de Dirac son

{z.p2}" = 8,U(z)’

(4.63)

notando que esta condicién de norma genera una transformacién que no es
canédnica. El Hamiltoniano en en el espacio fase reducido es

1 w?
Hp=—p> + —
R 2p$+ 5

y obtenemos que la accién en el espacio reducido es

U(z), (4.64)

_ 8“'U(x)jg B
S1R = /dt[QU%(x) Px I'IR}7 (465)
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A partir de la variacién con respecto a p, tenemos un momento en términos de
las velocidades

UG
Pz = [QU%(CL')} ’ (4'66)

lo cual es consistente con la expresién (4.25). En consecuencia la accién en el
espacio de configuracion es

U\’ 1., , 202
= — 5% — . 4.
SIR /dt<2U;) |:231‘ w (azU)2:| ( 67)

Los multiplicadores de Lagrange son

,ﬂ:mb— :{%@@—q@ (4.68)

Nétese que si asumimos que la condicién de norma (4.58) esta infinitesimalmente
relacionada a (4.47), la transformacién asociada que relaciona a los sistemas es

i=x—ioy{x,®}, E=U32(a), (4.69)
donde
0y =71 — Y (4.70)

con el objetivo de reemplazar a x con & en (4.57) para obtener (4.67).
Con la finalidad de reescribir la accién (4.65) de manera mds convencional
introducimos la reparametrizacion

dr 4U

( (4.71)

entonces la accién (4.65) se transforma en

S— /w ——@U” (4.72)

para la accién anterior, el nuevo momento es

, dt . . (893U)2 . 0. U
 — p— — = = 4.
Pz €T (dT)m [ AU }SC 2U%pl” ( 73)

y obtenemos la trivial estructura simpléctica

* 0.U .

El nuevo Hamiltoniano con esta reparametrizacion es

1, w? 9
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Por lo tanto es posible establecer una relacion, usando la transformacién de
norma, entre el oscilador arménico y un sistema con potencial arbitrario dado
por V(z) = %(@U)Q en una dimension.

Si consideramos a U(z) = 2v/8z2 notando que el dominio de la funcién es
(0, 00) entonces tenemos el Hamiltoniano reducido para esta U(x) que es

1,  w?
He = 5Par + o (4.76)

Aqui w tiene el papel de carga eléctrica, en particular estamos pensando en un
sistema electrén-electrén.

Por otro lado se puede encontrar un mapéo del oscilador arménico complejo
a un Lagrangiano que es invariante bajo el grupo conforme [46] y resultando
una transformacién de norma entre este Lagrangiano conforme y el oscilador
armoénico real. Si elegimos U = log | « | y usando (4.72) tenemos

S— /dT[%(m’)Q - %iz} (@.77)

T

que es invariante conforme. El Hamiltoniano correspondiente usando (4.75) es

Hy, =-py +——. (4.78)
De esta manera se establece una transformacién entre el oscilador arménico real
y la accién conforme (4.77).

Ademés también consideramos un potencial central con carga negativa para
este caso la condiciéon de norma es

Vo =x+iy—iU?(y) ~ 0, (4.79)
1
Qv 1} =——=0,U 4.80
{ Y 1} QU% Y (y)a ( )
En este caso los paréntesis de Dirac son
20 (y)
Y.yt = ; 4.81
y el momento generado por esta condicion es
a,U(y) .
py=—_" ;( ). (4.82)
2U=(y)
La accién asociada a la condicién de norma (4.79) resulta ser
o,U 1 202
Sop = [ dt(L5)* -2y —w? 4.83
= [Pl 5 -l (18)
y como antes hicimos, la nueva parametrizacion es
dr 4U
—)=- 4.84
R (4.84)
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resultando una nueva accién de (4.83). Ademds usando U(y) = 2v/8yz ob-
tenemos

S = /dr[%(y')g + %}. (4.85)

Por tanto el nuevo momento es

dt . . 0,Uy))?,. 9,U
o — _\% 4.86
py =y = ()=~ 10 (y) ly = QUlpy, (4.86)
para finalmente obtener el Hamiltoniano con signo opuesto
1 w?
Heo = -p? — — 4.
C= 3Py = (4.87)

con lo cual se establece el mapéo para este potencial central con signo opuesto.
En la siguiente seccién usamos esta idea para un desplazamiento complejo de
este oscilador armédnico.

4.3. Reparametrizaciéon de la Extension Com-
pleja para un Potencial Arbitrario

Como en los casos anteriores es habitual comenzar a partir de la formulacién
Lagrangiana clasica, pero considerando al tiempo como una nueva coordenada.
A partir de ésto podemos pasar a la formulacién Hamiltoniana con la finalidad de
establecer una teorfa cudntica [4] que preserve las simetrias (reparametrizaciones
y traslaciones complejas).

La accién compleja con la reparametrizacion es

S/tlzdt[;ézU(z)}/ﬁ dT[lZ——tU( )], (4.88)

2t

donde es importante mencionar que podemos pasar de la teoria clasica a la
teoria cuantica de la forma habitual.

Por otro lado debemos considerar el método aqui expuesto y establecer la
descomposicion en componentes de z la variable compleja

z =+ 1y. (4.89)

A partir de lo cual podemos descomponer la accién en parte real y parte imagi-
naria

/ /
§= / dT2 7——4—21 YY) (). (4.90)
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Por otro lado también es posible obtener los respectivos momentos

oL '
px_ = 78$/ = [?/ + Z?], (491)
oL y .7
=gy = e i)
aL 1 $/2 y/2 'x/y/
Pe= gy el g ] V), 22

de los cuales podemos notar que L es una funcién homogenea de primer grado
en las velocidades, ya que los momentos son funciones homogeneas de grado
cero en las velocidades. Partiendo de esta observaciéon y de la forma usual de
obtener los momentos notamos que existen las siguiente constricciones

. 1
d=p, +ip, ~0, x= 5;03: +U(z,y) +pt ~ 0, (4.93)

y de la transformacién de Legendre usual podemos establecer el Hamiltoniano
H=1a'p, +y'p,+t'p — L, (4.94)

que es proporcional a las constricciones ya que el Lagrangiano es una funcién
homogenea

H = pud + Ay, (4.95)

y a partir de ésto, ya es posible realizar la teoria cuantica.

Las dos constricciones son de primera clase ya que el Hamiltoniano es pro-
porcional a las constricciones. El paréntesis de Poisson entre las constricciones
es

_ ,0U(2)
{¢7X} =2 9z

si la funcién U(z) es una funcién holomorfa.
La teoria cuantica la podemos establecer através de la promocion de las
constricciones de primera clase a operadores [4, 10]

PV =0, Y¥=0, (4.97)

~0, (4.96)

con U(z,y,t).
En el siguiente apartado vamos a aplicar nuestro método al caso de un os-
cilador armoénico desplazado perturbativamente una cantidad lineal imaginaria.

4.4. Oscilador Complejo Desplazado una Canti-
dad Imaginaria

Como un ejemplo de un Lagrangiano complejo, consideramos el oscilador
que es desplazado una cantidad imaginaria

1 1
L= 522 - 52«2 —iz+1 (4.98)
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donde z es una variable compleja que pude ser separada en parte real y parte
imaginaria
z=x+1y. (4.99)

El Langrangiano separado en partes es

1, 1. | .
Lizy) = 55'32 - 5?42 +xy — 5(1‘2 —y? =)+ 1 —i(azy + ), (4.100)

para lo cual podemos obtener los respectivos momentos

Py = i + i), (4.101)
py = 3 + i (4.102)

y
1 = py +ipy, (4.103)

que es de primera clase, como ya se ha descrito.
Entonces, se obtiene el Hamiltoniano complejo desplazado por una cantidad
imaginaria No Hermitiana

1 1
Hyp = §p§ + §z2 +iz— 1+ @y, (4.104)
0 es escrito como
1, 1 No 1
Hir = §py+§(2’+l) _§+M1¢)17 (4105)

siendo necesario escoger la condicién de norma que no es tnica. La condiciéon
de norma que hemos elegido es

M =x=~0. (4.106)

dando como resultado Vi(x,y)|,= 0.
Para determinar el valor de p1 hacemos la evolucion temporal de la condicién
de norma

1= {71, P1} = m =0, (4.107)

resultando que p1 puede ser considerado cero si postulamos como condiciones
fuertes a las constricciones. Por otro lado obtenemos las ecuaciones de movimien-
to

#={e.hr} =0, §={y. Hr}=py, (4.108)
) 8‘/ z, 8V xZ,
Pz = {pe, Hr} = — Ra(x Y) i Ia(x y)’

‘ Vg (z, OVi(a,
b= ey i} == Ra(; Yo Ia(; v, (4.109)

y tenemos también la respectiva algebra de las constricciones

{1, m}=-1 (4.110)
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con la respectiva matriz

Aap = ( ? _01 ) (4.111)

y la matriz inversa

0 1
ab __
b — ( ol ) (4.112)
A partir de esta formulacion establecemos los paréntesis de Dirac

{y.2,}" ={y.py} — {y, 23A%{70,p,} = L. (4.113)
y la condicién de norma aplicada al Hamiltoniano resulta ser

1 1 1
hi=—=p2—=(y+1)2— = 4.114

o de una manera en la que despreciamos el signo global

- 1 1 1
hi==p2 + = 1%+ -, 4.115
con un potencial real. A partir de esta expresion nos percatamos que el Hamil-
toniano es un oscilador armoénico desplazado real, por lo que es posible definir
los operadores de creacién y aniquilacion en términos de este espacio fase

1

o= sl i+l @ = i) (@116)

y el Hamiltoniano es
1 1
hi = —i(aa* +a*a) — 3 (4.117)
con paréntesis de Dirac
{a,a*}" = —i (4.118)

abriendo la posibilidad de hacer la correspondiente cuantizacién de la forma
usual 1 1

Bln) = [0+ 5) — 5
El ejemplo anterior abre la puerta a la posibilidad de aplicar nuestro método
en otros modelos que pueden resultar méas exdticos o se puede buscar definir la
integral de trayectoria para establecer otra manera en la cual podamos hacer la
cuantizacion.

IIn) = —(n+ 1)|n). (4.119)

4.5. Integral de Camino y Oscilador Complejo
Desplazado

Como método alternativo y que podria resultar més 1til en otros ejemplos
para lograr una cuantizacién ahora nosotros partiremos de la integral de camino.
Para comenzar consideremos el Hamiltoniano del oscilador complejo desplazado

1, 1, ., 1
H, = 3Py + 5(2 +1i)° — 3 (4.120)
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que como ya vimos tiene el siguiente conjunto de constricciones

Xa = ((I)?Vl)a (4'121)

cuya determinante resulta estar definida por los paréntesis de Poisson

Aab = {Xa, X} (4.122)

A partir de esto podemos establecer el método dado por Senjanovic [24] y de-
terminar la integral de camino para nuestro modelo complejo. Un punto im-
portante es considerar que los niimeros complejos no tienen ordenamiento, pero
en nuestro caso serd por medio del tiempo en la integral de camino que nos
permitira definir un orden.

, 1 >
(ygzg,telyrer, tr) = lim W/ dpoz N dpoy A

n— oo 00
(dz1 A dpg1) A (dyr Adpyi) A oo A (dzp A dpzn) A (dyn A dpys)
n th
[T det(xas xo D030 expli | dtip + ip, — Ho). (4123
i=0 to

Por otro lado es importante recordar que el paréntesis de Dirac, paréntesis de
Poisson alterados por nuestro sistema constrinido, es

{y.py} =1,
det({xa xo})? = —1, (4.124)

y en la segunda ecuacién hemos agregado la determinante de la matriz de cons-
tricciones.

=00

) 1 o
(Y trlyr,tr) = Ao nhm (@m)t / dpyo A (dyy A dpy1) A

t -
o N (dyn A dpyn) exp[—i/ dt(ypy — h1)), (4.125)

to

con Ag una constante. Habiendo podido manejar este ejemplo de manera exitosa
a continuacién buscaremos aplicar las ideas aqui descritas en un modelo aiin mas
complicado no Hermitiano, pero con simetria P7T .

4.6. Potencial Imaginario Cubico

Como un ejemplo de un sistema no Hermitiano mas complicado proponemos
una perturbacién z3 con el fin de hacer una comparacién con los resultados
obtenidos en [6]. Para comenzar consideremos el siguiente Lagrangiano

1 1
Lz = 522 — §z2 — ez, (4.126)
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donde es visto que V es
1
V(Z) = VR(xvy) + ’L‘/](-’E, y) = 522 + iezg

1 1
= (Bea’y + 52° + ey’ — 5v7)

2
+i(ex® — 3exy® + zy), (4.127)
y
Viey) = er® —3exy? tay. Vile.y)ly,,= 0. (4.128)

Como primer paso podemos pensar en las raices de la parte imaginaria del
potencial y elegir estas raices como condicién de norma

(126222 +1)2 + 1]

L= ~ 0, 4.129
Yo=Y+ o ( )
12222 + 1) + 1
vy =y — U ”"; Ikl Y (4.130)
€

y para la parte real del potencial se tiene

1 4 2
Va, (2,) = 50” - ;T6((1262x2 F1)7 1) — %((126%2 +1)7 +1)2
1 .
+§(62x2(1262x2 +1)2 +1),(4.131)
% _ e € 1260 1 1) 1P — (12202 + 1) 4102

1 ,
—5(6%2(126%2 +1)2 +1).(4.132)

En este punto podemos pensar que esta eleccién a funcionado, pero
bl T 2¢ . (4.133)
Pz =1 lny:Fl(l262x2+l)%xx’ .
el momento es una expresién compleja y el método no funciona adecuadamente.
A pesar de este contratiempo concluimos que nuestro método debe de cumplir
con Vi(z,y)|y= 0, pzr = 0 con el objetivo de tener un espacio fase real con
cantidades reales que posteriormente al cuantizar sean Hermiticas y por tanto
observables.
Hasta este punto la idea general es méas sutil que buscar ”Los polos de Vr
y usar a ésta como condicién de norma”. La idea general es reducir el espa-
cio complejo por medio de una condiciéon de norma compleja y pasar de una
expresiéon compleja a una expresién real que cumpla con Vi|,= 0y pyr[,=0.
Anteriormente ya hemos mencionado la idea de que éste tipo de sistemas
puede bombear energia de la parte real a la parte imaginaria usando las condi-
ciones de norma. En otras palabras con el fin de bombear energia de la parte
imaginaria a la parte real [18], se usa una condicién de norma imaginaria.
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Del Lagrangiano (4.126) se obtiene la formulacién Hamiltoniana
Hs =ip, +ypy, — L (4.134)

donde se define
Pz = & + 1Y, Py = —Y + i,

y se obtiene una constriccién de primera clase

® = p, + ip,. (4.135)
El Hamiltoniano es 1 1
Hyr = ipi + §z2 +iez® 4+ pud (4.136)

1 1 1
Vi(z) = §Z2+i633 = (—3ex’y+ §$2+6y3— §y2)+i(6x3—3exy2+xy). (4.137)

En la seccién pasada se habia aprendido como fijar la condicién de norma. A
partir de este conocimiento en esta seccién se desarrollara una manera de realizar
la cuantizacién a partir del conjunto de constricciones

® = p, +ipy =0, (4.138)
v=z=0. (4.139)

y se puede obtener el conmutador asociado entre las dos constricciones, la cons-
triccién de primera clase con la condiciéon de norma

{®,7} = -1, (4.140)

resultando que se puede cambiar la notacién de las constricciones para poder
construir la matriz asociada y el algebra respectiva

Xa = (®,7), (4.141)
obteniendo
Ba, = {Xa, Xb} (4.142)
o de una manera explicita resulta la matriz con elementos
0 -1
Bap = ( 1 0 >, (4.143)
que tiene una matriz inversa
0 1
ab __
B = ( 10, ) , (4.144)

y la determinante es
det Bap = 1, (4.145)
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donde det By, # 0. El paréntesis de Dirac es

{ypy} = {y,p} = {y, @B {v.py} — {138 {@,p,},  (4.146)
o
{y,py}" =1 (4.147)
Estas constricciones(5.7) reducen el Hamiltoniano a
Lo 15, 3
=——p; — = . 4.14
hs = —5py = 59" +ey (4.148)

Dado que el Hamiltoniano anterior es una constante de movimiento uno puede
pensar en esta misma constante de movimiento, pero con el signo invertido, de
lo cual establecemos un nuevo Hamiltoniano equivalente al anterior, ya que da
lugar a las mismas ecuaciones de movimiento, pero més familiar para nosotros

- 1 1

hsy = —p? + —y® — ey 4.149

5Pyt 5 (4.149)

Uno puede pensar en la evolucién producida por el Hamiltoniano anterior para
el espacio fase que es equivalente a la evolucion de nuestro Hamiltoniano original
solo que la evolucién es en sentido opuesto

y={y,hs} = py,

Py = {py. hs} = —y + 3ey”. (4.150)
Y con respecto a nuestro nuevo potencial se tiene que
1
Viy) = 5v* — ey’ (4.151)

Con todo lo anterior ahora ya es posible construir nuestro espacio fase, figura
4.1, lo cual establece la necesidad de hacer un andlisis de éste. Como primer
paso necesitamos encontrar los puntos fijos resultando que son (0,0), (i, ).
Como un ejemplo consideramos los puntos fijos para ¢ = 0.1 en la figura 4.1
de lo cual se puede notar que el punto (0,0) es un punto estable o minimo y
aproximadamente el punto (3.33,0) es un punto silla con energias asociadas
Eo.=0,—11.11.

Con lo anterior se puede pensar en hacer la respectiva cuantizacion de este
sistema. Una manera de lograrla es partir del método usual y partiendo de

(4.149), se puede promover y, p, a operadores

py — 71673/’
y—y. (4.152)
La ecuacién de Schrodinger es
102
2 0y?

ot = —5 2+ 2y — ey = B, (4153)
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Figura 4.1: Géfica del espacio fase a orden €2 con e =0.1

Py

En este punto podemos establecer o hacer uso de algin método perturbativo.
En nuestras circunstancias la manera que se encontré para lograr hacer algu-
na comparacion con los métodos ya existentes. Para comenzar partimos de la
cuantizacion del Hamiltoniano

hs = hoa + hi, (4.154)
hr = —ey®, (4.155)

. 1
hoa [ ') = (0@ +2) [n), (4.156)

separando el término perturbativo y promoviendo el espacio fase a operadores.
Con lo anterior ahora nos enfocaremos en el desarrollo perturbativo por lo que
establecemos

hs | n) = B, | n) (4.157)
|n) = nO)+ | nMW)+ | n®) + .. (4.158)
E,=EWV4+EMD 4+ & 4 | (4.159)
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Y juntando todos estos elementos tenemos que

ED = (0O |hyn©®)

Z ‘m(o) m(o [hr|n©)

py — 0 (4.160)
_ 2%{_ [(n© + 3)(n(©) ; A0® + ]2 n©® +3) — [(n(” +2)
(n® + Dn®]2[n® + 1) + LA 11)271(0)]; n®® —1)
.\ (n© — 2)(n;o) — 1)n]z n© _3)
[ + 2)21(”(0) 1)) n©® 4+ 1) + w\n(o) -1
_Wn(o +1)

Lm0 11)(71(0))5 n©® +3)},  (4.161)

(I
@ | nONh[m®)|?
ED =3 B0 - 50 (4.162)
m#n m

con lo cual tenemos la correccién de la energia a primer orden
B = —en ) =~ [ @0y u? =0, (4163)

(0) funcid
porque vy, es una funcién par.

Las variables y y p, expresadas en términos de los operadores de creacién y
aniquilaciéon son

(a+ah), (4.164)
py = —r (@' —a), (4.165)

y la accién de los operadores de creacién y aniquilacion es la ya establecida de
la forma usual

a|m@y = (m°)2|m(© — 1), (4.166)
af|m©) = (m° +1)2|m @ + 1), (4.167)
con lo que ahora ya es posible calcular la correccién a segundo orden

(0O [ [m(©)
@ _ [(n' ] m (@) [?
ED =3 B 50 (4.168)

m#n
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y obtener de y(a,a’) la forma explicita

EY = i;{?(n(o))Q +2n @) + 1+ %}. (4.169)
Por otro lado
(n@)g*|n) = —%[2(n(0>)2 +2n® 41, (4.170)
y
(n©@5%p; + p2g*In®) = —2(n®)? — 20 41, (4.171)

con lo que podemos obtener nuestras correcciones a la energia por medio de un
nuevo Hamiltoniano que sea diagonal resultando que

(n© |hy|m©®)| 3e?. 4
EC) — ZWI—:_f, — (O |y n©
2 ET D) e s
7
—<n(0)|y2pz+p§y2\n(o)>+§]a (4.172)

y resultando que nuestro nuevo Hamiltoniano que ahora es diagonal tiene las
siguientes correcciones

€2
FoP Gyt A - Dln®) (417)

- 1
0 0)\ __ 0 ~2
(O han®) = (O[5 + 5% + 25

de lo cual podemos pensar en la forma condensada que resulta ser

7 Lo .2 3 3¢ 4 4 2 2 7 3
hs ~ Pyt U —ey +2—%(§y +{y 7py}—§)+0(€ ) (4.174)
que es valida si

(n© \Zﬂm(o))

(29 _ 5 | <1, (4.175)

o especificamente

(0] — ey?m®) ~en
9 _ 5O | ~ T<<1 (4.176)

El correspondiente espacio fase del Hamiltoniano cudntico efectivo (4.173)
es dado por la figura 4.2. Es importante mencionar que estamos manejando
al Hamiltoniano cuantico obtenido por el método aqui descrito, sin un término
extra cibico resultante de (4.174) que no tiene contribucién a este nivel, como un
Hamiltoniano clasico con espacio fase dado en la figura 4.2 en donde podemos
encontrar trayectorias cerradas deformadas del oscilador armoénico, debido a
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-

Figura 4.2: Géfica del espacio fase del Hamiltoniano dado en la ecuacién (4.173)
a orden €2 con € =0.1.

la perturbacion cibica compleja que agregamos con una constante imaginaria
extra, y a la manera que escogimos de fijar la condicién de norma consecuencia
de nuestro método.

Por otro lado es necesario considerar también el espacio fase del Hamilto-
niano cldsico (4.174) para compararlo con nuestro Hamiltoniano cudntico. Pode-
mos observar que tenemos resultados muy diferentes, dado en la figura 4.3, ya
que en las trayectorias clasicas aparecen curvas abiertas que no aparecen en la
descripcion cudntica a causa de que hay un término cibico que no influye en
los términos diagonales de la matriz cudntica Hamiltoniana. Con la finalidad de
obtener una medida de la efectividad de nuestro método debemos considerar el
trabajo realizado por Bender [6]. El Hamiltoniano para este caso es

1 1 32 2
hg = sps+ 5 + =" + {03} + 5, (4.177)
2 2 2 3
de forma que si elegimos a y = ¢, p; = p, podemos comparar estas dos
expresiones. La diferencia es

3 2
A~ ey + 2%(0. 06y* +0.29{y? p2} — 2.32) + ... (4.178)
2

que se grafica en la figura 4.4 y nos da una idea mas clara de las diferencias. Se
puede notar que en nuestro caso hay un término y> que sobra y el Hamiltoniano
resultante no es simétrico en comparacién al caso de Bender [9] que si lo es. Por
otro lado, en nuestro caso establecer graficas del espacio fase para un Hamil-
toniano cudntico resulta ambiguo. Sin embargo, como método de comparacién
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R =

Figura 4.3: La linea verde y la linea rosa representan la trayectoria clésica.
La linea roja y azul es la trayectoria de la correcciéon cuédntica agregando las
correcciones de (4.174).

4k A
2+ = / .

7"

—f

Figura 4.4: La linea azul y la linea roja representan la trayectoria clasica hecha
con nuestro método. La linea rosa y verde es la trayectoria resultante de la teoria
de Bender basada en la simetria PT.

con otros trabajos es tutil. En el caso de nuestro método encontramos una dife-
rencia marcada entre el Hamiltoniano cuantico y el clésico la cual podemos ver
en los espacios fases correspondientes (4.2). Esta diferencia es debido a que al
hacer el promedio con el método aqui escogido éste no tiene contribucién en la
diagonal de nuestro método perturbativo. Notamos de la expresién (4.178) que
a primer orden sobra un término ciibico que no tiene contribuciéon en la dia-
gonal de la matriz formada por el Hamiltoniano. La tinica diferencia sustancial
es de un término constante en (4.178) lo cual solo desplaza los eigenestados del
Hamiltoniano una muy pequena cantidad ya que esto estd a segundo orden en
e. En cierto sentido se puede pensar que nuestro método y el dado por Ben-
der tienen un punto de interseccién, ya que por otro lado se ha demostrado [6]
que estos modelos no Hermiticos pueden relacionarse a modelos Hermiticos. Las
diferencias entre estos métodos se resuelven buscando algun sistema fisico que
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sea descrito usando nuestra teoria o la de Bender para posteriormente comparar
los resultados con el experimento y tener criterios que descarten a una u otra.
fisica como

4.7. Condicién de Norma y los Momentos en
Una Dimension

Con la finalidad de entender de una mejor manera este método en este punto
establecemos una condicién de norma que incluye al momento. Inicialmente,
consideramos un modelo en una dimensién que tiene una relacién con el oscilador

armonico )
1
L=3#- %2’2 (4.179)

y z dividida en parte real y parte imaginaria
z=ux+1iy. (4.180)

El Lagrangiano es escrito en términos de estas componentes

1 1 2 2
Liay) = 53‘32 - 51‘/2 +idy — %af + %yQ —iw’zy (4.181)
donde el momento para x es
pe = + i, (4.182)

y con respecto al otro momento es suficiente establecer la constriccion asociada

a Pg
Qo =p. + ipyv (4183)

con lo que tenemos el Hamiltoniano
Ho = @ps + 9py — Lay).- (4.184)
Por otro lado, consideramos la relacién para la parte cinética
ipe + Upy = #Po + D3, (4.185)

y el Hamiltoniano de (4.184) es

Ly, w oy wy o, 0
Hy = 3P + S5y +iw zy + 1 Po. (4.186)
Es en este punto donde debemos fijar una condicién de norma, con el fin de
reducir los grados de de libertad y caer en un sistema fisico. La condicién de
norma que nosotros hemos escogido es

Yo =Yy —ix — ig1(z) — ig2(T)ps, (4.187)
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Con lo anterior obtenemos un conjunto de constricciones de segunda clase
X1a = (Po,7Va), con la correspondiente matriz de constricciones de segunda clase
dada por

. 0 i(Bagr () + Palaga()) ) (4.188)

( —1(0291(%) + p20:92(x)) 0
y la matriz inversa resultante es

Cab _ ( ) 0

" (0291(2)+p20292(w))

La determinante asociada a estas matrices es

@01 () T 020:92@)
: ) . (4.189)

det Cop = — (0091 () + prOega(x))?. (4.190)
que usando dentro del Hamiltoniano obtenemos un Hamiltoniano reducido
1, w? o , , 2\12 , 0
Hp = 5pp + - [o + iz + ig1(2) +1ig2(2)ps +1ig3(2)p3)]" + 1 Po,
1, W 2 0
Hp=gp. + 7[91(@ + g2()pa]” + 1° Po,
1w, 2 2 w? ,
Heons = [5 + 5 92 ()P + @ g1(2)92()ps + <97 (2), (4.191)
del cual obtenemos también el Lagrangiano reducido
Loons = Tpg + Z)py — Heons- (4192)

La expresién anterior permite una variacién
5LCons = (;xp:r + CU(pr + 5ypy + y(spy - 5HCons
d . . d . .
= = (0202) = Po82 + £0ps + — (pyOY) — DydYy + Y0Py — OHeons,  (4.193)

que se incluye a

py5y = Zpy(sx + ipyaaagl(saj + ipypxaxg26x + ngpyépm

= _pz(s‘r - Pmazg15$ - ﬁsz5x925$ - 92]515]933, (4194)
y es resultado de
y =iz +ig1(x) + ig2(z)ps, (4.195)
Y =i + 10,01 (2)T + 10,92(2)Eps + 192(2) Dy, (4.196)
concluyendo que en términos de dz, dp, tenemos
d op?
5LC0n5 = @[_(pzazgl +pi3192)533 - %]
. 1 dpi 8HCons
+[Pz0z91 + iﬁazgz B Jox
aH ons
—[0x91 ()& + Opga(x)ips + ¢ 1002, (4.197)

Opz



4.7. CONDICION DE NORMA Y LOS MOMENTOS EN UNA DIMENSION51

con lo cual podemos determinar el momento que es

— (80,91 + w2g192)

z = - ; 4.198
P (w293 + Opgait + 1) ( )
donde si escogemos que el momento no tiene unidades [p,] = 1, [g1] = [92] = [L]

entonces w ~ ﬁ y no hay problemas usando las unidades.

Por otro lado es ttil definir
1
A= 4.199
(1+ 20,92 + w2g?) ( )
para obtener

pr = A%(i%(0201)” + w9l gs + 207 g19280,91) (4.200)

y establecer
2 A2 . 2
g11 = A0z 1 (2))* — 7$azgz(9€)(5x91 (2))
2

A 0ug ()71 + 7). (4.201)

—A%W? g1 (%) g2(2) D01 (1) D g2 (x) — 2

A2
= AW291 95)92( ) a:gl(x) - 7‘*’49%93({%92

— A% g1 (2)92(2) g1 (2) (1 + w?g3 () + Aw?g1(2)g2(2)0ugn (),  (4.202)
) —

U= A?w‘lg%(x)g%(w)(l + w?g3 () Y92 (x)g2 () + %9?(90)7 (4.203)

usando una derivada total obtenemos el Lagrangiano
Lcons = g11d” + goi — U, (4.204)
Tomando un caso concreto
9 (z) =z, 92(w) = eU(x) (4.205)
obtenemos
A1 —eid,U(z) — Ew?U ()]
A% = [1 - 2e20,U(z) + (20, U — 2w*U?(z))] (4.206)
ademads de que

— (@ + ew’zU) 4
(14 eid,U)
+ WU, U — #3(0,U)%],  (4.207)

Py = + €[i20,U — w?zU]

1 2
911 = 5 — e(23d,U) + &%U? + 232(8,U)% — U? — w2aUd,U

1
—§9b8mU), (4.208)
2‘*)4 2772 w? 2 2
U=—¢ 5% U* + 5% go = ew“zU, (4.209)
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En concreto si escogemos U(x) = x la determinante no se anula a menos que
P = —% y se obtiene

(s 2,2
m:ﬁgf;f>z_¢+¢ﬁ_w%ﬂ+8p%%—¢% (4.210)
1 2 1
g =5 — e(wd) + eQ(%IQ +ai? = a? —wh? - o), (4.211)
4 2
U= feQ%z‘* T %zQ, go = ew?a?,  (4.212)

y el Lagrangiano es

2

1
Loons = [5 = e(ad) + (=20 + 2i? - 2?
1 4 2

De este Lagrangiano vemos que hay una métrica no trivial que depende de la
velocidad, en la parte cinética. Esta idea es muy utilizada para ampliar a dos
dimensiones y para extender el método. De el Hamiltoniano (4.191) y usando
las condiciones de norma con la constriccién de primera clase obtenemos

H _[1_’_&2222 2 9 &22 4914
cons = |5 Qem]pz+wexpm+2x. (4.214)

Por otro lado, los paréntesis de Dirac usando la teoria de las constricciones son

1

{x’px} - (8;891 +pxax92) '

(4.215)

De esta manera, se obtiene aproximadamente a segundo orden en ¢, las ecua-
ciones de movimiento

&= —py — ew?z?

Pe = —2w?2(1 — 3ep, + 4e*p?) (4.216)

que tienen un punto fijo en (0,0), si consideramos el espacio-fase dado por la
figura 4.5, que es estable. Por otro lado este punto es tunico a este orden y
las trayectorias son deformadas por la perturbacién resultando que seran dife-
rentes a las del oscilador arménico. Sin embargo, no solo existe este punto ya
que a cuarto orden aparecen nuevos puntos criticos que son aproximadamente
(8.53,—4.21) y (—8.29,—4.07) los cuales son repulsores.

Este modelo y este método dice que si aplicamos este tipo de condicion de
norma, con un término que incluye al momento, obtenemos un sistema pertur-
bado en el momento y el potencial de interacciéon con trayectorias cerradas y
cercanas al punto de origen. En la siguiente secciéon mostramos que cudntica-
mente los distintos sistemas estdn conectados.
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Figura 4.5: Espacio fase para el Hamiltoniano (4.214).

4.8. Formalismo BFV en el modelo

En este apartado buscamos mostrar la relacién que hay entre distintas condi-
ciones de norma y como se ve afectada la teoria cudntica correspondiente.
Mostramos, por medio de la integral de camino, que las teorias cuanticas en
donde se usan distintas condiciones de norma son equivalentes.

Para lograr este fin extendemos nuestro formalismo y usamos la teoria BRST
[47] aplicdndola al oscilador arménico complejo. Para ésto debemos considerar
el correspondiente Lagrangiano complejo asociado

1.5, 1 w? w?

Liay) = 53° = 54" +iif — 2 + Sy° — iw’sy. (4.217)

del cual los momentos correspondientes son
P = I + 17, Dy = —Y +iT, (4.218)

resultando que las constricciones de primera clase deben fijarse por medio de
una condicién de norma, la cual no es tnica y pueden existir muchas opciones
a elegir. Especificamente elegimos dos maneras de fijar la norma 7 1

(I)Osz+ipya
’YO:y%Oa
ol :y—ix—l—iU%(x),

i
D, =———=0,U(x),
para obtener el Hamiltoniano complejo con la transformacién de Legendre

Hy = Tp, + :pr - L(a:,y)a
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y las expresiones totales son

1 w? w? )
HT = ipi —|— 71}2 — 7y2 + 'szxy + /,I/O(I)().
1 w? w? )
HO = ipi + 71}‘2 - ?y2 + Zway.

A partir de aqui usamos el formalismo BRST. Dentro de este formalismo el
espacio fase se agranda incluyendo grados de libertad fermiénicos, estos grados
de libertad tienen el fin de hacer explicita la simetria que es un remanente global
de la simetria local de norma existente en la teoria. Pero dado que se ha fijado la
norma, la simetria local se pierde y se transforma en una simetria global conocida
como BRST. La necesidad de una teoria con estas caracteristicas es cimentada
en el hecho de que para el propagador la suma de todas las probabilidades de
los procesos envuelve solamente a las particulas reales en los estados iniciales y
finales que deben de ser igual a la unidad. Sin embargo esto resulta insuficiente
en teorias méas complicadas. Uno necesita en general de un tipo mas exdtico
de particulas conocidas como particulas virtuales. El precio a pagar estd en
flexibidad mental, ya que uno debe de aceptar que los nuevos modos obedecen
una relacién entre el espin y la estadistica opuesta a la usual. Estos nuevos
modos son llamados fantasmas [10].

Como primer paso se considera que p” es una variable del espacio de confi-
guracién a la cual le definimos un correspondiente momento g

{10, mo} = —{mo, "} = 1. (4.219)

Por otro lado, al espacio fase se le adicionan un fantasma y un antifantasma que
tienen paréntesis de Poisson dados por

{P,C}={P,C} =-1, (4.220)

con los otros paréntesis siendo cero. A partir de estos fantasmas y antifantasmas
se obtiene la carga BRST, ya que hay una nueva simetria en esta teoria extendida

Q= CCI)Q - ipﬂo, (4221)

de la cual la carga BRST 2 es el generador. Ademés las condiciones de norma
se introducen mediante las condiciones fermidnicas

Ty = iCyo + Pu°, U, =iCyy + Pu°, (4.222)

que son resultado de incluir fantasmas. A partir de estas condiciones y la carga
BRST, se obtiene un paréntesis que después es usado para obtener el Hamilto-
niano efectivo

{0, Q} = — @y + o0 — iPP — CC, (4.223)
_ U
{U,,Q} = —p°®g + 7oy1 — iPP — 00(2 -).

2




4.8. FORMALISMO BFV EN EL MODELO 55

Con esta estructura se puede hacer una cuantizaciéon usando la integral de
camino. Antes de esto se debe mostrar que existe libertad de norma en la in-
tegral de camino, la integral de camino es independiente de la seleccién de las
condiciones fermidnicas, teorema de Fradkin-Vilkovisky [47].

La integral de camino usando el Hamiltoniano BRST para esta teoria es

Zy = /D/J exp(iSesy), (4.224)

T2
Sepp = / dr(ips + ypy — 1070
T

1

+CP +PC — Heyy), (4.225)
He.py = Hprst — {Vo,},
Hprst = Ho, (4.226)
Hepp = %pi + %2:52 - %2y2 +iw?zy + CC
+1°®o — moy0 + iPP, (4.227)
dp = dxdp,dydp,dp’drodPdCdPdC, (4.228)

y a partir de esto se pueden hacer las siguientes variaciones y la siguiente com-
paracién entre las condiciones fermidnicas

Xo = z’/tZdT(\Izl — ) = i/tszC(x —Uz(x))

t1 tl
(4.229)

2 =x+ {x,(CPs —iPmo)}xo0 = = + Cxo,

Y =y +{y, (CPo — iPmo)}x0 = ¥ + iCxo,

w = p® + {u°, (CPy — iPmo) }xo = 1’ — iPxo0,

Dot = Do+ {Pz, (CPo — iP70) } X0 = P

Py = Dy + {py, (CPy — iPmo) } x0 = Py,

ﬂ'/o = 7o,

—iP' = —iP + {—iP, (CPy — iPmo) }xo = —iP,

C'=C+{C,(CPy —iPmy)}xo =C

C'=C+{C,(CPy— iPmo)}xo = C + ixomo,

P =P+ xo{P, (CPy — iPm)} = P — x0Po,
(4.230)

lo cual se puede aplicar en el Hamiltoniano BRST

H) _1 2+w—2(x+' )? (4.231)
BRST = 21% 2 y)-, .

resultando que es invariante ante las transformaciones de norma. Lo anterior
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también es aplicable al Hamiltoniano efectivo

Hprsr = Herst,
Hl; = Heopy. (4.232)

Por otro lado el término cinético es también invariante bajo las transformaciones
BRST

i?lp; + y/p; _ ’uloﬂ_é +é/7j/ Jr75/C'/ _
ipe + 9py — 1070 + CP + PC. (4.233)
con lo que podemos mostrar que la integral de camino es invariante. Para éste fin
primero debemos mostrar que la medida de la integral de camino es invariante,

por lo menos de forma infinitesimal, dando como resultado

ox'

5 =0t —t) +icc(1 - 8,U?), (4.234)
oy’ o /
Sy ot —1t),
6u0/
o0 = ot - t/)’
5p; / 5p; /
O d]
omy , P ,
57T0—5(t—t), 6P—5(t—t),
o’
=6(t—1t
(5C ( )7
5C’
25 =0t =)+ mo(e —UY),
5P’
— =§(t—t
57) ( )?
lo que infinitesimalmente hablando es
s, U s
exp ([ dT{Q,(¥; —¥y)}) =exp( [ dr[CC(1 — %) +imo(x — U?)]),(4.235)

resultando que la carga BRST genera un cambio infinitesimal en el espacio fase
que al aplicar en los elementos de la integral de camino (4.224) contribuye con un
elemento que permite pasar a la otra condiciéon de norma fermiénica mostrando
el teorema de Fradkin-Vilkovisky. Asi hemos mostrado que cudnticamente los
sistemas con normas g y <1 estan conectados. En la siguiente seccién calculamos
la integral de camino para nuestro oscilador armoénico complejo.
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4.9. Integral de Camino y Condiciones de Nor-
ma

Con la finalidad de establecer la mecanica cuantica de nuestra teoria comple-

ja usamos la integral de camino y el método de Senjanovic que permite cuantizar

sistemas con constricciones de segunda clase [24]. Como un ejemplo conside-

remos el oscilador arménico (4.217), con condicién de norma 7, para lo que
presentamos la siguiente notacion

£ = (z,9), Pa = (pr,py)a (4.236)
Ta = (®,7) (4.237)

donde £° incluye las partes real e imaginaria de z y p, que son en principio
cantidades complejas. Posteriormente obtenemos la medida de la integral de
camino que incluye las constricciones de primera clase y las condiciones de norma
dando como resultado

E=DEDp,det | {ra, 75} | I(7¢) (4.238)
(4.239)

y la integral de camino total es
7= / DE expli / dt(ip. + gpy, — Hr)). (4.240)

Si se elimina a (y, py), por medio de las funcionales delta J(7¢) obtenemos

7

ZRf/DxDpIH\a T )) QU%&WU(%N
By

U .
ex dt -H 4.241
Pl (G2 e — ). (4.241)
o usando la reparametrizacién (4.71) se tiene
Zo = /Dxme/ expli /dT(:tpm/ — H,/). (4.242)

con el Hamiltoniano H,s dado por (4.75). De esta manera es posible integrar las
variables y, p, usando la constriccién y la condicién de norma para obtener una
integral de camino real. Es necesario mencionar que los nimeros complejos no
tienen orden, pero las particiones temporales resultan una buena herramienta
para lograr el ordenamiento. En el siguiente capitulo aplicamos este formalismo
en mas dimensiones.
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Capitulo 5

Generalizacion para mas
Dimensiones

El método anteriormente descrito no solo es aplicable a sistemas en una
dimensioén, ya que podemos generalizar estas ideas y aplicarlo a mas dimen-
siones. En particular en este trabajo consideramos la extensién maés simple a
dos dimensiones, a parte de la general a multiples dimensiones.

Un caso especial es de particular interés. Este nos va a permitir establecer la
manera de hacer la correspondiente generalizacién y nos ayudara a encontrar una
relacion entre el problema de Kepler, que puede ser visto como un problema en
dos dimensiones, y dos osciladores arménicos, o un oscilador en dos dimensiones,
por medio de una transformacién de norma.

Con lo anterior en mente resulta facil establecer la generalizacién del método
a mas dimensiones lo cual es muy similar a lo ya visto para una dimensién y nos
va a permitir relacionar distintos sistemas, con el mismo niimero de dimensiones,
partiendo siempre de un modelo multidimensional complejo a través de fijar
distintas condiciones de norma. Con respecto a las condiciones de norma, que
deben de existir ya que hay constricciones de primera clase, se explora la forma
mas general que ésta debe de tener en dos dimensiones y que incluya a los
respectivos momentos de alguna teoria en particular.

5.1. Extension a Mas Dimensiones

Consideremos un lagrangiano complejo que es una funcién de las coordenadas
complejas z% = % 4+ 1y y sus velocidades

L(z, %) = 5(2@)2 —V(z), (5.1)

donde de una manera indirecta, tenemos a x®,y“ como variables dinamicas.
Por otro lado, proponemos que V(z) es una funcién holomorfa en z* con
a = 1,..,n lo cual implica las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas por el

99
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superindice
4 _yiy—o. (5.2)
d(ZO‘)*
Entonces el Lagrangiano es invariante bajo la transformacién
2 = 2% + A%(0), Y™ =y +iA(t). (5.3)

Como un buen punto de partida se podria hacer una variacién en z con el fin
de encontrar la ecuacién de movimiento, pero realmente tenemos mas variables
con una simetria interna. En este caso el Lagrangiano es dado por

L= 3 = 5% +iG)G)
—VR(«f,y) —Z'V[(l",y)- (54)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a este Lagrangiano no son indepen-
dientes, ya que es posible dividirlas en parte real y parte imaginaria

N aVR (Jf, y)
oz

resultando que = e y son cantidades reales. A partir de lo anterior se procede
a desarrollar la formulacién canénica de esta teorfa con estas variables. Estas
nos permitiran notar la simetria del sistema que es trivial en el sentido de que
no podemos establecer alguna relacion entre las coordenadas holomorfas y anti-
holomorfas. Los momentos canénicos para el Lagrangiano (5.4) son

oL oL
= gz = &% i, = = g g (5.6)

Pya = g
Y aya
Usando estas definiciones, obtenemos las constricciones primarias

)%

=0, =0, (5.5)

Pza

o, = Pza + Z‘pyoa ~ 0, (57)

donde se incluye el simbolo de igualdad ”=" para enfatizar que la cantidad ®,, es
numéricamente restringida a cero pero no identicamente desaparece [4]. Siguien-
do la definiciéon del Hamiltoniano candnico en el espacio fase

H =3%ga + 9*Pya — L, (5.8)
se observa que H, L, pya, Pya son cantidades complejas. Aunque de la definicién
se obtiene el Hamiltoniano explicito total

1
Hy = Sp2, +V(2) + 8, (5.9)

donde se adiciona la constriccién primaria siguiendo el método de Dirac [4]. Las
ecuaciones resultantes de movimiento son

% = {IaaHT} :p; _|_'uo¢’ y~a = {ya7HT} :pg + i:uaa (510)
oV A%

Vza = \Pza> Hr} = — 75—, by = {Pya, HT} = ———. 5.11

P {» T} s Pya = {Pya, Hr} R (5.11)
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De la ecuacién (5.10) observamos que hay n grados de libertad de norma ya que
observamos n multiplicadores de Lagrange arbitrarios.

Es importante notar que la evolucién temporal no es necesariamente una
cantidad real, por lo tanto nuestras variables reales x e y bajo la evolucién
pueden tener una contribucién imaginaria.

En lo siguiente vamos a evolucionar las constricciones (5.7) para entender el
tipo correspondiente, si es de primera o segunda clase. La evolucién temporal
para estas constricciones primarias es

dV(z)
(=)

Con lo anterior uno puede ver la presencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en cada superindice para V(z,y). En consecuencia si V(z,y) es una funcién
holomorfa obtenemos que ®, son constricciones de primera clase. Ademas el
sistema ya no tiene otras constricciones y nuestro espacio de configuracién re-
ducido tiene n-grados de libertad reales. A partir de lo anterior se vuelve impor-
tante contar los grados de libertad de nuestro espacio-fase. Dado que tenemos a
(%, Y™, Dz, Pya) cOmo espacio fase nuestro punto de partida es un sistema con
4n grados de libertad a lo que debemos restar 2n grados de libertad dado que
tenemos las constricciones de primera clase y las correspondientes condiciones
de norma. Nuestro sistema Hamiltoniano constrinido deberd tener 2n grados de
libertad en el espacio fase.

Por otro lado siguiendo el método de cuantizacién de Dirac, los estados fisicos
son definidos por imponer que la accién de las constricciones de primera clase
sobre los estados es igual a cero. En la representacién de coordenadas implica

., 0 0 .
(—Zh% + haTla)[GR(T/»y) +iG1(z,y)] = 0, (5.13)

Dy ={P,, H} = -2 ~ 0. (5.12)

resultando las ecuaciones de Cauchy-Riemann para cada superindice, si se hace
una descomposicion en parte real y parte imaginaria. De esta manera, se obtiene
las ecuaciones de Cauchy-Riemann que aparecen en este formalismo como un
invereso bajo las translaciones generadas por la constriccién de primera clase.

En otras palabras, obtenemos que nuestra teoria es compatible con la for-
mulacién de Dirac [4, 10] pero debe satisfacer que el potencial es una funcién
holomorfa

&,V (z,y) =0, (5.14)
y satisfacen esta invarianza traslacional
V(z®, y®) +iV(z®,yY) = V(z® — €], y*) + iV (2, y* — €5). (5.15)

Ahora, estas constricciones seran el generador de las transformaciones de norma
[4]. Las transformaciones producidas por las constricciones de primera clase son

ox% = {2, P Dg} = €, Sy = {y®, P D5} = ie”, (5.16)
0Pra = {pxaa EB(I)B} =0, 5pyoz = {pyom eﬁq)ﬁ} =0,
(5.17)
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En consecuencia tenemos

52% =0. (5.18)

de acuerdo con la transformacién (5.3). Desde un punto de vista pragmadtico
z% y p.o son observables de Dirac con variaciéon nula, pero ésto implica una
estructura mas complicada, si se tiene en cuenta la variacién de la parte real y
la parte imaginaria en z. En este escenario es necesario imponer una condicion
de norma por cada constriccién de primera clase con el fin de obtener un espacio
fase reducido. Entonces de acuerdo a la condicién de norma tenemos una teoria
real diferente. El punto interesante es que todas estas teorias son reales y estan
conectadas por una transformacién de norma compleja que nosotros obtenemos
de la formulacién Hamiltoniana siendo cantidades complejas obtenidas para las
partes real e imaginaria. Ademaés el espacio- fase es mas amplio que el espacio
de configuracién ya que p® juega un papel en esta formulaciéon y es posible
escogerle como una cantidad real a dz® o a dy®. Para el proposito de aplicar
un método que no es trivial y que usa esta estructura matematica, debemos
proponer una condiciéon de norma en la parte real o imaginaria de z* de forma
que la teoria resultante es real y en consecuencia el grado imaginario de libertad
es eliminado. Ademads, esto producird que las componentes, real e imaginaria,
interactien entre si y envien informacion de un lado al otro. Adicionalmente, el
procedimiento no forza a fijar la simetria de norma para el Hamiltoniano en una
forma especifica y la condiciéon de norma es seleccionada de acuerdo al modelo
real que nosotros deseamos construir.

El método comparte un origen comtn con los modelos complejos de Ashtekar
basados en las condiciones de realidad y la aplicacién de la condiciéon de norma
es equivalente al uso del producto interno [11]. Sin embargo, las condiciones de
realidad son una manera de seleccionar una condicién de norma. Debemos notar
que hay muchas maneras de remover esta libertad en los sistemas complejos para
obtener un sistema Hermitico.

El siguiente paso es determinar el multiplicador de Lagrange p® (5.10) usan-

do las condiciones de norma 7, (x,y). La evolucién candnica de esta condicién
nos da

4% ={y* Hr} = {v*,H + p 03} = {y*,H} — " H§ ~ 0, (5.19)
con
Hg = {q)ﬁvfya} = 8:1:57a + iayﬁfyaa
Hy(H )8 =62, (5.20)
entonces

[e3

p® ~ (H™ ) 5p5 0.7 (5.21)
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Esto implica para las ecuaciones de movimiento la siguiente expresién

i =p¥ + (H ")5p30.07", g* = p 4+ i(H ) 5pI0m07", (5.22)
. OVr(x, OV (x,
Pea = {Pza, Hr} = — gia v) —1 éi:a y),
. aVR(xay) avf(xay)
a = o Hr} = — — . 5.23
py {pU T} 8ya ¢ 8ya ( )

En este caso, debemos considerar soluciones reales para el momento p, en térmi-
nos de velocidades y obtenemos una accién de segundo orden que obtiene un
término con una métrica dependiente de la velocidad. Entonces seleccionando
una apropiada condicién de norma obtenemos un mapeo de el espacio-fase com-
plejo al espacio fisico real. De alguna manera la simetria selecciona la condicién
de norma de forma que se obtiene un espacio fase reducido real. Por otro lado si
queremos cuantizar la teoria real se pueden seguir dos rutas, primero nosotros
comparamos los paréntesis de Dirac para las variables en el espacio fase re-
ducido y promover los paréntesis a conmutadores. El segundo procedimiento es
construir la medida de la integral de camino usando el procedimiento de Sen-
janovic [24]. En las siguientes secciones se describen varios ejemplos de como
trabaja especificamente este método.

5.2. Problema Central de Kepler y Oscilador
Armonico

En esta parte describimos un caso particular para ilustrar nuestra estrategia

en sistemas con mas grados de libertad. Especificamente se considera el caso de

dos dimensiones en donde encontramos una transformacién de norma entre el

oscilador arménico y un campo central.
El modelo complejo inicial es dado por el Lagrangiano

1. 1. w? w2
L(z1,29) = 52:12 + 52:22 — ?lzf — 22,2 (5.24)

con zy = x 41y y zo = u + tv. A partir del Lagrangiano anterior obtenemos el
momento

Pz = T + 17, Py = —Y + iz, (5.25)
Py = U+ 120, Py = —0U + i1,
resultando dos clases de constricciones
Oy = p, +ip, =0, (5.26)
Q1 =pu +ip, = 0.
En consecuencia es necesario incluir dos condiciones de norma
Yo =z + iy —iU? (y,v) ~ 0, (5.27)
Y1 =u+ v —iU%(y,v) ~ 0.
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El conjunto completo de constricciones de segunda clase es x4 = (®o, Y0, P1,71),
con la matriz de constricciones de segunda clase Cap = {x4, x5} dada por

0 —@OUY 0 (U
o= | OV 0 @D b Gy
(B,U?) 0 (D,U2) 0
y la correspondiente determinante
det Cap = [(0,U2)(8,U?) — (9,U?)(0,U?)]% #0. (5.29)
El Hamiltoniano total para este caso resulta
Hrpgyo) = —%pg + “’;x? — “’;;ﬂ +iwizy (5.30)

w2
——p, + —u” — ?2112 + iwiuw
+u'®o + ' @y
En el espacio reducido los momentos son determinados por

4
dt

d

a(u%)7(5.31)

S 1 L
Dy = _[_y + ZQ?] |cons: (U2)7 Pv = _[_’U + Zu] |cons: -
De la misma manera es posible aplicar en (5.30), las constricciones (5.26) y las
condiciones de norma (5.27) resultando

1 1 w? w2

2

transformation Seleccionando las variables 2 = y? + v% y = rcos() y v =

rsin() el Lagrangiano reducido es

1 2 1 2
1| (dU:z U= wi w3
LR—fi ( at ) +< 0 > —?U(r,e)fEZ/{(r,H) (5.33)

Por otro lado escogiendo frecuencias iguales w? = w3 y con el potencial dado

por

v —B ..
= 5= =P sin(f). (5.34)

N
Nl

U = 1P cos(), u
Obteniendo para la determinante del algebra de las constricciones la siguiente
expresién

(28y* +2pv* — 1)°

det | CAB |: (y2 +/02)4ﬂ )

(5.35)
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y la accién reducida es

Sp = / atfpr2oge - L0 ‘25)27:*2%2 - “’;r?@*ﬁ)]. (5.36)
Usando una nueva seleccion de tiempo
(cc%) _ 2 Ao %, (5.37)
y el siguiente cambio de variables
I=5 iﬁ)a, Fe (-8, W =@2(1- 2020 (538)
obtenemos la accién
S = /dT[—Zﬂff - %’%2 - %%%’2“*23)] (5.39)
con Hamiltoniano
Hp = %(p% + f) — %%#0—%), (5.40)

de lo que observamos que para 3 = %, el Hamiltoniano es reducido al problema
central de Kepler. Por lo tanto de esta manera hemos mostrado que nuestro
formalismo también funciona para sistemas con més dimensiones. En la siguiente
seccién hacemos una generalizacién de nuestro método a mas dimensiones sin
alguna condicién de norma en particular, ademéas agregamos en la condicién de
norma los momentos del sistema, lo cual nos permitird encontrar una métrica
no trivial para el respectivo Lagrangiano.

5.3. Condicion General de Norma para Dos Di-
mensiones

En esta seccién incluimos a los momentos en nuestras condiciones de norma.
Primero que nada consideramos el Lagrangiano

L= %732 + %éQ - %%22 — %352, (5.41)
y haciendo la divisién usual
z=ux+1iy. s =+ iw, (5.42)
el Lagrangiano es
Layww) = %562 - %zfz + iy — %%af + %%yQ — iwlzy
+11’12 - 111}2 + 0w — ijQ + w—ng — iwjvw,

2 2 2 2
(5.43)
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de lo cual se pueden obtener los momentos
Dz = T + 17, Do = U + 1w, (5.44)
y las constricciones primarias son
Qo = pa +ipy, D1 = py + PPu, (5.45)
resultando el Hamiltoniano
Hy = @py + 9ypy + 0po + Wpw — Liz,y,0.w) (5.46)
ademads de considerar las siguientes relaciones

Ipg + Z)py = 1Pq +p§7 VPy + WPy = 0Py +p12;7

(5.47)
con la finalidad de obtener el Hamiltoniano total
1 w? w? . 1
Hyr = 5‘”2 + 71552 - 71112 +iwiry + 51?3
W% 2 W% 2 -2 0 1
—&—?v -G w +iwsvw + Py + - P (5.48)

Las condiciones de norma que incluyen un término lineal en los momentos son
Yoo =Y — ix — ig1(x) — ig2()Ps,
Via = W — v — th1(v) — iha(V)py, (5.49)
siendo necesario definir
B =i(0:91 + Ps0s92),  C =i(0vh1 + puOyha) (5.50)

con la finalidad de manejar y calcular de forma facil la matriz asociada forma-
da por el conjunto de constricciones x4 = (Po, Voo, P1,714), con la matriz de
constricciones de segunda clase Bap = {x4, x5} dada por

0 B 0 0
—-B 0 0 0

Ba, = 0 0 0 C (5.51)
0 0 —-C 0

La determinante para (5.51) debe ser diferente de cero, si queremos un mapéo
que sea efectivo. La determinante es

det By = BQCQ = (azgl +pxax92)2(avhl +pvavh2)23 (552)

y por medio del uso de estas constricciones, obtenemos el Hamiltoniano reducido
para estas condiciones de norma

1 Wi, 2 2 wi

[5 4 5 g5 (x)]px +wigi(z)ge(x)ps + B gi(x)
1 CL)Z w2
+[§ + ?th(v)]pi + wghl(v)hz(v)pv + 22 h%(ﬂ),

HlCons =

(5.53)
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y el Lagrangiano que obtenemos de este Hamiltoniano es

Licons = Ipe + ypy + 0Py + WPy — HlConsa

(5.54)

con la variacién que es hecha para este Lagrangiano, es posible obtener los

momentos

0L1cons = 0&py + TP, + 5ypy + y(spy
0Upy + VOPy + 0WPy + WPy — dH1cons

) ) d . .
= 0&py + 0Py + = (Py0Y) — Pyoy + Ydpy

dt
6Upy + Vpy, + %(pwéw) — PuwoW + Wpy — dH1icons
d i ) d . .
= 2 (p202) = Pod + £0ps + — (pydy) — DydY + Yopy
d ) ) d
%(pvav) — Du6V + VP, + %(pwéw)

_pwaw + W5pw - 5H100n57

(5.55)

y con la finalidad de establecer una reduccién, se utilizan a continuacién las

siguientes relaciones

pyéy = zpy&c + ipy5x915$ + ipypzazQQfsx + igzﬁy5pz
= —Pa0x — pwazgl(sx - ﬁwpx8w925$ - 92]%5]%7

DwOW = 1Py 0V + 1Py, Op 10V + 1Py Py Oy hodv + thopy, 0Dy
= 71.)115'0 - pvavhlfsv - Z}Upvav}w(sv - h2p1)5p1H

donde se ha usado en concreto

y =iz +igi(x) + ig2()pa,
Y =i +i0,91(2)® + 10,92 (2) TPy + 192(T)Pa,

w =t + ihy(v) + tha(v)py,
W = 10 + 10y h1 (V)0 + 10y ha (V) 0Py, + tha(V)Dy,

(5.56)

(5.57)

(5.58)
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y la variacién para la accién es
g20p2

2
hobp?

d
6L1Con5 = %[_(pmaxgl +piazg2)6$ -

_<pvavh1 + pzz)avh2)6v -

6H1C'ons
oz

8IJIC’ons
v

6H1C}'ons
o lCons s
O Jop

aH ons
—[0yh1 (0)0 + Byha(v)0p, + %}m, (5.59)

]

2
+[pa:8xgl + 77189:92 ]5-'15

. 1 dp?
+[pvavh1 + 5 dt

—[0291(x)& + Opg2(2)Eps +

Buha — J6v

resultando los momentos

(s 2
. (;8;91 +wigi92) (5.60)
(W7 g5 + Opgod + 1)
—(00yh1 + w3hiho)
o huha) 5.61
P = (W22 + 0uha 1 1) oy

siendo posible ahora encontrar el Lagrangiano que es reducido por las constric-
ciones

Licons = Tpx + (ypy)C(ms + Upy + (wpw)Cons — Hicons,
(5.62)

ademds debemos notar que en la parte cinética agregamos el simbolo ()cons
con la intencion de indicar que aqui también se aplican las constricciones y las
condiciones de norma. A partir de lo anterior podemos utilizar las definiciones
de los momentos en la variacién para el Lagrangiano

LCons :ga5($7U,i',?.))XaXﬂ+IaXa _kaﬁXaXBa (563)
con X = (z,v) y donde

Gap = ( 1;;) 2 ) (5.64)

y ademas

o kll 0
kag = ( 0 koo ) (5.65)
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de tal forma que

. 1
" (@33(@) + #0aga(a) + 1)
B = !

(w3h3(v) + Oy ha(v) + 1)
E = [A(0291(1))? — A%wig1(2)g2(2) 0091 (2)Drga () — i(azgl(x))Q

2
R @) Oer () — T (021 (1)),
F = [B(9yh1(v))? — B*w3hy(v)ha(v)0yhi (v)0yha(v) — %(&Uhl(v))Q
T BIB0) Ouhs (0))? — T (Do (0)*(@oha ),
I = A1 (2)92(0)0eg1 () — 53 @63 (2)D202(0)
~A%wigi(x)g2(2)0091(2) — Awigi (2)g2(2)Du g1 ()
—A%wigi(2)g3 ()2 91 (),

Iy = BwZhi (0)ha(0)8uhi (v) — %wghf(v)hg(v)am(v)
—B2w2hy (v)hy(v)8yha (v) + Bw2hy(v)hs( )

2
—Bzw§h1 (v)h‘;’(v)&)hl (v),

A2 A2
ki = Awigi(2)g3(x) — - wigl (2)g3(x) — -wigh(@)gs ()
4 2 2 wf 2
+Awigi(z)g3 () — —-g7 (%),

2
472 2 B> 472 2 B? 672 4
ko = Bwyhi(v)h3(v) — 7‘02}11 (v)ha(v) — 7w2h1(v)h2(v)

2
w
+Buh3 ()3 (0) - “2h3(0),

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

encontrando que hay una métrica asociada que depende de las velocidades en la
parte cinética. Otro caso que tiene una relacién con este procedimiento son las
teorias de orden superior en las cuales estableceremos una condicién de norma
que es diferente a la trivial y = 0, resultando que estas condiciones de norma

tienen una relacién con las condiciones de realidad [11].

En la siguiente seccion aplicamos el método complejo aqui descrito al caso

de las teorias de orden superior para el modelo de Pais-Uhlenbeck.
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Capitulo 6

Teoria de Orden Superior
Compleja

En esta seccion nos enfocaremos en un caso concreto al cual le podemos
aplicar el método aqui descrito. Las teorias de orden superior nos podrian ayudar
a resolver muchos problemas que existen actualmente en la fisica contemporanea.
Sin embargo, estas teorias no han tenido avances que sean significativos en la
actualidad. En este capitulo veremos la aplicacién concreta de nuestro método
al modelo de Pais-Uhlenbeck y consideraremos una manera de incluir inter-
acciones. En trabajos anteriores se ha propuesto una transformaciéon candnica
compleja [22] que establece una relacién entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y
dos osciladores arménicos. Nosotros retomaremos este trabajo, pero desde otro
punto de vista en el que se considera a las transformaciones canénicas como
un caso muy especial y analizaremos la manera de establecer las condiciones de
norma que generen una relacién concreta entre estos modelos partiendo de una
generalizacion compleja.

Como en el caso de los ejemplos expuestos anteriormente encontramos que
para la generalizacién compleja del modelo de Pais-Uhlenbeck, que también re-
sulta ser una funcién holomorfa de multiples variables complejas, tenemos cierta
libertad de norma que podremos aprovechar y a través de las transformaciones
de norma relacionar a diferentes modelos que son reales.

Anteriormente se ha mostrado la equivalencia clasica entre el modelo de Pais-
Uhlenbeck y el oscilador armoénico. Sin embargo, cudnticamente hablando esta
equivalencia desaparece y ya no es posible plantear de una manera adecuada
la cuantizacion de este modelo. En esta parte del trabajo nos enfocaremos en
resolver este problema por medio de la integral de camino y el uso del teorema
de Fradkin-Vilkovisky.

71
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6.1. Modelo de Pais-Uhlenbeck Complejo

Para comenzar consideremos una teoria con derivada temporal de orden su-
perior compleja, para ser especificos consideremos el modelo de Pais-Uhlenbeck
complejo, el cual tiene cierta libertad de norma que aqui mostraremos. En con-
secuencia demostraremos que imponiendo distintas condiciones de norma, pode-
mos proyectar el sistema a diferentes teorias reales.

El Lagrangiano para el modelo de Pais-Uhlenbeck complejo es dado por

t1 1 2 2 2, 2
S = / PSS C VR SN (6.1)
" 2 2 2

donde z puede ser separada en parte real y en parte imaginaria

z =z + 1y, (6.2)
explicitamente tenemos
S — tldt _li;z_’_(‘ﬂ%"‘W%)-z_W%W% 2 1--2_("-’%"’“}%) -2
to 2 2 2 2 2
w%w% 2 . v e 2 2\ + - 2 2
+—5 Y Fil—E) + (Wi + wi)dy —wiwyaylh.  (6.3)

2

De la variacién de la accién obtenemos lo siguiente

ty
S = / dt{[—z™ — (W} + w3)d — wiwie — i(y™ + (W] + wd)j
to

+wiwdy)]oz + [y + (Wi + wd)ij + wiwgy — iz + (Wi + wd)i
+wiwiz)|oy}. (6.4)

Esta expresién muestra que no todas las ecuaciones de movimiento son indepen-
dientes lo que implica que habra una libertad de norma en la teoria. Para ver
esto explicitamente introducimos el formalismo Hamiltoniano, por comparar los
momentos candnicos, siguiendo el formalismo de Ostrogradsky [12] con lo que
obtenemos

Po =3 + (Wi +wd)i +i(y® + (Wi +w3)p), (6.5)
py = -y — (Wi +wd)y +i(@® + (Wi + w3)d),
Py = —T — 1Y,
Pw = y — U,

Es importante notar que estos momentos son complejos y estan relacionados
por las dos constricciones primarias

D :prery ~ 0,
Py = py, + ipyw = 0. (6.6)
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A partir de aqui ya podemos introducir el Hamiltoniano canénico
H sy = &Py + Ypy + 0py + Wpw — L (6.7)

donde la estructura simpléctica deducida de la transformaciéon de Legendre es
dada por

{l‘,pw} =1, {yvpy} =1,
{’U,py} =1, {w>pw =1 (68)

Explicitamente el Hamiltoniano es

2 2
(wi +W2)U2

1
Hizy) = vpz + WPy = 5Py = —

2

2 2 2,2 2,2
Ch ;w2)w2 w12a12 z? — w12wz Y2+ (w%w%xy — (wi+ w%)vw) (6.9)

En la definicién del Hamiltoniano usamos la establecida por el formalismo de
Ostrogradsky donde las velocidades v = & y w = ¢ son consideradas grados de
libertad independientes. El Hamiltoniano total es

HT = H(%’U) + ﬂl(bl + uQ(I)Q (610)
de lo que obtenemos las respectivas ecuaciones de movimiento

OH o ‘I>

i ey 001, 0%

Opy Ope apx

0H 0P 0d .

:Ly)+ﬂ17pl +/_L272:w+2/1417(612)
Y Y

=v+ i, (6.11)

Opy 9 p

= ag;fj’y) + gq): + 2 Zi)j = —py + 2, (6.13)
= agz(:vy) Nl% + 2 gij iz, (6.14)
o= e OO e — iy, (6.15)
Py = _8}18(? - ﬂl% - Mz% —wiwsy + iwiwse, (6.16)

Po = 8%(;’”) m% - Mz% = —po + (Wi +w3)v +i(w] + wiw
(6.17)

b= =2 O 00 (2w i+ .
(6.18)

De lo anterior notamos la libertad de norma en la evolucién. Por otro lado, tam-
bién necesitamos revisar lo que pasa con la evolucion de las constricciones y ver
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si existen mads constricciones, secundarias, en nuestro sistema. De la evolucion
de las constricciones se tiene que

&y = {®y, Hr} =0, ®y = {®y, Hr} = — 01, (6.19)

de donde concluimos que nuestras constricciones (®1,P2) son constricciones
complejas de primera clase y éstas generan transformaciones de norma. Las
variaciones generadas por estas constricciones de primera clase y que dejan
invariante al Hamiltoniano son dadas por

b = {z,e'®) + By} =€, Sy = {y,e'®; + 2Dy} = i€, (6.20)
ov = {v,e'®; + &Py} = €2, dw = {w, ' ®; + 2Dy} = ie?,

0py = {px,eltﬁl + 62<I>2} =0, opy = {py,elq)l + 62<I>2} =0,

5py = {pv, €' @1 + D2} =0, 5puw = {Puw, €' @1 + €2} = 0,

de lo que podemos notar que nuestra transformacién de norma implica que las
variables, o componentes, y,w adquieren una parte compleja por lo tanto si
nosotros queremos fijar la norma debemos considerar este hecho en la cuenta
de los grados de libertad. Con esto en mente queremos mostrar que bajo un
conjunto de condiciones de norma el modelo de Pais-Uhlebeck complejo esta
relacionado al modelo real.

Es importante también definir el nimero de grados de libertad de nuestro
espacio fase antes de aplicar nuestras condiciones de norma. Tomando en cuenta
que nuestros cuatro momentos son cantidades complejas (py, Py, Pv, Pw) hemos
asociado a ellos 8 grados de libertad reales, ademads tenemos cuatro variables de
configuracién reales o grados de libertad (z,y, v, w) que dan como resultado un
espacio fase con 12 grados de libertad.

Por otro lado, dado que tenemos las constricciones de primera clase y las
condiciones de norma, los grados de libertad efectivos se reducen de la siguiente
manera: Se empieza del espacio fase con 12 grados de libertad, de los que resta-
mos 4 debido a las dos constricciones complejas de primera clase y 4 debido a
las dos condiciones de norma complejas. Lo anterior implica que los grados de
libertad reales son 12 — 8 = 4 lo cual corresponde a los grados de libertad del
espacio fase reducido para el modelo de Pais-Uhlenbeck.

También podemos notar que a nivel Lagrangiano y a nivel Hamiltoniano se
cumple con

§Lc =0, §Hyp = {Hp, ' ® + 0y} =0, (6.21)

donde L¢ es el Lagrangiano complejo de orden superior asociado a la accién
inicial dada en esta seccién y donde estamos aplicando las transformaciones
anteriores para estas cantidades. La condicién de norma que establece la relacion
entre el modelo complejo y el modelo real es dada por

I =y~0, (6.22)
Ty =w=0, (6.23)
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donde se piensa a estas condiciones como expresiones complejas en el sentido de
que las transformaciones de norma dan a estas variables una parte imaginaria.
La evolucién de estas condiciones de norma implica

y="T1 = {0y, Hr} =T +ip, (6.24)
:i] =w = FQ = {FQ, HT} = i,U,Q, (625)

por lo que los multiplicadores de Lagrange p; y pe son fijados a cero. De lo
anterior concluimos que

y®) = =1y = {{T'y, Hy}, Hr} = 0. (6.26)

Ademaés, la matriz del conjunto completo de constricciones formada por x4 =
(®q,P9,T'1,T2), que incluye a las constricciones de primera clase y a sus condi-
ciones de norma es

0 0 2 0
0 0 0 2
0 — 0 O
con determinante det{D4p} = 1 y Hamiltoniano
1 wi + wj wiw?
Hwy=0) = vPx = 5P, ~ i 5 2),2 St (6.28)

Los paréntesis de Dirac son

{xapx}* =1, {Uapv}* =1 (629)

Usando estos paréntesis las transformaciones de norma desaparecen en conse-
cuencia la evolucién bajo las condiciones de norma es real. Por otro lado, con
respecto a los momentos éstos son separados en parte real y en parte imaginaria

Pz = PzR t+ ip:vlv Dy = —PaI + ipxRa (630)
Dv = PuR + 1PuI, Pw = —DvI + iDuR; 6-31)

pero podemos observar de la expresién (6.5) junto con (6.24)-(6.26) que la parte
imaginaria desaparece para tener

Pz = PzR; Pv = PuR- (6'32)

Por otra parte, tomando en cuenta que x y v son reales, los paréntesis de Dirac
son

{z.per}" =1 A{v,por}" =1 (6.33)

Finalmente, el Hamiltoniano reducido es

1 w? + w? wiw?
HPU:'Usz_*sz_ ( 1 : 2)1)2 122:c2.

5 (6.34)
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El cual es conocido como el Hamiltoniano real de Pais-Uhlenbeck. Entonces
a partir del método antes descrito planteamos la generalizacién compleja la
cual tiene una libertad de norma que es manejada fijando las condiciones de
norma (6.22) concluyendo en la obtencién del modelo real de Pais-Uhlenbeck.
En este sentido, se dice que el modelo real de Pais-Uhlenbeck es incluido en
nuestro modelo complejo. Por otro lado, se puede seleccionar diferentes tipos de
condiciones de norma y de ellas obtener un sistema diferente que esta relacionado
en el espacio complejo a un modelo real de Pais-Uhlenbeck.

Por otra parte, se puede elegir el siguiente conjunto de condiciones de norma

Y1 = py — Wi — iwiy ~ 0 (6.35)

junto con
Yo = Py — wWiv — iwiw ~ 0, (6.36)

para fijar la norma de las constricciones de primera clase (6.6). Los paréntesis
entre las constricciones y las condiciones de norma son

{q)1>'71} = _(w% - wg)v {@2’72} = (w% - W%)v (6'37)
{7172} = (@} — i),

y la evoluciéon temporal de las condiciones de norma resulta

Y1 = {7, Hr} = =72 + 1 (wi —w3) ~ 0, (6.38)
Yo = {72, Hr} = win + i(wi — w3)y — pa(wi — w3) ~ 0,
1
M1 = 755772, U2 = Zy (639)
(Wi —w3)

Para revisar que las condiciones de norma (6.35) y (6.36) son buenas condiciones
de norma se necesita mostrar que junto con las constricciones (6.6) forman un
buen conjunto de constricciones de segunda clase. Con lo anterior podemos
definir

XA = (®a, 1), (6.40)
cona,b=1,2y A, B=1,...,4. Con el paréntesis de Poisson

{xa,xB} =Casp (6.41)

podemos construir la siguiente matriz

0 0 (w3 —w?) 0
_ 00 0 —(@i-wd)
Cn=1 @3-wd) 0 0 (W -w)) (542)
0 (@f-wd) Wi-wd) O

En consecuencia la determinante de esta matriz es

det (Cap) = (w} —wd)*. (6.43)



6.1. MODELO DE PAIS-UHLENBECK COMPLEJO 7

Por lo que tenemos unas bien definidas condiciones de norma solo en el caso de
frecuencias diferentes. Usando estas constricciones y las condiciones de norma se
eliminan los momentos imaginarios sobrantes resultando los paréntesis de Dirac.

También a causa de que el conjunto completo de constricciones (6.40) es
un conjunto de constricciones de segunda clase toda transformaciéon de norma
desaparece bajo los paréntesis de Dirac y nuestro espacio fase reducido queda
bien definido. Considerando que el Hamiltoniano en términos de las variables
del espacio fase reducido corresponde a

2_ 2 2 2_ 2 2
H,, = 7(&11 5 w2)v2 + (w? — wg)%x2 + 7((”1 3 W2)w2 + (w? — wg)%yQ (6.44)
con los correspondientes paréntesis de Dirac
* 1 * 1
{o,v}" = {y, w}* = (6.45)

(wi —w3)’ (wi —w3)’

Ademais de las condiciones de norma que fijan los multiplicadores de Lagrange
como (6.39) obtenemos las variables reales y y w junto con su evolucién que
es determinada por el Hamiltoniano (6.44) y los paréntesis de Dirac (6.45).
Con respecto a la cuenta de los grados de libertad se inicia de un espacio fase
de dimension 12 que es determinado por los grados de libertad reales para las
variables z,y,v,w y 2 grados de libertad para cada momento p,, py, v, Pw. En
estos grados de libertad restamos 4 debido a las constricciones de primera clase y
4 debido a las condiciones de norma. Finalmente, terminamos con un espacio fase
reducido de 4 dimensiones. Si consideramos también el Hamiltoniano (6.44) y la
estructura simpléctica (6.45), es posible introduicir la siguiente transformacién
de contacto

or= (i —wd)ie, o1 =(wf-wi)y, (6.46)
1 1

Por = (W] —wi)Zv,  por = (Wi —wj)Zw, (6.47)

con w; > wq. En estas nuevas variables el Hamiltoniano (6.44) es

2 2 2 2
b5 W Ps w
H., = TR + 7201%& + 71 + 7101%, (6.48)
y los paréntesis de Dirac resultan ser

{or:port =1, {or,por} =1 (6.49)

Aqui se ve explicitamente que para las condiciones de norma (6.35) y (6.36) el
modelo de orden superior de Pais- Uhlenbeck es reducido a un sistema de dos
osciladores armonicos reales desacoplados. Este sistema puede ser facilmente
cuantizado y en este sentido la eleccién de norma seleccionada en (6.35) y (6.36)
es una buena eleccién de norma, donde la norma (6.22) no es una buena elec-
cién, ya que terminamos con un teoria que no es posible cuantizar al menos si
introducimos interacciones.
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6.2. Transformacion de Norma

En este punto resulta interesante ver cual es la transformacién de norma
que hay entre el modelo de Pais-Uhlenbeck real y dos osciladores arménicos.
Podemos empezar por establecer la transformaciéon de norma que hay entre
estos sistemas y que es aplicada a la generalizacién compleja del modelo de
Pais-Uhlenbeck la cual es

v =x—idy {x, P}, v =v —idya{v, P2}, (6.50)
oy =m—T1=p, —wiz —iwiy —y,
0o =72 — T2 =ps — w%v - iw%w —w, (6.51)

Sin embargo, dado que las transformaciones establecen diferentes variables fi-
nales es necesario usar las condiciones de norma (6.35) y (6.36) para obtener

/ ~ 2 -2
Dyr & Wyl + 1wy,

/ 2 -2
Dypp & WU + wsw, (6.52)
lo cual aplicado en la transformacién de norma resulta ser

=z +iy,
v = v+ iw. (6.53)

La transformacién de norma anterior (6.53) junto con la transformacién de los
momentos (6.52) nos lleva del modelo de Pais-Uhlenbeck real (6.34), sustituimos
la expresién de las variables primadas en el Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck,
al Hamiltoniano equivalente salvo una transformaciéon de contacto de dos os-
ciladores arménicos reales (6.44), variables sin primar.

Debemos tomar en cuenta que esta transformacién no es canénica real y si
tiene una relacién con una transformacién candnica compleja.

Ademds hay que tener presente que usamos las condiciones de norma (6.35)
y (6.36) en la definicién de los momentos, lo cual es valido ya que estamos
pasando del modelo de Pais-Uhlenbeck a los osciladores arménicos.

Con la transformacion anterior notamos que para este caso debemos de
perder Hermiticidad en alguno de los dos modelos para lograr encontrar una
transformacién que parta del formalismo de Ostrogradsky a la formulacién La-
grangiana habitual de dos osciladores armoénicos.

6.3. Fuentes Complejas

En esta seccién se incluyen interacciones en el modelo de Pais-Uhlenbeck
complejo de tal forma que se produce una interaccién consistente al nivel de
oscilador armoénico, i. e. las interacciones son consistentes con las constricciones
y las condiciones de norma (6.35) y (6.36). Un punto importante para intro-
ducir cualquier potencial de autointeraccién es encontrar una manera de incluir
fuentes y aun mas complicado es incluir fuentes complejas. Sin embargo, se
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puede empezar a usar la mecanica cldsica para ilustrar el comportamiento de
una fuente compleja en la ecuacién de movimiento.

Como punto de partida incluiremos una fuente compleja donde consideramos
la formulacion Hamiltoniana compleja de Ostrogradsky. El Hamiltoniano com-
plejo con fuentes es

Hs = H, — Jv — Kp, — Ly — Mp, — Nv — Op, — Rw — Qpy (6.54)
cuyas ecuaciones de movimiento son

. OHg K . 0OHg

xr = s =

OH,,
i 0, w=Tew g
Opw

Ipw
0H .
- S = —wiwiz —iwiwiy + J,
x

. 0Hgs )
Dy = oy wiwsy — iwiwiz + L,

=w-—M

, (6.55)

pz:

0H,
v

0Hg
C ow

en las cuales los momentos con fuente son

Dy = = fprr(wf+w§)v+i(w%+w§)w+N,

pw = = Dy — (w% + w%)w + Z(w% + w%)v + R’

pe =+ 0+ (w? 4 wv + i(w? + wdw + N, (6.56)
py = i + 10 + i(w} + wd)v — (W? + ww +iN,
Dy = —U — O,
P = —10 — 10,
y usando (6.55) se puede concluir que

N+iR=0, J+1:L = 0. (6.57)

Otras relaciones que son deducidas de (6.55) y las condiciones de norma (6.35)
y (6.36) son

—J; —wi0; —w2Qr =0, —Jr —wW?OR +W?Qr ~ 0, (6.58)
—w?K; —wiMpr — N; =0, ~wisKRr +wiM; — Ng ~0.

De esta forma hemos mostrado que las condiciones de norma (6.35) y (6.36)
originan restricciones en las fuentes de los campos. Sin embargo, hasta este
punto ain no es claro como incluir potenciales de interaccion en el modelo.
La manera mads fécil es introducir potenciales complejos que son reducidos a
cantidades reales usando las constricciones y condiciones de norma. Con el fin
de aplicar este método, se considera

(w4 wd) 2
= — v 6.59
Rl PR S S v T (6.59)
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de lo que aplicando la condicién de norma (6.35) la reducimos a la variable
conjugada

2" =Z |ree=x — 1y (6.60)
de esta manera es posible introducir el siguiente potencial de interaccién
)\1 20.)% 2 4
Uirnt = —— - ¥ 6.61
e = i o )" @ (000
Otro posible potencial de interaccién es
)\2 QUJ% 2 4
Usrnt = — |- v 6.62
) L O R R i (062
y finalmente
A3 2w? 2 9 203 2 9
U3Int = *7[ Z— pv] [* z+ pv)] .
467 (w? —w3) (W] —wid) (Wi —wd) ™ (wf —wi) 663
6.63

Separando in parte real y parte imaginaria la variable z dentro de cada potencial
obtenemos

/\1 2(,0% . 2 4
Ulint(@y) = Togl75— o (@ + 1Y) — —5——=D] ", 6.64
)\2 2w§ . 2 4
Una:, = . - THW)+ 55Dl
it = iy @ e T e
(6.65)
)\3 2(,«)% . 2 2
Ustnt(ey) = ~Jrial; o 2 (& T W) = —5—57Pv
s = gt —ap Y T !
2w3
'{_ : (x+zy)+ pv}27
(wi —w3) (Wi —w3)
(6.66)
y el potencial total de interaccién es
UT(x,y) = Ullnt(gc,y) + UQInt(gc,y) + U3Int(ac,y)‘ (667)

Es importante notar que simplemente hemos recuperado la relaciéon que ya exis-
tia entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y los osciladores armoénicos del capitulo
1 para sugerir la forma mas natural de establecer los potenciales de interaccién,
pero en nuestro caso desde un punto de vista Hamiltoniano. El Hamiltoniano
total con potenciales de interaccién es

He o) = Hr 4 Ur(a,y)- (6.68)

El nuevo Hamiltoniano que incluye potenciales de interaccién lleva a la siguiente
evolucién de las constricciones de primera clase

{(I)la HG(w,y)} =0, (669)
{®2, Ho(z) } = —P1. (6.70)
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De esta manera las interacciones son consistentes con las constricciones. Ademas,
cuando aplicamos las constricciones, las condiciones de norma, y las transfor-
maciones de contacto los potenciales de interacciéon son reducidos a

/\1 )\2
Ulfnt(z,y)lrec = 10%7 U21nt(m,y)|rec = 10"[1,
A3
Usint(a,y)lrec = EU?%U% (6.71)

El Hamiltoniano aplicando estas condiciones es

HG(x,y) |rec =H. + Ullnt(m,y) |rec + U2Int(x,y) |rec + U3Int(;c,y) |Tec' (672)

En este punto, se ha desarrollado un procedimiento con la finalidad de introducir
potenciales de interaccion y fuentes concluyendo que la simetria de norma se
preserva para ambos tanto para el modelo de Pais- Uhlenbeck como para el
modelo de Pais-Uhlenbeck con un potencial de interaccién. Esta formulacion
nos permitird incluir la integral de camino con la finalidad de lograr una teoria
cuantica de este modelo.

En la siguiente seccion vamos a cuantizar el modelo de Pais-Uhlenbeck com-
plejo usando la formulacién de path integral.

6.4. Integral de Camino

Para mostrar una manera de lograr la cuantizacién para este sistema, se
empieza por el formalismo de la integral de camino que incluye la simetria de
norma y las condiciones de norma.

Para construir la integral de camino, introducimos la siguiente notacion

0 = (z,y,v,w),  Tla= (D) Py, Pv,Pw), (6.73)
ja:(JaLaNaR)a ICa:(KaM,O,Q)

con ©% una cantidad real, y II, compleja en general. Las fuentes 7% y K, son
complejas en general. Para la medida de la integral de camino se incluyen las
constricciones y la condicién de norma como un conjunto de constricciones de
segunda clase, considerando que la matriz de los paréntesis de Poisson es dada
por (6.42). En consecuencia la medida corresponde a

4
Dp = DO"DI, det | {xa, x5} | [[d(xo) (6.74)
c
y la integral de camino total es

7 = /DM expli /dt(:'xpx +Ypy + 0Py + Wpy — Hgyyy + 0T + II,K)].
(6.75)
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Usando la delta de las constricciones y las condiciones de norma se integra sobre
todos los momentos, resultando que

Zp = /DmDyDva exp{i /dt ([(wi — wd)dv + (Wi — w3)
— Hoo + 2(—Jr — w50R + w3Qr) + y(J1 + wiO; + wiQr)
—H}(—NR — leR +w1M1) + ’w(N[ —‘rsz[ +w2MR)]
+ilz(—Jr — w30 — wiQr) + y(—Jr — wiOr + wiQr)
+v(—N; — wiK; — wiMg) + w(—Ng — w3 K + w3M;)])},  (6.76)
Por otro lado la fuente satisface idénticamente la relacién (6.58), la parte ima-

ginaria se cancela y no contribuye a la integral de camino. De lo anterior se
obtiene

Zg = /D:L’DyDUDw exp{i /dt ([(wi — w3)dv (6.77)

(Wi —w3)jw — Hoq + (W} —w3)2(Or — Q1) + (Wi — wi)y(Or + Qr)
+Hwf - wh)o(—Kg + M) + (Wi — w3)w(-K; — Mg)])}.
Con la finalidad de mostrar que este potencial efectivo corresponde a la integral

de camino de dos osciladores armoénicos desacoplados con fuentes se implementa
una transformacién de contacto para las variables y fuentes dadas por

OR = (w% - wg) €, Por = (w% - WZ)%’Ua (678)

or = (Wi —w3)
Rp= (W} —wd)i(Or—Qr), R;=(w?—wd)i(0r+Qr),
kp = (w} —wd)? (~Kp+ M), ki=(w}—wd)?(—K;— Mg).

Para estas transformaciones la matriz Jacobiana resulta ser
1
2 2327
(Wi —w3)

De esta expresién (6.79) la path integral (8.4) es transformada a

| J|= dzdvdydw =| J | dordpsrdordper. (6.79)

Zoa = S/DURDUIDPURDPJI eXP{i /dt (dRpaR +0.'Ip0'I (680)
—H.s(0R,01,P6R,Do1) + OrRRE + 011 + porkr + porks)}

Donde H,, esta dado por (6.48). De esta forma hemos empezado del modelo de
Pais-Uhlenbeck complejo y hemos fijado la condiciones de norma (6.35) y (6.36)
en la integral de camino terminando con la integral de camino de dos osciladores
armonicos reales desacoplados con fuentes.

En este punto es necesario mencionar que hemos reducido la eleccién de las
variables Hermiticas a una simple eleccién de norma en un espacio complejo a
partir de hacer una elecciéon adecuada para un sistema en concreto que se desée
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estudiar. En nuestro caso hemos trabajado con el modelo de Pais-Uhlenbeck
de forma tal que establecimos una manera de agregar fuentes y por tanto in-
teracciones. Lo anterior tiene una relacién con el método dado en [23] y las
condiciones de realidad de Ashtekar [11] las cuales en nuestra notacién son una
eleccién de norma en concreto. En los siguientes capitulos vamos a estudiar la
extension de estas ideas a campos dependientes de la posicion y el tiempo, lo
cual implica una formulacién mas general de nuestro método.

Es importante notar los pasos que hemos realizado: En el capitulo 1 mostra-
mos con relativa facilidad que es posible pasar del modelo de dos osciladores
acoplados al modelo de Pais-Uhlenbeck usando el formalismo de Ostrograds-
ky. Sin embargo, hacer lo inverso no resulto ser tan trivial por lo que como
primer paso hicimos una extensién al plano complejo del modelo de P-U para
posteriormente notar la libertad de norma que nos permite encontrar una trans-
formacion que relaciona ambos sistemas partiendo del modelo de orden superior
con la formulacién de Ostrogradsky y que mapéa a los osciladores arménicos
reales. Simplemente hemos encontrado la transformacién inversa que me pasa
del modelo de Pais-Uhlenbeck de orden superior a los dos osciladores arménicos
reales resultando que este mapéo se traduce en una transformaciéon que ya no
es canonica real.
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Capitulo 7

Campos de Primer Orden

Los campos fisicos ademaés de la evolucién temporal o variacién en el tiempo
presentan también variacién en el espacio. Lo anterior implica, conceptualmente
hablando, hacer una diferente descripcion de nuestros sistemas pero estructural-
mente hablando resulta ser muy similar a la descripcion anterior. La diferencia
esencial radica en el nimero infinito de grados de libertad que aqui encontramos,
ya que vamos a tener uno o mas grados de libertad por punto del espacio.

7.1. Modelo Sigma No-Lineal

Con el fin de establecer una metodologia retomaremos, hasta un cierto pun-
to, lo realizado en la seccién 4.2 pero en esta ocasiéon no consideraremos la
reparametrizacién temporal desarrollada en ese apartado. Aplicando el méto-
do vamos a encontrar los modelos sigma no lineales considerando el siguiente
Lagrangiano complejo con métrica plana en la parte cinética

2
2

?, (7.1

1
L=-(0
5(09)
en donde usamos como notacién que Y2 = Jop1®t, (9Y)? = (0H9*)(Duiba) ¥
los subindices cumplen con a,b = 1,..., N. Dado que el campo de partida es
complejo podemos separarlo en parte real y parte imaginaria de la siguiente
manera

P = ok +iv], (7.2)
resultando de aqui la densidad Lagrangiana compleja

m2 2

_1 o m” o, 1 2, M
50—2(5%’1%) 5 PR 2(8901) + 5

+i[(8upr) (0" 1) — m*ore1],

o3

(7.3)
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y a partir de aqui se pueden obtener los respectivos momentos

6£C 8[20

= 3. = QbRc + iSbIm Tle = F+c — _Qbfc + iSme (74)
09, 0p§

T Rc

de donde podemos observar que hay constricciones primarias
D, = mRe + i1, = 0, (7.5)

Por otro lado también podemos utilizar una notacién abreviada para la escritura
de los momentos
2 _ a
7TR — ﬂ-Raﬂ-R

con el fin de obtener la densidad Hamiltoniana usamos una transformacién de
Legendre
He = $rmre + @7mre — Lo (7.6)

dando como resultado la siguiente expresiéon concreta

1 1 m2 1 m2
Her = [57712% + §(V<PR)2 + 7@%} - [g(V@IV + 7@%]

—i[—=(Vok - Vora) — m*(hera)] + 0, (7.7)

con multiplicadores de Lagrange que incluyen a las constricciones. Es importante
notar que la parte cinética resulta ser

PRTRe T PiT1c = PR(PRe T 1010) + PT(—PIc +iPR) = W%{ (7.8)
La expresién simplificada de la densidad Hamiltoniana total es

1 1 . m? . .
Hor = [57@%{ +5(Ver+ iVer)® + 5 (pr+ ivr)?] + pe .. (7.9)
Con la obtencién de la densidad Hamiltoniana (7.7) ahora es posible determinar
la naturaleza de las constricciones primarias por medio de establecer la evolucion
temporal correspondiente

.= {P., Hor} =0, (7.10)

resultando que son constricciones de primera clase que tienen como caracteristica
la existencia de algunos grados de libertad internos que no modifican alguna
propiedad en las observables fisicas.

Como tenemos constricciones de primera clase es necesario fijar normas para
estas constricciones. Aqui elegiremos normas canoénicas y las seleccionaremos de
forma tal que el sistema resultante sea mads interesante que el original y sea
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una buena norma en el sentido de la teorfa de constricciones de Dirac [10].
Proponemos las siguientes condiciones de norma

I = [p1e —ipre +iVe(pr)] = 0, (7.11)

la que forma un conjunto completo de constricciones con las constricciones de
primera clase si proponemos x4 = (P,, [,) con el fin de formar la matriz Zap =
{x4, xB} resultando explicitamente la expresién

0 —igl
Zan={ v o (7.12)
R
con determinante pensada diferente de cero
Vg ., ove
det(Zap) = (55) (50 —) #0. (7.13)
R c
y matriz inversa
0 —i(9¥e)-t
ZAB = ( ’L( oVy )—1 LSR ; (714)
Op%

de lo cual vemos que al multiplicar ambas matrices (7.12) y (7.14) tenemos la
unidad.

Por otro lado podemos sustituir a (7.11) con (7.5) en el Hamiltoniano (7.9)
resultando

2

1 1 m
HCCOTLS - 577122 + §[VV((PR)]2 + 7‘/2(()01%) (715)

Ademsds sustituyendo directamente en la expresion (7.6) las constricciones, obte-
nemos

EC = Mg(lbaRﬂ-Rc - HCTC'ons (716)

c _ [9V°
de donde M¢ = [890‘}3]'
Por otra parte es importante aclarar que los momentos constrenidos son

Tre = Meap® (7.17)

A partir de la teoria de Dirac [4] para las constricciones obtenemos los
paréntesis de Dirac. Usando los subindices tenemos

{W%vﬂRa}* = {W%?WRG} - /deAB{SO%aQA}{FB’ﬂRa}’ (7-18)
o explicitamente teniendo en mente los subindices A = (0, ¢), B = (0, d) tenemos

(% e} = 696(7 — ) — / dwZAB[-595(F — §)3aad (i — @)

aVy
8%012&

+( )096(7 — ). (7.19)



88 CAPITULO 7. CAMPOS DE PRIMER ORDEN

Y en concreto con lo anterior podemos decir
{¢fTra}Y" = (MT1)7686406(Z — 7). (7.20)

En comparacién a lo realizado en la seccién 4.2 hemos elegido no establecer
una reparametrizacién que cambie al tiempo como fue hecho para el caso de
particula. Con esta eleccién buscaremos analizar la forma que adquiere la co-
rrespondiente densidad Lagrangiana.

La densidad Lagrangiana en concreto usando nuestro espacio de configu-
racién constrenido es

5 1 e a m2
Lo = M5M55a8(58#@R8H(PR) - 7‘/2(9‘71%)’ (7.21)

de lo que podemos definir una métrica con la expresiéon anterior la cual es
dependiente de los potenciales derivados respecto a los campos y es

oVl v,
ed = —— — 7.22
Jed = Gz 9l (7.22)
La densidad Lagrangiana en el espacio de configuraciéon constrenido es
1 m?
Le = 59¢a0upR0" ¢k — 7V2(¢R). (7.23)

Cabe mencionar que a partir de un Lagrangiano complejo podemos encontrar
una relacién entre una densidad Lagrangiana real plana con d-dimensiones y
una variedad de Riemann que no estd en el espacio plano. Lo anterior equivale
a un mapéo para los modelos sigma no-lineales.

7.2. Meétodo aplicado al Campo Electromagnético

Con fines ilustrativos de nuestro modelo vamos a aplicar el método aqui de-
sarrollado al campo electromagnético.

Primero que nada vamos a considerar la densidad Lagrangiana del cam-
po electromagnético real y por medio de ésta vamos a encontrar la respectiva
densidad Hamiltoniana para establecer si en nuestro sistema existen nuevas
constricciones. La densidad Lagrangiana con A* = (A%, A%) es

1 1 . .. 1 . ..
L= _EFWFW = —§AiAZ — 531/1051/10 + A'0; Ao
1 . 1 ..
+5(0iAY)? = 504,047, (7.24)

y usando la métrica plana 7, = (1,—1,—1, —1) podemos obtener los momentos
correspondientes resultando que
oL oL

= @ 0, ™ = ﬁ =A; + 0;A0 = —E;. (725)

o
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A partir de lo anterior y con los momentos podemos aplicar una transformacién
de Legendre

H = AOTF() + Aim— — ﬁ, (726)

pero también debemos considerar la constriccién que hemos obtenido de la
definicién de los momentos y que es resultado de la teorfa de Dirac [4]

\Ijl = 7. (727)

La densidad Hamiltoniana que resulta de nuestro sistema constrenido es

1 .1 - ) 1 )
Hemr = —57'('1'71'Z + 581‘14]‘6114] + aniAO - §(aiAz)2
+ut 0y, (7.28)

y dada la constriccién la teoria de Dirac nos dice que debemos de realizar la
evolucién temporal de ésta por medio de la densidad Hamiltoniana, ya que de
esta manera determinamos la existencia de otras constricciones secundarias que
son consecuencia de la constriccién primaria

U, = /dy{\l/l,HEMT} =W, ~0, (7.29)
\:[12 = 8’L'7Tia
Uy = /dy{‘I/z,HEMT} ~ 0,

y que son de primera clase ya que conmutan con la densidad Hamiltoniana y
entre ellas mismas

{0y, Ty} = 0. (7.30)

La naturaleza de estas constricciones da como resultado una simetria interna
que implica grados de libertad sobrantes los cuales podemos manejar por medio
de las condiciones de norma que eliminan los grados de libertad extra. Se puede
fijar la norma por medio de las siguientes condiciones

Uy =0;A" ~ 0, (7.31)
\114 = AO ~ 0,
que en la literatura son conocidas como la norma de Coulomb. Con lo anterior

se pueden encontrar los paréntesis de Poisson del conjunto completo de cons-
tricciones

{\IjlquQ} =0, {\1117\1]3} =0, {\111’\1]4} = 76(3?7@‘),
{\112, \II3} = —V25(f— ;J), {\1127 \114} =0, {\113’ \II4} =0, (7'32)
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lo cual da como resultado la matriz de constricciones

0 0 0 —1
0 0 -V o0
jAB - 0 VQ 0 0
1 0 0 0

(T = 9), (7.33)

con la respectiva determinante que es diferente de cero
det 74P = [5(7 — V6 — 7)) # 0, (7.34)

y con la matriz inversa dada por

0 0 0 1
as | 0 0 w2 oo L
-1 0 0 0
donde se debe mencionar que V~26(Z — §) = — 4= (Z — §) /2. Por otro lado el

conjunto completo de constricciones sustituido en la densidad Hamiltoniana da
como resultado

1 o1 o
HEMCons = _iﬂ-iﬂ-z + iaiAjazAj, (736)
con densidad Lagrangiana reducida dada por
1. .. 1 L
Lyed = —iAiAZ - iaiAjé”AJ‘ (7.37)

Con lo anterior en mente podemos aplicar ahora nuestro método. Como primer
paso partimos de la extension al plano complejo aplicada a nuestra densidad
Lagrangiana

1

L, = _ZF’WFW’ (7.38)
El tensor electromagnético complejo queda definido de la forma usual
Fuy = 0, A, — 0, A,, (7.39)
con
Ay = Arp +iAry, (7.40)

resultando que la densidad Lagrangiana compleja en términos del campo es
Lo = g Anidly — S0Ano0 A + AdiAro + 5(0,4R)
—%aiARjaiAg + %AH it 4 %@AIO@Z'A? — AL9; Ao — %(@A@)Q
%62«14”864; +i[—Api A} — 9;Apo@* A + A%R0; Aro + (9;A%)(9; A7)
~0;ARj0"A}). (7.41)
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Los respectivos momentos de la densidad Lagrangiana compleja extendida son

TRi = 8Ez = *ARZ' + 6114% - Z[Ah - 81‘4?]’ (742)
DAL
oL . :
= —= = A — 0, A% —i[ARp; — 9, A%,
I DA I 1~ i[Ar Rl
oL 0L _
RO 814% ’ 10 aA(I) )

de lo que podemos notar que existen 5 constricciones primarias donde 3 son
debido a la estructura compleja y 2 son debido a la propia estructura del campo
vectorial

O, =R +imp =0, Up =mRro ~ 0, Uy =mpo~0.
y por medio de la tranformada de Legendre
Hemr = A%?TRO + A?ﬂ'[o + A%ﬂ'Ri + A}ﬂ'[i - L, (743)

obtenemos la densidad Hamiltoniana compleja total

1 . 1 _— 1 o

Hepur = —5TriTR + iaiARjalA%;i = 581-/11]-81/1][
; 1 . 1 ) o
R0 AR — S (0:AR) + S (DiA7) +il0iAR; 0" A
~(O:AR)(0;A7) + TOs AT

i + p g + Uy, (7.44)

y podemos proceder como anteriormente hicimos para determinar todas las
constricciones existentes en el sistema

P, = /dy{q)iaHCEMT} ~ 0, (7.45)

Up = /dy{\I’R,HCEMT} = Oy ~ 0,
VR = 0;y,

= /dy{\I/IaHCEMT} =1Upe =0,
Upo = /dy{\IJR%IHCEMT} ~ 0,

dando como resultado las siguientes constricciones primarias

®;, =R +imp; =0, (7.46)
VUr=mRro ~0,
Uy =m0
Upy = Oy ~ 0,
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las cuales podemos fijar por medio de las condiciones de norma

I = [An — iARri +iVi(AR) = O, (7.47)
\I/R4 == A% ~ 0
\1114 = A? ~0

U5 = 0;(AR +1iA7),

resultando la cuenta de los grados de libertad para el sistema con un total
8 + 8 = 16 grados de libertad y le restamos 6 + 6 = 12 constricciones. Al final
tenemos 4 grados de libertad en el espacio fase, es decir 2 por cada punto en el
espacio de configuracién.

Los paréntesis de Poisson resultantes del conjunto completo de constricciones
son

{¢i7 \IIR} = 07 {q)“ ‘IJI} = 07 {®z7 \IJRQ} = 07
oV,
_; 9V
04
{®;,¥5} =0, {URr, ¥} =0, {¥Rr,¥ro} =0,
{¥g,T;} =0, {Ur, ¥ra} = —1 = Ass,

{\IIR; \1114} = 07 {\I/Ra \115} = 07 {\I/Ia \IJRQ} = 07 {\Ilfarl} = 03
{U;,Upa} =0, {U;,¥a} =—1= Ass, {¥;,¥5} =0

A%
aA;] = Ay, {¥pro, ¥R} =0,

{Wro, ¥u} =0, {Wro, U5} = —0,0" = Ass, {4, YRra} =0,
{5, ¥4} =0, {I;, s} =0, {VRe, Ups} =0, {Vr4,¥s5} =0,
{U14, U5} =0,

(7.48)

{®;,T;} = = A, {®;,Vpa} =0, {®;, ¥4} =0,

{Upo, T} =1i0; —i0']

resultando la siguiente matriz

=

Yap =

|
=
OO O O O OO

\
oo o000 OO

w

w

w
w
OOOOEOO
S

cocococo®o
w
cococo®oco
w
cococoocoo
ot
[«%)
—
11
|
N

= e i e Nl o B S e W o)
|
oo oo oo
'S
~

ot
ot

con determinante distinta de cero

det(Vap) = A1 0°(F — §) A33[A550(F — ))° # 0, (7.50)
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y por tanto con un a matriz invertible

1 A
0 0 0 0 -4 0 0 T

0o 0 0 0 0 -z 0 0

0o 0 0 0 0 0 -5 0

O 0 0 0 0 0 R
AB __ Ass T
Y= &= 0 0 0 0 0 0 0 G

0 %33 0 0 0 0 0 0

0 0 =+ 0 0 0 0 0

A g g0 L 0 0 0

T A Ass Ass

(7.51)
Aplicando las constricciones de primera clase y las condiciones de norma en la
densidad Hamiltoniana total obtenemos la densidad Hamiltoniana reducida

1 1 .y
Hemvce = —imwr}z + 58¢X/}-(AR)8’VJ (AR), (7.52)

y de la transformada de Legendre total (7.43) podemos obtener la densidad
Lagrangiana reducida

ovi .
LRed = @A%ﬂm —Hemce, (7.53)
1oVE 8V, . ., 1 9V,  ovi ,
Lheq = ———— L AL AL, — —( 220y 22, Ak gt Al 7.54
fed = T2 Al oAl TR Q(aAg)(aAlR) R R (7.54)

de lo que podemos definir una métrica que depende del campo

vt av;
it = ﬁalev (7.55)
0AL 0AR
lo cual al escribir en estos términos da como resultado el respectivo modelo sigma
no-lineal asociado al campo electromagnético pasando a la densidad Lagrangiana
reducida

1 . o
LRed = _égjl(A%gAlR + 0;AR0AL). (7.56)

Un punto importante a mencionar es que en cierta medida estamos usando la
condicion de Coulomb para la parte real del campo que junto con la condicién de
norma propuesta para el método da como resultado un modelo sigma no-lineal,
con métrica dependiente del campo vectorial, para el campo electromagnético.

En el siguiente capitulo partiendo de estas ideas desarrollamos la cuan-
tizacion que involucra a campos de alto orden y encontraremos una manera
de traducir el formalismo de Ostrogradsky al formalismo de primer orden La-
grangiano.
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Capitulo 8

Campos para el Modelo de
Bernard-Duncan

La descripcion dada por las teorias con derivada temporal de orden superior
resulta ser insuficiente, ya que encontramos otras tres etiquetas, a parte del
tiempo, relacionadas con la posicion que también deben de ser consideradas. En
teoria de campos el modelo de orden superior a mas bajo orden es el desarrollado
por Bernard-Duncan [21] el cual guarda cierto parentesco con el modelo de Pais-
Uhlenbeck a nivel de particula.

En este apartado nos enfocaremos en el estudio de este caso en concreto y
analizaremos la manera de plantear la correspondiente cuantizacién para estas
teorias.

8.1. Estructura para el Campo Complejo

El modelo de Bernard-Duncan es el mas basico para las teorias con derivada
de orden superior en teoria de campos y es dado por la accién

1
So= [da3l-(@p) + ik + )0~ mindet  (5)

Donde el campo escalar ¢ es real. En este punto uno puede pensar en la cuan-
tizacion de este modelo siguiendo el procedimiento usual en teoria de campos
cudnticos, pero encontramos problemas como la existencia de estados con nor-
ma negativa, la energia no es acotada por abajo y la matriz de dispersién no es
unitaria. Sin embargo, estos problemas pueden ser considerados como fallas de
interpretacion en las ideas de Pais y Uhlenbeck [7]. Por otro lado la conclusién de
Hawking y Hertog [18] es que esta falla la podemos compensar si consideramos
dos espacios de Hilbert independientes, aunque no sera posible partiendo de
estas premisas establecer potenciales de interaccién en nuestro sistema, ya que
el sistema nos lleva a la existencia de estados con norma negativa [34].

95
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La metodologia antes descrita para el modelo de Pais-Uhlenbeck, en el caso
de particula, es 1util para abordar el problema de las teorias de orden superior
en los campos y mas especificamente en el modelo complejo propuesto con cons-
tricciones de segunda clase. La idea general de esta seccién es aplicar nuestro
formalismo al modelo de Bernard-Duncan [21], pero considerando la estructura
mas compleja de constricciones que aparecen en el modelo. En general partire-
mos del modelo complejo de Benard-Duncan

(mi + m3) mim3

t
_ [ a- Y oe - 2
5= [ ar-gO0r + TR g 0000 - TR, (52)

con el respectivo campo complejo que es separable en parte real y parte imagi-
naria, como ya lo habiamos hecho

¢ = ¢r + 101, (8.3)

resultando que la accién se puede escribir en sus partes real e imaginaria

1 m2 4 m2 m2m2 1
S = /d4${—§(D¢R)2 + %%dﬁ%a”% - 12 205 + §(D¢1)2
2 2 2,2
—w&qﬁ]@“gﬁ] + m12m2 ¢7 +i[-0¢r0¢;

+(mi +m3)0.0rd" ¢ — mimidréil}. (8:4)

Para continuar con nuestro método es necesario considerar la siguiente definicion
de los campos y sus velocidades

UR = d.)R7 vr = d)h (8'5)

las cuales serdan utiles més adelante. Las ecuaciones de movimiento resultantes
de la accién anterior son

55 = / B2 {[-0%p — (m? + m2)0¢r — mimden — i(Por
+(m3 +m3)0ér +mimsér)]dor
+[@%¢; + (m] +m3)0¢; + mim3¢; — i(%or

+(m3 +m3)0¢r + mim3er)|6¢r} = 0. (8.6)

Los momentos resultantes directamente de la variacién (8.6) utilizando el prin-
cipio variacional de Schwinger son

Ton = 0bg + (m] +m3)ér +i(Der + (mi +m3)dr),
Tg, = —0ér — (m? +m3)¢r +i(0or + (m? +m3)r),
Top = —Uor —ildér,

Ty = qu[ - iD¢R, (87)



8.1. ESTRUCTURA PARA EL CAMPO COMPLEJO 97

de donde podemos inferir las siguientes constricciones primarias

Uy =Ty, +1iTg;, (88)

Wy = Typ + 1Ty,

las que también son pensadas como 4 constricciones reales primarias.

Con estas constricciones (8.8), los momentos (8.7) y la densidad Lagrangiana
(8.4) es posible definir una transformacién de Legendre que da como resultado
la densidad Hamiltoniana

Hpnor) = ORT g + G174, + ORTopn + Oy, — L (8.9)
lo que establece la estructura simpléctica del problema

(bR o} = 03T — ), {br.ms,} =0T —P),
{(vR, Top} =@ —7),  {vr, 7o} =8F - ). (8.10)

La expresion de la densidad Hamiltoniana separada en parte real y parte ima-
ginaria es

1 m? + m2
H(¢r,¢1) = VRTpp + UITg, — 5”313 - %U%
m? + m2 m2m? m? + m2 m?2 + m2
+( 12 Q)U?_i_ 12 2¢%+( 12 2)(V¢R)2_( 12 2)(v¢])2
2.2
mim;

07 + T, V2R + i (10, V201 + mim3¢rdr — (mi + m3)vgur

+(m} +m3)Vor: Vor) (8.11)

2

y de la densidad Hamiltoniana total que incluye las constricciones tenemos

Hr = Higpon + 1 Y1+ p2¥s. (8.12)

Las ecuaciones de movimiento derivadas de la densidad Hamiltoniana o ecua-
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ciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones (8.6) resultando que

_ _aH(¢R1¢1) _ ovy oWy

. O v ov
d)R _ (¢R7¢I) + /1‘1 1 + ,LLQ 2 = VUR —|—,LL1,
67T¢R aﬂ'(bR 87T¢R
. O ov ov
by = Lmen P L 9% i,
8W¢1 87T¢1 67T¢I
. 6H(¢R,¢1) v, AL
VR = 87TUR + # 87TUR + Hiz aﬂ-un
= —Tup + V2R + V3¢, + pia,
. 8H(¢R7¢1) v, A )
Uy = a’]rUI + 1251 87TUI + M2 a’iTUI =12,
_ _aH(¢R7¢I) A A

2 2 .9 9
= —mims¢r — imimyor,

dor i dor Hz 0dr

2 2 . 2 9
= —mima¢r +imimsor,

o1 "og; o,

oH ov ov

From = — (R d1) At A
8UR a”UR a’UR

~Tgn + (M7 + m3)ur +i(mi + m3)vr,
. OH ov ov

frop = — (¢r,01) — 1 — 2 _
8’(}1 81}1 8’0[

~7g, — (M3 +m3)vr +i(mF + m3)vg.

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)
(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

La evolucién de las constricciones es dada por la densidad Hamiltoniana total,
con lo que se obtiene

b,

= /d3x{\P1,HT} =0, U= /d3x{\Ifz,HT} =-1

(8.21)

y estas constricciones de primera clase dan como resultado variaciones en los
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campos y momentos resultando las siguientes expresiones
Son = [dy{on w1+ W2} = (@)

Sor = /d3y{¢1,61\111 + Wy} = i€ (T, 1),

dug = /d3y{vR,61\Ifl + Wy} = (7, 1),

ovy = /d?’y{w,elll'l + 62\112} = ie?(Z,t),

0y, = /dgy{mbmel‘lll + 62\112} =0,

0y, = /d3y{7r¢1,61\111 + Wy} =0,

0y, = /d?’y{va,el\I/l + Wy} =0,

0Ty, = /dsy{ﬂ—vl7€1\:[/1 + €Uy} =0, (8.22)

donde se puede observar que ¢; v vy se puden salir del espacio real y para el
manejo de las constricciones pueden ser consideradas como cantidades comple-
jas. A partir de esta obsevacién escogemos que estas variables sean cero de tal
forma que con éstas se puedan fijar las condiciones de primera clase de forma que
obtenemos las siguientes condiciones de norma que son consideradas cantidades
complejas

E1=¢r =0, (8.23)
EQ =V~ O7
La evolucién en el tiempo de las constricciones (8.23) es
El = /dgx{El, HT} = Eg + z,ul = 07 (824)
Sy = /d3x{Eg,HT} =ipy =0, (8.25)

lo cual resulta ser la evolucién temporal de las condiciones de norma y sirve
para fijar valores concretos en los los multiplicadores de Lagrange.

Esto ultimo nos dice que las expresiones (8.7) para los momentos resultan
ser cantidades reales. La matriz total de las constricciones adquiere la siguiente
forma

Q¥ = D3 (% — 7) (8.26)
donde se tiene que
0 0 ¢ 0
ab 0 0 0 ¢
D = i 0 0o |’ (8.27)
0 — 0 0
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y podemos notar que con estas constriciones hemos fijado la norma ya que
det{D,p} = 1. La densidad Hamiltoniana aplicando las condiciones de norma
(8.23) es

1 m?2 + m2 m2m2
7—[(1)171)}2:0) = URTg, — 57%13 o ( 1 5 2)1}?2 12 2(;%
m2 + m2
+¥(V¢R)2 + Mo ViR, (8.28)

la cual claramente coincide con el modelo de Bernard-Duncan [21]. Los parénte-
sis de Dirac resultantes de estas constricciones son

(R} =@ —7),  {vr,Ton)} =@ - D). (8.29)
Con respecto a los momentos podemos realizar la siguiente divisién

Tgr =PR+ 11, T, = —pr + PR, (8.30)
Tvr = PR + ipfa Ty = —PI + ipRa (831)

y mostrar que la parte imaginaria es cero debido a la definicién misma de los
momentos. Por otro lado, la evolucion de las constricciones se queda en el espacio
real concluyendo que

Ton = DR, Ton & PR- (8.32)
y por tanto

{¢r,pr}" = 6°(Z - 1), {vr, pr}" = 8°(Z — 7). (8.33)

La densidad Hamiloniana real establecida por estas condiciones de norma resulta

ser de orden superior
1 m2 + m2 m2m?
% VRD 2p2 ( 12 2)1)2 1222

2 2
WNMQ + prV205 (8.34)

o densidad Hamiltoniana de Bernard-Duncan.

Sin embargo la manera de establecer las condiciones de norma no es tnica, ya
que es posible elegir otras condiciones de norma. Dada esta libertad originada
de la estructura compleja expresada como constricciones de primera clase es
posible fijar

+

Y, =7, — mapr —imi¢r =0 (8.35)
junto con

Yy = 74, — mivg — imavy = 0, (8.36)
las cuales son 2 constricciones complejas o 4 constricciones o condiciones de

norma reales. Los paréntesis de Poisson de todas las constricciones, tanto las de
primera clase como las que fijan la norma, son

{W1, 11} = —(m] —m3)8*(Z - §),
{Ws, Yo} = (m} — m3)6%(& — 7)),
{T1, T2} = (mi —m3)6°(& — 7).

~—

(8.37)
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La evoluciéon de las condiciones de norma
Tl = /d3x{T1,’HT} =—"o+ 111 (m% — m%) ~ 0,

Tp= /dgx{T%HT} =miYy +i(m] —m3)pr — p2(mi —m3) ~ 0,
1
=7 ~ 1 8.38
H1 (m% - m%) 25 M2 Z¢I ( )

establece el valor de los multiplicadores de Lagrange. El conjunto final de cons-
tricciones, tanto de las constriciones de primera clase como de las condiciones
de norma, es

Ca = (Pa, Tp), (8.39)

donde a,b=1,2y A,B =1,...,4. Con la definicién de este nuevo conjunto se
obtiene la siguiente estructura

{Ca,CB} = Capd® (T — ¥) (8.40)

la cual establece la siguiente matriz

0 0 (m3—m?) 0
0 0 0 —(m3 —m?)
C., = 2 L 8.41
o= —mg-md) 0 0 (m-md) (541
0 (m3—mi) (m3—mi) 0
cuya determinante no es cero si las masas son distintas
det (Cap) = (m? —m32)%. (8.42)

de forma que podemos fijar de una manera adecuada la norma.
Como anteriormente hemos procedido aqui también es posible calcular los
paréntesis de Dirac

{or,vR}" = &3 (% — 7)), {or,v1}" =

(mi —m3) (mi —m3)

(8.43)

los cuales establecen la estructura simpléctica de nuestro sistema reducido. La
densidad Hamiltonina con la aplicacién de estas condiciones de norma es

(m% - m%) 2

2 2 2
V% 4 (m2 — m2) 2 g2 4 (T2 = m3)
2 2
2

2
T, 2 9
wv%(mf—mé)ﬁ ?+w(v¢1)2. (8.44)

Con esta densidad Hamitoniana finalmente ahora es posible establecer una
transformcién de contacto

o=(m2-—md)igp, = (m}-md)ey, (8.45)

Ty = (m% — m%)%UR, Ty = (m% — m%)%w, (8.46)

(Vor)?

Hra =

+
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que nos lleva a la densidad de dos campos de Klein-Gordon reales

2
% + =(Vo)* +

m3 7T929 1 o M
Hrar = -0 +7+§(V@) + =95, (8.47)

2 2

N | =

y la estructura simpléctica asociada a este sistema resulta ser
{o,7,} = 83(& — %), {¢p, 74} = 83(& — @). (8.48)

En este capitulo hemos establecido una teoria compleja de orden superior, en-
contrado una simetria escondida y hemos mostrado que esta estructura tiene
constricciones de primera clase que pueden ser manejadas por medio de agregar
otras contricciones conocidas como condiciones de norma [4]. Se ha mostrado
que escogiendo ciertas condiciones de norma (8.23) se reduce este sistema al
modelo de Bernard-Duncan. Sin embargo, la eleccién de las condiciones de nor-
ma resulta no ser unica, ya que también encontramos otras condiciones (8.35)
y (8.36) que nos llevan a un sistema reducido de dos campos de Klein-Gordon.

Como ya fue establecido para el modelo de Pais-Uhlenbeck aqui también
es posible plantear un mapéo por medio de una transformacién de norma que
nos lleva del modelo de Bernard-Duncan a dos campos de Klein-Gordon. Sin
embargo, como anteriormente fue mostrado para el modelo de Pais-Uhlenbeck
hay una tranformacién canénica que nos lleva de los campos de Klein-Gordon al
modelo de Bernard-Duncan, pero no hay una transformacién candénica inversa
del modelo de Bernard-Duncan, o las teorias de orden superior, a dos campos
de Klein-Gordon reales, una teoria de primer orden.

Con todo este anlisis solo resta ver la manera por medio de la cual podamos
agregar fuentes que describan nuestros campos complejos.

8.2. Fuentes Complejas de los Campos

Con el fin de desarrollar una manera eficaz para agregar a nuestra teoria
potenciales de intraccién, primero que nada es necesario buscar una manera de
considerar fuentes para nuestros campos complejos. Una manera adecuada es
partir de las ecuaciones de movimiento con las fuentes de los campos y establecer
las relaciones que existen entre las fuentes, ya que es 16gico pensar que existe
relacion entre estas debido a que hemos usado el método de Ostrogradsky que
hace uso de la definicién de nuevos campos.

Para comenzar consideremos la densidad Hamiltoniana con todas las fuentes
posibles

Hs = Hgn,or) — Jor —Kngp — Vo1 — Mmg, — Nug
—-Omy, — Rup — Omy, (8.49)
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la que da lugar a las ecuaciones de Hamilton con fuentes

(bR:gZii:UR_IC’ ¢1=§Zi=UI—M7

or = g;‘s =+ V2 iV — O,

U = m-gij:m =-0,

Tpn = ,g% = —mimjor —imim3é; + J,

oy =~ 9% = minor — imdnon + .

o = — G = g+ (1 + )+ i} + 3oy + N,
T, = _%Zj = —Ty, — (m3 +m3)vr +i(mi +m3)vg + R, (8.50)

y los respectivos momentos dados por
Ton = Ur — V2R —iV2hr + O + (m? + m3)vg +i(m? +m3)vy + N,
T, = iR — iV2pp + V3¢ +i0 +i(m? + mi)vg — (m3 +m2)v; +iN,
Top = =01 + V¢r +iV2¢r — O,
Ty, = —i0g +iV2¢r — Vg1 — 0.
(8.51)
De las ecuaciones de Hamilton (8.50) se puede concluir que

N +iR ~0, J+iY =0. (8.52)

Otras relaciones de las fuentes que no son tan obvias, pero que también se
obtienen de las ecuaciones de Hamilton son

—jI—mSOI—mggR%O, —JR—m%(’)R—i—m%QIzO, (853)
—m%/CI—m%MR—NIZO, —m%/CR-i-m%M[—NR%O.

Las relaciones entre fuentes tienen sentido, si consideramos que se esta utilizando
el formalismo de Ostrogradsky el cual establece relaciones entre los campos que
se van a ver reflejadas en las respectivas fuentes haciéndolas dependientes entre
si. Ademds, la elecciéon de las condiciones de norma (8.35) y (8.36) también
implican relaciones en las fuentes, ya que estas eliminan grados de libertad en
el sistema induciendo una proyecciéon muy especifica.

8.3. Meétodo para Establecer Interacciones

Por otro lado, con la finalidad de obtener un potencial de interaccién en
concreto definimos el equivalente al campo conjugado que se logra a partir de la
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inclusién de las condiciones de norma o de la reduccién de los grados de libertad

(m? 4+ m3) 2
Z _mg) "

(8.54)

resultando al incluir las condiciones de norma (8.35) y (8.36) que
Pt = é |rec= dr — i1 (8.55)

y los potenciales de intraccion se puede establecer de la siguiente manera

AL (m3 +m3) 2 4
Uint = + - Ty 8.56
T 19 ¢ (ml m2)¢ (m% - m%) sl ( )
o de forma diferente pero también valida
A2 (m3 +m3) 4
Uaint = n — + Ty 8.57
2int = @it ot =) G mp et G657
y la combinacién de ambas
A3 (mf +m3)
e TIT (m? — m§)¢
2 2 (m? +m3) 2 2
_ o — + Ton)]s 8.58
=)0 g =) Gt gy ™) (559
los cuales pueden ser separados en componentes de ¢
A1 (m2 +m3)
Uirnt(pp,br) = I ((¢r +i¢r) + ﬁ(@% +i¢r)
2 4
_MT(UR] ) (8.59)
2 , (m? +mj)
Uzlnt(¢R,¢1) 41(20)4 [(pr +igr) — ( % — %) (pr +id1)
2 4
+MTFUR] 5 (860)
A3 (m? 4+ m3) .
u?’lnt((bz?’(i’l) 4|16{(¢R + ’L(bl) + (m% — g) (¢R + ’L(b])
2 2 (m3 +m3) .
(m% Q)FUR} {(¢r +i¢r) (m% _m%) (6r +igr)
2 2
N TR
(8.61)

Con estas interacciones podemos formar una interaccién total que tiene un mini-
mo bien establecido

UT(¢37¢1) = ul]nt(¢R’¢1) + u2[M(¢R,¢1) + M3Im(¢R,¢I)' (8'62)
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La densidad Hamiltoniana que incluye este potencial de interaccion es

Heor,or) = Hr +Ur($r,6:1)- (8.63)

y produce la evolucién de las constricciones
/d4a:{<1>1, Heonont =0, (8.64)
/d4x{‘1>2,Hg(¢R7¢1)} =9, (8.65)

Por otro lado estas condiciones de norma al ser aplicadas producen las siguientes
interacciones en el espacio reducido, con o y ¢ dadas en las ecuaciones (8.45)

)\1 )\2
ul[”t(¢R7¢'1)|T€C = 1045 u21nt(¢R,¢1)|rec = 18047
A3
M3I"t(¢R,¢1)|Tec = 1‘72@27 (8'66)

donde con el simbolo |,.. queremos decir que ya hemos aplicado las constric-
ciones. Lo anterior es aplicado a la densidad Hamiltoniana total resultando

HG(qu,d)I) |rec = HKG + ul[nt(qu,d)I) |rec
FUarnt(r.0)lrec +Usint(on.on)rec- (8.67)

Con la introduccién de las fuentes complejas ahora es posible establecer los
potenciales de interaccion y desarrollar un formalismo que nos permita llegar a la
cuantizacion de nuestro sistema con interacciones. En lo siguiente mostraremos
que las relaciones de las fuentes son también necesarias si hacemos la integral
de camino para nuestro sistema.

8.4. Integral de Camino para Fuentes Complejas

Para introducir la integral de camino en un sistema complejo con las cons-
tricciones descritas es necesario usar el formalismo propuesto por Senjanovic
[24]. Sin embargo, una integral de camino que sea real es lograda por medio de
considerar las relaciones entre las fuentes clasicas véalidas también para nuestra
formulacién cudntica hecha por medio de la integral de camino. Esto dltimo no
es descabellado, ya que el método de Ostogradsky establece relaciones entre las
variables [12].

Para nuestra comodidad consideraremos un cambio de notacién que describa
la idea general

@a = (¢R7¢1avRaU1)a Ha = (7T¢R77T¢177TUR77TU1)7 (868)
Ia:(jayaN7R)7 Sa:(’CaM7O7Q)
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por medio del cual podemos definir la medida de nuestra integral que ya incluye
las constricciones por el método de Senjanovic, con (4 dadas en (8.39)

4
D= DO"DIL, det | {Ca.¢5} | [[(¢o). (8.69)
C

La integral de camino adquiere la siguiente forma

Z = /Du expli /dt(émm + ¢1Tg, + VRTop + VI,
“H(grgr) +OLa + 1S (8.70)

y desarrollando la expresion anterior obtenemos

Zp = / DprDorDurDuy expli / dt ([(mf —m3)¢ruR + (m? —m3

orvr — Hia + or(—Tr — m3Or + m3Qr) + ¢1(Jr + miO; + miQg)
+up(=Ng —m3Kr + m2 M) + v (N7 +maK; + m3Mg)]
+i[pr(—Tr — m3O; — m3QR) + ¢r(—Tr — miOr +miQ)
+uR(=N7 = miK; — miMg) + vi(—Ng — m3Kr + m3M)])},

(8.71)

de la cual podemos utilizar las ecuaciones (8.52) y (8.53) para obtener la integral
de camino reducida

Zg = /D(bRDCI)IDURDU[ exp{i /dt ([(m% — m3)brur+

(m? —m3)drur — Hie + (mf —m3)or(Or — Qr) + (mi —m3)é;
(Or + Qr) + (m] — m3)vr(—Kg + M) + (m§ —m3)v;

(=K1 =Mg)])}. (8.72)

Sin embargo aqui también podemos hacer una transformacién en la integral

de camino que implica considerar también el Jacobiano de ésta escogiendo la
siguiente transformacion

1 1
o= (m% - m§)2¢37 To = (m? - m§)2vRv

1 1
p=(mi—m3)igr,  m,=(mi—m3)3up,

Op = (m? —md)*(Or—Qr), Q= (m?—m3)*(Or + Qn),
Erp=(m?—m3)*(-Kr+ M),  E;=(m?—m2)?(—K; — Mg), (8.73)

que tiene como Jacobiano

1

1 2
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reduciendo la integral de camino a la expresion correspondiente para el modelo
de Klein-Gordon

Zrxa = G/'DaDd)DﬂgDmb exp{i /dt (6ms +om, (8.75)
—Hirar(o, 0,76, 7)) +0Qr + Q1 + 1. Er + ,Ep)} .

La simetria escondida que hay dentro de este modelo complejo, y en principio
se puede presentar para cualquier teoria extendida al plano complejo, permite
escoger la forma en la cual se desea fijar las condiciones de norma debido a las
constricciones de primera clase existentes. En este trabajo se ha mostrado que la
manera de elegir alguna condicién de norma no es tinica y por medio del modelo
de Bernard-Duncan pudimos llegar al modelo de dos campos de Klein-Gordon o
al modelo de orden superior de Bernard-Duncan real. Es importante mencionar
que para el caso de agregar condiciones de norma que nos llevan al modelo
de Bernard-Duncan real éstas coinciden con las condiciones de Hermiticidad
usuales y para el caso donde las condiciones de norma nos llevan al modelo de
dos campos de Klein-Gordon estas condiciones resultan ser las condiciones de
realidad mencionadas por Ashtekar [11].

Con la finalidad de recapitular el método aqui expuesto hacemos una des-
cripcion resumida: Como primer paso se considera una extensiéon del modelo
de orden superior de Bernard-Duncan al plano complejo, en general es posi-
ble hacer esta extensién a cualquier modelo. Como segundo paso separamos
al campo dentro de la densidad Lagrangiana en parte real y parte imaginaria.
En tercer lugar encontramos las constricciones primarias en el plano comple-
jo, por medio de obtener los momentos resultantes de la parte real y la parte
imaginaria del campo que estardn relacionados. Como cuarto paso obtenemos
la densidad Hamiltoniana teniendo presente las constricciones primarias. En el
siguiente paso hacemos la evolucién de nuestras constricciones primarias usan-
do la densidad Hamiltonana y concluyendo que las constricciones primarias son
de primera clase y ya no hay otras constricciones. Posteriormente, vemos la
variacion que producen estas constricciones y establecemos la dimensién real de
las condiciones de norma que se proponen para fijar la norma, o establecer un
conjunto de constricciones de segunda clase. Una conclusién que resulta de for-
ma secundaria es que la eleccion de la condiciéon de norma esta relacionada con
las transformaciones candénicas en mecanica clasica y podria ser de utilidad para
la cuantizacion de los sistemas fisicos. Sin embargo, también podemos explorar
este modelo por medio de la teoria de multiples variables complejas a partir de
otra eleccién de la definicién de los momentos.
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Capitulo 9

Constricciones de Segunda
Clase y modelo de B-D

La formulacion aqui expuesta de un método que permite establecer relaciones
entre diversos sistemas fisicos a partir de la extensiéon de un modelo al plano
complejo también puede ser vista como tranformaciones candnicas complejas
que utilizan las condiciones de realidad [22]. Es a partir de las condiciones de
realidad que podemos ver que estas pueden ser usadas como constricciones de
segunda clase [40].

En este apartado vamos a pensar en términos de transformaciones activas y
pasivas solo que en lugar de una transformacion temporal pensaremos en nuestra
transformacion compleja. Podemos pensar que la transformacién es compleja y
nos permite pasar a diferentes sistemas reales o podemos pensar que un sistema
estd en el plano complejo con las condiciones adecuadas que permiten pasar a
un sistema real.

Partiendo de un sistema complejo, el modelo de Bernard-Duncan, analizare-
mos un modelo no Hermitico de orden superior. A partir de lo antes visto usamos
el hecho de que este modelo complejo puede ser consistentemente restringido al
espacio fase real. Estas restricciones son implementadas usando constricciones
de segunda clase por medio del formalismo de Dirac [4], sin incluir las cons-
tricciones de primera clase, y se muestra que la superficie de las constricciones
es preservada por la inclusién de interacciones. Primeramente se establece una
complexificacion de la teoria de Bernard-Duncan, donde el niimero de grados de
libertad es duplicado. Como segundo punto se introduce un término de derivada
total dentro de la densidad Lagrangiana compleja, ésto no modifica las ecua-
ciones de movimiento, pero permite cambiar las condiciones de borde en térmi-
nos de los campos ¢ y la aceleracion ng Esto se introduce, ya que las condiciones
de realidad son formuladas de manera mas simple en términos de estas variables.
La densidad Lagrangiana incluyendo el término de derivada total es

5= [ {31007 + on +0)0,60% — wii) + 0,00°00) ) (01

109
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con un campo complejo ¢ y una densidad Lagrangiana que es una funcién
analitica compleja.

Lo anterior (9.1) es usado para obtener directamente los respectivos momen-
tos

oL oL oL

Mo = &~ 9,2 49,0, (9.2)
o6 90,0 00,050
m= Ly, 9k 9.3)
06 00,9
oL

donde aqui explicitamente se consideran a los momentos de orden superior, con
estas expresiones obtenemos

70 = ¢ — V2 + (m? + m%)d) (9.5)
T = 0 .
T2 :QZ’ (9.7)

los cuales son separables en parte real y parte imaginaria. De estos se obtienen
4 constricciones que después estudiaremos usando la teoria de Dirac [4, 10].

Para resolver las ecuaciones de movimiento dadas por (9.1) necesitamos es-
pecificamente las condiciones iniciales ¢(Z,t = to), gﬁ(f,t = tp), g.zg(f,t =1t9) y
#3)(Z,t = ty). Lo anterior define el espacio de configuracién de la teorfa La-
grangiana y muesstra que hay 8 soluciones linealmente independientes, ya que
trabajamos con una teoria compleja.

De la descripcién Hamiltoniana de Ostrogradsky (9.1) se definen los campos
independientes

p=¢, n=¢,  £=0, (9.8)

que seran usados para establecer claramente la aparicion de constricciones. Los
campos y momentos nos permiten introducir la teoria Hamiltoniana que es com-
pleja, pero no es clara la manera en las que se incluyen las cantidades de alto
orden. En la siguiente seccién, por medio del principio de acciéon de Schwinger
se arguyen razones para introducir estos campos (9.8) y estos momentos (9.2)
que resultan ser parte de una teoria Hamiltoniana consistente.

9.0.1. El principio variacional de Schwinger

Con la finalidad de mostrar el efecto de las condiciones de borde, en este
apartado se usa el principio variacional de Schwinger aplicado a la accién (9.1)
resultando

55 = / @'z — 56 {0(0) + (m} + m)0 + mim3} 6 + / @ {mod + m20€) |
(9.9)
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donde encontramos que los campos ¢ y £ estdn naturalmente fijos en el borde y

en este sentido las definiciones en (9.2) -(9.4) son consistentes. También, de la

variacion se puede ver que hay solamente 2 grados de libertad en el espacio de

configuracién, 4 en el espacio fase (¢, &, mg, m2), en lugar de los 3 complejos que

se pueden ver en (9.8) y esto implica que nuestra teorfa tiene constricciones.
La densidad Hamiltoniana que resulta de la teoria de Ostrogradsky es

1 1
H = 1€ + momy + 2m V2 — (M3 + m)nmy — 552 - 5(v2¢>)2 + EV249.10)

m2+m2 m2+m2 m2m2
_( 12 2),’72_'_( 12 2)v¢v¢+ 12 2¢2_nv2n+(m%+mg),’72

V20 + (V2¢)? + moma — 0o

La densidad Hamiltoniana (9.10) en términos de la parte real y la parte imagi-
naria es

1
Hr = mRER + ToRrT2R + 2MarV2NR — (MT + M3)NRT2R — 55?{ (9.11)

(mi +m3) o , (mi+m3)
2 R 2

1
—§(V2¢R>2 + ErV2hR — Vor Vor
mim3

5Ok — RV nR + (i + ma)ng — RV 0r + (VVoR)’

+ToRT2R — NRTOR

+

1
—[m11€r + Tormar + 2mor V20 — (M3 + m3)nimar — §§?

(mf+m3) 5 (mf+m3)

1
—§(V2¢1)2 +& Vi — 5 nr + 5 Vor-Vor
m%m% 2 2 2 2y, 2 2 2, \2
"‘72 1 — Vo + (mi +ma)n; — & Vogr + (V=ér)

+mormar — Nrmorl,

Hy = [mrér + miér + Tormar + Tormar + 2m2rV2nr + 2w VR
—(m3 4+ m3)nrmar — (M3 +m3)nimar — Erér — V2RV (9.12)

+ERV2 1 + V2 0R — (mT + m3)nrnr + (mf +m3)Ver- Vi

+mim3drér — nrV 1 — nrVnr + 2(m3 + m3)nen;

—~ErV2r — &V oR + 2(V20R) (V2 0r1)

+ToRrMor + Mo1T2R — NRTOI — NITOR]-

En esta parte se ha encontrado un espacio fase real con 12 grados de libertad,
pero con el método variacional de Schwinger que tiene 8 grados de libertad.
De hecho ésto sugiere que la teoria Hamiltoniana estd incompleta y necesita
incorporar las constricciones las cuales agregamos en la siguiente seccién por
medio del método de Dirac. Ademads, en el espiritu de Hamiltoniano complejo
en la siguiente seccién se analiza como introducir una estructura simpléctica de
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tal manera que las ecuaciones Hamiltonianas satisfacen identicamente las condi-
ciones de Cauchy-Riemann y de esta manera se logra una evolucién temporal
de la teoria analitica. Debe notarse que nuestra densidad Lagrangiana depende
hasta derivadas de tercer orden.

9.1. Ecuaciones de Hamilton y Ecuaciones de
Cauchy-Riemann

En esta seccién se estudia la estructura Hamiltoniana compleja y selec-
cionamos la estructura simpléctica correcta de tal forma que la evolucién tem-
poral clasica respeta analiticidad del sistema.

Estructura Compleja

En esta parte del trabajo, nosotros determinamos el elemento minimal que
produce la evolucién temporal en esta descripciéon compleja. En este caso la
transformacién de Legendre para la densidad Hamiltoniana(9.10) es

L = ¢rmor — rmor + NRTIR — Nrmir + ErTor — Ermar — Hr (9.13)
+ilprmor + ¢rmor + Nrmir + MR + ErT2r + Ermer — Myl

donde se introduce dos estructuras simplécticas. Una para la parte real de la
densidad Hamiltoniana y otra para la parte imaginaria.

Para continuar se define una nueva notacién que establece una descripcién
mas compacta

% = (or:"R, &R, O1,01, &), (9.14)
g = (ToR, T1R, 2R, ToI, W11, T21), (9.15)

con el indice a corriendo de a = (¢,7n,&) v b = (mg, m1,m2) que incluye también
los subindices A, B = (R, I) corriendo sobre las partes reales e imaginarias.
De esta forma la densidad Lagrangiana se reduce a

L=0%,z — O, — Hr +i[Or + O%Il.r — Hil, (9.16)

de la variacién de la densidad Lagrangiana (9.13) se obtiene

B 8HR (97'[[ . 87'[1 aHR
0 — — @ — = — 9.17
R 8l_IaR anal, ! aHaR anal, ( )
. OHr OHr . OHr OHr
Myp = — — 2, = — . 1
AR YRR TCY '™ "0y — 009 (9.18)

Este es el conjunto completo de ecuaciones de Hamilton y este sistema satisface
las ecuaciones de Cauchy-Riemann y en consecuencia la evolucién dada por estas
ecuaciones de movimiento es analitica. Sin embargo, éstas son equivalentes a las
ecuaciones de movimiento (8.13), pero de momentos diferentes.
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De la estructura simpléctica dada en (9.13) los paréntesis de Poisson son
{04 (t, ), Myp(t,27)} = Tapdgd® (@ — o), (9.19)
donde se ha definido A, B =R, I y Jap como

1 siA=B=R
JaB = 0 si A# B
-1 siA=B=1

De esta expresion se obtiene la definicién general

OF 6G OF 6G oF O0G OF O6G
FGy= [P 2 0% 08 0%y (OF 0h  OF 9%y 999
{£G) / Y Gondmon  dmondon) ~ agr omr ~dmorder) 020

0F 6G 0F 6G 0F 6G 0F oG

(5777R5771R_6771R57]R 57]] 57‘(‘11 _571'11%
oF 0G oF oG oF 0G oF 0G

0Er 0mep  OmaR OER 8¢t Omar  Omar 0&r7

Es importante mencionar que de los paréntesis dados en (9.19) hay varios
paréntesis con signo opuesto que son una consecuencia natural de la estructura
compleja y de la transformacién de Legendre (9.13).

Constricciones en el Sistema

Para empezar a analizar la dindmica del sistema se usan los paréntesis de
Poisson dados en (9.20) y se considera la teorfa de Dirac de las constricciones
con el fin de manejar sistematicamente las restricciones que encontramos en la
definicién de los momentos.

De los momentos (9.5)-(9.7) vemos que existen cuatro constricciones pri-
marias, ya que hemos dividido en partes real e imaginaria respectivamente

M1 = TR, V2 = Tir, (9.21)
Y3 = T2R — TR, Y4 = T21 —NI-

Estas constricciones satisfacen

{Ya, 1} = Capd(% — ') (9.22)
y
0 01 0
00 0 -1
Co=1 _1 0 0 o0 , (9.23)
01 0 O

con determinante dada por
det (Cab) =1. (9.24)
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La evolucién temporal de las constricciones es lograda através de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y se encuentra que por analiticidad que hay una asociacion
o con la parte real, o con la parte imaginaria de la densidad Hamiltoniana
compleja

= /dsi’?/{%, Hr + a1y + a2ye + azyz + aava) (9.25)
= [-2V? + (m} + m3)]ys + mor + az = 0,

o = [2V2 + (mf + m3)|u + mor — as <0, (9.26)

i3 = —y1 — V2R — a1 =0, (9.27)

Y4 = =72 — V¢ + a2 ~ 0, (9.28)

y vemos que estas constricciones son un conjunto completo, ya que de (9.25)-
(9.28) se obtienen los multiplicadores de Lagrange o’s y de la expresién (9.22)
este es un conjunto de constricciones de segunda clase. Esto implica que se pasa
de 12 a 8 grados reales de libertad real del espacio fase complejo.

Estas constricciones (9.21) definen una nueva estructura simpléctica a través
de los paréntesis de Dirac

_ / da' da" [P (£, o), va(t, )} C™3(a — 7)Y [y (t, 7). G (1, 7))

De la definicién (9.29) la nueva estructura simpléctica resulta

{or(t, ), mor(t, )} = 8°(F — Zo) (9.30)
{o1(t, ), mor(t, o)} = —63(Z — o)
{nr(t,©),Er(t, To)} = —0°(F — o)
{nr(t,2),&1(t, o)} = 6° (T — &)
{€r(t, ), mar(t, 7o) }* = 0°(Z — Z)

{&1(t, ), mr(t, Bo)}* = —6%(F — Zo).

8

Esta estructura la usaremos para hacer una comparacién y de esta manera
habremos incorporado las condiciones de borde correctas.

Para cuantizar el sistema se necesita promover los paréntesis de Dirac (9.30)
a conmutadores siendo bastante simple, ya que la matriz (9.23) es constante,
entonces se puede usar la constriccién (9.21) directamente en el Hamiltoniano
y de ella eliminar las variables (ng,nr, m1g, T11)-
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En el espacio reducido la densidad Hamiltoniana es dada por

Ho =Her+iHer  (9.31)

1 m? + m2 m2m? 1
Her = TorT2R — 55123 - %FSR + %(ﬁ% + §(V2¢R)2 (9.32)
m? + m3
+7( L 2 2) (V¢R)2+7TQRV27T2R
1 m? +m3 m2m?2 1
_[7_‘_017_[_21 _ 7&-? _ ( 1 2) SI + 1 Q(b% + 7(V2¢])2
2 2 2 2
m? + m3
_,_7( L 2) (Vor)? + marVimag]

2
Her = [mormar + mormar — Erér — (m] + m3)mormar  (9.33)
+mim3ordr + V2 orV>er
+(m3 +m3)Vor- Vor + marV>rar + mor Vo).
De esta manera la dindmica del sistema es dada por la densidad Hamiltoniana

(9.32) con la estructura simpléctica (9.30).
La densidad Hamiltoniana compleja escrita en términos de las variables com-

pleja’s (¢7£77T077T2) €s
(mi+m3) 5 mim3

5 $* + = (V29)? (9.34)

1
He =mome — 552 -
(mi +m3)
2

La densidad Hamiltoniana (9.34) esta estrechamente relacionada a la densidad
Hamiltoniana de Bernard-Duncan [22, 21]. Lo anterior lo podemos ver por medio
de una transformacién canénica

H(Z,t) = ¢(Z,1), T () = mo(T, t) + V2o (T, 1), (9.35)
7r¢'5 = 75+v2¢(_’7t)7 ¢(f7t) :WZ(fvt)a

- (Vo)? + mV2m,.

que implica
(m +m3)
2

(m? 4+ m3)
2

(Vo) + MM 2 (g 36)

—Vo- Vﬂq‘ﬁ,

’HD:7T¢(;'5* QZB2+

1 2
270

donde debe de ser tomado en cuenta que la teoria es compleja.
En este punto es posible aplicar las 4 constricciones (9.21) a la densidad
Lagrangiana (9.13) que confirma los paréntesis de Dirac
Lo =md+ mé — He = mornr — morns + merér — m21ér — Her  (9.37)
+i[mornr + Tornr + m2rér + m2rér — Heil,

y dada la forma en que procedemos es necesario establecer una nueva notacién
compacta

¢ = (or: &R, b1,&1), (9.38)

Yip = (Tor, T2r, Tor, T21), 9.39)
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con ¢ = ¢, £ para el superindice de A, d = mg, w2 y el subindice YT y C, D = R, .
De la variacién de la densidad Lagrangiana (9.37) resultan las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

o OHcr  OHeor o OHor OHcer

AL = = Ag = =— 9.40
R aFraR aTal’ ! aPraR BTGJ ’ ( )

. OHer OHcer . OHer OHer
YTor = = , YT.r=— = , 9.41
779N, 9AY 770Ny, T 9Ae (9.41)

con los paréntesis de Dirac
oF 0G oF 0G OF 6G oF 6G

FG *:/d3x’ — — — ) - (———— 9.42
tRG) (Sonbmon ~ rondon’ ~ 0o bmor  Gmor b0,

GF G OF 3G, OF §G  OF G
0Er 0map  OmaR 0&R 081 d0mar  Omar 0&;

que siguen directamente de los paréntesis de Dirac (9.29). Explicitamente, los
paréntesis son

{A%(t,7), Top(t, 2} = Tapdpo® (7 — o), (9.43)
donde A, B = R, I y la matriz Zap es

1 siA=B=R
IABZ 0 si A#B
-1 siA=B=1

9.2. Condiciones de Realidad en el modelo

Hasta este punto nuestro modelo sigue siendo complejo y la idea ahora es
introducir condiciones que proyecten nuestro sistema a un espacio real. La idea
de las condiciones de realidad, que transforma una teoria compleja en real,
fue propuesta inicialmente por Ashtekar en el contexto de relatividad general
[11]. Las condiciones de realidad han sido importantes para darle sentido fisico
a una teoria compleja tal que estas condiciones son usadas para cancelar el
efecto de la parte imaginaria [22]. En la formulacién original de Ashtekar estas
condiciones fueron implementadas por medio del producto escalar. Sin embargo,
aqui tenemos constricciones que pueden ser aplicadas como constricciones de
segunda clase [40]. Para nuestro caso este procedimiento es més 1itil, ya que en
la cuantizacién de la teoria las condiciones realmente importantes pueden ser
implementadas directamente sobre la integral de camino. Otro punto importante
es que el conjunto completo de condiciones de realidad es fijado por la evolucién
del sistema lo que significa que se empieza de un conjunto de de constricciones
que son evolucionadas para mostrar que son consistentes con las condiciones de
realidad. Si aparecieran nuevas constricciones son incluidas también y nosotros
terminariamos con un algebra cerrada bajo la evolucién. En nuestro caso, con
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la finalidad de reducir a una densidad Hamiltoniana real es necesario considerar
como punto de inicio dos constricciones que genaran un conjunto completo

> :7T01+V27T2]—m:‘;ﬂ'2], 22:W0R+V2W2R—m%ﬂ'2R, (944)

y su evolucion temporal es
21 = /dSZE/ {El,HCR} = (—V2 + m3)24 22 = (—V2 + mf)Eg (945)
donde X3 y >4 son dados por

Y3 = —Cr + Vo — m3or, 4= &+ Vi —mier. (9.46)

Con la finalidad de obtener el conjunto complejo necesitamos establecer que son
el conjunto completo de constricciones y que también son cerradas.
La evolucién temporal de las constricciones secundarias es

Sg=—Yy Yy=-%,. (9.47)
De esta forma el sistema es cerrado. El algebra completa de constricciones es

{Za, S5} = Dupd(Z — 27) (9.48)
y

0 0 0 —(m? —m3)
Dab = 0 (m? ! m3) 7(m%07 ") 0 , (049)
(m2 —m3) 0 0 0

con determinante dado por

det (Dap) = (m? — m3)*. (9.50)

La matriz inversa existe cuando my # msy resultando

0 0 0 pB

ab 0 0 B0
DY = 0 -3 0 0 , (9.51)
-2 0 0 0
con 32 = —1—. En conclusién ya que, se incluyen 4 condiciones de realidad

- m27m2
como cons(trilcci(fl)les de segunda clase, resultando que el andlisis de los grados
de libertad pasa de 8 a 4.
Este espacio fase que hemos decidido usar para nuestra conveniencia es da-
do por (¢r, @1, mag, Tar). Por otro lado la nueva teorfa reducida que nosotros
establecemos da como resultado los paréntesis de Dirac

(Fr(t, ), Gr(t, 70)}" = {Fa(t, ©), Gr(t, 70)}" (9.52)
- / By {Fa(t, ©), Sa(t, 7)) D {Sy(t, 7), Gr(t, 7o)}
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con los paréntesis fundamentales que son

{¢r(t,T), mr(t,Z0)} " = §3(7 — o), (9.53)

(mi —m3)
— — *k 1
{o1(t, &), m2r(t,70)} " = (2 —md)
Aunque en principio se escoge un diferente conjunto de condiciones de realidad
que no es arbitraria ya que en este caso la cancelacion de la parte imaginaria
de la densidad Hamiltoniana es clara, pero usando otra eleccién no es tan clara.
Este enunciado implica que el espacio fase es establecido por las condiciones de
realidad (9.44) y (9.46) con la finalidad de expresar una transformacién inversa
usando estas condiciones.

Por esta razén se enfatiza que el espacio fase es (¢r, ¢, magr, m2r). Aplicando
fuertemente las condiciones (9.44) y (9.46) en la densidad (9.34), se obtiene la
densidad Hamiltoniana

2 2 ’
m2 — m2 m2 m2 — m2 m2 — m2
+( 1 5 2>7T%I+ 1( 12 2)¢§ + ( 1 5 2) (v¢1)2

La densidad Lagrangiana (9.1) con las constricciones y las condiciones de reali-
dad es

Loke = (610 4 €m2) lcons—Hora = (M3 — m3)ormar (9.55)

+(m? —m3)drmar — Hexa-

La expresion (9.54) tiene una relacién a directa con la densidad Hamiltoniana
de dos campos de Klein-Gordon reales. La diferencia es solamente una transfor-
macién de contacto , dada por

1 1
or = (mi —m3)*¢r,  pg=(mi—m3)imp, (9.56)
1 1
or = (mf —m3)2¢r, pr = (mi —m3)2mar.
Usando esta transformacién en la densidad Hamiltoniana (9.54) se obtiene

2
my o

1 1 1 m3
Hre = =ph + 20k + =(Vor)* + =pF + 7%7? +

1 2
5 : : : (Vor)?  (9.57)

2
La transformacién de contacto (9.56) serd muy utilizada con la meta de agregar
las respectivas fuentes en el formalismo de la integral de camino.

En la siguiente seccién se explorara con mas detalle las condiciones de reali-
dad (9.44) y (9.46) ya que por medio de esta estructura se incluyen potenciales
de interaccion en este modelo de orden superior complejo.
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9.2.1. Interpretacion de las Condiciones de Realidad

Como ya hemos visto es posible reducir una teoria con derivada tempo-
ral de orden superior compleja a un sistema real que resulta ser Hermitiano y
cuantizable con un momento y posicién también Hermiticos. Las condiciones
de realidad usadas como constricciones de segunda clase [40] juegan un papel
fundamental en esta reduccién, ademads de establecer una transformacion de
contacto lo cual logra la identificaciéon con un sistema real de dos campos de
Klein-Gordon. Sin embargo, este método no es el unico posible, ya que el punto
de partida (9.44) fue dado a mano sin seguir un procedimiento sistemético. Con-
siderando esto ultimo se observa un mapéo particular que relaciona el espacio
fase complejo (¢, ¢, Ty, ;) al espacio fase real (Y1, Ty, , P2, Ty, ) resultando

= o (o — i€+ V%9)
1 2

Yo = — s (36 — (—€ + V?9)),

1
(mi —m3)2

7T¢1 = Zﬁ((ﬂ-o + V27T2) — m%ﬂ'g),
(mi—m3)2
1
Ty =~ ((mo + V21y) — mims. (9.58)
(mi —m3)?

Por otro lado se puede mostrar que el espacio fase (91,12, Ty, , Ty,) €s real,
por lo que de manera general se debe de asumir que estamos trabajando en un
espacio complejo y resultando que

(1 -+ i011) = ———rl(md — m3)oy — %],

(am + ivar) = o () — i),

1 2

(7T1Z)1R + iﬂ—ibu) = 2 o\ L [(ml - m%)’ﬂ?I + iz?]?
(mi —m3)3
. 1 .
(WM&R + Z7T1/121) = 2 o 1 [(m% - mg)WQR + 121]' (9'59)

(mi —m3)?

Para concluir si el espacio fase es complejo, la parte imaginaria debe ser propor-
cional a las condiciones de realidad o constricciones (9.44) y (9.46). Entonces
el espacio fase es real implementando estas condiciones en la superficie donde
son validas. Debemos notar que las condiciones de realidad no son expresiones
minimales ya que

(m? —m3)¢* = (mi +m3)¢ + 2(6 — V?9),

(m? —m3)ms = —(m? + m3)m + 2(mo + V>m2),

(m? —m3)(m5 + V?m3) = (m3 +m3)(mo + Vma) — 2mim3ma,
(m3 —m3) (=€ + V?¢*) = —(m} +m3) (= + V) + 2mim3hy  (9.60)
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y separando en partes, real e imaginaria

Y3+ 12y =0, Yo +12p =0,
ngQ + im%24 =0, m%Zg + im324 =0. (961)

Las condiciones (9.60) no pueden ser usadas como constricciones [22] ya que las
variables conjugadas en nuestro sistema no son campos independientes a menos
que nosotros consideremos las componentes como campos independientes reales
en el caso (9.44) y (9.46) teniendo un sistema dindmico complejo similar.

La relacion entre el método descrito con las constricciones de segunda clase
o condiciones de realidad y el método de una transformacién canénica compleja
es

Or = VY2, or = Y1,
PR = T2, pr = m1. (9-62)

Resumiendo, partiendo del modelo de Bernard-Duncan complejo con 12 grados
de libertad reales es posible reducirlo a 4 grados de libertad reales. Para lo
anterior usamos 4 constricciones que aparecen de la definicion del momento Eq.
(9.21) y 4 condiciones de realidad. De esta manera las condiciones de realidad
generan una teoria de primer orden real que es directamente relacionada a una
teoria compleja de orden superior.

Es importante remarcar que las condiciones de realidad son constricciones
de segunda clase cuyos paréntesis de Poisson forman una matriz compleja. Por
lo tanto a nivel cuantico no tenemos problemas al implementar estos paréntesis.

Esta descripcién atin esta incompleta ya que este modelo no tiene la autoin-
teraccion entre los campos internos como los externos, ademas de que hasta
este punto fijamos las condiciones de realidad a mano sin una razén natural
para incluirlas.

Con la finalidad de agregarle a nuestro modelo los efectos interactivos, en
la siguiente seccién incluimos potenciales de autointeraccién cuya aplicacion de
las condiciones de realidad resulta ser consistente para establecer potenciales de
interaccién en nuestro espacio reducido.

9.3. Los Potenciales de Interacciéon

Con el proposito de incluir interacciones al modelo se consideran los si-
guientes criterios: i)Las interacciones deben de ser cantidades reales por medio
de la aplicacién de las condiciones de realidad y las constricciones. ii) En prin-
cipio es posible incluir interacciones reales que dependen de los momentos, sin
tomar en cuenta esta posibilidad. Sin embargo, esta posibilidad modifica la
definicién de los momentos y puede dar como resultado una teoria que no es in-
variante de Lorentz. iii) Por consistencia de la teoria se requiere que la densidad
Hamiltoniana de interaccién no genere nuevas constricciones. Para implementar
esta condicion se selecciona un conjunto de interacciones que conmutan con las
condiciones de realidad ¥; y Ys. De esta manera es posible escoger potenciales
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de interaccién que son exclusivamente dependientes de los campos y en adicién
automéaticamente conmuta con las condiciones de realidad X3 y ¥4. Este criterio
asegura que la evolucién temporal de las constricciones no es modificada por los
términos de interaccién.

9.3.1. Criterios de Seleccién de los Potenciales de Inter-
accion

Con la finalidad de establecer ciertos criterios vamos a considerar un ejemplo
de manera que sea posible extenderlo a otros potenciales de interaccion.

Para seleccionar este potencial de interacciéon se aplican las condiciones de
realidad en el potencial propuesto resultando un término invariante de Lorentz.
Para encontrar tal expresion se considera el campo conjugado ¢*, pero ya que
no es una variable del sistema se sustituye la expresién conjugada usando las
condiciones de realidad.

Seleccion de los Potenciales de Interaccion

En la teoria compleja usual es comun encontrar el espacio fase, los campos,
los momentos y sus elementos conjugados. En la descripcién presentada aqui,
no tenemos elementos conjugados que permitan seleccionar los potenciales de
interaccién. Sin embargo, tenemos las condiciones de realidad que ayudan a
encontrar potenciales de interaccién consistentes con potenciales reales en el
espacio reducido.

Con ésto es posible definir un campo desnudo en el espacio extendido que
colapsa en un campo conjugado dentro del espacio reducido dando como resul-
tado

— —£+V? 9.63
o (6 70 (9.63)
cuando m; # my y diferente de cero. La expresion de (9.63) estd ¢ # ¢* dentro
del espacio extendido en general, pero puede ser reducido al campo conjugado
dentro del espacio reducido siendo que

QS* = Qg|7‘ec = ¢R - Z¢I (964)

Este espacio reducido es obtenido de aplicar las condiciones de realidad X3 y
34 sobre el espacio extendido que serd denotado por |,ec.

El dltimo enunciado sugiere que la seleccién de los potenciales de interaccién
dentro del espacio extendido es dependiente de las condiciones de realidad de
tal manera que restringiendo el espacio fase los potenciales de interacciéon no
abandonan el espacio reducido.

Las componentes de campo en términos de ¢ y su conjugado ¢ son

1 _

1 _
¢R - §(¢ + (b) |c1"e7 ¢I = Z((b - ¢) ‘cre (965)
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lo cual permite introducir los posibles potenciales de interaccién

U018 = [ e mio + (6 = V20", (060

1 2)

U2e(6:6) = [daqraimdo + (6 = Vo))",

1—m%)

U, (6,€) = /dS T lmio + (€~ VoPimdo+ (€~ Vo).

Incluyendo estas expresiones se obtiene una densidad Hamiltoniana total y si
nosotros conmutamos ésta con las condiciones de realidad se obtienen elementos
proporcionales a las condiciones de realidad ya que cada potencial es real.

Los potenciales de interaccién (10.1) aplicando las condiciones de realidad
(9.46) son

UL lore= / Pallyd, Ul lere= / Prlyt, (9.67)

3
Uignt |cre: /d3xj¢§¢%

El procedimiento anterior establece una manera de introducir los potenciales de
autointeraccién que puede ser aplicado sistematicamente. En la siguiente seccion
se explorard otros tipos de interacciéon que también se pueden agregar y con las
cuales podemos realizar la cuantizaciéon usando la integral de camino.

Algunos Potenciales de Interaccion

Siguiendo el procedimiento aqui descrito podemos considerar algunos po-
tenciales de interaccién que tienen las mismas caracteristicas en comun. Del
formalismo Hamiltoniano se escriben las partes reales e imaginarias en términos
de los campos (9.65), resultando

UL, (6.6) = / ﬁ(mlwg V29)(m3e + £ — V26)°,
U609 = [ sy onio 6907, (069

U (0.6 = [ %( mio+ €~ V2P,

mi —m3)?

U9 = [0 (mdo €~ V0 om0+ €~ V07

donde al aplicar las condiciones de realidad (9.46) obtenemos

U;lnt |ere= 941/)21/1?, Uz5nt |lere= 951/13, (9.69)

6 3
Uint ‘cre: 96%, Uznt ‘cre wl'(/)2
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Es importante enfatizar que las condiciones de realidad o constricciones de se-
gunda clase forman un conjunto cerrado bajo la evolucién temporal. Esto se
muestra en las ecuaciones (9.59) donde fue exhibido que la parte imaginaria de
los campos 1 desaparece médulo las condiciones de realidad (9.44), (9.46). Por
otro lado si se incluyen los potenciales (9.67) y (9.68) a la densidad Hamilto-
niana (9.34), la evolucién de las condiciones de realidad no es modificada por las
interacciones. Esto es usado para construir la integral de camino de tal forma
que las fuentes agregadas son consistentes con la teoria. Ademas, consideran-
do la dependencia entre los campos debido a las constricciones, tendremos que
tomar en cuenta la dependencia entre las fuentes, para obtener una explicacién
de la razén por la cual agregamos a la teoria las condiciones de realidad.

En el siguiente capitulo buscamos establer una relacién entre nuestro método
y un método aproximado mostrando una posible aplicacién méas para nuestro
método que parte de la extensién al plano complejo.
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Capitulo 10

Método Aproximado en el
Modelo de P-U

En esta seccién estudiaremos si existe una relacion entre el método propuesto
en capitulos anteriores y el método perturbativo desarrollado en [48].

El método desarrollado en capitulos previos, es el primero que logra la cuan-
tizacion de una teoria de orden superior con interacciones.

No obstante existen en la literatura planteamientos perturbativos que atacan
este mismo problema [17, 19, 13, 48].

Sin embargo, todos estos procedimientos eliminan grados de libertad de la
teorfa original, es decir, solo describen los grados de libertad de bajas energias.

Para comparar estos métodos a bajas energias con nuestro procedimiento
es necesario establecer una aproximacién a partir de nuestras ecuaciones de
movimiento que son obtenidas de la densidad Hamiltoniana reducida por nues-
tras constricciones y condiciones de realidad. Usando ésto retomamos el método
aproximado dado en [48] basado en una iteracién que nosotros introduciremos
en las ecuaciones de movimiento.

Partiremos del modelo de Bernard-Duncan Complejo que no incluye la deriva-
da total y utilizaremos potenciales de interacciéon complejos que se reducen a ex-
presiones reales. Prestamos atencién en las ecuaciones de movimiento de nuestro
modelo incluyendo algunos potenciales de interacciéon que son reales al aplicar
las condiciones de realidad y que son posibles de incluir en nuestro modelo.

10.0.2. Manejo de los Potenciales de Interaccién en el Mo-
delo de Bernard-Duncan

Las interacciones que se consideraran son aquellas que al reducir a com-
ponentes de campos reales, introduciendo la aplicaciéon de las condiciones de
realidad, sean cantidades reales y no incluyan a sus momentos correspondientes.

El potencial de interaccién que es reducido a las componentes del campo y
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que estudiaremos es

2
% (mi +m3)¢” — 2¢7r¢;] |eder= %(@b% +93)?, (10.1)
con 1
o= (mi —m3)2 o, v = (mi—m5)*or (10.2)

esta interaccién se puede obtener de la interacciéon para el modelo de Pais-
Uhlenbeck cuando g1 = g» = g3. Para lograr plantear estos nuevos potenciales
consideremos que la componente real del campo es una combinacién del campo
y el momento conjugado asociado a gﬁ, es decir,
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donde |cger significa que las condiciones de realidad se aplican a la expresién
compleja correspondiente. De la misma forma podemos proceder para la parte
imaginaria del campo
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por lo que otras interacciones posibles son
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lo cual completa las posibles interacciones que pueden ser utilizadas. En nuestro
caso particular tomaremos en cuenta los potenciales de interaccién aqui descritos
exceptuando la expresién (10.5).

10.0.3. Método Aproximado para Masas Distintas No Nu-
las

La densidad Hamiltoniana aplicando las condiciones de realidad para el caso
de masas distintas es

1 m? 1
Hrar = 2% wz (wg) + % fw%jui(wl)? (10.7)
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de la cual podemos obtener dos ecuaciones de movimiento

Cipa + m3the = —2Xa9hothy — ﬂw2(w% + 1), (10.8)
Oy 4+ miy = —3Xathf — Aot — 1 (93 + 7). (10.9)

De estas ecuaciones de movimiento se puede obtener una teoria efectiva para el
campo 1y. Para realizar esto seguiremos el procedimiento descrito en [48]. Asi,
usando la ecuacién de movimiento (10.9) podemos despejar ¢, por medio del
operador inverso

1 = (O+m3) " =3t} — Aoth3 — S001 (95 + 7)) (10.10)

de lo cual escogemos m? > 1 y condiciones iniciales de 1/, igual a cero para
obtener la siguiente aproximacion

A2 9 A2 9
=~ —m*%ﬂfz + mﬁ;Dwz (10.11)

la que es sustituida en la expresién (10.8) resultando

g1 2)\2

Oy + m3es = [g - mf]%

2>\2 91 )\2

z/;z Y2 — wR (10.12)

Esta ecuacién de movimiento es nuestra teoria efectiva la cual puede ser obtenida
a través de la siguiente densidad Lagrangiana

91)\2

(31)2m

Otra posible interacciéon que mencionaremos, pero no consideraremos es

gy _ 12)2 222

m2 2
:—*1/)2|:|1/)2 2 % Al gm W’Q 3m 4¢2D1//2

4¢@ (10.13)
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lo que muestra que en general es posible construir cualquier potencial de inter-
accién con el método aqui descrito.

La densidad Lagrangiana anterior (10.13) es similar a lo obtenido en [48],
pero sin una correcién a la masa. Lo anterior establece un método aproxima-
do para la teoria de orden superior. Es importante notar la manera en la cual
trabaja el procedimiento. Hemos partido de un densidad Hamiiltoniana (10.7)
que contiene dos campos 11, Y2 y dos momentos en su formulacién my, , Ty, . Es-
ta densidad Hamiltoniana da lugar a ecuaciones de movimiento que se pueden
reducir simplemente a dos ecuaciones, una sirve para encontrar el valor aproxi-
mado del campo 11 a partir de desarrollar un método basado en encontrar un
valor aproximado para el operador inverso dado en (10.11) por medio de un
método recursivo que comienza del valor inicial de ¢; = 0. Una vez obtenida
esta aproximacion podemos sustituir 1 en términos de 15 y reemplazar esta
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variable auxiliar en la ecuacién (10.8) para obtener una ecuacién con un solo
campo 3. A partir de la ecuacién de movimiento (10.14) podemos encontrar
una densidad Lagrangiana (10.13) efectiva que da lugar a ésta.

Lo descrito anteriormente establece un método aproximado partiendo de
nuestra formulacién. Esto supone una ventaja, ya que tomando como base nue-
stro desarrollo es posible incluir un método aproximado partiendo de nuestra
teoria de Klein-Gordon de primer orden semejante al trabajo inicialmente men-
cionado en esta seccién [48].



Capitulo 11

Modelo de FLRW y TOS

En esta capitulo estudiaremos el modelo cosmolégico de Friedmann Lemai-
ttre Robertson Walker, pero en el contexto de una teoria con derivada temporal
de orden superior (TOS). Utilizando la ecuacién de Einstein-Hilbert para la
métrica de FLRW se encuentra que ésta es una teoria de orden superior, la
cual puede reducirse a una teoria usual mediante el uso de una derivada total.
Aqui nos enfocaremos en realizar el formalismo Hamiltoniano de la teoria de
orden superior y queremos mostrar que nuestro formalismo se reduce al usual
una vez que se han eliminado las constricciones extra que aparecen al hacerlas
fuertes.

Nos enfocaremos principalmente en el modelo clésico el cual inicialmente no
establece las condiciones de borde en forma usual, sino que por medio de la teoria
de constricciones de Dirac plantea otra manera de manejar las condiciones de
borde. Lo anterior implica no fijar, por lo menos al principio, alguna condicién
en especifico. Con el andlisis anterior, en principio, se puede escoger cierto valor
para el factor de escala como condicién de borde.

Partiendo de este Hamiltoniano, el cual es proporcional a una constriccién
primaria, serd posible manejar la formulacion clasica y obtener las ecuaciones
de movimiento. Notando que el momento conjugado asociado al campo es una
constante de movimiento pensaremos al campo que aparece en el Lagrangiano
de materia puede ser usado como un tiempo, si éste es una funcién mondétona
del tiempo.

Trabajando como aqui es descrito concluimos que a nivel clasico no hay
diferencia entre proceder de la forma usual y proceder como aqui lo hacemos.

11.0.4. Accién de Friedmann Lemaitre Robertson Walker
y Derivada Temporal de Orden Superior

Partiendo de la hipétesis de que nuestro universo es homogeneo e Isotrépico
y que la amplitud de las componentes espaciales de la métrica solo depende
del tiempo podemos plantear como punto de partida la métrica de Friedmann
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Lemaitre Robertson Walker

dr?
(1 —kr?)
donde a(t) es el factor de escala dependiente del tiempo y k = +1, —1,0.

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas de la accion de Einstein-Hilbert

como principio fundamental junto con un término de materia de la siguiente
forma

ds* = —dt* + a(t)?[ + r2d6? + r*sen®0dp? (11.1)

Slg] = /d“x(lg;G mat); (11.2)

en cuyo caso L4 es el término de la densidad Lagrangiana que depende de la
materia y R es el escalar de curvatura con la velocidad de la luz ¢ = 1. En esta
métrica obtenemos que

(11.3)

i a2 aN N k
N2ag  NZ2g2 aN3 a2

R:g“bRab:6< +

Dado que por hipdtesis las variables a y N solo dependen de t es posible integrar
la parte espacial para obtener lo siguiente

a%a  aNa?
/dt ﬂ{— —_— —W—i—kNa}—&-Emat] (11.4)
donde Vg3
_ Yoa” 2o
Lomat = SN 0] (11.5)
Y 3V
0
=—. 11.6
B=2G (11.6)
El Lagrangiano de Friedmann Robertson Walker resuta ser
a®>  a?a  aNa? Voa?
L= 6{—+N Nz + kNa} + Ngb. (11.7)

Donde vemos que es de orden superior. Sin embargo usualmente se suele eliminar
el término de derivada total con el fin de manejar una teoria de primer orden.
Eliminar este término implica forzar la eleccién de la condicién de borde. Con
el uso de la teorfa de orden superior (11.7) podemos elegir las condiciones de
borde o podemos escoger las que resulten mas naturales para el sistema.

De lo anterior podemos obtener los respectivos momentos y por tanto en-
contrar las respectivas constricciones primarias

Voa® |
Ps = 5, (113)
Baa?
$1=pN + - R0, (11.9)
2
o) :wa—% ~ 0, (11.10)

¢3 =pa = 0, (11.11)
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con (¢, a,a, N) como nuestras variables. A causa de que tres momentos no son
cuadraticos en las velocidades tenemos tres constricciones que se denotan por la
letra griega ¢;. Usando esto ltimo encontramos que el Hamiltoniano canénico
es

Baa? Npi
Ho =— — BEN 11.12
c N BkNa + Vna? ( )
y Hamiltoniano total sera
Hp = He + Mg1+ Ao + Azos. (11.13)

Lo anterior establece la posibilidad de constricciones secundarias. Para encon-
trar las constricciones secundarias es necesario evolucionar las 3 constricciones
primarias.

¢1 = {¢1, Hr}, ¢2 = {¢o, Hr}, b3 = {¢3, Hr}. (11.14)

De ¢; 5, obtenemos una constriccion secundaria a partir de A3, a causa
) 3
de que se tienen dos diferentes resultados para Az al hacer la evolucion.
La constriccién secundaria es

N2 2
P ~o (11.15)

=a*+kN? — ~
G0 = @ RN o gy,

y ya no hay més constricciones secundarias.
Habiendo obtenido todas las constricciones uno puede obtener la respectiva
estructura algebraica dada por

Cag = {(;5@,(;55} (11.16)

que se resume en la matriz

0 0 (2aa (Lo _ [N

]\2]/3 284V,
a .
C . 0 O - N 72(1 ) s
aB — 7 216\[1'1211 an 0 72[;\[5‘1::#
2 2 2 @ 0
Py . 2N Dy
(k — W)ZN 2a BasVy 0
Nr"’p?}s
3825V, N
0 i .
con vectores nulos V] = ( v )N , Vo = g . La determinante
BN
2,[3a4V0 Bai O
T 2NZ

de esta matriz es cero y el rango es dos. Esto implica que hay dos constricciones
de primera clase

N?pj, N, 1 Baa
_ s N, Py B ~
_ 25a5‘/b¢1 +5 (26a4V0 R)és — Tis 0, (11.17)

Yo = N¢1 + age ~ 0, (11.18)

(G}
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que finalmente se reducen a

N?p; Baa>. N P} Baa
¢ ¢ -2 2
= - - a) N
¢1 25@5‘/0 (pN + N2 ) 2 (2Ba4VO k)(p ) IN2 (a +k
N2p2
_Qb’aﬂio) ~ 0, (11.19)
aa? . a?

do = Nipw + ) 4 i, — 50 0, (11.20)

lo que define las constricciones primarias.

Definido lo anterior solo resta escoger un adecuado conjunto de constricciones
secundarias lo cual es realizado a continuacién.

Dada la libertad del problema podemos escoger un nuevo conjunto de cons-
tricciones que sea de segunda clase. Las constricciones de segunda clase que se
han escogido son

Ba2a 1 1
~0 = —— 3= ——p, ~ 0. 11.21
N2 X2 250,@ ¢3 250,@]) ( )

X1 = ¢1 =pnN +

La correspondiente matriz es

_ 0 %=
poo= (0
0 —N?
aB _
B _<N2 0 )

Con la finalidad de saber la estructura simpléctica, se calculan los paréntesis de
Dirac

y su inversa

2
{a,N}* = ng, (11.22)
{a,ma}" = *%, (11.23)
{a,pn}" = % (11.24)
{o.ps}" =1, (11.25)
{a,ma}* =1, (11.26)
{N,py}* =1. (11.27)

Finalmente se pueden usar las constricciones de segunda clase en los paréntesis
de Dirac y obtener solamente tres paréntesis fundamentales

{a,ma}* =1, (11.28)
{o,ps}" =1, (11.29)
{N,py}* =1. (11.30)
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Ahora, si ponemos las constricciones de segunda clase en las constricciones de
primera clase debido al hecho de que implicitamente estamos usando los parénte-
sis de Dirac se obtiene

2Bai ., .  N°p;

— kN* — ~0 11.31
EAL 25arv, ~ O (1L.31)

: Ba®
L=~ =0 11.32
e — 2] (11.32)

Lo anterior se puede escribir como

2VoN?p(a® + kN?) — pia*B ~ 0, (11.33)
amg + Npy = 0. (11.34)

A causa de que tenemos dos constricciones de primera clase, se puede fijar la
norma para una de éstas y dejar unicamente una sola constricciéon. La norma
que hemos elegido es

Y3 =N — f(t) =0, (11.35)
y rearreglando de nuevo, se obtiene una constriccién de primera clase
2Vo f2(1)(a* + kf2(t))pn [2ama + (2f — L)pn] + pha*B ~ 0, (11.36)
que es
—2Vo f2(1)(6® + kf2(t))px + p3a° B ~ 0. (11.37)

Al fijar la norma una constriccién de primera clase con la condicién respectiva
de norma resultan ser constricciones de segunda clase de la siguiente forma

Y1 = am, + Npy =~ 0, (11.38)
o =N — f(t) =0, (11.39)
con la siguiente algebra .
po=(f §)
Colocando py = —“3# y tomando f = 1 tenemos los paréntesis de Dirac
{a,m}" =1, (11.40)
{o.pe}" =1, (11.41)

lo cual nos dice que podemos escoger a (74, ¢) como espacio de configuracién con
dos grados de libertad debido a la constriccién (11.10) que define al momento
T, en términos del radio del universo a. Con esto ultimo definimos el espacio
fase (mq, ¢, a,ps) con cuatro grados de libertad para obtener la ecuacién final
de Wheeler De Witt que es

. B3,

G = —Vo(a® + k)2 + 7(" ~ 0, (11.42)
de la cual se obtiene el Hamiltoniano de la teoria. Con G lo que resta realizar
es definir un Hamiltoniano para hacer un andlisis de la teoria clasica y poste-
riormente intentar hacer una cuantizacién.
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11.0.5. Teoria Clasica Hamiltoniana de Wheeler De Witt

En esta seccién usamos la constriccién G para definir al Hamiltoniano. La
constriccién G igualada a cero fuertemente es

1 p;
—(a® + k)m2 — 5 =0 (11.43)
«

con o = V% La expresion anterior puede ser escrita como

(H +py)(H —py) =0 (11.44)
H= (“:”“)%wa (11.45)

Dado que ¢ es una funcién mondtona de t es posible considerarla como una
nueva variable de tiempo. Lo anterior esta perfectamente justificado, porque el
Hamiltoniano es proporcional al momento de ¢ y a nivel cuantico habrd una
semejanza a la ecuacion de Schrodinger més cercana a la cuantizaciéon de la
ecuacion de Klein-Gordon. Esto dltimo refleja el principal problema de hacer la
cuantizacién sin cierto cuidado. En resumen ¢ es un buen tiempo ya que

¢:H=—p, (11.46)

y justifica la eleccién tomada.

Con la cuantizacién de esta ecuacién encontramos el problema de que la
densidad de probabilidad no es definida positiva y aparecen probabilidades ne-
gativas, o fantasmas, lo que acarrea problemas de interpretacién. Paul A.M.
Dirac postul6 hacer una divisién parecida a la descrita en este trabajo (11.44)
con el fin de dar una interpretacién a la densidad de probabilidad no definida
positiva la cual nace de la teoria cuantica de campos.

En el caso cuantico existe este problema, aunque para la versiéon cldsica
no hay inconveniente, por lo que manejaremos una descripcion basada en la
mecanica clasica para visualizar mejor la ecuacién de Wheeler De Witt.

Tomando a ¢ como al respectivo tiempo y usando los paréntesis de Poisson
se obtiene

dea (ZT(a
={rg,H} = ——F—F7"—< 11.47
g = o Y =~ i (11.47)
da a4k 1
— ={a, H} = 2 11.4
T =ty = () (11.45)
de lo cual se infiere J )
Ta amq
—_— = 11.4
da @+ (11.49)

Lo anterior nos permite encontrar al momento como funcién del nuevo tiempo,
pero el valor de éste va a depender de k.
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Considerando k& = 0 se obtiene lo siguiente

Ta0
Ty = , (11.50)
exp ¢£(¢ — o)

lo que podemos graficar para obtener la figura 11.1.

Mavs @, k=0

40|

Ralz positiva
Raiz negativa

wvalores de @
T

40

1 d § i ih

wvalores de lMa

Figura 11.1: Momento candnico de orden superior contra ¢ con k = 0 para el
modelo Wheeler de Witt contemplando términos de derivada total.

Lo anterior muestra que no existe alguna ventaja entre aplicar nuestro méto-
do y aplicar el método usual, lo cual era de esperarse, ya que solo hay una
derivada total en la que ambos difieren. Cldsicamente uno no esperaria que hu-
biera ventaja. Sin embargo, cudnticamente podria en principio ser éste el caso.
Nuestro anélisis muestra que en este caso tampoco hay alguna ventaja.

Un punto interesante de nuestro andlisis es que la variable candnica eleji-
da por este procedimiento que es m, corresponde directamente al equivalente
obtenido usando las variables de Loop Quantum Gravity. A pesar de ésto, se ha
mostrado que una mejor variable corresponde a tomar el volumen del universo,
es decir proporcional a a® [49].

Podemos hacer el mismo analisis para el caso k = 1. La expresién para el
momento es

2 _ . 2y1
(6 — dy) = tabin[™ 4 (M0 = Ta)®) (11.51)
Ta Ta
lo cual da como resultado la figura 11.2.
Finalmente para el caso £ = —1 tenemos que se cumple la relacién para los

momentos dada en la figura 11.3.
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ITavs ®, k=1

50

40|

20

Raiz positiva
Faiz negativa

valores de @
=
N

204

604

Tz 0% s ook 1
valores de Ma

Figura 11.2: Momento candnico de orden superior contra ¢ para k = 1.

k=-1
ITavs @, k=-1

8-

[

4
g 27
o
=
FE - —
5 Raiz positiva
@ 1 Faiz negativa

_24

_4]

_6]

_3]

L

valores de lMa

Figura 11.3: Momento canénico de orden superior contra ¢ fuera del origen.



Conclusiones

En este trabajo, se ha desarrollado un método por medio del cual se puede
establecer una relaciéon entre dos sistemas que podrian resultar muy distin-
tos y que a pesar de eso pueden tener una correspondencia por medio de una
transformacién de norma compleja. Por otro lado también se podria pensar
en que la formulacién antes descrita permite mapear de una teoria compleja a
una teoria real quitando grados de libertad al sistema. Especificamente, como
primer punto en este trabajo estudiamos las afecciones que se pueden presen-
tar en algunos sistemas al momento de querer realizar una teoria cudntica para
estos. Mostramos que no necesariamente se van a cumplir todos los axiomas
de la mecanica cuantica al momento de realizar su respectiva cuantizaciéon, ya
que se podrian encontrar aberraciones en ciertos sistemas. Especificamente, el
modelo de Pais-Uhlenbeck presenta problemas que dificultan su cuantizacion.
En este punto podemos sospechar que la causa de la problemaética es debido
a que no se ha interpretado bien la informacién arrojada por éste y no se ha
logrado hacer un empalme adecuado entre la mecanica Hamiltoniana de primer
orden y la mecdnica Hamiltoniana de Ostrogradsky [12]. Lo anterior resulta de
vital importancia para enfrentar las efecciones que nos podriamos encontrar en
cualquier sistema.

En base a estos problemas en este trabajo nos dimos a la tarea de desa-
rrollar un método que nos permitiera entender un poco mejor lo que ha estado
ocurriendo. Sin embargo nuestro método no empieza de cero y tiene la necesidad
de sustentarse en teorias antes expuestas. Tal es el caso de la teoria de los
nimeros complejos formulada por Gauss, Cauchy y Riemann, la teoria de las
constricciones de Dirac [4] y la teoria de las condiciones de realidad formulada
por Ashtekar [11].

El método puede ser resumido de la siguiente forma: Se considera el corres-
pondiente modelo real y posteriormente se hace una extensién de éste al plano
complejo, después nos encontraremos con que hay constricciones primarias en
la extensién Lagrangiana dependientes de la definicién de los respectivos mo-
mentos, esto es debido a que las variables complejas no son independientes entre
si debido a las ecuaciones de Cauchy-Riemann y a la estructura que esta misma
guarda para que un mapéo de los nimeros complejos al plano real sea posible.
Posteriormente, segin la teoria de Dirac es necesario obtener el Hamiltoniano
total del sistema Lagrangiano extendido el cual va a tener constricciones pri-
marias. Con este Hamiltoniano podemos calcular la evolucién temporal de las
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constricciones primarias resultando la naturaleza de éstas y concluyendo que las
constricciones primarias son de primera clase. Por otro lado, también podemos
determinar si hay mas constricciones a partir de la evolucién de las constric-
ciones primarias y encontramos que no las hay siempre y cuando asumamos
que nuestro potencial es holomorfo. Dada la estructura compleja serd inevitable
encontrarmos con constricciones de primera clase por lo que sera necesario fijar
condiciones de norma. La manera de manejar la libertad de norma se basa en
considerar la simetria que tiene el propio sistema y en base a esto escoger una
condicién de norma natural que nos lleve a un espacio real o tomar una condi-
cién de norma que sea conveniente para nosotros partiendo del sistema complejo
y que establezca el mapéo a un sistema real. Lo antes dicho puede ser resumido
de la siguiente forma: Hacemos una extensién al plano complejo resultando una
teoria de norma a la cual se le imponen condiciones de norma arbitrarias que
mapéan del espacio complejo a un espacio real.

En este punto debemos explorar la relacién que hay entre los sistemas. Si el
espacio en el cual estamos inmersos es real entonces no hay relacién visible entre
los sistemas resultando ser independientes y a lo mucho es posible establecer un
mapéo por medio de las transformaciones candnicas en nuestro espacio real. La
restriccién del uso de las transformaciones candnicas se agudiza ain mas a nivel
cudntico, ya que solo las podremos usar si son lineales [2, 3].

Por otro lado, usando la extension al plano complejo tenemos mas manio-
brabilidad, ya que tenemos la libertad de norma inherente que nos va a permitir
pasar de sistemas reales en sistemas reales siempre y cuando las condiciones
de norma lo permitan. A nivel cudntico es mas complicado, ya que podemos
establecer el mapéo por medio de las condiciones de norma, pero no sabre-
mos concretamente si las teorias resultantes son normalizables y el mapéo a
una teoria cuantica adecuada es posible. Este tema sale del alcance del trabajo
planteado.

A partir de la extensién al plano complejo también podemos establecer un
mapéo de los sistemas complejos a los sistemas reales por medio de las condi-
ciones de norma. Lo anterior puede ser traducido cudnticamente como pasar de
un sistema no-Hermitico a un sistema Hermitico equivalente.

Como ejemplos concretos de estas condiciones de norma tenemos: La Her-
miticidad, las condiciones de realidad [11] y la simetria P-7 propuesta por
Bender [9].

Habiendo establecido el método consideramos algunos ejemplos manejados
en la literatura para poder tener un a buena referencia de lo aqui descrito.
Primero mostramos como funciona el método en un oscilador arménico, ya que
resulta ser el modelo mejor entendido en la fisica moderna, extendiéndolo al
espacio complejo para posteriormente mostrar cual es la condicién de norma
que se debe de utilizar para recuperar los resultados ya conocidos consideran-
do tanto la descripcion clasica como la cudntica. Concrétamente consideramos
la condicién de norma que recupera la Hermiticidad de la forma mas simple
posible. Por otro lado, estableciendo otra condicién de norma podemos encon-
trar que existen sistemas relacionados al oscilador arménico como el sistema
Hamiltoniano con potencial de Coulomb donde la frecuencia del oscilador es-
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ta asociado a la carga electrica. Ademads, tenemos también una condicién de
norma que genera una relacién entre el Hamiltoniano invariante ante una trans-
formacion conforme y nuestro oscilador armonico real. Con esta idea uno puede
pensar en hacer una reparametrizacion en el tiempo y considerar a éste como
una variable extra con el fin de aplicarlo en la extensiéon compleja del oscilador
armonico y encontrar que existen dos constricciones de primera clase por medio
de las cuales podriamos plantear la respectiva cuantizacion usando la teoria de
Dirac [4, 10].

Por otro lado, este procedimiento también recuperé los resultados de manera
exacta, tanto clasicamente como cudnticamente, para el caso de un oscilador
armonico que incluye un término imaginario de desplazamiento formulado ini-
cialmente por Bender [9] y que se expone brevemente en este trabajo como re-
sultado de una especifica eleccién en la condicién de norma y lo que podriamos
cuantizar por medio de la integral de camino.

Con el afan de aplicar nuestro método a casos conocidos, también consi-
deramos al oscilador arménico con una perturbacién cibica imaginaria donde
tuvimos en cuenta la extension al plano complejo del respectivo Lagrangiano.
Sin embargo este ejemplo resulta ser mucho méas complicado, por lo que inicial-
mente consideramos una condicién de norma que no nos mantiene en el espacio
real, ya que hace que el momento reducido sea una cantidad compleja. Sin em-
bargo, el problema también nos da tregua y escogiendo una condicién de norma
que fije a la parte real y nos permita usar a la parte imaginaria como variables
reducidas del sistema podemos llegar a un Hamiltoniano real. Es aqui donde
por mera conveniencia usamos la aproximacién de la teoria de perturbaciones
para establecer la teoria cuantica. Aqui encontramos que la teoria cuantica no
coincide con la teoria clasica, ya que esta cuenta con un término cibico que
no se ve en la formulacién cuantica de lo que tenemos que el Hamiltoniano re-
sultante para nosotros no es P-7T simétrico. Los resultados obtenidos son muy
similares a los obtenidos en [9], a pesar de haber encontrado esta discrepan-
cia entre el Hamiltoniano clasico y el cudntico. Sin embargo, nuestro método
no produce un Hamiltoniano que este acotado por abajo. Mostrando que una
condicién de norma arbitraria no necesariamente produce un sistema cuantico
bien fundamentado.

Habiendo dominado los ejemplos clasicos nos enfocamos en la forma maés
general que debe de tener nuestra condicion de norma. Notamos que si traba-
jamos con una condiciéon de norma que dependa del momento obtendremos un
Hamiltoniano reducido que no es tan trivial, ya que proviene de un Lagrangiano
reducido que tiene una métrica no trivial. Esto nos da pistas para considerar
los mapéos a modelos que tienen métrica dependiente de las velocidades y las
posiciones.

Dada la complexificacion podemos mostrar el teorema de Franklin-Vilkovisky
usando la integral de camino e incluyendo fantasmas. Con lo anterior podemos
concluir que dada la relacién entre los diferentes sistemas las cuantizaciones
resultantes entre fijar diferentes condiciones de norma seran equivalentes entre
si, en el espacio complejo pero no necesariamente en el espacio real. Cabe men-
cionar que en ningin momento se ha hablado de que la transformacién de norma
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debe de estar emparentada a una transformacién candnica.

Con todo lo anterior es facil generalizar nuestras ideas a mas dimensiones y
encontrar sistemas a los que se les puedan aplicar esta idea. Un ejemplo concreto
y de gran utilidad es el mapéo del Hamiltoniano del oscilador arménico en dos di-
mensiones al Hamiltoniano con potencial central de Kepler en dos dimensiones.
El método aplicado a este caso en particular resulta ser interesante, ya que como
se mostrd antes si se cumple el teorema de Franklin-Vilkovisky entonces para
calcular la integral de camino con un potencial de Kepler serd suficiente con cal-
cular la integral de camino para el oscilador arménico bidimensional, ya que para
ambos modelos las integrales de camino son equivalentes para la parte acotada
del potencial de Kepler. Y como en el caso unidimensional es posible agregar
en las condiciones de norma terminos que dependen de los momentos, resul-
tando un Hamiltoniano reducido muy complicado que viene de un Lagrangiano
reducido con métrica no trivial que podria depender de las velocidades y las
posiciones. Aqui debemos destacar que con el método hemos sido capaces de
alterar la medida, es decir hemos transformado la medida, con lo que la nueva
teoria ya no es tan trivial incluyendo al momento en la condiciéon de norma.

Otro tema de interés es el caso de una teoria con derivada temporal de orden
superior con potenciales de interaccién incluidos, especificamente el modelo de
Pais-Uhlenbeck complejo. Como se ha establecido en el método plantemos la
complexificacién del modelo de Pais-Uhlenbeck y fijamos las normas que nos
lleven al modelo real. Sin embargo, también hay otras normas que nos llevan al
modelo de dos osciladores arménicos. Esta idea se puede generalizar e incluir a
nuestro modelo complejo de orden superior potenciales de interaccion.

Esto es logrado por medio de usar condiciones de norma que hemos estableci-
do para una teoria compleja con constricciones de primera clase. Esta extension
compleja para las teorias de orden superior es una consecuecia de pensar en una
teoria mas general con estructura compleja que incluya simetrias de norma. En
el momento que elegimos fijar la norma es posible relacionar esta teoria compleja
al modelo de Pais-Uhlenbeck real y usando otra condicién de norma relacionar
esta teoria a un par de osciladores armoénicos. Dependiendo de nuestra eleccion
de condicién de norma podriamos realizar la cuantizacién y encontrar, o evitar,
problemas tales como, energias negativas y estados con norma negativa.

La teoria compleja permite ganar mas flexibilidad, debido a la simetria de
norma que muestra la relacion entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y dos os-
ciladores armoénicos a través de una transformacion de norma compleja. En este
sentido el modelo de Pais-Uhlenbeck complejo contiene a ambas teorias y la se-
leccién de la teoria depende de las condiciones de norma. Un hecho interesante
del formalismo es que el espacio fase complejo posee estas simetrias de norma
que permiten reducir los grados de libertad y hacer un mapéo usando las condi-
ciones de norma para diferentes tipos de teorias. Esto tultimo se ve traducido
en una distribucion diferente de los espectros correspondientes, es decir para
el espectro del modelo de Pais-Uhlenbeck encontramos que no es acotado por
abajo, mientras que para los dos osciladores no encontramos este problema y los
dos osciladores son acotados por abajo. Por lo tanto el efecto de las condiciones
de norma en los respectivos espectros es de ordenarlos de una diferente forma,
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es decir una en la que tenemos dos sistemas acotados por debajo y otra en la
que tenemos un solo sistema que no es acotado por abajo.

Para incluir potenciales de interaccién se consideran cantidades en la densi-
dad Hamiltoniana que no generen nuevas constricciones y preserven un conjunto
cerrado de constricciones cuando la evolucién temporal es establecida (10.1). Es-
tos potenciales de interacciéon son generados por corrientes o en el espacio com-
plejo o en el espacio real usando las condiciones de norma y las constricciones.
De esta descripcién, la cuantizacion es posible usando la integral de camino con
el método de Senjanovic [24] desarrollado para cuantizar una teorfa con cons-
tricciones de segunda clase. Usando corrientes complejas y desarrollando un
formalismo que incluya a las constricciones, ademaés de separar en componentes.
La relacién entre campos de alto orden es exhibida resultado de la estructura
compleja y las condiciones de realidad.

Las corrientes complejas no son independientes en un modelo con derivadas
de orden superior, si las condiciones de realidad son establecidas. Ademas, la
cancelacion de la parte imaginaria de la integral de camino genera la relaciion
entre las corrientes que son también obtenidas cldsicamente por medio de las
ecuaciones de Hamilton de movimiento que incluyen a estas corrientes. En otro
apartado se ve la transformacién de norma compleja que relaciona a ambos mo-
delos. La cual en otros trabajos fue pensada como una transformacién canénica
compleja.

Con todo lo anterior el paso mds natural a seguir es establecer nuestro for-
malismo para el caso de la teoria de campos. Inicialmente estudiamos ejemplos
concretos para modelos de primer orden. Tal es el caso de campos complejos
con una métrica plana que por medio de las condiciones de norma adecuadas se
pueden deducir y establecer los modelos sigma no-lineales reales. Lo anterior no
solo es aplicable a los campos complejos escalares, ya que también lo aplicamos
a la extensién compleja del Lagrangiano del campo electromagnético que con
la eleccién adecuada de normas se puede obtener la densidad Lagrangiana re-
ducida que esta construida con los campos vectoriales espaciales, escogiendo la
norma de Coulomb, y la métrica caracteristica de los modelos sigma no-lineales.
Con el dominio de las teorias de orden superior ahora es posible desarrollar
nuestro formalismo para una teoria de campos de orden superior, modelo de
Bernard-Duncan, que pueda ser mapeada al Hamiltoniano de dos simples cam-
pos de Klein-Gordon. Partiendo de esto tltimo resulté instructivo analizar la
estructura de los nimeros complejos en esta teoria olvidandonos un poco de las
constricciones de primera clase y de las teorias de norma para prestar mas aten-
cién en la estructura compleja inmersa en la teoria con derivada temporal de
orden superior, o modelo de Bernard-Duncan. En una formulacién con constric-
ciones de segunda clase es posible analizar de forma més tranquila el papel que
juegan las condiciones de realidad y la manera de establecer las interacciones
a partir de las condiciones de realidad que aqui son constricciones de segunda
clase.

Através de todo lo antes desarrollado, también podemos establecer un méto-
do perturbativo que es semejante a lo hecho en [48] y que para el caso de bajas
energias encuentra similitudes con el formalismo aqui descrito.
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Otro tema que también tratamos aqui es el modelo cosmolégico de Fried-
mann Lemaittre Robertson Walker, pero en el contexto de una teoria con deriva-
da temporal de orden superior. Establecemos primero la densidad Lagrangiana
que esencialmente tiene la parte de Einstein-Hilbert, ademéas de un término de
materia con masa cero acoplado minimalmente. Obtendremos los respectivos
momentos y concluiremos que aparecen 3 constricciones primarias. A partir de
esta formulacién y de integrar sobre el volumen se obtendrd el Hamiltoniano
de orden superior. Con la formulaciéon de orden superior concluimos que a ni-
vel cldsico no hay diferencia entre proceder de la forma usual y proceder como
aqui lo hacemos.

A partir de lo desarrollado en este trabajo encontramos que la extension
compleja abre las puertas a temas paralelos que debemos estudiar. Uno de estos
temas es estudiar que es lo que pasa con la medida de integracién de la integral
de camino al pasar de modelos no Hermiticos a modelos Hermiticos. También se
puede pensar en plantear que es lo que pasa a nivel cuantico, ya que podemos
establecer el mapéo por medio de las condiciones de norma, pero no sabemos
concretamente si las teorias resultantes son normalizables y si el mapéo a una
teoria cudntica adecuada es posible. Ademads faltaria ver que es lo que pasa
con los espectros y la relaciéon que hay entre éstos y las condiciones de norma.
Un tema interesante resultado de nuestra investigacion es como las condiciones
de norma transforman a las funciones de onda de los sistemas involucrados,
Hermiticos o no. Dicho de otra manera y usando un ejemplo concreto podemos
pensar en el mapéo que pasa del sistema para el oscilador arménico bidimensio-
nal al sistema de un potencial Coulombiano y lo que pasa con la transformacion
de las funciones de onda correspondientes.

Independientemente de lo anterior también podriamos pensar en si podriamos
tener una condicion de norma que nos lleve de una teoria no relativista clasica
a una teoria relativista, es decir si mediante una norma podemos realizar una
expansion del grupo de Galileo de tal manera que sea estable [50]. Finalmente,
igual de interesante resulta la posibilidad de analizar con mayor profundidad la
extensién compleja, pero ahora considerando el punto de vista de la integral de
Cauchy para tomar en cuenta la homotopia que encontramos en las trayectorias
debido a la propiedad de las funciones holomorfas integradas en una superficie
cerrada [20]. Por otro lado, a partir de este punto de vista es posible explo-
rar la relacion entre los modelos sigma no-lineales y nuestra extensién al plano
complejo para después compararla con nuestra formulacién ya expuesta.
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