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6. Teoŕıa de Orden Superior Compleja 71
6.1. Modelo de Pais-Uhlenbeck Complejo . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.2. Transformación de Norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
6.3. Fuentes Complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
6.4. Integral de Camino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

7. Campos de Primer Orden 85
7.1. Modelo Sigma No-Lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
7.2. Método aplicado al Campo Electromagnético . . . . . . . . . . . 88
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4.1. Gáfica del espacio fase a orden ε2 con ε =0.1 . . . . . . . . . . . . 44
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Introducción

Es un problema muy común de la f́ısica en general tratar de encontrar rela-
ciones entre diversos sistemas. Y si uno quiere dificultar más el problema, encon-
trar la relación entre diversos sistemas f́ısicos inmersos en la mecánica cuántica
resulta ser aún más complicado. En este trabajo nos enfocamos precisamente
en este tema y desarrollamos un método por medio del cual podemos estable-
cer relaciones o mapéos entre sistemas muy diferentes. Dentro de la mecánica
clásica la herramienta que realiza este tipo de cambios entre sistemas es la trans-
formación canónica. Esta herramienta es muy útil a nivel clásico [1] y también
lo es a nivel cuántico [2, 3]. Sin embargo, para este caso quedan reducidas a
transformaciones canónicas lineales.

En este trabajo proponemos una extensión de las transformaciones canónicas,
tanto a nivel clásico como cuántico. Esta extensión consiste en realizar una com-
plexificación, es decir extendemos al plano complejo el Lagrangiano real mante-
niendo el potencial holomorfo y de alĺı realizar un análisis descomponiendo las
variables complejas en parte real y parte imaginaria para hacer un estudio com-
pleto de la estructura compleja resultante. Posteriormente realizamos el análisis
Hamiltoniano de la teoŕıa haciendo uso de la teoŕıa de las constricciones de Dirac
[4], ya que debido a la estructura compleja del Lagrangiano holomorfo siempre
encontraremos una constricción primaria para los momentos. Siguiendo la teoŕıa
de Dirac debemos encontrar la naturaleza de la constricción primaria resultante
que dada la estructura misma de los números complejos resulta ser una cons-
tricción de primera clase. Lo anterior implica que debemos agregar condiciones
de norma para manejar esta libertad [5]. Es aqúı donde históricamente no se
ha trabajado con mucho detalle las opciones que se tienen a la hora de fijar la
norma, ya que siempre se suele escoger la opción trivial de eliminar la parte
imaginaria por medio de elegir la condición de Hermiticidad.

En este trabajo consideramos a la condición de Hermiticidad como una es-
pećıfica condición de norma y tomamos más en serio la estructura compleja con
la constricción de primera clase. La esencia básica de nuestro procedimiento
radica en que la condición de norma sobre la constricción complexificada de
los momentos nos permite una gran arbitrariedad en la definición de nuestras
observables y esto a su vez permite definir diferentes mapéos entre sistemas
f́ısicos. El método más conocido propuesto por Heisenberg y basado en la condi-
ción de Hermiticidad postula a las variables del espacio fase como operadores
Hermı́ticos expresados en una representación determinada. Entre los postulados
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2 Introducción

de la mecánica cuántica usual están:

Todo estado cuántico es normalizable.

Las observables deben ser cantidades Hermı́ticas.

Los conmutadores son obtenidos de los paréntesis de Poisson.

La evolución temporal de un sistema es dada por la ecuación de
Schrödinger.

Estos postulados son la base de la la teoŕıa cuántica, pero en la investigación
contemporanea se ha planteado la exclusión de algunos de ellos.

Ejemplos del tipo de sistemas que no cumplen con todos los postulados de
la mecánica cuántica usual son: Los modelos no Hermı́ticos [6], el modelo de
Pais-Uhlenbeck [7], teoŕıas no conmutativas, etc. Un caso muy importante y
que tiene gran problemática si se desea hacer una cuantización aceptable y que
concentra la atención actual, es la cuantización de la gravedad [8].

Por otro lado, ya que estamos pensando en ser flexibles con respecto a los
axiomas es de utilidad plantear modelos que no sean Hermı́ticos de forma tal
que sea posible comparar con teoŕıas cuánticas que son basadas en algún tipo
de simetŕıa general [9].

Es instructivo para un mayor entendimiento comenzar de un ejemplo con-
creto que sea lo bastante general y que describa nuestra manera de proceder.
Consideremos un Lagrangiano real que dependa de un potencial real arbitrario
dependiente de la posición y con el que podemos obtener su respectivo Hamil-
toniano a partir del cual podemos construir su correspondiente teoŕıa cuántica.
Ilustrar la construcción de una teoŕıa cuántica partiendo de un Hamiltoniano
real es fácil: Primero debemos postular a la posición y al momento como ope-
radores en un espacio que en general es complejo, los cuales deben cumplir con
ser operadores Hermı́ticos para después aplicar el operador Hamiltoniano en
la ecuación de Schrödinger y buscar las funciones de onda normalizables que
resuelvan esta ecuación.

Por otro lado, con respecto a nuestro método aplicado a este ejemplo la
manera de proceder es la siguiente: Proponemos la complexificación del La-
grangiano real para este caso, a continuación dividimos al Lagrangiano en parte
real y parte imaginaria para posteriormente obtener los momentos tanto de
la componente real como de la imaginaria. Notamos que los momentos de las
componentes no son independientes, lo cual resulta en la aparición de una cons-
tricción primaria. Con lo anterior y con la teoŕıa de Dirac de las constricciones
[4, 10] podemos construir el Hamiltoniano complejo relacionado. A partir del
Hamiltoniano total podemos mostrar que la constricción primaria es de primera
clase. Lo anterior hace necesario fijar la norma por medio de una condición de
norma.

En la condición de norma encontraremos diversas condiciones: La condición
de Hermiticidad, las condiciones de realidad [11], la cuantización basada en
simetŕıa P-T [9], etc.
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En algunas ocasiones la cuantización esta demasiado arraigada a la elección
de la condición de norma y se debe pensar espećıficamente en que lugar in-
cluir a ésta. Tal es el caso de realizar una cuantización a partir de hacer una
transformada de Fourier en las posiciones y los momentos. Con esto se quiere
decir que los operadores de creación y aniquilación con una condición modifi-
cada se usan en lugar de las posiciones y los momentos que no necesariamente
son Hermı́ticos. Dicho de otra manera la condición de norma se debe de cumplir
en la transformada de Fourier para una función que cumple una determinada
condición, la que podŕıa ya no ser totalmente real. También es bien conocido
que los operadores de creación y aniquilación son en general cantidades comple-
jas descritas como funciones holomorfas que al cuantizar ya no son operadores
hermı́ticos.

Con respecto a la cuantización usando los operadores de creación y aniqui-
lación podemos fijar la norma por medio de elegir una condición espećıfica antes
de aplicar la transformada. Dicho de otra manera antes de realizar la transforma-
da de Fourier nuestras variables complejas cumplen la nueva condición de norma.
Aqúı también suponemos que las posiciones y los momentos son operadores, no
necesariamente Hermı́ticos, pero logramos Hermiticidad con otras condiciones
resultando que no hay una única condición de norma con la que logremos Her-
miticidad. Con esto queremos decir que hay una infinidad de condiciones que
nos pueden llevar de un espacio complejo a un espacio real notando la naturaleza
del espacio fase resultante, ya que dada la estructura de cualquier función com-
pleja holomorfa, según las ecuaciones de Cauchy-Riemann y partiendo del punto
de vista dinámico, se puede obtener un sistema con constricciones primarias de
primera clase [4, 10] estudiado por Dirac.

En este punto encontramos que la interpretación juega un papel muy im-
portante: Dada la extensión del sistema al plano complejo se piensa en las
condiciones de norma que fijamos, ya que en general son transformaciones
pertenecientes al plano complejo. Se puede pensar que se estan pasando de
un modelo no-Hermı́tico a un modelo Hermı́tico a través de una transformación
compleja o se puede pensar que se está pasando de un modelo Hermı́tico a otro
Hermı́tico usando una transformación compleja. En cuyo caso si el modelo de
partida es Hermı́tico puede que no cumpla con todas las condiciones óptimas
de cuantización usual por lo que será conveniente manejarlo como no-Hermı́tico
[9].

Ya estableciendo el método lo siguiente es aplicarlo a ejemplos concretos
no Hermı́ticos. Es aqúı donde consideramos a las teoŕıas con derivadas tempo-
rales de orden superior, ya que aunque es muy simple proponer Hermiticidad la
propuesta inicial tendrá muchos problemas los cuales la hacen chocar con otros
postulados fundamentales para la mecánica cuántica. Las teoŕıas con derivada
temporal de orden superior a lo largo del tiempo han resultado ser muy atrac-
tivas para diversas ramas de la f́ısica. Una descripción Hamiltoniana planteada
por Ostrogradsky [12] resultó ser útil, pero nada trivial de interpretar, dado el
orden superior de las variables, y poco conocida para la mecánica clásica.

Con el auge y el éxito de la mecánica cuántica, la cual es una teoŕıa que des-
cribe de manera fiable a la naturaleza, y con el desarrollo de la teoŕıa cuántica
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de campos en años recientes se ha planteado la posibilidad de retomar el or-
den superior en los Lagrangianos, además de incluir su Hamiltoniano de orden
superior interpretado de forma adecuada.

Una de las aplicaciones de las teoŕıas de orden superior la encontramos en
la cuantización de la gravedad espećıficamente en las teoŕıas F (R) que incluyen
términos de orden superior capaces de renormalizar estas teoŕıas [8, 13]. Otros
ejemplos que también debemos mencionar son las teoŕıas no conmutativas [14],
las teoŕıas cosmológicas sin singularidad [15] y las teoŕıas de campos de cuerdas
[16, 17]. Desde un punto de vista clásico estas teoŕıas no representan un pro-
blema, ya que aún es posible realizar una descripción de orden superior que sea
compatible con la mecánica Lagrangiana. Esto último tiene su origen en la teoŕıa
básica de las ecuaciones diferenciales donde se demuestra que siempre es posible
reducir el orden de la ecuación diferencial introduciendo variables auxiliares.

La cuantización de estas teoŕıas resulta ser muy compleja. Sin embargo,
algunos avances al respecto ya se han logrado para las teoŕıas de orden superior
libres [7, 18]. Un caso muy diferente resulta si se incluyen términos de interacción
[18], ya que esta situación es un tema abierto y altamente ambiguo.

El formalismo de las teoŕıas con derivadas temporales de orden superior, en
el espacio real, hasta el momento es incompatible con el mundo de la mecánica
cuántica, ya que aún no se ha podido establecer la forma correcta de cuantizar
estas teoŕıas. Lo anterior se debe a las propiedades que aparecen en la estructura
simpléctica y que son heredadas en la nueva teoŕıa cuántica [17]. Una de las
propiedades es el signo negativo de uno de los paréntesis de Poisson, lo cual
genera un conmutador con signo negativo, ya que al promover posiciones y
momentos a operadores encontraremos problemas en la teoŕıa que se pueden
resumir en:

Estados con norma negativa.

Perdida del estado base.

Matriz de dispersión no unitaria.

Estas propiedades no permiten establecer una teoŕıa cuántica de campos
consistente. Con la finalidad de confrontar estas complicaciones se acostum-
bra a plantear un método perturbativo, o aproximado, que en ocasiones suele
descartar grados de libertad [17, 19] además de estar limitados a ciertas escala
de enerǵıa.

No obstante esta perdida, es posible plantearse si los dogmas establecidos
de la mecánica cuántica son validos en cualquier circunstancia y para cualquier
modelo.

Entre las opciones que se han establecido para abordar este problema en-
contramos modificar el producto interno de la mecánica cuántica a uno que sea
invariante bajo la simetŕıa -PT [9]. Sin embargo, la formulación de una rea-
lización como ésta resulta no ser única, además de que aún no se establece la
manera de proceder cuando se agregan interacciones al sistema.

Lo anterior nos dice que la formulación de Ostrogradsky Hamiltoniana no
es trivial y debe ser manejada con cuidado, si se desea realizar una traducción
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a la formulación Hamiltoniana de primer orden. formulación Hamiltoniana de
orden resultando confuso, si Como un ejemplo inicial concreto está el modelo de
Pais-Uhlenbeck [7] el cual establece que no existe una transformación canónica
del Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck a un Hamiltoniano real de primer orden
que permita introducir potenciales de interacción estables y consistentes.

Para iniciar nuestro estudio debemos partir de un ejemplo concreto que
incluya las aberraciones antes mencionadas. El modelo de Pais-Uhlenbeck real
resulta ser un buen punto de partida.

El método aqúı descrito nos permite afrontar este tipo de problemas que se
nos presentan en la cuantización. Dado que el método se basa en la extensión
al plano complejo y debido a que encontramos constricciones de primera clase
tenemos como consecuencia una amplia gama de posibilidades para establecer
una infinidad de condiciones diferentes a la condición de Hermiticidad inicial,
de hecho la gama es tan amplia como las condiciones de norma existentes. Lo
anterior es válido para teoŕıas que de partida son no-Hermı́ticas. Sin embargo,
también podemos empezar de una teoŕıa Hermı́tica, ya que la extensión también
es valida, śı podemos encontrar la condición de norma que nos lleve al modelo
real asociado para después relacionarlo con otro modelo real que no tenga incon-
sistencias en su formulación cuántica a través de una transformación de norma
compleja. El formalismo de las teoŕıas con derivada temporal de orden superior
se puede traducir al formalismo usual de primer orden, pero esto resulta ser muy
complicado. Es necesario notar que con esta forma de ver las cosas se hace algo
similar a lo planteado por Bender. Primero se plantean teoŕıas no-Hermı́ticas
[9], por medio de la simetŕıa P-T , y luego a estos sistemas no-Hermı́ticos se les
encuentran sistemas Hermı́ticos relacionados [6].

La extensión al plano complejo de variables no es un tema nuevo y puede
ser ampliamente explotado. Es la base de nuestro trabajo ya que aqúı se esta
pensando en estblecer relaciones entre diferentes sistemas reales por medio de
la extensión compleja. Una de las caracteristicas que es ampliamente explotada
es la integral en un espacio complejo, ya que dado que la extensión compleja es
holomorfa tendremos que se cumple el teorema de Morera y todas las integrales
sobre superficies cerradas son cero por lo tanto podremos establecer relaciones
entre diversos sistemas reales a través de escoger diferentes trayectorias [20].
Esta idea en nuestro caso se ve reflejada en la elección de distintas condiciones
de norma que fijan las condiciones de primera clase existentes en nuestro modelo
complejo.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma: En el caṕıtulo 1 se intro-
duce el modelo de Pais-Uhlenbeck el cual sirve como preámbulo para ilustrar
los problemas con los que nos podemos encontrar al hacer una cuantización. Se
muestra que este modelo se puede mapear, partiendo de una teoŕıa Lagrangiana
de dos osciladores armónicos acoplados al Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Se
establece una formulación Hamiltoniana de Pais-Uhlenbeck, por medio del for-
malismo de Ostrogradsky [12], para este modelo y se plantéa la cuantización
a partir de los operadores de creación y aniquilación exhibiendo las complica-
ciones inherentes a las teoŕıas con derivada temporal de orden superior y las
aberraciones que es posible encontrar en estos sistemas. Después en el caṕıtulo
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2 se presenta la idea de las condiciones de realidad y se establece un produc-
to interno con una determinada medida para establecer una teoŕıa cuántica.
Es aqúı donde en el caṕıtulo 3 hacemos una extensión al plano complejo y la
tomamos como motivación. Encontramos la integral de Fresnel por medio de ma-
nipular adecuadamente la trayectoria cerrada de la parametrización dividiendola
en tres trayectorias y usando el teorema de Morera dado en variable compleja.
Mostramos que eligiendo las trayectorias adecuadamente podemos llegar a un
resultado definido en el espacio real. Lo anterior sirve de introducción para la
idea general de nuestro trabajo que es un caso particular de la idea general de
Witten [20]. En el caṕıtulo 4 describimos la idea general del método aqúı ex-
puesto. Vemos las consecuencias de éste y las transformaciones que genera la
constricción de primera clase, además fijamos normas concretas muy generales
y aplicamos la idea a un oscilador armónico complejo con dos condiciones de
norma, de las cuales una nos lleva al oscilador armónico real. Con una condición
de norma general encontramos que el oscilador armónico se relaciona con otros
sistemas como son: el sistema asociado al potencial de Coulomb y otro sistema
asociado a la invariacia conforme, además de que se estudia la reparametrización
de la extensión al plano complejo en la que se incluye un potencial arbitrario.
Por otro lado también se toma como ejemplo a la complexificación de un os-
cilador armónico desplazado por una pequeña cantidad lineal imaginaria cuyo
modelo cuantizamos por medio de la integral de camino. A partir de estos ejem-
plos establecemos las condiciones para la cuantización de la complexificación
del oscilador armónico con una perturbación cúbica, en este caso usamos un
desarrollo perturbativo para lograr la cuantización y comparar con el método
desarrollado por Bender [9]. Sin embargo con todo el formalismo desarrollado
en este trabajo no podemos garantizar que la teoŕıa cuántica resultante sea co-
rrecta a cualquier orden. En el apartado siguiente introducimos una condición
de norma proporcional a los momentos y vemos como cambia la métrica para
el Lagrangiano reducido. En la parte final de la sección probamos el teorema
de Franklin-Vilkovisky para nuestra extensión al plano complejo del oscilador
armónico y se calcula la integral de camino para el oscilador armónico complejo
o la extensión compleja del oscilador armónico. Con la descripción hecha en una
dimensión podemos hacer una generalización y establecer estas ideas para más
dimensiones. Ésto es lo que hacemos en el caṕıtulo 5, primero con la extensión
general a más variables y luego con el mapéo de dos osciladores armónicos al
problema central de Kepler. Por otro lado en este caṕıtulo también consideramos
incluir momentos en las condiciones de norma con la finalidad de generar una
métrica no lineal que dependa de las velocidades en el Lagrangiano reducido. Y
establecido lo anterior en el caṕıtulo 6 aplicamos todo el conocimiento acumu-
lado para el modelo de Pais-Uhlenbeck. Aqúı hacemos una extensión al plano
complejo del modelo de Pais-Uhlenbeck, se analiza detenidamente la estructura
compleja, se aplica el método aqúı descrito para el modelo de Pais-Uhlenbeck,
en las ecuaciones de Hamilton y la estructura que forman con las ecuaciones de
Cauchy Riemann, se introducen constricciones primarias y se establecen cons-
tricciones que reducen la teoŕıa compleja a una real con el afán de hacer una
cuantización para posteriormente establecer los potenciales de interacción. Con
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estos últimos agregamos fuentes que permiten explorar otro tipo de cuanti-
zación por medio de la integral de camino. En el caṕıtulo 7 extendemos las
ideas desarrolladas en el caṕıtulo 4 para sistemas mecánicos, al caso de campos
y mostramos que mediante una condición de norma adecuada es posible mapear
el sistema de campos escalares a un modelo sigma no-lineal. Partiendo de estas
ideas es posible aplicar la extensión compleja a la densidad Lagrangiana elec-
tromagnética. Partiendo de la norma de Coulomb y con la norma de modelos
sigma no-lineales obtenemos un modelo sigma no-lineal para el campo vectorial
asociado a la densidad Lagrangiana electromagnética. Después, en el caṕıtulo
8 aplicamos nuestras ideas al modelo de orden superior de Bernard-Duncan.
Aqúı es expuesta la teoŕıa de Bernard-Duncan usando campos de orden supe-
rior. Estos campos permitirán mapear de una teoŕıa compleja a una teoŕıa real
por medio de las constricciones de primera clase a las que debemos fijar la norma
por medio de las condiciones de realidad correspondientes. Se establece de una
manera más formal la teoŕıa compleja con el modelo de Bernard-Duncan y las
ecuaciones de Hamilton, para introducir las constricciones del sistema extendido
y se da una interpretación a las condiciones de realidad. Además se establece
un criterio para elegir los potenciales de interacción y se incluyen las fuentes
con su estructura para establecer la cuantización por medio de la integral de
camino. Con el fin de agotar toda la estructura en el caṕıtuo 9 realizamos todo
nuestro formalismo sin utilizar las constricciones de Primera clase y usando el
método de Schwinger. Simplemente usamos constricciones de segunda clase, de
esta manera podremos ver de forma más clara la existencia de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y también será posible incluir las interacciones en nuestro
modelo. En el caṕıtulo 10 buscamos establer una relación entre nuestro método
y un método aproximado mostrando una posible aplicación más que parte de
la extensión al plano complejo. Se establece que hay una relación entre el mo-
delo de Bernard-Duncan y un método perturbativo ya establecido para masas
distintas no nulas. En el caṕıtulo 11 se estudia la cosmoloǵıa de Friedmann-
Lemâıtre-Robertson-Walker considerando la acción con una derivada total que
da lugar a una teoŕıa de orden superior la cual resulta ser una teoŕıa equiva-
lente a la usual si se considera la aceleración correspondiente como una variable,
además de establecer las condiciones de borde para este problema incluyendo un
término de materia con masa cero acoplado minimalmente y con factor de escala
k = −1, 0, 1. Sin embargo, el Hamiltoniano es distinto desde el punto de vista
cuántico ya que se espera evitar estados con norma negativa. Al final se muestra
que con estas consideraciones no es posible evitar los problemas cuánticos en el
modelo como son las singularidades.

Finalmente, en la última parte se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 1

Modelo de Pais-Uhlenbeck

En este apartado estudiamos la conexión existente entre una descripción
hecha por un sistema de ecuaciones de segundo orden resultante de un La-
grangiano de primer orden y la descripción hecha por la ecuación de cuarto
orden resultante de este sistema que puede obtenerse de un Lagrangiano de or-
den superior conocido como Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Este Lagrangiano
es uno de los más simples lo cual nos va a permitir hacer un estudio detallado
de estos sistemas.

A partir del Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck es posible usar la correspondiente
formulación Hamiltoniana desarrollada por Ostrogradsky, definir el respectivo
espacio fase e intentar establecer una cuantización a partir de los operadores de
creación y aniquilación. Sin embargo, no podremos preservar todos los axiomas
de la mecánica cuántica, ya que si conservamos la Hermiticidad de las variables
encontraremos inconsistencias que pueden ser afrontadas definiendo adecuada-
mente los espacios de Hilbert correspondientes, pero ésto no nos permitirá incluir
potenciales de interacción estables.

1.1. Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck

Las teoŕıas Lagrangianas con derivadas temporales de orden superior tienen
una formulación Hamiltoniana que fue desarrollada por Ostrogradsky [12]. Ésta
da como resultado las ecuaciones de Hamilton equivalentes a las ecuaciones de
Euler Lagrange para este tipo de Lagrangianos.

El Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck se puede reducir al Hamiltoniano de dos
osciladores armónicos con signo opuesto, por medio de una transformación no
local [7]. Esto último sugiere la existencia de una relación entre la descripción
de orden superior, modelo de Pais-Uhlenbek y la descripción usual de primer
orden.

Este resultado lo mostraremos utilizando un sistema de dos masas distintas
acopladas por medio de dos resortes con diferente constante de acoplamiento, el
cual tiene solución aplicando la estructura Lagrangiana usual para llegar a un

9
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sistema de ecuaciones de segundo orden que describe el movimiento de ambas
part́ıculas partiendo del punto de equilibrio de estas.

Consideremos un par de masas m1 y m2 acopladas por medio de dos resortes
con constantes de acoplamiento k1 y k2. Uno de estos resortes está anclado al
techo y tiene longitud l1 además de tener en el otro extremo a la masa m1,
mientras que el segundo resorte tiene longitud l2 anclado a la masa m1 en un
extremo y en el otro extremo tiene una masa m2.Todo el sistema está sometido
a la fuerza de gravedad g. Utilizando la estructura Lagrangiana usual se llega a

Figura 1.1: Sistema de dos masas m1 y m2 acopladas por medio de dos resortes
con k1 y k2.

la expresión

L =
m1

2
ẋ2 +

m2

2
ẏ2 − k1

2
x2 − k2

2
(y − x)2, (1.1)

en cuyo caso se han tomado las coordenadas desde los puntos de equilibrio.

Es importante mencionar que a partir de aqúı podŕıamos plantear la teoŕıa
cuántica de este sistema sin encontrar mayor complicación, pero para facilitar
más nuestro trabajo tomaremos en cuenta que existe un mapéo a las correspon-
dientes coordenadas normales.

Las ecuaciones de movimiento son

m1ẍ = −(k1 + k2)x+ k2y (1.2)

m2ÿ = −k2(y − x), (1.3)
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que resolvemos como un sistema de ecuaciones diferenciales proponiendo la solu-
ción (x, y) = eiωt~v0 y considerando a la parte real junto con la parte imaginaria
como soluciones linealmente independientes, además de ~v0 un vector constante.

Con la finalidad de no perdernos y concretizar nuestro análisis definimos las
variables

α = m1m2, β = (k1 + k2)m2 + k2m1, γ = k1k2, (1.4)

que nos permiten obtener los eigenvalores de la matriz asociada al sistema re-
sultando

αω4 − βω2 + γ = 0, ω2
1,2 =

β ± (β2 − 4αγ)1/2

2α
. (1.5)

Aqúı existen varios casos especiales, en particular uno donde ω podŕıa ser ima-
ginaria, por lo que se toma el caso especial de ω2

1,2 positiva. Esto genera cuatro
soluciones linealmente independientes con cuatro constantes de integración.

Si ahora escogemos las coordenadas normales que desacoplen al sistema (1.2)
obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones

q̈1 + ω2
1q1 = 0, (1.6)

q̈2 + ω2
2q2 = 0.

Notando que (1.6) son generadas por el Lagrangiano

L =
q̇2
1

2
− ω2

1

2
q2
1 +

q̇2
2

2
− ω2

2

2
q2
2 , (1.7)

la transformación que relaciona ambos conjuntos de variables es

c21 = (m1 +m2)k2
2 − 2m1m2k2ω

2
1 +m1m

2
2ω

4
1 (1.8)

c22 = (m1 +m2)k2
2 − 2m1m2k2ω

2
2 +m1m

2
2ω

4
2

A =

[
(k2 −m2ω

2
1)/c1 (k2 −m2ω

2
2)/c2

k2/c1 k2/c2

]
[
x
y

]
= A

[
q1

q2

]
con la determinante de A distinta de cero si (ω2

1 − ω2
2) 6= 0. Esto último nos

indica que existe una transformación coordenada de nuestro sistema acoplado a
un sistema coordenado normal siempre y cuando las frecuencias no sean iguales.
Si las frecuencias son iguales, lo anterior establece un caso ĺımite que debe
ser planteado cuidadósamente, ya que no habrá relación entre la descripción
coordenada de modos normales y las coordenadas del sistema acoplado.

Otra forma de abordar el problema es considerar al sistema acoplado de ecua-
ciones de movimiento y por medio de sustituir la ecuación (1.3) en la ecuación
(1.2) obtener una sola ecuación con un orden diferencial mayor resultando

m1m2x
(4) + [(k1 + k2)m2 + k2m1]ẍ+ k1k2x = 0. (1.9)



12 CAPÍTULO 1. MODELO DE PAIS-UHLENBECK

Por otro lado consideremos la ecuación (1.5) y dos soluciones ω2
1 y ω2

2 a esta
ecuación, con ω2

1 6= ω2
2 . Lo anterior da como resultado las siguientes expresiones

αω4
1 − βω2

1 + γ = 0 (1.10)

αω4
2 − βω2

2 + γ = 0,

restándole a la primera ecuación la segunda concluimos que:

(ω2
1 + ω2

2) =
β

α
, (1.11)

también multiplicando la primera ecuación por ω2
2 y la segunda por ω2

1 además
de restar ambas se deduce

ω2
1ω

2
2 =

γ

α
(1.12)

lo que en la ecuación diferencial (1.9) es

x(4) +
β

α
ẍ+

γ

α
x = 0, x(4) + (ω2

1 + ω2
2)ẍ+ ω2

1ω
2
2x = 0. (1.13)

El respectivo Lagrangiano con derivada temporal de orden superior que da lugar
a la ecuación anterior es

LPU = − ẍ
2

2
+

(ω2
1 + ω2

2)

2
ẋ2 − ω2

1ω
2
2

2
x2 (1.14)

conocido como el Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck. Escribir la ecuación de cuar-
to orden de nuestro sistema (1.9) en términos de distintas frecuencias implica
que éstas existen lo cual resulta en una relación automática con las coorde-
nadas normales. Sin embargo si las frecuencias son iguales, el polinomio (1.5)
tendrá multiplicidad alterando las soluciones de la ecuación diferencial y lo ante-
rior no tendrá validez. El caso especial del Lagrangiano de orden superior (1.14)
con frecuencias iguales queda fuera de esta descripción.

Para resolver la ecuación (1.13) uno puede considerar las condiciones iniciales

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0, ẍ(0) = ẍ0, x(3)(0) = x
(3)
0 y obtener la solución general

x(t) = a1e
−iω1t + a†1e

iω1t + a2e
−iω2t + a†2e

iω2t, (1.15)

donde a1,2 son cantidades constantes y es necesario mencionar que la solu-
ción x(t) es una cantidad real que parece estar compuesta de dos osciladores
armónicos de la forma dada en las ecuaciones (1.6). La solución para este sis-
tema desacoplado es

q1 = A1e
−iω1t +A†1e

iω1t, (1.16)

q2 = A2e
−iω2t +A†2e

iω2t (1.17)

y se puede obtener la relación entre ambas constantes por medio de las ecua-
ciones (1.8).
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Lo anterior parece establecer una relación entre esta teoŕıa de orden superior
y la teoŕıa de primer orden de dos osciladores. Para poder establecer comple-
tamente un mapeo entre el formalismo de orden superior y el formalismo de
primer orden es necesario explorar la posibilidad de la existencia de una trans-
formación canónica en el formalismo Hamiltoniano. Lo anterior hace necesario
obtener el Hamiltoniano de (1.7) el cual es

H2OA =
1

2
p2

1 +
ω2

1

2
q2
1 +

1

2
p2

2 +
ω2

2

2
q2
2 (1.18)

y como veremos más adelante no existe una transformación canónica real al
correspondiente Hamiltoniano de orden superior llamado Hamiltoniano de Pais-
Uhlenbeck.

Con el Lagrangiano de Pais-Uhlenbeck ahora es posible definir un espacio
fase a partir de la teoŕıa de Ostrogradsky que proveerá la formulación Hamilto-
niana.

Es natural pensar que la cuntización de dos osciladores acoplados debeŕıa
resultar equivalente a la cuantización de un modelo de orden superior, modelo
de Pais-Uhlenbeck. El problema fundamental que abordamos en este trabajo es
establecer un método que nos permita la cuantización directa de estos modelos,
espećıficamente al modelo de Bernard-Duncan, que es la versión en teoŕıa de
campos del modelo de Pais-Uhlenbeck, a partir de la obtención de un Hamilto-
niano de orden superior.

En pocas palabras, esta teoŕıa con derivadas temporales de orden superior
debeŕıa en principio ser cuantizable, ya que este modelo es equivalente clásica-
mente a una teoŕıa de primer orden. En este trabajo se propone que la única
diferencia la encontramos en la codificación de la información establecida por
este modelo de orden superior.

1.2. Formulación Hamiltoniana y cuantización

Con la finalidad de señalar los conflictos que encontramos en la respectiva
cuantización de estas teoŕıas será necesario construir la formulación Hamiltonia-
na a partir del método de Ostrogradsky [12].

Para comenzar consideremos una acción dada por un Lagrangiano de segun-
do orden

S =

∫
dtL(q, q̇, q̈) (1.19)

a la cual se le aplica una variación para tener la ecuación de movimiento sin
deshacernos de los términos de derivada total, el resultado de la variación es

δS =

∫ t1

t0

dt[
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+
d2

dt2
∂L

∂q̈
]δq (1.20)

+

∫ t1

t0

dt{ d
dt

[(
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈
)δq + (

∂L

∂q̈
)δq̇]}.
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Conservando los términos de derivada total hemos construido el principio varia-
cional de Schwinger y si tomamos en cuenta que la ecuación de movimiento es
valida en este intervalo temporal tenemos

δS = Gδq(t1)−Gδq(t0) +Gδq̇(t1)−Gδq̇(t0), (1.21)

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
+
d2

dt2
∂L

∂q̈
= 0, (1.22)

Gδq(t) = pqδq, (1.23)

Gδq̇(t) = pq̇δq̇. (1.24)

Lo anterior nos permite definir los momentos para esta teoŕıa de segundo orden

pq =
∂L

∂q̇
− d

dt

∂L

∂q̈
, (1.25)

pq̇ =
∂L

∂q̈
. (1.26)

Los términos de superficie Gδq(t) y Gδq̇(t) que son ignorados en el principio
de acción convencional nos permiten obtener la definición de los respectivos
momentos.

Por medio de este principio hemos encontrado la estructura simpléctica de
la teoŕıa de orden superior y hemos comprobado las definiciones dadas por Os-
trogradsky [12], ya que q y q̇ se pueden fijar de manera independiente en (1.20).
Lo anterior también coincide con los métodos de solución para una ecuación
diferencial de alto orden. De esta forma uno puede considerar que el espacio de
configuración para la teoŕıa de orden superior esta dado por (q, q̇).

Partiendo de la acción (1.19) y con el uso del principio variacional de Schwinger
(1.20) es posible darle sentido a la teoŕıa de Ostrogradsky y definir el Hamilto-
niano de orden superior

H(x, y, px, py) = pxẋ+ py ẏ − L(x, ẋ, ẍ) (1.27)

donde se hicieron las identificaciones x = q, y = q̇.
La acción Hamiltoniana la definimos mediante la transformada de Legendre

S =

∫
dt[pxẋ+ py ẏ −H(x, y, px, py)] (1.28)

tomando en cuenta que y = ẋ y nos permite hacer una variación dando como
resultado las ecuaciones de Hamilton

ẋ =
∂H

∂px
, ṗx = −∂H

∂x
, (1.29)

ẏ =
∂H

∂py
, ṗy = −∂H

∂y
.

Un punto importante a demostrar es que la formulación Hamiltoniana y la for-
mulación Lagrangiana son equivalentes. Las ecuaciones (1.29) se pueden reducir
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a la ecuación dada en (1.22) y formalmente se puede demostrar que la corres-
pondiente formulación Hamiltoniana es la dada por Ostrogradsky [25].

Ahora pasamos a describir la formulación Hamiltoniana del modelo de Pais-
Uhlenbeck usando el Lagrangiano dado en (1.14). Sus respectivos momentos
son

px = x(3) + (ω2
1 + ω2

2)ẋ, py = −ẍ. (1.30)

Con el Hamiltoniano de Ostrogradsky dado por

HPU = pxy −
p2
y

2
− (ω2

1 + ω2
2)

2
y2 +

ω2
1ω

2
2

2
x2 (1.31)

y las ecuaciones de Hamilton son :

ẋ =
∂HPU

∂px
= y ẏ =

∂HPU

∂py
= −py (1.32)

ṗx = −∂HPU

∂x
= −ω2

1ω
2
2x ṗy = −∂HPU

∂y
= −px + (ω2

1 + ω2
2)y.

A partir de lo anterior ahora es posible realizar la cuantización a partir de pro-
mover las variables a operadores que deben ser Hermit́ıcos según la cuantización
usual. Para hacer evidentes las propiedades del axioma de Hermiticidad

x = x†, px = p†x, y = y†, py = p†y, (1.33)

donde se propone una transformación de Fourier aplicada a la ecuación (1.9)
que da origen a los operadores de creación y aniquilación.

Las variables promovidas por medio de los operadores de creación y aniquilación
son

x = [2ω1(ω2
1 − ω2

2)]−
1
2 (a1 + a†1) + [2ω2(ω2

1 − ω2
2)]−

1
2 (a2 + a†2), (1.34)

px = [2ω1(ω2
1 − ω2

2)]−
1
2 [iω1ω

2
2(a1 − a†1)] + [2ω2(ω2

1 − ω2
2)]−

1
2 [iω2ω

2
1(a2 − a†2)],

y = [2ω1(ω2
1 − ω2

2)]−
1
2 [iω1(a1 − a†1)] + [2ω2(ω2

1 − ω2
2)]−

1
2 [iω2(a2 − a†2)],

py = [2ω1(ω2
1−ω2

2)]−
1
2 [ω2

1(a1+a†1)]+[2ω1(ω2
1−ω2

2)]−
1
2 [ω2

2(a2+a†2)].El Hamil-
toniano resultante es

HPU = (ω1a
†
1a1 − ω2a

†
2a2) +

1

2
(ω1 + ω2), (1.35)

con la suposición de que x, px y y, py cumplen con las reglas de conmutación
usuales y tomando ω1 > ω2 se obtiene

[a1, a
†
1] = 1, [a2, a

†
2] = −1. (1.36)

Con nuestra transformación anterior podemos obtener dos posibles realizaciones:
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Si a1 y a2 aniquilan al estado de part́ıcula cero |Ω〉

a1|Ω〉 = 0, a2|Ω〉 = 0, (1.37)

el espectro de enerǵıa es real y acotado por abajo. El estado |Ω〉 es el
estado de part́ıcula cero con enerǵıa 1

2 (ω1 + ω2). El problema es que el
estado excitado

| Ψ >= a†2|Ω〉 (1.38)

cuya enerǵıa es ω2 tiene una norma de Dirac negativa dada por

< Ψ | Ψ >= 〈Ω|a2a
†
2|Ω〉. (1.39)

Para mostrar lo anterior consideremos

〈Ω|a2a
†
2|Ω〉 = 〈Ω|(a†2a2 − 1)|Ω〉 = −1, (1.40)

si 〈Ω|Ω〉 = 1.

Si a1 y a†2 aniquilan el estado de part́ıcula cero |Ω〉 la teoŕıa es libre de
estados con norma negativa, pero esta realización tiene el problema de que
el espectro de enerǵıa no es acotado por abajo [17].

Lo anterior muestra claramente los problemas que aparecen cuando realizamos
la cuantización de las teoŕıas con derivadas temporales de orden superior. Sin
embargo de lo anterior vemos que la cuantización de estas teoŕıas Hamiltonianas
de alto orden esta estrechamente relacionada con la cuantización del Hamilto-
niano de dos osciladores. Lo anterior hace sospechar que el problema esta en
establecer un adecuado mapeo entre estas teoŕıas.

En la sección siguiente buscaremos plantear una manera por medio de la
cual estableceremos un mapeo que nos permita manejar de una mejor forma
el modelo de Pais-Uhlenbeck. Para lograr ésto partiremos de una extensión del
Hamiltoniano de orden superior al plano complejo que analizaremos detallada-
mente y que haremos real por medio de agregar las condiciones de realidad [11],
que vamos a introducir en el siguiente caṕıtulo. Es importante mencionar que
para realizar la extensión compleja debemos desarrollar toda una maquinaria
que nos permita un buen análisis.



Caṕıtulo 2

Las Condiciones de
Realidad

La complexificación a partir de un espacio extendido es un método tradi-
cional en matemáticas y f́ısica que es usado para resolver varios problemas en
diferentes ramas de la ciencia. En nuestro caso, no nos enfocaremos en la com-
plexificación sino más bien en las condiciones de realidad que permiten reducir
y resolver un problema por medio de proyectar al espacio real.

Es posible entender la complexificación como una extensión de los grados de
libertad f́ısicos para después construir una proyección del espacio complejo al
espacio real. Bender propuso una situación similar [9], cambiando el producto
interno a partir de la simetŕıa PT la cual permite encontrar el producto interno
asociado.

En nuestro caso las condiciones de realidad proveen la proyección apropiada y
posteriormente también el producto interno. Con esto en mente, en este trabajo
consideramos un ejemplo simple que permite ilustrar algunas consecuencias de
este método.

2.1. Ejemplo del Uso de las Condiciones de Rea-
lidad

Consideremos un oscilador armónico con espacio fase Γ en dos dimensiones
(q, p) y un Hamiltoniano real

h(q, p) =
1

2
(q2 + p2). (2.1)

Ahora, queremos extender el dominio de definición al espacio complejo entonces
necesitamos usar nuevas variables

q∗ = q, (2.2)

z := q − ip, (2.3)

17
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de lo cual consideramos al par (q, z) para construir los paréntesis de Poisson

{q, q} = 0, {z, z} = 0, {z, q} = i, (2.4)

y son pensados como un conjunto conjugado canónico. Nótese que nuestro es-
pacio fase ha sido extendido por medio de

(q, p) 7−→ (q, z = q − ip). (2.5)

Introduciendo la función f(q, p) que pertenece a Γ es posible definir una nueva
función usando (2.3)

g(q, z) := f(q, i(z − q)) := f(q, z) (2.6)

y cualquier función puede ser construida de esta manera haciendo uso de los
paréntesis de Poisson obtenidos de los paréntesis fundamentales con variables q
y p.

En particular la función Hamiltoniana en términos de (q, z) usando (2.3)
para (2.1) es

h(q, z) =
1

2
(q2 − (z − q)2) = zq − 1

2
z2 (2.7)

y usando los conmutadores la evolución temporal es

q̇ = {q, h} = iz − iq, ż = {z, h} = iz. (2.8)

Las ecuaciones (2.8) son ecuaciones de movimiento para (2.7). Sin embargo,
esta descripción tiene que ser consistente con las ecuaciones de movimiento
resultantes de (2.1) con la finalidad de preservar la dinámica original.

Para proyectar del espacio complejo (q, z) al espacio real originar es necesario
proponer la siguientes condición de realidad

z∗ = (−z + 2q). (2.9)

Esta útima condición impone una constricción para z en el nuevo espacio fase
complejo. Lo siguiente que se analiza es la manera en que cambia la medida
para construir la teoŕıa cuántica.

2.2. Medida de la Teoŕıa Cuántica

A partir del ejemplo antes expuesto hemos establecido una formulación
canónica compleja Hamiltoniana con su respectiva ecuación de movimiento que
resulta ser equivalente a la ecuación de movimiento de la teoŕıa real si incluimos
la correspondiente condición de realidad. En esta parte del trabajo buscaremos
la manera de realizar la cuantización directa del modelo complejo aqúı descrito.

Para comenzar esta sección partiremos del Hamiltoniano complejo (2.7) que
al ser promovido a operador resulta no ser Hermı́tico. Sin embargo, por medio de
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la posición y el momento que son establecidos usando la estructura simpléctica
(2.4) podemos obtener una relación con los operadores Hermı́ticos (2.5) definidos
inicialmente.

La cuantización de nuestra teoŕıa no-Hermitiana se puede realizar por medio
de la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville. El problema
central es transformar al operador Hamiltoniano que no es autoadjunto en un
operador autoadjunto por medio de agregar una medida µ al correspondiente
producto interno 〈, 〉µ. Partiremos de la notación de Dirac [11] considerando el
siguiente producto interno 〈, 〉Dir para la teoŕıa Hermitiana y en especial para
p̂ que es Hermı́tico

〈p̂χ1, χ2〉Dir =

∫
dq[p̂χ1(q)]∗χ2(q) =

∫
dqχ∗1(q)p̂χ2(q) = 〈χ1, p̂χ2〉Dir. (2.10)

Siguiendo pasos similares a lo anterior es posible plantear la cuantización de la
teoŕıa cuántica compleja considerando establecer las condiciones de realidad en
términos de las componentes de las variables

z = x+ iy, q = qR (2.11)

y en términos de esta descomposición las condición (2.9) resulta ser

x = q, (2.12)

A partir de este punto es posible la cuantización por medio de postular las
variables de nuestro espacio fase a operadores cuánticos resultando del paréntesis
de Poisson el siguiente conmutador

[q̂, ẑ] = 1 (2.13)

y en términos de la realización tenemos

q → q̂ =
d

dz
, (2.14)

z → ẑ = z. (2.15)

En base a la teoŕıa cuantica Hermitiana podemos construir la no Hermitiana y
definir el correspondiente producto interno

〈χ1, χ2〉µ = i

∫
dµ[χ1(z, z∗)]∗χ2(z, z∗) (2.16)

con la diferencial de la medida dµ definida como

dµ = dz ∧ dz∗ exp (−1

4
(z + z∗)2). (2.17)

Lo anterior significa que estamos partiendo de un sistema restringido que no
analizaremos profundamente, ya que hemos partido del hecho de aplicar una
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condición de realidad directamente para reducir los grados de libertad de nues-
tro sistema. Lo anterior significa que hemos partido de z, z∗ y hemos aplicado
la condición de realidad dada en (2.12) lo cual reduce nuestro espacio de con-
figuración al espacio y = −p, x = q = qR a lo que aún nos hace falta aplicarle
una constricción, pero este es nuestro espacio de configuración definitivo. La
medida (2.17) es definida en este espacio de configuración reducido tomando en
cuenta una condición de realidad que restringe la teoŕıa cuántica a una teoŕıa
real consistente.

Del operador q obtenemos que

〈q̂χ1, χ2〉µ = i

∫
dµ[q̂χ1(z, z∗)]∗χ2(z, z∗) (2.18)

= i

∫
dµχ∗1(z, z∗)q̂χ2(z, z∗) = 〈χ1, q̂χ2〉µ

De igual manera el operador z cumple con

〈ẑχ1, χ2〉µ = i

∫
dµ[ẑχ1(z, z∗)]∗χ2(z, z∗) = (2.19)

i

∫
dµχ∗1(z, z∗)(−ẑ + 2q̂)χ2(z, z∗) = 〈χ1, (−ẑ + 2q̂)χ2〉µ

de lo cual ahora es posible establecer la nueva teoŕıa cuántica. Las función
delta en la medida establece una nueva condición que ocupa el lugar de la
Hermiticidad.

En resumen, hemos hecho un mapeo de un espacio fase real a un espacio
complejo a partir de las condiciones de realidad y con la finalidad de hacer
una teoŕıa consistente con una dinámica compatible hemos introducido una
condición de (2.9) en z una variable compleja dentro de nuestro espacio también
complejo. La cuantización se puede realizar por medio del método de Sturm-
Liouville que es retomado por Ashtekar con notación de Dirac para hacer la
cuantización no Hermitiana de la teoŕıa extendida.

Debemos notar que la relación (2.3) obedece las condiciones de realidad y
provee de un mapeo directo que lleva de la ecuación de movimiento (2.8) a la
ecuación de movimiento generada por (2.1). En el siguiente caṕıtulo vamos a
generalizar estas ideas y ver la manera en la que podemos transformar una teoŕıa
compleja en una teoŕıa real.



Caṕıtulo 3

Integral de Fresnel

La complexificación es una herramienta muy útil que se utiliza en f́ısica y
matemáticas, sobre todo para resolver problemas que en el espacio real resultan
muy dif́ıciles de resolver. Un ejemplo ilustrativo acerca de esta herramienta lo
podemos encontrar en las integrales de Fresnel.

Consideremos la siguiente integral∫ ∞
−∞

dt eit
2

= 2

∫ ∞
0

dt eit
2

, (3.1)

la cual nos gustaŕıa calcular ya que es común encontrarnos con ella en la integral
de camino además de que nos sirve para ilustrar el método de complexificación
utilizado en este trabajo.

Por otro lado también sabemos que la integral Gaussiana es∫ ∞
−∞

dx e−αx
2

=

√
π

α
, (3.2)

y se podŕıa pensar que si escogemos α = −i encontraremos la integral de Fresnel.
Sin embargo la deducción formal no resulta tan obvia y debemos establecer más
herramientas matemáticas que justifiquen este resultado.

La extensión al plano complejo de nuestra variable real puede proveer la
herramienta necesaria y validar nuestro resultado obtenido a partir de la integral
Gaussiana. En el caso de nuestra complexificación propuesta debemos considerar
una integral sobre una trayectoria que es cerrada, pero con respecto a ésto
debemos especificar que se cumple con el teorema de Morera y por ende la
función integrada debe de ser continua, espećıficamente nosotros pedimos una
función holomorfa definida en un conjunto abierto y conexo, libre de polos.
Particularmente consideramos la integral sobre una curva cerrada con la función
correspondiente extendida al plano complejo de la siguiente forma:∮

dzeiz
2

= 0. (3.3)

21
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Es en este punto donde habitualmente se le presta atención a la forma de la curva
cerrada. Para la teoŕıa de variable compleja es común elegir una trayectoria en
concreto

Figura 3.1: Curva cerrada elegida adecuadamente.

donde nuestra trayectoria es 1/8 del ćırculo y esta dada por la suma de las
trayectorias γ1, γ2, γ3, (ver figura 3.1). Es decir:∮

dz eiz
2

=

∫
γ1

dz eiz
2

+

∫
γ2

dz eiz
2

+

∫
γ3

dz eiz
2

= 0. (3.4)

La parametrización correspondiente a γ1 es z = t con 0 ≤ t ≤ R con R siendo
el radio del ćırculo ∫

γ1

dz eiz
2

=

∫ R

0

dt eit
2

. (3.5)

Con respecto a la segunda trayectoria γ2 la parametrización es z = Reit con
0 ≤ t ≤ π/4 resultando la integral∫

γ2

dz eiz
2

= 0, (3.6)

ya que

‖
∫
γ2

dz eiz
2

‖≤ R ‖
∫ π/4

0

dt e−R
2sen(2t) ‖≤

Re−R
2

‖
∫ π/4

0

dt e−
4t
π ‖≤ 0, (3.7)

debido a que (3.6) es cero si R −→∞.
Finalmente la última trayectoria tiene una parametrización dada por z =

re
iπ
4 con 0 ≤ r ≤ R y la última integral es∫

γ3

dz eiz
2

= ĺım
R→∞

−e iπ4
∫ R

0

dre−r
2

= −
√
iπ

2
. (3.8)



23

Sumando todos los caminos dados en (3.4) obtenemos la integral en el espacio
real ∫ ∞

0

dt eit
2

=

√
iπ

2
. (3.9)

lo cual es el resultado deseado.
Lo notable de este ejemplo es que a partir de una extensión al plano complejo

fue posible encontrar formalmente la integral de Fresnel por medio de manipular
adecuadamente la trayectoria de la parametrización. Con esta manera de pro-
ceder en mente haremos una extensión de esta idea para establecer por medio
de la estructura compleja relaciones entre distintos sistemas que pertenecen a
la mecánica clásica y que pueden ser propuestos como sistemas cuánticos [20].
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Caṕıtulo 4

Transformación General
Compleja

Las teoŕıas de orden superior claramente implican un problema que hasta
la fecha no ha sido posible resolver. Lograr una cuantización que incluya inter-
acciones, es la meta a lograr. Ha habido intentos de hacer una cuantización
razonable. Entre estos intentos encontramos la cuantización basada en realizar
una transformación canónica compleja [22]. Lo anterior esta fundamentado y es
aplicable utilizando la teoŕıa de Ashtekar y las condiciones de realidad [11]. Sin
embargo, en este trabajo mostramos la existencia de una simetŕıa escondida, que
le da sentido a todas estas ideas, y que explotamos con la finalidad de desarrollar
un método que unifique a algunas de las teoŕıas alternativas basadas en simetŕıas
muy particulares [9] y que son equivalentes a teoŕıas reales Hermı́ticas [23].

La estructura de las funciones complejas ha sido extensamente estudiadas,
en especial las funciones holomorfas que son parte fundamental de esta teoŕıa.
Como punto de partida, estas funciones tienen que ser mapeables del espacio
complejo al espacio real, donde es posible representar cualquier número complejo
en el plano real, siempre que la función compleja sea C∞-diferenciable y cumpla
con las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea G(z) una función holomorfa

G(z) = GR(x, y) + iGI(x, y), (4.1)

entonces esta satisface las condiciones de Cauchy-Riemann

∂

∂x
GR(x, y) =

∂

∂y
GI(x, y)

∂

∂x
GI(x, y) = − ∂

∂y
GR(x, y). (4.2)

Sin embargo, debido al hecho de que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
pueden ser deducidas de la trayectoria de x = 0 con y 6= 0 y y = 0 con x 6= 0
como es usualmente hecho en la demostraciones de variable compleja, es intuitivo

25
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pensar que la existencia de estas ecuaciones implica una constricción de primera
clase con cierta libertad de norma lo que hace necesario usar la teoŕıa de Dirac
de las constricciones.

Con la finalidad de establecer esta idea, consideremos el siguiente Lagrangiano
Complejo

L =
1

2
ż2 − V (z) =

1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − VR(x, y)− iVI(x, y), (4.3)

con V una función holomorfa compleja

V (z) = VR(x, y) + iVI(x, y) (4.4)

es decir satisface las relaciones (4.2). Las ecuaciones de movimiento del La-
grangiano (5.4) son

δL

δx
= −ẍ− iÿ − 1

2

∂VR(x, y)

∂x
− i

2

∂VI(x, y)

∂x
= 0, (4.5)

δL

δy
= ÿ − iẍ− 1

2

∂VR(x, y)

∂y
− i

2

∂VI(x, y)

∂y
= 0, (4.6)

estas ecuaciones son independientes una de la otra, resultando solamente dos
ecuaciones, si nosotros separamos en parte real y parte imaginaria

−ẍ− 1

2

∂VR(x, y)

∂x
= 0, −ÿ +

1

2

∂VR(x, y)

∂y
= 0, (4.7)

con lo que queda claro que x y y son cantidades reales.
Por otro lado los momentos canónicos son

px :=
∂L

∂ẋ
, py :=

∂L

∂ẏ
(4.8)

o escrito para el Lagrangiano (5.4)

px = ẋ+ iẏ, py = −ẏ + iẋ. (4.9)

La definición anterior implica una constricción primaria

Φ = px + ipy ≈ 0. (4.10)

El siguiente paso es tomar la definición usual de Hamiltoniano

H = ẋpx + ẏpy − L, (4.11)

pensando que en general H,L, px, py son cantidades complejas. Lo que estamos
buscando es transformar px en una cantidad real. A través de (4.11) se obtiene

HT =
1

2
p2
x + VR(x, y) + iVI(x, y) + µΦ, (4.12)
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resultando las siguientes ecuaciones de movimiento

ẋ = {x,HT } = px + µ, ẏ = {y,HT } = iµ, (4.13)

ṗx = {px, HT } = −∂VR(x, y)

∂x
− i∂VI(x, y)

∂x
,

ṗy = {py, HT } = −∂VR(x, y)

∂y
− i∂VI(x, y)

∂y
, (4.14)

dando como resultado la ecuación (4.7) a través de (4.13) y (4.14). En conclusión
estas ecuaciones resultan en una ecuación compleja con partes real e imaginaria.

Con la intención de manejar esta teoŕıa es necesario usar la teoŕıa de cons-
tricciones de Dirac, debido a que ésta puede tener constricciones tanto de
primera como de segunda clase.

La ecuación de la constricción primaria (4.10) resulta ser

Φ̇ = {Φ, H} = [
∂

∂y
VI(x, y)− ∂

∂x
VR(x, y)]

−i[ ∂
∂x
VI(x, y) +

∂

∂y
VR(x, y)] = 0, (4.15)

o equivalentemente

δH = {H,Φ} = 0, (4.16)

debido a las relaciones de Cauchy-Riemann (4.2) para V (z). Lo cual muestra que
ya no tenemos más constricciones. Por otro lado tomando en cuenta la estructura
de Cauchy-Riemman y por medio de la teoŕıa de Dirac, se concluye que esta
constricción es de primera clase y que este modelo complejo tiene libertad de
norma.

Partiendo de este marco y prestando atención en las ecuaciones (4.13) y
(4.14), es necesario obtener las condiciones de norma que den como resultado un
espacio fase real con x e y cantidades reales. A partir de la condición de norma
buscada y la simetŕıa de los números complejos queremos conectar distintos
sistemas f́ısicos lo cual implica que hasta cierto grado existen relaciones entre
sistemas que son muy diferentes entre śı, trascendiendo las transformaciones
canónicas [22].

Ésta es la base del método, tratar de obtener una teoŕıa real usando x, y
para obtener L,H como cantidades reales y mostrar que el caso Hermitiano es
solamente un caso particular de éste. La variación resultante de la constricción
de primera clase es

δx = {x, εΦ} = ε, δy = {y, εΦ} = iε, (4.17)

δpx = {px, εΦ} = 0, δpy = {py, εΦ} = 0,

(4.18)

resultando que

δz = {z,Φ} = 0, δpx = {px,Φ} = 0. (4.19)
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Este hecho es originado del requisito de pedir un potencial holomorfo resultando
que el espacio fase complejo z y px son observables de Dirac que no son afectadas
por la transformación de norma. Del hecho de que las ecuaciones de movimiento
obtenidas de la formulación Hamiltoniana son cantidades complejas es natural
obtener variaciones complejas. El espacio Hamiltoniano resulta ser más amplio
que la condición Lagrangiana, ya que µ existe en esta formulación, pero es
posible escoger como una cantidad real a δx o a δy. En general, se puede escoger
δx y δpx como cantidades reales. El punto clave es seleccionar una condición de
norma apropiada.

Desde un punto de vista Lagrangiano. Si

x′ = x+ λ(t), y′ = y + iλ(t) (4.20)

entonces

δz = 0, δż = 0, y δL = 0. (4.21)

Por lo tanto la variación del Lagrangiano δL y la variación del hamiltoniano δH
son cero. De esta manera, el Lagrangiano y el Hamiltoniano son invariantes a
estas transformaciones de simetŕıa. Aunque con este método se pueden obtener
resultados similares comparando con el basado en la simetŕıa PT dado en [9]
es conceptualmente diferente, ya que este método no forza a que los sistemas
tengan una concreta simetŕıa en el Hamiltoniano, ni en la norma y puede ser
ajustado a las necesidades del modelo. Sin embargo, éste si comparte un común
origen con el método desarrollado por Ashtekar basado en las condiciones de
realidad, equivalente a establecer una condición de norma [11].

Con todo lo anterior aún no hemos mencionado algo a cerca de µ (4.13). Es
importante notar que se pueden manipular las ecuaciones (4.13) y (4.14) con el
fin de obtener las ecuaciones Euler-Lagrange que son linealmente dependientes y
son equivalentes entre si, removiendo completamente y asignando un valor para
µ. Ésto sugiere que tenemos un parámetro libre o multiplicador de Lagrange
que es determinado por la teoŕıa de Dirac fijando la condición de norma

γ̇ = {γ,HT } = {γ,H + µΦ} = {γ,H}+ µ{γ,Φ} ≈ 0 (4.22)

Ahora, la libertad de norma es utilizada de forma tal que se pueda establecer
una condición que sea conveniente, elijamos por ejemplo

γ1 = y − ig1(x) ≈ 0 (4.23)

y ésto determina un concreto valor para µ

µ1 ≈ −
{(y − ig1(x)), H}
{(y − ig1(x)),Φ}

= −
px

∂g1(x)
∂x

(∂g1(x)
∂x − 1)

(4.24)
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Las ecuaciones de movimiento (5.22), (5.23) resultantes de utilizar esta µ1 son

ẋ = [1−
∂g1(x)
∂x

(∂g1(x)
∂x − 1)

]px, ẏ = −i
px

∂g1(x)
∂x

(∂g1(x)
∂x − 1)

, (4.25)

ṗx = {px, HT } = −∂VR(x, y)

∂x
− i∂VI(x, y)

∂x
,

ṗy = {py, HT } = −∂VR(x, y)

∂y
− i∂VI(x, y)

∂y
. (4.26)

Por otro lado si recordamos que V (z) es una función holomorfa, tenemos que
∂V (z)
∂z es también holomorfa. Teniendo una función holomorfa es posible escribir

F (z) = F (z0) +
F ′(z0)

1!
(z − z0) + ... (4.27)

y escoger z0 = 0. El punto fundamental es

zn = (x+ iy)n = inyn + nxin−1yn−1 +
1

2
n(n− 1)x2in−2yn−2

+
1

3!
(n− 2)(n− 1)nx3in−3yn−3 +

1

4!
(n− 3)(n− 2)(n− 1)nx4in−4yn−4

+..., (4.28)

entonces las potencias impares en y tienen una contribución en la parte imagi-
naria y las potencias pares en y contribuyen a la parte real. Considerando fijar la
condición de norma (4.23) las potencias pares e impares siempre son cantidades
reales.

Por otro lado para esclarecer podemos tomar

∂V (z)

∂z
=
∂VR(x, y)

∂x
+ i

∂VI(x, y)

∂x
, (4.29)

entonces la parte imaginaria siempre es una potencia impar en y y esta expresión
va a ser real usando esta condición de norma (4.23) cuando nosotros trabajamos
con funciones holomorfas.

Por ejemplo

z3 = (x+ iy)3 = x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3 (4.30)

por lo que

z3bγ1= x3 + 3ix2(ig1(x))− 3x(ig1(x))2 − i(ig1(x))3, (4.31)

y las partes imaginarias siempre contribuyen con partes reales cuando selec-
cionamos esta condición de norma. En conclusión, ṗx va a ser una cantidad
real, si se toma en cuenta (4.26) y se escoge γ1 como condición de norma. Por
tanto, x y px serán cantidades reales y no abandonan el espacio real, aunque
ellas evolucionen en el tiempo. Por otro lado, usando este método hacemos que
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la parte imaginaria en un potencial contribuya a la parte real por medio de fijar
esta norma.

Sin embargo, ésto es válido si nosotros tenemos una constante real multipli-
cando a V (z), pero multiplicando por una constante imaginaria a V (z) ésto ya
no funciona y ya no podemos caer en el espacio real. Por ejemplo

V2 =
1

2
z2 + iz3.

Para afrontar este caso necesitamos una nueva condición de norma

γ2 = x− ig2(y) ≈ 0 (4.32)

que haga que y, py, ṗy y L,H sean cantidades reales, usando similares argumen-
tos a los dados en γ1.

Como otro ejemplo de potencial podemos también elegir

V1 =
1

2
z2 + iz = (

1

2
x2 − 1

2
y2 − y) + i(xy + x), (4.33)

V2 =
1

2
z2 + iz3 = (−3x2y +

1

2
x2 + y3 − 1

2
y2) + i(x3 − 3xy2 + xy), (4.34)

donde ambos potenciales son funciones holomorfas. Con esta formulación, es
posible aplicar ésto en un caso particular para este tipo de estructuras. En la
siguiente sección vamos a estudiar un caso concreto y bien conocido que nos
permita entender mejor y evidenciar el método aqúı mencionado.

4.1. Oscilador Armónico

En este punto ya hemos desarrollado un método general, para describir su
funcionamiento tomaremos un ejemplo concreto. Es usual escoger el oscilador
armónico como un ejemplo que ya esta bien establecido. Como ya se hab́ıa
dicho, se obtuvo este método de las condiciones de realidad dadas por Ashtekar
[11] para lograr una cuantización no Hermı́tica de una forma simple. Por esta
razón y con la finalidad de buscar un entendimiento más profundo, aplicaremos
el método aqúı descrito para este caso. Este método usa la teoŕıa de las cons-
tricciones de Dirac [4] interconectando con la extensión al plano complejo de
números reales y usando constricciones de primera clase de forma tal que las
condiciones de realidad resultan ser una condición de norma.

En esta sección se analiza esta extensión con la finalidad de entender mejor
nuestro método y encontrar una manera de aplicarlo en cualquier caso.

Consideremos una extensión compleja del oscilador armónico partiendo de
su Lagrangiano

L =
1

2
ż2 − ω2

2
z2 (4.35)

donde z es una variable compleja que puede ser separada en parte real y parte
imaginaria

z = x+ iy. (4.36)
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El Langrangiano separado en partes es

L(x,y) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − ω2

2
x2 +

ω2

2
y2 − iω2xy. (4.37)

para el que podemos obtener los respectivos momentos

px = ẋ+ iẏ, (4.38)

py = −ẏ + iẋ, (4.39)

resultando una constricción primaria

Φ0 = px + ipy (4.40)

y también podemos obtener el Hamiltoniano

H0 = ẋpx + ẏpy − L(x,y), (4.41)

junto con el Hamiltoniano total

HT =
1

2
p2
x +

ω2

2
x2 − ω2

2
y2 + iω2xy + µ0Φ0. (4.42)

Por otro lado, los paréntesis de Poisson son

{x, px} = 1, {y, py} = 1. (4.43)

y las ecuaciones de Cauchy-Riemann están disponibles para nuestro Hamilto-
niano complejo

∂HTR

∂x
=
∂HTI

∂y
,

∂HTI

∂x
= −∂HTR

∂y
, (4.44)

ya que el Hamiltoniano es una función anaĺıtica. La naturaleza de esta cons-
tricción compleja puede ser determinada por los paréntesis de Poisson y el
Hamiltoniano total

{Φ0, HT } = 0, (4.45)

mostrando que Φ0 es una constricción compleja de primera clase.
La variación resultante de esta constricción es

δx = {x, ε0Φ0} = ε0, δy = {y, ε0Φ0} = iε0, (4.46)

δpx = {px, ε0Φ0} = 0, δpy = {py, ε0Φ0} = 0,

donde δz = 0. Esta constricción de primera clase implica que el Hamiltoniano
complejo es separado en componentes reales que son invariantes bajo las trans-
formaciones (4.46).

Como un ejemplo fijemos una condición de norma. La elección más simple
es µ = 0 en (4.13)

γ0 = y ≈ 0, (4.47)
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una más general corresponde a

γ = y − k ≈ 0, (4.48)

con k =constante. El multiplicador de Lagrange puede ser obtenido a través de
la teoŕıa de Dirac de las constricciones

γ̇0 = {γ0, HT } = µ{γ0,Φ} = iµ ≈ 0, (4.49)

Las ecuaciones de movimiento de (4.13) y (4.14) son

ẋ = {x,HT } = px, ẏ = {y,HT } = 0, (4.50)

ṗx = {px, HT } = −∂VR(x, y)

∂x
− i∂VI(x, y)

∂x
,

ṗy = {py, HT } = −∂VR(x, y)

∂y
− i∂VI(x, y)

∂y
. (4.51)

Sin embargo, γ0 tiene que ser una constricción que involucre componentes y
tome en cuenta los grados de libertad. La matriz de {Φ0, γ0} es

Cab =

(
0 −i
i 0

)
. (4.52)

y su determinante
det (Cab) = −1. (4.53)

La evolución de la condición de norma es

γ̇0 = {γ0, HT } = iµ0 ≈ 0. (4.54)

entonces la condición de norma γ0 implica sobre el momento que

px = ẋ+ iγ̇0 ≈ pxR, (4.55)

es una cantidad real. El Hamiltoniano (4.42) es reducido a

HHO =
1

2
p2
xR +

ω2

2
x2. (4.56)

y el Lagrangiano correspondiente es

LHO =
1

2
ẋ2 − ω2

2
x2. (4.57)

En resumen, es posible manejar un modelo extendido al plano complejo, ya que
en la estructura de la teoŕıa compleja aparece una constricción de primera clase
que genera libertad de norma y cuando fijamos una condición de norma, se
escoge una espećıfica cuantización dependiendo de nuestra meta. Esta idea es
usada en algunos ejemplos de interés.
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4.2. Sistemas Relacionados al Oscilador Armónico

Como primer ejemplo no trivial, se elige una condición de norma más com-
pleja con el fin de comprender de una manera más completa nuestro método.
La manera alternativa de fijar la norma es

γ1 = y − ix+ iU
1
2 (x) ≈ 0, (4.58)

{Φ, γ1} = − i

2U
1
2

∂xU(x). (4.59)

de donde podemos obtener usando esta condición de norma un nuevo Hamilto-
niano en el espacio fase reducido (4.64). Con lo anterior obtenemos un conjunto
de constricciones de segunda clase χ1a = (Φ0, γ1), con la correspondiente matriz
de constricciones de segunda clase dada por

Aab =

 0 − i

2U
1
2 (x)

∂xU(x)

i

2U
1
2 (x)

∂xU(x) 0

 . (4.60)

y la matriz inversa resultante es

Aab =

(
0 −2 i

∂xU(x)U
1
2 (x)

2 i
∂xU(x)U

1
2 (x) 0

)
. (4.61)

La determinante asociada a estas matrices es

detAab = − [∂xU(x)]2

4U(x)
. (4.62)

De lo anterior observamos que una norma como la dada en (4.58) es permitida
y aplicable, lo que significa que dado cualquier conjunto de variables canónicas
debe de existir una transformación de norma que mapée el conjunto dado en un
conjunto que satisfaga a (4.58). Además esta condición debe fijar completamente
la norma lo que es el caso si la determinante (4.62) es diferente de cero. Si la
determinante desaparece en algún punto, la condición de norma no es definida
globalmente y tenemos una obstrucción de Gribov [44, 45]. Si éste no es el caso,
los paréntesis de Dirac son

{x, px}∗ =
2U

1
2 (x)

∂xU(x)
, (4.63)

notando que esta condición de norma genera una transformación que no es
canónica. El Hamiltoniano en en el espacio fase reducido es

HR =
1

2
p2
x +

ω2

2
U(x), (4.64)

y obtenemos que la acción en el espacio reducido es

S1R =

∫
dt[

∂xU(x)

2U
1
2 (x)

ẋpx −HR], (4.65)
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A partir de la variación con respecto a px tenemos un momento en términos de
las velocidades

px = [
∂xU(x)

2U
1
2 (x)

]ẋ, (4.66)

lo cual es consistente con la expresión (4.25). En consecuencia la acción en el
espacio de configuración es

S1R =

∫
dt

(
∂xU

2U
1
2

)2 [
1

2
ẋ2 − ω2 2U2

(∂xU)2

]
. (4.67)

Los multiplicadores de Lagrange son

µ1 = px

[
1− 2U

1
2 (x)

∂xU(x)

]
=

[
∂xU(x)

2U
1
2 (x)

− 1

]
ẋ, (4.68)

Nótese que si asumimos que la condición de norma (4.58) esta infinitesimálmente
relacionada a (4.47), la transformación asociada que relaciona a los sistemas es

x̃ = x− iδγ{x,Φ}, x̃ = U
1
2 (x), (4.69)

donde

δγ = γ1 − γ0 (4.70)

con el objetivo de reemplazar a x con x̃ en (4.57) para obtener (4.67).
Con la finalidad de reescribir la acción (4.65) de manera más convencional

introducimos la reparametrización

(
dτ

dt
) = [

4U

(∂xU)2
], (4.71)

entonces la acción (4.65) se transforma en

S =

∫
dτ [

1

2
(x′)2 − ω2

8
(∂xU)2]. (4.72)

para la acción anterior, el nuevo momento es

px′ = x′ = (
dt

dτ
)ẋ = [

(∂xU)2

4U
]ẋ =

∂xU

2U
1
2

px, (4.73)

y obtenemos la trivial estructura simpléctica

{x, px′}∗ = {x, ∂xU
2U

1
2

px}∗ = 1, (4.74)

El nuevo Hamiltoniano con esta reparametrización es

Hx′ =
1

2
p2
x′ +

ω2

8
(∂xU)2. (4.75)
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Por lo tanto es posible establecer una relación, usando la transformación de
norma, entre el oscilador armónico y un sistema con potencial arbitrario dado

por V (x) = ω2

8 (∂xU)2 en una dimensión.

Si consideramos a U(x) = 2
√

8x
1
2 notando que el dominio de la función es

(0,∞) entonces tenemos el Hamiltoniano reducido para esta U(x) que es

HC =
1

2
p2
x′ +

ω2

x
. (4.76)

Aqúı ω tiene el papel de carga eléctrica, en particular estamos pensando en un
sistema electrón-electrón.

Por otro lado se puede encontrar un mapéo del oscilador armónico complejo
a un Lagrangiano que es invariante bajo el grupo conforme [46] y resultando
una transformación de norma entre este Lagrangiano conforme y el oscilador
armónico real. Si elegimos U = log | x | y usando (4.72) tenemos

S =

∫
dτ [

1

2
(x′)2 − ω2

8

1

x2
]. (4.77)

que es invariante conforme. El Hamiltoniano correspondiente usando (4.75) es

Hx′ =
1

2
p2
x′ +

ω2

8

1

x2
. (4.78)

De esta manera se establece una transformación entre el oscilador armónico real
y la acción conforme (4.77).

Además también consideramos un potencial central con carga negativa para
este caso la condición de norma es

γ−1 = x+ iy − iU 1
2 (y) ≈ 0, (4.79)

{Φ, γ−1} = − 1

2U
1
2

∂yU(y), (4.80)

En este caso los paréntesis de Dirac son

{y, py}∗ =
2U

1
2 (y)

∂yU(y)
, (4.81)

y el momento generado por esta condición es

py = − ∂yU(y)

2U
1
2 (y)

ẏ. (4.82)

La acción asociada a la condición de norma (4.79) resulta ser

S2R =

∫
dt(

∂yU

2U
1
2

)2[−1

2
ẏ2 − ω2 2U2

(∂yU)2
], (4.83)

y como antes hicimos, la nueva parametrización es

(
dτ

dt
) = − 4U

(∂yU)2
(4.84)
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resultando una nueva acción de (4.83). Además usando U(y) = 2
√

8y
1
2 ob-

tenemos

S =

∫
dτ [

1

2
(y′)2 +

ω2

y
]. (4.85)

Por tanto el nuevo momento es

py′ = y′ = (
dt

dτ
)ẏ = −[

(∂yU(y))2

4U(y)
]ẏ =

∂yU

2U
1
2

py, (4.86)

para finalmente obtener el Hamiltoniano con signo opuesto

HC =
1

2
p2
y′ −

ω2

y
(4.87)

con lo cual se establece el mapéo para este potencial central con signo opuesto.
En la siguiente sección usamos esta idea para un desplazamiento complejo de
este oscilador armónico.

4.3. Reparametrización de la Extensión Com-
pleja para un Potencial Arbitrario

Como en los casos anteriores es habitual comenzar a partir de la formulación
Lagrangiana clásica, pero considerando al tiempo como una nueva coordenada.
A partir de ésto podemos pasar a la formulación Hamiltoniana con la finalidad de
establecer una teoŕıa cuántica [4] que preserve las simetŕıas (reparametrizaciones
y traslaciones complejas).

La acción compleja con la reparametrización es

S =

∫ t2

t1

dt[
1

2
ż2 − U(z)] =

∫ τ2

τ1

dτ [
1

2

z′2

t′
− t′U(x, y)], (4.88)

donde es importante mencionar que podemos pasar de la teoŕıa clásica a la
teoŕıa cuántica de la forma habitual.

Por otro lado debemos considerar el método aqúı expuesto y establecer la
descomposición en componentes de z la variable compleja

z = x+ iy. (4.89)

A partir de lo cual podemos descomponer la acción en parte real y parte imagi-
naria

S =

∫ τ2

τ1

dτ [
1

2
(
x′2

t′
− y′2

t′
+ 2i

x′y′

t′
)− t′U(x, y)]. (4.90)
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Por otro lado también es posible obtener los respectivos momentos

px =
∂L

∂x′
= [

x′

t′
+ i

y′

t′
], (4.91)

py =
∂L

∂y′
= [−y

′

t′
+ i

x′

t′
],

pt =
∂L

∂t′
=

1

2
[−x

′2

t′2
+
y′2

t′2
− 2i

x′y′

t′2
]− U(x, y), (4.92)

de los cuales podemos notar que L es una función homogenea de primer grado
en las velocidades, ya que los momentos son funciones homogeneas de grado
cero en las velocidades. Partiendo de esta observación y de la forma usual de
obtener los momentos notamos que existen las siguiente constricciones

Φ = px + ipy ≈ 0, χ =
1

2
p2
x + U(x, y) + pt ≈ 0, (4.93)

y de la transformación de Legendre usual podemos establecer el Hamiltoniano

H = x′px + y′py + t′pt − L, (4.94)

que es proporcional a las constricciones ya que el Lagrangiano es una función
homogenea

H = µΦ + λχ, (4.95)

y a partir de ésto, ya es posible realizar la teoŕıa cuántica.
Las dos constricciones son de primera clase ya que el Hamiltoniano es pro-

porcional a las constricciones. El paréntesis de Poisson entre las constricciones
es

{Φ, χ} = −2
∂U(z)

∂z∗
≈ 0, (4.96)

si la función U(z) es una función holomorfa.
La teoŕıa cuántica la podemos establecer através de la promoción de las

constricciones de primera clase a operadores [4, 10]

Φ̂Ψ = 0, χ̂Ψ = 0, (4.97)

con Ψ(x, y, t).
En el siguiente apartado vamos a aplicar nuestro método al caso de un os-

cilador armónico desplazado perturbativamente una cantidad lineal imaginaria.

4.4. Oscilador Complejo Desplazado una Canti-
dad Imaginaria

Como un ejemplo de un Lagrangiano complejo, consideramos el oscilador
que es desplazado una cantidad imaginaria

L =
1

2
ż2 − 1

2
z2 − iz + 1 (4.98)
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donde z es una variable compleja que pude ser separada en parte real y parte
imaginaria

z = x+ iy. (4.99)

El Langrangiano separado en partes es

L(x,y) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − 1

2
(x2 − y2 − y) + 1− i(xy + x), (4.100)

para lo cual podemos obtener los respectivos momentos

px = ẋ+ iẏ, (4.101)

py = −ẏ + iẋ. (4.102)

y
Φ1 = px + ipy, (4.103)

que es de primera clase, como ya se ha descrito.
Entonces, se obtiene el Hamiltoniano complejo desplazado por una cantidad

imaginaria No Hermitiana

H1T =
1

2
p2
y +

1

2
z2 + iz − 1 + µ1Φ1, (4.104)

o es escrito como

H1T =
1

2
p2
y +

1

2
(z + i)2 − 1

2
+ µ1Φ1, (4.105)

siendo necesario escoger la condición de norma que no es única. La condición
de norma que hemos elegido es

γ1 = x ≈ 0. (4.106)

dando como resultado VI(x, y)bγ1= 0.
Para determinar el valor de µ1 hacemos la evolución temporal de la condición

de norma
γ̇1 = {γ1,Φ1} = µ1 ≈ 0, (4.107)

resultando que µ1 puede ser considerado cero si postulamos como condiciones
fuertes a las constricciones. Por otro lado obtenemos las ecuaciones de movimien-
to

ẋ = {x,H1T } = 0, ẏ = {y,HT } = py, (4.108)

ṗx = {px, HT } = −∂VR(x, y)

∂x
− i∂VI(x, y)

∂x
,

ṗy = {py, HT } = −∂VR(x, y)

∂y
− i∂VI(x, y)

∂y
. (4.109)

y tenemos también la respectiva algebra de las constricciones

{Φ1, γ1} = −1 (4.110)
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con la respectiva matriz

Aab =

(
0 −1
1 0

)
, (4.111)

y la matriz inversa

Aab =

(
0 1
−1 0

)
, (4.112)

A partir de esta formulación establecemos los paréntesis de Dirac

{y, py}∗ = {y, py} − {y,Φ}A12{γ0, py} = 1. (4.113)

y la condición de norma aplicada al Hamiltoniano resulta ser

h1 = −1

2
p2
y −

1

2
(y + 1)2 − 1

2
, (4.114)

o de una manera en la que despreciamos el signo global

h̄1 =
1

2
p2
y +

1

2
(y + 1)2 +

1

2
, (4.115)

con un potencial real. A partir de esta expresión nos percatamos que el Hamil-
toniano es un oscilador armónico desplazado real, por lo que es posible definir
los operadores de creación y aniquilación en términos de este espacio fase

a =
1√
2

[py + i(y + 1)], a∗ =
1√
2

[py − i(y + 1)] (4.116)

y el Hamiltoniano es

h1 = −1

2
(aa∗ + a∗a)− 1

2
, (4.117)

con paréntesis de Dirac
{a, a∗}∗ = −i (4.118)

abriendo la posibilidad de hacer la correspondiente cuantización de la forma
usual

h|n〉 = [−(n+
1

2
)− 1

2
]|n〉 = −(n+ 1)|n〉. (4.119)

El ejemplo anterior abre la puerta a la posibilidad de aplicar nuestro método
en otros modelos que pueden resultar más exóticos o se puede buscar definir la
integral de trayectoria para establecer otra manera en la cual podamos hacer la
cuantización.

4.5. Integral de Camino y Oscilador Complejo
Desplazado

Como método alternativo y que podŕıa resultar más útil en otros ejemplos
para lograr una cuantización ahora nosotros partiremos de la integral de camino.
Para comenzar consideremos el Hamiltoniano del oscilador complejo desplazado

H1 =
1

2
p2
y +

1

2
(z + i)2 − 1

2
, (4.120)
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que como ya vimos tiene el siguiente conjunto de constricciones

χa = (Φ, γ1), (4.121)

cuya determinante resulta estar definida por los paréntesis de Poisson

Aab = {χa, χb}. (4.122)

A partir de esto podemos establecer el método dado por Senjanovic [24] y de-
terminar la integral de camino para nuestro modelo complejo. Un punto im-
portante es considerar que los números complejos no tienen ordenamiento, pero
en nuestro caso será por medio del tiempo en la integral de camino que nos
permitirá definir un orden.

〈yfxf , tf |yIxI , tI〉 = ĺım
n7→∞

1

(2π)n+1

∫ −∞
∞

dp0x ∧ dp0y ∧

(dx1 ∧ dpx1) ∧ (dy1 ∧ dpy1) ∧ ... ∧ (dxn ∧ dpxn) ∧ (dyn ∧ dpyn)
n∏
i=0

det({χa, χb})δ(χa)δ(χb) exp[i

∫ t1

t0

dt(ẋpx + ẏpy −H1)]. (4.123)

Por otro lado es importante recordar que el paréntesis de Dirac, paréntesis de
Poisson alterados por nuestro sistema constriñido, es

{y, py}∗ = 1,

det({χa, χb})
1
2 = −1, (4.124)

y en la segunda ecuación hemos agregado la determinante de la matriz de cons-
tricciones.

〈yf , tf |yI , tI〉 = A0 ĺım
n7→∞

1

(2π)n+1

∫ −∞
∞

dpy0 ∧ (dy1 ∧ dpy1) ∧

... ∧ (dyn ∧ dpyn) exp[−i
∫ t1

t0

dt(ẏpy − h̄1)], (4.125)

con A0 una constante. Habiendo podido manejar este ejemplo de manera exitosa
a continuación buscaremos aplicar las ideas aqúı descritas en un modelo aún más
complicado no Hermitiano, pero con simetŕıa PT .

4.6. Potencial Imaginario Cúbico

Como un ejemplo de un sistema no Hermitiano más complicado proponemos
una perturbación z3 con el fin de hacer una comparación con los resultados
obtenidos en [6]. Para comenzar consideremos el siguiente Lagrangiano

L3 =
1

2
ż2 − 1

2
z2 − iεz3, (4.126)
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donde es visto que V es

V (z) = VR(x, y) + iVI(x, y) =
1

2
z2 + iεz3

= (−3εx2y +
1

2
x2 + εy3 − 1

2
y2)

+i(εx3 − 3εxy2 + xy), (4.127)

y

VI(x, y) = εx3 − 3εxy2 + xy, VI(x, y)bγα,β= 0. (4.128)

Como primer paso podemos pensar en las raices de la parte imaginaria del
potencial y elegir estas raices como condición de norma

γα = y +
[(12ε2x2 + 1)

1
2 + 1]

6ε
≈ 0, (4.129)

γβ = y − [(12ε2x2 + 1)
1
2 + 1]

6ε
≈ 0, (4.130)

y para la parte real del potencial se tiene

VRα(x, y) =
1

2
x2 − ε4

216
((12ε2x2 + 1)

1
2 + 1)3 − ε2

72
((12ε2x2 + 1)

1
2 + 1)2

+
1

2
(ε2x2(12ε2x2 + 1)

1
2 + 1),(4.131)

VRβ (x, y) =
1

2
x2 +

ε4

216
((12ε2x2 + 1)

1
2 + 1)3 − ε2

72
((12ε2x2 + 1)

1
2 + 1)2

−1

2
(ε2x2(12ε2x2 + 1)

1
2 + 1).(4.132)

En este punto podemos pensar que esta elección a funcionado, pero

px = ẋ+ iẏ ≈ ẋ∓ i 2ε

(12ε2x2 + 1)
1
2

xẋ, (4.133)

el momento es una expresión compleja y el método no funciona adecuadamente.
A pesar de este contratiempo concluimos que nuestro método debe de cumplir
con VI(x, y)bγ= 0, pxI = 0 con el objetivo de tener un espacio fase real con
cantidades reales que posteriormente al cuantizar sean Hermı́ticas y por tanto
observables.

Hasta este punto la idea general es más sutil que buscar ”Los polos de VI
y usar a ésta como condición de norma”. La idea general es reducir el espa-
cio complejo por medio de una condición de norma compleja y pasar de una
expresión compleja a una expresión real que cumpla con VIbγ= 0 y pyIbγ= 0.

Anteriormente ya hemos mencionado la idea de que éste tipo de sistemas
puede bombear enerǵıa de la parte real a la parte imaginaria usando las condi-
ciones de norma. En otras palabras con el fin de bombear enerǵıa de la parte
imaginaria a la parte real [18], se usa una condición de norma imaginaria.
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Del Lagrangiano (4.126) se obtiene la formulación Hamiltoniana

H3 = ẋpx + ẏpy − L (4.134)

donde se define
px = ẋ+ iẏ, py = −ẏ + iẋ,

y se obtiene una constricción de primera clase

Φ = px + ipy. (4.135)

El Hamiltoniano es

H3T =
1

2
p2
x +

1

2
z2 + iεz3 + µΦ (4.136)

con

V (z) =
1

2
z2 + iεz3 = (−3εx2y+

1

2
x2 +εy3− 1

2
y2)+ i(εx3−3εxy2 +xy). (4.137)

En la sección pasada se hab́ıa aprendido como fijar la condición de norma. A
partir de este conocimiento en esta sección se desarrollará una manera de realizar
la cuantización a partir del conjunto de constricciones

Φ = px + ipy ≈ 0, (4.138)

γ = x ≈ 0. (4.139)

y se puede obtener el conmutador asociado entre las dos constricciones, la cons-
tricción de primera clase con la condición de norma

{Φ, γ} = −1, (4.140)

resultando que se puede cambiar la notación de las constricciones para poder
construir la matriz asociada y el algebra respectiva

χa := (Φ, γ), (4.141)

obteniendo
Bab = {χa, χb} (4.142)

o de una manera explicita resulta la matriz con elementos

Bab =

(
0 −1
1 0

)
, (4.143)

que tiene una matriz inversa

Bab =

(
0 1
−1 0,

)
, (4.144)

y la determinante es
detBab = 1, (4.145)
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donde detBab 6= 0. El paréntesis de Dirac es

{y, py}∗ = {y, py} − {y,Φ}BΦγ{γ, py} − {y, γ}BγΦ{Φ, py}, (4.146)

o

{y, py}∗ = 1. (4.147)

Estas constricciones(5.7) reducen el Hamiltoniano a

h3 = −1

2
p2
y −

1

2
y2 + εy3. (4.148)

Dado que el Hamiltoniano anterior es una constante de movimiento uno puede
pensar en esta misma constante de movimiento, pero con el signo invertido, de
lo cual establecemos un nuevo Hamiltoniano equivalente al anterior, ya que da
lugar a las mismas ecuaciones de movimiento, pero más familiar para nosotros

h̄3 =
1

2
p2
y +

1

2
y2 − εy3. (4.149)

Uno puede pensar en la evolución producida por el Hamiltoniano anterior para
el espacio fase que es equivalente a la evolución de nuestro Hamiltoniano original
solo que la evolución es en sentido opuesto

ẏ = {y, h̄3} = py,

ṗy = {py, h̄3} = −y + 3εy2. (4.150)

Y con respecto a nuestro nuevo potencial se tiene que

V (y) =
1

2
y2 − εy3. (4.151)

Con todo lo anterior ahora ya es posible construir nuestro espacio fase, figura
4.1, lo cual establece la necesidad de hacer un análisis de éste. Como primer
paso necesitamos encontrar los puntos fijos resultando que son (0, 0), ( 1

3ε , 0).
Como un ejemplo consideramos los puntos fijos para ε = 0. 1 en la figura 4.1
de lo cual se puede notar que el punto (0, 0) es un punto estable o mı́nimo y
aproximadamente el punto (3. 33, 0) es un punto silla con enerǵıas asociadas
E0,ε = 0,−11. 11.

Con lo anterior se puede pensar en hacer la respectiva cuantización de este
sistema. Una manera de lograrla es partir del método usual y partiendo de
(4.149), se puede promover y, py a operadores

py → −i
∂

∂y
,

y → ŷ. (4.152)

La ecuación de Schrödinger es

ˆ̄h3ψ = −1

2

∂2

∂y2
ψ +

1

2
y2ψ − εy3ψ = Eψ, (4.153)
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Figura 4.1: Gáfica del espacio fase a orden ε2 con ε =0.1

En este punto podemos establecer o hacer uso de algún método perturbativo.
En nuestras circunstancias la manera que se encontró para lograr hacer algu-
na comparación con los métodos ya existentes. Para comenzar partimos de la
cuantización del Hamiltoniano

h̄3 = h̄OA + h̄I , (4.154)

h̄I = −εy3, (4.155)

ˆ̄hOA | n(0)〉 = (n(0) +
1

2
) | n(0)〉, (4.156)

separando el término perturbativo y promoviendo el espacio fase a operadores.
Con lo anterior ahora nos enfocaremos en el desarrollo perturbativo por lo que
establecemos

ˆ̄h3 | n〉 = En | n〉 (4.157)

| n〉 =| n(0)〉+ | n(1)〉+ | n(2)〉+ ... (4.158)

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + ... (4.159)
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Y juntando todos estos elementos tenemos que

E(1)
n = 〈n(0)|ˆ̄hI |n(0)〉

|n(1)〉 =
∑
m6=n

|m(0)〉〈m(0)|ˆ̄hI |n(0)〉
E

(0)
n − E(0)

m

(4.160)

=
ε

2
3
2

{− [(n(0) + 3)(n(0) + 2)(n(0) + 1)]
1
2

3
|n(0) + 3〉 − [(n(0) + 2)

(n(0) + 1)n(0)]
1
2 |n(0) + 1〉+

[(n(0) + 1)2n(0)]
1
2

1
|n(0) − 1〉

+
[(n(0) − 2)(n(0) − 1)n(0)]

1
2

3
|n(0) − 3〉

− [(n(0) + 2)2(n(0) + 1)]
1
2

1
|n(0) + 1〉+

(n(0))
3
2

1
|n(0) − 1〉

− (n(0) + 1)
3
2

1
|n(0) + 1〉

+
(n(0) − 1)(n(0))

1
2

1
|n(0) + 3〉}, (4.161)

E(2)
n =

∑
m6=n

|〈n(0)|ˆ̄hI |m(0)〉|2

(E
(0)
n − E(0)

m )
, (4.162)

con lo cual tenemos la corrección de la enerǵıa a primer orden

E(1)
n = −ε〈n(0)|y3|n(0)〉 = −ε

∫
(ψ(0)
n )∗y3ψ(0)

n = 0, (4.163)

porque ψ
(0)
n es una función par.

Las variables y y py expresadas en términos de los operadores de creación y
aniquilación son

ŷ =
1

2
1
2

(â+ â†), (4.164)

p̂y =
i

2
1
2

(â† − â), (4.165)

y la acción de los operadores de creación y aniquilación es la ya establecida de
la forma usual

â|m(0)〉 = (m0)
1
2 |m(0) − 1〉, (4.166)

â†|m(0)〉 = (m0 + 1)
1
2 |m(0) + 1〉, (4.167)

con lo que ahora ya es posible calcular la corrección a segundo orden

E(2)
n =

∑
m6=n

|〈n(0)|ˆ̄hI |m(0)〉|2

(E
(0)
n − E(0)

m )
(4.168)
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y obtener de y(a, a†) la forma expĺıcita

E(2)
n =

−6ε2

2
3
2

{2(n(0))2 + 2(n(0)) + 1 +
1

6
}. (4.169)

Por otro lado

〈n(0)|ŷ4|n(0)〉 = −3

4
[2(n(0))2 + 2n(0) + 1], (4.170)

y

〈n(0)|ŷ2p̂2
y + p̂2

y ŷ
2|n(0)〉 = −2(n(0))2 − 2n(0) + 1, (4.171)

con lo que podemos obtener nuestras correcciones a la enerǵıa por medio de un
nuevo Hamiltoniano que sea diagonal resultando que

E(2)
n =

∑
m6=n

|〈n(0)|ˆ̄hI |m(0)〉|2

(E
(0)
n − E(0)

m )
= −3ε2

2
3
2

[−4

3
〈n(0)|y4|n(0)〉

−〈n(0)|y2p2
y + p2

yy
2|n(0)〉+

7

3
], (4.172)

y resultando que nuestro nuevo Hamiltoniano que ahora es diagonal tiene las
siguientes correcciones

〈n(0)|ˆ̄h3|n(0)〉 = 〈n(0)|[ 1
2
p̂2
y +

1

2
ŷ2 +

3ε2

2
3
2

(
4

3
y4 + {y2, p2

y} −
7

3
)]|n(0)〉 (4.173)

de lo cual podemos pensar en la forma condensada que resulta ser

h̄3 ≈
1

2
p̂2
y +

1

2
ŷ2 − εy3 +

3ε2

2
3
2

(
4

3
y4 + {y2, p2

y} −
7

3
) +O(ε3), (4.174)

que es válida si

| 〈n
(0)|ˆ̄hI |m(0)〉

(E
(0)
n − E(0)

m )
| � 1, (4.175)

o espećıficamente

| 〈n
(0)| − εy3|m(0)〉
(E

(0)
n − E(0)

m )
| ∼ εn

3
2

3
� 1, (4.176)

El correspondiente espacio fase del Hamiltoniano cuántico efectivo (4.173)
es dado por la figura 4.2. Es importante mencionar que estamos manejando
al Hamiltoniano cuántico obtenido por el método aqúı descrito, sin un término
extra cúbico resultante de (4.174) que no tiene contribución a este nivel, como un
Hamiltoniano clásico con espacio fase dado en la figura 4.2 en donde podemos
encontrar trayectorias cerradas deformadas del oscilador armónico, debido a
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Figura 4.2: Gáfica del espacio fase del Hamiltoniano dado en la ecuación (4.173)
a orden ε2 con ε =0.1.

la perturbación cúbica compleja que agregamos con una constante imaginaria
extra, y a la manera que escogimos de fijar la condición de norma consecuencia
de nuestro método.

Por otro lado es necesario considerar también el espacio fase del Hamilto-
niano clásico (4.174) para compararlo con nuestro Hamiltoniano cuántico. Pode-
mos observar que tenemos resultados muy diferentes, dado en la figura 4.3, ya
que en las trayectorias clásicas aparecen curvas abiertas que no aparecen en la
descripción cuántica a causa de que hay un término cúbico que no influye en
los términos diagonales de la matriz cuántica Hamiltoniana. Con la finalidad de
obtener una medida de la efectividad de nuestro método debemos considerar el
trabajo realizado por Bender [6]. El Hamiltoniano para este caso es

hB =
1

2
p2
q +

1

2
q2 +

3ε2

2
[q4 + {q2, p2

q}+
2

3
], (4.177)

de forma que si elegimos a y = q, pq = py podemos comparar estas dos
expresiones. La diferencia es

∆h ≈ −εy3 +
3ε2

2
3
2

(0. 06y4 + 0. 29{y2, p2
y} − 2. 32) + ... (4.178)

que se grafica en la figura 4.4 y nos da una idea más clara de las diferencias. Se
puede notar que en nuestro caso hay un término y3 que sobra y el Hamiltoniano
resultante no es simétrico en comparación al caso de Bender [9] que si lo es. Por
otro lado, en nuestro caso establecer gráficas del espacio fase para un Hamil-
toniano cuántico resulta ambiguo. Sin embargo, como método de comparación
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Figura 4.3: La ĺınea verde y la ĺınea rosa representan la trayectoria clásica.
La ĺınea roja y azul es la trayectoria de la corrección cuántica agregando las
correcciones de (4.174).

Figura 4.4: La ĺınea azul y la ĺınea roja representan la trayectoria clásica hecha
con nuestro método. La ĺınea rosa y verde es la trayectoria resultante de la teoŕıa
de Bender basada en la simetŕıa PT.

con otros trabajos es útil. En el caso de nuestro método encontramos una dife-
rencia marcada entre el Hamiltoniano cuántico y el clásico la cual podemos ver
en los espacios fases correspondientes (4.2). Esta diferencia es debido a que al
hacer el promedio con el método aqúı escogido éste no tiene contribución en la
diagonal de nuestro método perturbativo. Notamos de la expresión (4.178) que
a primer orden sobra un término cúbico que no tiene contribución en la dia-
gonal de la matriz formada por el Hamiltoniano. La única diferencia sustancial
es de un término constante en (4.178) lo cual solo desplaza los eigenestados del
Hamiltoniano una muy pequeña cantidad ya que esto está a segundo orden en
ε. En cierto sentido se puede pensar que nuestro método y el dado por Ben-
der tienen un punto de intersección, ya que por otro lado se ha demostrado [6]
que estos modelos no Hermı́ticos pueden relacionarse a modelos Hermı́ticos. Las
diferencias entre estos métodos se resuelven buscando algún sistema f́ısico que
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sea descrito usando nuestra teoŕıa o la de Bender para posteriormente comparar
los resultados con el experimento y tener criterios que descarten a una u otra.

f́ısica como

4.7. Condición de Norma y los Momentos en
Una Dimensión

Con la finalidad de entender de una mejor manera este método en este punto
establecemos una condición de norma que incluye al momento. Inicialmente,
consideramos un modelo en una dimensión que tiene una relación con el oscilador
armónico

L =
1

2
ż2 − ω2

2
z2 (4.179)

y z dividida en parte real y parte imaginaria

z = x+ iy. (4.180)

El Lagrangiano es escrito en términos de estas componentes

L(x,y) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − ω2

2
x2 +

ω2

2
y2 − iω2xy (4.181)

donde el momento para x es

px = ẋ+ iẏ, (4.182)

y con respecto al otro momento es suficiente establecer la constricción asociada
a px

Φ0 = px + ipy, (4.183)

con lo que tenemos el Hamiltoniano

H0 = ẋpx + ẏpy − L(x,y). (4.184)

Por otro lado, consideramos la relación para la parte cinética

ẋpx + ẏpy = ẋΦ0 + p2
x, (4.185)

y el Hamiltoniano de (4.184) es

HT =
1

2
p2
x +

ω2

2
x2 − ω2

2
y2 + iω2xy + µ0Φ0. (4.186)

Es en este punto donde debemos fijar una condición de norma, con el fin de
reducir los grados de de libertad y caer en un sistema f́ısico. La condición de
norma que nosotros hemos escogido es

γα = y − ix− ig1(x)− ig2(x)px, (4.187)
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Con lo anterior obtenemos un conjunto de constricciones de segunda clase
χ1a = (Φ0, γα), con la correspondiente matriz de constricciones de segunda clase
dada por

Cab =

(
0 i(∂xg1(x) + px∂xg2(x))

−i(∂xg1(x) + px∂xg2(x)) 0

)
. (4.188)

y la matriz inversa resultante es

Cab =

(
0 i

(∂xg1(x)+px∂xg2(x))

− i
(∂xg1(x)+px∂xg2(x)) 0

)
. (4.189)

La determinante asociada a estas matrices es

det Cab = −(∂xg1(x) + px∂xg2(x))2. (4.190)

que usando dentro del Hamiltoniano obtenemos un Hamiltoniano reducido

HR =
1

2
p2
x +

ω2

2
[x+ i(ix+ ig1(x) + ig2(x)px + ig3(x)p2

x)]2 + µ0Φ0,

HR =
1

2
p2
x +

ω2

2
[g1(x) + g2(x)px]2 + µ0Φ0,

HCons = [
1

2
+
ω2

2
g2

2(x)]p2
x + ω2g1(x)g2(x)px +

ω2

2
g2

1(x), (4.191)

del cual obtenemos también el Lagrangiano reducido

LCons = ẋpx + ẏpy −HCons. (4.192)

La expresión anterior permite una variación

δLCons = δẋpx + ẋδpx + δẏpy + ẏδpy − δHCons

=
d

dt
(pxδx)− ṗxδx+ ẋδpx +

d

dt
(pyδy)− ṗyδy + ẏδpy − δHCons, (4.193)

que se incluye a

ṗyδy = iṗyδx+ iṗy∂xg1δx+ iṗypx∂xg2δx+ ig2ṗyδpx

= −ṗxδx− ṗx∂xg1δx− ṗxpx∂xg2δx− g2ṗxδpx, (4.194)

y es resultado de

y = ix+ ig1(x) + ig2(x)px, (4.195)

ẏ = iẋ+ i∂xg1(x)ẋ+ i∂xg2(x)ẋpx + ig2(x)ṗx, (4.196)

concluyendo que en términos de δx, δpx tenemos

δLCons =
d

dt
[−(px∂xg1 + p2

x∂xg2)δx− g2δp
2
x

2
]

+[ṗx∂xg1 +
1

2

dp2
x

dt
∂xg2 −

∂HCons

∂x
]δx

−[∂xg1(x)ẋ+ ∂xg2(x)ẋpx +
∂HCons

∂px
]δpx, (4.197)
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con lo cual podemos determinar el momento que es

px =
−(ẋ∂xg1 + ω2g1g2)

(ω2g2
2 + ∂xg2ẋ+ 1)

, (4.198)

donde si escogemos que el momento no tiene unidades [px] = 1, [g1] = [g2] = [L]
entonces ω ∼ 1

[L] y no hay problemas usando las unidades.

Por otro lado es útil definir

A =
1

(1 + ẋ∂xg2 + ω2g2
2)

(4.199)

para obtener

p2
x = A2(ẋ2(∂xg1)2 + ω4g2

1g
2
2 + 2ω2g1g2ẋ∂xg1) (4.200)

y establecer

g11 = A(∂xg1(x))2 − A2

2
ẋ∂xg2(x)(∂xg

2
1(x))

−A2ω2g1(x)g2(x)∂xg1(x)∂xg2(x)− A2

2
(∂xg1(x))2(1 + ω2g2

2), (4.201)

g0 = Aω2g1(x)g2(x)∂xg1(x)− A2

2
ω4g2

1g
2
2∂xg2

−A2ω2g1(x)g2(x)∂xg1(x)(1 + ω2g2
2(x)) +Aω2g1(x)g2(x)∂xg1(x), (4.202)

U =
A2

2
ω4g2

1(x)g2
2(x)(1 + ω2g2

2(x))−Aω4g2
1(x)g2

2(x) +
ω2

2
g2

1(x), (4.203)

usando una derivada total obtenemos el Lagrangiano

LCons = g11ẋ
2 + g0ẋ− U , (4.204)

Tomando un caso concreto

g1(x) = x, g2(x) = εU(x) (4.205)

obtenemos

A ≈ [1− εẋ∂xU(x)− ε2ω2U2(x)]

A2 ≈ [1− 2εẋ∂xU(x) + ε2(ẋ∂xU − 2ω2U2(x))] (4.206)

además de que

px =
−(ẋ+ εω2xU)

(1 + εẋ∂xU)
≈ −ẋ+ ε[ẋ2∂xU − ω2xU ]

+ε2[ω2xẋU∂xU − ẋ3(∂xU)2], (4.207)

g11 =
1

2
− ε(xẋ∂xU) + ε2(

ω2

2
U2 + xẋ2(∂xU)2 − U2 − ω2xU∂xU

−1

2
ẋ∂xU), (4.208)

U = −ε2ω
4

2
x2U2 +

ω2

2
x2, g0 = εω2xU, (4.209)
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En concreto si escogemos U(x) = x la determinante no se anula a menos que
px = − 1

ε y se obtiene

px =
−(ẋ+ εω2x2)

(1 + εẋ)
≈ −ẋ+ ε[ẋ2 − ω2x2] + ε2[ω2x2ẋ− ẋ3], (4.210)

g11 =
1

2
− ε(xẋ) + ε2(

ω2

2
x2 + xẋ2 − x2 − ω2x2 − 1

2
ẋ), (4.211)

U = −ε2ω
4

2
x4 +

ω2

2
x2, g0 = εω2x2, (4.212)

y el Lagrangiano es

LCons ≈ [
1

2
− ε(xẋ) + ε2(−ω

2

2
x2 + xẋ2 − x2

−1

2
ẋ)]ẋ2 + [ε2

ω4

2
x4 − ω2

2
x2], (4.213)

De este Lagrangiano vemos que hay una métrica no trivial que depende de la
velocidad, en la parte cinética. Esta idea es muy utilizada para ampliar a dos
dimensiones y para extender el método. De el Hamiltoniano (4.191) y usando
las condiciones de norma con la constricción de primera clase obtenemos

HCons = [
1

2
+
ω2

2
ε2x2]p2

x + ω2εx2px +
ω2

2
x2. (4.214)

Por otro lado, los paréntesis de Dirac usando la teoŕıa de las constricciones son

{x, px}∗ = − 1

(∂xg1 + px∂xg2)
. (4.215)

De esta manera, se obtiene aproximadamente a segundo orden en ε, las ecua-
ciones de movimiento

ẋ = −px − εω2x2

ṗx = −2ω2x(1− 3εpx + 4ε2p2
x) (4.216)

que tienen un punto fijo en (0, 0), si consideramos el espacio-fase dado por la
figura 4.5, que es estable. Por otro lado este punto es único a este orden y
las trayectorias son deformadas por la perturbación resultando que serán dife-
rentes a las del oscilador armónico. Sin embargo, no solo existe este punto ya
que a cuarto orden aparecen nuevos puntos cŕıticos que son aproximadamente
(8.53,−4.21) y (−8.29,−4.07) los cuales son repulsores.

Este modelo y este método dice que si aplicamos este tipo de condición de
norma, con un término que incluye al momento, obtenemos un sistema pertur-
bado en el momento y el potencial de interacción con trayectorias cerradas y
cercanas al punto de origen. En la siguiente sección mostramos que cuántica-
mente los distintos sistemas están conectados.
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Figura 4.5: Espacio fase para el Hamiltoniano (4.214).

4.8. Formalismo BFV en el modelo

En este apartado buscamos mostrar la relación que hay entre distintas condi-
ciones de norma y como se ve afectada la teoŕıa cuántica correspondiente.
Mostramos, por medio de la integral de camino, que las teoŕıas cuánticas en
donde se usan distintas condiciones de norma son equivalentes.

Para lograr este fin extendemos nuestro formalismo y usamos la teoŕıa BRST
[47] aplicándola al oscilador armónico complejo. Para ésto debemos considerar
el correspondiente Lagrangiano complejo asociado

L(x,y) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − ω2

2
x2 +

ω2

2
y2 − iω2xy. (4.217)

del cual los momentos correspondientes son

px = ẋ+ iẏ, py = −ẏ + iẋ, (4.218)

resultando que las constricciones de primera clase deben fijarse por medio de
una condición de norma, la cual no es única y pueden existir muchas opciones
a elegir. Espećıficamente elegimos dos maneras de fijar la norma γ0,1

Φ0 = px + ipy,

γ0 = y ≈ 0,

γ1 = y − ix+ iU
1
2 (x),

{Φ, γ1} = − i

2U
1
2

∂xU(x),

para obtener el Hamiltoniano complejo con la transformación de Legendre

H0 = ẋpx + ẏpy − L(x,y),
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y las expresiones totales son

HT =
1

2
p2
x +

ω2

2
x2 − ω2

2
y2 + iω2xy + µ0Φ0.

H0 =
1

2
p2
x +

ω2

2
x2 − ω2

2
y2 + iω2xy.

A partir de aqúı usamos el formalismo BRST. Dentro de este formalismo el
espacio fase se agranda incluyendo grados de libertad fermiónicos, estos grados
de libertad tienen el fin de hacer explicita la simetŕıa que es un remanente global
de la simetŕıa local de norma existente en la teoŕıa. Pero dado que se ha fijado la
norma, la simetŕıa local se pierde y se transforma en una simetŕıa global conocida
como BRST. La necesidad de una teoŕıa con estas caracteŕısticas es cimentada
en el hecho de que para el propagador la suma de todas las probabilidades de
los procesos envuelve solamente a las part́ıculas reales en los estados iniciales y
finales que deben de ser igual a la unidad. Sin embargo esto resulta insuficiente
en teoŕıas más complicadas. Uno necesita en general de un tipo más exótico
de part́ıculas conocidas como part́ıculas virtuales. El precio a pagar está en
flexibidad mental, ya que uno debe de aceptar que los nuevos modos obedecen
una relación entre el espin y la estad́ıstica opuesta a la usual. Estos nuevos
modos son llamados fantasmas [10].

Como primer paso se considera que µ0 es una variable del espacio de confi-
guración a la cual le definimos un correspondiente momento π0

{µ0, π0} = −{π0, µ
0} = 1. (4.219)

Por otro lado, al espacio fase se le adicionan un fantasma y un antifantasma que
tienen paréntesis de Poisson dados por

{P̄, C} = {P, C̄} = −1, (4.220)

con los otros paréntesis siendo cero. A partir de estos fantasmas y antifantasmas
se obtiene la carga BRST, ya que hay una nueva simetŕıa en esta teoŕıa extendida

Ω = CΦ0 − iPπ0, (4.221)

de la cual la carga BRST Ω es el generador. Además las condiciones de norma
se introducen mediante las condiciones fermiónicas

Ψ0 = iC̄γ0 + P̄µ0, Ψ1 = iC̄γ1 + P̄µ0, (4.222)

que son resultado de incluir fantasmas. A partir de estas condiciones y la carga
BRST, se obtiene un paréntesis que después es usado para obtener el Hamilto-
niano efectivo

{Ψ0,Ω} = −µ0Φ0 + π0γ0 − iP̄P − C̄C, (4.223)

{Ψ1,Ω} = −µ0Φ0 + π0γ1 − iP̄P − C̄C(
∂xU

2U
1
2

).
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Con esta estructura se puede hacer una cuantización usando la integral de
camino. Antes de esto se debe mostrar que existe libertad de norma en la in-
tegral de camino, la integral de camino es independiente de la selección de las
condiciones fermiónicas, teorema de Fradkin-Vilkovisky [47].

La integral de camino usando el Hamiltoniano BRST para esta teoŕıa es

ZΨ =

∫
Dµ exp(iSeff ), (4.224)

Seff =

∫ τ2

τ1

dτ(ẋpx + ẏpy − µ0π̇0

+C̄Ṗ + P̄Ċ −Heff ), (4.225)

Heff = HBRST − {Ψ0,Ω},
HBRST = H0, (4.226)

Heff =
1

2
p2
x +

ω2

2
x2 − ω2

2
y2 + iω2xy + C̄C

+µ0Φ0 − π0γ0 + iP̄P, (4.227)

dµ = dxdpxdydpydµ
0dπ0dPdCdP̄dC̄, (4.228)

y a partir de esto se pueden hacer las siguientes variaciones y la siguiente com-
paración entre las condiciones fermiónicas

χ0 = i

∫ t2

t1

dτ(Ψ1 −Ψ0) = i

∫ t2

t1

dτ C̄(x− U 1
2 (x))

(4.229)

x′ = x+ {x, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = x+ Cχ0,

y′ = y + {y, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = y + iCχ0,

µ′0 = µ0 + {µ0, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = µ0 − iPχ0,

px′ = px + {px, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = px,

py′ = py + {py, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = py,

π′0 = π0,

−iP ′ = −iP + {−iP, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = −iP,
C′ = C + {C, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = C

C̄′ = C̄ + {C̄, (CΦ0 − iPπ0)}χ0 = C̄ + iχ0π0,

P̄ ′ = P̄ + χ0{P̄, (CΦ0 − iPπ0)} = P̄ − χ0Φ0,

(4.230)

lo cual se puede aplicar en el Hamiltoniano BRST

H ′BRST =
1

2
p2
x +

ω2

2
(x+ iy)2, (4.231)

resultando que es invariante ante las transformaciones de norma. Lo anterior
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también es aplicable al Hamiltoniano efectivo

H ′BRST = HBRST ,

H ′eff = Heff . (4.232)

Por otro lado el término cinético es también invariante bajo las transformaciones
BRST

ẋ′p′x + ẏ′p′y − µ′0π̇′0 + C̄′Ṗ ′ + P̄ ′Ċ′ =

ẋpx + ẏpy − µ0π̇0 + C̄Ṗ + P̄Ċ. (4.233)

con lo que podemos mostrar que la integral de camino es invariante. Para éste fin
primero debemos mostrar que la medida de la integral de camino es invariante,
por lo menos de forma infinitesimal, dando como resultado

δx′

δx
= δ(t− t′) + iCC̄(1− ∂xU

1
2 ), (4.234)

δy′

δy
= δ(t− t′),

δµ0′

δµ0
= δ(t− t′),

δp′x
δpx

= δ(t− t′),
δp′y
δpy

= δ(t− t′),

δπ′0
δπ0

= δ(t− t′), δP ′

δP
= δ(t− t′),

δC′

δC
= δ(t− t′),

δC̄′

δC̄
= δ(t− t′) + π0(x− U 1

2 ),

δP̄ ′

δP̄
= δ(t− t′),

lo que infinitesimálmente hablando es

exp (

∫
dτ{Ω, (Ψ1 −Ψ0)}) = exp (

∫
dτ [CC̄(1− ∂U

1
2

∂x
) + iπ0(x− U 1

2 )]),(4.235)

resultando que la carga BRST genera un cambio infinitesimal en el espacio fase
que al aplicar en los elementos de la integral de camino (4.224) contribuye con un
elemento que permite pasar a la otra condición de norma fermiónica mostrando
el teorema de Fradkin-Vilkovisky. Aśı hemos mostrado que cuánticamente los
sistemas con normas γ0 y γ1 estan conectados. En la siguiente sección calculamos
la integral de camino para nuestro oscilador armónico complejo.



4.9. INTEGRAL DE CAMINO Y CONDICIONES DE NORMA 57

4.9. Integral de Camino y Condiciones de Nor-
ma

Con la finalidad de establecer la mecánica cuántica de nuestra teoŕıa comple-
ja usamos la integral de camino y el método de Senjanovic que permite cuantizar
sistemas con constricciones de segunda clase [24]. Como un ejemplo conside-
remos el oscilador armónico (4.217), con condición de norma γ1, para lo que
presentamos la siguiente notación

ξa = (x, y), ρa = (px, py), (4.236)

τa = (Φ, γ1) (4.237)

donde ξa incluye las partes real e imaginaria de z y ρa que son en principio
cantidades complejas. Posteriormente obtenemos la medida de la integral de
camino que incluye las constricciones de primera clase y las condiciones de norma
dando como resultado

DΞ = DξaDρa det | {τA, τB} | δ(τC) (4.238)

(4.239)

y la integral de camino total es

Z =

∫
DΞ exp[i

∫
dt(ẋpx + ẏpy −HT )]. (4.240)

Si se elimina a (y, py), por medio de las funcionales delta δ(τC) obtenemos

ZR =

∫
DxDpx

∏
i

| 2U
1
2 (xi)

∂xiU(xi)
|| − i

2U
1
2

∂xiU(xi)|

exp[i

∫
dt(

∂xU(x)

2U
1
2 (x)

ẋpx −HR)]. (4.241)

o usando la reparametrización (4.71) se tiene

ZC =

∫
DxDpx′ exp[i

∫
dτ(ẋpx′ −Hx′)]. (4.242)

con el Hamiltoniano Hx′ dado por (4.75). De esta manera es posible integrar las
variables y, py usando la constricción y la condición de norma para obtener una
integral de camino real. Es necesario mencionar que los números complejos no
tienen orden, pero las particiones temporales resultan una buena herramienta
para lograr el ordenamiento. En el siguiente caṕıtulo aplicamos este formalismo
en más dimensiones.
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Caṕıtulo 5

Generalización para más
Dimensiones

El método anteriormente descrito no solo es aplicable a sistemas en una
dimensión, ya que podemos generalizar estas ideas y aplicarlo a más dimen-
siones. En particular en este trabajo consideramos la extensión más simple a
dos dimensiones, a parte de la general a multiples dimensiones.

Un caso especial es de particular interés. Éste nos va a permitir establecer la
manera de hacer la correspondiente generalización y nos ayudará a encontrar una
relación entre el problema de Kepler, que puede ser visto como un problema en
dos dimensiones, y dos osciladores armónicos, o un oscilador en dos dimensiones,
por medio de una transformación de norma.

Con lo anterior en mente resulta fácil establecer la generalización del método
a más dimensiones lo cual es muy similar a lo ya visto para una dimensión y nos
va a permitir relacionar distintos sistemas, con el mismo número de dimensiones,
partiendo siempre de un modelo multidimensional complejo a través de fijar
distintas condiciones de norma. Con respecto a las condiciones de norma, que
deben de existir ya que hay constricciones de primera clase, se explora la forma
más general que ésta debe de tener en dos dimensiones y que incluya a los
respectivos momentos de alguna teoŕıa en particular.

5.1. Extensión a Más Dimensiones

Consideremos un lagrangiano complejo que es una función de las coordenadas
complejas zα = xα + iyα y sus velocidades

L(z, ż) =
1

2
(żα)2 − V (z), (5.1)

donde de una manera indirecta, tenemos a xα, yα como variables dinámicas.
Por otro lado, proponemos que V (z) es una función holomorfa en zα con

α = 1, .., n lo cual implica las ecuaciones de Cauchy-Riemann dadas por el

59
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supeŕındice

d

d(zα)∗
V (z) = 0. (5.2)

Entonces el Lagrangiano es invariante bajo la transformación

xα
′

= xα + λα(t), yα
′

= yα + iλα(t). (5.3)

Como un buen punto de partida se podŕıa hacer una variación en zα con el fin
de encontrar la ecuación de movimiento, pero realmente tenemos más variables
con una simetŕıa interna. En este caso el Lagrangiano es dado por

L =
1

2
(ẋα)2 − 1

2
(ẏα)2 + i(ẋα)(ẏα)

−VR(x, y)− iVI(x, y). (5.4)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a este Lagrangiano no son indepen-
dientes, ya que es posible dividirlas en parte real y parte imaginaria

−ẍα − ∂VR(x, y)

∂xα
= 0, −ÿα +

∂VR(x, y)

∂yα
= 0, (5.5)

resultando que x e y son cantidades reales. A partir de lo anterior se procede
a desarrollar la formulación canónica de esta teoŕıa con estas variables. Éstas
nos permitirán notar la simetŕıa del sistema que es trivial en el sentido de que
no podemos establecer alguna relación entre las coordenadas holomorfas y anti-
holomorfas. Los momentos canónicos para el Lagrangiano (5.4) son

pxα :=
∂L

∂ẋα
= ẋα + iẏα, pyα :=

∂L

∂ẏα
= −ẏα + iẋα. (5.6)

Usando estas definiciones, obtenemos las constricciones primarias

Φα = pxα + ipyα ≈ 0, (5.7)

donde se incluye el śımbolo de igualdad ”≈”para enfatizar que la cantidad Φα es
numéricamente restringida a cero pero no identicamente desaparece [4]. Siguien-
do la definición del Hamiltoniano canónico en el espacio fase

H = ẋαpxα + ẏαpyα − L, (5.8)

se observa que H,L, pxα, pyα son cantidades complejas. Aunque de la definición
se obtiene el Hamiltoniano expĺıcito total

HT =
1

2
p2
xα + V (z) + µαΦα, (5.9)

donde se adiciona la constricción primaria siguiendo el método de Dirac [4]. Las
ecuaciones resultantes de movimiento son

ẋα = {xα, HT } = pαx + µα, ẏα = {yα, HT } = pαy + iµα, (5.10)

ṗxα = {pxα, HT } = − ∂V

∂xα
, ṗyα = {pyα, HT } = − ∂V

∂yα
. (5.11)
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De la ecuación (5.10) observamos que hay n grados de libertad de norma ya que
observamos n multiplicadores de Lagrange arbitrarios.

Es importante notar que la evolución temporal no es necesariamente una
cantidad real, por lo tanto nuestras variables reales x e y bajo la evolución
pueden tener una contribución imaginaria.

En lo siguiente vamos a evolucionar las constricciones (5.7) para entender el
tipo correspondiente, si es de primera o segunda clase. La evolución temporal
para estas constricciones primarias es

Φ̇α = {Φα, H} = −2
dV (z)

d(zα)∗
≈ 0. (5.12)

Con lo anterior uno puede ver la presencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann
en cada supeŕındice para V (x, y). En consecuencia si V (x, y) es una función
holomorfa obtenemos que Φα son constricciones de primera clase. Además el
sistema ya no tiene otras constricciones y nuestro espacio de configuración re-
ducido tiene n-grados de libertad reales. A partir de lo anterior se vuelve impor-
tante contar los grados de libertad de nuestro espacio-fase. Dado que tenemos a
(xα, yα, pxα, pyα) como espacio fase nuestro punto de partida es un sistema con
4n grados de libertad a lo que debemos restar 2n grados de libertad dado que
tenemos las constricciones de primera clase y las correspondientes condiciones
de norma. Nuestro sistema Hamiltoniano constriñido deberá tener 2n grados de
libertad en el espacio fase.

Por otro lado siguiendo el método de cuantización de Dirac, los estados f́ısicos
son definidos por imponer que la acción de las constricciones de primera clase
sobre los estados es igual a cero. En la representación de coordenadas implica

(−i~ ∂

∂xα
+ ~

∂

∂yα
)[GR(x, y) + iGI(x, y)] ≈ 0, (5.13)

resultando las ecuaciones de Cauchy-Riemann para cada supeŕındice, si se hace
una descomposición en parte real y parte imaginaria. De esta manera, se obtiene
las ecuaciones de Cauchy-Riemann que aparecen en este formalismo como un
invereso bajo las translaciones generadas por la constricción de primera clase.

En otras palabras, obtenemos que nuestra teoŕıa es compatible con la for-
mulación de Dirac [4, 10] pero debe satisfacer que el potencial es una función
holomorfa

Φ̂αV (x, y) = 0, (5.14)

y satisfacen esta invarianza traslacional

V (xα, yα) + iV (xα, yα) = V (xα − εα1 , yα) + iV (xα, yα − εα2 ). (5.15)

Ahora, estas constricciones serán el generador de las transformaciones de norma
[4]. Las transformaciones producidas por las constricciones de primera clase son

δxα = {xα, εβΦβ} = εα, δyα = {yα, εβΦβ} = iεα, (5.16)

δpxα = {pxα, εβΦβ} = 0, δpyα = {pyα, εβΦβ} = 0,

(5.17)
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En consecuencia tenemos

δzα = 0. (5.18)

de acuerdo con la transformación (5.3). Desde un punto de vista pragmático
zα y pzα son observables de Dirac con variación nula, pero ésto implica una
estructura más complicada, si se tiene en cuenta la variación de la parte real y
la parte imaginaria en z. En este escenario es necesario imponer una condición
de norma por cada constricción de primera clase con el fin de obtener un espacio
fase reducido. Entonces de acuerdo a la condición de norma tenemos una teoŕıa
real diferente. El punto interesante es que todas estas teoŕıas son reales y estan
conectadas por una transformación de norma compleja que nosotros obtenemos
de la formulación Hamiltoniana siendo cantidades complejas obtenidas para las
partes real e imaginaria. Además el espacio- fase es más amplio que el espacio
de configuración ya que µα juega un papel en esta formulación y es posible
escogerle como una cantidad real a δxα o a δyα. Para el proposito de aplicar
un método que no es trivial y que usa esta estructura matemática, debemos
proponer una condición de norma en la parte real o imaginaria de zα de forma
que la teoŕıa resultante es real y en consecuencia el grado imaginario de libertad
es eliminado. Además, esto producirá que las componentes, real e imaginaria,
interactúen entre si y env́ıen información de un lado al otro. Adicionalmente, el
procedimiento no forza a fijar la simetŕıa de norma para el Hamiltoniano en una
forma espećıfica y la condición de norma es seleccionada de acuerdo al modelo
real que nosotros deseamos construir.

El método comparte un origen común con los modelos complejos de Ashtekar
basados en las condiciones de realidad y la aplicación de la condición de norma
es equivalente al uso del producto interno [11]. Sin embargo, las condiciones de
realidad son una manera de seleccionar una condición de norma. Debemos notar
que hay muchas maneras de remover esta libertad en los sistemas complejos para
obtener un sistema Hermı́tico.

El siguiente paso es determinar el multiplicador de Lagrange µα (5.10) usan-
do las condiciones de norma γα(x, y). La evolución canónica de esta condición
nos da

γ̇α = {γα, HT } = {γα, H + µβΦβ} = {γα, H} − µβHα
β ≈ 0, (5.19)

con

Hα
β = {Φβ , γα} = ∂xβγ

α + i∂yβγ
α,

Hα
β (H−1)βσ = δασ , (5.20)

entonces

µα ≈ (H−1)αβp
σ
x∂xσγ

β . (5.21)
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Esto implica para las ecuaciones de movimiento la siguiente expresión

ẋα = pαx + (H−1)αβp
σ
x∂xσγ

β , ẏα = pαy + i(H−1)αβp
σ
x∂xσγ

β , (5.22)

ṗxα = {pxα, HT } = −∂VR(x, y)

∂xα
− i∂VI(x, y)

∂xα
,

ṗyα = {pyα, HT } = −∂VR(x, y)

∂yα
− i∂VI(x, y)

∂yα
. (5.23)

En este caso, debemos considerar soluciones reales para el momento px en térmi-
nos de velocidades y obtenemos una acción de segundo orden que obtiene un
término con una métrica dependiente de la velocidad. Entonces seleccionando
una apropiada condición de norma obtenemos un mapeo de el espacio-fase com-
plejo al espacio f́ısico real. De alguna manera la simetŕıa selecciona la condición
de norma de forma que se obtiene un espacio fase reducido real. Por otro lado si
queremos cuantizar la teoŕıa real se pueden seguir dos rutas, primero nosotros
comparamos los paréntesis de Dirac para las variables en el espacio fase re-
ducido y promover los paréntesis a conmutadores. El segundo procedimiento es
construir la medida de la integral de camino usando el procedimiento de Sen-
janovic [24]. En las siguientes secciones se describen varios ejemplos de como
trabaja espećıficamente este método.

5.2. Problema Central de Kepler y Oscilador
Armónico

En esta parte describimos un caso particular para ilustrar nuestra estrategia
en sistemas con más grados de libertad. Espećıficamente se considera el caso de
dos dimensiones en donde encontramos una transformación de norma entre el
oscilador armónico y un campo central.

El modelo complejo inicial es dado por el Lagrangiano

L(z1, z2) =
1

2
ż1

2 +
1

2
ż2

2 − ω2
1

2
z2

1 −
ω2

2

2
z2

2 (5.24)

con z1 = x + iy y z2 = u + iv. A partir del Lagrangiano anterior obtenemos el
momento

px = ẋ+ iẏ, py = −ẏ + iẋ, (5.25)

pu = u̇+ iv̇, pv = −v̇ + iu̇,

resultando dos clases de constricciones

Φ0 = px + ipy ≈ 0, (5.26)

Φ1 = pu + ipv ≈ 0.

En consecuencia es necesario incluir dos condiciones de norma

γ0 = x+ iy − iU 1
2 (y, v) ≈ 0, (5.27)

γ1 = u+ iv − iU 1
2 (y, v) ≈ 0.
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El conjunto completo de constricciones de segunda clase es χA = (Φ0, γ0,Φ1, γ1),
con la matriz de constricciones de segunda clase CAB = {χA, χB} dada por

CAB =


0 −(∂yU

1
2 ) 0 −(∂yU

1
2 )

(∂yU
1
2 ) 0 (∂vU

1
2 ) 0

0 −(∂vU
1
2 ) 0 −(∂vU

1
2 )

(∂yU
1
2 ) 0 (∂vU

1
2 ) 0

 . (5.28)

y la correspondiente determinante

det CAB = [(∂yU
1
2 )(∂vU

1
2 )− (∂yU

1
2 )(∂vU

1
2 )]2 6= 0. (5.29)

El Hamiltoniano total para este caso resulta

HT (y,v) = −1

2
p2
y +

ω2
1

2
x2 − ω2

1

2
y2 + iω2

1xy (5.30)

−1

2
p2
v +

ω2
2

2
u2 − ω2

2

2
v2 + iω2

2uv

+µ0Φ0 + µ1Φ1.

En el espacio reducido los momentos son determinados por

py = −[−ẏ + iẋ] |cons= −
d

dt
(U

1
2 ), pv = −[−v̇ + iu̇] |cons= −

d

dt
(U 1

2 ),(5.31)

De la misma manera es posible aplicar en (5.30), las constricciones (5.26) y las
condiciones de norma (5.27) resultando

HR = −1

2
p2
y −

1

2
p2
v +

ω2
1

2
U(y, v) +

ω2
2

2
U(y, v). (5.32)

transformation Seleccionando las variables r2 = y2 + v2, y = r cos(θ) y v =
r sin(θ) el Lagrangiano reducido es

LR = −1

2

(dU 1
2

dt

)2

+

(
dU 1

2

dt

)2
− ω2

1

2
U(r, θ)− ω2

2

2
U(r, θ) (5.33)

Por otro lado escogiendo frecuencias iguales ω2
1 = ω2

2 y con el potencial dado
por

U
1
2 =

y

rβ
= r1−β cos(θ), U 1

2 =
v

rβ
= r1−β sin(θ). (5.34)

Obteniendo para la determinante del algebra de las constricciones la siguiente
expresión

det | CAB |=
(2βy2 + 2βv2 − 1)2

(y2 + v2)4β
, (5.35)
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y la acción reducida es

SR =

∫
dt[−1

2
r2−2β θ̇2 − (1− β)2

2
r−2β ṙ2 − ω2

1

2
r2(1−β)]. (5.36)

Usando una nueva selección de tiempo

(
dτ

dt
) = r2β , Å =

dA

dτ
, (5.37)

y el siguiente cambio de variables

θ̃ =
1

(1− β)
θ, r̃ = (1− β)r, ω2

1 = ω̃2
1(1− β)2(1−2β) (5.38)

obtenemos la acción

S̃R̂ =

∫
dτ [−1

2
r̃2̊θ̃

2

− 1

2
˚̃r

2
− ω̃2

1

2
r̃2(1−2β)] (5.39)

con Hamiltoniano

H̃R̂ =
1

2
(p2
r̃ +

p2
θ̃

r2
)− ω̃2

1

2
r̃2(1−2β), (5.40)

de lo que observamos que para β = 3
4 , el Hamiltoniano es reducido al problema

central de Kepler. Por lo tanto de esta manera hemos mostrado que nuestro
formalismo también funciona para sistemas con más dimensiones. En la siguiente
sección hacemos una generalización de nuestro método a más dimensiones sin
alguna condición de norma en particular, además agregamos en la condición de
norma los momentos del sistema, lo cual nos permitirá encontrar una métrica
no trivial para el respectivo Lagrangiano.

5.3. Condición General de Norma para Dos Di-
mensiones

En esta sección incluimos a los momentos en nuestras condiciones de norma.
Primero que nada consideramos el Lagrangiano

L =
1

2
ż2 +

1

2
ṡ2 − ω2

1

2
z2 − ω2

2

2
s2, (5.41)

y haciendo la división usual

z = x+ iy. s = v + iw, (5.42)

el Lagrangiano es

L(x,y,v,w) =
1

2
ẋ2 − 1

2
ẏ2 + iẋẏ − ω2

1

2
x2 +

ω2
1

2
y2 − iω2

1xy

+
1

2
v̇2 − 1

2
ẇ2 + iv̇ẇ − ω2

2

2
v2 +

ω2
2

2
w2 − iω2

2vw,

(5.43)
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de lo cual se pueden obtener los momentos

px = ẋ+ iẏ, pv = v̇ + iẇ, (5.44)

y las constricciones primarias son

Φ0 = px + ipy, Φ1 = pv + ipw, (5.45)

resultando el Hamiltoniano

H1 = ẋpx + ẏpy + v̇pv + ẇpw − L(x,y,v.w), (5.46)

además de considerar las siguientes relaciones

ẋpx + ẏpy = ẋΦ0 + p2
x, v̇pv + ẇpw = v̇Φ1 + p2

v,

(5.47)

con la finalidad de obtener el Hamiltoniano total

H1T =
1

2
p2
x +

ω2
1

2
x2 − ω2

1

2
y2 + iω2

1xy +
1

2
p2
v

+
ω2

2

2
v2 − ω2

2

2
w2 + iω2

2vw + µ0Φ0 + µ1Φ1. (5.48)

Las condiciones de norma que incluyen un término lineal en los momentos son

γ0α = y − ix− ig1(x)− ig2(x)px,

γ1α = w − iv − ih1(v)− ih2(v)pv, (5.49)

siendo necesario definir

B = i(∂xg1 + px∂xg2), C = i(∂vh1 + pv∂vh2) (5.50)

con la finalidad de manejar y calcular de forma fácil la matriz asociada forma-
da por el conjunto de constricciones χA = (Φ0, γ0α,Φ1, γ1α), con la matriz de
constricciones de segunda clase BAB = {χA, χB} dada por

Bab =


0 B 0 0

−B 0 0 0
0 0 0 C
0 0 −C 0

 . (5.51)

La determinante para (5.51) debe ser diferente de cero, si queremos un mapéo
que sea efectivo. La determinante es

detBab = B2C2 = (∂xg1 + px∂xg2)2(∂vh1 + pv∂vh2)2, (5.52)

y por medio del uso de estas constricciones, obtenemos el Hamiltoniano reducido
para estas condiciones de norma

H1Cons = [
1

2
+
ω2

1

2
g2

2(x)]p2
x + ω2

1g1(x)g2(x)px +
ω2

1

2
g2

1(x)

+[
1

2
+
ω2

2

2
h2

2(v)]p2
v + ω2

2h1(v)h2(v)pv +
ω2

2

2
h2

1(v),

(5.53)
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y el Lagrangiano que obtenemos de este Hamiltoniano es

L1Cons = ẋpx + ẏpy + v̇pv + ẇpw −H1Cons, (5.54)

con la variación que es hecha para este Lagrangiano, es posible obtener los
momentos

δL1Cons = δẋpx + ẋδpx + δẏpy + ẏδpy

δv̇pv + v̇δpv + δẇpw + ẇδpw − δH1Cons

= δẋpx + ẋδpx +
d

dt
(pyδy)− ṗyδy + ẏδpy

δv̇pv + v̇δpv +
d

dt
(pwδw)− ṗwδw + ẇδpw − δH1Cons

=
d

dt
(pxδx)− ṗxδx+ ẋδpx +

d

dt
(pyδy)− ṗyδy + ẏδpy

d

dt
(pvδv)− ṗvδv + v̇δpv +

d

dt
(pwδw)

−ṗwδw + ẇδpw − δH1Cons,

(5.55)

y con la finalidad de establecer una reducción, se utilizan a continuación las
siguientes relaciones

ṗyδy = iṗyδx+ iṗy∂xg1δx+ iṗypx∂xg2δx+ ig2ṗyδpx

= −ṗxδx− ṗx∂xg1δx− ṗxpx∂xg2δx− g2ṗxδpx,

(5.56)

ṗwδw = iṗwδv + iṗw∂vh1δv + iṗwpv∂vh2δv + ih2ṗwδpv

= −ṗvδv − ṗv∂vh1δv − ṗvpv∂vh2δv − h2ṗvδpv,

(5.57)

donde se ha usado en concreto

y = ix+ ig1(x) + ig2(x)px, (5.58)

ẏ = iẋ+ i∂xg1(x)ẋ+ i∂xg2(x)ẋpx + ig2(x)ṗx,

w = iv + ih1(v) + ih2(v)pv,

ẇ = iv̇ + i∂vh1(v)v̇ + i∂vh2(v)v̇pv + ih2(v)ṗv,
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y la variación para la acción es

δL1Cons =
d

dt
[−(px∂xg1 + p2

x∂xg2)δx− g2δp
2
x

2

−(pv∂vh1 + p2
v∂vh2)δv − h2δp

2
v

2
]

+[ṗx∂xg1 +
1

2

dp2
x

dt
∂xg2 −

∂H1Cons

∂x
]δx

+[ṗv∂vh1 +
1

2

dp2
v

dt
∂vh2 −

∂H1Cons

∂v
]δv

−[∂xg1(x)ẋ+ ∂xg2(x)ẋpx +
∂H1Cons

∂px
]δpx

−[∂vh1(v)v̇ + ∂vh2(v)v̇pv +
∂H1Cons

∂pv
]δpv, (5.59)

resultando los momentos

px =
−(ẋ∂xg1 + ω2

1g1g2)

(ω2
1g

2
2 + ∂xg2ẋ+ 1)

, (5.60)

pv =
−(v̇∂vh1 + ω2

2h1h2)

(ω2
2h

2
2 + ∂vh2v̇ + 1)

, (5.61)

siendo posible ahora encontrar el Lagrangiano que es reducido por las constric-
ciones

L1Cons = ẋpx + (ẏpy)Cons + v̇pv + (ẇpw)Cons −H1Cons,

(5.62)

además debemos notar que en la parte cinética agregamos el śımbolo ()Cons
con la intención de indicar que aqúı también se aplican las constricciones y las
condiciones de norma. A partir de lo anterior podemos utilizar las definiciones
de los momentos en la variación para el Lagrangiano

LCons = gαβ(x, v, ẋ, v̇)ẊαẊβ + IαẊ
α − kαβXαXβ , (5.63)

con X = (x, v) y donde

gαβ =

(
E 0
0 F

)
, (5.64)

y además

kαβ =

(
k11 0

0 k22

)
, (5.65)
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de tal forma que

A =
1

(ω2
1g

2
2(x) + ẋ∂xg2(x) + 1)

(5.66)

B =
1

(ω2
2h

2
2(v) + v̇∂vh2(v) + 1)

(5.67)

E = [A(∂xg1(x))2 −A2ω2
1g1(x)g2(x)∂xg1(x)∂xg2(x)− A2

2
(∂xg1(x))2

−A
2

2
ω2

1g
2
2(x)(∂xg1(x))2 − A2

2
(∂xg1(x))2(∂xg2(x))ẋ],

F = [B(∂vh1(v))2 −B2ω2
2h1(v)h2(v)∂vh1(v)∂vh2(v)− B2

2
(∂vh1(v))2

−B
2

2
ω2

2h
2
2(v)(∂vh1(v))2 − B2

2
(∂vh1(v))2(∂vh2(v))v̇], (5.68)

I1 = Aω2
1g1(x)g2(x)∂xg1(x)− A2

2
ω4

1g
2
1(x)g2

2(x)∂xg2(x)

−A2ω2
1g1(x)g2(x)∂xg1(x)−Aω2

1g1(x)g2(x)∂xg1(x)

−A2ω4
1g1(x)g3

2(x)∂xg1(x), (5.69)

I2 = Bω2
2h1(v)h2(v)∂vh1(v)− B2

2
ω4

2h
2
1(v)h2

2(v)∂vh2(v)

−B2ω2
2h1(v)h2(v)∂vh1(v) +Bω2

2h1(v)h2(v)∂vh1(v)

−B2ω4
2h1(v)h3

2(v)∂vh1(v), (5.70)

k11 = Aω4
1g

2
1(x)g2

2(x)− A2

2
ω4

1g
2
1(x)g2

2(x)− A2

2
ω6

1g
2
1(x)g4

2(x)

+Aω4
1g

2
1(x)g2

2(x)− ω2
1

2
g2

1(x), (5.71)

k22 = Bω4
2h

2
1(v)h2

2(v)− B2

2
ω4

2h
2
1(v)h2

2(v)− B2

2
ω6

2h
2
1(v)h4

2(v)

+Bω4
2h

2
1(v)h2

2(v)− ω2
2

2
h2

1(v), (5.72)

encontrando que hay una métrica asociada que depende de las velocidades en la
parte cinética. Otro caso que tiene una relación con este procedimiento son las
teoŕıas de orden superior en las cuales estableceremos una condición de norma
que es diferente a la trivial y = 0, resultando que estas condiciones de norma
tienen una relación con las condiciones de realidad [11].

En la siguiente sección aplicamos el método complejo aqúı descrito al caso
de las teoŕıas de orden superior para el modelo de Pais-Uhlenbeck.
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Caṕıtulo 6

Teoŕıa de Orden Superior
Compleja

En esta sección nos enfocaremos en un caso concreto al cual le podemos
aplicar el método aqúı descrito. Las teoŕıas de orden superior nos podŕıan ayudar
a resolver muchos problemas que existen actualmente en la f́ısica contemporanea.
Sin embargo, estas teoŕıas no han tenido avances que sean significativos en la
actualidad. En este caṕıtulo veremos la aplicación concreta de nuestro método
al modelo de Pais-Uhlenbeck y consideraremos una manera de incluir inter-
acciones. En trabajos anteriores se ha propuesto una transformación canónica
compleja [22] que establece una relación entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y
dos osciladores armónicos. Nosotros retomaremos este trabajo, pero desde otro
punto de vista en el que se considera a las transformaciones canónicas como
un caso muy especial y analizaremos la manera de establecer las condiciones de
norma que generen una relación concreta entre estos modelos partiendo de una
generalización compleja.

Como en el caso de los ejemplos expuestos anteriormente encontramos que
para la generalización compleja del modelo de Pais-Uhlenbeck, que también re-
sulta ser una función holomorfa de multiples variables complejas, tenemos cierta
libertad de norma que podremos aprovechar y a través de las transformaciones
de norma relacionar a diferentes modelos que son reales.

Anteriormente se ha mostrado la equivalencia clásica entre el modelo de Pais-
Uhlenbeck y el oscilador armónico. Sin embargo, cuánticamente hablando esta
equivalencia desaparece y ya no es posible plantear de una manera adecuada
la cuantización de este modelo. En esta parte del trabajo nos enfocaremos en
resolver este problema por medio de la integral de camino y el uso del teorema
de Fradkin-Vilkovisky.

71
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6.1. Modelo de Pais-Uhlenbeck Complejo

Para comenzar consideremos una teoŕıa con derivada temporal de orden su-
perior compleja, para ser espećıficos consideremos el modelo de Pais-Uhlenbeck
complejo, el cual tiene cierta libertad de norma que aqúı mostraremos. En con-
secuencia demostraremos que imponiendo distintas condiciones de norma, pode-
mos proyectar el sistema a diferentes teoŕıas reales.

El Lagrangiano para el modelo de Pais-Uhlenbeck complejo es dado por

S =

∫ t1

t0

dt{−1

2
z̈2 +

(ω2
1 + ω2

2)

2
ż2 − ω2

1ω
2
2

2
z2}, (6.1)

donde z puede ser separada en parte real y en parte imaginaria

z = x+ iy, (6.2)

explicitamente tenemos

S =

∫ t1

t0

dt{−1

2
ẍ2 +

(ω2
1 + ω2

2)

2
ẋ2 − ω2

1ω
2
2

2
x2 +

1

2
ÿ2 − (ω2

1 + ω2
2)

2
ẏ2

+
ω2

1ω
2
2

2
y2 + i[−ẍÿ + (ω2

1 + ω2
2)ẋẏ − ω2

1ω
2
2xy]}. (6.3)

De la variación de la acción obtenemos lo siguiente

δS =

∫ t1

t0

dt{[−x(4) − (ω2
1 + ω2

2)ẍ− ω2
1ω

2
2x− i(y(4) + (ω2

1 + ω2
2)ÿ

+ω2
1ω

2
2y)]δx+ [y(4) + (ω2

1 + ω2
2)ÿ + ω2

1ω
2
2y − i(x(4) + (ω2

1 + ω2
2)ẍ

+ω2
1ω

2
2x)]δy}. (6.4)

Esta expresión muestra que no todas las ecuaciones de movimiento son indepen-
dientes lo que implica que habrá una libertad de norma en la teoŕıa. Para ver
esto explicitamente introducimos el formalismo Hamiltoniano, por comparar los
momentos canónicos, siguiendo el formalismo de Ostrogradsky [12] con lo que
obtenemos

px = x(3) + (ω2
1 + ω2

2)ẋ+ i(y(3) + (ω2
1 + ω2

2)ẏ), (6.5)

py = −y(3) − (ω2
1 + ω2

2)ẏ + i(x(3) + (ω2
1 + ω2

2)ẋ),

pv = −ẍ− iÿ,
pw = ÿ − iẍ.

Es importante notar que estos momentos son complejos y estan relacionados
por las dos constricciones primarias

Φ1 = px + ipy ≈ 0,

Φ2 = pv + ipw ≈ 0. (6.6)
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A partir de aqúı ya podemos introducir el Hamiltoniano canónico

H(x,y) = ẋpx + ẏpy + v̇pv + ẇpw − L (6.7)

donde la estructura simpléctica deducida de la transformación de Legendre es
dada por

{x, px} = 1, {y, py} = 1,

{v, pv} = 1, {w, pw} = 1. (6.8)

Explicitamente el Hamiltoniano es

H(x,y) = vpx + wpy −
1

2
p2
v −

(ω2
1 + ω2

2)

2
v2

+
(ω2

1 + ω2
2)

2
w2 +

ω2
1ω

2
2

2
x2 − ω2

1ω
2
2

2
y2 + i

(
ω2

1ω
2
2xy − (ω2

1 + ω2
2)vw

)
(6.9)

En la definición del Hamiltoniano usamos la establecida por el formalismo de
Ostrogradsky donde las velocidades v = ẋ y w = ẏ son consideradas grados de
libertad independientes. El Hamiltoniano total es

HT = H(x,y) + µ1Φ1 + µ2Φ2 (6.10)

de lo que obtenemos las respectivas ecuaciones de movimiento

ẋ =
∂H(x,y)

∂px
+ µ1

∂Φ1

∂px
+ µ2

∂Φ2

∂px
= v + µ1, (6.11)

ẏ =
∂H(x,y)

∂py
+ µ1

∂Φ1

∂py
+ µ2

∂Φ2

∂py
= w + iµ1, (6.12)

v̇ =
∂H(x,y)

∂pv
+ µ1

∂Φ1

∂pv
+ µ2

∂Φ2

∂pv
= −pv + µ2, (6.13)

ẇ =
∂H(x,y)

∂pw
+ µ1

∂Φ1

∂pw
+ µ2

∂Φ2

∂pw
= iµ2, (6.14)

ṗx = −
∂H(x,y)

∂x
− µ1

∂Φ1

∂x
− µ2

∂Φ2

∂x
= −ω2

1ω
2
2x− iω2

1ω
2
2y, (6.15)

ṗy = −
∂H(x,y)

∂y
− µ1

∂Φ1

∂y
− µ2

∂Φ2

∂y
= −ω2

1ω
2
2y + iω2

1ω
2
2x, (6.16)

ṗv = −
∂H(x,y)

∂v
− µ1

∂Φ1

∂v
− µ2

∂Φ2

∂v
= −px + (ω2

1 + ω2
2)v + i(ω2

1 + ω2
2)w,

(6.17)

ṗw = −
∂H(x,y)

∂w
− µ1

∂Φ1

∂w
− µ2

∂Φ2

∂w
= −py − (ω2

1 + ω2
2)w + i(ω2

1 + ω2
2)v.

(6.18)

De lo anterior notamos la libertad de norma en la evolución. Por otro lado, tam-
bién necesitamos revisar lo que pasa con la evolución de las constricciones y ver
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si existen más constricciones, secundarias, en nuestro sistema. De la evolución
de las constricciones se tiene que

Φ̇1 = {Φ1, HT } = 0, Φ̇2 = {Φ2, HT } = −Φ1, (6.19)

de donde concluimos que nuestras constricciones (Φ1,Φ2) son constricciones
complejas de primera clase y éstas generan transformaciones de norma. Las
variaciones generadas por estas constricciones de primera clase y que dejan
invariante al Hamiltoniano son dadas por

δx = {x, ε1Φ1 + ε2Φ2} = ε1, δy = {y, ε1Φ1 + ε2Φ2} = iε1, (6.20)

δv = {v, ε1Φ1 + ε2Φ2} = ε2, δw = {w, ε1Φ1 + ε2Φ2} = iε2,

δpx = {px, ε1Φ1 + ε2Φ2} = 0, δpy = {py, ε1Φ1 + ε2Φ2} = 0,

δpv = {pv, ε1Φ1 + ε2Φ2} = 0, δpw = {pw, ε1Φ1 + ε2Φ2} = 0,

de lo que podemos notar que nuestra transformación de norma implica que las
variables, o componentes, y, w adquieren una parte compleja por lo tanto si
nosotros queremos fijar la norma debemos considerar este hecho en la cuenta
de los grados de libertad. Con esto en mente queremos mostrar que bajo un
conjunto de condiciones de norma el modelo de Pais-Uhlebeck complejo esta
relacionado al modelo real.

Es importante también definir el número de grados de libertad de nuestro
espacio fase antes de aplicar nuestras condiciones de norma. Tomando en cuenta
que nuestros cuatro momentos son cantidades complejas (px, py, pv, pw) hemos
asociado a ellos 8 grados de libertad reales, además tenemos cuatro variables de
configuración reales o grados de libertad (x, y, v, w) que dan como resultado un
espacio fase con 12 grados de libertad.

Por otro lado, dado que tenemos las constricciones de primera clase y las
condiciones de norma, los grados de libertad efectivos se reducen de la siguiente
manera: Se empieza del espacio fase con 12 grados de libertad, de los que resta-
mos 4 debido a las dos constricciones complejas de primera clase y 4 debido a
las dos condiciones de norma complejas. Lo anterior implica que los grados de
libertad reales son 12 − 8 = 4 lo cual corresponde a los grados de libertad del
espacio fase reducido para el modelo de Pais-Uhlenbeck.

También podemos notar que a nivel Lagrangiano y a nivel Hamiltoniano se
cumple con

δLC = 0, δHT = {HT , ε
1Φ1 + ε2Φ2} = 0, (6.21)

donde LC es el Lagrangiano complejo de orden superior asociado a la acción
inicial dada en esta sección y donde estamos aplicando las transformaciones
anteriores para estas cantidades. La condición de norma que establece la relación
entre el modelo complejo y el modelo real es dada por

Γ1 = y ≈ 0, (6.22)

Γ2 = w ≈ 0, (6.23)
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donde se piensa a estas condiciones como expresiones complejas en el sentido de
que las transformaciones de norma dan a estas variables una parte imaginaria.
La evolución de estas condiciones de norma implica

ẏ = Γ̇1 = {Γ1, HT } = Γ2 + iµ1, (6.24)

ÿ = ẇ = Γ̇2 = {Γ2, HT } = iµ2, (6.25)

por lo que los multiplicadores de Lagrange µ1 y µ2 son fijados a cero. De lo
anterior concluimos que

y(3) = ẅ = Γ̈2 = {{Γ2, HT }, HT } = 0. (6.26)

Además, la matriz del conjunto completo de constricciones formada por χA =
(Φ1,Φ2,Γ1,Γ2), que incluye a las constricciones de primera clase y a sus condi-
ciones de norma es

DAB =


0 0 i 0
0 0 0 i
−i 0 0 0

0 −i 0 0

 , (6.27)

con determinante det{DAB} = 1 y Hamiltoniano

H(w,y=0) = vpx −
1

2
p2
v −

(ω2
1 + ω2

2)

2
v2 +

ω2
1ω

2
2

2
x2. (6.28)

Los paréntesis de Dirac son

{x, px}∗ = 1, {v, pv}∗ = 1. (6.29)

Usando estos paréntesis las transformaciones de norma desaparecen en conse-
cuencia la evolución bajo las condiciones de norma es real. Por otro lado, con
respecto a los momentos éstos son separados en parte real y en parte imaginaria

px = pxR + ipxI , py = −pxI + ipxR, (6.30)

pv = pvR + ipvI , pw = −pvI + ipvR, (6.31)

pero podemos observar de la expresión (6.5) junto con (6.24)-(6.26) que la parte
imaginaria desaparece para tener

px ≈ pxR, pv ≈ pvR. (6.32)

Por otra parte, tomando en cuenta que x y v son reales, los paréntesis de Dirac
son

{x, pxR}∗ = 1, {v, pvR}∗ = 1. (6.33)

Finalmente, el Hamiltoniano reducido es

HPU = vpxR −
1

2
p2
vR −

(ω2
1 + ω2

2)

2
v2 +

ω2
1ω

2
2

2
x2. (6.34)
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El cual es conocido como el Hamiltoniano real de Pais-Uhlenbeck. Entonces
a partir del método antes descrito planteamos la generalización compleja la
cual tiene una libertad de norma que es manejada fijando las condiciones de
norma (6.22) concluyendo en la obtención del modelo real de Pais-Uhlenbeck.
En este sentido, se dice que el modelo real de Pais-Uhlenbeck es incluido en
nuestro modelo complejo. Por otro lado, se puede seleccionar diferentes tipos de
condiciones de norma y de ellas obtener un sistema diferente que esta relacionado
en el espacio complejo a un modelo real de Pais-Uhlenbeck.

Por otra parte, se puede elegir el siguiente conjunto de condiciones de norma

γ1 = pv − ω2
2x− iω2

1y ≈ 0 (6.35)

junto con
γ2 = px − ω2

1v − iω2
2w ≈ 0, (6.36)

para fijar la norma de las constricciones de primera clase (6.6). Los paréntesis
entre las constricciones y las condiciones de norma son

{Φ1, γ1} = −(ω2
1 − ω2

2), {Φ2, γ2} = (ω2
1 − ω2

2), (6.37)

{γ1, γ2} = (ω2
1 − ω2

2),

y la evolución temporal de las condiciones de norma resulta

γ̇1 = {γ1, HT } = −γ2 + µ1(ω2
1 − ω2

2) ≈ 0, (6.38)

γ̇2 = {γ2, HT } = ω2
1γ1 + i(ω2

1 − ω2
2)y − µ2(ω2

1 − ω2
2) ≈ 0,

µ1 =
1

(ω2
1 − ω2

2)
γ2, µ2 ≈ iy. (6.39)

Para revisar que las condiciones de norma (6.35) y (6.36) son buenas condiciones
de norma se necesita mostrar que junto con las constricciones (6.6) forman un
buen conjunto de constricciones de segunda clase. Con lo anterior podemos
definir

χA = (Φa, γb), (6.40)

con a, b = 1, 2 y A,B = 1, ..., 4. Con el paréntesis de Poisson

{χA, χB} = CAB (6.41)

podemos construir la siguiente matriz

CAB =


0 0 (ω2

2 − ω2
1) 0

0 0 0 −(ω2
2 − ω2

1)
−(ω2

2 − ω2
1) 0 0 (ω2

1 − ω2
2)

0 (ω2
2 − ω2

1) (ω2
2 − ω2

1) 0

 . (6.42)

En consecuencia la determinante de esta matriz es

det (CAB) = (ω2
1 − ω2

2)4. (6.43)
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Por lo que tenemos unas bien definidas condiciones de norma solo en el caso de
frecuencias diferentes. Usando estas constricciones y las condiciones de norma se
eliminan los momentos imaginarios sobrantes resultando los paréntesis de Dirac.

También a causa de que el conjunto completo de constricciones (6.40) es
un conjunto de constricciones de segunda clase toda transformación de norma
desaparece bajo los paréntesis de Dirac y nuestro espacio fase reducido queda
bien definido. Considerando que el Hamiltoniano en términos de las variables
del espacio fase reducido corresponde a

Hoa =
(ω2

1 − ω2
2)

2
v2 + (ω2

1 − ω2
2)
ω2

2

2
x2 +

(ω2
1 − ω2

2)

2
w2 + (ω2

1 − ω2
2)
ω2

1

2
y2 (6.44)

con los correspondientes paréntesis de Dirac

{x, v}∗ =
1

(ω2
1 − ω2

2)
, {y, w}∗ =

1

(ω2
1 − ω2

2)
. (6.45)

Además de las condiciones de norma que fijan los multiplicadores de Lagrange
como (6.39) obtenemos las variables reales y y w junto con su evolución que
es determinada por el Hamiltoniano (6.44) y los paréntesis de Dirac (6.45).
Con respecto a la cuenta de los grados de libertad se inicia de un espacio fase
de dimensión 12 que es determinado por los grados de libertad reales para las
variables x, y, v, w y 2 grados de libertad para cada momento px, py, pv, pw. En
estos grados de libertad restamos 4 debido a las constricciones de primera clase y
4 debido a las condiciones de norma. Finalmente, terminamos con un espacio fase
reducido de 4 dimensiones. Si consideramos también el Hamiltoniano (6.44) y la
estructura simpléctica (6.45), es posible introduicir la siguiente transformación
de contacto

σR = (ω2
1 − ω2

2)
1
2x, σI = (ω2

1 − ω2
2)

1
2 y, (6.46)

pσR = (ω2
1 − ω2

2)
1
2 v, pσI = (ω2

1 − ω2
2)

1
2w, (6.47)

con ω1 > ω2. En estas nuevas variables el Hamiltoniano (6.44) es

Hcs =
p2
σR

2
+
ω2

2

2
σ2
R +

p2
σI

2
+
ω2

1

2
σ2
I , (6.48)

y los paréntesis de Dirac resultan ser

{σR, pσR} = 1, {σI , pσI} = 1. (6.49)

Aqúı se ve explicitamente que para las condiciones de norma (6.35) y (6.36) el
modelo de orden superior de Pais- Uhlenbeck es reducido a un sistema de dos
osciladores armónicos reales desacoplados. Este sistema puede ser fácilmente
cuantizado y en este sentido la elección de norma seleccionada en (6.35) y (6.36)
es una buena elección de norma, donde la norma (6.22) no es una buena elec-
ción, ya que terminamos con un teoŕıa que no es posible cuantizar al menos si
introducimos interacciones.



78 CAPÍTULO 6. TEORÍA DE ORDEN SUPERIOR COMPLEJA

6.2. Transformación de Norma

En este punto resulta interesante ver cual es la transformación de norma
que hay entre el modelo de Pais-Uhlenbeck real y dos osciladores armónicos.
Podemos empezar por establecer la transformación de norma que hay entre
estos sistemas y que es aplicada a la generalización compleja del modelo de
Pais-Uhlenbeck la cual es

x′ = x− iδγ1{x,Φ1}, v′ = v − iδγ2{v,Φ2}, (6.50)

δγ1 = γ1 − Γ1 = pv − ω2
2x− iω2

1y − y,
δγ2 = γ2 − Γ2 = px − ω2

1v − iω2
2w − w, (6.51)

Sin embargo, dado que las transformaciones establecen diferentes variables fi-
nales es necesario usar las condiciones de norma (6.35) y (6.36) para obtener

p′vR ≈ ω2
2x+ iω2

1y,

p′xR ≈ ω2
1v + iω2

2w, (6.52)

lo cual aplicado en la transformación de norma resulta ser

x′ = x+ iy,

v′ = v + iw. (6.53)

La transformación de norma anterior (6.53) junto con la transformación de los
momentos (6.52) nos lleva del modelo de Pais-Uhlenbeck real (6.34), sustituimos
la expresión de las variables primadas en el Hamiltoniano de Pais-Uhlenbeck,
al Hamiltoniano equivalente salvo una transformación de contacto de dos os-
ciladores armónicos reales (6.44), variables sin primar.

Debemos tomar en cuenta que esta transformación no es canónica real y si
tiene una relación con una transformación canónica compleja.

Además hay que tener presente que usamos las condiciones de norma (6.35)
y (6.36) en la definición de los momentos, lo cual es valido ya que estamos
pasando del modelo de Pais-Uhlenbeck a los osciladores armónicos.

Con la transformación anterior notamos que para este caso debemos de
perder Hermiticidad en alguno de los dos modelos para lograr encontrar una
transformación que parta del formalismo de Ostrogradsky a la formulación La-
grangiana habitual de dos osciladores armónicos.

6.3. Fuentes Complejas

En esta sección se incluyen interacciones en el modelo de Pais-Uhlenbeck
complejo de tal forma que se produce una interacción consistente al nivel de
oscilador armónico, i. e. las interacciones son consistentes con las constricciones
y las condiciones de norma (6.35) y (6.36). Un punto importante para intro-
ducir cualquier potencial de autointeracción es encontrar una manera de incluir
fuentes y aún más complicado es incluir fuentes complejas. Sin embargo, se
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puede empezar a usar la mecánica clásica para ilustrar el comportamiento de
una fuente compleja en la ecuación de movimiento.

Como punto de partida incluiremos una fuente compleja donde consideramos
la formulación Hamiltoniana compleja de Ostrogradsky. El Hamiltoniano com-
plejo con fuentes es

HS = H(x,y) − Jx−Kpx − Ly −Mpy −Nv −Opv −Rw −Qpw (6.54)

cuyas ecuaciones de movimiento son

ẋ =
∂HS

∂px
= v −K, ẏ =

∂HS

∂py
= w −M, (6.55)

v̇ =
∂HS

∂pv
= −pv −O, ẇ =

∂H(x,y)

∂pw
= −Q,

ṗx = −∂HS

∂x
= −ω2

1ω
2
2x− iω2

1ω
2
2y + J,

ṗy = −∂HS

∂y
= ω2

1ω
2
2y − iω2

1ω
2
2x+ L,

ṗv = −∂Hs

∂v
= −px + (ω2

1 + ω2
2)v + i(ω2

1 + ω2
2)w +N,

ṗw = −∂HS

∂w
= −py − (ω2

1 + ω2
2)w + i(ω2

1 + ω2
2)v +R,

en las cuales los momentos con fuente son

px = v̈ + Ȯ + (ω2
1 + ω2

2)v + i(ω2
1 + ω2

2)w +N, (6.56)

py = iv̈ + iȮ + i(ω2
1 + ω2

2)v − (ω2
1 + ω2

2)w + iN,

pv = −v̇ −O,
pw = −iv̇ − iO,

y usando (6.55) se puede concluir que

N + iR ≈ 0, J + iL ≈ 0. (6.57)

Otras relaciones que son deducidas de (6.55) y las condiciones de norma (6.35)
y (6.36) son

−JI − ω2
2OI − ω2

2QR ≈ 0, −JR − ω2
1OR + ω2

1QI ≈ 0, (6.58)

−ω2
1KI − ω2

1MR −NI ≈ 0, −ω2
2KR + ω2

2MI −NR ≈ 0.

De esta forma hemos mostrado que las condiciones de norma (6.35) y (6.36)
originan restricciones en las fuentes de los campos. Sin embargo, hasta este
punto aún no es claro como incluir potenciales de interacción en el modelo.
La manera más fácil es introducir potenciales complejos que son reducidos a
cantidades reales usando las constricciones y condiciones de norma. Con el fin
de aplicar este método, se considera

z̄ =
(ω2

1 + ω2
2)

(ω2
1 − ω2

2)
z − 2

(ω2
1 − ω2

2)
pv (6.59)
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de lo que aplicando la condición de norma (6.35) la reducimos a la variable
conjugada

z∗ = z̄ |rec= x− iy (6.60)

de esta manera es posible introducir el siguiente potencial de interacción

U1Int =
λ1

4!24
[

2ω2
1

(ω2
1 − ω2

2)
z − 2

(ω2
1 − ω2

2)
pv]

4. (6.61)

Otro posible potencial de interacción es

U2Int =
λ2

4!(2i)4
[− 2ω2

2

(ω2
1 − ω2

2)
z +

2

(ω2
1 − ω2

2)
pv)]

4 (6.62)

y finalmente

U3Int = − λ3

4!16
[

2ω2
1

(ω2
1 − ω2

2)
z − 2

(ω2
1 − ω2

2)
pv]

2[− 2ω2
2

(ω2
1 − ω2

2)
z +

2

(ω2
1 − ω2

2)
pv)]

2.

(6.63)
Separando in parte real y parte imaginaria la variable z dentro de cada potencial
obtenemos

U1Int(x,y) =
λ1

4!24
[

2ω2
1

(ω2
1 − ω2

2)
(x+ iy)− 2

(ω2
1 − ω2

2)
pv]

4, (6.64)

U2Int(x,y) =
λ2

4!(2i)4
[− 2ω2

2

(ω2
1 − ω2

2)
(x+ iy) +

2

(ω2
1 − ω2

2)
pv]

4,

(6.65)

U3Int(x,y) = − λ3

4!16
{ 2ω2

1

(ω2
1 − ω2

2)
(x+ iy)− 2

(ω2
1 − ω2

2)
pv}2

·{− 2ω2
2

(ω2
1 − ω2

2)
(x+ iy) +

2

(ω2
1 − ω2

2)
pv}2,

(6.66)

y el potencial total de interacción es

UT (x,y) = U1Int(x,y) + U2Int(x,y) + U3Int(x,y). (6.67)

Es importante notar que simplemente hemos recuperado la relación que ya exis-
t́ıa entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y los osciladores armónicos del caṕıtulo
1 para sugerir la forma más natural de establecer los potenciales de interacción,
pero en nuestro caso desde un punto de vista Hamiltoniano. El Hamiltoniano
total con potenciales de interacción es

HG(x,y) = HT + UT (x,y). (6.68)

El nuevo Hamiltoniano que incluye potenciales de interacción lleva a la siguiente
evolución de las constricciones de primera clase

{Φ1, HG(x,y)} = 0, (6.69)

{Φ2, HG(x,y)} = −Φ1. (6.70)
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De esta manera las interacciones son consistentes con las constricciones. Además,
cuando aplicamos las constricciones, las condiciones de norma, y las transfor-
maciones de contacto los potenciales de interacción son reducidos a

U1Int(x,y)|rec =
λ1

4!
σ4
R, U2Int(x,y)|rec =

λ2

4!
σ4
I ,

U3Int(x,y)|rec =
λ3

4!
σ2
Rσ

2
I , (6.71)

El Hamiltoniano aplicando estas condiciones es

HG(x,y)|rec = Hcs + U1Int(x,y)|rec + U2Int(x,y)|rec + U3Int(x,y)|rec. (6.72)

En este punto, se ha desarrollado un procedimiento con la finalidad de introducir
potenciales de interacción y fuentes concluyendo que la simetŕıa de norma se
preserva para ambos tanto para el modelo de Pais- Uhlenbeck como para el
modelo de Pais-Uhlenbeck con un potencial de interacción. Esta formulación
nos permitirá incluir la integral de camino con la finalidad de lograr una teoŕıa
cuántica de este modelo.

En la siguiente sección vamos a cuantizar el modelo de Pais-Uhlenbeck com-
plejo usando la formulación de path integral.

6.4. Integral de Camino

Para mostrar una manera de lograr la cuantización para este sistema, se
empieza por el formalismo de la integral de camino que incluye la simetŕıa de
norma y las condiciones de norma.

Para construir la integral de camino, introducimos la siguiente notación

Θa = (x, y, v, w), Πa = (px, py, pv, pw), (6.73)

J a = (J, L,N,R), Ka = (K,M,O,Q)

con Θa una cantidad real, y Πa compleja en general. Las fuentes J a y Ka son
complejas en general. Para la medida de la integral de camino se incluyen las
constricciones y la condición de norma como un conjunto de constricciones de
segunda clase, considerando que la matriz de los paréntesis de Poisson es dada
por (6.42). En consecuencia la medida corresponde a

Dµ = DΘaDΠa det | {χA, χB} |
4∏
C

δ(χC) (6.74)

y la integral de camino total es

Z =

∫
Dµ exp[i

∫
dt(ẋpx + ẏpy + v̇pv + ẇpw −H(x,y) + ΘaJa + ΠaKa)].

(6.75)
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Usando la delta de las constricciones y las condiciones de norma se integra sobre
todos los momentos, resultando que

ZR =

∫
DxDyDvDw exp{i

∫
dt
(
[(ω2

1 − ω2
2)ẋv + (ω2

1 − ω2
2)

ẏw −Hoa + x(−JR − ω2
2OR + ω2

2QI) + y(JI + ω2
1OI + ω2

1QR)

+v(−NR − ω2
1KR + ω2

1MI) + w(NI + ω2
2KI + ω2

2MR)]

+i[x(−JI − ω2
2OI − ω2

2QR) + y(−JR − ω2
1OR + ω2

1QI)

+v(−NI − ω2
1KI − ω2

1MR) + w(−NR − ω2
2KR + ω2

2MI)]
)
}, (6.76)

Por otro lado la fuente satisface idénticamente la relación (6.58), la parte ima-
ginaria se cancela y no contribuye a la integral de camino. De lo anterior se
obtiene

ZR =

∫
DxDyDvDw exp{i

∫
dt
(
[(ω2

1 − ω2
2)ẋv (6.77)

+(ω2
1 − ω2

2)ẏw −Hoa + (ω2
1 − ω2

2)x(OR −QI) + (ω2
1 − ω2

2)y(OI +QR)

+(ω2
1 − ω2

2)v(−KR +MI) + (ω2
1 − ω2

2)w(−KI −MR)]
)
}.

Con la finalidad de mostrar que este potencial efectivo corresponde a la integral
de camino de dos osciladores armónicos desacoplados con fuentes se implementa
una transformación de contacto para las variables y fuentes dadas por

σR = (ω2
1 − ω2

2)
1
2x, pσR = (ω2

1 − ω2
2)

1
2 v, (6.78)

σI = (ω2
1 − ω2

2)
1
2 y, pσI = (ω2

1 − ω2
2)

1
2w,

ℵR = (ω2
1 − ω2

2)
1
2 (OR −QI), ℵI = (ω2

1 − ω2
2)

1
2 (OI +QR),

kR = (ω2
1 − ω2

2)
1
2 (−KR +MI), kI = (ω2

1 − ω2
2)

1
2 (−KI −MR).

Para estas transformaciones la matriz Jacobiana resulta ser

| J |= 1

(ω2
1 − ω2

2)2
, dxdvdydw =| J | dσRdpσRdσIdpσI . (6.79)

De esta expresión (6.79) la path integral (8.4) es transformada a

Zoa = S

∫
DσRDσIDpσRDpσI exp{i

∫
dt (σ̇RpσR +σ̇IpσI (6.80)

−Hcs(σR, σI , pσR, pσI) + σRℵR + σIℵI + pσRkR + pσIkI)}

Donde Hcs esta dado por (6.48). De esta forma hemos empezado del modelo de
Pais-Uhlenbeck complejo y hemos fijado la condiciones de norma (6.35) y (6.36)
en la integral de camino terminando con la integral de camino de dos osciladores
armónicos reales desacoplados con fuentes.

En este punto es necesario mencionar que hemos reducido la elección de las
variables Hermı́ticas a una simple elección de norma en un espacio complejo a
partir de hacer una elección adecuada para un sistema en concreto que se desée
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estudiar. En nuestro caso hemos trabajado con el modelo de Pais-Uhlenbeck
de forma tal que establecimos una manera de agregar fuentes y por tanto in-
teracciones. Lo anterior tiene una relación con el método dado en [23] y las
condiciones de realidad de Ashtekar [11] las cuales en nuestra notación son una
elección de norma en concreto. En los siguientes caṕıtulos vamos a estudiar la
extensión de estas ideas a campos dependientes de la posición y el tiempo, lo
cual implica una formulación más general de nuestro método.

Es importante notar los pasos que hemos realizado: En el caṕıtulo 1 mostra-
mos con relativa facilidad que es posible pasar del modelo de dos osciladores
acoplados al modelo de Pais-Uhlenbeck usando el formalismo de Ostrograds-
ky. Sin embargo, hacer lo inverso no resulto ser tan trivial por lo que como
primer paso hicimos una extensión al plano complejo del modelo de P-U para
posteriormente notar la libertad de norma que nos permite encontrar una trans-
formación que relaciona ambos sistemas partiendo del modelo de orden superior
con la formulación de Ostrogradsky y que mapéa a los osciladores armónicos
reales. Simplemente hemos encontrado la transformación inversa que me pasa
del modelo de Pais-Uhlenbeck de orden superior a los dos osciladores armónicos
reales resultando que este mapéo se traduce en una transformación que ya no
es canónica real.
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Caṕıtulo 7

Campos de Primer Orden

Los campos f́ısicos además de la evolución temporal o variación en el tiempo
presentan también variación en el espacio. Lo anterior implica, conceptualmente
hablando, hacer una diferente descripción de nuestros sistemas pero estructural-
mente hablando resulta ser muy similar a la descripción anterior. La diferencia
esencial radica en el número infinito de grados de libertad que aqúı encontramos,
ya que vamos a tener uno o más grados de libertad por punto del espacio.

7.1. Modelo Sigma No-Lineal

Con el fin de establecer una metodoloǵıa retomaremos, hasta un cierto pun-
to, lo realizado en la sección 4.2 pero en esta ocasión no consideraremos la
reparametrización temporal desarrollada en ese apartado. Aplicando el méto-
do vamos a encontrar los modelos sigma no lineales considerando el siguiente
Lagrangiano complejo con métrica plana en la parte cinética

L =
1

2
(∂ψ)2 − m2

2
ψ2, (7.1)

en donde usamos como notación que ψ2 = δabψ
aψb, (∂ψ)2 = (∂µψa)(∂µψa) y

los sub́ındices cumplen con a, b = 1, ..., N . Dado que el campo de partida es
complejo podemos separarlo en parte real y parte imaginaria de la siguiente
manera

ψa = ϕaR + iϕaI , (7.2)

resultando de aqúı la densidad Lagrangiana compleja

LC =
1

2
(∂ϕR)2 − m2

2
ϕ2
R −

1

2
(∂ϕI)

2 +
m2

2
ϕ2
I

+i[(∂µϕR)(∂µϕI)−m2ϕRϕI ],

(7.3)

85
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y a partir de aqúı se pueden obtener los respectivos momentos

πRc =
∂LC
∂ϕ̇cR

= ϕ̇Rc + iϕ̇Ic, πIc =
∂LC
∂ϕ̇cI

= −ϕ̇Ic + iϕ̇Rc, (7.4)

de donde podemos observar que hay constricciones primarias

Φc = πRc + iπIc ≈ 0, (7.5)

Por otro lado también podemos utilizar una notación abreviada para la escritura
de los momentos

π2
R = πRaπ

a
R

con el fin de obtener la densidad Hamiltoniana usamos una transformación de
Legendre

HC = ϕ̇cRπRc + ϕ̇cIπIc − LC (7.6)

dando como resultado la siguiente expresión concreta

HCT = [
1

2
π2
R +

1

2
(∇ϕR)2 +

m2

2
ϕ2
R]− [

1

2
(∇ϕI)2 +

m2

2
ϕ2
I ]

−i[−(∇ϕaR · ∇ϕIa)−m2(ϕaRϕIa)] + µcΦc, (7.7)

con multiplicadores de Lagrange que incluyen a las constricciones. Es importante
notar que la parte cinética resulta ser

ϕ̇cRπRc + ϕ̇cIπIc = ϕ̇cR(ϕ̇Rc + iϕ̇Ic) + ϕ̇cI(−ϕ̇Ic + iϕ̇Rc) = π2
R (7.8)

La expresión simplificada de la densidad Hamiltoniana total es

HCT = [
1

2
π2
R +

1

2
(∇ϕR + i∇ϕI)2 +

m2

2
(ϕR + iϕI)

2] + µcΦc. (7.9)

Con la obtención de la densidad Hamiltoniana (7.7) ahora es posible determinar
la naturaleza de las constricciones primarias por medio de establecer la evolución
temporal correspondiente

Φ̇c = {Φc,HCT } ≈ 0, (7.10)

resultando que son constricciones de primera clase que tienen como caracteŕıstica
la existencia de algunos grados de libertad internos que no modifican alguna
propiedad en las observables f́ısicas.

Como tenemos constricciones de primera clase es necesario fijar normas para
estas constricciones. Aqúı elegiremos normas canónicas y las seleccionaremos de
forma tal que el sistema resultante sea más interesante que el original y sea
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una buena norma en el sentido de la teoŕıa de constricciones de Dirac [10].
Proponemos las siguientes condiciones de norma

Γc = [ϕIc − iϕRc + iVc(ϕR)] ≈ 0, (7.11)

la que forma un conjunto completo de constricciones con las constricciones de
primera clase si proponemos χA = (Φa, Γa) con el fin de formar la matriz ZAB =
{χA, χB} resultando explicitamente la expresión

ZAB =

(
0 −i ∂Vd∂ϕcR

i ∂Vd∂ϕcR
0

)
(7.12)

con determinante pensada diferente de cero

det(ZAB) = (
∂Vd
∂ϕcR

)(
∂V d

∂ϕRc
) 6= 0, (7.13)

y matriz inversa

ZAB =

(
0 −i( ∂Vd∂ϕcR

)−1

i( ∂Vd∂ϕcR
)−1 0

)
, (7.14)

de lo cual vemos que al multiplicar ambas matrices (7.12) y (7.14) tenemos la
unidad.

Por otro lado podemos sustituir a (7.11) con (7.5) en el Hamiltoniano (7.9)
resultando

HCCons =
1

2
π2
R +

1

2
[∇V (ϕR)]2 +

m2

2
V 2(ϕR). (7.15)

Además sustituyendo directamente en la expresión (7.6) las constricciones, obte-
nemos

LC = M c
aϕ̇

a
RπRc −HCTCons (7.16)

de donde M c
a = [ ∂V

c

∂ϕaR
].

Por otra parte es importante aclarar que los momentos constreñidos son

πRc = Mcaϕ̇
a
R (7.17)

A partir de la teoŕıa de Dirac [4] para las constricciones obtenemos los
paréntesis de Dirac. Usando los sub́ındices tenemos

{ϕgR, πRa}
∗ = {ϕgR, πRa} −

∫
dwZAB{ϕgR, ΦA}{ΓB , πRa}, (7.18)

o explicitamente teniendo en mente los sub́ındices A = (0, c), B = (0, d) tenemos

{ϕgR, πRa}
∗ = δgaδ(~x− ~y)−

∫
dwZAB [−δgc δ(~x− ~y)δdaδ(~y − ~w)

+(
∂Vd
∂ϕRa

)δgc δ(~y − ~w)]. (7.19)
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Y en concreto con lo anterior podemos decir

{ϕgR, πRa}
∗ = (M−1)dcδgc δdaδ(~x− ~y). (7.20)

En comparación a lo realizado en la sección 4.2 hemos elegido no establecer
una reparametrización que cambie al tiempo como fue hecho para el caso de
part́ıcula. Con esta elección buscaremos analizar la forma que adquiere la co-
rrespondiente densidad Lagrangiana.

La densidad Lagrangiana en concreto usando nuestro espacio de configu-
ración constreñido es

LC = M b
eM

s
b δas(

1

2
∂µϕ

e
R∂

µϕaR)− m2

2
V 2(ϕR), (7.21)

de lo que podemos definir una métrica con la expresión anterior la cual es
dependiente de los potenciales derivados respecto a los campos y es

ged =
∂V b

∂xe
∂Vb
∂xd

. (7.22)

La densidad Lagrangiana en el espacio de configuración constreñido es

LC =
1

2
gca∂µϕ

c
R∂

µϕaR −
m2

2
V 2(ϕR). (7.23)

Cabe mencionar que a partir de un Lagrangiano complejo podemos encontrar
una relación entre una densidad Lagrangiana real plana con d-dimensiones y
una variedad de Riemann que no está en el espacio plano. Lo anterior equivale
a un mapéo para los modelos sigma no-lineales.

7.2. Método aplicado al Campo Electromagnético

Con fines ilustrativos de nuestro modelo vamos a aplicar el método aqúı de-
sarrollado al campo electromagnético.

Primero que nada vamos a considerar la densidad Lagrangiana del cam-
po electromagnético real y por medio de ésta vamos a encontrar la respectiva
densidad Hamiltoniana para establecer si en nuestro sistema existen nuevas
constricciones. La densidad Lagrangiana con Aµ = (A0, Ai) es

L = −1

4
FµνF

µν = −1

2
ȦiȦ

i − 1

2
∂iA0∂

iA0 + Ȧi∂iA0

+
1

2
(∂iA

i)2 − 1

2
∂iAj∂

iAj , (7.24)

y usando la métrica plana ηµν = (1,−1,−1,−1) podemos obtener los momentos
correspondientes resultando que

π0 =
∂L
∂Ȧ0

= 0, πi =
∂L
∂Ȧi

= Ȧi + ∂iA0 = −Ei. (7.25)
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A partir de lo anterior y con los momentos podemos aplicar una transformación
de Legendre

H = Ȧ0π0 + Ȧiπi − L, (7.26)

pero también debemos considerar la constricción que hemos obtenido de la
definición de los momentos y que es resultado de la teoŕıa de Dirac [4]

Ψ1 = π0. (7.27)

La densidad Hamiltoniana que resulta de nuestro sistema constreñido es

HEMT = −1

2
πiπ

i +
1

2
∂iAj∂

iAj + πi∂iA
0 − 1

2
(∂iA

i)2

+µ1Ψ1, (7.28)

y dada la constricción la teoŕıa de Dirac nos dice que debemos de realizar la
evolución temporal de ésta por medio de la densidad Hamiltoniana, ya que de
esta manera determinamos la existencia de otras constricciones secundarias que
son consecuencia de la constricción primaria

Ψ̇1 =

∫
dy{Ψ1,HEMT } = Ψ2 ≈ 0, (7.29)

Ψ2 = ∂iπ
i,

Ψ̇2 =

∫
dy{Ψ2,HEMT } ≈ 0,

y que son de primera clase ya que conmutan con la densidad Hamiltoniana y
entre ellas mismas

{Ψ1,Ψ2} = 0. (7.30)

La naturaleza de estas constricciones da como resultado una simetŕıa interna
que implica grados de libertad sobrantes los cuales podemos manejar por medio
de las condiciones de norma que eliminan los grados de libertad extra. Se puede
fijar la norma por medio de las siguientes condiciones

Ψ3 = ∂iA
i ≈ 0, (7.31)

Ψ4 = A0 ≈ 0,

que en la literatura son conocidas como la norma de Coulomb. Con lo anterior
se pueden encontrar los paréntesis de Poisson del conjunto completo de cons-
tricciones

{Ψ1,Ψ2} = 0, {Ψ1,Ψ3} = 0, {Ψ1,Ψ4} = −δ(~x− ~y),

{Ψ2,Ψ3} = −∇2δ(~x− ~y), {Ψ2,Ψ4} = 0, {Ψ3,Ψ4} = 0, (7.32)
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lo cual da como resultado la matriz de constricciones

JAB =


0 0 0 −1
0 0 −∇2 0
0 ∇2 0 0
1 0 0 0

 δ(~x− ~y), (7.33)

con la respectiva determinante que es diferente de cero

detJ AB = [δ(~x− ~y)]2{∇2[δ(~x− ~y)]}2 6= 0, (7.34)

y con la matriz inversa dada por

J AB =


0 0 0 1
0 0 ∇−2 0
0 −∇−2 0 0
−1 0 0 0

 δ(~x− ~y), (7.35)

donde se debe mencionar que ∇−2δ(~x− ~y) = − 1
4π (~x− ~y)−1/2. Por otro lado el

conjunto completo de constricciones sustituido en la densidad Hamiltoniana da
como resultado

HEMCons = −1

2
πiπ

i +
1

2
∂iAj∂

iAj , (7.36)

con densidad Lagrangiana reducida dada por

Lred = −1

2
ȦiȦ

i − 1

2
∂iAj∂

iAj . (7.37)

Con lo anterior en mente podemos aplicar ahora nuestro método. Como primer
paso partimos de la extensión al plano complejo aplicada a nuestra densidad
Lagrangiana

Lz = −1

4
FµνF

µν , (7.38)

El tensor electromagnético complejo queda definido de la forma usual

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (7.39)

con

Aµ = ARµ + iAIµ, (7.40)

resultando que la densidad Lagrangiana compleja en términos del campo es

Lz = −1

2
ȦRiȦ

i
R −

1

2
∂iAR0∂

iA0
R + ȦiR∂iAR0 +

1

2
(∂iA

i
R)2

−1

2
∂iARj∂

iAjR +
1

2
ȦIiȦ

i
I +

1

2
∂iAI0∂

iA0
I − ȦiI∂iAI0 −

1

2
(∂iA

i
I)

2

+
1

2
∂iAIj∂

iAjI + i[−ȦRiȦiI − ∂iAR0∂
iA0

I + ȦiR∂iAI0 + (∂iA
i
R)(∂jA

j
I)

−∂iARj∂iAjI ]. (7.41)
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Los respectivos momentos de la densidad Lagrangiana compleja extendida son

πRi =
∂Lz
∂ȦiR

= −ȦRi + ∂iA
0
R − i[ȦIi − ∂iA0

I ], (7.42)

πIi =
∂Lz
∂ȦiI

= ȦIi − ∂iA0
I − i[ȦRi − ∂iA0

R],

πR0 =
∂Lz
∂Ȧ0

R

= 0, πI0 =
∂Lz
∂Ȧ0

I

= 0,

de lo que podemos notar que existen 5 constricciones primarias donde 3 son
debido a la estructura compleja y 2 son debido a la propia estructura del campo
vectorial

Φi = πRi + iπIi ≈ 0, ΨR = πR0 ≈ 0, ΨI = πI0 ≈ 0.

y por medio de la tranformada de Legendre

HEMT = Ȧ0
RπR0 + Ȧ0

IπI0 + ȦiRπRi + ȦiIπIi − Lz (7.43)

obtenemos la densidad Hamiltoniana compleja total

HCEMT = −1

2
πRiπ

i
R +

1

2
∂iARj∂

iAjR −
1

2
∂iAIj∂

iAjI

+πiR∂iA
0
R −

1

2
(∂iA

i
R)2 +

1

2
(∂iA

i
I)

2 + i[∂iARj∂
iAjI

−(∂iA
i
R)(∂jA

j
I) + πiR∂iA

0
I ]

+µiΦi + µRΨR + µIΨI , (7.44)

y podemos proceder como anteriormente hicimos para determinar todas las
constricciones existentes en el sistema

Φ̇i =

∫
dy{Φi,HCEMT } ≈ 0, (7.45)

Ψ̇R =

∫
dy{ΨR,HCEMT } = ∂iπ

i
R ≈ 0,

ΨR2 = ∂iπ
i
R,

Ψ̇I =

∫
dy{ΨI ,HCEMT } = iΨR2 ≈ 0,

Ψ̇R2 =

∫
dy{ΨR2,HCEMT } ≈ 0,

dando como resultado las siguientes constricciones primarias

Φi = πRi + iπIi ≈ 0, (7.46)

ΨR = πR0 ≈ 0,

ΨI = πI0 ≈ 0

ΨR2 = ∂iπ
i
R ≈ 0,
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las cuales podemos fijar por medio de las condiciones de norma

Γi = [AIi − iARi + iVi(AR)] ≈ 0, (7.47)

ΨR4 = A0
R ≈ 0

ΨI4 = A0
I ≈ 0

Ψ5 = ∂i(A
i
R + iAiI),

resultando la cuenta de los grados de libertad para el sistema con un total
8 + 8 = 16 grados de libertad y le restamos 6 + 6 = 12 constricciones. Al final
tenemos 4 grados de libertad en el espacio fase, es decir 2 por cada punto en el
espacio de configuración.

Los paréntesis de Poisson resultantes del conjunto completo de constricciones
son

{Φi,ΨR} = 0, {Φi,ΨI} = 0, {Φi,ΨR2} = 0,

{Φi,Γj} = −i ∂Vj
∂AiR

= A11, {Φi,ΨR4} = 0, {Φi,ΨI4} = 0,

{Φj ,Ψ5} = 0, {ΨR,ΨI} = 0, {ΨR,ΨR2} = 0,

{ΨR,Γi} = 0, {ΨR,ΨR4} = −1 = A33,

{ΨR,ΨI4} = 0, {ΨR,Ψ5} = 0, {ΨI ,ΨR2} = 0, {ΨI ,Γi} = 0,

{ΨI ,ΨR4} = 0, {ΨI ,ΨI4} = −1 = A33, {ΨI ,Ψ5} = 0

{ΨR2,Γj} = i∂j − i∂i[
∂Vj
∂AiR

] = A44, {ΨR2,ΨR4} = 0,

{ΨR2,ΨI4} = 0, {ΨR2,Ψ5} = −∂i∂i = A55, {Γi,ΨR4} = 0,

{Γi,ΨI4} = 0, {Γi,Ψ5} = 0, {ΨR4,ΨI4} = 0, {ΨR4,Ψ5} = 0,

{ΨI4,Ψ5} = 0,

(7.48)

resultando la siguiente matriz

YAB =



0 0 0 0 A11 0 0 0
0 0 0 0 0 A33 0 0
0 0 0 0 0 0 A33 0
0 0 0 0 A44 0 0 A55

−A11 0 0 −A44 0 0 0 0
0 −A33 0 0 0 0 0 0
0 0 −A33 0 0 0 0 0
0 0 0 −A55 0 0 0 0


δ(~x− ~y)

(7.49)
con determinante distinta de cero

det(YAB) = A2
11δ

6(~x− ~y)A4
33[A55δ(~x− ~y)]2 6= 0, (7.50)
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y por tanto con un a matriz invertible

YAB =



0 0 0 0 − 1
A11

0 0 A44

A11A55

0 0 0 0 0 − 1
A33

0 0

0 0 0 0 0 0 − 1
A33

0

0 0 0 0 0 0 0 − 1
A55

1
A11

0 0 0 0 0 0 0

0 1
A33

0 0 0 0 0 0

0 0 1
A33

0 0 0 0 0

− A44

A11A55
0 0 1

A55
0 0 0 0


δ(~x−~y)

(7.51)
Aplicando las constricciones de primera clase y las condiciones de norma en la
densidad Hamiltoniana total obtenemos la densidad Hamiltoniana reducida

HEMC = −1

2
πRiπ

i
R +

1

2
∂iVj(AR)∂iV j(AR), (7.52)

y de la transformada de Legendre total (7.43) podemos obtener la densidad
Lagrangiana reducida

LRed =
∂V i

∂AjR
ȦjRπRi −HEMC , (7.53)

LRed = −1

2

∂V i

∂AjR

∂Vi
∂AlR

ȦjRȦ
l
R −

1

2
(
∂Vj
∂AkR

)(
∂V j

∂AlR
)∂iA

k
R∂

iAlR, (7.54)

de lo que podemos definir una métrica que depende del campo

gjl =
∂V i

∂AjR

∂Vi
∂AlR

, (7.55)

lo cual al escribir en estos términos da como resultado el respectivo modelo sigma
no-lineal asociado al campo electromagnético pasando a la densidad Lagrangiana
reducida

LRed = −1

2
gjl(Ȧ

j
RȦ

l
R + ∂iA

j
R∂

iAlR). (7.56)

Un punto importante a mencionar es que en cierta medida estamos usando la
condición de Coulomb para la parte real del campo que junto con la condición de
norma propuesta para el método da como resultado un modelo sigma no-lineal,
con métrica dependiente del campo vectorial, para el campo electromagnético.

En el siguiente caṕıtulo partiendo de estas ideas desarrollamos la cuan-
tización que involucra a campos de alto orden y encontraremos una manera
de traducir el formalismo de Ostrogradsky al formalismo de primer orden La-
grangiano.
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Caṕıtulo 8

Campos para el Modelo de
Bernard-Duncan

La descripción dada por las teoŕıas con derivada temporal de orden superior
resulta ser insuficiente, ya que encontramos otras tres etiquetas, a parte del
tiempo, relacionadas con la posición que también deben de ser consideradas. En
teoŕıa de campos el modelo de orden superior a más bajo orden es el desarrollado
por Bernard-Duncan [21] el cual guarda cierto parentesco con el modelo de Pais-
Uhlenbeck a nivel de part́ıcula.

En este apartado nos enfocaremos en el estudio de este caso en concreto y
analizaremos la manera de plantear la correspondiente cuantización para estas
teoŕıas.

8.1. Estructura para el Campo Complejo

El modelo de Bernard-Duncan es el más básico para las teoŕıas con derivada
de orden superior en teoŕıa de campos y es dado por la acción

S0 =

∫
d4x

1

2
[−(�ϕ)2 + (m2

1 +m2
2)∂µϕ∂

µϕ−m2
1m

2
2ϕ

2] (8.1)

Donde el campo escalar ϕ es real. En este punto uno puede pensar en la cuan-
tización de este modelo siguiendo el procedimiento usual en teoŕıa de campos
cuánticos, pero encontramos problemas como la existencia de estados con nor-
ma negativa, la enerǵıa no es acotada por abajo y la matriz de dispersión no es
unitaria. Sin embargo, estos problemas pueden ser considerados como fallas de
interpretación en las ideas de Pais y Uhlenbeck [7]. Por otro lado la conclusión de
Hawking y Hertog [18] es que esta falla la podemos compensar si consideramos
dos espacios de Hilbert independientes, aunque no será posible partiendo de
estas premisas establecer potenciales de interacción en nuestro sistema, ya que
el sistema nos lleva a la existencia de estados con norma negativa [34].
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La metodoloǵıa antes descrita para el modelo de Pais-Uhlenbeck, en el caso
de part́ıcula, es útil para abordar el problema de las teoŕıas de orden superior
en los campos y más especificamente en el modelo complejo propuesto con cons-
tricciones de segunda clase. La idea general de esta sección es aplicar nuestro
formalismo al modelo de Bernard-Duncan [21], pero considerando la estructura
más compleja de constricciones que aparecen en el modelo. En general partire-
mos del modelo complejo de Benard-Duncan

S =

∫ t1

t0

dt{−1

2
(�φ)2 +

(m2
1 +m2

2)

2
∂µφ∂

µφ− m2
1m

2
2

2
φ2}, (8.2)

con el respectivo campo complejo que es separable en parte real y parte imagi-
naria, como ya lo habiamos hecho

φ = φR + iφI , (8.3)

resultando que la acción se puede escribir en sus partes real e imaginaria

S =

∫
d4x{−1

2
(�φR)2 +

(m2
1 +m2

2)

2
∂µφR∂

µφR −
m2

1m
2
2

2
φ2
R +

1

2
(�φI)

2

− (m2
1 +m2

2)

2
∂µφI∂

µφI +
m2

1m
2
2

2
φ2
I + i[−�φR�φI

+(m2
1 +m2

2)∂µφR∂
µφI −m2

1m
2
2φRφI ]}. (8.4)

Para continuar con nuestro método es necesario considerar la siguiente definición
de los campos y sus velocidades

υR = φ̇R, υI = φ̇I , (8.5)

las cuales serán utiles más adelante. Las ecuaciones de movimiento resultantes
de la acción anterior son

δS =

∫
d4x{[−�2φR − (m2

1 +m2
2)�φR −m2

1m
2
2φR − i(�2φI

+(m2
1 +m2

2)�φI +m2
1m

2
2φI)]δφR

+[�2φI + (m2
1 +m2

2)�φI +m2
1m

2
2φI − i(�2φR

+(m2
1 +m2

2)�φR +m2
1m

2
2φR)]δφI} = 0. (8.6)

Los momentos resultantes directamente de la variación (8.6) utilizando el prin-
cipio variacional de Schwinger son

πφR = �φ̇R + (m2
1 +m2

2)φ̇R + i(�φ̇I + (m2
1 +m2

2)φ̇I),

πφI = −�φ̇I − (m2
1 +m2

2)φ̇I + i(�φ̇R + (m2
1 +m2

2)φ̇R),

πυR = −�φR − i�φI ,
πυI = �φI − i�φR, (8.7)
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de donde podemos inferir las siguientes constricciones primarias

Ψ1 = πφR + iπφI , (8.8)

Ψ2 = πυR + iπυI ,

las que también son pensadas como 4 constricciones reales primarias.

Con estas constricciones (8.8), los momentos (8.7) y la densidad Lagrangiana
(8.4) es posible definir una transformación de Legendre que da como resultado
la densidad Hamiltoniana

H(φR,φI) = φ̇RπφR + φ̇IπφI + υ̇RπυR + υ̇IπυI − L (8.9)

lo que establece la estructura simpléctica del problema

{φR, πφR} = δ3(~x− ~y), {φI , πφI} = δ3(~x− ~y),

{υR, πυR} = δ3(~x− ~y), {υI , πυI} = δ3(~x− ~y). (8.10)

La expresión de la densidad Hamiltoniana separada en parte real y parte ima-
ginaria es

H(φR,φI) = υRπφR + υIπφI −
1

2
π2
υR −

(m2
1 +m2

2)

2
υ2
R

+
(m2

1 +m2
2)

2
υ2
I +

m2
1m

2
2

2
φ2
R +

(m2
1 +m2

2)

2
(∇φR)2 − (m2

1 +m2
2)

2
(∇φI)2

−m
2
1m

2
2

2
φ2
I + πυR∇2φR + i

(
πυR∇2φI +m2

1m
2
2φRφI − (m2

1 +m2
2)υRυI

+(m2
1 +m2

2)∇φR· ∇φI
)

(8.11)

y de la densidad Hamiltoniana total que incluye las constricciones tenemos

HT = H(φR,φI) + µ1Ψ1 + µ2Ψ2. (8.12)

Las ecuaciones de movimiento derivadas de la densidad Hamiltoniana o ecua-
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ciones de Hamilton son equivalentes a las ecuaciones (8.6) resultando que

φ̇R =
∂H(φR,φI)

∂πφR
+ µ1

∂Ψ1

∂πφR
+ µ2

∂Ψ2

∂πφR
= υR + µ1, (8.13)

φ̇I =
∂H(φR,φI)

∂πφI
+ µ1

∂Ψ1

∂πφI
+ µ2

∂Ψ2

∂πφI
= υI + iµ1, (8.14)

υ̇R =
∂H(φR,φI)

∂πυR
+ µ1

∂Ψ1

∂πυR
+ µ2

∂Ψ2

∂πυR

= −πυR +∇2φR + i∇2φI + µ2, (8.15)

υ̇I =
∂H(φR,φI)

∂πυI
+ µ1

∂Ψ1

∂πυI
+ µ2

∂Ψ2

∂πυI
= iµ2, (8.16)

π̇φR = −
∂H(φR,φI)

∂φR
− µ1

∂Ψ1

∂φR
− µ2

∂Ψ2

∂φR
= −m2

1m
2
2φR − im2

1m
2
2φI , (8.17)

π̇φI = −
∂H(φR,φI)

∂φI
− µ1

∂Ψ1

∂φI
− µ2

∂Ψ2

∂φI
= −m2

1m
2
2φI + im2

1m
2
2φR, (8.18)

π̇υR = −
∂H(φR,φI)

∂υR
− µ1

∂Ψ1

∂υR
− µ2

∂Ψ2

∂υR
=

−πφR + (m2
1 +m2

2)υR + i(m2
1 +m2

2)υI , (8.19)

π̇υI = −
∂H(φR,φI)

∂υI
− µ1

∂Ψ1

∂υI
− µ2

∂Ψ2

∂υI
=

−πφI − (m2
1 +m2

2)υI + i(m2
1 +m2

2)υR. (8.20)

La evolución de las constricciones es dada por la densidad Hamiltoniana total,
con lo que se obtiene

Ψ̇1 =

∫
d3x{Ψ1,HT } = 0, Ψ̇2 =

∫
d3x{Ψ2,HT } = −Ψ1 (8.21)

y estas constricciones de primera clase dan como resultado variaciones en los
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campos y momentos resultando las siguientes expresiones

δφR =

∫
d3y{φR, ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = ε1(~x, t),

δφI =

∫
d3y{φI , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = iε1(~x, t),

δυR =

∫
d3y{υR, ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = ε2(~x, t),

δυI =

∫
d3y{υI , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = iε2(~x, t),

δπφR =

∫
d3y{πφR , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = 0,

δπφI =

∫
d3y{πφI , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = 0,

δπυR =

∫
d3y{πυR , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = 0,

δπυI =

∫
d3y{πυI , ε1Ψ1 + ε2Ψ2} = 0, (8.22)

donde se puede observar que φI y υI se puden salir del espacio real y para el
manejo de las constricciones pueden ser consideradas como cantidades comple-
jas. A partir de esta obsevación escogemos que estas variables sean cero de tal
forma que con éstas se puedan fijar las condiciones de primera clase de forma que
obtenemos las siguientes condiciones de norma que son consideradas cantidades
complejas

Ξ1 = φI ≈ 0, (8.23)

Ξ2 = υI ≈ 0,

La evolución en el tiempo de las constricciones (8.23) es

Ξ̇1 =

∫
d3x{Ξ1, HT } = Ξ2 + iµ1 = 0, (8.24)

Ξ̇2 =

∫
d3x{Ξ2, HT } = iµ2 = 0, (8.25)

lo cual resulta ser la evolución temporal de las condiciones de norma y sirve
para fijar valores concretos en los los multiplicadores de Lagrange.

Esto último nos dice que las expresiones (8.7) para los momentos resultan
ser cantidades reales. La matriz total de las constricciones adquiere la siguiente
forma

Qab = Dabδ3(~x− ~x0) (8.26)

donde se tiene que

Dab =


0 0 i 0
0 0 0 i
−i 0 0 0

0 −i 0 0

 , (8.27)
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y podemos notar que con estas constriciones hemos fijado la norma ya que
det{Dab} = 1. La densidad Hamiltoniana aplicando las condiciones de norma
(8.23) es

H(υI ,υR=0) = υRπφR −
1

2
π2
φR −

(m2
1 +m2

2)

2
υ2
R +

m2
1m

2
2

2
φ2
R

+
(m2

1 +m2
2)

2
(∇φR)2 + πυR∇2φR, (8.28)

la cual claramente coincide con el modelo de Bernard-Duncan [21]. Los parénte-
sis de Dirac resultantes de estas constricciones son

{φR, πφR}∗ = δ3(~x− ~y), {υR, πυR}∗ = δ3(~x− ~y). (8.29)

Con respecto a los momentos podemos realizar la siguiente división

πφR = pR + ipI , πφI = −pI + ipR, (8.30)

πυR = ρR + iρI , πυI = −ρI + iρR, (8.31)

y mostrar que la parte imaginaria es cero debido a la definición misma de los
momentos. Por otro lado, la evolución de las constricciones se queda en el espacio
real concluyendo que

πφR ≈ pR, πυR ≈ ρR. (8.32)

y por tanto

{φR, pR}∗ = δ3(~x− ~y), {υR, ρR}∗ = δ3(~x− ~y). (8.33)

La densidad Hamiloniana real establecida por estas condiciones de norma resulta
ser de orden superior

HBD = υRpR −
1

2
ρ2
R −

(m2
1 +m2

2)

2
υ2
R +

m2
1m

2
2

2
φ2
R

+
(m2

1 +m2
2)

2
(∇φR)2 + ρR∇2φR (8.34)

o densidad Hamiltoniana de Bernard-Duncan.
Sin embargo la manera de establecer las condiciones de norma no es única, ya

que es posible elegir otras condiciones de norma. Dada esta libertad originada
de la estructura compleja expresada como constricciones de primera clase es
posible fijar

Υ1 = πυR −m2
2φR − im2

1φI ≈ 0 (8.35)

junto con
Υ2 = πφR −m2

1υR − im2
2υI ≈ 0, (8.36)

las cuales son 2 constricciones complejas o 4 constricciones o condiciones de
norma reales. Los paréntesis de Poisson de todas las constricciones, tanto las de
primera clase como las que fijan la norma, son

{Ψ1,Υ1} = −(m2
1 −m2

2)δ3(~x− ~y),

{Ψ2,Υ2} = (m2
1 −m2

2)δ3(~x− ~y),

{Υ1,Υ2} = (m2
1 −m2

2)δ3(~x− ~y). (8.37)
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La evolución de las condiciones de norma

Υ̇1 =

∫
d3x{Υ1,HT } = −Υ2 + µ1(m2

1 −m2
2) ≈ 0,

Υ̇2 =

∫
d3x{Υ2,HT } = m2

1Υ1 + i(m2
1 −m2

2)φI − µ2(m2
1 −m2

2) ≈ 0,

µ1 =
1

(m2
1 −m2

2)
Υ2, µ2 ≈ iφI (8.38)

establece el valor de los multiplicadores de Lagrange. El conjunto final de cons-
tricciones, tanto de las constriciones de primera clase como de las condiciones
de norma, es

ζA = (Ψa,Υb), (8.39)

donde a, b = 1, 2 y A,B = 1, ..., 4. Con la definición de este nuevo conjunto se
obtiene la siguiente estructura

{ζA, ζB} = CABδ3(~x− ~y) (8.40)

la cual establece la siguiente matriz

Cab =


0 0 (m2

2 −m2
1) 0

0 0 0 −(m2
2 −m2

1)
−(m2

2 −m2
1) 0 0 (m2

1 −m2
2)

0 (m2
2 −m2

1) (m2
2 −m2

1) 0

 . (8.41)

cuya determinante no es cero si las masas son distintas

det (Cab) = (m2
1 −m2

2)4. (8.42)

de forma que podemos fijar de una manera adecuada la norma.
Como anteriormente hemos procedido aqúı también es posible calcular los

paréntesis de Dirac

{φR, υR}∗ =
1

(m2
1 −m2

2)
δ3(~x− ~y), {φI , υI}∗ =

1

(m2
1 −m2

2)
δ3(~x− ~y),

(8.43)

los cuales establecen la estructura simpléctica de nuestro sistema reducido. La
densidad Hamiltonina con la aplicación de estas condiciones de norma es

HKG =
(m2

1 −m2
2)

2
υ2
R + (m2

1 −m2
2)
m2

2

2
φ2
R +

(m2
1 −m2

2)

2
(∇φR)2

+
(m2

1 −m2
2)

2
υ2
I + (m2

1 −m2
2)
m2

1

2
φ2
I +

(m2
1 −m2

2)

2
(∇φI)2. (8.44)

Con esta densidad Hamitoniana finalmente ahora es posible establecer una
transformción de contacto

σ = (m2
1 −m2

2)
1
2φR, ϕ = (m2

1 −m2
2)

1
2φI , (8.45)

πσ = (m2
1 −m2

2)
1
2 υR, πϕ = (m2

1 −m2
2)

1
2 υI , (8.46)
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que nos lleva a la densidad de dos campos de Klein-Gordon reales

HKGR =
π2
σ

2
+

1

2
(∇σ)2 +

m2
2

2
σ2 +

π2
ϕ

2
+

1

2
(∇ϕ)2 +

m2
1

2
ϕ2, (8.47)

y la estructura simpléctica asociada a este sistema resulta ser

{σ, πσ} = δ3(~x− ~x0), {φ, πφ} = δ3(~x− ~x0). (8.48)

En este caṕıtulo hemos establecido una teoŕıa compleja de orden superior, en-
contrado una simetŕıa escondida y hemos mostrado que esta estructura tiene
constricciones de primera clase que pueden ser manejadas por medio de agregar
otras contricciones conocidas como condiciones de norma [4]. Se ha mostrado
que escogiendo ciertas condiciones de norma (8.23) se reduce este sistema al
modelo de Bernard-Duncan. Sin embargo, la elección de las condiciones de nor-
ma resulta no ser única, ya que también encontramos otras condiciones (8.35)
y (8.36) que nos llevan a un sistema reducido de dos campos de Klein-Gordon.

Como ya fue establecido para el modelo de Pais-Uhlenbeck aqúı también
es posible plantear un mapéo por medio de una transformación de norma que
nos lleva del modelo de Bernard-Duncan a dos campos de Klein-Gordon. Sin
embargo, como anteriormente fue mostrado para el modelo de Pais-Uhlenbeck
hay una tranformación canónica que nos lleva de los campos de Klein-Gordon al
modelo de Bernard-Duncan, pero no hay una transformación canónica inversa
del modelo de Bernard-Duncan, o las teoŕıas de orden superior, a dos campos
de Klein-Gordon reales, una teoŕıa de primer orden.

Con todo este análisis solo resta ver la manera por medio de la cual podamos
agregar fuentes que describan nuestros campos complejos.

8.2. Fuentes Complejas de los Campos

Con el fin de desarrollar una manera eficaz para agregar a nuestra teoŕıa
potenciales de intracción, primero que nada es necesario buscar una manera de
considerar fuentes para nuestros campos complejos. Una manera adecuada es
partir de las ecuaciones de movimiento con las fuentes de los campos y establecer
las relaciones que existen entre las fuentes, ya que es lógico pensar que existe
relación entre estas debido a que hemos usado el método de Ostrogradsky que
hace uso de la definición de nuevos campos.

Para comenzar consideremos la densidad Hamiltoniana con todas las fuentes
posibles

HS = H(φR,φI) − J φR −KπφR − YφI −MπφI −NυR
−OπυR −RυI −QπυI (8.49)
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la que da lugar a las ecuaciones de Hamilton con fuentes

φ̇R =
∂HS
∂πφR

= υR −K, φ̇I =
∂HS
∂πφI

= υI −M,

υ̇R =
∂HS
∂πυR

= −πυR +∇2φR + i∇2φI −O,

υ̇I =
∂H(φR,φI)

∂πυI
= −Q,

π̇φR = −∂HS
∂φR

= −m2
1m

2
2φR − im2

1m
2
2φI + J ,

π̇φI = −∂HS
∂φI

= m2
1m

2
2φI − im2

1m
2
2φR + Y,

π̇υR = −∂Hs
∂υR

= −πφR + (m2
1 +m2

2)υR + i(m2
1 +m2

2)υI +N ,

π̇υI = −∂HS
∂υI

= −πφI − (m2
1 +m2

2)υI + i(m2
1 +m2

2)υR +R, (8.50)

y los respectivos momentos dados por

πφR = ϋR −∇2φR − i∇2φI + Ȯ + (m2
1 +m2

2)υR + i(m2
1 +m2

2)υI +N ,
πφI = iϋR − i∇2φR +∇2φI + iȮ + i(m2

1 +m2
2)υR − (m2

1 +m2
2)υI + iN ,

πυR = −υ̇I +∇2φR + i∇2φI −O,
πυI = −iυ̇R + i∇2φR −∇2φI − iO.

(8.51)

De las ecuaciones de Hamilton (8.50) se puede concluir que

N + iR ≈ 0, J + iY ≈ 0. (8.52)

Otras relaciones de las fuentes que no son tan obvias, pero que también se
obtienen de las ecuaciones de Hamilton son

−JI −m2
2OI −m2

2QR ≈ 0, −JR −m2
1OR +m2

1QI ≈ 0, (8.53)

−m2
1KI −m2

1MR −NI ≈ 0, −m2
2KR +m2

2MI −NR ≈ 0.

Las relaciones entre fuentes tienen sentido, si consideramos que se esta utilizando
el formalismo de Ostrogradsky el cual establece relaciones entre los campos que
se van a ver reflejadas en las respectivas fuentes haciéndolas dependientes entre
śı. Además, la elección de las condiciones de norma (8.35) y (8.36) también
implican relaciones en las fuentes, ya que estas eliminan grados de libertad en
el sistema induciendo una proyección muy espećıfica.

8.3. Método para Establecer Interacciones

Por otro lado, con la finalidad de obtener un potencial de interacción en
concreto definimos el equivalente al campo conjugado que se logra a partir de la
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inclusión de las condiciones de norma o de la reducción de los grados de libertad

φ̄ =
(m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ− 2

(m2
1 −m2

2)
πυR (8.54)

resultando al incluir las condiciones de norma (8.35) y (8.36) que

φ∗ = φ̄ |rec= φR − iφI (8.55)

y los potenciales de intracción se puede establecer de la siguiente manera

U1Int =
λ1

4!24
[φ+

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
φ− 2

(m2
1 −m2

2)
πυR ]4. (8.56)

o de forma diferente pero también valida

U2Int =
λ2

4!(2i)4
[φ− (m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ+

2

(m2
1 −m2

2)
πυR)]4 (8.57)

y la combinación de ambas

U3Int = − λ3

4!16
[φ+

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
φ

− 2

(m2
1 −m2

2)
πυR ]2[φ− (m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ+

2

(m2
1 −m2

2)
πυR)]2, (8.58)

los cuales pueden ser separados en componentes de φ

U1Int(φR,φI) =
λ1

4!24
[(φR + iφI) +

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
(φR + iφI)

− 2

(m2
1 −m2

2)
πυR ]4, (8.59)

U2Int(φR,φI) =
λ2

4!(2i)4
[(φR + iφI)−

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
(φR + iφI)

+
2

(m2
1 −m2

2)
πυR ]4, (8.60)

U3Int(φR,φI) = − λ3

4!16
{(φR + iφI) +

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
(φR + iφI)

− 2

(m2
1 −m2

2)
πυR}2 · {(φR + iφI)−

(m2
1 +m2

2)

(m2
1 −m2

2)
(φR + iφI)

+
2

(m2
1 −m2

2)
πυR}2.

(8.61)

Con estas interacciones podemos formar una interacción total que tiene un mı́ni-
mo bien establecido

UT (φR,φI) = U1Int(φR,φI) + U2Int(φR,φI) + U3Int(φR,φI). (8.62)
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La densidad Hamiltoniana que incluye este potencial de interacción es

HG(φR,φI) = HT + UT (φR,φI). (8.63)

y produce la evolución de las constricciones∫
d4x{Φ1,HG(φR,φI)} = 0, (8.64)∫

d4x{Φ2,HG(φR,φI)} = −Φ1. (8.65)

Por otro lado estas condiciones de norma al ser aplicadas producen las siguientes
interacciones en el espacio reducido, con σ y ϕ dadas en las ecuaciones (8.45)

U1Int(φR,φI)|rec =
λ1

4!
σ4, U2Int(φR,φI)|rec =

λ2

4!
ϕ4,

U3Int(φR,φI)|rec =
λ3

4!
σ2ϕ2, (8.66)

donde con el śımbolo |rec queremos decir que ya hemos aplicado las constric-
ciones. Lo anterior es aplicado a la densidad Hamiltoniana total resultando

HG(φR,φI)|rec = HKG + U1Int(φR,φI)|rec
+U2Int(φR,φI)|rec + U3Int(φR,φI)|rec. (8.67)

Con la introducción de las fuentes complejas ahora es posible establecer los
potenciales de interacción y desarrollar un formalismo que nos permita llegar a la
cuantización de nuestro sistema con interacciones. En lo siguiente mostraremos
que las relaciones de las fuentes son también necesarias si hacemos la integral
de camino para nuestro sistema.

8.4. Integral de Camino para Fuentes Complejas

Para introducir la integral de camino en un sistema complejo con las cons-
tricciones descritas es necesario usar el formalismo propuesto por Senjanovic
[24]. Sin embargo, una integral de camino que sea real es lograda por medio de
considerar las relaciones entre las fuentes clásicas válidas también para nuestra
formulación cuántica hecha por medio de la integral de camino. Esto último no
es descabellado, ya que el método de Ostogradsky establece relaciones entre las
variables [12].

Para nuestra comodidad consideraremos un cambio de notación que describa
la idea general

Θa = (φR, φI , υR, υI), Πa = (πφR , πφI , πυR , πυI ), (8.68)

Ia = (J ,Y,N ,R), Sa = (K,M,O,Q)
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por medio del cual podemos definir la medida de nuestra integral que ya incluye
las constricciones por el método de Senjanovic, con ζA dadas en (8.39)

Dµ = DΘaDΠa det | {ζA, ζB} |
4∏
C

δ(ζC). (8.69)

La integral de camino adquiere la siguiente forma

Z =

∫
Dµ exp[i

∫
dt(φ̇RπφR + φ̇IπφI + υ̇RπυR + υ̇IπυI

−H(φR,φI) + ΘaIa + ΠaSa)] (8.70)

y desarrollando la expresión anterior obtenemos

ZR =

∫
DφRDφIDυRDυI exp{i

∫
dt
(

[(m2
1 −m2

2)φ̇RυR + (m2
1 −m2

2)

φ̇IυI −HKG + φR(−JR −m2
2OR +m2

2QI) + φI(JI +m2
1OI +m2

1QR)

+υR(−NR −m2
1KR +m2

1MI) + υI(NI +m2
2KI +m2

2MR)]

+i[φR(−JI −m2
2OI −m2

2QR) + φI(−JR −m2
1OR +m2

1QI)
+υR(−NI −m2

1KI −m2
1MR) + υI(−NR −m2

2KR +m2
2MI)]

)
},

(8.71)

de la cual podemos utilizar las ecuaciones (8.52) y (8.53) para obtener la integral
de camino reducida

ZR =

∫
DφRDΦIDυRDυI exp{i

∫
dt
(

[(m2
1 −m2

2)φ̇RυR+

(m2
1 −m2

2)φ̇IυI −HKG + (m2
1 −m2

2)φR(OR −QI) + (m2
1 −m2

2)φI

(OI +QR) + (m2
1 −m2

2)υR(−KR +MI) + (m2
1 −m2

2)υI

(−KI −MR)])}. (8.72)

Sin embargo aqúı también podemos hacer una transformación en la integral
de camino que implica considerar también el Jacobiano de ésta escogiendo la
siguiente transformación

σ = (m2
1 −m2

2)
1
2φR, πσ = (m2

1 −m2
2)

1
2 υR,

ϕ = (m2
1 −m2

2)
1
2φI , πϕ = (m2

1 −m2
2)

1
2 υI ,

ΩR = (m2
1 −m2

2)
1
2 (OR −QI), ΩI = (m2

1 −m2
2)

1
2 (OI +QR),

ER = (m2
1 −m2

2)
1
2 (−KR +MI), EI = (m2

1 −m2
2)

1
2 (−KI −MR), (8.73)

que tiene como Jacobiano

| J |= 1

(m2
1 −m2

2)2
, dφRdυRdφIdυI =| J | dσdπσdϕdπϕ. (8.74)
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reduciendo la integral de camino a la expresión correspondiente para el modelo
de Klein-Gordon

ZKG = G

∫
DσDφDπσDπφ exp{i

∫
dt (σ̇πσ +ϕ̇πϕ (8.75)

−HKGR(σ, ϕ, πσ, πϕ) + σΩR + ϕΩI + πσER + πϕEI)} .

La simetŕıa escondida que hay dentro de este modelo complejo, y en principio
se puede presentar para cualquier teoŕıa extendida al plano complejo, permite
escoger la forma en la cual se desea fijar las condiciones de norma debido a las
constricciones de primera clase existentes. En este trabajo se ha mostrado que la
manera de elegir alguna condición de norma no es única y por medio del modelo
de Bernard-Duncan pudimos llegar al modelo de dos campos de Klein-Gordon o
al modelo de orden superior de Bernard-Duncan real. Es importante mencionar
que para el caso de agregar condiciones de norma que nos llevan al modelo
de Bernard-Duncan real éstas coinciden con las condiciones de Hermiticidad
usuales y para el caso donde las condiciones de norma nos llevan al modelo de
dos campos de Klein-Gordon estas condiciones resultan ser las condiciones de
realidad mencionadas por Ashtekar [11].

Con la finalidad de recapitular el método aqúı expuesto hacemos una des-
cripción resumida: Como primer paso se considera una extensión del modelo
de orden superior de Bernard-Duncan al plano complejo, en general es posi-
ble hacer esta extensión a cualquier modelo. Como segundo paso separamos
al campo dentro de la densidad Lagrangiana en parte real y parte imaginaria.
En tercer lugar encontramos las constricciones primarias en el plano comple-
jo, por medio de obtener los momentos resultantes de la parte real y la parte
imaginaria del campo que estarán relacionados. Como cuarto paso obtenemos
la densidad Hamiltoniana teniendo presente las constricciones primarias. En el
siguiente paso hacemos la evolución de nuestras constricciones primarias usan-
do la densidad Hamiltonana y concluyendo que las constricciones primarias son
de primera clase y ya no hay otras constricciones. Posteriormente, vemos la
variación que producen estas constricciones y establecemos la dimensión real de
las condiciones de norma que se proponen para fijar la norma, o establecer un
conjunto de constricciones de segunda clase. Una conclusión que resulta de for-
ma secundaria es que la elección de la condición de norma esta relacionada con
las transformaciones canónicas en mecánica clásica y podŕıa ser de utilidad para
la cuantización de los sistemas f́ısicos. Sin embargo, también podemos explorar
este modelo por medio de la teoŕıa de multiples variables complejas a partir de
otra elección de la definición de los momentos.
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Caṕıtulo 9

Constricciones de Segunda
Clase y modelo de B-D

La formulación aqúı expuesta de un método que permite establecer relaciones
entre diversos sistemas f́ısicos a partir de la extensión de un modelo al plano
complejo también puede ser vista como tranformaciones canónicas complejas
que utilizan las condiciones de realidad [22]. Es a partir de las condiciones de
realidad que podemos ver que estas pueden ser usadas como constricciones de
segunda clase [40].

En este apartado vamos a pensar en términos de transformaciones activas y
pasivas solo que en lugar de una transformación temporal pensaremos en nuestra
transformación compleja. Podemos pensar que la transformación es compleja y
nos permite pasar a diferentes sistemas reales o podemos pensar que un sistema
está en el plano complejo con las condiciones adecuadas que permiten pasar a
un sistema real.

Partiendo de un sistema complejo, el modelo de Bernard-Duncan, analizare-
mos un modelo no Hermı́tico de orden superior. A partir de lo antes visto usamos
el hecho de que este modelo complejo puede ser consistentemente restringido al
espacio fase real. Estas restricciones son implementadas usando constricciones
de segunda clase por medio del formalismo de Dirac [4], sin incluir las cons-
tricciones de primera clase, y se muestra que la superficie de las constricciones
es preservada por la inclusión de interacciones. Primeramente se establece una
complexificación de la teoŕıa de Bernard-Duncan, donde el número de grados de
libertad es duplicado. Como segundo punto se introduce un término de derivada
total dentro de la densidad Lagrangiana compleja, ésto no modifica las ecua-
ciones de movimiento, pero permite cambiar las condiciones de borde en térmi-
nos de los campos φ y la aceleración φ̈. Esto se introduce, ya que las condiciones
de realidad son formuladas de manera más simple en términos de estas variables.
La densidad Lagrangiana incluyendo el término de derivada total es

S =

∫
d4x

{
1

2
[(�φ)2 + (m2

1 +m2
2)∂µφ∂

µφ−m2
1m

2
2φ

2] + ∂µφ(∂µ�φ)

}
(9.1)
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con un campo complejo φ y una densidad Lagrangiana que es una función
anaĺıtica compleja.

Lo anterior (9.1) es usado para obtener directamente los respectivos momen-
tos

π0 =
∂L
∂φ̇
− ∂µ

∂L
∂∂µφ̇

+ ∂ν∂σ
∂L

∂∂ν∂σφ̇
(9.2)

π1 =
∂L
∂φ̈
− ∂µ

∂L
∂∂µφ̈

(9.3)

π2 =
∂L
∂φ(3)

(9.4)

donde aqúı explicitamente se consideran a los momentos de orden superior, con
estas expresiones obtenemos

π0 = φ(3) −∇2φ̇+ (m2
1 +m2

2)φ̇ (9.5)

π1 = 0 (9.6)

π2 = φ̇ (9.7)

los cuales son separables en parte real y parte imaginaria. De estos se obtienen
4 constricciones que después estudiaremos usando la teoŕıa de Dirac [4, 10].

Para resolver las ecuaciones de movimiento dadas por (9.1) necesitamos es-
pećıficamente las condiciones iniciales φ(~x, t = t0), φ̇(~x, t = t0), φ̈(~x, t = t0) y
φ(3)(~x, t = t0). Lo anterior define el espacio de configuración de la teoŕıa La-
grangiana y muesstra que hay 8 soluciones linealmente independientes, ya que
trabajamos con una teoŕıa compleja.

De la descripción Hamiltoniana de Ostrogradsky (9.1) se definen los campos
independientes

φ = φ, η = φ̇, ξ = φ̈, (9.8)

que serán usados para establecer claramente la aparición de constricciones. Los
campos y momentos nos permiten introducir la teoŕıa Hamiltoniana que es com-
pleja, pero no es clara la manera en las que se incluyen las cantidades de alto
orden. En la siguiente sección, por medio del principio de acción de Schwinger
se arguyen razones para introducir estos campos (9.8) y estos momentos (9.2)
que resultan ser parte de una teoŕıa Hamiltoniana consistente.

9.0.1. El principio variacional de Schwinger

Con la finalidad de mostrar el efecto de las condiciones de borde, en este
apartado se usa el principio variacional de Schwinger aplicado a la acción (9.1)
resultando

δS =

∫
d4x− 1

2
φ
{
�(�) + (m2

1 +m2
2)�+m2

1m
2
2

}
φ+

∫
d3x {π0δφ+ π2δξ} ,

(9.9)
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donde encontramos que los campos φ y ξ están naturalmente fijos en el borde y
en este sentido las definiciones en (9.2) -(9.4) son consistentes. También, de la
variación se puede ver que hay solamente 2 grados de libertad en el espacio de
configuración, 4 en el espacio fase (φ, ξ, π0, π2), en lugar de los 3 complejos que
se pueden ver en (9.8) y esto implica que nuestra teoŕıa tiene constricciones.

La densidad Hamiltoniana que resulta de la teoŕıa de Ostrogradsky es

H = π1ξ + π0π2 + 2π2∇2η − (m2
1 +m2

2)ηπ2 −
1

2
ξ2 − 1

2
(∇2φ)2 + ξ∇2φ(9.10)

− (m2
1 +m2

2)

2
η2 +

(m2
1 +m2

2)

2
∇φ· ∇φ+

m2
1m

2
2

2
φ2 − η∇2η + (m2

1 +m2
2)η2

−ξ∇2φ+ (∇2φ)2 + π0π2 − ηπ0.

La densidad Hamiltoniana (9.10) en términos de la parte real y la parte imagi-
naria es

HR = π1RξR + π0Rπ2R + 2π2R∇2ηR − (m2
1 +m2

2)ηRπ2R −
1

2
ξ2
R (9.11)

−1

2
(∇2φR)2 + ξR∇2φR −

(m2
1 +m2

2)

2
η2
R +

(m2
1 +m2

2)

2
∇φR· ∇φR

+
m2

1m
2
2

2
φ2
R − ηR∇2ηR + (m2

1 +m2
2)η2

R − ξR∇2φR + (∇2φR)2

+π0Rπ2R − ηRπ0R

−[π1IξI + π0Iπ2I + 2π2I∇2ηI − (m2
1 +m2

2)ηIπ2I −
1

2
ξ2
I

−1

2
(∇2φI)

2 + ξI∇2φI −
(m2

1 +m2
2)

2
η2
I +

(m2
1 +m2

2)

2
∇φI · ∇φI

+
m2

1m
2
2

2
φ2
I − ηI∇2ηI + (m2

1 +m2
2)η2

I − ξI∇2φI + (∇2φI)
2

+π0Iπ2I − ηIπ0I ],

HI = [π1RξI + π1IξR + π0Rπ2I + π0Iπ2R + 2π2R∇2ηI + 2π2I∇2ηR

−(m2
1 +m2

2)ηRπ2I − (m2
1 +m2

2)ηIπ2R − ξRξI −∇2φR∇2φI (9.12)

+ξR∇2φI + ξI∇2φR − (m2
1 +m2

2)ηRηI + (m2
1 +m2

2)∇φR· ∇φI
+m2

1m
2
2φRφI − ηR∇2ηI − ηI∇2ηR + 2(m2

1 +m2
2)ηRηI

−ξR∇2φI − ξI∇2φR + 2(∇2φR)(∇2φI)

+π0Rπ2I + π0Iπ2R − ηRπ0I − ηIπ0R].

En esta parte se ha encontrado un espacio fase real con 12 grados de libertad,
pero con el método variacional de Schwinger que tiene 8 grados de libertad.
De hecho ésto sugiere que la teoŕıa Hamiltoniana está incompleta y necesita
incorporar las constricciones las cuales agregamos en la siguiente sección por
medio del método de Dirac. Además, en el esṕıritu de Hamiltoniano complejo
en la siguiente sección se analiza como introducir una estructura simpléctica de
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tal manera que las ecuaciones Hamiltonianas satisfacen identicamente las condi-
ciones de Cauchy-Riemann y de esta manera se logra una evolución temporal
de la teoŕıa anaĺıtica. Debe notarse que nuestra densidad Lagrangiana depende
hasta derivadas de tercer orden.

9.1. Ecuaciones de Hamilton y Ecuaciones de
Cauchy-Riemann

En esta sección se estudia la estructura Hamiltoniana compleja y selec-
cionamos la estructura simpléctica correcta de tal forma que la evolución tem-
poral clásica respeta analiticidad del sistema.

Estructura Compleja

En esta parte del trabajo, nosotros determinamos el elemento minimal que
produce la evolución temporal en esta descripción compleja. En este caso la
transformación de Legendre para la densidad Hamiltoniana(9.10) es

L = φ̇Rπ0R − φ̇Iπ0I + η̇Rπ1R − η̇Iπ1I + ξ̇Rπ2R − ξ̇Iπ2I −HR (9.13)

+i[φ̇Iπ0R + φ̇Rπ0I + η̇Iπ1R + η̇Rπ1I + ξ̇Rπ2I + ξ̇Iπ2R −HI ].

donde se introduce dos estructuras simplécticas. Una para la parte real de la
densidad Hamiltoniana y otra para la parte imaginaria.

Para continuar se define una nueva notación que establece una descripción
más compacta

Θa
A = (φR, ηR, ξR, φI , ηI , ξI), (9.14)

ΠbB = (π0R, π1R, π2R, π0I , π1I , π2I), (9.15)

con el ı́ndice a corriendo de a = (φ, η, ξ) y b = (π0, π1, π2) que incluye también
los sub́ındices A,B = (R, I) corriendo sobre las partes reales e imaginarias.

De esta forma la densidad Lagrangiana se reduce a

L = Θ̇a
RΠaR − Θ̇a

IΠaI −HR + i[Θ̇a
IΠaR + Θ̇a

RΠaI −HI ], (9.16)

de la variación de la densidad Lagrangiana (9.13) se obtiene

Θ̇a
R =

∂HR
∂ΠaR

=
∂HI
∂ΠaI

, Θ̇a
I =

∂HI
∂ΠaR

= − ∂HR
∂ΠaI

, (9.17)

Π̇aR = −∂HR
∂Θa

R

= −∂HI
∂Θa

I

, Π̇aI = − ∂HI
∂Θa

R

=
∂HR
∂Θa

I

. (9.18)

Éste es el conjunto completo de ecuaciones de Hamilton y este sistema satisface
las ecuaciones de Cauchy-Riemann y en consecuencia la evolución dada por estas
ecuaciones de movimiento es anaĺıtica. Sin embargo, éstas son equivalentes a las
ecuaciones de movimiento (8.13), pero de momentos diferentes.
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De la estructura simpléctica dada en (9.13) los paréntesis de Poisson son

{Θa
A(t, ~x),ΠbB(t, ~x′)} = JABδab δ3(~x− ~x′), (9.19)

donde se ha definido A,B = R, I y JAB como

JAB =

 1 si A = B = R
0 si A 6= B
−1 si A = B = I

De esta expresión se obtiene la definición general

{F,G} =

∫
d3x′(

δF

δφR

δG

δπ0R
− δF

δπ0R

δG

δφR
)− (

δF

δφI

δG

δπ0I
− δF

δπ0I

δG

δφI
) (9.20)

+(
δF

δηR

δG

δπ1R
− δF

δπ1R

δG

δηR
)− (

δF

δηI

δG

δπ1I
− δF

δπ1I

δG

δηI
)

+(
δF

δξR

δG

δπ2R
− δF

δπ2R

δG

δξR
)− (

δF

δξI

δG

δπ2I
− δF

δπ2I

δG

δξI
).

Es importante mencionar que de los paréntesis dados en (9.19) hay varios
paréntesis con signo opuesto que son una consecuencia natural de la estructura
compleja y de la transformación de Legendre (9.13).

Constricciones en el Sistema

Para empezar a analizar la dinámica del sistema se usan los paréntesis de
Poisson dados en (9.20) y se considera la teoŕıa de Dirac de las constricciones
con el fin de manejar sistemáticamente las restricciones que encontramos en la
definición de los momentos.

De los momentos (9.5)-(9.7) vemos que existen cuatro constricciones pri-
marias, ya que hemos dividido en partes real e imaginaria respectivamente

γ1 = π1R, γ2 = π1I , (9.21)

γ3 = π2R − ηR, γ4 = π2I − ηI .

Estas constricciones satisfacen

{γa, γb} = Cabδ(~x− ~x′) (9.22)

y

Cab =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 1 0 0

 , (9.23)

con determinante dada por
det (Cab) = 1. (9.24)
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La evolución temporal de las constricciones es lograda através de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann y se encuentra que por analiticidad que hay una asociación
o con la parte real, o con la parte imaginaria de la densidad Hamiltoniana
compleja

γ̇1 =

∫
d3x′{γ1,HR + α1γ1 + α2γ2 + α3γ3 + α4γ4} (9.25)

= [−2∇2 + (m2
1 +m2

2)]γ3 + π0R + α3 ≈ 0,

γ̇2 = [−2∇2 + (m2
1 +m2

2)]γ4 + π0I − α4 ≈ 0, (9.26)

γ̇3 = −γ1 −∇2φR − α1 ≈ 0, (9.27)

γ̇4 = −γ2 −∇2φI + α2 ≈ 0, (9.28)

y vemos que estas constricciones son un conjunto completo, ya que de (9.25)-
(9.28) se obtienen los multiplicadores de Lagrange α’s y de la expresión (9.22)
este es un conjunto de constricciones de segunda clase. Ésto implica que se pasa
de 12 a 8 grados reales de libertad real del espacio fase complejo.

Estas constricciones (9.21) definen una nueva estructura simpléctica a través
de los paréntesis de Dirac

{F (t, ~x0), G(t, ~x)}∗ = {F (t, ~x0), G(t, ~x)} (9.29)

−
∫
dx′dx′′{F (t, ~x0), γa(t, ~x′)}Cabδ(~x′ − ~x′′){γb(t, ~x′′), G(t, ~x)}.

De la definición (9.29) la nueva estructura simpléctica resulta

{φR(t, ~x), π0R(t, ~x0)}∗ = δ3(~x− ~x0) (9.30)

{φI(t, ~x), π0I(t, ~x0)}∗ = −δ3(~x− ~x0)

{ηR(t, ~x), ξR(t, ~x0)}∗ = −δ3(~x− ~x0)

{ηI(t, ~x), ξI(t, ~x0)}∗ = δ3(~x− ~x0)

{ξR(t, ~x), π2R(t, ~x0)}∗ = δ3(~x− ~x0)

{ξI(t, ~x), πI(t, ~x0)}∗ = −δ3(~x− ~x0).

Esta estructura la usaremos para hacer una comparación y de esta manera
habremos incorporado las condiciones de borde correctas.

Para cuantizar el sistema se necesita promover los paréntesis de Dirac (9.30)
a conmutadores siendo bastante simple, ya que la matriz (9.23) es constante,
entonces se puede usar la constricción (9.21) directamente en el Hamiltoniano
y de ella eliminar las variables (ηR, ηI , π1R, π1I).
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En el espacio reducido la densidad Hamiltoniana es dada por

HC = HCR + iHCI (9.31)

HCR = π0Rπ2R −
1

2
ξ2
R −

(m2
1 +m2

2)

2
π2

2R +
m2

1m
2
2

2
φ2
R +

1

2
(∇2φR)2 (9.32)

+
(m2

1 +m2
2)

2
(∇φR)2 + π2R∇2π2R

−[π0Iπ2I −
1

2
ξ2
I −

(m2
1 +m2

2)

2
π2

2I +
m2

1m
2
2

2
φ2
I +

1

2
(∇2φI)

2

+
(m2

1 +m2
2)

2
(∇φI)2 + π2I∇2π2I ]

HCI = [π0Rπ2I + π0Iπ2R − ξRξI − (m2
1 +m2

2)π2Rπ2I (9.33)

+m2
1m

2
2φRφI +∇2φR∇2φI

+(m2
1 +m2

2)∇φR· ∇φI + π2R∇2π2I + π2I∇2π2R].

De esta manera la dinámica del sistema es dada por la densidad Hamiltoniana
(9.32) con la estructura simpléctica (9.30).

La densidad Hamiltoniana compleja escrita en términos de las variables com-
plejas (φ, ξ, π0, π2) es

HC = π0π2 −
1

2
ξ2 − (m2

1 +m2
2)

2
π2

2 +
m2

1m
2
2

2
φ2 +

1

2
(∇2φ)2 (9.34)

+
(m2

1 +m2
2)

2
(∇φ)2 + π2∇2π2.

La densidad Hamiltoniana (9.34) esta estrechamente relacionada a la densidad
Hamiltoniana de Bernard-Duncan [22, 21]. Lo anterior lo podemos ver por medio
de una transformación canónica

φ(~x, t) = φ(~x, t), πφ(~x, t) = π0(~x, t) + O2π2(~x, t), (9.35)

πφ̇ = −ξ +∇2φ(~x, t), φ̇(~x, t) = π2(~x, t),

que implica

HD = πφφ̇−
1

2
π2
φ̇
− (m2

1 +m2
2)

2
φ̇2 +

(m2
1 +m2

2)

2
(Oφ)2 +

m2
1m

2
2

2
φ2 (9.36)

−Oφ·Oπφ̇,

donde debe de ser tomado en cuenta que la teoŕıa es compleja.
En este punto es posible aplicar las 4 constricciones (9.21) a la densidad

Lagrangiana (9.13) que confirma los paréntesis de Dirac

LC = π0φ̇+ π2ξ̇ −HC = π0RηR − π0IηI + π2Rξ̇R − π2I ξ̇I −HCR (9.37)

+i[π0RηI + π0IηR + π2Rξ̇I + π2I ξ̇R −HCI ],

y dada la forma en que procedemos es necesario establecer una nueva notación
compacta

ΛcC = (φR, ξR, φI , ξI), (9.38)

ΥdD = (π0R, π2R, π0I , π2I), (9.39)
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con c = φ, ξ para el supeŕındice de Λ, d = π0, π2 y el sub́ındice Υ y C,D = R, I.
De la variación de la densidad Lagrangiana (9.37) resultan las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

Λ̇aR =
∂HCR
∂ΥaR

=
∂HCI
∂ΥaI

, Λ̇aI =
∂HCI
∂ΥaR

= −∂HCR
∂ΥaI

, (9.40)

Υ̇aR =
∂HCR
∂ΛaR

=
∂HCI
∂ΛaI

, Υ̇aI = −∂HCI
∂ΛaR

=
∂HCR
∂ΛaI

, (9.41)

con los paréntesis de Dirac

{F,G}∗ =

∫
d3x′(

δF

δφR

δG

δπ0R
− δF

δπ0R

δG

δφR
)− (

δF

δφI

δG

δπ0I
− δF

δπ0I

δG

δφI
) (9.42)

+(
δF

δξR

δG

δπ2R
− δF

δπ2R

δG

δξR
)− (

δF

δξI

δG

δπ2I
− δF

δπ2I

δG

δξI
)

que siguen directamente de los paréntesis de Dirac (9.29). Explicitamente, los
paréntesis son

{ΛaA(t, ~x),ΥbB(t, ~x′)}∗ = IABδab δ3(~x− ~x′), (9.43)

donde A,B = R, I y la matriz IAB es

IAB =

 1 si A = B = R
0 si A 6= B
−1 si A = B = I

9.2. Condiciones de Realidad en el modelo

Hasta este punto nuestro modelo sigue siendo complejo y la idea ahora es
introducir condiciones que proyecten nuestro sistema a un espacio real. La idea
de las condiciones de realidad, que transforma una teoŕıa compleja en real,
fue propuesta inicialmente por Ashtekar en el contexto de relatividad general
[11]. Las condiciones de realidad han sido importantes para darle sentido f́ısico
a una teoŕıa compleja tal que estas condiciones son usadas para cancelar el
efecto de la parte imaginaria [22]. En la formulación original de Ashtekar estas
condiciones fueron implementadas por medio del producto escalar. Sin embargo,
aqúı tenemos constricciones que pueden ser aplicadas como constricciones de
segunda clase [40]. Para nuestro caso este procedimiento es más útil, ya que en
la cuantización de la teoŕıa las condiciones realmente importantes pueden ser
implementadas directamente sobre la integral de camino. Otro punto importante
es que el conjunto completo de condiciones de realidad es fijado por la evolución
del sistema lo que significa que se empieza de un conjunto de de constricciones
que son evolucionadas para mostrar que son consistentes con las condiciones de
realidad. Si aparecieran nuevas constricciones son incluidas también y nosotros
terminariamos con un algebra cerrada bajo la evolución. En nuestro caso, con
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la finalidad de reducir a una densidad Hamiltoniana real es necesario considerar
como punto de inicio dos constricciones que genaran un conjunto completo

Σ1 = π0I +∇2π2I −m2
2π2I , Σ2 = π0R +∇2π2R −m2

1π2R, (9.44)

y su evolución temporal es

Σ̇1 =

∫
d3x′ {Σ1,HCR} = (−∇2 +m2

2)Σ4 Σ̇2 = (−∇2 +m2
1)Σ3 (9.45)

donde Σ3 y Σ4 son dados por

Σ3 = −ξR +∇2φR −m2
2φR, Σ4 = −ξI +∇2φI −m2

1φI . (9.46)

Con la finalidad de obtener el conjunto complejo necesitamos establecer que son
el conjunto completo de constricciones y que también son cerradas.

La evolución temporal de las constricciones secundarias es

Σ̇3 = −Σ2 Σ̇4 = −Σ1. (9.47)

De esta forma el sistema es cerrado. El algebra completa de constricciones es

{Σa,Σb} = Dabδ(~x− ~x′) (9.48)

y

Dab =


0 0 0 −(m2

1 −m2
2)

0 0 −(m2
1 −m2

2) 0
0 (m2

1 −m2
2) 0 0

(m2
1 −m2

2) 0 0 0

 , (9.49)

con determinante dado por

det (Dab) = (m2
1 −m2

2)4. (9.50)

La matriz inversa existe cuando m1 6= m2 resultando

Dab =


0 0 0 β2

0 0 β2 0
0 −β2 0 0

−β2 0 0 0

 , (9.51)

con β2 = 1
(m2

1−m2
2)

. En conclusión ya que, se incluyen 4 condiciones de realidad

como constricciones de segunda clase, resultando que el análisis de los grados
de libertad pasa de 8 a 4.

Este espacio fase que hemos decidido usar para nuestra conveniencia es da-
do por (φR, φI , π2R, π2I). Por otro lado la nueva teoŕıa reducida que nosotros
establecemos da como resultado los paréntesis de Dirac

{FR(t, ~x), GR(t, ~x0)}∗∗ ≡ {FR(t, ~x), GR(t, ~x0)}∗ (9.52)

−
∫
d3y {FR(t, ~x),Σa(t, ~y)}∗Dab {Σb(t, ~y), GR(t, ~x0)}∗
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con los paréntesis fundamentales que son

{φR(t, ~x), π2R(t, ~x0)}∗∗ =
1

(m2
1 −m2

2)
δ3(~x− ~x0), (9.53)

{φI(t, ~x), π2I(t, ~x0)}∗∗ =
1

(m2
1 −m2

2)
δ3(~x− ~x0),

Aunque en principio se escoge un diferente conjunto de condiciones de realidad
que no es arbitraria ya que en este caso la cancelación de la parte imaginaria
de la densidad Hamiltoniana es clara, pero usando otra elección no es tan clara.
Este enunciado implica que el espacio fase es establecido por las condiciones de
realidad (9.44) y (9.46) con la finalidad de expresar una transformación inversa
usando estas condiciones.

Por esta razón se enfatiza que el espacio fase es (φR, φI , π2R, π2I). Aplicando
fuertemente las condiciones (9.44) y (9.46) en la densidad (9.34), se obtiene la
densidad Hamiltoniana

HCKG =
(m2

1 −m2
2)

2
π2

2R +
m2

2(m2
1 −m2

2)

2
φ2
R +

(m2
1 −m2

2)

2
(OφR)2 (9.54)

+
(m2

1 −m2
2)

2
π2

2I +
m2

1(m2
1 −m2

2)

2
φ2
I +

(m2
1 −m2

2)

2
(OφI)

2.

La densidad Lagrangiana (9.1) con las constricciones y las condiciones de reali-
dad es

LCKG = (φ̇π0 + ξ̇π2)bcons−HCKG = (m2
1 −m2

2)φ̇Rπ2R (9.55)

+(m2
1 −m2

2)φ̇Iπ2I −HCKG.

La expresión (9.54) tiene una relación a directa con la densidad Hamiltoniana
de dos campos de Klein-Gordon reales. La diferencia es solamente una transfor-
mación de contacto , dada por

σR = (m2
1 −m2

2)
1
2φR, pR = (m2

1 −m2
2)

1
2π2R, (9.56)

σI = (m2
1 −m2

2)
1
2φI , pI = (m2

1 −m2
2)

1
2π2I .

Usando esta transformación en la densidad Hamiltoniana (9.54) se obtiene

HKG =
1

2
p2
R +

m2
2

2
σ2
R +

1

2
(OσR)2 +

1

2
p2
I +

m2
1

2
σ2
I +

1

2
(OσI)

2. (9.57)

La transformación de contacto (9.56) será muy utilizada con la meta de agregar
las respectivas fuentes en el formalismo de la integral de camino.

En la siguiente sección se explorará con más detalle las condiciones de reali-
dad (9.44) y (9.46) ya que por medio de esta estructura se incluyen potenciales
de interacción en este modelo de orden superior complejo.
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9.2.1. Interpretación de las Condiciones de Realidad

Como ya hemos visto es posible reducir una teoŕıa con derivada tempo-
ral de orden superior compleja a un sistema real que resulta ser Hermitiano y
cuantizable con un momento y posición también Hermı́ticos. Las condiciones
de realidad usadas como constricciones de segunda clase [40] juegan un papel
fundamental en esta reducción, además de establecer una transformación de
contacto lo cual logra la identificación con un sistema real de dos campos de
Klein-Gordon. Sin embargo, este método no es el único posible, ya que el punto
de partida (9.44) fue dado a mano sin seguir un procedimiento sistemático. Con-
siderando esto último se observa un mapéo particular que relaciona el espacio
fase complejo (φ, φ̇, πφ, πφ̇) al espacio fase real (ψ1, πψ1 , ψ2, πψ2) resultando

ψ1 =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

(im2
2φ− i(−ξ +∇2φ)),

ψ2 =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

(m2
1φ− (−ξ +∇2φ)),

πψ1
= i

1

(m2
1 −m2

2)
1
2

((π0 +∇2π2)−m2
1π2),

πψ2
=

1

(m2
1 −m2

2)
1
2

((π0 +∇2π2)−m2
2π2. (9.58)

Por otro lado se puede mostrar que el espacio fase (ψ1, ψ2, πψ1 , πψ2) es real,
por lo que de manera general se debe de asumir que estamos trabajando en un
espacio complejo y resultando que

(ψ1R + iψ1I) =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

[(m2
1 −m2

2)φI − iΣ3],

(ψ2R + iψ2I) =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

[(m2
1 −m2

2)φR − iΣ4],

(πψ1R
+ iπψ1I

) =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

[(m2
1 −m2

2)π2I + iΣ2],

(πψ2R
+ iπψ2I

) =
1

(m2
1 −m2

2)
1
2

[(m2
1 −m2

2)π2R + iΣ1]. (9.59)

Para concluir si el espacio fase es complejo, la parte imaginaria debe ser propor-
cional a las condiciones de realidad o constricciones (9.44) y (9.46). Entonces
el espacio fase es real implementando estas condiciones en la superficie donde
son válidas. Debemos notar que las condiciones de realidad no son expresiones
minimales ya que

(m2
1 −m2

2)φ∗ = (m2
1 +m2

2)φ+ 2(ξ −∇2φ),

(m2
1 −m2

2)π∗2 = −(m2
1 +m2

2)π2 + 2(π0 +∇2π2),

(m2
1 −m2

2)(π∗0 +∇2π∗2) = (m2
1 +m2

2)(π0 +∇2π2)− 2m2
1m

2
2π2,

(m2
1 −m2

2)(−ξ∗ +∇2φ∗) = −(m2
1 +m2

2)(−ξ +∇2φ) + 2m2
1m

2
2φ2 (9.60)
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y separando en partes, real e imaginaria

Σ3 + iΣ4 = 0, Σ2 + iΣ1 = 0,

m2
2Σ2 + im2

1Σ4 = 0, m2
1Σ3 + im2

2Σ4 = 0. (9.61)

Las condiciones (9.60) no pueden ser usadas como constricciones [22] ya que las
variables conjugadas en nuestro sistema no son campos independientes a menos
que nosotros consideremos las componentes como campos independientes reales
en el caso (9.44) y (9.46) teniendo un sistema dinámico complejo similar.

La relación entre el método descrito con las constricciones de segunda clase
o condiciones de realidad y el método de una transformación canónica compleja
es

σR = ψ2, σI = ψ1,

pR = π2, pI = π1. (9.62)

Resumiendo, partiendo del modelo de Bernard-Duncan complejo con 12 grados
de libertad reales es posible reducirlo a 4 grados de libertad reales. Para lo
anterior usamos 4 constricciones que aparecen de la definición del momento Eq.
(9.21) y 4 condiciones de realidad. De esta manera las condiciones de realidad
generan una teoŕıa de primer orden real que es directamente relacionada a una
teoŕıa compleja de orden superior.

Es importante remarcar que las condiciones de realidad son constricciones
de segunda clase cuyos paréntesis de Poisson forman una matriz compleja. Por
lo tanto a nivel cuántico no tenemos problemas al implementar estos paréntesis.

Esta descripción aún esta incompleta ya que este modelo no tiene la autoin-
teracción entre los campos internos como los externos, además de que hasta
este punto fijamos las condiciones de realidad a mano sin una razón natural
para incluirlas.

Con la finalidad de agregarle a nuestro modelo los efectos interactivos, en
la siguiente sección incluimos potenciales de autointeracción cuya aplicación de
las condiciones de realidad resulta ser consistente para establecer potenciales de
interacción en nuestro espacio reducido.

9.3. Los Potenciales de Interacción

Con el proposito de incluir interacciones al modelo se consideran los si-
guientes criterios: i)Las interacciones deben de ser cantidades reales por medio
de la aplicación de las condiciones de realidad y las constricciones. ii) En prin-
cipio es posible incluir interacciones reales que dependen de los momentos, sin
tomar en cuenta esta posibilidad. Sin embargo, esta posibilidad modifica la
definición de los momentos y puede dar como resultado una teoŕıa que no es in-
variante de Lorentz. iii) Por consistencia de la teoŕıa se requiere que la densidad
Hamiltoniana de interacción no genere nuevas constricciones. Para implementar
esta condición se selecciona un conjunto de interacciones que conmutan con las
condiciones de realidad Σ1 y Σ2. De esta manera es posible escoger potenciales



9.3. LOS POTENCIALES DE INTERACCIÓN 121

de interacción que son exclusivamente dependientes de los campos y en adición
automáticamente conmuta con las condiciones de realidad Σ3 y Σ4. Este criterio
asegura que la evolución temporal de las constricciones no es modificada por los
términos de interacción.

9.3.1. Criterios de Selección de los Potenciales de Inter-
acción

Con la finalidad de establecer ciertos criterios vamos a considerar un ejemplo
de manera que sea posible extenderlo a otros potenciales de interacción.

Para seleccionar este potencial de interacción se aplican las condiciones de
realidad en el potencial propuesto resultando un término invariante de Lorentz.
Para encontrar tal expresión se considera el campo conjugado φ∗, pero ya que
no es una variable del sistema se sustituye la expresión conjugada usando las
condiciones de realidad.

Selección de los Potenciales de Interacción

En la teoŕıa compleja usual es común encontrar el espacio fase, los campos,
los momentos y sus elementos conjugados. En la descripción presentada aqúı,
no tenemos elementos conjugados que permitan seleccionar los potenciales de
interacción. Sin embargo, tenemos las condiciones de realidad que ayudan a
encontrar potenciales de interacción consistentes con potenciales reales en el
espacio reducido.

Con ésto es posible definir un campo desnudo en el espacio extendido que
colapsa en un campo conjugado dentro del espacio reducido dando como resul-
tado

φ̄ =
(m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ− 2

(m2
1 −m2

2)
(−ξ +∇2φ), (9.63)

cuando m1 6= m2 y diferente de cero. La expresión de (9.63) está φ̄ 6= φ∗ dentro
del espacio extendido en general, pero puede ser reducido al campo conjugado
dentro del espacio reducido siendo que

φ∗ = φ̄|rec = φR − iφI . (9.64)

Este espacio reducido es obtenido de aplicar las condiciones de realidad Σ3 y
Σ4 sobre el espacio extendido que será denotado por |rec.

El último enunciado sugiere que la selección de los potenciales de interacción
dentro del espacio extendido es dependiente de las condiciones de realidad de
tal manera que restringiendo el espacio fase los potenciales de interacción no
abandonan el espacio reducido.

Las componentes de campo en términos de φ y su conjugado φ̄ son

φR =
1

2
(φ+ φ̄) |cre, φI =

1

2i
(φ− φ̄) |cre (9.65)
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lo cual permite introducir los posibles potenciales de interacción

U1
int(φ, ξ) =

∫
d3x

g1

4!(m2
1 −m2

2)2
[m2

1φ+ (ξ −∇2φ)]4, (9.66)

U2
int(φ, ξ) =

∫
d3x

g2

4!(m2
1 −m2

2)2
[m2

2φ+ (ξ −∇2φ)]4,

U3
int(φ, ξ) =

∫
d3x

g3

4!(m2
1 −m2

2)2
[m2

1φ+ (ξ −∇2φ)]2[m2
2φ+ (ξ −∇2φ)]2.

Incluyendo estas expresiones se obtiene una densidad Hamiltoniana total y si
nosotros conmutamos ésta con las condiciones de realidad se obtienen elementos
proporcionales a las condiciones de realidad ya que cada potencial es real.

Los potenciales de interacción (10.1) aplicando las condiciones de realidad
(9.46) son

U1
int |cre=

∫
d3x

g1

4!
ψ4

2 , U2
int |cre=

∫
d3x

g2

4!
ψ4

1 , (9.67)

U3
int |cre=

∫
d3x

g3

4!
ψ2

2ψ
2
1 .

El procedimiento anterior establece una manera de introducir los potenciales de
autointeracción que puede ser aplicado sistemáticamente. En la siguiente sección
se explorará otros tipos de interacción que también se pueden agregar y con las
cuales podemos realizar la cuantización usando la integral de camino.

Algunos Potenciales de Interacción

Siguiendo el procedimiento aqúı descrito podemos considerar algunos po-
tenciales de interacción que tienen las mismas caracteŕısticas en común. Del
formalismo Hamiltoniano se escriben las partes reales e imaginarias en términos
de los campos (9.65), resultando

U4
int(φ, ξ) =

∫
d3x

−g4

(m2
1 −m2

2)
3
2

(m2
1φ+ ξ −∇2φ)(m2

2φ+ ξ −∇2φ)2,

U5
int(φ, ξ) =

∫
d3x

g5

(m2
1 −m2

2)
3
2

(m2
1φ+ ξ −∇2φ)3, (9.68)

U6
int(φ, ξ) =

∫
d3x

−ig6

(m2
1 −m2

2)
3
2

(m2
2φ+ ξ −∇2φ)3,

U7
int(φ, ξ) =

∫
d3x

−ig7

(m2
1 −m2

2)
3
2

(m2
2φ+ ξ −∇2φ)(m2

1φ+ ξ −∇2φ)2,

donde al aplicar las condiciones de realidad (9.46) obtenemos

U4
int |cre= g4ψ2ψ

2
1 , U5

int |cre= g5ψ
3
2 , (9.69)

U6
int |cre= g6ψ

3
1 , U7

int |cre= ψ1ψ
2
2 .
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Es importante enfatizar que las condiciones de realidad o constricciones de se-
gunda clase forman un conjunto cerrado bajo la evolución temporal. Ésto se
muestra en las ecuaciones (9.59) donde fue exhibido que la parte imaginaria de
los campos ψ desaparece módulo las condiciones de realidad (9.44), (9.46). Por
otro lado si se incluyen los potenciales (9.67) y (9.68) a la densidad Hamilto-
niana (9.34), la evolución de las condiciones de realidad no es modificada por las
interacciones. Esto es usado para construir la integral de camino de tal forma
que las fuentes agregadas son consistentes con la teoŕıa. Además, consideran-
do la dependencia entre los campos debido a las constricciones, tendremos que
tomar en cuenta la dependencia entre las fuentes, para obtener una explicación
de la razón por la cual agregamos a la teoŕıa las condiciones de realidad.

En el siguiente caṕıtulo buscamos establer una relación entre nuestro método
y un método aproximado mostrando una posible aplicación más para nuestro
método que parte de la extensión al plano complejo.
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Caṕıtulo 10

Método Aproximado en el
Modelo de P-U

En esta sección estudiaremos si existe una relación entre el método propuesto
en caṕıtulos anteriores y el método perturbativo desarrollado en [48].

El método desarrollado en caṕıtulos previos, es el primero que logra la cuan-
tización de una teoŕıa de orden superior con interacciones.

No obstante existen en la literatura planteamientos perturbativos que atacan
este mismo problema [17, 19, 13, 48].

Sin embargo, todos estos procedimientos eliminan grados de libertad de la
teoŕıa original, es decir, solo describen los grados de libertad de bajas enerǵıas.

Para comparar estos métodos a bajas enerǵıas con nuestro procedimiento
es necesario establecer una aproximación a partir de nuestras ecuaciones de
movimiento que son obtenidas de la densidad Hamiltoniana reducida por nues-
tras constricciones y condiciones de realidad. Usando ésto retomamos el método
aproximado dado en [48] basado en una iteración que nosotros introduciremos
en las ecuaciones de movimiento.

Partiremos del modelo de Bernard-Duncan Complejo que no incluye la deriva-
da total y utilizaremos potenciales de interacción complejos que se reducen a ex-
presiones reales. Prestamos atención en las ecuaciones de movimiento de nuestro
modelo incluyendo algunos potenciales de interacción que son reales al aplicar
las condiciones de realidad y que son posibles de incluir en nuestro modelo.

10.0.2. Manejo de los Potenciales de Interacción en el Mo-
delo de Bernard-Duncan

Las interacciones que se considerarán son aquellas que al reducir a com-
ponentes de campos reales, introduciendo la aplicación de las condiciones de
realidad, sean cantidades reales y no incluyan a sus momentos correspondientes.

El potencial de interacción que es reducido a las componentes del campo y
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que estudiaremos es

g1

4!

[
(m2

1 +m2
2)φ2 − 2φπφ̇

]2
|cder=

g1

4!
(ψ2

2 + ψ2
1)2, (10.1)

con
ψ2 = (m2

1 −m2
2)

1
2φR, ψ1 = (m2

1 −m2
2)

1
2φI (10.2)

esta interacción se puede obtener de la interacción para el modelo de Pais-
Uhlenbeck cuando g1 = g2 = g3. Para lograr plantear estos nuevos potenciales
consideremos que la componente real del campo es una combinación del campo
y el momento conjugado asociado a φ̇, es decir,

ψ2 =
(m2

1 −m2
2)

1
2

2
(φ+ φ∗) =

1

(m2
1 −m2

2)
1
2

(πφ̇ −m
2
1φ)|cder (10.3)

donde |cder significa que las condiciones de realidad se aplican a la expresión
compleja correspondiente. De la misma forma podemos proceder para la parte
imaginaria del campo

ψ1 =
i(m2

1 −m2
2)

1
2

2
(φ∗ − φ) =

i

(m2
1 −m2

2)
1
2

(m2
2φ− πφ̇)|cder (10.4)

por lo que otras interacciones posibles son

λ1(m2
1 −m2

2)
1
2 (πφ̇ −m

2
1φ)

[
(m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ2 − 2

(m2
1 −m2

2)
φπφ̇

]
|cder

= λ1ψ2(ψ2
2 + ψ2

1), (10.5)

junto con

λ2i(m
2
1 −m2

2)
1
2 (m2

2φ− πφ̇)

[
(m2

1 +m2
2)

(m2
1 −m2

2)
φ2 − 2

(m2
1 −m2

2)
φπφ̇

]
|cder

= λ2ψ1(ψ2
2 + ψ2

1), (10.6)

lo cual completa las posibles interacciones que pueden ser utilizadas. En nuestro
caso particular tomaremos en cuenta los potenciales de interacción aqúı descritos
exceptuando la expresión (10.5).

10.0.3. Método Aproximado para Masas Distintas No Nu-
las

La densidad Hamiltoniana aplicando las condiciones de realidad para el caso
de masas distintas es

HKGI =
1

2
π2
ψ2

+
m2

2

2
ψ2

2 +
1

2
(Oψ2)2 +

1

2
π2
ψ1

+
m2

1

2
ψ2

1 +
1

2
(Oψ1)2 (10.7)

+λ2ψ1(ψ2
2 + ψ2

1) +
g1

4!
(ψ2

2 + ψ2
1)2
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de la cual podemos obtener dos ecuaciones de movimiento

�ψ2 +m2
2ψ2 = −2λ2ψ2ψ1 −

g1

3!
ψ2(ψ2

2 + ψ2
1), (10.8)

�ψ1 +m2
1ψ1 = −3λ2ψ

2
1 − λ2ψ

2
2 −

g1

3!
ψ1(ψ2

2 + ψ2
1). (10.9)

De estas ecuaciones de movimiento se puede obtener una teoŕıa efectiva para el
campo ψ2. Para realizar esto seguiremos el procedimiento descrito en [48]. Aśı,
usando la ecuación de movimiento (10.9) podemos despejar ψ1 por medio del
operador inverso

ψ1 = (�+m2
1)−1[−3λ2ψ

2
1 − λ2ψ

2
2 −

g1

3!
ψ1(ψ2

2 + ψ2
1)] (10.10)

de lo cual escogemos m2
1 � 1 y condiciones iniciales de ψ1 igual a cero para

obtener la siguiente aproximación

ψ1 ≈ −
λ2

m2
1

ψ2
2 +

λ2

m4
1

�ψ2
2 (10.11)

la que es sustituida en la expresión (10.8) resultando

�ψ2 +m2
2ψ2 = −[

g1

3!
− 2λ2

2

m2
1

]ψ3
2 −

2λ2
2

m4
1

ψ2�ψ
2
2 −

g1λ
2
2

3!m4
1

ψ5
R. (10.12)

Esta ecuación de movimiento es nuestra teoŕıa efectiva la cual puede ser obtenida
a través de la siguiente densidad Lagrangiana

L = −1

2
ψ2�ψ2−

m2
2

2
ψ2

2−
g1

4!
[1− 12λ2

2

g1m2
1

]ψ4
2−

2λ2
2

3m4
1

ψ3
2�ψ2−

g1λ
2
2

(3!)2m4
1

ψ6
2 . (10.13)

Otra posible interacción que mencionaremos, pero no consideraremos es

�ψ2+m2
2ψ2 = −3λ1ψ

2
2−

λ1λ
2
2

m4
1

ψ4
2−[

g1

3!
−2λ2

2

m2
1

]ψ3
2−

2λ2
2

m4
1

ψ2�ψ
2
2−

g1λ
2
2

3!m4
1

ψ5
2 (10.14)

lo que muestra que en general es posible construir cualquier potencial de inter-
acción con el método aqúı descrito.

La densidad Lagrangiana anterior (10.13) es similar a lo obtenido en [48],
pero sin una correción a la masa. Lo anterior establece un método aproxima-
do para la teoŕıa de orden superior. Es importante notar la manera en la cual
trabaja el procedimiento. Hemos partido de un densidad Hamiiltoniana (10.7)
que contiene dos campos ψ1, ψ2 y dos momentos en su formulación πψ1

, πψ2
. Es-

ta densidad Hamiltoniana da lugar a ecuaciones de movimiento que se pueden
reducir simplemente a dos ecuaciones, una sirve para encontrar el valor aproxi-
mado del campo ψ1 a partir de desarrollar un método basado en encontrar un
valor aproximado para el operador inverso dado en (10.11) por medio de un
método recursivo que comienza del valor inicial de ψ1 = 0. Una vez obtenida
esta aproximación podemos sustituir ψ1 en términos de ψ2 y reemplazar esta
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variable auxiliar en la ecuación (10.8) para obtener una ecuación con un solo
campo ψ2. A partir de la ecuación de movimiento (10.14) podemos encontrar
una densidad Lagrangiana (10.13) efectiva que da lugar a ésta.

Lo descrito anteriormente establece un método aproximado partiendo de
nuestra formulación. Esto supone una ventaja, ya que tomando como base nue-
stro desarrollo es posible incluir un método aproximado partiendo de nuestra
teoŕıa de Klein-Gordon de primer orden semejante al trabajo inicialmente men-
cionado en esta sección [48].



Caṕıtulo 11

Modelo de FLRW y TOS

En esta caṕıtulo estudiaremos el modelo cosmológico de Friedmann Lemâı-
ttre Robertson Walker, pero en el contexto de una teoŕıa con derivada temporal
de orden superior (TOS). Utilizando la ecuación de Einstein-Hilbert para la
métrica de FLRW se encuentra que ésta es una teoŕıa de orden superior, la
cual puede reducirse a una teoŕıa usual mediante el uso de una derivada total.
Aqúı nos enfocaremos en realizar el formalismo Hamiltoniano de la teoŕıa de
orden superior y queremos mostrar que nuestro formalismo se reduce al usual
una vez que se han eliminado las constricciones extra que aparecen al hacerlas
fuertes.

Nos enfocaremos principalmente en el modelo clásico el cual inicialmente no
establece las condiciones de borde en forma usual, sino que por medio de la teoŕıa
de constricciones de Dirac plantea otra manera de manejar las condiciones de
borde. Lo anterior implica no fijar, por lo menos al principio, alguna condición
en espećıfico. Con el análisis anterior, en principio, se puede escoger cierto valor
para el factor de escala como condición de borde.

Partiendo de este Hamiltoniano, el cual es proporcional a una constricción
primaria, será posible manejar la formulación clásica y obtener las ecuaciones
de movimiento. Notando que el momento conjugado asociado al campo es una
constante de movimiento pensaremos al campo que aparece en el Lagrangiano
de materia puede ser usado como un tiempo, si éste es una función monótona
del tiempo.

Trabajando como aqúı es descrito concluimos que a nivel clásico no hay
diferencia entre proceder de la forma usual y proceder como aqúı lo hacemos.

11.0.4. Acción de Friedmann Lemâıtre Robertson Walker
y Derivada Temporal de Orden Superior

Partiendo de la hipótesis de que nuestro universo es homogeneo e Isotrópico
y que la amplitud de las componentes espaciales de la métrica solo depende
del tiempo podemos plantear como punto de partida la métrica de Friedmann
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130 CAPÍTULO 11. MODELO DE FLRW Y TOS

Lemâıtre Robertson Walker

ds2 = −dt2 + a(t)2[
dr2

(1− kr2)
+ r2dθ2 + r2sen2θdφ2] (11.1)

donde a(t) es el factor de escala dependiente del tiempo y k = +1,−1, 0.
Las ecuaciones de movimiento son obtenidas de la acción de Einstein-Hilbert

como principio fundamental junto con un término de materia de la siguiente
forma

S[g] =

∫
d4x(

R
16πG

+ Lmat), (11.2)

en cuyo caso Lmat es el término de la densidad Lagrangiana que depende de la
materia y R es el escalar de curvatura con la velocidad de la luz c = 1. En esta
métrica obtenemos que

R = gabRab = 6

(
ä

N2a
+

ȧ2

N2a2
− ȧṄ

aN3
+

k

a2

)
. (11.3)

Dado que por hipótesis las variables a y N solo dependen de t es posible integrar
la parte espacial para obtener lo siguiente

S =

∫
dt[β{ äa

2

N
+
ȧ2a

N
− ȧṄa2

N2
+ kNa}+ Lmat] (11.4)

donde

Lmat =
V0a

3

2N
φ̇2 (11.5)

y

β =
3V0

8πG
. (11.6)

El Lagrangiano de Friedmann Robertson Walker resuta ser

L = β{ äa
2

N
+
ȧ2a

N
− ȧṄa2

N2
+ kNa}+

V0a
3

2N
φ̇2. (11.7)

Donde vemos que es de orden superior. Sin embargo usualmente se suele eliminar
el término de derivada total con el fin de manejar una teoŕıa de primer orden.
Eliminar este término implica forzar la elección de la condición de borde. Con
el uso de la teoŕıa de orden superior (11.7) podemos elegir las condiciones de
borde o podemos escoger las que resulten más naturales para el sistema.

De lo anterior podemos obtener los respectivos momentos y por tanto en-
contrar las respectivas constricciones primarias

pφ =
V0a

3

N
φ̇, (11.8)

φ1 = pN +
βȧa2

N2
≈ 0, (11.9)

φ2 = πa −
βa2

N
≈ 0, (11.10)

φ3 = pa ≈ 0, (11.11)



131

con (φ, a, ȧ, N) como nuestras variables. A causa de que tres momentos no son
cuadráticos en las velocidades tenemos tres constricciones que se denotan por la
letra griega φi. Usando esto último encontramos que el Hamiltoniano canónico
es

HC = −βaȧ
2

N
− βkNa+

Np2
φ

2V0a3
(11.12)

y Hamiltoniano total será

HT = HC + λ1φ1 + λ2φ2 + λ3φ3. (11.13)

Lo anterior establece la posibilidad de constricciones secundarias. Para encon-
trar las constricciones secundarias es necesario evolucionar las 3 constricciones
primarias.

φ̇1 = {φ1, HT }, φ̇2 = {φ2, HT }, φ̇3 = {φ3, HT }. (11.14)

De φ̇1 y φ̇2, obtenemos una constricción secundaria a partir de λ3, a causa
de que se tienen dos diferentes resultados para λ3 al hacer la evolución.

La constricción secundaria es

φ4 = ȧ2 + kN2 −
N2p2

φ

2βa4V0
≈ 0 (11.15)

y ya no hay más constricciones secundarias.
Habiendo obtenido todas las constricciones uno puede obtener la respectiva

estructura algebraica dada por

Cαβ = {φα, φβ} (11.16)

que se resume en la matriz

Cαβ =


0 0 2βaȧ

N2 (
p2φ

2βa4V0
− k)2N

0 0 − 2βa
N −2ȧ

− 2βȧa
N2

2βa
N 0 − 2N2p2φ

βa5V0

(k − p2φ
2βa4V0

)2N 2ȧ
2N2p2φ
βa5V0

0



con vectores nulos V1 =


N2p2φ

2βa5V0

0

(
p2φ

2βa4V0
− k)N2
− βaȧ

2N2

, V2 =


N
ȧ
0
0

 . La determinante

de esta matriz es cero y el rango es dos. Esto implica que hay dos constricciones
de primera clase

ψ1 =
N2p2

φ

2βa5V0
φ1 +

N

2
(

p2
φ

2βa4V0
− k)φ3 −

βaȧ

2N2
φ4 ≈ 0, (11.17)

ψ2 = Nφ1 + ȧφ2 ≈ 0, (11.18)
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que finalmente se reducen a

ψ1 =
N2p2

φ

2βa5V0
(pN +

βȧa2

N2
) +

N

2
(

p2
φ

2βa4V0
− k)(pa)− βaȧ

2N2
(ȧ2 + kN2

−
N2p2

φ

2βa4V0
) ≈ 0, (11.19)

ψ2 = N(pN +
βȧa2

N2
) + ȧ(πa −

βa2

N
) ≈ 0, (11.20)

lo que define las constricciones primarias.
Definido lo anterior solo resta escoger un adecuado conjunto de constricciones

secundarias lo cual es realizado a continuación.
Dada la libertad del problema podemos escoger un nuevo conjunto de cons-

tricciones que sea de segunda clase. Las constricciones de segunda clase que se
han escogido son

χ1 = φ1 = pN +
βa2ȧ

N2
≈ 0 χ2 =

1

2βaȧ
φ3 =

1

2βaȧ
pa ≈ 0. (11.21)

La correspondiente matriz es

Bαβ =

(
0 1

N2

− 1
N2 0

)
y su inversa

Bαβ =

(
0 −N2

N2 0

)
.

Con la finalidad de saber la estructura simpléctica, se calculan los paréntesis de
Dirac

{a,N}∗ =
N2

2βaȧ
, (11.22)

{a, πa}∗ = − a

2ȧ
, (11.23)

{a, pN}∗ =
a

N
, (11.24)

{φ, pφ}∗ = 1, (11.25)

{ȧ, πa}∗ = 1, (11.26)

{N, pN}∗ = 1. (11.27)

Finalmente se pueden usar las constricciones de segunda clase en los paréntesis
de Dirac y obtener solamente tres paréntesis fundamentales

{ȧ, πa}∗ = 1, (11.28)

{φ, pφ}∗ = 1, (11.29)

{N, pN}∗ = 1. (11.30)
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Ahora, si ponemos las constricciones de segunda clase en las constricciones de
primera clase debido al hecho de que implicitamente estamos usando los parénte-
sis de Dirac se obtiene

−2βaȧ

N2
[ȧ2 + kN2 −

N2p2
φ

2βa4V0
] ≈ 0, (11.31)

ȧ[πa −
βa2

N
] ≈ 0. (11.32)

Lo anterior se puede escribir como

2V0N
2p2
N (ȧ2 + kN2)− p2

φȧ
2β ≈ 0, (11.33)

ȧπa +NpN ≈ 0. (11.34)

A causa de que tenemos dos constricciones de primera clase, se puede fijar la
norma para una de éstas y dejar únicamente una sola constricción. La norma
que hemos elegido es

ψ3 = N − f(t) ≈ 0, (11.35)

y rearreglando de nuevo, se obtiene una constricción de primera clase

2V0f
2(t)(ȧ2 + kf2(t))pN [2ȧπa + (2f − 1)pN ] + p2

φȧ
2β ≈ 0, (11.36)

que es
−2V0f

2(t)(ȧ2 + kf2(t))p2
N + p2

φȧ
2β ≈ 0. (11.37)

Al fijar la norma una constricción de primera clase con la condición respectiva
de norma resultan ser constricciones de segunda clase de la siguiente forma

γ1 = ȧπa +NpN ≈ 0, (11.38)

γ2 = N − f(t) ≈ 0, (11.39)

con la siguiente algebra

Bαβ =

(
0 1

N
− 1
N 0

)
.

Colocando pN = − ȧπaN y tomando f = 1 tenemos los paréntesis de Dirac

{ȧ, πa}∗ = 1, (11.40)

{φ, pφ}∗ = 1, (11.41)

lo cual nos dice que podemos escoger a (πa, φ) como espacio de configuración con
dos grados de libertad debido a la constricción (11.10) que define al momento
πa en términos del radio del universo a. Con esto último definimos el espacio
fase (πa, φ, ȧ, pφ) con cuatro grados de libertad para obtener la ecuación final
de Wheeler De Witt que es

G = −V0(ȧ2 + k)π2
a +

βp2
φ

2
≈ 0, (11.42)

de la cual se obtiene el Hamiltoniano de la teoŕıa. Con G lo que resta realizar
es definir un Hamiltoniano para hacer un análisis de la teoŕıa clásica y poste-
riormente intentar hacer una cuantización.
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11.0.5. Teoŕıa Clásica Hamiltoniana de Wheeler De Witt

En esta sección usamos la constricción G para definir al Hamiltoniano. La
constricción G igualada a cero fuertemente es

1

α
(ȧ2 + k)π2

a −
p2
φ

2
= 0 (11.43)

con α = β
V0

. La expresión anterior puede ser escrita como

(H + pφ)(H − pφ) = 0 (11.44)

con

H = (
ȧ2 + k

α
)

1
2πa (11.45)

Dado que φ es una función monótona de t es posible considerarla como una
nueva variable de tiempo. Lo anterior esta perfectamente justificado, porque el
Hamiltoniano es proporcional al momento de φ y a nivel cuántico habrá una
semejanza a la ecuación de Schrodinger más cercana a la cuantización de la
ecuación de Klein-Gordon. Esto último refleja el principal problema de hacer la
cuantización sin cierto cuidado. En resumen φ es un buen tiempo ya que

φ : H = −pφ (11.46)

y justifica la elección tomada.
Con la cuantización de esta ecuación encontramos el problema de que la

densidad de probabilidad no es definida positiva y aparecen probabilidades ne-
gativas, o fantasmas, lo que acarrea problemas de interpretación. Paul A.M.
Dirac postuló hacer una división parecida a la descrita en este trabajo (11.44)
con el fin de dar una interpretación a la densidad de probabilidad no definida
positiva la cual nace de la teoŕıa cuántica de campos.

En el caso cuántico existe este problema, aunque para la versión clásica
no hay inconveniente, por lo que manejaremos una descripción basada en la
mecánica clásica para visualizar mejor la ecuación de Wheeler De Witt.

Tomando a φ como al respectivo tiempo y usando los paréntesis de Poisson
se obtiene

dπa
dφ

= {πa, H} = − ȧπa

α
1
2 (ȧ2 + k)

1
2

(11.47)

dȧ

dφ
= {ȧ, H} = (

ȧ2 + k

α
)

1
2 (11.48)

de lo cual se infiere
dπa
dȧ

= − ȧπa
(ȧ2 + k)

. (11.49)

Lo anterior nos permite encontrar al momento como función del nuevo tiempo,
pero el valor de éste va a depender de k.
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Considerando k = 0 se obtiene lo siguiente

πa =
πa0

exp∓ 1

α
1
2

(φ− φ0)
, (11.50)

lo que podemos graficar para obtener la figura 11.1.

Figura 11.1: Momento canónico de orden superior contra φ con k = 0 para el
modelo Wheeler de Witt contemplando términos de derivada total.

Lo anterior muestra que no existe alguna ventaja entre aplicar nuestro méto-
do y aplicar el método usual, lo cual era de esperarse, ya que solo hay una
derivada total en la que ambos difieren. Clásicamente uno no esperaŕıa que hu-
biera ventaja. Sin embargo, cuánticamente podŕıa en principio ser éste el caso.
Nuestro análisis muestra que en este caso tampoco hay alguna ventaja.

Un punto interesante de nuestro análisis es que la variable canónica eleji-
da por este procedimiento que es πa corresponde directamente al equivalente
obtenido usando las variables de Loop Quantum Gravity. A pesar de ésto, se ha
mostrado que una mejor variable corresponde a tomar el volumen del universo,
es decir proporcional a a3 [49].

Podemos hacer el mismo análisis para el caso k = 1. La expresión para el
momento es

(φ− φ0) = ±α 1
2 ln[

π0

πa
+

(π2
0 − π2

a)
1
2

πa
] (11.51)

lo cual da como resultado la figura 11.2.

Finalmente para el caso k = −1 tenemos que se cumple la relación para los
momentos dada en la figura 11.3.
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Figura 11.2: Momento canónico de orden superior contra φ para k = 1.
k = −1.

Figura 11.3: Momento canónico de orden superior contra φ fuera del origen.



Conclusiones

En este trabajo, se ha desarrollado un método por medio del cual se puede
establecer una relación entre dos sistemas que podŕıan resultar muy distin-
tos y que a pesar de eso pueden tener una correspondencia por medio de una
transformación de norma compleja. Por otro lado también se podŕıa pensar
en que la formulación antes descrita permite mapear de una teoŕıa compleja a
una teoŕıa real quitando grados de libertad al sistema. Espećıficamente, como
primer punto en este trabajo estudiamos las afecciones que se pueden presen-
tar en algunos sistemas al momento de querer realizar una teoŕıa cuántica para
estos. Mostramos que no necesariamente se van a cumplir todos los axiomas
de la mecánica cuántica al momento de realizar su respectiva cuantización, ya
que se podŕıan encontrar aberraciones en ciertos sistemas. Espećıficamente, el
modelo de Pais-Uhlenbeck presenta problemas que dificultan su cuantización.
En este punto podemos sospechar que la causa de la problemática es debido
a que no se ha interpretado bien la información arrojada por éste y no se ha
logrado hacer un empalme adecuado entre la mecánica Hamiltoniana de primer
orden y la mecánica Hamiltoniana de Ostrogradsky [12]. Lo anterior resulta de
vital importancia para enfrentar las efecciones que nos podŕıamos encontrar en
cualquier sistema.

En base a estos problemas en este trabajo nos dimos a la tarea de desa-
rrollar un método que nos permitiera entender un poco mejor lo que ha estado
ocurriendo. Sin embargo nuestro método no empieza de cero y tiene la necesidad
de sustentarse en teoŕıas antes expuestas. Tal es el caso de la teoŕıa de los
números complejos formulada por Gauss, Cauchy y Riemann, la teoŕıa de las
constricciones de Dirac [4] y la teoŕıa de las condiciones de realidad formulada
por Ashtekar [11].

El método puede ser resumido de la siguiente forma: Se considera el corres-
pondiente modelo real y posteriormente se hace una extensión de éste al plano
complejo, después nos encontraremos con que hay constricciones primarias en
la extensión Lagrangiana dependientes de la definición de los respectivos mo-
mentos, esto es debido a que las variables complejas no son independientes entre
śı debido a las ecuaciones de Cauchy-Riemann y a la estructura que esta misma
guarda para que un mapéo de los números complejos al plano real sea posible.
Posteriormente, según la teoŕıa de Dirac es necesario obtener el Hamiltoniano
total del sistema Lagrangiano extendido el cual va a tener constricciones pri-
marias. Con este Hamiltoniano podemos calcular la evolución temporal de las
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constricciones primarias resultando la naturaleza de éstas y concluyendo que las
constricciones primarias son de primera clase. Por otro lado, también podemos
determinar śı hay más constricciones a partir de la evolución de las constric-
ciones primarias y encontramos que no las hay siempre y cuando asumamos
que nuestro potencial es holomorfo. Dada la estructura compleja será inevitable
encontrarmos con constricciones de primera clase por lo que será necesario fijar
condiciones de norma. La manera de manejar la libertad de norma se basa en
considerar la simetŕıa que tiene el propio sistema y en base a esto escoger una
condición de norma natural que nos lleve a un espacio real o tomar una condi-
ción de norma que sea conveniente para nosotros partiendo del sistema complejo
y que establezca el mapéo a un sistema real. Lo antes dicho puede ser resumido
de la siguiente forma: Hacemos una extensión al plano complejo resultando una
teoŕıa de norma a la cual se le imponen condiciones de norma arbitrarias que
mapéan del espacio complejo a un espacio real.

En este punto debemos explorar la relación que hay entre los sistemas. Śı el
espacio en el cual estamos inmersos es real entonces no hay relación visible entre
los sistemas resultando ser independientes y a lo mucho es posible establecer un
mapéo por medio de las transformaciones canónicas en nuestro espacio real. La
restricción del uso de las transformaciones canónicas se agudiza aún más a nivel
cuántico, ya que solo las podremos usar si son lineales [2, 3].

Por otro lado, usando la extensión al plano complejo tenemos más manio-
brabilidad, ya que tenemos la libertad de norma inherente que nos va a permitir
pasar de sistemas reales en sistemas reales siempre y cuando las condiciones
de norma lo permitan. A nivel cuántico es más complicado, ya que podemos
establecer el mapéo por medio de las condiciones de norma, pero no sabre-
mos concretamente śı las teoŕıas resultantes son normalizables y el mapéo a
una teoŕıa cuántica adecuada es posible. Este tema sale del alcance del trabajo
planteado.

A partir de la extensión al plano complejo también podemos establecer un
mapéo de los sistemas complejos a los sistemas reales por medio de las condi-
ciones de norma. Lo anterior puede ser traducido cuánticamente como pasar de
un sistema no-Hermı́tico a un sistema Hermı́tico equivalente.

Como ejemplos concretos de estas condiciones de norma tenemos: La Her-
miticidad, las condiciones de realidad [11] y la simetŕıa P-T propuesta por
Bender [9].

Habiendo establecido el método consideramos algunos ejemplos manejados
en la literatura para poder tener un a buena referencia de lo aqúı descrito.
Primero mostramos como funciona el método en un oscilador armónico, ya que
resulta ser el modelo mejor entendido en la f́ısica moderna, extendiéndolo al
espacio complejo para posteriormente mostrar cual es la condición de norma
que se debe de utilizar para recuperar los resultados ya conocidos consideran-
do tanto la descripción clásica como la cuántica. Concrétamente consideramos
la condición de norma que recupera la Hermiticidad de la forma más simple
posible. Por otro lado, estableciendo otra condición de norma podemos encon-
trar que existen sistemas relacionados al oscilador armónico como el sistema
Hamiltoniano con potencial de Coulomb donde la frecuencia del oscilador es-
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ta asociado a la carga electrica. Además, tenemos también una condición de
norma que genera una relación entre el Hamiltoniano invariante ante una trans-
formación conforme y nuestro oscilador armónico real. Con esta idea uno puede
pensar en hacer una reparametrización en el tiempo y considerar a éste como
una variable extra con el fin de aplicarlo en la extensión compleja del oscilador
armónico y encontrar que existen dos constricciones de primera clase por medio
de las cuales podŕıamos plantear la respectiva cuantización usando la teoŕıa de
Dirac [4, 10].

Por otro lado, este procedimiento también recuperó los resultados de manera
exacta, tanto clásicamente como cuánticamente, para el caso de un oscilador
armónico que incluye un término imaginario de desplazamiento formulado ini-
cialmente por Bender [9] y que se expone brevemente en este trabajo como re-
sultado de una espećıfica elección en la condición de norma y lo que podŕıamos
cuantizar por medio de la integral de camino.

Con el afán de aplicar nuestro método a casos conocidos, también consi-
deramos al oscilador armónico con una perturbación cúbica imaginaria donde
tuvimos en cuenta la extensión al plano complejo del respectivo Lagrangiano.
Sin embargo este ejemplo resulta ser mucho más complicado, por lo que inicial-
mente consideramos una condición de norma que no nos mantiene en el espacio
real, ya que hace que el momento reducido sea una cantidad compleja. Sin em-
bargo, el problema también nos da tregua y escogiendo una condición de norma
que fije a la parte real y nos permita usar a la parte imaginaria como variables
reducidas del sistema podemos llegar a un Hamiltoniano real. Es aqúı donde
por mera conveniencia usamos la aproximación de la teoŕıa de perturbaciones
para establecer la teoŕıa cuántica. Aqúı encontramos que la teoŕıa cuántica no
coincide con la teoŕıa clásica, ya que esta cuenta con un término cúbico que
no se ve en la formulación cuántica de lo que tenemos que el Hamiltoniano re-
sultante para nosotros no es P-T simétrico. Los resultados obtenidos son muy
similares a los obtenidos en [9], a pesar de haber encontrado esta discrepan-
cia entre el Hamiltoniano clásico y el cuántico. Sin embargo, nuestro método
no produce un Hamiltoniano que este acotado por abajo. Mostrando que una
condición de norma arbitraria no necesariamente produce un sistema cuántico
bien fundamentado.

Habiendo dominado los ejemplos clásicos nos enfocamos en la forma más
general que debe de tener nuestra condición de norma. Notamos que si traba-
jamos con una condición de norma que dependa del momento obtendremos un
Hamiltoniano reducido que no es tan trivial, ya que proviene de un Lagrangiano
reducido que tiene una métrica no trivial. Esto nos da pistas para considerar
los mapéos a modelos que tienen métrica dependiente de las velocidades y las
posiciones.

Dada la complexificación podemos mostrar el teorema de Franklin-Vilkovisky
usando la integral de camino e incluyendo fantasmas. Con lo anterior podemos
concluir que dada la relación entre los diferentes sistemas las cuantizaciones
resultantes entre fijar diferentes condiciones de norma serán equivalentes entre
śı, en el espacio complejo pero no necesariamente en el espacio real. Cabe men-
cionar que en ningún momento se ha hablado de que la transformación de norma
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debe de estar emparentada a una transformación canónica.
Con todo lo anterior es fácil generalizar nuestras ideas a más dimensiones y

encontrar sistemas a los que se les puedan aplicar esta idea. Un ejemplo concreto
y de gran utilidad es el mapéo del Hamiltoniano del oscilador armónico en dos di-
mensiones al Hamiltoniano con potencial central de Kepler en dos dimensiones.
El método aplicado a este caso en particular resulta ser interesante, ya que como
se mostró antes si se cumple el teorema de Franklin-Vilkovisky entonces para
calcular la integral de camino con un potencial de Kepler será suficiente con cal-
cular la integral de camino para el oscilador armónico bidimensional, ya que para
ambos modelos las integrales de camino son equivalentes para la parte acotada
del potencial de Kepler. Y como en el caso unidimensional es posible agregar
en las condiciones de norma terminos que dependen de los momentos, resul-
tando un Hamiltoniano reducido muy complicado que viene de un Lagrangiano
reducido con métrica no trivial que podŕıa depender de las velocidades y las
posiciones. Aqúı debemos destacar que con el método hemos sido capaces de
alterar la medida, es decir hemos transformado la medida, con lo que la nueva
teoŕıa ya no es tan trivial incluyendo al momento en la condición de norma.

Otro tema de interés es el caso de una teoŕıa con derivada temporal de orden
superior con potenciales de interacción incluidos, espećıficamente el modelo de
Pais-Uhlenbeck complejo. Como se ha establecido en el método plantemos la
complexificación del modelo de Pais-Uhlenbeck y fijamos las normas que nos
lleven al modelo real. Sin embargo, también hay otras normas que nos llevan al
modelo de dos osciladores armónicos. Ésta idea se puede generalizar e incluir a
nuestro modelo complejo de orden superior potenciales de interacción.

Ésto es logrado por medio de usar condiciones de norma que hemos estableci-
do para una teoŕıa compleja con constricciones de primera clase. Esta extensión
compleja para las teoŕıas de orden superior es una consecuecia de pensar en una
teoŕıa más general con estructura compleja que incluya simetrias de norma. En
el momento que elegimos fijar la norma es posible relacionar esta teoŕıa compleja
al modelo de Pais-Uhlenbeck real y usando otra condición de norma relacionar
esta teoŕıa a un par de osciladores armónicos. Dependiendo de nuestra elección
de condición de norma podriamos realizar la cuantización y encontrar, o evitar,
problemas tales como, enerǵıas negativas y estados con norma negativa.

La teoŕıa compleja permite ganar más flexibilidad, debido a la simetŕıa de
norma que muestra la relación entre el modelo de Pais-Uhlenbeck y dos os-
ciladores armónicos a través de una transformación de norma compleja. En este
sentido el modelo de Pais-Uhlenbeck complejo contiene a ambas teoŕıas y la se-
lección de la teoŕıa depende de las condiciones de norma. Un hecho interesante
del formalismo es que el espacio fase complejo posee estas simetŕıas de norma
que permiten reducir los grados de libertad y hacer un mapéo usando las condi-
ciones de norma para diferentes tipos de teoŕıas. Esto último se ve traducido
en una distribución diferente de los espectros correspondientes, es decir para
el espectro del modelo de Pais-Uhlenbeck encontramos que no es acotado por
abajo, mientras que para los dos osciladores no encontramos este problema y los
dos osciladores son acotados por abajo. Por lo tanto el efecto de las condiciones
de norma en los respectivos espectros es de ordenarlos de una diferente forma,
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es decir una en la que tenemos dos sistemas acotados por debajo y otra en la
que tenemos un solo sistema que no es acotado por abajo.

Para incluir potenciales de interacción se consideran cantidades en la densi-
dad Hamiltoniana que no generen nuevas constricciones y preserven un conjunto
cerrado de constricciones cuando la evolución temporal es establecida (10.1). Es-
tos potenciales de interacción son generados por corrientes o en el espacio com-
plejo o en el espacio real usando las condiciones de norma y las constricciones.
De esta descripción, la cuantización es posible usando la integral de camino con
el método de Senjanovic [24] desarrollado para cuantizar una teoŕıa con cons-
tricciones de segunda clase. Usando corrientes complejas y desarrollando un
formalismo que incluya a las constricciones, además de separar en componentes.
La relación entre campos de alto orden es exhibida resultado de la estructura
compleja y las condiciones de realidad.

Las corrientes complejas no son independientes en un modelo con derivadas
de orden superior, śı las condiciones de realidad son establecidas. Además, la
cancelación de la parte imaginaria de la integral de camino genera la relacíıon
entre las corrientes que son también obtenidas clásicamente por medio de las
ecuaciones de Hamilton de movimiento que incluyen a estas corrientes. En otro
apartado se ve la transformación de norma compleja que relaciona a ambos mo-
delos. La cual en otros trabajos fue pensada como una transformación canónica
compleja.

Con todo lo anterior el paso más natural a seguir es establecer nuestro for-
malismo para el caso de la teoŕıa de campos. Inicialmente estudiamos ejemplos
concretos para modelos de primer orden. Tal es el caso de campos complejos
con una métrica plana que por medio de las condiciones de norma adecuadas se
pueden deducir y establecer los modelos sigma no-lineales reales. Lo anterior no
solo es aplicable a los campos complejos escalares, ya que también lo aplicamos
a la extensión compleja del Lagrangiano del campo electromagnético que con
la elección adecuada de normas se puede obtener la densidad Lagrangiana re-
ducida que esta construida con los campos vectoriales espaciales, escogiendo la
norma de Coulomb, y la métrica caracteŕıstica de los modelos sigma no-lineales.
Con el dominio de las teoŕıas de orden superior ahora es posible desarrollar
nuestro formalismo para una teoŕıa de campos de orden superior, modelo de
Bernard-Duncan, que pueda ser mapeada al Hamiltoniano de dos simples cam-
pos de Klein-Gordon. Partiendo de esto último resultó instructivo analizar la
estructura de los números complejos en esta teoŕıa olvidandonos un poco de las
constricciones de primera clase y de las teoŕıas de norma para prestar más aten-
ción en la estructura compleja inmersa en la teoŕıa con derivada temporal de
orden superior, o modelo de Bernard-Duncan. En una formulación con constric-
ciones de segunda clase es posible analizar de forma más tranquila el papel que
juegan las condiciones de realidad y la manera de establecer las interacciones
a partir de las condiciones de realidad que aqúı son constricciones de segunda
clase.

Através de todo lo antes desarrollado, también podemos establecer un méto-
do perturbativo que es semejante a lo hecho en [48] y que para el caso de bajas
enerǵıas encuentra similitudes con el formalismo aqúı descrito.
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Otro tema que también tratamos aqúı es el modelo cosmológico de Fried-
mann Lemâıttre Robertson Walker, pero en el contexto de una teoŕıa con deriva-
da temporal de orden superior. Establecemos primero la densidad Lagrangiana
que esencialmente tiene la parte de Einstein-Hilbert, además de un término de
materia con masa cero acoplado minimalmente. Obtendremos los respectivos
momentos y concluiremos que aparecen 3 constricciones primarias. A partir de
esta formulación y de integrar sobre el volumen se obtendrá el Hamiltoniano
de orden superior. Con la formulación de orden superior concluimos que a ni-
vel clásico no hay diferencia entre proceder de la forma usual y proceder como
aqúı lo hacemos.

A partir de lo desarrollado en este trabajo encontramos que la extensión
compleja abre las puertas a temas paralelos que debemos estudiar. Uno de estos
temas es estudiar que es lo que pasa con la medida de integración de la integral
de camino al pasar de modelos no Hermı́ticos a modelos Hermı́ticos. También se
puede pensar en plantear que es lo que pasa a nivel cuántico, ya que podemos
establecer el mapéo por medio de las condiciones de norma, pero no sabemos
concretamente śı las teoŕıas resultantes son normalizables y śı el mapéo a una
teoŕıa cuántica adecuada es posible. Además faltaŕıa ver que es lo que pasa
con los espectros y la relación que hay entre éstos y las condiciones de norma.
Un tema interesante resultado de nuestra investigación es como las condiciones
de norma transforman a las funciones de onda de los sistemas involucrados,
Hermı́ticos o no. Dicho de otra manera y usando un ejemplo concreto podemos
pensar en el mapéo que pasa del sistema para el oscilador armónico bidimensio-
nal al sistema de un potencial Coulombiano y lo que pasa con la transformación
de las funciones de onda correspondientes.

Independientemente de lo anterior también podŕıamos pensar en śı podŕıamos
tener una condición de norma que nos lleve de una teoŕıa no relativista clásica
a una teoŕıa relativista, es decir śı mediante una norma podemos realizar una
expansión del grupo de Galileo de tal manera que sea estable [50]. Finalmente,
igual de interesante resulta la posibilidad de analizar con mayor profundidad la
extensión compleja, pero ahora considerando el punto de vista de la integral de
Cauchy para tomar en cuenta la homotoṕıa que encontramos en las trayectorias
debido a la propiedad de las funciones holomorfas integradas en una superficie
cerrada [20]. Por otro lado, a partir de este punto de vista es posible explo-
rar la relación entre los modelos sigma no-lineales y nuestra extensión al plano
complejo para después compararla con nuestra formulación ya expuesta.
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