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“Necesitamos unas supermatemdticas en la

que las operaciones sean tan desconocidas

como las cantidades sobre las que se operan

y un supermdtematico que no sepa que estd
haciendo cuando realiza esas operaciones.

Esas supermatemiticas son la teoria de grupos.”
Sir. Arthur Stanley.
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RESUMEN

En este trabajo se estudiara de forma detallada la construccién y algunas propiedades
importantes del anillo global de representaciones que generaliza y relaciona las
propiedades del anillo de representaciones, el anillo monomial y el anillo de Burnside.
también se estudiard los morfismos de anillos que van del anillo global de representa-
ciones a los nimeros complejos. Dado que el anillo de representaciones y el anillo de
Burnside inducen funtores de biconjuntos se definira un nuevo funtor apartir del anillo
global de representaciones de forma natural, este se llamard el funtor global de rep-
resentaciones en especial se busca mostrar que dicho funtor resulta también un funtor
de biconjuntos y se comprabara que el funtor global de representaciones es también un
funtor de Green.

Palabras Claves: La representaciéon de grupo, anillos de Burnside, anillos de carac-
teres, biconjuntos, funtor de Green.

Abstrac

This paper will examine in detail the construction and some important properties of
the global representation rings that generalizes and related properties of representa-
tions ring, the monomial ring and ring Burnside. morphisms of rings ranging global
ring representations to complex numbers will also be considered. Since representations
ring and ring Burnside induce functors biconjuntos a new functor is defined starting in
the Global representations ring naturally, this is called global functor representations
in particular it seeks to show that the functor is also a functor of biconjuntos and com-
prabard that global funtor representations is also a functor Green.

Keywords: Group representation, burnside rings, character rings, biset, Green’s fun-
tor.



INTRODUCCION

La teoria de representacién de grupos finitos ha probado ser una drea muy fuerte para
el estudio de los grupos finitos, en particular la clasificaciéon de los grupos simples no
habria sido posible sin las técnicas modulares de las representaciones de grupos.

La teoria de representaciones y caracteres fue introducida por Frobenious y otros
alrededor del 1896. Dicha teoria tiene una invaluable aplicacién a la teoria de grupos
asi como en otras dreas aparte de las matemaéticas, como lo son la mecédnica cuéntica,
la quimica y la fisica teérica. Aunque al principio los caracteres no se asociaban a las
representaciones lineales ni mucho menos como mdédulos sobre el dlgebra de grupo
Frobenius los definié como funciones de G a C asociadas a los CG-mddulos, donde es
G un grupo finito. Apesar de que esta teoria tiene mas de cien afios, atin siguen apare-
ciendo nuevos resultados.

Tomando el grupo de Grothendieck sobre los CG-mdédulos (hasta isomorfismo) con
respecto a la suma directa a este se le puede dar una estructura de anillo definiendo
el producto como el producto tensorial y se le llama el anillo de representaciones del
grupo G o anillo de Green de G. La evaluacién de los caracteres sobre los elementos
del grupo G son precisamente todos los morfismos de anillos que van del anillo de
representaciones a los nimeros complejos. Relacionado a lo anterior se encuentra el
anillo monomial de representaciones de un grupo que se centra en la representaciéon
compleja unidimensional de los subgrupos de G (Ver Dress [1]).

Por otra parte, el anillo de Burnside de G se puede definir usando también el anillo de
Grothendieck en este caso de los G-conjuntos finitos (hasta isomorfismo) con respecto
a la unién disjunta y el producto cartesiano. Este anillo también proporciona muchas
ideas ttiles en la teoria de grupos ya que muestra las propiedades de acciéon de grupos
sobre conjuntos finitos. Una observacién interesante del anillo de Burnside del grupo
G es que es un subanillo de Z" (donde 1 es el nimero de clases de conjugacién de sub-
grupos de G), este abarca las columnas de la tabla de marcas ( Ver 2.5.1 [15]), y resulta
que cualquier morfismo del anillo de Burnside a Z es una marca.

Como se puede observar, cada uno de los tres anillos mencionados tiene sus morfis-
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mos sobre C ( 0 mas precisamente Z en el caso de de B(G)) y estudiarlos como estruc-
turas independientes es de gran interés; sin embargo, Raggi y Valero en [3] definen
un nuevo anillo, el anillo global de representaciones el cudl generaliza y relaciona las
propiedades del anillo de representaciones, el anillo monomial y el anillo de Burnside.

Este trabajo se centrara en primer lugar en entender la construccién y definicién dada
por ellos, luego se probard en detalle algunas propiedades importantes de este nuevo
anillo, también se estudiard los morfismos de anillos que van del anillo global de rep-
resentaciones a los nimeros complejos. Ademads en este trabajo se mostrara que efec-
tivamente cada uno de los anillos que hemos mencionado antes estan incluidos hasta
isomorfismo en el anillo global de representaciones.

En afios recientes las técnicas para el estudio de grupos finitos han avanzado mucho y
en relacion a esto otro objeto de estudio en este trabajo tiene que ver con los funtores de
biconjuntos introducidos en 1996 por Bouc [17]. Estos funtores son una generalizacién
de los funtores de Mackey que fuerén estudiados a principios de la década de 1970 por
Green [5] y Dress [2] a su vez como una generalizacion de los procesos de induccién y
restricciéon presentes en la teoria de representaciones de grupos finitos (Ver Boltje [10]
y Webb [8]]). Lo anterior tiene aplicaciéon a la cohomologia de grupos (vease por ejem-
plo [9]), la topologia algebraica y mayormente en la teoria de induccién [10]. De igual
modo es posible encontrar ejemplos de funtores de biconjuntos en otras dreas de las
matematicas.

El anillo de representaciones y el anillo de Burnside inducen funtores de biconjun-
tos (Ver 5.1 y 7.1 en Bouc [15]]). Resulta ser que también puede definirse un nuevo
funtor apartir del anillo global de representaciones de forma natural, este se llamara
el funtor global de representaciones en especial con este trabajo se busca mostrar
que dicho funtor resulta también un funtor de biconjuntos. La categoria de biconjun-
tos que se denota por () y tiene por objetos los grupos finitos tal que Homn (G, H) =
B(H,G) = B(H x G) donde G y H son grupos finitos, una caracteristica importante
de esta categoria es que permite simplificar algunos resultados y expresar con sencilles
algunos conceptos debido al teorema de descomposicién de Bouc que se puede en-
contrar en 2.3.26 en [15]. Aprovechando lo anterior y que los funtores de biconjuntos
estdn definidos en una subcategoria plena de () (ver definicién 4.13 de Bouc [15] ) se
estudiard explicitamente este nuevo funtor. Como resultado final se comprabara que
el funtor global de representaciones es también un funtor de Green de acuerdo a la
definicion dada en 4.2.2. de [7] . En conclusién, esta tesis busca formalizar algunos de-
talles sobre el anillo global de representaciones, establecer las relaciones que este tiene
con respecto a los anillos anteriormente mencionados y formalizar el concepto de fun-
tor global de representaciones como funtor de biconjuntos y funtor de Green, esto con
el fin de que mas adelante se pueda utilizar propiedades de este funtor para extraer
informacién importante, tal cual como se hace con los funtores que inducen el anillo
de Burnside y el anillo de representaciones.

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos: en el primero se describe la cate-
goria de biconjuntos con algunas de sus propiedades que serdn importantes para el
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desarrollo de esta tesis. Como se mencioné antes, es muy importante comprender las
propiedades del anillo de representaciones, el anillo de Burnside y el anillo mono-
mial, por esto se dara una breve introduccién de estos anillos, se definirdn y enuncian-
ciaran algunas propiedades importantes. Por dltimo se dard una descripcién sencilla
de los funtores de biconjuntos y funtores de Green. En el segundo capitulo se intro-
duce el anillo global de representaciones de un grupo finito, no sin antes definir el
anillo T(G) que resulta de la construcciéon del grupo de Grothendieck G,(£), donde
£ es la categoria que tiene como objetos los pares (X, V) con X es un G-conjunto y V
un CG-moédulo que es X-graduado. También se mostrardn todos los homomorfismos
de anillos que van del anillo global de representaciones a los niimeros complejos, y
se describird la tabla de especies. Por tultimo se comprueba que el anillo de Burnside
y el anillo de representaciones del grupo finito G se encuentran incluidos en el anillo
global de representaciones del grupo G. Finalmente el capitulo tercero se dedicard a
estudiar el funtor global de representaciones, se probaréd que este resulta ser un funtor
de biconjuntos sobre una subcategoria preaditiva plena de la categoria de biconjuntos.
Considerando los bésicos de la categoria de biconjuntos, se podrd deducir de forma
mas explicita la estructura del funtor. Por tltimo, se muestra que dicho funtor cumple
con los axiomas necesarios para ser funtor de biconjuntos de Green segtn la definicién
dada en el primer capitulo.



CHAPTER 1

PRELIMINARES

En este primer capitulo se enunciardn algunas definiciones y propiedades de biconjun-
tos, el anillo de representaciones, el anillo monomial, el anillo de Burnside y funtores
de biconjuntos que permitirdn el desarrollo de este trabajo.

A continuacién se consideran G y H grupos finitos y en adelante los grupos que se
enuncien serdn de orden finitos. Lo siguiente ha sido tomado de Bouc [15].

1.1 G- Conjuntos y (H, G) - Biconjuntos

Definicién 1.1. X es un G-conjunto izquierdo es un conjunto (finito) de G estd equipado
con una accion de G a izquierda, esto es una funcion G x X — X ( denotado por (g,x) — - x,
0 (g, x) — gx ) de tal forma que las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Parag,h € G,x € Xsetieneg-(h-x)=(g-h)-x.
(b) Silg es el elemento identidad de G, entonces 1 - x = x, para cualesquiera x € X.

De forma similar es un G- conjunto derecho si X es un conjunto (finito) equipado con una
accion de G a derecha esto es un mapa (x,g) € X x G — x - g € X tal que

(a) Sig, h € Gyx e Xentonces (x-g)-h=x-(g-h).

(b) Para todo x € X se satisface x - 1 = x.

Considere X un G-conjunto izquierdo. Si H es un subgrupo de G y x € X el conjunto
Hx={ye X:3he H, hx =y},

es llamada la H-orbita de x. El conjunto de H-orbitas en X es denotado por H\X, la
cual es una particién de X, y tiene una estructura natural de (Ng(H)/H )-conjunto,
definiendo

VnH € Ng(H)/H, Vx € X, (nH)(Hx) = Hnx.

13
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El conjunto de puntos fijos de H sobre X es el conjunto
XH ={xeX:VheHhx=x},
este también es un (Ng(H)/H)-conjunto, mediante la accién
VnH € Ng(H)/H,Vx € X, (nH)x = nx.

Equivalentemente es definida la orbita de un elemento x € X y el conjunto de puntos
tijos de H subgrupo de G en el caso de que G-actue a derecha en X.

Definicién 1.2. Un G conjunto X es llamado transitivo si existe una tinica G-orbita sobre
X.

Si X es un G-conjunto transitivo entonces para cualquier elemento x € X la funcién
my : G — X dada por my(g) = g x es sobreyectivo. Ademads, dos elementos gy g,
de G tienen la misma imagen por my si y solo si § € g,Gy, siendo

Gy ={g € X : gcdotx = x}

el estabilizador de x € G. Lo cual deduce que m, induce una biyeccién 71, del conjunto
G/ Gy el conjunto de clases izquierdas de Gy en G a X. Inversamente, si H es cualquier
subgrupo de G, el conjunto G/H de clases laterales izquierdas de H en G es un G-
conjunto transitivo, mediante la accién definida tal que

Vg e G VyH e G/H, g-yH = gyH.

Dado que la biyeccién my : G/Gy — X es un isomorfismo de G-conjuntos, se
demuestra la primera afirmacién del siguiente Lema.

Notacion 1.

Dado H < Gy g € G, entonces §H denota ¢Hg ! y H8 denota ¢~ 'Hg.

Lema 1.1. Considere un grupo G.

(a) Cualquier G-conjunto transitivo es isomorfo a G/ H, para algiin subgrupo H de G.

(b) Para H, K subgrupos de G, los G-conjuntos G/ H y G /K son isomorfos si y sélo si H y K
son conjugados en G.

Proof. Si K = 8H, entonces la funcién f : G/K — G/H dada por f(xK) = xgH es un
isomorfismo de G-conjuntos. Por otra parte, si f : G/K — G/H es un isomorfismo
de G-conjuntos, existe ¢ € G tal que f(K) = gH y por tanto f(xK) = xgH para
cualesquiera x € G. Como kK = K para todo k € K, se sigue que kgH = gH, asi
k& € H porlo que K8 < H. Ahora, para h € H se observa

f(hK) = ShgH = ghH = gH = f(K),

y como consecuencia &h € K, de esto se infiere que gH < Ko H < K$. Luego H = K8,
asi el Lema queda demostrado. O
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Definicién 1.3. Sean G y H grupos. Se dice que U es un (H, G)-biconjunto si este es un
H-conjunto izquierdo y un G-conjunto derecho de tal forma que la H- accién y la G- accién
conmutan esto es:

Vhe HVueUNgeG, (h-u)-g=h-(u-g),

este elemento se denota simplemente por hug. Se denotard por yUs a U un (H,G)-
biconjunto.

Dado U un (H, G)-biconjunto este es un (H x G)-conjunto con la accién
(h,g) - u=h-u-g!

es por eso que todas las nociones que se aplican a (H x G)-conjuntos también se
aplican a (H, G)-biconjuntos: Pueden considerarse uniones disjuntas o productos de
biconjuntos. Si Uy V son (H, G)-biconjuntos entonces un homomorfismo de (H, G)-
biconjuntos f de U a V es una funcién

f-u—y
de tal forma que f(h-u-g) =h- f(u) g, paracadah€ Huec Uyg € G.

Si U es un (H, G)- biconjunto, el conjunto (H x G)\U es llamado el conjunto de (H, G)-
orbitas en U, el cuél es denotado por H\U/G. El biconjunto U se dice que es transitivo
si H\U/ G tiene cardinalidad 1. Equivalentemente, para u,v € U, existe (h,g) € Hx G
tal que hug = v.

Lema 1.2 (Lema 2.3.4 en [15]]). Considere G y H grupos.

1. Si L es un subgrupo de H x G, se tiene que (H x G)/L es un (H,G) biconjunto
transitivo bajo la accion definida por

Vh € H,¥Y(b,a)L € (Hx G)/L,Vg € G,
h-(ba)L-g:= (hb,g a)L.

2. Suponga que U es un (H, G)-biconjunto, se escoge un [H\U / G| de representaciones de
(H, G)-orbitas en U. Entonces existe un isomotfismo de (H, G)-biconjuntos

u = |_| (H x G)/Ly,
ue[H\U/G]

donde L, = (H,G)y es el estabilizador de u en H x G, esto es el subgrupo de H x G
definido por
(H,G)y ={(h,g) € Hx G : hu=ug}.

En particular, cualquier (H, G)-biconjunto transitivo es isomorfo a (H x G)/L, para algiin
subgrupo L de H x G.

Para un grupo G, los siguientes ejemplos de biconjuntos a considerar son fundamen-
tales:
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Si H es un subgrupo de G, el conjunto G es un (H, G)-biconjunto bajo la accién
dada por la multiplicacién a izquierda y derecha en G. Este es denotado por res%,

(donde res significa restriccion).

De forma similar se entiende a Gy como un (G, H)-biconjunto, el cudl se denota
por ind% (donde ind significa induccién).

SiN 9 Gysi H= G/N, el conjunto cHy es un (G, H)-biconjunto siendo la
accion derecha de H la multiplicacién de grupo y la accién izquierda de G la
proyeccién a H, por tanto multiplicacion izquierda en H. Este es denotado por
infg, ( donde inf significa inflacién).

Bajo las mismas hipotesis del ejemplo anterior, yHg es un (H, G)-biconjunto,
siendo la multiplicacién en H la accién izquierda de H y la proyecciéon a H la
accion derecha de G, este es denotado por deff; (donde def significa deflacién).

Sia: G — H es un morfismo de grupos, entonces el conjunto H es un (H, G)-
biconjunto, definiendo la accién izquierda de H como la multiplicacién del
grupo, y la accién izquierda de G esta dada al tomar la imagen mediante « y luego
multiplicar a derecha en H. Se denota como gaHp y yHag respectivamente,
aunque si es claro a través de que morfismo esta dada la accién, no se escribira la
letra «. Si a es un isomorfismo de grupos entonces este es denotado por iso(«) o
isoH. Sia = Id : G — G entonces Idg denota a iso(«).

Definicién 1.4. Considere los grupos G, Hy K. Si U es un (H, G)-biconjuntoy V un (K, H)-
biconjunto, la composicion de V y U es el conjunto de H-6rbitas sobre el producto cartesiano
V x U, donde la accién a derecha de H esta dada por

(v,u) -h = (vh,h~tu)

paratodo (v,u) € V x Uyh € H, esto se denota por V x iy U. La H-6rbita de (v,u) € V x U
se denotard por (v, u) o [v,u]. El conjunto V x g U es un (K, G)-biconjunto bajo la accién
definida por k - [v,u] - ¢ = [kv,ug| parak € K,g € Gy [v,u] € V xg U.

Proposicion 1.1. Sean G, H, Ky L grupos.

1. Si U es un (H, G)-biconjunto, V un (K, H)-biconjunto y W un (L, K)-biconjunto,
entonces existe un isomorfismo canénico de (L, G)-biconjuntos

LWk <k (Vi xu nlUc) — (LWk xk xV6) xn nUc,
dada por [w, [v,u]] — [[w,v], u], para todo (w,v,u) € W x V x U.

2. Silesun (H,G)-biconjuntoy V un (K, H)-biconjunto, existe un isomorfismo candénico
de (G, K)-biconjuntos

(VxplU) — UxyV,

dado por [v,u] — [u,v].
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3. SilU y U son (H,G)-biconjuntos y V, V' son (K, H)-biconjuntos, entonces existe un
isomorfismo canénico de (K, G)-biconjuntos.

VxgUUuU)=(VxgU)u(Vxygl)
(VUV) xgU=(VxgU)u (V' xgU).

4. Si U es un (H,G)-biconjunto, entonces existe un isomorfismo canénico de (H,G)-
biconjuntos

IdH xg U i) Ui u XGIdG,
definido por (h,gyu) — (hu)y (u,c g) — ug para todo (h,u,g) € Hx U x G.

La proposicion anterior se sigue directo de la definicién [I.4|

Se denotard W xgV xp U en lugar de W xg (V xgU) o (WxgV)xylU, y de
manera similar se denota [w, v, u] en lugar de [[w, v],u] o [w, [v, u].

Si X = (G x H)/L es un (G, H)-biconjunto transitivo. Considere pg y py las proyec-
ciones de G x H en G y H respectivamente, se define entonces

A=pc(l)<G  C=pu(l)<H,
Ai={g€G:(g1)eL} qA4, Ci={heH:(1,h)eL} QC.

Lema 1.3 (Lema de Bouc 2.3.25 en [15]). Con esta notacion se tiene que
A/AL = C/C.

Proof. Considere a € A, existe algin ¢ € H tal que (a,c) estd en L, luego ¢ € C. Se
define
fA/A — C/Cy

por f(aA;) = cCy. Suponga aA; = a’ A1, entonces a—'a’ € Aj es decir, (a~1d/,1) € L.
Pero f(aA1) =cC1y f(a’A1) = 'Cq, donde (a,c) € Ly (a,c") € L, entonces se sigue

1—1

(1, ™) = (a,0)(a X, 1)@, ) €L,

asi se infiere que ¢C; = ¢/C;. Ademas tomando a = a’ se observa que esta definicién no
depende de el c que se tome y por lo tanto f estd bien definida. Se utiliza un argumento
similar para probar que f es inyectiva y se observa claramente que f es sobreyectiva.
Para verificar que f es un morfismo de grupos considere aA;, a’A; en A/ A1, entonces
existen ¢ y ¢’ en C tales que (a,¢) € Ly (a,c) € L, luego (aa’,cc’) € L, asi que
f(aAy,a' A1) = f(aAq)f(a’ Ay). Por lo tanto f es un isomorfismo de grupos. O

Se denota por B a C/C;, tenemos entonces morfismos suprayectivos 7 : C — By
p: A — B, donde p es la proyecciéon de A en A/A; compuesta con la funcién f
definida en el lema anterior.

Lema 1.4 (Descomposiciéon de Bouc 2.3.26 en [15]). Considere H y G grupos. Si L es
un subgrupo de G x H. Con la notacién anterior se tiene el siguiente isomorfismo de (G, H)-
biconjuntos

(G X H)/L = 5Gy X APBB X gBmec X cHy. (11)
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Proof. Se define
Q(GXH)/L — gGp X APBBX gBrtc X cHy
(& WL — [g 1,1,

Suponga que (g, h)L = (g',1/)L. entonces (g,h) = (¢',h')(a,c) para alguna pareja
(a,c) € L,asiqueg = g'ayh = h'c,luego ¢((g,h)L) = [¢'a,1,1,c W' ~1] y se tiene que
§'a,1,1,c7 WY = [§a1c/c1c/c e T

= [¢, f(aAy),cIC1, W1,

Como se observo en la demostracion del lema anterior, f(aA;) = ¢C; dado que (a,c¢)
pertenece a L, entonces

p((gh)L) =[g'a,1,1,c ' =[¢,1, 1L, = o((g',)L),

por lo tanto, ¢ estd bien definida.
Note que si ¢((g,h)L) = ¢((¢’,h')L), se tiene que

(¢,1,1,K Y = (ga,a - xCy,x71Cy-c,c1h )

paraalgtina € Ay x,c € C. Entonces §' = ga, i’ = hcy si f(aA;) = wCy, se sigue que
(a,w) € L. Por la igualdad anterior se infiere que w~'x y x~!c pertenecen a Cy, luego
(1,w 'x) y (1,x'c) pertenecen a L, de esto se concluye que (a,c) € Ly por lo tanto
(g, h)L = (¢, 1)L, es decir, se verific que ¢ es inyectiva.

Observe que si [¢,xCy,yCy,h] € 5Ga X apBp X gBmc x ¢Hy dado que f es
sobreyectiva se tiene

8, xC,yCLh = g f(aA1),yCy, h]
= [g,a-1,1-y,h
= [ga,1,1,yh],
para alguna a € A, asi que se infiere ¢((ga, h~'y~1)L) = [g, xC1,yCy, h]. Por lo tanto ¢
es sobreyectiva.

Ahora, para verificar que ¢ es de (G x H)-conjuntos tome (a,b) € Gx Hy (g,h)L €
(G x H)/L, entonces

¢((a,b)- (g, W)L) = lag,1,1,h~'b7"]
= alg,1,1,h p?
= (a,b)-[g,1,1,h7 Y]
= (a,b)-¢((gh)L).
Asi queda comprobado este lema. [
SiA < Gy C < H,alos biconjuntos ;G4 y cHy los llamamos de tipo de induccién

y restriccion respectivamente. Analogamente 40Bp y pB7tc son de tipo de inflacion y
deflacion.

Para biconjuntos se tiene una propiedad andlogas a las que se tienen en la teoria de
representaciones que se estudiard mas adelante, ejemplo de ello es la transitividad y la
térmula de Mackey.
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Lema 1.5. Considere G, Hy K grupos con f : H — G y g : K — H morfismos de grupos.
Entonces

@) cGry x rHg = cGrog,e

(b) ksHpy X pr G = gres Ge-

(c) (Mackey) Si H y K son subgrupos de G y cq : K — 3K es la conjugacion por g, entonces

HGe x ¢Gk = || HgK= ||  wHHansk X Hnsx¥Kegy, (1.2)
§E[H\G/K] §E€[H\G/K]

donde [H\G /K] es un sistema de representantes de las clase dobles de H y K en G.

Proof. Las pruebas de los incisos (a) y (b) son similares a la del Lema Para (c) se
tiene que
HGG X ¢Gk = Gk

y claramente

HGk= || HgK
g€[H\G/K]

Ademads , si g es un representante de las clases dobles de H y K en G, considerando el
morfismo
f ‘H Hyn sk X HAO gKgKCgK — HgK

de forma que f([h, gkg']) = hgk, entonces f resulta un isomorfismo, asi

HgK =y Hun sk X Hn sk $Keg, -

Y con esto queda demostrado el lema. O

1.2 El grupo de Grothendieck de una categoria aditiva.

El grupo de Grothendieck de una categoria aditiva es un grupo abeliano que se asigna
a una categoria aditiva por una propiedad universal de mapeo aditivo. Més exacta-
mente, si C es una categoria aditiva pequefia con un conjunto de objetos Obj (C) y G es
un grupo abeliano, se dice que un mapeo ¢ : Obj(C) — G es aditivo si para cualquier
sucesiéon exacta0 — L — M — N — 0 en C, se cumple que ¢(M) = ¢(L) + ¢(N).

Existe un grupo denotado G,(C) que se llama el grupo de Grothendieck de C y un
mapeo aditivo
6 : Obj(C) — G,(C),

que se llama el mapeo universal tal que para cualquier otro mapeo aditivo
B : Obj(C) — G,
existe un homomorfismo tnico

8:Go(C) — G
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que satisface la condiciéon g = a o 0.

Esta construccion fue estudiada por primera vez por Grothendieck para las categorias
de gavillas coherentes y localmente libres en esquemas para demostrar el teorema de
Riemann-Roch. El grupo de Grothendieck de la categoria C es el cociente de el grupo
libre abeliano con base en el conjunto de clases de isomorfismo de los elementos de
Obj(C) sobre el subgrupo generado por los elementos de la forma [L] — [N] — [M] para
cada sucesién exacta0 — L —+ M — N — 0y se denotara por G,(C, 6).

1.3 Anillo de Burnside

Sea G un grupo finito. El grupo de Burnside B(G) de G es el grupo de Grothendieck
de la categoria de G-conjuntos finitos con respecto a LJ, esto significa que

B(G) = G,(G — conjuntos finitos, LI).

Si se considera los grupos finitos G y H. El grupo de Burnside de biconjuntos B(H, G)
es el grupo de Burnside B(H x G). Se sigue el siguiente corolario.

Corolario 1.1. Considerando G, H y K grupos finitos.
(a) Existe una tinica funcioén bilineal
x 1 : B(K,H) x B(H,G) — B(K,G),

tal que [V] xy [U] = [V xy U], donde U es un (H, G)-biconjunto finito y V es un
(K, H)-biconjunto finito.

(b) Existe una tinica funcion lineal u € B(H,G) — u € B(G, H) tal que [U] — [U] para
cada (H, G)-biconjunto finito.

Note que x p estd bien definida ya que por la definicién[I.4]se tiene que es compatible
con las clases de isomorfismo, es decir, si U = V se tiene que U xy W =V xg W.

Bajo esta notacién y teniendo en cuenta la Proposicion [1.1]se deduce lo siguiente.
Proposicién 1.2. Sean G, H, Ky L grupos finitos.

1. Siu € B(H,G),v € B(K,H) yw € B(L,K), entonces

w Xk (vxgu)=(wxgov) xguen B(L,G).
2. Siu € B(H,G) yv € B(K, H), entonces
(vxgu)=ovxguen B(G,K).
3. Siu,u’ € B(H,G)yv,v € B(K,H) en B(G, K) se cumple
oxyg(u+u)=(vxgu)+(vxgu),

(v+v) xgu=(vxgu)+ (v xgu).
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4. Siu € B(H,G), entonces

lidy] xgu =u=uxglidg], en B(H,G).

Definicién 1.5. El anillo de Burnside de un grupo finito. Si G es un grupo finito. El
grupo de Burnside tiene una estructura natural de anillos, donde el producto estd definido por
[(X]-[Y] = [X xY], para X y Y G-conjuntos. Este anillo es conmutativo, y la identidad
multiplicativa es la clase |- | de un G-conjunto con cardinalidad 1y [Q] es el cero del anillo. En
adelante mientras que sea claro se denotard X en vez de [X] a los elementos de B(G).

Puede encontrarse el siguiente contenido en [14].

Lema 1.6. Propiedad universal del grupo de Burnside. Si ¢ es una funcion definida sobre
la clase de G-conjuntos finitos con valores en un grupo abeliano A, tal que:

(a) Si X,Y son G-conjuntos finitos, entonces ¢(X) = ¢(Y).
(b) Para cada G- conjuntos finitos X y'Y

P(XUY) = @(X) + @(Y),

entonces existe un tinico homorfismo de grupos ¢ : B(G) — A tal que ¢(X) = ¢([X]) para
cualquier G-conjunto finito X.

En general, esta es la propiedad universal para los grupos de Grothendieck, como se
menciono antes.

Teorema 1.1. ( Teorema 2.3.2 en [14]) Considere G un grupo finito. Para X, Y G-conjuntos
finitos, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Los G-conjuntos X y Y son isomorfos.

(b) Para cada subgrupo H y G los conjuntos de puntos fijos X" y YH tienen la misma
cardinalidad.

Una prueba de esto se puede conseguir en Teorema 2.3.2. en [14].

Corolario 1.2. Sean X y'Y G conjuntos finitos . Entonces [X| y [Y] tienen la misma imagen
en B(G) si y sélosi X y Y son isomorfos.

Proof. En caso de que [X] y [Y] tienen la misma imagen en B(G) si y s6lo si existen
enteros positivos m < n, finitos G-conjuntos Z; y T; parai = 1,...n y un isomorfismo
de G-conjuntos

X|_||_|Z|_|T (|_| z) (ﬂ Ti>§Y|_I<|i|Zi> <|_|T) |i| (Z;UTy).

i=1 i=m-+1 i=m—+1 i=1 i=m-+1

Contando puntos fijos bajo un subgrupo H de G en cada lado de la expresién anterior
se concluye | X"| = |[YH|. Como esto se satisface para cualesquiera H, los G-conjuntos
Xy Y son isomorfos. Con esto se completa la demostracion. O
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Si G es un grupo finito y H un subgrupo de G, entonces existe una tinica forma lineal
¢y : B(G) — Z

tal que ¢y (X) = }XH | para cada X un G-conjunto. Teniendo en cuenta el lema [1.6se
tiene que @y cumple las siguientes propiedades:

@) ¢u(@) =0

(b) ¢u(-) =1

© eu(XUY) = ¢u(X) + ¢u(Y)

(d) ¢u(X xY) = ¢u(X) eu(Y)

(e) Si X = Y entonces ¢y (X) = ¢gu(Y).

Debido a las propiedades enlistadas anteriormente es claro que ¢ es un morfismo de
anillos. A ¢y (X) se le llama la marca de H en X.

Se define

9:B(G) — ] z
H<gG

X — (¢u(X))p<.c

Donde H <; G denota el conjunto de subgrupos de G hasta conjugaciéon y
(9r(X))g<.c € [lH<;cZ la columna indexada por H <g G. La transpuesta de la
matriz asociada a ¢ se le llama la tabla de marca de G y se denotara por I'(G), esta
es una matriz cuadrada cuyas columnas y filas son indexados por las clases de conju-
gacion de subgrupos de G y en cuya entrada (H, K) donde H y K son subgrupos de G
se encuentra ¢y (G/K), que es la marca de H en G/K, es decir el nimero de puntos
tijos de G/K en el marco de la accién de H. Se puede verificar que las marcas son todos
los morfismos de anillos que se pueden definir de B(G) a Z es decir, si f : B(G) — Z
es un morfismo de anillos entonces existe H < G talque f(G/K) = ¢n(G/K) para
todo K < G.

Con lo anterior se deduce que el anillo de Burnside del grupo G es un subanillo de
Z" ( donde n es el niimero de clases de conjugacion de subgrupos de G ). Una obser-
vacién interesante es que si G, = Gy entonces I'(G,) = I'(Gy), asi que B(G,) = B(Gy);
el reciproco es un problema abierto (Ver [4]).

Ejemplo 1.

Si G = Cy es el grupo ciclico multiplicativo de orden p-primo, los tinicos subgrupos de
Gson {1} y G, entonces

en general si G = C,, con n € IN entonces

B(G) =@ z[G/C4).

d|n
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1.4 Anillo de representaciones de un grupo.

Esta seccién fue tomada de 1.1 en [15].

Considere un campo F. Para un grupo finito G se denota por R (G) al grupo de rep-
resentaciones de grupo de G sobre [F, esto es el grupo de Grothendieck de la categoria
de FG-moédulos finitamente generados, con respecto a @. Para nuestro interés se con-
siderara F = C, y en vez de R¢(G) se denotard R(G).

Existen varias operaciones naturales conectando el grupo R(G) y R(H) para grupos
tinitos G y H:

* Si H es un subgrupo de G, la restriccion de médulos de CG a CH induce un
mapeo de restriccion.
res$ : R(G) — R(H).

* Bajo las mismas hipétesis, la induccion de médulos de CH a CG da un mapeo de
induccién.
ind$ : R(H) — R(G).

* Si ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos existe un mapeo lineal natural.

iso(¢) : R(G) — R(H).

* Si N es un subgrupo normal de G, y H = G/ N, la inflacién de médulos de CH a
CG da un mapeo de inflacion.

infS  : R(G/N) — R(G).

¢ Otra operacion puede ser definida en la misma situacién, partiendo de un CG
-moédulo V puede considerarse el médulo Vyy de covariantes de N a V, esto es el
espacio vectorial cociente de V mds grande en el cudl N actua trivialmente. De
esta forma V es un CH-mo6dulo y la construcciéon V. — Vi es un funtor exacto
de la categoria de CG-moédulos a la categoria de CH-moédulos, pues se cumple
que Vy = C ®¢cn V y el CN-médulo C es proyectivo, por lo tanto plano. Asi la
correspondencia V' — Vy induce un mapeo de deflacién

defZ  : R(G) — R(G/N).

Lo primero a observar es que para cada una de las operaciones definidas anteriormente
el mapeo R(G) — R(H) es inducido por un funtor que envia un CG-médulo M a el
CH-médulo L ®cg M, donde L es alguno de los siguientes (CH, CG)-bimédulos finito
dimensionales.

* En caso de que H sea un subgrupo de G y M un C(G)-moddulo, se tiene
rest (M) =2 CG ®cg M,

asi L = CG en este caso, donde la estructura de (CH,CG)-bimédulo estd
dada por la multiplicacién a izquierda por elementos de CH y por derecha la
multiplicaciéon por elementos de CG.
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Bajo las mismas hipétesis, si N es un CH-médulo, se observa
ind%(N) = CG ®cy N,

asi L = CG nuevamente, pero en este caso su estructura de (CG, CH)-bimédulo
estd dada por la multiplicacién izquierda porCG y a derecha la multiplicacién
por CH.

* Si ¢ : G — H es un isomorfismo de grupo, y M es un CG-médulo, entonces la
imégen de M por iso(¢) es el CH-médulo

iso(¢)(M) = CH ®¢cc M,

asi L = CH en este caso para la extructura de (CH, CG)-bimddulo esta dada a
izquierda por la multiplicacion por CH y primero tomando la inversa de ¢ de un
elemento de CG y luego multiplicandolo a derecha.

¢ Para un subgrupo normal N de G,y H = G/ N, entonces
inf&(V) 2 CH ®cy V,

asi L = CH en este caso, con la estructura de (CG,CH)-bimédulo dada por
la multiplicacién a derecha por CH y la proyeccién de CG a CH seguido de la
multiplicacién a izquierda.

* En la misma situacién anterior, el médulo de covariantes por N a el CG-mdédulo
M es isomorfo a CH ® M, asi L = CH en este caso, donde la estructura de
(CH, CG)-bimédulo se define revirtiendo la accién en el caso anterior.

Todas las operaciones anteriores estan sujetas a varias condiciones de compatibilidad,
en la siguiente lista se enunciardn algunas propiedades que cumplen estas operaciones.

1. Condicion de transitividad

(a) Para K, H subgrupos de G con K < H < G se cumple

resi! o res$ = res¥, ind$ o ind¥ = ind§.
(b) Si¢p: G — Hyyp: H— Ksonisomorfismos de grupos, entonces
iso(ip) oiso(g) = iso(¢¢)
(c) Siendo N, M subgrupos normales de G con N < M se satisface
inf¢ o infl/ N =1infg ,;,  defl) ) o defg = defd ;.

2. Condicién de conmutatividad

(a) Considere ¢ : G — H isomorfismo de grupos y K un subgrupo de G, luego

iso(¢') o res¢ = resg(K) 0iso(¢)

siendo ¢’ : K — ¢(K) la restriccion de ¢.
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(b) Sig¢: G — Hisomorfismo de grupos y N un subgrupo normal de G, se tiene
. " G H ;
iso(¢") o defg,y = defyy, ) o iso(g)

iso(¢) oinfZ = infg/go(N) oiso(¢")
donde ¢” : G/N — H/¢(N) es el isomofismo de grupo inducido por ¢.
(c) (Férmula de Mackey) Para los subgrupos H y K de G se cumple

res% o ind§ = ) ind¥ - «x 0iso(7yx) o resk - g (1.3)

x€[H\G/K]
siendo [H\G/K] el conjunto de representantes de las clases dobles en G y
7 :HN*K— HN *K
es el isomorfismo de grupos inducido al conjugar por x.
(d) Si N, M son subgrupos normales de G, se observa

G G _ :¢G/N G/M
defg,y oinfg,py = inf) gy 0 defld) N i

(e) Si H es un subgrupo de G y N es un subgrupo normal de G, se satisface

defg,y o indf = indf\ o iso(¢) o defi, () (1.4)
resg o infg/N = infg/(HmN) oiso(@~1) o res%\}\/]N (1.5)

conp: H/HNN — HN/N el canénico isomofismo de grupos.
(f) Si H es un subgrupo de G, si N es un subgrupo normalde Gy N < H

entonces
G/N G H
resH//N odefg,y = defjj,y oresf; (1.6)
indf; o inffj,y = infg,y o ind§/ (1.7)

3. Condicién de trivialidad
Para cualquier grupo G, y ¢ un automorfismo de G en G se cumple
resg = id, indg = id, defg ; = id, infg ; = id,
iso(¢@) = id.

Estas relaciones se pueden encontrar en 1.1.3 de [15], ademads, todas las anteriores
también estdn dadas para la composicién de los biconjuntos bésicos.



26 CHAPTER 1. PRELIMINARES

Caracteres

A continuacion se explorard algunos resultados de la teoria de caracteres de grupos
finitos.

A lo largo de este capitulo G denota un grupo finito, y todos los CG-mdédulos estan
tinitamente generados ( o de forma equivalente tienen dimensién finita como espacios
vectoriales sobre C ). Como C es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero, se obtiene de la teorfa de Wedderburn informacién especifica acerca de la natu-
raleza del dlgebra CG.

A continuacién se denota por M, (C) la C-algebra de matrices de tamafio n x n so-
bre C.

Teorema 1.2. Existe unr € IN y algunos f1, ..., f € IN tal que
CG= ./\/lfl(C) D... @Mfr(C)

como C-dlgebras. Ademds de esto, existen exactamente r clases de isomorfismos de CG-
modulos simples y si se consideran Si,...,S, representaciones de estas r clases, entonces
pueden ser reordenados los S; de tal forma que CG = f151 @ ... ® f,S; como CG-médulos,
donde dimcS; = f; para cada i. Cualquier CG-mddulo puede ser escrito tinicamente como
a151® ...a,Sy, donde los a; son enteros no negativos.

Las C-dimensiones f,-- -, f; de los r simples CG-médulos son llamados los grados
de G. El CG modulo trivial C es unidimensional y por tanto simple, luego G siempre
tiene al menos uno de sus grados igual a 1, y por convencion este siempre se denotara

por fi.

r
Corolario 1.3. Siempre se cumple que Y, f? = |G]|.
i=1

Proof. Del teoremall.2]se sigue
.
|G| = dimCCG = dim(; (@ Mﬂ(C))
i=1

= ZdimCMﬂ(C) = fo
i=1 i=1

]

Definicién 1.6. Si U es un CG-mddulo, entonces cada § € G define una transformacion lineal
invertible de U que envia u € U a gu. Se define el caracter de U como el funcién

Xy:G—C

donde Xy;(g) es la traza de esta transformacion lineal de U definido por . Por ejemplo
Xu(l) = dsz(U)
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Sip: G — GL(U) es la representacion correspondiente a U, entonces A7 es justa-
mente la traza de el mapeo p(g). Cabe notar que dos CG-mé6dulos isomorfos tienen
igual caracteres. Observese también que para cualesquiera g, h € G, la transformacién
lineal de U definida por ¢ y hgh~! son similares y asi tienen la misma traza. De esto se
concluye que cualquier caracter de G es constante a cada clase de conjugacién de G, lo
cual significa que el valor del caracter sobre elementos conjugados es el mismo.

Por ejemplo, considere U = CG y tome ¢ € G. Por tanto la matriz de transformaciones
lineales definida por g con respecto a la base G de CG, vemos que AX;(g) es igual a el
numero de elementos x € G para los cuales gx = x, en consecuencia Aj;(1) = |G|y
Xu(g) = 0 paracada 1 # g € G. Este caracter es llamado el caracter regular de G.

En adelante se denotaran los caracteres de r simples CG- médulos por Xj, ..., &; es-
tos caracteres se conocen como los caracteres irreducibles de G. Siempre que se diga
que Sq,- -+, Sy son los distintos CG moédulos simples, los cuales estan implicitamente
ordenados de tal forma que X5, = A para cada i. Manteniendo la convencién de que
f1 denota el grado de la representacion trivial, X serd el caracter de la representacion
trivial el cual se conoce como caracter principal de G y por tanto &} (g) = 1 para todo
g€G.

Un caracter de un CG-mdédulo uno dimensional es llamado un caracter lineal. Como
cada médulo uno dimensional es simple se observa que todos los caracteres son irre-
ducibles.

Considere X el caracter lineal asignado al CG-médulo U y tome g,k € G, al ser U uno
dimensional, se cumple que para cada u € U se tiene que gu = X (g)u y hu = X (h)u,
de esta forma

X (gh)u = ghu = X(g)X (h)u,

en consecuencia X’ es un morfismo de G al grupo multiplicativo C* de ntimeros com-
plejos diferentes de cero. Por otra parte, dado un homomorfismo ¢ : G — C*, se
define un CG-moédulo U unidimensional por gu = ¢(g)uparag € Gyu € Uy deesta
forma &}y = ¢. De esto se infiere que los caracteres lineales de G coincide con el grupo
de morfismos de G a C*.

Ahora se establecera una importante conexién entre el nimero de CG-médulos sim-
ples y la estructura de G.

Teorema 1.3. El niimero de r de CG-mddulos simples es igual al niimero de clases conjugadas
de G.

La prueba de este teorema estd basado en la teoria de caracteres (Ver teorema 3. del
capitulo 6 en [6]). Cabe mencionar que en general no existe una biyeccién natural entre
las clases conjugadas de G y los CG-médulos simples, sin embargo cuando el grupo G
es algtin grupo de simétria, existe tal correspondencia.

La siguiente proposiciéon compila resultados bésicos acerca de la teoria de caracteres,
que se utilizardn en los préximos capitulos.
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Proposicién 1.3. Considere U un CG-médulo, p : G — GL(U) la representacion
correspondiente a U, y ¢ € G un elemento de orden n. Entonces

1. p(g) es diagonalizable.

3. Xyu(g) es una suma de Xy;(1) raices de la unidad.

)

2. Xy(g) es igual a la suma (contando multiplicidades) de los autovalores de p(g).
(
(

4. Xy(g~Y) = Xu(g) (Aqui Z denota el complejo conjugado de z).
5. Xu(g)] < Au(D)
6. {x € G: Xy(x) = Xy(1)} es un subgrupo normal de G.
Proof. Como g" = 1, p(g) es una raiz del polinomio X" — 1, mas este se factoriza

en diferentes factores lineales en C[X] y asi se sigue que el polinomio minimo de
p(g) también se factoriza en factores lineales, de lo que se concluye que p(g) es
diagonalizable, quedando asi demostrado 1. De esto se sigue que la traza de p(g)
es la suma de sus autovalores, concluyendose asi 2. Estos autovalores son exactamente
las raices del polinémio minimo de p(g), el cual divide a X" — 1y por tanto estas raices
son las n raices de la unidad, lo cual demuestra 3. Se observa que un autovalor para
0(g) es también un autovector de p(g~'), con los autovalores de p(¢~!) dados por el
inverso de los autovalores de p(g), como estos autovalores son raices de la unidad,
se sigue que los autovalores de p(g~!) son los conjugados de los autovalores de p(g),
combinando esto con 2 se completa la demostracion de 4. La afirmacién 5 se sigue
directamente de 3. Recuerde que X};(g) es la suma de sus autovalores de p que son
raices de la unidad, en caso de que esta suma sea igual a X;(1) se deduciria que cada
uno de estos autovalores debe ser 1, de lo cual p(g) debe ser la funcién identidad.
Ademas, si p(g) es la funcion identidad, se tiene que Xy;(g) = dime(U) = Ay (1); en
consecuencia {x € G : Ay(x) = Ay (1)} = kerp < G,demostrando 6. O

Suponga que X y ¥ son caracteres de G, se definen las funciones X + ¢ y Xy de
G aCpor (X +9)(g) = X(g) +9(g) y (Xp)(g) = X(g)y(g) para g € G. estas
nuevas funciones obtenidas de caracteres no son a priori caracteres. También puede ser
definida para un A € C una nueva funcién AX : G — C, dada por (AX)(g) = AX(g)
y por tanto los caracteres de G pueden ser vistos como elementos de un C-espacio
vectorial de funciones de G a C.

Proposicién 1.4. Los caracteres irreducibles de G son linealmente independientes sobre C.

Proof. Del Teorema [1.2] se sabe que CG = M (C) @ ... ® My, (C). Considere los
S1,...,Sr todos los CG-moédulos simples distintos hasta isomorfismo y para cada i
se denota por e; el elemento identidad de M (C). Se toma fijo i, recuerde que
para cada ¢ € G, Xj(g) es la traza de la transformacion lineal sobre S; definida por
g € G. Se extiende linealmente A; a un mapeo lineal de CG a C, asi que Xj(a) para
cada a € CG es la traza de la transformacioén lineal sobre S; definida por a, observe
que la transformacién lineal sobre S; dada por e; es el mapeo identidad, y por tanto
X(e;) = dimcS; = f;. Ademas, si j # i, la transformacién lineal sobre S; dado por
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e; es el mapeo trivial y por tanto &j(e;) = 0. Ahora para Ay,...,A, € C tales que
r r

Y. Aj&; = 0. De lo anterior se sigue que 0 = ) A;Xj(e;) = A;f; para i; asi A; = 0 para

=1 j=1

todo j, de esta forma el resultado ha sido demostrado; es decir, la familia de caracteres

irreducibles es una familia libre. O

Lema 1.7. Xyqv = Xy + Xy para cada CG-médulos Uy V.

Proof. Para considerar una C-base para U & V, primero tome dim¢(U) elementos
bésicos para U @ {0} y los elementos restantes que sean bésicos para {0} @ V, de esto
se observa que Xygv(g) = Xu(g) + Av(g), para todo g € G. O

Ahora es posible verificar que los cardcteres de CG-médulos distinguen CG-médulos
salvo isomorfismo.

Teorema 1.4. Si Sy,...,S; son los distintos CG- médulos simples, entonces los cardcteres de
CG-médulos a1S1 @ . ..a,S; (donde los a; son enteros no negativos) es a1 X1 @ ... D a,X;.
Consecuentemente, dos CG- médulos son isomorfos si y sélo si sus cardcteres son iguales.

Proof. La primera afirmacién se sigue directamente del Lema ahora suponga
que Xy = Xy para algunos CG-médulos U y V. Como CG es semisimple, pueden
escribirse Uy V como U = @;a;S; y V = @;b;S;, donde los a; y b; son enteros no
negativos. Al tomar caracteres se observa 0 = Xy — Xy = Y ;(a; — b;) X;, combinando
esto con la Proposicion [I.4se concluye que a; = b; para todo i, asi U = V. O

Aunque cada caracter determina un CG-moédulo salvo isomorfismos, no existe una
forma genérica de construir un médulo de su correspondiente caracter, y asi cierta
informacion se pierde al estudiar caracteres en lugar de médulos, Sin embargo, son
una manera eficaz de convertir informacién sobre la teoria de representaciones de G
en teoria sobre G.

Proposicién 1.5. (Proposicion 6.8 en [|6|]) Considere U y V CG-méddulos, entonces
1. Xygy = Auydy.
2. Xy, = Ay, recuerdese que U* = Hom(U, F).
3. Xromui,y) = XuXu-

Considerando G un grupo finito. La tabla de caracteres de G es una matriz cuadrada,
cuyas columnas son indexadas por la conjugacién clases de elementos ¢ de G, y cuyas
filas son indexados por clases de isomorfismo de simples CG-moédulos S, y la entrada
en dicha columna y fila estd dada por Xs(g), que es la traza de la matriz por el cual g
acttia sobre S. Dicha matriz es invertible por lo que la evaluacién de los caracteres en los
elementos del grupo g son precisamente los morfismos del anillo de representaciones
a los numeros complejos, es decir, dado un morfismo de anillos f : R(G) — C,
existe una en 4 € G tnica hasta conjugacion tal que f(M) = Xy (a) para todos los
CG-modulos M (ver proposicién 5.2.3 en [18]).

Ejemplo 2.
G = Cy con p-primo, entonces R(G) = C @ Sgn @ CG.
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Induccion de CG-mddulos.

Como antes si H < G, y sea V un CH-médulo, entonces ind$ (V) = CG ®cpy V es un
CG-modulo por la accién

CG x ind%(V) — ind$(V)

n n

( g, Y (Aigi® Ui)) — ) (Liggi ®v;)
i=1 i=1

esta definicién es también dada para cualquier campo (F) en lugar de C.

Lema 1.8. Sea V es un CH-méduloy g € G, se define g @cy V = {g®@v | v € V} yse tiene
lo siguiente:

(a) g @cp V es un subespacio vectorial de ind% (V).

(b) g ®cy V solo depende de las clases de ¢ en G/H. Asi, si ¢ € G/H entonces
cQRcHV =8¢®cuVparag € o.

(c) Se tiene que

indf (V)= @ c®cuV.
ceG/H

y mds precisamente, si G/ H| es un conjunto de representantes de G/ H entonces

indz (V)= @ g&cuV,
8€[G/H]

como CG-mébdulos, donde la estructura de CG-médulo de

D gocnV
§€[G/H]
estd dada por:
CG x GE) g®cygV — EE) g®cygV
8€[G/H] 8€[G/H]
(x,8®0) — & ®h-v)

donde g, € [G/H] y h € H son tal que x = g,h.

Proof. Considerando g € G, u € Vyv € Vsetieneque g®0 =0, A¢®u = g® Au
parad € Cy (§®u)+ (g ®v) = g® (u+v), por lo tanto g ®cy V es un subespacio
vectorial de ind§(V).Sih € Hy g, = gh € gH entonces

SRV =8gh®v=g®hv,

donde hv € V porque V es un CH-mddulo entonces § ®cy V = g0 @cy V, asi que
g ®@ch V solo depende de la clase de g. Se deduce de lo anterior que } ,cg/go ® V es
un subespacio vectorial de CG ®cp V se puede verificar que en efecto son iguales, asi

CG@®cuV= ) oaV,
ceG/H



1.4. ANILLO DE REPRESENTACIONES DE UN GRUPO. 31

ademas si o # 0, entonces (¢ ® V) N (0, ® V) = 0, por lo tanto

CCocyV= @ ocaV,
ceG/H

y la accién de G permuta las componentes. Ademds, si [G/H]| es un conjunto de
representantes de G/ H se define

p:CGCR®cyV — (}9 IRV
¢€[G/H]

tal que p(x ® v) = go ® h-v, donde x = g,h donde g, € [G/H] yh € H, y se extiende
linealmente a CG ®cpy V. Note que

$(xh, @ hoflv) =9 ® hhoh, ‘v = 2 ®@hv = ¢(x ®0),
donde x = goh y xh, = g,hh,, asi que ¢ estd bien definida. Se define tambien

p: P g®V — CG®cyV
§€[G/H]
gV — gRcyD

Observe que

Pop(g®v) = P(gRcHV) =g®V

pop(g@v) =P(g @ hv) = g ®hv =gh®v=x®7,

por lo anterior ¢ y ¢ son inversos. Veamos que ¢ y ¢ son morfismos de CG-
moédulos. Seae € Gy x € G entonces existe g, € Gy h € H tal que x =
Qoh asi se tiene que eg, = g1k para algun g1 € [G/H] y algun k € H, por lo
que ex = egoh = g1kh donde kh € H, entonces ¢p(ex ® v) = g1 ® (kh-v) y por otra
parte ¢ - p(x ®v) = e (g, ® hv) = g1 ® (kh - v). De lo anterior se deduce que ¢ es un
morfismo de CG-médulos. Conversamente suponga que eg = g,h donde g, € Gy
h € H entonces

e (g®@0)) = P(go ®hv) = g ®cH hv = goh Rcpv =€ (§ ®cnv) =e- P(g®0)

asi ¢ es también morfismo de CG-mddulos. Se concluye que ¢ es un isomorfismo, esto
significa
indf (V)= @ c®@cuV.
ccG/H
O

Recordando también que si U un CG-mddulo, este se puede ver como CH-médulo y

se escribe res% (U) en vez de U, este CH-médulo se llama la restriccion de V. Teniendo

en cuenta esto se enuncia el préximo teorema de gran importancia.
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Teorema 1.5 (Teorema de reciprocidad de Frobenius). Si U es un CG-médulo, y H < G,
y sea V un CH-médulo. Entonces como C espacios vectoriales se tiene que

Homep (V, res% (U)) = Homeg (ind$(V), U).
Es natural en V y U, en efecto lo anterior es una adjuncion entre funtores.

Proof. Tomese ¢ € Homcy(V, res$;). Considere el mapeo
fo:CGRV — U

que manda (g,v) a g¢(v). Si h € H, entonces se tiene

fo(gh,v) = ghe(v) = gp(hv) = fu(h,gv),

de esto se puede deducir que f, es balanceada. Ademads se obtiene un elemento I'(¢)
de Homep (ind%(V), U) enviando ¢ ® v a g - ¢(v), y se consigue un mapeo

I : Homey (V, res$ (U)) — Homeg (ind$(V), U).

Claramente I es C-lineal, y también I'(¢) = 0 implica que ¢ = 0 asi que I' es inyectiva.
Sif:ind% (V) — U es un morfismo de CG-médulos, entonces se define un morfismo
de CH-médulos ¢ : V — res%(U), dada por ¢(v) = 6(1 ®v), y se tiene

I'(p)(g®v) =g9(v) =g0(1®0v) =0(g®0),

lo que demuestra que I'(¢) = 0 y se sigue que I' es sobreyectiva. O

1.5 La categoria monomial

Se pueden encontrar algunos resultados sobre este tema en [12], y [1].

Definicién 1.7. (R. Boltje, 1990). Se denota G el conjunto de homomorfismos de grupos de G
a C* donde C* es el c onjunto de las unidades de los niimeros complejos. La categoria monomial
cgmon es la categoria cuyos objetos son los pares (V,L), donde V es un CG-médulo de
dimension finita, y L es un conjunto finito de subespacios 1-dimensionales de V, cuya suma es
directas es V que son permutados por los elementos de G. Un morfismo f : (V,L) — (W, M)
es un morfismo de CG-médulos y f que envia cada linea en L para una linea en M o en cero.

Teniendo en cuenta que la categoria monomial no es aditiva una variante aditiva
de esta categoria se introdujo en [11]. Se puede agregar dos objetos en la categoria
monomial tomando la suma directa de los CG-mdédulos y la unién de los conjuntos
de sumandos 1-dimensionales. El producto es el producto tensorial de los médulos
y la familia de todos los productos tensoriales de los espacios 1-dimensiones. De
esta manera se crear el anillo monomial D(G) como el grupo de Grothendieck de
la categoria cgmon, con sumas directas y productos tensoriales. La identidad es el
modulo trivial. Los homomorfismo de anillos del anillo monomio a C se llaman las
especies.
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1.6 Funtores de biconjuntos

Los funtores de biconjuntos fueron introducidos la decada antespasada por Bouc. Se
ha tomado lo siguiente de [15].

Recuerde que un funtor F : A — B entre categorias preaditivas es llamado adi-
tivo si para objetos cualesquiera X y Y de A, el mapeo f — F(f) de Hom4(X,Y) a
Homp(F(X),F(Y)) es un homomorfismo de grupos. Una subcategoria preaditiva de
B es una subcategoria A tal que el funtor inclusién A — B es aditivo.

De forma similar, cuando R es un anillo conmutativo con identidad un funtor entre
R-categorias lineales es llamado R-lineal si el mapeo que induce entre conuntos de
mosfismos es R-lineal. Una subcategoria R-lineal de una categoria R-lineal es una
subcategoria tal que el fuctor de inclusién es R-lineal.

Definicién 1.8. La categoria de biconjuntos de grupos finitos. La categoria de biconjuntos
Q) de grupos finitos es la categoria definida como sigue:

* Los objetos de ) son los grupos finitos.
* Si Gy H son grupos finitos, entonces Homq (G, H) = B(H, G).

* Si G, H y K son grupos finitos, Si U € Homq(G,H) y V € Homy(H,K) la
composicion estd dada por Uy Xy nVk.

la composicion v o u del morfismo u € Homq (G, H) y el morfismo v € Homn(H, K) es
igual para v X i u.

* Para cualquier grupo finito G, el morfismo identidad de G en Q) es igual a [Idg).

Se desprende de esta definicién que la categoria es una categoria preaditiva, en el
sentido de Mac Lane, [13] I seccién 8.

Ejemplo 3.

Considere una subcategoria preaditiva D de una categoria de biconjuntos C, entoces
RD puede ser vista como una subcategoria e RC.

Definicién 1.9. Fuctores de Biconjuntos. Considere D una clase de grupos finitos, y para
cada G,H € D tome B(H,G) una clase de (H,G)-biconjuntos finitos. Un functor de
biconjuntos F (para D y B) con valores en la categoria R-Mod de R-médulos, donde R es
un anillo conmutativo con identidad, consistente de los siguientes datos

1. Para cada G € D, un R-médulo F(G).

2. Para cada G y H en D y para cada (H, G)-biconjunto U en B(H,G), un mapeo de
R-médulos F(U) : F(G) — F(H).

Estos datos son subconjuntos de las siguientes condiciones:
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(a) Si Gy H estan en D, entonces B(H,G) es cerrado por un isomorfismo de (H,G)-

biconjuntos y
YUy, U € IB(H,G), u=U,= F(Ul) = F(u2).

(b) Si G y H estan en D, entonces B(H,G) es cerrado bajo la unién disjuntas de (H, G)-

biconjuntos y
vu,u’ € B(H,G), F(Uuu') = F(U) + F(U').

(c) Si G, Hy Kestin en D, entonces B(K, H) xy B(H, G) C B(K,G), y

YV € B(K,H),VU € B(H,G) F(V) o F(U) = F(V xy U).

(d) Si G € D, entonces el (G, G)-biconjunto Idg estd en B(G,G) y

F(ldg) = Idg ().

Otra definicién de funtores de biconjuntos se puede encontrar en 3.2.2 de [15].

1.7 Funtores de Green

La definicién que se da a continuacién sera ttil para nuestro objetivo en el capitulo 3,
esta es equivalente a la definicién dada por Bouc en [16], una demostracién de esto se
puede encontrar en 4.2.3. de [7].

Definicién 1.10. Un funtor de Green A (sobre D) es un funtor de biconjuntos tal que para
todo par G, H de grupos finitos en la categoria D existe

x:A(G)x A(H) — A(G x H) (1.8)
R-bilineal, denotada por (a,b) — a x b, que cumple las siguientes condiciones:
1. Asociatividad. Para G, H y K en la categoria D el siguiente diagrama conmuta.

A(G) x A(H) x A(K) M) 4(G) x A(H x K)

(x,idy) X

A(G x H) x A(K) A(G x (H x K))

Ko X

Donde w es un isomorfismo entre A((G x H) x K) y A(G x (H x K)) dado un
isomorfismo natural de G x (H x K) y (G x H) x K.

2. Es unitaria. Existe e, € A(1) tal que para todo G grupo finito en la categoria D.

A(cGg X 1gx1)(ax €a) =a= A(cl x cGixc)(€a X a). (1.9)
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3. Es natural con respecto a biconjuntos. Si G, H, Ky L estdn en la categoria Dy X un
(L, G)-biconjuntoy Y un (K, L)-biconjunto entonces el siguiente diagrama conmuta.

A(G) x A(H) —~ A(G x H)
(A(LXc),A(kYH)) A(Lxx XX GxK)

A(L) x A(K) —— A(L xK)



CHAPTER 2

ANILLO GLOBAL DE REPRESENTACIONES

Este capitulo se centra en estudiar el anillo global de representaciones que presentarén
Raggi y Valero en [3]. Las definiciones y propiedades que se exponen en esta parte del
trabajo estan motivadas por [3].

2.1 El anillo T(G)

Definicién 2.1. Dado X un G-conjunto, se dice que un CG-médulo V es X-graduado si

V=V Vi #0
xeX
donde cada V. es un C-subespacio vectorial tal que gVy = Vgy para todo x € X.
Si V. y W son CG-modulo se define o : V.— W un morfismo de CG-médulos X-graduados
sia(Vy) C Wy

Note que dada la accién de G en X, si se considera [G\X] = {x1, -, x,} un conjunto
de representantes de las orbitas y X; = Gx; paracadai = 1,---,r, se tiene que
X = U]_;Xj, por lo tanto

Vzé@vx.

i=1 xeX;
Ejemplo 4.

Dado H < Gy V un CH-médulo entonces ind% (V) es un médulo G/ H-graduado,
esto por lo visto en el lema

Definicién 2.2. Se define como £ la categoria cuyos objetos son de la forma (X, V') donde X
es un G-conjunto y V es un CG-médulo que es X-graduado. Si (X, V) y (Y, W) son tales que
X esisomorfaaY y 'V a W, entonces son considerados el mismo objeto en la categoria £.

Si (X, V) y (Y, W) son objetos de £ un morfismo de (X, V) a (Y, W) es un par de la forma

37
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(f,a) donde f : X — Y de G-conjuntos y « : V. — W morfismo de CG-médulo, y ademds
f y & son compatibles, lo que quiere decir que a(Vy) C W, para todo x € X.

Si(f,a): (X, V) — (Y,W)y(g,B): (Y,W)— (Z,U), se define la composicién de mor-
fismos en la categoria £ por (g,B) o (f,«) = (go f,Boa), donde

(& B)o(fra) : (X, V) — (2, U).
Note que si toma x € X entonces

(Boa)(Vy) € B(Wrx)) C Uigof)(x)

por lo que la composicién en £ tiene sentido y se puede observar que es asociativa,
ademads para cada (f,«) : (X,V) — (Y, W) se tiene una identidad local dada por
id(x,v) = (idx,idv) tal que (f, &) oid(x,y) = (f,a). A continuaci6n se explorard otras
propiedades que posee esta categoria.

Propiedades de la categoria £.

* (©,0) es el elemento 0 de la categoria.
* (-,C) sellama la unidad, donde C denota el CG-médulo trivial.
* Se define la suma por
(X, V) + (Y, W) := (XUY,VaOW), 2.1)
que es el coproducto de (X, V) y (Y, W). Note que
VoW = (@ Vx) S (@Wy) = P (vew),
xeX yeYy zeXUY

donde (V@ W), = V,size Xo(VEW), =W,size€ Y,porloque VW es
X UY-graduado y por consiguiente la suma estd bien definida.

Para comprobar que (X, V) 4 (Y, W) es el coproducto de (X, V) y (Y, W) en £ se
debe verificar la propiedad universal. Para esto considere el siguiente diagrama

/ m\

(X,V) —— (XUY,VaW)

donde (f,a) : (X, V) — (Z,U), (g,B) : (Y,W) — (Z,U), y también se tienen
las inyecciones candnica

i1: (X, V) — (XUY, Ve W),
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y
ir: (Y,W) — (XUY, Ve W).

Se define
(h,7v): (XUY,VoWwW) — (Z,U),

talque h : XY — Z definida por h(a) = f(a)sia € Xoh(a) =g(a)sia €Y,
yv:V®W — U dada por y(v,w) = a(v) + B(w). Debido a esta definicién se
puede ver que (4, y) hace conmutar el diagrama. Supongase que existe

(Ly): (XUY,VeW) — (Z,U)
de forma que también hace que el diagrama conmute, es decir,
(Ly)oir = (f,a)

y
(Ln)oir = (g, B),

entonces para (x,v) € (X,V)y (y,w) € (Y, W) se tiene
(f(x), a(v)) = (f, @) (x,0) = (L) o ia) (x,0) = (I(x),11(2,0))

(&), B(w)) = (f, B)(y,w) = (L) 0 i2)(y, w) = (I(y), (0, w)),

de esto se infiere I(x) = f(x), #(v,0) = a(v), I(y) = ¢(y) y 7(0,w) = B(w). En
general, siz € XUYy (v,w) € V@ Wentonces(z) = f(z)siz € Xol(z) = g(z)

siz €Y,esdecir, ] = h. Ademaés

1(v,w) =1(0,0) +17(0,w) = a(v) + f(w) = 7(0,w).

Por lo anterior se concluye que se cumple la propiedad universal del coproducto.
Note que (@,0) es unidad para +.

e Se define
(X/ V) ® (Y/ W) = (X XY,V ¢ W)/ (22)

como el producto de (X, V) y (Y, W). Observe que
vow= (@%)ec(@m) - @ (Mecm)- @ weewy,
xeX yeY xeX,yeY (xy)eXxy

donde (V ®c W), ,) = (Vx ®c Wy) , por lo que el producto estd bien definido.
Observe que (-, C) es una unidad para ®.

¢ Se cumple también

(X, V)+ (Y, W)U =(XV)®(ZU)+ (Y, W) (ZU)), (2.3)
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esto se tiene porque

(X, V)+ (Y,W))®(Z,U) Xuy, V@W)@(Z,U)
(XUuY)xZ,(VeW)eU)
(XxZ2)U(Yx2Z),(Val)e (WaU))
(X,

V) (Z,U))+ (Y, W)@ (Z,U)).

(
(
(
(

1R

De forma similar es el argumento para mostrar que

ZUW)((X,V)+ Y, W) =(ZU) X V)+(ZU (Y, W)). (24

Note que con las propiedades anteriores se le da a la categoria £ estructura de monoide.

Lema 2.1. Considere X un G-conjunto transitivo y V un CG-médulo X-graduado, entonces
para cada x en X se tiene que Vy es un CGy-médulo y ademds

(X, V) 2 (G/GyindS, (Vi)

en la categoria £.

Proof. En primer lugar tomese x en X fijoy ¢ € gx note que
§Ve = Vox = Vi,

por lo que Vy es un CG,-mdédulo.

Para la segunda parte recordando que [G/Gy]| es el conjunto de representantes de
G/ Gy note que para cualquier y € X existe un tinico 7, € [G/G,] tal que y = 7y - x,
teniendo en cuenta esto se define

dada por a(y) = Gy Por otra parte se define
B: G/Gy — X

dada por B(gGx) = g - x. Observe que a y B son morfismos de G-conjuntos que son
inversos, luego « es un isomorfismo de G-conjuntos.

Ahora, para que (X,V) = <G /Gy, indgx(Vx)> en la categoria £, se debe definir un
morfismo
¢:V — ind$(Vy),

que sea compatible con la graduacién de estos CG-médulos. Note que si v € V dado
que V. = @®yexVy entonces v = ), cx vy, donde v, € V, paracaday € Xy esta
descomposicion es tnica, asi que basta con definir ¢ sobre un subespacio vectorial
Vy y luego extenderlo linealmente. Siguiendo la idea de la primera parte, si v € V,,
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entonces existe un tnico v, € [G/Gy] tal que y = Yy - x asi que fyy_l ‘v € Vvy*-y
_ 1 .
donde V, -1, = Vi, es decir 7, - v € Vx. Recuerde que por lema se tiene que

indg (Vi) = @ (v® W),
YE€[G/Gy]

entonces se define ¢ de forma que mandav € Vj a (7, ® 7, 1 - v) que estd en 7, ® Vi.
Se puede ver que ¢ estd bien definida y que ademas ¢(V;) C 7, ® Vi = a(y) ® Vi
es decir que respeta la graduacién de estos CG-mddulos. Ahora veamos que ¢ es
un morfismo de CG-moédulos, para esto tome g € G entonces se tiene ¢-v € Vo y

Yoy € [G/Gy] tal que ygy - x = g -y asi que
P(g-v) = 1gy ® (’)’g—yl +0).
Por otra parte y = 7, - x asique g -y = g7y - x pero dado que 4y es unico, existe h € Gy
tal que §7yy = yqyh asi que v, = gyyh ! se sique que
P(g-v) = rgy ® (h'Yy_lg_l)g 0=y ® (h')’y_l ‘),

por otra parte

gp(0) =2(1y @ (1y " 0) =8N @ 1y 1o =Ygy ® (7, )

de lo anterior se tiene que ¢(g-v) = g¢(v) por lo tanto ¢ es un morfismo de CG-
modulos. Falta comprobar que ¢ es un isomorfismo, para esto nos fijamos en el
siguiente morfismo

§:indZ (Vy) — V
que se definird sobre un subespacio vectorial y ® V, de indg’“ (Vy) donde v € [G/Gy]
y luego extendemos linealmente, de ménera que si y ® v € ¥ ® Vy entonces

J(yRv) =70 € Viy,

se puede verificar que J es un morfismo de CG-mdédulos que es inverso a ¢, asi que ¢
es un isomorfismo y en conclusion se tiene que

(X, V) 2 (G/Gy,indE (Vi)

en la categoria £.
O

Ahora se definird el anillo T(G) a partir de la categoria £, este es un anillo preparatorio
para la construccién del anillo global de representaciones que se definird luego.

Definicién 2.3. Considerando categoria £ se construye el grupo de Grothendieck G,(£,L!) y

se define
£

(XUY,VeW)—(X,V)—(Y,W))

T(G) = Go(£,L)) = (2.5)
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En T(G) la suma estd definida como en la categoria £ teniendo en cuenta el paso a el
cociente, es decir,

X, V) + (Y, W) = (X, V) + (Y,W) = (XLUY,VaW).

De igual ménera el producto esta dado por

XV e Y,W) = (XxY,VaW).

Via lo anterior y las propiedades de £ se comprueba que efectivamente T(G) tiene es-
tructura de anillo.

En adelante se denotard los elementos de T(G) también por (X, V) en vez de (X, V)
pero teniendo en cuenta el paso a el cociente.

Como se vi6 antes si H es un subgrupo de G y W es un CH-mdédulo entonces G/H
es un G-conjunto y indg(W) es G/H-graduado. Abusando de la notacién consid-
eraremos [H, W] como la clase de isomorfismo de (G/H,ind%(W)) en £, es decir,

[H,W] = (G/H,ind%(W)) en T(G). Se debe tener en cuenta entonces que [H, W] #
(H,W).

Recuerde que si (X, V) € £ entonces

X= || G/H
H<G

V=@ indf(Va),
H<G

donde Vi es un CH-médulo para cada H € G. De esto se infiere

(X, V)= Y (G/H,ind§(Vi)),
H<G

lo que implica que elementos de la forma (G/H,ind%(W)) (donde W es un CH-
modulo) son generadores de T(G). Asi

T(G)= Y. Z(G/H,ind5(W)) = Y Z[H W].
H<G H<G

Proposicién 2.1. Considere [H, W], [K, V] elementos en el anillo T(G), entonces [H, W] =
[K, V] siy solo siexiste g € G tal que SK = H y 8V = W como CH-mdédulos.

Proof. Suponga que [H, W| = [K, V| entonces existe

(x,9) : (G/K,ind%(W)) — (G/K,ind$(V))
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un isomorfismo de médulos graduados, asi que « : G/H — G/K es un isomor-
fismo de G-conjuntos asi para algin g € G se tiene a(H) = gK y HgK = gK entonces
¢ 'Hg < K pero |G/H| = |G/K]|, lo que implica que |H| = |K| asi g"'Hg = K es
decir, K = H.

Por otra parte ¢ es un isomorfismo de CG-mddulos tal que
plow)=Za(l)®v=gR®0.

Asi
W=(1eV)=gxV,

como espacio vectorial. Dado que ¢ es de CG-mddulos es claro que
P:1OW —gRV

es un morfismo de CH-moédulos, pero ¢ ® V es isomorfo a ¢V como CH-médulos, asi
que W es necesariamente isomorfo a 8V como CG-médulo. Conversamente supéngase
que para algtin ¢ € G se tiene que H = gKg~ !y f : W —& V un isomorfismo como
CH-moédulos, a continuacién se define

x:G/H — G/K
xH — xgK

Es claro que « es un isomorfismo de G-conjuntos. Ahora considere |G/ H] un conjunto
de representaciones de G/H y T el conjunto de representaciones de G /K consistiendo
de {«(g) | ¢ € [G/H]}, entonces

p: P oW — PtoV.

g€[G/H] teT
gew — a(g)® f(w)

donde a(g) ® f(w) estd en a(g) ® V. Asi tenemos a ¢ un isomorfismo de CG-
modulos compatibles con las graduaciones respectiva, con lo que se concluye que
[H, W] = [K,V]. O

Teorema 2.1. Se tiene la siquiente formula para el producto en T(G):

HW]-[KU = Y [HO K, reshou(Wres o (CU)). (2.6)
x€[H\G/K]

Proof. Considere [H, W]y [K, U] en T(G), entonces el producto queda como sigue
[H,W][K,U] = (G/H,indf(W))(G/K,indg(U))
= (G/H x G/K,ind% (W) @ ind% (U)).

Considerea G/H x G/K como un G-conjunto con la accién g o (aH, bK) = (gaH, gbK).
Observe que la orbita de (aH, bK) esta dada por

G(aH,bK) = G(H,a 'bK) = G(H, xK)
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donde x = a~1b. Si G(H, xK) = G(H, yK) entonces para algtn g € G se tiene

(H,xK) = g o (H,yK) = (gH, gyK),
esto implica que ¢ € H y xk = gy por ende HxK = HxkK = HgyK = HyK, es decir,
dos orbitas iguales representan la misma clase doble, asi

G/HxG/K= || G(H,xK),

x€[H\G/K]
ademds recordando que G(H,xK) = G/Gyqx) ( con G(pyk) el estabilizador de
(H, xK) mediante la accién de G) y
G(H,xK) = {¢€ G|go(H,xK)= (H,xK)}
= {g€G|g€ H, gxK=xK}

{g€Glge H g K}
HN'K,

se sigue
G

HN*K’

G/HxG/K= ||
x€[H\G/K]
Por otra parte, aplicando la reciprocidad de Frobenius 1.5y la férmula de Mackey
se tiene

2.7)

1%

indf (W) ® ind§ (U) ind, (W ® resSind¥ (U))

ind% | W P  indHnegres o (FU)
x€[H\G/K]
P indH(W @ indlgresi o (FU))
x€[H\G/K]

D indGindE v (resH - (W) @ res K. (FU))
x€[H\G/K]

& b ind$ vy (rest . (W) @ resi K (FUD).
x€[H\G/K]

I

I

12

Se puede comprobar que teniendo el anterior isomorfismo de CG-médulos y (2.7)) se
tiene un isomorfismo en £, de forma que

G . x
[H,W]IK, U] = |_| TR @ deGme(resgme(W) ® resup (FU))
x€[H\G/K] x€[H\G/K]
G . x
- 2 (m, 1nd%me(res§me(W) ® resfme(xU))>

x€[H\G/K]

= Y. [H N* K, rest i (W) ® resg(me(xU)} :
x€[H\G/K]
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Asi queda comprobada la férmula (2.6). O

Acontinuacion se estudiardn los morfismos de anillos que van de T(G) a C.

Proposicion 2.2. Si H es un subgrupo de G y c € H, se define la siguiente aplicacién

SH,c £ —C
dada por
Su((X,V)) =}, Aulo), (2.8)
xeX,H<Gy

que cumple las siquientes propiedades:

(a) Si (X,V)= (Y, W) entonces Sy (X, V) = Sy (Y, W).
() S (X, V)+ (Y, W) =Sy (X, V) +Suc(Y,W).
(c) S (X, V)@ (Y,W)) =S (X, V) Sg(Y,W).

(d) Considerando el paso a el cociente,
SH,C : T(G) — C

es un morfismo de anillos tal que para cada [K, S| en T(G) se tiene

Suc(KS)= ¥ Xxs<c>Xs( Y cx). (2.9)

xe[G/K],H< *K xe[G/K],H<*K

Proof.

(a) Suponga que (f,a) : (X,V) — (Y, W) es un isomorfismo, esto significa que
f : X — Y es un isomorfismo de G-conjuntos y &« : V. — W es un isomorfismo
de CG-médulos, ademds son compatible, es decir, a(Vy) = Wf(x). Para cada
x € X se tiene que Vy es un CGy-modulo ya que si escogemos ¢ € G, entonces
gVy = Vgy = V. Por un argumento similar Wf(x) es un CGf(x)-m(’)dulo. Observe
que dado g € Gy se tiene que go f(x) = f(gx) = f(x), asi que Gx < Gy(y). Tome
Oy 2 Ve — Wf(x) de forma que oy = zx|vx, por lo anterior este es un isomorfismo
de CG,-moddulo, es decir V, = Wf(x). Considerando esto se tiene

SH/C(X, V) = Z XVX(C)
xeX, H<Gy

= ), A

xeX, H<Gy

= Y. Xw,(c) donde y = f(x),
yeY,H<Gy

= Su(Y,W).
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(b) Tome (X, V) y (Y,W)enT(G), asi se sigue

Stuc(X, V)4 (Y,W)) = Sp(XUY,VaW)
= Y. Xyaw).(o)

ze XY, H<G,
= Y, Ao+ ) Awl(o)
zeX,H<G, z€Y,H<G,

= SH,C(X, V) + SH,C(Y, W)

(c) Considere X y Y son G-conjuntos. Recuerde que G acttia en X x Y de forma
que go (x,y) = (gx,8Yy), asi que para g € G, se tiene que gx = xy gy = y, s
decir, ¢ € Gy y g € Gy. Note que si ¢ € Gy N Gy, entonces g € G, ), por lo tanto
G(xy) = Gx N Gy.

Teniendo en cuenta lo anterior y el Teorema [1.3|se infiere

SH,C((X,V)(X)(Y,W)) = SH,C((XXY,V@)W)

). Xvew)xy) (©)
(X,]/)GXXY, HSG(X,w
= )3 Xwemw,)(c)

(x,y)eXxY, HSGNGy

= Y. Xv, (c) Xw, (c)
xeX, yeY, H<GxNGy,

— ( Z va(c)> ( Z wa(c))
xeX, H<Gy yeY, H<Gy

= Spe(X,V) Spe(Y, W).

(d) Considere [K, S] en T(G), entonces

Suc([K,S]) = Sue(G/K,ind§(S))
= ). Xs,(c),

aE[G/K], HSG(:)K)

pero Gy = {g € G| gaK =aK } = K, ademds

indg(S) =2 P s P s,
a€[G/K] a€[G/K]

entonces para cada a € [G/K] se toma S, = “Sy se sigue

Sue(Ks)= Y As(o)

ac|G/K],H< oK
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Observe que Sy ((- ,C)) = Ac(c) = 1 por lo que Sy ¢ es no trivial. Teniendo en
cuenta lo anterior se tiene directamente que Sg . : T(G) — C estd bien definida y
que es un morfismo de anillos.
U
Nota 2.1.

Note que T(G) es un anillo graduado, cuya graduacién natural esta dada por

G) = @ Tn(G)
neN
con
Tu(G) = (X, V)|V = @ Vi, dim(Vy) = n).
xeX
T, (G) se llama el anillo monomial ( ver [1] ).

Observemos que si (X, V) = (Y, W) entonces existe (f,a) : (X,V) — (Y,W) u
isomorfismo de tal forma que Vy = Wg(,), asi que dim(Vy) = dlm(Wf(x) , por lo que
)y

(Y, W)

esta graduacién no depende de los representantes que se escojan. Si (X, V
estan en T,,(G) se tiene

X, V)+(Y,W)=(XUY, V& W)

pero (VW) = &,(Ve W), donde (VB W), = Vysiz € X
z € Y, porlo que dim((V & W),) = n, y se infiere que T,(G) <

y (VOW), = W, si
T(G).

Como T(G) esté generado por los elementos [K, S] = (G/K,ind$(S)) donde
indg(S) = P (@®5),
ac[G/K]
ydim(a ® S) = dim(S) = m para algin m € IN, entonces

= @ Tn(G)

neN
Ademis, si (X, V) € T,(G) y (Y, W) € Tu(G), se tiene
(X, V)@ (Y,W)=(XxXY, VW),
pero dim((V ® W), ) = dim(Vy ® Wy) = nm, que implica
T (G) T (G) C Tyun(G).

Si V 'y W son CG-médulos X-graduados entonces note que (X, V& W) # (X, V) +
(X,V)en T(G), sin embargo se tiene

SH’C(X, V& W) = SH,C(X/ V) + SH,C(X/ V)
Esto muestra que el anillo T(G) es bastante grande. En adelante interesara

particularmente el anillo cociente de T(G), que serd precisamente el anillo global de
representaciones.



48 CHAPTER 2. ANILLO GLOBAL DE REPRESENTACIONES

2.2 Anillo global de representaciones

Definicién 2.4. Se define el anillo global de representaciones de el grupo G como el cociente

T(G)
(X, VoW)— (X, V) - (X,W))

D(G) = (2.10)

donde V y W son CG-médulos X-graduados. Se denotard por [ a
(X, VeW)—(X,V)—(X,W)).
Si (Y,U) € T(G) note que
Y U)o (X, VeW)—-(X,V)—-(X,W))
esigual a
(YxX U (VeW))—(YxXUV)-(YxX,UW)),

es decir, (Y,U)® (X, V& W) — (X,V) — (X,W)) vuelve a estar en I, esto demuestra
que I es un ideal de T(G). Se denotara también por (X, V) a los elementos de ID(G)
(teniendo en cuenta que son los elementos del anillo cociente T(G)/I), asi que en cada
caso se especificara donde se va a tomar (X, V).

Considere H un subgrupo G y W un CH-mdédulo. Recordando que W = @, S; donde
S; € Irr(H) (donde Irr(H) son los irreducible de H). se sigue

[H,W] = (G/K,ind%(W))
= (G/K,ind%(®;S;))

(G/K, @4indg(S;))
= Y (G/K,indg(S)))

1

= ) [H,Si,

1

Lo que indica que ID(G) esté generado por los elementos [H, S|, donde H un subgrupo
G y S un CH-médulo irreducible. Es decir,

D(G) = ) Z[H,S]. (2.11)
He[G\sub(G)], Selrr(H)

Asi que ID(G) es finitamente generado.
Ejemplo 5.
* SiG={}setiene D(G) = Z[-,C] = Z.

* Si G = C; entonces D(G) = Z[-,C] + Z[C,,C] + Z[Cy,sgn]. Incluso podemos
exponer una tabla de multiplicacién para sus béasicos utilizando el Teorema
como sigue
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- [Cy,C] es el uno de D(G).
- [Lql.C=[,C+[.C]
- [, C[Cy, sgn] = [, C.

[

- Cz,sgn] [Cz,SgTZ] = [Cz,C].

2.3 Homomomorfismos de anillos de ID(G)a C.

Definicién 2.5. Considere Sy, : T(G) — C como en la Definicién se induce un
motfismo de anillos denotado Sy : ID(G) — C considerando el paso a el cociente y estd
dada por

Sue(X, V)= Y. Xy(o). (2.12)
xeX H<Gy
Para cada (X, V) en ID(G).
Teorema 2.2.
Sui1([K,S]) = ¢u(G/K)dim(S), (2.13)
Suai([K.C]) = ¢u(G/K). (2.14)

Proof. Recordando el teorema

Sui([K,S]) = ) Xrg(1)
x€[G/K], H<XK

- Y dim(*S)

xe[G/K|,H<*K

= ) dim(S)

x€[G/K],H<*K
= (#{x € [G/K],H <* K})dim(S),

pero #{x € [G/K]|,H <* K} = |(G/K)"| = ¢n(G/K), por lo tanto
SH,l([K; S]) = (pH(G/K)dim(S).
Ademas,

Suc([K,C]) = Y, Xclo)
x€[G/K],H<K

= Z 1
x€[G/K],H<*K
= ¢u(G/K).

]

Lema 2.2. Si consideramos X un G-conjuntoy V un CG-médulo X-graduado entonces para
cadaa € G, g € Gyy € X se tiene que Xngy(”g) = Xy, (a).
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Proof. Escogiendo vy, ..., v, una base de Vy con la accién de G, entonces g_lvl, ey g_lvr
es base de V,-1y y como multiplicar por ¢! es un isomorfismo se infiere que hay una
biyeccién entre estas bases. Si av; = av; para algin a € C, se sigue que

ag(g_lvi) = g_lavi = g_l(zwi),

y de esto se tiene directamente que Xngly (a8) = Xy, (a).

Proposicién 2.3. Sy, = Sk, siy solosiexiste g € G tal que$H = Ky &b = c.
Proof. Primero supongase que existe § € G tal que 8H = Ky & = b. Recuerde que
para cada h € H se tiene

&) =
Xy, () = X

-1
8 Vy

(h$) = Xy, ((h$)71) = Xy, (h)
por Lema 2.2} teniendo en cuenta esto se sigue

Sup(X, V) = Y. Ay (b)
xeX, H<Gy

= ), Au(f),

XEX,KE<Gy
como K3 < Gy lo que implica K < 8(Gy), pero 8(Gyx) = Ggyx, asi que K < (Ggy). Ahora

se hace un cambio de variable de forma que vy = gx, asi queda

SH,b(Xr V) = 2 va(c)
g lyeX,K<Gy

= ), Ayl

yeX,K<Gy
= Sk(X, V).

Es decir SH,b = SgH,gb.

Para el reciproco suponga que Sy, = Sk,. considerando la evaluacién en [K, C]
queda que

¢r(G/K) = Sup([K,C]) = Sk ([K,C]) = ¢x(G/K) = [G/K],

entonces H < K. Con un argumento similar evaluando esta vez en [H,C| queda
K <g H.

Sin pérdida de generalidad escogemos ¢ € G, entonces K = § (qu) < 8H < K, asi
que §H = K. Ahora se verifica que b y ¢ son conjugados en N (H), para esto note que
{x € [G/H||H< *H} ={x € [G/H]|H* <H}={x€ G|H < *H}/H = Ng(H)/H.

Si S un CH-médulo simple, entonces se tiene que

Sup([H,S]) = ). Xos(b) = ), As(b). (2.15)
v€[G/H]H< *H x€[NG(H)/H)
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Por otra parte,

Skc([H,S]) = Y Xis(c) = Y. Xs(c), (2.16)

xe[G/H|,K< *H xe[G/H|,K< *H

pero Sk = SsH,c = Sz g0, entonces

SslHS) = Y X(So)
x€[G/H|RH<*H
= Y Xs((3c)")
x€[G/H| '$H<H

=Y Xs((%))
x€[G/H],*$H<H

= Y. Xs(Yc), cony = xg
ye[G/H]YH<H

= Y, Xs(Ye).

y€[Ng(H)/H]

Como Spj = Sk se tiene

Xs(0) = ) As(o),
xe[Ng(H)/H| ve[N(H)/H|

Xs Y, ()] =4 Y, (ol
x€[NG(H)/H] ve[NG(H)/H]

observe que esto se cumple para cualquier S € irr(H).
Recordando que los caracteres distinguen las clases de conjugacion por Teorema
se infiere que existe t € H tal que

se sigue

t( )3 (b")) Y, (o= (*c),
)/H|

x€[Ng(H y€[Ng(H)/H] x€[Ng(H)/H]

asi que para algtn x € Ng(H) se cumple que ‘b = *8c entonces b = g
donde t~'xg € Ng(H) teniendo en cuenta que t 'x € Ng(H). Ahora considerando
| = tlxg € G, se tiene que 'H = !'®H = !'*(8H) = $H = Ky ademas
le= 71380 = b,

O

A continuacién se estudiaré la relacion entre los pares (H, b) donde H un subgrupo de
Gy b € H con los pares [K,S| donde K es un subgrupo de G y S es un CK-médulo
simple.

En adelante si H es un subgrupo de G se denotard N = Ng(H). Claramente H <
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N = Ng(H) < G donde N acttia en CH y R(H) por conjugacién en cada uno de los
casos.

Definicién 2.6. Para cada b € H se define

b= Y b (2.17)

x€[N/Cn(b)]

Para comprobar que b no depende de el conjunto de representantes que se escoja de
[N/Cn(b)] suponga que xCy(b) = x,Cn(b), entonces x 1x, € Cy(b) y por lo tanto
xop = plo que implica *b =* b, de esto se concluye que esta bien definida,
ademéas b € CH.

Definicién 2.7. Para cada caracter irreducible Xs de H se define

Xs = Y, X (2.18)
x€[N/CnN(S)]

Notese que si xCn(S) = yCn(S) entonces y~'x € Cn(S) luego y7'xG = S entonces
*S 22¥ S, lo que implica que Xrs = Xys. De esto se infiere directamente que X5 no
depende de los representantes que escojamos de [N/Cn(S)], por lo tanto estd
bien definida.

Lema 2.3. (CH)N (el conjunto de elementos de CH que quedan fijos con la accion de N ) es
una C-dlgebra con base { b | b € H}.

Proof. Considere

(CHN ={Y_ Mh| Y A=Y Ayh paratodoa € N}.
heH heH heH

donde (CH)N < CH asi que claramente (CH)" es una C- dlgebra. Ademés, Se tiene
que N actda a izquierda en H por conjugacion, considerando [N\H| = {hy,....h;} C H
se comprobard que B = {hj,....h;} es una base de (CH)"N. Como se not6 antes, para
cadab € Hya € N se tiene que b = b, asi que B no depende de los representantes de
las orbitas que se escojan en [N\ H].

Tomandoa € Ny h; € [N\H] se tiene

N = |_| xCn (h;)
i—1

pero

entonces
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a <hi> - (xE[N/ZC:N(hz)] Xhi)
= Y, (Th)

x€[N/Cn(h;)]
— Z axhi
x€[N/Cn(h;)]

= h,
de esto se infiere claramente que h; € (CH)N. Para verificar que B es linealmente
independiente considere /; # h;. si existe x € [N/Cn(h;)] yy € [N/Cn(hj)] tal que
*h; = Yhj entonces h; = "y h;lo que implicaria h; = E]- que es una contradiccién, por
lo tanto *h; # Yh; para todo x € [N/Cn(h;)] yy € [N/Cn(hj)], esto nos garantiza que

B es linealmente independiente.

Si ¥ Ayh € (CH)N se puede ver que estd en lo generado por B, para esto considere
heH
a € N entonces

Y A= (ZA;JZ) =Y Auh,
heH heH heH
que implica

Z )\h al’l - Z Auh al’l,

heH heH

se sabe que los elementos de H son linealmente independientes, asi que para cada
h € H se tiene que A, = Aay, y de esto se infiere que los conjugados tienen el mismo
coeficiente en cada caso, y en consecuencia

YoM=Y A(h) =Y, A ().
]

heH he[H\N 1<i<r

Asi se concluye que B es una base para (CH)N. O
Teorema 2.3. (R(H))N es una C-dlgebra con base { Xs |S CH- médulo simple }.

Proof. Considere S € Irr(H) y a € N entonces

a(Xs) = a Y, A
x€[N/Cn(S)]
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con esto se verifica que X5 € (R(H))N. Tome A = {S |a € [N/Cn(S)]}, observe
que en A estan todos los conjugados de S. Ahora se verifica que A es una base para
(R(H))™.

Si X5 # Xr se tiene que
Y, Xs#E Y Xr
x€[N/Cn(S)] ye[N/Cn(T)]

Suponga que para algun x € [N/Cn(S)] yy € [N/Cn(T)] se tiene Xxs = Ay,
esto implica que *S = YT, entonces ylxg = T y por lo tanto X5 = Xr, lo que es
una contradiccién. Entonces, para todo x € [N/Cn(S)] yy € [N/Cn(T)] se tiene
Xxs # Ayr, De esto se deduce que A es linealmente independiente. Para comprobar
que A genera a (R(H))N considere

Y AsXs € (R(H)N,
Seirr(H)

sia € N, entonces

Z ASX”S = 11( Z )\SXS) = Z )Ls.)fs,

Seirr(H)

lo que implica

Z )\SXHS - Z )\”SX“S
Seirr(H) Seirr(H)

como consecuencia Ag = As«g para cada S € irr(H), por lo tanto

Y oAs¥s = Y AsHs

Seirr(H) Seirr(H)
Asi concluimos que A es base de (R(H))N. O
De los teoremas anteriores se concluye que

CcHN= P cp,
be[N\H]

C(RH)N= Yy S
N\ (H

Teorema 2.4. Considere la forma bilineal
(,): (CHN xC(R(H))N — C
dada por

(b, Xs) = Y, v (2.19)
x€[N/H]

donde b € Hy S es un CH-mddulo simple. { , ) Estd bien definida, es decir, no depende de los

representantes que se escojan de b, x o Xs, y es no degenerada en ambas variables. En particular

las dimensiones de (CH)N y (R(H))N coinciden.
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Proof. Primero se prueba que estd bien definida, para esto considere S € irr(H) fijo y
suponga que b = ¢, entonces para algtin a € N se tiene b = ¢“ asi

(b, Xs) = Xs( Y bx)
]

x€[N/H

= XS Z Cax
x€[N/H]

— Z XS (Cax)

x€[N/H]

= ) Awg(o)

x€[N/H]

= ). Xl

x€[N/H]
= <C, X5>

Asi es claro que no depende de el representantes b que se escoja. Tome b fijo y suponga
que S = T, entonces Xs = X1 de esto se obtiene

<E,?S>_XS< y bx) ( y bx) b, %r).
x€[N/H] x€[N/H]

Por lo tanto (2.19) esta bien definida.
Para verificar que es una forma bilineal no degenarada considere b, € (CH)N fijo,
tal que
b, = Z Ay b,
be[N\H]

y para cada S € irr(H) se tiene que (b, , X5 ) = 0 entonces como (, ) es bilineal se
sigue que

(bo, Xs) =} Ayl

be[N\H]
= ) M| ) b
be[N\H] x€[N/H]

be[N\H]  \x€[N/H]
Xs| Y A Y vl =0
be[N\H] x€[N/H]

entonces
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lo que implica

Y ML b=
be[N/H] xe[N/H]

se sabe que los b representan diferentes orbitas de N\ H, teniendo en cuenta esto
considere 7, = #{a € [N/H]| |a = b} y asi

)3 )‘b( )3 bx) )3 77b)‘b< )3 bX)o,
be[N/H] x€[N/H] be[N\H] x€[N/H]

luego

x€[N/H]

pero para cada b € [N\ H] se tiene 7, > 0 lo que implica que A; = 0, y se concluye que
bo == O;
Ahora, suponga S, € R(H) fijo tal que

So - Z )\g 75,
Se[N\Irr(H)]

y para todo b € H se tiene
(b, So)=0.

como (, ) es bilinealse sigue que
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Observe que para cada S € irr(H) se tiene que H < Cn(S) < N, luego

N = |_| XCN(S)
x€[N/Cn(S)]

- Ll «x Ll vH
x€[N/Cn(S)] y€[Cn(S)/H]

- |_| ( |_| xyH) )
x€[N/Cn(S)] \y€[Cn(S)/H]

Por lo anterior se sigue que

(5,8 = Y x| ¥ Y Xes(h) ] ],
Se[N\irr(H)] x€[N/Cn(S)] \ye[Cn(S)/H]

pero los caracteres no dependen mds que de las clases de conjugacién ya que Xyxg =
Xxg para cada y € [Cn(S)/H], esto que implica

Se[N\irr(H)] \x€[N/Cn(S)]

(0,5) = Y ( y /\SCN(S)/HXxs(b))O.

Note que irr(H) = {*S | x € [N/Cn(S)], S € [N\irr(H)]} es linealmente
independiente, asi que A5 = 0 para todo S € [N\Irr(H)] por consiguiente S, = 0.
Por lo tanto se concluye que la forma (, ) es no degenarada en ambas variables.
O

Teorema 2.5. Se tiene que:

(a) I C Ker(Sy ) para todo (H, b).
(b) I =Ny Ker(Shp)-

Proof. .

(a) Sea [X, V1 & V;] — [X, V4] — [X, V2] uno de los generadores de I, dado (H, b) con H
un subgrupo de G y b € H entonces se tiene que

SH,b([X/ Vi VZ] - [Xr Vl] - [X/ VZ]) = SH,b([X/ Vi VZ]) - SH,b([XI Vl]) - SH,b([X/ VZ])

= Yo (Xvew, — Xy — Ay (X))
x€[G/K],H<xK

=0
esto porque
le@VZ - le + XVzI

por el Teorema entonces [X, V) @ Vo] — [X, V4] — [X, V4] estd en Ker(Syy), y
esto implica directamente que I C Ker(Sy ) para todo (H, b).
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(b) Para ver que Ny p)Ker(Syy) = 1, se define la funcién

S§:T(G)— J]C
(H.b)

dada por
(K, S| — (Sup([K,S])) (m,p)
que esta bien definida. Note que

Ker(S) = {[K,S]|V(H,b), Suu([K,S]) =0}
= {[K SJ[V(H,b),[K,S] € Ker(Sp,)}
= Ny Ker(Swyp)-

entonces I C ker(S) por (a), asi que se puede considerar el paso a el cociente en S,
de forma que

S:D(G) — [] C
(Hp)

Recuerde que

D(G) = )y Z[H,s),

He[G\Sub(G)],Seirr(H)

y el conjunto de generadores {[H,S| | H € [G\Sub(G)],S € irr(H)} es base
canénica de ID(G). Ahora, suponga que {Hy, Hy, ..., H,} son todos los subgrupos
de G (hasta isomorfismo), de tal manera que H; = {1}, H, = Gy |H;| < |Hj| si
i < j (se escogen los subconjuntos con esta propiedad).
Observe que para cada k = 1,..,n, se sigue que [G\Hy| y irr(Hg) tienen la
misma cardinalidad por el Teorema entonces tomese [G\Hy] = {b%, ..., b’r‘k} y
irr(Hg) = {S}, ..., S }.
Se denota por A la matriz asociada a la transformacién de S que esta dada como

sigue
All Alz . . . Ali’l
Ay Axp . . . Ay
An A . . . A

7

donde Aj; € Mr;xr, (C) representa el bloque

SHi,bi([Hj'S]l]) SHi,bg([ijsjg]) T SHi,bi([Hf’S;f])
Sy (Hip $11) - Spg ((Hp S o Sy ([Hj )

Spp ([H 1)) Sppy ((Hp S -+ - Sy ([H; 1))
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Note que si i > j entonces Sy, ,([H;,S]) = Lxe[G/H,| H<*H Xxg(b) = 0 porque
H; £ *Hj debido a que |H;| > |H;|, por lo tanto A;; = 0sii > j. Ahora, se denota
por A; a Aj;, observemos que para cadai € {1,...,r} se tiene que

(Adu = Sup ([Hi, S1])
= Y. Xz, (by)

XE[G/H,'],HI‘SXHI'

= Z Xxsl(bk)
x€[Ng(H;)/Hjl
= Y s (b))
x€[Ng(H;)/Hj]
= &, Y ()Y
x€[Ng(H;)/Hj]
= (bx, Xs,).
entonces la matriz A; nos queda
¥ ¥ . . (B
(by, Xs,) (b1, &Xs,) . . . (b1, &Xs,)

Concluimos por el Teorema [2.4{que A; es una matriz bilineal y no degenerada, por
lo tanto es una matriz invertible.

Ademas, notese que Det(A) = Det(A1) Det(A;) ..Det(A,) # 0 por lo que la que
la matriz A es invertible sobre los complejos, asi que S es biyectiva y en particular
I = Ker(S) que es Mgy Ker(Spp)-

]

Definicién 2.8. La matriz cuadrada A del teorema indicada por [H,b] en las filas y en
K, S] en las columnas, cuyas entradas son Sy ,([K, S]) se le llama la tabla de especies. Esta
matriz consiste en bloques (dados por las clases de conjugacion de los subgrupos de G) en la
diagonal, ceros abajo y ademds el 1iltimo bloque de la diagonal ( es decir, Ay, ) , es la tabla de
caracteres. Esta matriz es invertible como se vié en el teorema anterior.

Con lo siguiente se probara que los Sy , son todos los morfismos de anillos de ID(G)
aC.

Teorema 2.6. Sea R un anillo comutativo, ay, ..., a, € R generadores de R como grupo abeliano
Y f1, -, fn morfismo de anillos de R a C. Si la matriz (f;(a;)) es invertible, entonces {ay, ..., an }
es una base de R sobre Z. y cualquier morfismo de anillos de R a C es uno de los f;.
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Proof. Por hipotesis se tiene que

n
R =) Za,,
i=1
para ver que {ay,...,a,} es linealmente independiente, supongase que ) ' ; Aja; = 0
entonces
" Aifi(aj) fi(Xr,Ai(ay)

fl(al) Coe fl(an) A j=1 ]fl j j=1"7\"] 0

fala) . . fulan) An Y1 Aifu(a)) fn (Z}“Zl Aj(aj)) 0
Como por hipotesis (fj(a;)) es invertible entonces se tiene que A; = 0 para cada
i = 1,..,n por lo tanto {ay,...,a,} es linealmente independiente. En conclusién

{a1,...,a,} es una base de R sobre Z.
Si f : R — C morfismo de anillos, este se extiende a

(1®f):C®zR —C

que en los basicos se define por (1 ® f)(c ® r) = cf(r). Por otra parte también
considerese

(1®fi)):C®zR —C
que en los bésicos estd dada por (1 ® f;)(c ®r) = cf;(r). Ahora, defina

n
(X:C@zR—)HC
i=1

que en los basicos estd dada por a(c @ r) = (cfi(r));, luego se extiende linealmente a
todo C ®z R. Note que « tiene como matriz asociada a (f;(a;)) que por hipotesis es
invertible, por lo tanto a es un isomorfismo.

Considere para cada i € {1,...,n} la i-ésima proyeccién canénica 7; : [T} ;C — C,
observe que 1 ® f; = 7; o a. Ademads

n
(1@ floa':J]C—C,
i=1

pero las tnicos morfismos de este tipo son las proyecciones, por lo tanto existe algtin
j € .{1{...,n} tal que (1® f)oa™' = 7 entonces 1® f = mjoa = 1@ f; por
consiguiente f = f;.

[l

Definicion 2.9. Se define el automorfismo de anillos o : ID(G) — ID(G) de forma que envia
(X,V)a (X,V*)donde V* = Hom(V,C).
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Dado X un G-conjuntoy V = @V, un CG-médulo X-graduado. Se tiene
V* = HomCG(V,C) = HomCG(GBVx,C) = @HomCG(Vx,C) = @(Vx)*

en lo anterior se puede verificar que se trata de un isomorfismo de CG-moédulos X-
graduados, esto significa que g(Vy)* C (Vgx)*. Por lo tanto ¢ tiene sentido. Para ver
que es un morfismo de anillos basta con probar ¢((X,V) ® (Y,W)) = c((X,V)) ®
o((Y,W)), pero antes se comprueba la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4. Para todo (H,b) se tiene que Sy 0 0 = Sy 1.

Proof. Por el Teorema [1.3]se tiene que

Xy-(a) = Xy (a) = Xy(a™),
de esto se sigue

Sup(c(X,V)) = Sup(X, V)
= Y. Xy (bY)

xeX,H<Gy

= )Y (Y

xeX,H<Gy
= Sup1(X,V)),

Por lo tanto Sy 0 0 = Spy -1 O

Teniendo en cuenta la anterior proposicion, se considera (X, V) y (Y, W) en D(G)
y se sigue

Sup(@(X, V)@ (Y,W))) = Spp1(X,V) Sy p-1(Y, W)
= Sup(e(X,V)) Spp(e(Y,W))
= Sup(e(X,V)) @a(Y,W)),

pero Sp ; es un morfismo inyectivo, asi que o ((X, V) @ (Y, W)) = o (X, V)) @ o (Y, W).
Es decir, o es efectivamente un morfismo de anillos.

Acontinuacién veremos que el anillo global de representaciones contiene a el anillo
de Burnside y el anillo de representaciones.

Teorema 2.7. Se define
v :B(G) — D(G)

dada por y(X) = (X, C) para cada X en B(G). y es un morfismo de anillos y ademds existe
B:D(G) — B(G)

tal que By = idp ).
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Proof. Note 1y esta dada por v(G/H) = (G/H,ind$(C)) = [H, C] sobre los bésicos de
B(G). Para mostrar que es morfismo de anillos nbasta con comprobar las propiedades
sobre los béasicos. Supongase que G/H, G/K € B(G) talque G/H = G/K, esto implica
que H = 8K para algtin g € G, por lo tanto

[H,C] = [!K,C] = [K,C],

de lo cual se infiere que <y esta bien definida.

Considere G/G € B(G), de la definicion de «y se tiene v(G/G) = [G,C] € D(G),
y por esto se observa que v manda unidad en unidad. Asi que para verificar que es
morfismo de anillos sé6lo es necesario mostrar que

v(G/H x G/K) = v(G/H)vy(G/K). (2.20)

Para esto es preciso observar que

G
G/HxG/K= |J —=—=
x€[H\G/K] Hn 2K
por el Teoremal 1.5, lo cual implica
v(G/HxG/K)= )  [HN*KC]. (2.21)
x€[H\G/K]
Por otra parte teniendo en cuenta el Teorema
7(G/H)v(G/K) = [HC][KC]
= Y [HnN *K,rest . (C)res;K . (C)]
xe[H\G/K] Hn K HA K (2.22)
= Y. [HN *KC].
x€[H\G/K]

y de y se obtiene el resultado deseado, lo cual implica que y es un morfismo
de anilo. Claramente es 7 es inyectivo ya que si [H,C|] = [K, C] entonces existe algun
g € Gtalque®H = Kluego G/H = G/K.

Ahora se define p : ID(G) — B(G) que esta dada por
B(X,V)=X

donde (X, V) es un generador de ID(G), es decir, X un G-conjunto y V un CG-médulo
que es X-graduado. y se puede verificar facilmente que f es morfismo de anillos,
ademas

By(G/H) = B(G/H,ind5(C)) = G/H,

lo cual implica que By = idpG), es decir 7y es una seccién pero no tiene inversa ya que
B no puede ser inyectiva ya que ID(G) tiene rango mayor que el de B(G). O
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Teorema 2.8. Se define
6:R(G) — D(G)

cque en los bdsicos de R(G) estd dada por 0(S) = (- ,S) donde S es un CG-mddulo. 6 es un
morfismo de anillos y existe
a:ID(G) — R(G)

dada por a(X, V) = V. Ademds a0 = idg ).
Proof. Note que 6(C) = (- ,C). Ademés si Sy T estdn en R(G) por definiciéon de 6 se
tiene que
8(S®T) = (-,S®T)
0(S) ®6(T),

y en consecuencia 6 es un morfismo de anillos.

Ahora, considere « : D(G) — R(G) que estd dada por a(X, V) = V. Claramente
« estd definida. Para verificar que es un morfismo de anillos basta con notar que
a(-,C)=Cyque

a(X,V)® (Y,W)) = a(XxXY, VW)
VoW
(X, V)2a(Y,W).

Por lo tanto « es un morfismo de anillos. Ademas

=
D
—~
wnn
N—
I
=
~—~~
D
—~
V)
~—
~—
I

a(-,5) =S = idpc)(S)-

Es decir, a6 = idg(c). N



CHAPTER 3

‘—EL FUNTOR GLOBAL DE REPRESENTACIONES

Para este capitulo se considera D Una subcategoria preaditiva de la categoria
de biconjuntos (). Se muestra acontinuacién que el funtor que induce el anillo
global de representaciones resulta ser un funtor de biconjuntos, luego se estudiara
explicitamente como se define en algunos morfismos generadores de la categoria
D (induccién, restriccién, inflacién y deflacién). Por dltimo, a través de algunas
propiedades se observara que este funtor resulta ser un funtor de biconjuntos de Green.

Definicién 3.1. El funtor global de representaciones se define de tal mdnera que a cada objeto
G en D le asigna ID(G), ademds si U es un (H, G)-biconjunto finito entonces

D(4Ug) : D(G) — D(H), G.1)
estd dada por la aplicacion que envia (X, V) € D(G) a (U xg X,CU ®¢g V) que esti en
ID(H). Se denotarid este funtor por D(_).

Para comprobar que ID(_) en (3.1) esté bien definida se debe verificar que (U x X,CU ® V)
estd en ID(H) en primer lugar. Note que U x X es un H-conjunto izquierdoy CU ® V
un CH-médulo, asi que basta con mostrar que CU ® V es (U x X)-graduado.

Suponga que V es X-graduado de forma que V = ®,cxVy donde cada V, es C-espacio.
Se afirma que

CURQV= PH uewn), (3.2)
CG

[ux]e UxgX
dondeu®@Vy ={u®@v|[veVy}y(CURV)y =u® Vi

Antes de probar lo anterior observe primero que si [u,x] = [u,,X,] entonces

(u,x) = (uog,§ 'x,) para algtin ¢ € G, entonces u = u,g y x = g %, lo que implica
URVy = ug® Vg—lxg

uo ® ngflx

to @ Vgg-y,

Uy @ Vy,.

65
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Asi que es claro que (3.2) no depende de los representantes que se escojan de cada clase
[, x].

Note que por definicién del producto tensorial se tiene

CURV= ) (u®Vy),
CG [ux]el xX

asi que para (3.2) basta probar que si

Z /\[u,x] (Z/l & Z)x) =0,
[ux]eUxX

entonces Ay, ) = 0 para cada [u,x] € U x X.

Ahora, defina
t:CUXV — P ud

[uxleUxcX

de forma quesi (1,v) conu € Uy v € Vtalque v € V,, paraalgin x, € X, se tiene que
t manda a (#,v) a la n-ada (donde n = |U x X|) que en la entrada [u, v,| tienea u ® v
y ceros en las demads; luego, esta definicion se extiende de forma bilineal a CU x V, no
es dificil ver que t estd bien definida y ademads es balanceada. Teniendo en cuenta la
propiedad universal de el producto tensorial si considera

h:CUxXV — CU®RcgV

de forma que h([uo,v,]) = u, ® v, que es bilineal y balanceada por definicién del
producto tensorial. Existe

:CUccV — P uaW
[ux]eUxX

de forma que ' o h = t, de esta ménera t(u,v) = (' o h)(u,v) = t'(u ® v). Si

Z /\[u,x] (u & ’Ux) =0,
[u,x]eUxX

notando que

h Yo Ao | = Y Apgueuo),

[ux]eUxX [ux]eUxX
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se tiene lo siguiente

@ [X[u,x](u ®Ux) =t ( Z “[u,x](u/vx))
[1,x]

[u,x]eUxX euUxX

— t’oh( ) oc[u,x](u,vx))
[ux]eUxX

— tl( Y Dé[u,x](”@’UX))

[ux]eUxX

luego ay, ) = 0 para cada [u, x] € U x X, asi que se infiere (3.2). Ademds, sih € H se
tiene

WCU V) = h(u® Vi) = hu @ Ve = (CUS V) ) = (CUS V).

Por lo tanto se concluye que CU ® V es (U x X)-graduado y es claro que
(UxX,CU®V) e D(H).

Si (X,V) = (Y,W), existe un par (f,«) tal que f : X — Y es un isomorfismo de
G-conjuntos y « : V. — W un morfismo de CG-médulos que son compatibles, es
decir que a(Vyx) = Wy(y). Para verificar que D(gUg)(X,V) = D(gUg)(Y,W), se
define

fo: UxX—UXY

dada por f,([u,x]) = [u, f(x)] que claramente est4 bien definida y es biyectiva dado
que f es isomorfismo. ademds para cada i € H se tiene que

fo(hlu,x]) = fo([hu,x]) = [hu, f(x)] = hlu, f(x)] = h fo([u,x]),

y con esto se deduce que f, es un isomorfismo de H-conjuntos. De una ménera similar
se definea, : (CU®V) — (CU® W) tal que a,(u ® v) = u® a(v) que resulta
isomorfismo de CH-mdédulos. Ahora se comprueba que f, y &, son compatibles, asi se
sigue

ao(CURV)(yy) = ao(u® Vy)
= u®a(Vy)
= u® Wf(x)
= (CUB W) s
= (CUR W) ([ux)-

Asique (UXx X,CU®V) = (UxY,CU®W),y se concluye que D(ylUg) esta bien
definida.
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3.1 El funtor global de representaciones como funtor de
biconjuntos.

Teorema 3.1. El funtor global de representaciones ID(_) es un funtor de biconjuntos.

Proof. Se debe comprobar las propiedades dadas en la Definicién Para ID(_). De-
bido a la propiedad universal de Burnside (ver lema solo basta comprobar (c) y (d)
de la Definicién[1.9|para decir que ID(_) es funtor de biconjuntos.

Considere H, Gy K que estan en D.si U € B(H,G) y V € B(G,K) debemos veri-
ticar que
D(xUg) e D(cVk) = D(nUc X¢ 6Vk)-

Tome (Z, W) € D(K), entonces se tiene

D(pUc) e D(cVk)(Z,V) = D(ulUc) (D(cVk)(Z,W))

= D(yUc) (V xx Z,CV @cg W)
(U XG (V XK Z),CU X ale (CV XcK W))
(UxgV xxZ,CU®cg CV @ck W),

por otra parte teniendo en cuenta que C (U x5 V) = CU ®¢g CV se sigue

D(nUc % ¢Vk)(Z,V) = (UxgV)xZ,C(UxsV)&ck W)
= ((UxgV)xxZ, (CU®ccCV)®ckW))
= (UxgVxkZ,CU®ccCV®ckW),

entonces de lo anterior se tiene que D(yUg Xg Vk) = D(gUg) o D(gVk)-

Note ademads que si G estd en D entonces cGg = id(G) es un (G, G)-biconjunto. Con-
siderando (X, V) € ID(G) se sabe que G xc X = Xy CG ®cg V = V por lo tanto

D(cGe)(X, V) = (G x X,CG @¢g V) = (X, V) = idpg)(X, V),

entonces
D(GGG) == ld]D(G)/

es decir, ID(-) manda identidades locales en el morfismos identidad. De lo anterior se
infiere que ID(_) es un funtor de biconjuntos. O

En el capitulo 1, Se Observé que dado X un (G, H)-biconjunto este se descompone
en subconjuntos transitivos que corresponden a las orbitas de X bajo la accién de
(G x H.) A su vez estos transitivos tienen una descomposicién en elementos basicos
de la categoria de biconjuntos (ver descomposicion de Bouc [I.I). A continuacion se
estudiard de forma mads explicita lo que pasa con estos basicos mediante el funtor ID(_).
Si no es claro a donde pertenece [K, S] se denotara [K, S|g para aclarar que [K, S| =

(G/K,ind$(S)), es decir que [K, S] estd en D(G).
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Teorema 3.2. Si H es un subgrupo de G, considerando la induccion ¢Gp, se satisface que
D(cGh) : ID(H) — D(G)

estd dada por D(cGy)(X, V) = (ind%(X),ind%(V)). Se sigue que D(cGr)([K, S]H) =
[K, S| para [K, S| en D(H). Ademis ID(;Gpy) no es un morfismo de anillos.

Proof. Se tiene directamente que
D(cGy)(X,V) = (G x X,CGQcy V) = (ind%(X),ind%(V)).

Se considera [K, S| en ID(H), por la Definicion 2.4 se sigue que

D(6Cr)(IK,Sl) = D(cGu) (H/K,ind{(S))

- (G xg H/K,CG ®ch ind?(s))
= (GxgH/K,CG®cgCH®ckS),

se define
f:GxgH/K — G/K
g, hK] — ghK.
Si [g,hK] = [0, hoK] en G xg H/K entonces para algin a € H se tiene que

(ga,a='hK) = (g, hoK), entonces

fl80, K] = gohoK = (ga)(a~'h)K = ghK = f[g, hK],

asi que f estd bien definida. Para verificar que es un isomorfismo note que si ghK = K
entonces gh = k para algtn k € K, por lo que ¢ = kh~! € H, y esto implica

g, hK] = [1, ghK] = [1,kK] = [1,K],

se infiere que f es inyectiva. Ademas si gK € G/K claramente f([g,K]) = gK por lo
tanto f es sobreyectiva. Note que para cada g € G se tiene

f(gla,hK]) = f(Iga, hK]) = (ga)hK = g(ah)K = g f(la, hK])

de lo anterior se infiere que f es un isomorfismo de G-conjuntos.
Por otra parte observe que CG ®cy CH ®ck S es (G x H/K)-graduado de forma que

CG ®cy CH ®ck S = . 8§ ®cuh ®ck S,
[g,hiK]e GxH/K

considerando
(CGRCH® S)[g,hK] =9®h®S.
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También se tiene
CGockS= P g8,
g€[G/K]

tomando
(CG ®ck S)gK =g9g®S.

Dado lo anterior, se define

x : CGROcygCH®cxkS — CG®cx S
gOh®s — gh®s.

donde « resulta ser un isomorfismo de CG-moédulos. Observe ademas que

« ((CG ®CH® S)[g,hK]) = a(g®h®S)
= gh®S
(CG ®ck S)gnx
= (CGC &ck ) f([gx))

es decir, f y a son compatibles. Entonces

D(cGu)([K,S]n) = (G/K,CGC®¢kS)
(G/K, indg(5)>
= [K,S]g-
Note que D(5Gy)([H,Cly) = [H,C]g es decir, mediante ID(5Gg) la imagen de la
unidad de ID(H) no va a la unidad de ID(G) que es [G,C], de esto se deduce que el

morfismo ID(gGpy) no es de anillos.
0

Teorema 3.3. Si H es un subgrupo G, considerando la restriccion yGg, se satisface que
D(nGg) : D(G) — D(H)
estd dada por D(yGg) (X, V) = (res(X),res$ (V) (donde yX significa que se considera a

X con la restriccion de G-conjunto a H-conjunto). De esta definicion se tiene

D(uGe)(K,S) = Y [H n*K, res’ﬁme(xS)} ,
x€[H\G/K]|
para cada [K, S| en ID(G). Ademis ID(yGg) es un morfismo de anillos.
G

Proof. Considere X un G-conjunto, observe que pgGg xg X = resy(X) como H-
conjuntos. Tomando (X, V) en D(G), via la Definicion 2.4 se sigue

D(cGu)(X,V) = (uGc %6 X,CGR¢c V)
= (resﬁ(X),res%(V)) :
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En este sentido para [K, S] en ID(G) se sigue

D(1Gc)(K,S])) = D(uGe) (G/K,indg(S))
= <resg (G/K) ,res%ind%(S)) :
Por la férmula de Mackey [1.5]se tiene

res%ind$ (S) = Y indfnegrespg(*S),
x€[H\G/K]

y por la proposicion [1.3/se tiene

res(G/K)= || (H/HnN*K),
x€[H\G/K]

ademads para cada x € [H\G/K] se tiene

ind} xres g (FS) = &b (a ® resg(me(xS)> ,
a€[H/HN *K]

es decir, indH -« xres S« (*S) es (H/H N *K)-graduado. Teniendo en cuenta lo anterior

se sigue que

D(4Ge)(KS)) = ( U @mnx, ¥ indﬁmresﬁ%wa)
x€|

H\G/K] x€[H\G/K]

= Y (H/HNK, indfgaesf (')
x€[H\G/K]

= Y. [Hﬂ *K, resg(me(xS)] .
x€[H\G/K]

Observe que
D(1Gg)(+,C) = (-, res(C)) = (-,C),
asi que para verificar que es de anillos basta con comprobar que

D(rGe) (X, V)@ (Y,W)) = D(aGe)(X,V) @ D(gGg)(Y, W).

para (X, V), (Y, W) en D(G), pero esto se tiene porque

]D(HGG)((X/V) ® (Y,W)) = ]D(HGG)(X X Y/ V®W)
= (res$(X xY), res$(V @ W))

= (res%(X) X res%(Y) , resg(V) ® res%(W))
(resIG{(X) , resg(V)) ® (resg(Y) , resg(W))

= D(1Ge)(X, V) @ D(nGg)(Y, W).

Por lo tanto ID(yGg) es un morfismo de anillos.
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Teorema 3.4. Si N es un subgrupo normal de G. si se considera H = G/ N, para la inflacion
que se denota gHp, se satisface que

D(cHnu) : D(H) — D(G)

estd dada por D(gHpy)([K, S]) = [Go, ianGf(S)] donde K = G,/ N. Ademis, D(gHpy) es un
morfismo de anillos.

Proof. Considere (X, V) en D(H), via la Definicién 2.4 se sigue
D(1Hg)(X,V) = (cHu x X,CH®cy V) = (¢Hu x X, infg(V)) = (inff(X), inf5(V))

Tomando [K, S] en ID(H) entonces K < H es decir K = G,/N para algin G, < G, asi
que

D(cHp)[K,S] = D(cHu)(H/K,ind{(S))
= (GHH X H/K,CH ®CH CH ®CK ®S).

Se prueba a continuacién que
GHH x H/K = G/Go.

Considere
f: GHH X H/K—) G/Go

dada de forma que
f([§1N, ©2N(Go/N))]) = (£182) Go-

Note que [¢1N,$2N(G,/N))] = [N,8182N(G,/N)| asi es claro que f estd bien
definida, ya que f es de cierta méanera natural. Suponga que f([¢1N, $2N(G,/N)]) =
Gy lo que implica que g1$2 € G, entonces

[§1N,82N(Go/N)] = [N,8182N(Go/N)] = [N, (Go/N)],

asi que f es inyectiva. Para gG, € (G/G,) se tiene que f([gN, (Go/N)]) = gG, por lo
que f es sobreyectiva y asi resulta un isomorfismo de G-conjuntos.
Por otra parte utilizando la relacién se obtiene

CH ®cy CH®cx S = infGind¥(S)
= infg/NindgC{/]\I]\](S)
= indg inf&,(S)

= CG®cg, CK®ck S.

Note que [(G/N)/(G,/N)] = [G/G,]| y se sigue

CH XcCH CH ®CKS = @ N®CH aN Qck S,
a€[G/Gy)
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Considerando
(CH ®cy CH ®c¢k S)aN(GO/N) = N ®cyaN ®R¢ck S

para cada aN(G,/N) € H/K. Por lo tanto (CH ®cy CH ®ck S) es H/K-graduado
de forma que

De igual manera CG ®cg, CK® S es G/ G, graduado como sigue

CG®cc, CK®S= P a@N®S,
a€[G/G,]

tomando
(CG ®cg, CK ®ck S)aG0 =a@N®S.

Ahora, defina
a: CG ®cy CK ®cxS — €CG ®cg, CK ®¢ck S

De forma que «(g1N ® 2N ® s) = 182 ® N ® s. Noteque g1N @ N ®s = g19o0N ®
N ® s asi que claramente « estd bien definido y corresponde a un isomorfismo de CG-
modulos. Se debe comprobar que f y a son compatibles, para esto observe que

w ((CH ®cy CH ® S)aN(G/N)) = a(N®aN®S§)
= a@N®S
= (CG®cg, CK®c¢k S)ac,
= (CG®cg, CKR¢k S) f(aN(Gy/N))-
De lo que se infiere que D(gHp)([K, S]) = [Go, infl(go(S)]. O

Teorema 3.5. Si N es un subgrupo normal de G. Considerando H = G/ N, para la deflacion
que se denota por pHg, se satisface que

D(xHg) : D(G) — ID(H),

estd definida por D(yHg)([K, S]) = [KN/N,iso (¢) o defﬁ/(KmN)(S)] para cada [K, S] en
D(G), donde ¢ : KN/N — K/(K N N) el isomorfismo natural. Ademis ID(gHg) no es
morfismo de anillos.

Proof. Considere [K, S] en ID(G) entonces

D(1Hc)([K,S]) = D(yHg)(G/K,ind £(S))
= (gHg X G/K,CH ®cg CG ®¢k S) -

Si [¢N,GK] €y Hg x ¢(G/K) se tiene

[N, g0K] = [ggoN, K] = ggoN[N, K],
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lo que significa que gHg X ¢(G/K) es un H-conjunto transitivo, y por tanto

(G/N)

nHe x ¢(G/K) = o

donde E el estabilizador de [N, K] mediante la accién de H, es decir

E = {gN € (G/N) : gN[N,K] = [N, K]}
= {gN € (G/N) : [gN,K] = [N, K]},

Observe que si [gN, K] = [N, K], entonces para algin a € G se tiene
(gN,K) = (Noa,a ' oK) = (aN,a 'K),

y como consecuencia de esto gN = aN y K = a~ 'K, lo cual es equivalente a tener que
a € Kyg € KN. Asi que E = KN/ N, entonces se concluye

Ademas de lo anterior, note

CH®ccCG®cxkS = C(G/N)®cg CG®ck S
= C®cnCG®ckS.
Definiendo
a: C(G/N)®cc®CG®cxkS — CRcnCG®ck S (3.3)

De forma que a(gN ® o ®s) = 1 ® ggo ® s. Se observa que a no depende del
representante que se tome de gN, ya que a(gnN ® gy ®s) = 1® gngo ® s y por ser
N normal se tiene gn = npg para algtiin nyp € N y por lo tanto

a(gnN ® go®s) = 1 ®@npggo ® S
=1p® g8 @S
=1®g80®S.

Debido a que N actua trivialmente en C ®cn CG ®ck S, se infiere que « es un iso-
morfismo de C(G/N)-médulos.

Por la propiedad (1.4), se deduce
ind I%/\IIjN 0iso (@) o def ﬁ/(KﬂN)(S) = def 8/N oind §(S),
siendo ¢ : KN/N — K/ (KN N) el isomorfismo natural. Como
def &, oind §(S) = C®cn €CG ®ck S = C(G/N) ®¢cg CG @ck S,
se sigue directamente e lo anterior que

C(G/N) ®cc CG @ck S = ind ¢{Yydef §/xn(S)- (3.4)
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Note que [G/K] = [(G/N)/(KN/N)]y

C(G/N)®ccCG®ockS= P N®a®s,

ac[G/K]
tomando
(C(G/N) Sce CG Kck S)aN(KN/N) =N®a®S§s.
Y ademaés
CRcNCGRkS= P (1®a®s),
a€[G/K]
tomando

(C ®cn CG ®ck S)aN(KN/N) =1®a®SsS.

Ahora, de la definicién de « se tiene

o ((C(G/N) ®cc CG ®cx S)QN(KN/N)) —a(N®a®§)
=1®a®S$S
= (C®cn CG ®ck S)an(kN/N)/

y en consecuencia « es compatible con la funcién identidad de (G/N)/(KN/N). Esto
implica

D(1H)([K,S]) = ((G/N)/(KN/N),ind g}y 0iso (@) o deff /xn(S))
- [KN/N,iso (¢) o def Ié/KmN(S)] .

Asi el teorema queda demostrado porque ID(iso(@))(X, V) = (4X.oV). O

3.2 El funtor global de representaciones como funtor de
Green.

En esta seccién se probard un ultimo teorema que constituye el resultado principal

de este trabajo, se mostrard que el funtor global de representaciones es un funtor de

biconjuntos de Green, teniendo en cuenta la Definicién
Recuerde que dado G en la categoria D, por (2.11) se tiene

D(G) = )y Z[H,s,
He[G\sub(G)], Selrr(H)

asi que ID(G) es un Z-algebra asociativa y con ( -,C) como unidad. Una vez dicho
esto, se procede a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.6. EL funtor global de representaciones ID( ) es un funtor de biconjuntos de Green.
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Proof. En la seccién anterior se probé que ID(_) es un funtor de biconjuntos, se veri-
ficard a continuacién las propiedades mencionadas en la Definicién [I.10]

Dados el par G, H de grupos en la categoria D, se define

7:1D(G) x D(H) — D(G x H) (3.5)

que manda ((X, V), (Y,W)) a D(cx#p, Gc)(X, V) @ D(gxHp,Hu)(Y, W), donde p; y
p2 son las proyecciones de G y H respectivamente. En adelante omitiremos p; y p» en
la notacion.

Note que
D(cxuGe)(X, V) = (cx1Ge X6 ¢X,CG®¢c V)

y
D(¢xuHu)(Y, W) = (6xugHu Xu gY,CH ®cy W),

asi que denotaremos
(X, V), (Y,W)) =(XXY,VecW)

donde X x Y es un (G x H)-conjunto con la accién (g,h) o (x,y) = (¢x, hy), y V ®c W
un C(G x H)-moédulo que es (X x Y)-graduado.

Como D(gxgGg) y D(gxpHp) son morfismos de anillos se infiere que 7r es Z-bilineal.
Ahora, se demuestran las siguientes condiciones:

* Asociatividad. Tomese G, Hy Kenla categoriaDyy: (G x H) x K— G x (H x K)
el isomorfismo natural. Considere el siguiente diagrama

D(G) x D(H) x D(K) X D(G) x D(H x K)

(ﬂ,idK) 7T

D(G x H) x D(K)

D(G x (H x K))

no7r

Donde « es el morfismo de anillos que induce vy, es decir,

a = 1D <G><(H><I<)7(G x H) x K(GxH)xK) :

Ahora, tomando (X, V) € D(G), (Y,V) € D(H) y (Z,U) € D(K), entonces se
sigue

(7,idk) ((X, V), (Y, V), (Z,W)) = (D(6xuGc)(X, V) @ D(cxuHu) (Y, W), (Z,U))
luego ﬂ(D(GXHGG)<X, V) ®]D(G><HHH)(Y, W), (Z, U)) es

D((cxmyxkG X Hoxn) (D(6xnGe)(X, V) @ D(cxnHu) (Y, W)) @ D((6xm)<xKx)(Z,U),
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teniendo en cuenta que ID( (g« m)xxG X Hoxn) €s un morfismo de anillos y que

(GxH)xkG X HoxH X6xH 6xHGG = (GxH)xk GG/

e igualmente
(GxH)xkG X Hoxn XoxH exHHE = (GxH)xxHH,
entonces queda

D((6xm)xkGc)(X, V) @ D((gxmyxxHu) (Y, W) @ D((¢x 1)<k Kx) (Z, U),
y & lo manda a
D(x(1xx)Ge)(X, V) @ D(gx (hxx)Hu) (Y, W) @ D(¢x (1xk)Kk) (Z, U).
que estd en D(G x (H x K)).
Por otra parte,
(idg, T)((X, V), (Y, W), (Z,U)) = (X, V), D(axxHu) (Y, W) @ D(1xxKk)(Z, U)),
aplicando 7r queda que
D(cx(Hxx)G6)(X, V) @ D(gx(mxx)H X Knxk) (D(axxHpu) (Y, W) @ D(nxxKk)(Z, U))
dado que D(g (rxk)H % Kuxx) es un morfismo de anillos y

GxH)xK X X X = HXKHH/
H X Kyxk XHxk HxxkHH

y de la misma forma

(GxH)xkH X Kuxx XHxk HxkKk = HxxKk,
entonces queda
D(Gx(1xx)G6)(X, V) @ D (g (xx)Hr) (Y, W) @ D(gx (mxx)Kk) (Z, U).

que estd en D(G x (H x K)).

De lo anterior se concluye que el diagrama conmuta.
Es unitaria. Considere ep = (-,C) que estda enID(1),si G € D

]D(GG X 1G><1)7T((X, V) X (,C)) = ]D(GG X 1G><1)(G><1(X X { },V®C C)
= (G x1gx1 Xgx1 (X% {-}),€(G x 1) ®cx1 V&®C)
(cX, V).

por otro lado

]D(Gl X GlXG)TC((-,C) X (X, V)) = ]D(Gl X Gle)(D(lxcll)(',C) ®1D(1><GGG)(X, V))
(1><GG xXag X, C &c¢ V)
= (GXIV)'

Por lo que se deduce que ID es unitaria.
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¢ Es natural con respecto a biconjuntos. Si G, H, Ky L estan en la categoria D y
M un (L, G)-biconjunto y N un (K, H)-biconjunto entonces se debe probar que el
siguiente diagrama conmuta.

D(G) x D(H) —— ID(G x H)
(D(.Mg),D(kNn)) D(LxxMxN Gxk)
D(L) x D(K) — D(L x K)
Note que
(D(:Mg),D(gkNyu)((X, V), (Y,W)) = ((tM¢ xc ¢X,CM®cc V), (kNu xun rY,CN ®&cy W)))
aplicando 7t queda
D(rxkLr)(tMg X6 ¢X) @ D(kx1.Kk) (kN x5 HY)
igual a
(LxkLL X1 LMg X6 ¢X,CL®cL CM ®cc V) @ (LxkKk Xk kNu Xn #Y, CK®@cxk CN @cuy W)
y esto es
(LxkLr X1 LMg X ¢X,CM ®cc V) ® (LxxKk xx kNu X nY,CN ®cy W)
igual a

((LxkxLr X1 Mg X6 ¢X) X (LxxkKx Xk kN xXg HY),CN ®cyg W &c CM Q¢ V).
(3.6)

Por otra parte
(X, V), (Y,W)) = D(cxnuGc)(X, V) @ D(cxuHu) (Y, W) = (cxu(X x Y),V®c W)
aplicando D(.xxM X Ngxpy) queda
(LxkM X Ngxu XoxH oxH(X xY),C(M x N) ®c(oxH) V ®c W). (3.7)
Para ver que y coinciden basta con considerar
B (LxkLrxr tMg xG 6X) X (LxkKk Xk kN Xp HY) —>1xk M X NGxn XGxH 6xu(X XY)

dada por B([I,m, x|, [k,n,y]) = [(Im, kn), (x,y)], no es dificil ver que B es un isomorfismo
de (L x K)-conjuntos. Por lo tanto el diagrama Conmuta.

Via las anteriores propiedades se concluye que ID es un funtor de biconjuntos de Green.
O
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