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Capitulo 1

Introduccion

La invariancia de Lorentz es uno de los principios sobre los cuales se constru-
ye la fisica moderna. Uno de los grandes logros de la fisica del siglo XX fue
implementar de manera exitosa los efectos de la mecanica cuantica y de la
relatividad especial en un formalismo que devendria en las teorias cudnticas
de campo.

El modelo estdndar para particulas elementales es en la actualidad la mejor
descripcién que tenemos para la fisica de altas energias. Sin embargo, surge
la interrogante de si existe fisica méas alld del modelo estdndar. La compro-
bacién experimental de las masas de los neutrinos ha arrojado una respuesta
afirmativa en esta direcciéon. Uno de los problemas pendientes en la fisica de
altas energias es la incorporacion de los efectos cuanticos a la teoria de la
gravitacion. En particular, no es claro si la invariancia de Lorentz se man-
tiene a escalas de energia de la masa Planck.

Dado el papel central que juega la invariancia de Lorentz en las teorias de
campo actuales, es de suma importancia someter a pruebas experimentales
rigurosas dicho principio. Para ello es necesario desarrollar modelos que nos
permitan establecer hasta que escala de energia sigue siendo valida dicha
invariancia.

Un modelo desarrollado inicialmente por Kostelecky y Colladay!, y estu-
diado ampliamente en la actualidad por sus colaboradores, considera una
version del modelo estdndar en la que permite violaciones a la invariancia
de Lorentz y a la simetria CPT, e.g. A. Kostelecky, R. Lehnert?. Se han
realizado pruebas experimentales en diferentes sistemas fisicos en busca de
dichas violaciones® . Una posibilidad, atin no explorada experimentalmente,
de aplicar el modelo de Kostelecky et al. en busca de violaciones a la inva-
riancia de Lorentz es el estudio del espectro de rayos gamma que llegan a
la Tierra y que tienen su origen en fuentes astrofisicas tales como nucleos
de galaxias activas, destellos de rayos gamma, magnetares, etc. El presente
trabajo explora dicha posibilidad. La idea consiste en calcular la seccién efi-
caz para el proceso de creacién de pares electron-positron usando la version



de QED del modelo estandar extendido. Dado que la seccién eficaz nos dice
cual es la tasa de formacioén de pares e”e™, nos interesa calcular cuales son
los efectos de la violacion a la invariancia de Lorentz en la tasa de formacion
de pares e”e™. Dicho efecto se reflejara en el espectro de rayos gamma que
se observa en la Tierra. En caso de que se inhiba la formaciéon de pares como
resultado de la violacién a la simetria de Lorentz, observariamos que el flujo
de rayos gamma que arriba a la Tierra es mayor, a partir de cierto umbral en
la energia, con respecto al flujo que predice la teoria invariante de Lorentz.
En el caso contario se observaria que el flujo de rayos gamma que arriba a
la Tierra es menor que el predicho por la teoria invariante de Lorentz.

Una fuerte motivacion para el presente trabajo es su posible aplicaciéon den-
tro del proyecto HAWC. Dado que el observatorio HAWC tiene la capacidad
de detectar rayos gamma de muy alta energia, en un rango de energia entre
10TeV y 100TeV; se podria utilzar la secciéon eficaz calculada en este trabajo
para buscar posibles violaciones a la invarianza de Lorentz, que se manifesta-
rian como modificaciones al espectro de rayos gamma observado en la Tierra
que predice la teoria invarainte de Lorentz.

Existen trabajos previos que abordan este problema, por ejemplo, D. Colla-
day y A.kostelecky calculan la seccion eficaz para el proceso de aniquilacion
de pares e~et en el limite ultra relativista®. Otro trabajo es el de Ellis et
al.® en el cual consideran al vacio como un medio dispersivo que modifica
la relacion de dispersion para fotones de alta energia, rayos gamma; dicho
efecto, auque minusculo, resulta ser acumulativo y seria en principio detec-
table, a partir de cierto umbral de la energia, dado que los fotones recorren
distancias astronénmicas en su viaje hacia la Tierra.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente forma: En la primera
parte, capitulo 2, se introducen algunos conceptos importantes para el desa-
rrollo del trabajo; estos son la regla de oro de Fermi, la férmula de Dyson,
y la seccion eficaz. En la segunda parte, capitulo 3, se desarrolla el caso
invariante de Lorentz; se calcula la amplitud al cuadrado para el proceso
de Breit-Wheeler, y se calcula la seccion eficaz. La tercera parte, capitulo
4, corresponde al caso no invariante de Lorentz; se calcula la amplitud al
cuadrado para el proceso de Breit-Wheeler usando el modelo de QED del
modelo estdndar extendido, y se calcula la seccion eficaz a primer orden en
el parametro de violacién de Lorentz. Finalmente, en el capitulo 5 se dan las
conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Conceptos Preeliminares

2.1. Regla de oro de Fermi

Consideremos un sistema fisico descrito por un hamiltoniano Hy. Supondre-
mos que ya hemos resuelto el problema de eigenvalores

Ho|pk) = Ex|ox) (2.1)

donde |¢y) representa estado propio del sistema con energia Ej. El conjunto
de estados {|¢x)} forma una base ortonormal para el espacio de Hilbert de
este sistema, por lo que tendremos que

(il d) = din (2.2)

Z |pr) (dr| =1 (2.3)
k

la primera ecuacién expresa la condicién de ortonormalidad, y la segunda la
relacion de completez.

Dado que conocemos la solucién a el problema de eigenvalores del siste-
ma en cuestiéon, ahora nos gustaria saber coémo resolver el problema cuando
agregamos una perturbacion dependiente del tiempo W (Z,t) a nuestro ha-
miltoniano. En particular, si el efecto de la perturbacion en nuestro sistema
fisico es inducir transiciones de un estado inicial |¢;) a un estado final |¢f),
nos interesa calcular cuél es la probabilidad de que se efectue dicha transi-
cion en el sistema como resultado de la perturbacion.

Partiremos de la ecuacion de Schrodinger, que en este caso no es estacionaria,
Ldo .
ih— (1)) = (Ho + W)[H(Z, 1)) (2.4)
desarrollamos el estado |¢) en términos de la base de estados {|¢x)},
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[(Z,1)) = 3 cilt)|n(@))e P (2.5)
k

Sustituimos en la ecuaciéon de Schrodinger, lo cual nos da un conjunto de
ecuaciones para los coeficientes cg(t).

4 ) _i

ih) [ (Olpre” 5 = g Brci(t)lgn)e E] (2.6
k

=> e [Eka( ) éw) + Ck(t)W|¢k>}

k
Supongamos que al tiempo inicial, ¢ = 0, el sistema se encontraba en el
estado |¢;). Para este tiempo los coeficientes son ¢ (0) = d;;. Consideremos
la situacion en que la perturbacién constante para t > 0. Para obtener una

primera aproximacion al problema, supondremos que la perturbaciéon es tan
chica que para todo t tendremos c;(t) = 1y ci;(t) ~ 0. Asi

th—ck ) d)e ™Ak~ W gi)e (2.7)

Proyectamos sobre el estado final [¢y)

d i
ih s () & (6| W]gi)er (B0 28)

— Tf eh(Ef E)t

hemos hecho T't; = (¢¢|W|¢;) v la llamaremos matriz de transicion. De esta
manera, al tiempo t =T el coeficiente es

7

T 1
cf(T) = — /0 (O|W1gs)er Fr=FDtdt (2.9)

Para obtener una mejor aproximacion, sustituimos el valor de cy en la ecua-
cion (2.6) y proyectamos sobre el estado |¢¢), luego

S ep(1) & (g W o) h 51— (2.10)

S (g W) B / (kW |yt BB gy
k#i

Como estamos coniderando que la perturbacién es constante para t > 0, y
que es cero para el tiempo inicial,



t FPP he%(Ek—Ei)t
| @ wisget BB ar — gwio) S (2
0 1 k 7

Entonces se tiene

i __i ) <¢f|W|¢k><¢k|W|¢z> +(Ef—Ey)
)= h[@fW!@H; B en Er=BOt(2.12)

Al comparar con la ecuacion (2.8), notamos que la matriz de transicion a
segundo orden corresponde a

5| W |dr) (Pr|W | i)
E,— E;

(
Tyi = (o5IWloi) + )
ki
Como la perturbacion es muy chica, los términos de mayor orden decrecen

rapidamente y tendremos una buena aproximacién con los términos de me-
nor orden.

(2.13)

El coeficiente c¢(t) nos da la amplitud de probabilidad de que haya una
transicion del estado |¢;) al estado |¢f), como resultado de la perturbacion.
La probabilidad de transicién la obtendremos al tomar la norma al cuadrado
del coeficiente,

T T )
7’fi=\6f(T)!2:!Tf¢\2/0 /0 en(Br=Ete= 5 (Er =B qpqy! (2.14)

La tasa de transicion inducida por la perturbacion, de un estado inicial |¢;)
a un estado final |¢f), corresponde a la probabilidad por unidad de tiempo,
es decir

T T
Pri \Tfi|2 /2 /2 L(Bp—E)t ,—L(Bp—E)t /
= en\Ff TR e TR\ BT EOY didt (2.15)
r T Jgls

dry; =

Ya que los estados inicial y final estan definidos asintéticamente en la teoria
libre de interacciéon, tendremos

3 1
vy = (1 Jim 7 [ f
i

, 1
=2nl1yi Jin 7 |

v
!

er (Br =Bt o= (Br=EDt gy ¢/ (2.16)

N

N

eié(Ef*Ei)t(s(Ef — Ei)dt

N



Si hay dn estados posibles entre las energias Ey y Ey + dEy, la tasa total de
transicion esta dada por

T
dn 1 2 _.
Ly=2 Ef|Ts)?— lim — i B EtS (B, — F; 2.1

2

La delta implica que E; = E, por lo que

Ty =2 /dE T2 5B, — B 1t 1/5 dt (2.18)
= | == —E;) lim — :
A P R

dn
= 27r/dEfnyi125(Ef - E)
dE;

dn

E;=E;

El término |ddTnf| E=E, corresponde a la densidad de estados p(E;). De esta

manera, la regla de oro de Fermi esta dada por®

Ty = 27Tyl *p(E;) (2.19)

Podemos generalizar la regla de oro de Fermi al caso relativista. Para esto
tenemos que considerar la normalizacién de la funcién de onda en el caso
relativista. En mecénica cuantica, normalizamos la funcién de onda a una
particula por unidad de volumen

/Ol /Ol /Ol (D) (F)dPr =1 (2.20)

En el caso relativista, esta no es una buena normalizacién ya que al efec-
tuar un boost a otro marco de referencia tendremos un factor £ debido a
la contracciéon de lorentz en la direccién del boost. Esto se puede arreglar
facilmente normalizando la funcién de onda a 2F particulas por unidad de
volumen, donde E es la energia de la particula. De esta manera, el factor %
se compensa con un factor v de la energia por el boost.

L pl gl

///w’*(f)z/;’(f)d3a:—2E (2.21)
0o JOo JO

donde ¢/ (%) = V2E1).

Dado un proceso en el cual el estado inicial corresponde a dos particulas,
descritas por los estados|v),), [1}), v €l estado final a n particulas, descritas
por los estados [¢]),...., [¢]), el elemento de matriz de transicion invariante



relativista se relaciona con la tasa de transiciéon dada por la regla de oro de
Fermi mediante:

(e [ M pil o) = /2E2E2E ... 2E, T (2.22)

Como veremos, la teoria de campo nos proporciona un formalismo para cal-
cular perturbativamente M ¢; a través de la féormula de Dyson.

2.2. Foérmula de Dyson

2.2.1. Esquema de interaccién

En mecanica cuantica por lo general trabajamos en el esquema de Schro-
dinger en el cual los estdos evolucionan en el tiempo, y los operadores son
independientes del tiempo. Otra posible descripcion de la mecanica cuan-
tica, consiste en dejar que los operadores evolucionen en el tiempo, y que
los estados sean independientes del tiempo; este esquema se conoce como
esquema de Heisenberg. Existe un tercer esquema en el cual tanto los opera-
dores como los estados evolucionan en el tiempo; este esquema es conocido
como esquema de interaccién. En el esquema de interaccién, los operadores
evolucionan con el hamiltoniano de la teoria libre, que denotaremos como
Hy; v los estados evolucionan con el hamiltoniano de interaccion, W. El ha-
miltoniano del sistema es la suma del hamiltoniano de la teoria libre mas el
hamiltoniano de interaccion, es decir H = Hy + W.

Ya que estamos interesados en utilizar teoria cuantica de campos, vamos
a considerar un operador de campo ®(Z,t). Definimos el operador ®;(Z, )
en el esquema de interacciéon en términos del operador en el esquema de
Schrodinger como

&7 (7, 1) = Hotd(z, t)e Hot (2.23)

La evolucién en el tiempo del operador esta dada por la ecuaciéon de Heisen-
berg en términos del hamiltoniano de la teoria libre,

i ®1(7,1) = [®7(Z, 1), Hol (2.24)
Si el lagrangiano de interacciéon no contiene derivadas temporales, el mo-
mento conjugado asociado al campo II;(Z,t), en el esquema de interaccion,
coincide con el momento conjugado en el esquema de Heisenberg

N 0 0 s,
H[($, t) = 87(i)£free = afq),cmt = H[(ZE, t) (2.25)
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Ahora bien, los operadores en el esquema de interaccién estdn relacionados
con los operadores en el esquema de Heisenberg a través de una transforma-
cién unitaria,

@I(f, t) = eiHOte*th@D(a?, t)ethe*iHOt (2.26)
=Ud(z,t)U'

donde hemos definido al operador U = e*Hote~#H! Es facil ver que el opera-
dor es unitario, es decir, VU = UTU = 1.

Esta relacion entre ambos esquemas tiene la ventaja de que las relaciones de
conmutacién preservan su forma ante una transformacion unitaria. Asi, las
relaciones de conmutacién a tiempos iguales en el esquema de interacciéon se
escriben como

[, ), I (2. 1)] = (27)*3( — 5). (2.27)

En cuanto a la evolucion de los estados: definimos el estado [¢(¢)); en el
esquema de interaccion en términos del estado en el esquema de Schrodinger
mediante

(1)1 = M p(t)) s, (2.28)

para encontrar la ecuacion de movimiento derivamos con respecto al tiempo

i (0} = ) — Hol(0) s+ 0(0)s] (2.29)

ittt [ — Holw(®))s + Holo(®))s + Wrw<t>>s]
IO e Ho (1)), = T (),

por lo que la evolucién del estado estd en términos del hamiltoniano de
interaccion a través de la ecuaciéon

o) = Wil (o) (2.30)

2.2.2. Matriz § y férmula de Dyson

Consideremos un proceso de dispersién en el que dos haces de particulas
colisionan, y como resultado de la interaccién durante colision se producen
nuevas particulas. Podemos describir a nuestros haces de particulas inciden-
tes mediante un estado inicial |i) definido para un tiempo ¢ — —oo, en el
cuél no hay interaccién y la descripcién de las particulas corresponde a una
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teoria de campo libre. Dejamos correr el tiempo para que la colisién tenga
lugar y esperamos un largo tiempo de tal forma que en el limite ¢t — oo
tengamos un estado final |f) bien definido que describa a las particulas que
fueron producto de la colision. Al igual que el estado inicial, el estado final
estd definido para una teoria de campo libre.

Pero jqué podemos decir sobre la colisién de las particulas?. Resulta ser que
hay un operador que codifica toda la informacién sobre la dindmica de la
interaccion durante la colisiéon, este operador se conoce con el nombre de
matriz de dispersion o simplemente matriz S, y lo podemos definir mediante

[f) = Sli) (2.31)

De esta manera, con ayuda de la matriz S podemos calcular cuél es la pro-
babilidad de que dado un estado inicial |i) , tengamos cierto estado final.
Matematicamente esto es

Pri o< |{f|S]8)[? (2.32)

En nuestro caso, nos interesa calcular cudl es la probabilidad de que dados 2
fotones incidentes, se produzca un par electrén-positron como resultado de
la interaccion durante la colision.

La matriz S es un operador unitario, lo cual es consecuencia de la conserva-
cion de flujo de probabilidad.

Ahora integramos la ecuacion (2.30) con respecto al tiempo,

t
()7 = Ji) — i / Hy () (¢ dt’ (2.33)

esta es una ecuacion integral la cual se puede resolver iterativamente. En el
caso en que no hay interaccion

() = i) (2.34)

que corresponde al orden cero, en este caso no hay dispersién. Para obtener
una correccion a primer orden, sustituimos la ecuacion (2.34) en la ecuacion

(2.33), luego

t
1 . . .
N =1+ [ (i) (2.35)
—0o0
para obtener una aproximaciéon a segundo orden, sustituimos la ecuaciéon
(2.35) en la ecuacion (2.33). Tomando en cuenta que el estado i) no depende
del tiempo, obtenemos
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t

rw<t>><f>={1+ / (—iHy (1))t + / (~iHp(h))dt  (2:36)

+ /_too dtl_zt; dtg(—in(tl))(—_;I(t2))}i>

Al considerar las correcciones de orden superior obtendremos una serie. Dicha
serie resulta ser el desarrollo en serie de la matriz de dispersion:

oo o) t1 tn—1
S:Z/ dtl/ dtg..../ dt,Hy(t)Hy(te)....Hr(t,)  (2.37)
n=0Y —® —00 —00

Ya que el hamiltoniano es un operador, es importante el orden en que apa-
recen los factores H(t;). Podemos escribir en una forma més simétrica con
respecto al tiempo a las integrales de la ecuacion (2.37), para esto es necesario
introducir el ordenamiento temporal, el cual esta definido como

T{H(t)H(t2)} = Hi(t)Hi(t2) t1> 12 (2.38)
= H[(tz)H[(tl) to > 11

Si ademés reescribimos el hamiltoniano en términos de la densidad hamilto-
niana

H(t) = / A3z H(T) (2.39)

podemos reescribir la expresion para la matriz S en términos de integrales
en cuatro dimensiones

S= h dx h dzs.... h de, T{Hi(x1)Hi(x2).... H1(xy)} (2.40)
7;)/_00 1/_OO 2 /_Oo (@) Hi (w2 I

la cual se conoce como féormula de Dyson”.

2.3. Seccion Eficaz

Para introducir el concepto de seccién eficaz consideremos un experimento
donde un haz incidente de particulas colisiona con un blanco que puede con-
sistir de nucleos atémicos, por ejemplo. Esta descripcién de la colisién ocurre
en el marco de referencia del laboratorio. En general tendremos 2 particulas
que inciden formando un dngulo. Un caso especial se da cuando la colision es
frontal, este caso corresponde al marco de referencia del centro de momento.
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Sea @ la magnitud del flujo incidente de particulas, es decir, el nimero de
particulas incidentes que atraviesan, en una unidad de tiempo, una super-
ficie de drea uno que es prependicular a la direccion de incidencia, y que
permanece en reposo con respecto al blanco.

Si P es el numero de particulas por unidad de volumen en el haz incidente,
y v la velocidad relativa al blanco de las particulas incidentes, entonces:

& = Pu. (2.41)

La densidad de particulas P tiene que ser lo suficientemente pequena para
poder despreciar el efecto de interacciones mutuas entre las particulas que
inciden. Con base en esto, supondremos que cada particula incidente colisiona
de manera independiente.

Una vez que se llevo a cabo la colision, con ayuda de aparatos de detecciéon se
mide el numero de particulas N que fueron dispersadas por unidad de tiempo
en un angulo sélido df) cuya direccion estd dada por los dgulos (0, ¢). Resulta
ser que A es directamente proporcional a la corrriente incidente®:

N = ®%(0, ¢)dS. (2.42)

donde X(0, ¢) corresponde a la seccion eficaz de particulas por un blanco en
la direccion (6, ¢). En la mayoria de los casos el blanco consiste de un niamero
N muy grande de 4tomos cuya distancia entre si es muy grande comparada
con la longitud de onda de las particulas incidentes, por lo que en este caso
podemos despreciar los efectos de interferencia entre las diferentes ondas sa-
lientes que se originaron debido a la colision de las particulas (una excepcion
es el caso de la difraccion de electrones en un cristal).

Si el grosor del blanco es muy pequeno, podemos considerar que cada par-
ticula incidente s6lo efecttia una colision durante el proceso; en este caso N
es proporcional a N,

N = ®Nogif(0, $)d02 (2.43)

aqui 04;7(0, ¢) corresponde a la seccion eficaz diferencial de dispersion de una
particula por un blanco en la direccion (6, ¢). Notamos que dicha cantidad
tiene unidades de &rea.

Para obtener la secciéon eficaz total integramos sobre todos los dngulos,

Crotal = / oaif (0, 6)dS (2.44)

Escribiendo a o4;¢(6, ¢) como g—g y considerando un elemento representativo
del ensamble, es decir, la colisiéon de una particula con un blanco, de la
ecuacion (2.43) vemos que:
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do = j;( (2.45)

El niimero de particulas dispersadas por unidad de tiempo, N, depende com-
pletamente de la fisica de las interacciones entre las particulas que colisionan;
en el caso de mecdnica cudntica, esta informacion esta contenida en la regla
de oro de Fermi, asi

1
do = 6y:rfl-y%m (2.46)

Recordemos que dn son los estados posibles entre las energias E; y Ey+dEy.
Si queremos considerar un proceso relativista, usamos el equivalente de la re-
gla de oro de Fermi para el caso relativista, que considera una normalizacién
de los estados que es invariante de Lorentz. Asi,

_ L@ Myilva)
D (Pr|vp) (Yilthi)

Clasicamente, como en el experimento de Rutherford, la seccién eficaz es
una area efectiva; en mecanica cuéantica adquiere un significado un tanto
més abstracto, en este caso la seccién eficaz es una medida de que tan fuerte
es la interacciéon. Se podria pensar, si se quiere, en términos de una area para
algin espacio abstracto. Notese que en mecénica cudntica, la seccion eficaz
también tiene unidades de &rea.

do dn (2.47)

Maés en general, nos interesa saber cual es el nimero de particulas dispersa-
das cuando hacemos incidir dos haces de particlas en direcciones opuestas,
como es el caso de los experimentos en los aceleradores de paticulas. Estos
experimentos involucran procesos de muy alta energia por lo que requieren
de una descripciéon relativista; recordemos que, en general en procesos re-
lativistas, el namero de particulas no se conserva. Si tenemos dos haces de
particulas incidentes que colisionan, dependiendo de la interacciéon y de la
energia, tendremos como producto de la colisiéon, particulas de diferentes es-
pecies. En los laboratorios se miden cuales son esas particulas, producto de
la colision, y para ello es necesario tener la seccion eficaz del proceso en cues-
tion. Esto ya que la seccién eficaz contiene la informacién sobre la fisica de la
interaccion entre las particulas incidentes, y el numero de de particulas (que
es lo que es que se mide en los laboratorios) dispersadas esta complemente
determinado por dichas interacciones, es decir, no depende de los detalles
técnicos de como se realizé el experimento.

Para poder calcular la seccion eficaz de procesos de alta energia, necesitamos
recurrir al formalismo de la teoria de campos. En la seccién anterior vimos
que toda la dindmica de la interaccién en un experimento de dispersion esta
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contenida en la matriz S, y es independiente de los estados inicial y final. La
probabilidad de interaccién esta dada por

(2
dP = 7‘ <f’8‘2,> ‘ dll (2.48)

(F1F) i)
Aqui hemos denotado al estado inicial como |i) y al estado final |f), y dII
corresponde a los estados finales posibles. Notese la similitud entre esta ex-
presion y la ecuacion (2.47). Dicha similitud no es mera coincidencia, pues se
pueden obtener los mismos resultados empleando la teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo de la mecéanica cudntica relativista, que utilizando
el desarrollo perturbativo de la formula de Dyson. Asi la seccion eficaz para

procesos de alta energia esta dada por

do = LIVISIOP (2.49)

@ (flA)ili)
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Capitulo 3

El proceso de Breit-Wheeler

El proceso de Breit-Wheeler corresponde a la creacién de un par electrén-
positrén a partir de dos fotones incidentes cuya eneria es mayor que el umbral
de energia necesario para que tenga lugar la formacién de pares electrén-
positréon. Si denotamos con wi y wso a la energia de los fotones, y m,. a la
masa del electrén, se debe cumplir que

) Z 7TL2. (31)

3.1. CaAlculo de la amplitud al cuadrado

Para calcular la amplitud del proceso de creacién de pares vamos a utilizar
la formula de Dyson. La idea de hacer todo el cédlculo a pie, es que nos per-
mitird usarlo como base para el caso no invariante de Lorentz.

El término de orden cero corresponde al caso en que no hay dispersion, por lo
que solo nos interesa calcular (i|S —1|f) = (i|My;|f), donde |i) corresponde
al estado inicial y |f) al estado final.

El Hamiltoniano de interaccion es Hr = ¥ (x)y*1(x)Au(x)

El término que contribuye a este proceso es el de segundo orden,

—ie)?
<Z|S — 1‘f> ~ ( 2') /dmldx2<f’H[((lZ2)H[(CC1)|i> (32)

—je)2 _ _
= 558 [ st s 41 Gl o) Do (o) Aula) ) IR XD )
(3.3)

+ 1 & 29
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Figura 3.1: Diagrama de Feynman para el proceso de Breit-Wheeler
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Figura 3.2: Diagrama de Feynman para el proceso de Breit-Wheeler
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En esta expresion, en el estado inicial tenemos dos fotones |i) = |k], \})|k5, Ab);
y en el estado final un positron y un electron |f) = |p), s})[ph, sb). Luego,

B (—ie)2
2!

{ [ anidoatih, 10551 o)ty Sttt o) Aulon) o) 1 X185 )
(3.4)

+ /dwldv’ﬂz@’pslﬂ@é,slzl Y (@2)pa (1) St Ap(2) Ay (1) : [k, A7) K3, Xs)
+ 1 .%'2}.

Primero desarrollamos el primer término. Para ello necesitaremos el desarro-
llo en modos de Fourier de los campos,

dp 1 , .
Ya(z) = / \/ﬁZu (D)bge " +vs(P)dy e (3.5)

d3k 1
AM:/ u(k, Nade ™" 4 €, (k, Aax! e (3.6)
A

Luego, tomando en cuenta el orden normal y aquellos términos que contri-
buyen para el proceso

/d:E da / d3p1 d3p2 / d k‘l d?’k‘g 1 Z
1022 (27)3 /4Ep1 By, 7 VAwy, Wi, i
(3.7)

(5t 541 (o, shlb5T 5220 I, XGNP 1P gk ik

x U2 (P2)Vh Sta(w2 — 1) 7508 (B1)€n (ko A2)ew (K1, Av)

Notamos que

(. 51y s[5z T2t [k, X3k, Np) = \/4E By \/4wk/wk/ (3.8)

T T
<0|<0|b82d Qb;szslT 22 Ya 1 52 |0>|0>

Tomando en cuenta las relaciones de anticonmutaciéon para los operadores
fermmidnicos

{5,621} = (a2, d21y = (2m)%3(Bt — P2) v, (3:9)

P2
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y la relaciones de conmutaciéon para los operadores bosénicos

[aE1 zﬂ] (27m)38 (k1 — k2)Oa,n (3.10)

vemos que

S S S )\ )\ — N
(Ol 0fbs; drzvitarzta azalt!a2"10)|0) = (2m)° 65 — 7)), 6(F2 — )iy
(3.11)

x (2m)56(ky — K1)0x,n, 0(ka — kb) Sy,

Integrando las deltas y considerando las deltas sobre la polarizaciéon y el
espin, el primer término se reduce a

/dxldﬂﬁzei(plkl)'wlei(mkﬂ'xz > (o), Sta(ra — w1) 75w (B1)en(ka, Aa)ew (K1, M)

51,52,A1,A2
(3.12)
Escribimos explicitamente al propagador
d*k Fog +m
F _ —ik-(zo— bd
Stitea =) =i | e gL @)
sustituyendo en la expresiéon para el primer término obtenemos
i [ e Ch it (0 —p1) o gilpa—ha—Ryaz (3.14)
(2m)*
e Fpg +m
Z Uiz(PZ)’ngkgbdﬁ’ﬁz’e ¢! (P1)en(kz, A2)e (Fr, A1)
— m* + 1€
51,82,A1,A2
Luego,
i / duod k6 (k — (ki — py))elPzhz=k)@2 5 (3.15)

N Fog +m
> UZQ(pz)’YZLbkg_deH’me ¢ (P1)eu(k2, A2)ew (ki Ar)
51,52,A1,A2

Integrando la delta,

: i(p2—ko—ki1+p1)-x —82 (— @él _Zél)bd +m v

51,82,A1,A2

(3.16)
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volviendo a integrar obtenemos para el primer término

Z i(2m)*0(p1 + p2 — k1 — ko) (3.17)
81,82,A1,A2
(K1 —poa +m
k1 —p1)? —m? +ie
Observamos que la delta que aparece corresponde a la conservacion del mo-

mento. El término x; <> x5 es completamente analogo y cancela el factor de
2! en el denominador.

X g (P2) € (K2, Az)%‘fb( —Vae€w (K1, A1)V (P1)

Similarmente para el otro término tendremos

/ P / d3p1 d3py /d3k1 d3k2 1 Z
e (2m)3 \/m VAR Wk
(3.18)

(P, 541 (sl 032220 [ XIRG, Ny)P2niPr agib ik

X UE (Do) Ve Sl (21 — 22)yH 05t (51) € (K2, A2)€w (K1, Ar)

:/dxldx2ei(p2—k1)-x1ei(m—/@)-xzX (3.19)
S )V Sh (e — wa) st (B eu (ke Ao )eu (ki M)
51,52,A1,A2
: AR (kamp)) a1 i(pa—te1—k)-
=1 [ dridxs e’ 2=P1) @1 ilpa—ki—k) w2 (3.20)
(2m)
s v Ko tm
Z U(f(p )’Ydemﬂbvb (P1)eu(ka, A2)ey (k1 A1)
51,52,A1,A2
y / dosd ko (k — (ky — py))ei®2—ha—k)a2 (3.21)
—So (= v (%Q_pl)ea—’_m
Z)\ A UdQ(pQ)ell(klaAl)Vde (kl _pl) m2 +26ryab€u(k:2,)\2)’l)b (pl)
§1,82,A1,A2
= / dzge!P2—ke—kitpi)az o (3.22)

o y (Fa =P Jeatm
Z u? (P2)ew (b1, M)Vde (k1 —p1)? 1_ m2 1+ ic

81,52,A1,A2

AE €n(ka, A2)vp (1)
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= Y i2m)'0(p1 +p2 — k1 — ka) (3.23)

51,52,A1,A2

(kl - Zbl)ea +m
ki —p1)? —m? +

uy (P2) e (ki )\1)75@( ~abev k2, A2)vpt (p1)

El término z; <> x2 es completamente analogo y cancela el factor de 2! en
el denominador. De esta manera, sumando los términos, ecuaciones (2.17)
y (2.23), obtenemos la amplitud de probabilidad para el proceso de Breit-
Wheeler:

(fIMyiliy = —ie* Y i(2m)*o(p1 + p2 — k1 — k) (3.24)

81,82,A1,A2

{ESQ (P2)eu(ka, A2)Y" b gy +m

(k1 —p1)? — m?

v ey (K1, AL)v™ (p1)

kg _Zél +m
(k2 — p1)? —m?

+ @2 (f)e, (K A" e (ks o)™ (ﬁn}.

En esta expresion p; corresponde al momento del positrén, y ps al momen-
to del electron; €,(k1, A1) corresponde al vector de polarizacion del foton
incidente con momento k1, y ,(k1, A1) al vector de polarizacién del fotén
incidente con momento ky. La suma ) es sobre las polarizaciones de los
fotones A1, A2 y sobre el espin de los fermiones s, so.

Ahora introducimos la notacion My; = (27m)46(py + p2 — k1 — ko).A. Necesi-
tamos calcular la norma al cuadrado de A, es decir,
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|Al? =e4Zﬂ52<ﬁ2>eu(k2,Am“(,ff —h T ;2 27 Ve (k1 A)vt (1) (3.25)
x Usl(ﬁl)&‘;(kh)q)’Yp(kfl p;2 37" €0 k2, A2)u™ (D2)
+a52(ﬁz)6u(/f1,h)7“(kf_p}f;+m v e (k2, A2)v™ (P1)

x 01 (p1)e s (ka, A2)y’ (f_ p’f ; +_n:nﬂ e (k1 Ar)u™ (p2)

-+ [kl — ]{32].

El término [k <> k3] es una forma abreviada de escribir nuevamente los dos
términos anteriores sustituyendo k; por ko y viceversa.

Para sumar sobre las polarizaciones de los fotones, hacemos uso de la iden-
tidad:

> eulk, Nep(k, A) = —guu, (3.26)
A
luego
|A]? = 642682(172)7“( a plf; o 27”?)81( 1) (P1) 7w (ljf Zé;;— = 57t (P2)
(3.27)
+u52(ﬁ2)7“(k}52_pjg;rn;ﬂ”v“(p )0 (P1) Y (,3262 p;; ﬂ:nﬂu *(p2)
+ [k‘l — k‘g].

Ahora hacemos la suma sobre el espin de los fermiones, considerando que
> ut(f)at (52) = p, +m, (3.28)
S

D 0B () = p, —m. (3.29)
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Asi
% - +m v % _ +m
A2 —64{Tr['y“(gﬁ2 +m) Y (kll_ p}gg — 2 W —mw (k;ll— p}fi? e
(3.30)
kl—pl—i—m }{;2—};)1—1—771

}

+ Try (p, + m)’w(kl )2 = m27y(751 — M)y (k2 — p1)2 — m2

+ [k1 < kg]}.

La amplitud al cuadrado es

IM* =(2m)*6(p1 + pa — k1 — ka)e'x (3.31)
{T [y (P, + MKy — Py +m)y (p, — m)v(Fy — gy +m))
4(p1 - k1)?

L Trluw(y & mr (k= py + m)r" (= m) vl — py + )
4(p1 - k1)(p1 - k2)

+ [k‘l > ]432]}
Procedemos a calcular cada una de las trazas por separado, para ello es con-
veniente tener a la mano algunas identidades que nos facilitaran el céalculo

de dichas trazas.

Partiendo de {y#,7"} = 2¢"¥, tenemos que

YA A At = 29" (3.32)
G (Y'Y + ) =8
Yyt = 4.
Yud" = Yuan (29" —AH") (3.33)
= 2a,Y" — 4a, "
= —24.
Vutby" = Yuary"be ¥ (3.34)

= 2970a‘rb0'7u'7u - '7#?”57“
=4(a-b).
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Tudbgr" = arbsery"y vy v (3.35)
= arbsce(29" — "y )757%
= arbsce(29" —9"")(20™ = 7)Y
= A(b- c)f — 2¢bd — 8(b- ) + 4(b o
= —2¢bg.

Trlgh) = STrigh] + STribg (3.36)

= JTrldb + Byl

= g"a,b,Tr(l]
=4(a-b).

Tr(¢b¢d) = 2a - bTr[¢d] — Trpdéd) (3.37)
=2(a-b)4(c-d) —2(a- c)Tr[pd] + Tr[bédd]
=8(a-b)(c-d) —8(a-c)(b-d) +8(b-c)(a-d) — Trlpgdd]
=4[(a-b)(c-d)+ (b-c)(a-d) = (a-c)(b-d)].

Primero desarollamos:

Triy*(p, + m)yu(ky — py +m)y" (py = m)v (b —py +m)] = (3.38)
Triypu(fy — p )y o (k= p)] + m?{Tr v gy B, —
Trvyu(fy — pO)Y v By — p)] + Triyyu(Fy — p ) p v+

Triy ", (k= )] = Trv pyvu(By — p)r" wl—

Triy" gy’ v (b — p I} — m* Triyty,y ).

Calculamos cada una de las trazas haciendo uso de las identidades,

Triv'pyvu(ky — p )V Py (ks — p))] = 4T7[p, (K — p)p, (k1 —p,)] (3.39)
= 16[2ps - (k1 — p1)p1 - (k1 — p1) — p1 - p2(k1 — p1)?]-
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Triv* pyvuY P vw) = 4Tr[p,p,) = 16p1 - po (3.40)

TT[’Y“’YM(%l - ?1)71/’71/(%1 - pl)] = 16T'r((k, _pl)(%l _?1)} (3.41)
= 64(k1 — p1)*

Tr(y yu(fy — p Y Pl = —8Tr((ky — p,)p1] (3.42)
= —32p1 - (k1 —p1)

Tr(v vy’ v (ko — p)) = —8Tr[p, (k1 — p,)] (3.43)
= —32p1 - (k1 —p1)

Triy poyuy” v (ky — pp)] = —8Tr[p, (ky — p,)] (3.44)
= —32py - (k1 — p1)

Tr(v prvu(by — p )Y vl = =8Tr[p, (k1 — p,)] (3.45)
= —32p2 - (k1 —p1)

Tl ") = 16Tr(1] = 64 (3.46)

Colectando todos los términos obtenemos:

Trly (p, + m)rulby — p, +mr”(p, — m)w (b —p, +m)] = (347)
32p1 - (k1 — p1)p2 - (k1 — p1) — 16p1 - pa(k1 — p1)* + m*{16p1 - ps
— 64(k1 — p1)* — 64p1 - (k1 — p1) + 64pa - (k1 — p1)} — 64m™.
Usando la conservacién de momento p; + po = k1 + ko podemos eliminar a

la variable py de tal forma que la amplitud al cuadrado solo dependa de las
variables p1, k1, k2. Haciendo el algebra obtenemos:

Tr[y"(py + m)vu(ky — py +m)y" (P, —m)v(ky —p, +m)] = (3.48)
32(p1 - k1) (p1 - k2) + 32mPpy - ky — 32m*
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Al tomar en cuenta el término [k; <> ks, tenemos:

Triy"(py + m)vu(ky — py +m)y” (P, — m)v (kg — p, +m)] =
32(p1 - ko) (p1 - k1) + 32m*py - ky — 32m*

Para el otro término,al desarrollar, tenemos:
Trly(py +m)n" (ky — p, +m) (P, — m)vu(ky — p, +m)] =

Trliyp, v (K — pOV e ks — p)] + m*{Tr v p "y Pyl

- TT[’YV’Y“(%l - Z/%)W"’m(%z - 21)1)] + TT['YV’YM(%l - p1)7V?1W]

+ Ty pvu(ks = p)) = Trivep, " (K — )7 74l

— Trivp, "y vulks — p1} — m* TrvA 'y ).

Calculamos cada una de las trazas:

Trnp " (k= p )V (ks —p))]
= =2Tr[vup,p,v" (k1 — p,) (ks — p,)]
= —8pa - p1Tr[(ky — p,)(Fs — p,)]

= —32p2 - p1(k2 — p1) - (k1 — p1)

Tr[np, Yy Pyvul = p2o01, Ty Y 7Py,
= 4gypp20p1pTT[’YV’YU] = 16p2 *P1

Trivy* (k= p )7 vuke — p,)]

= (k2 — p1)o (k1 — p1) T [V Y7 777 ]
= 49" (k2 — p1)o (k1 — p1)p T’

= 16(ky — p1) - (k1 — p1)

TrivA* (k= PV Pyve) = pro(kr = p1)oTr 0" Y77 7 7]
= 4gﬂffp1p(k,1 - pl)oTT[’Yp’V,u]
= 16p1 - (k1 —p1)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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TrivA" Y P vu(Fe — p))l = =2Tr [P v, (ke — p,)] (3.55)
= 4TT[(%2 - pl)ﬁl]
= 16p1 - (k2 — p1)

Tr(vp " (k= p )y vl = =2T7((Fy — p )Y Pyval (3.56)
= 4Tr[(k1 - p1)¢2
= 16p2 - (k1 —p1)

Tr(vp, Y'Y Yu(Fe — p)] = p2p(k2 — p1)o Tr [0 VY 7] (3.57)
= 4g"Ppap(k2 — p1)o T[]
= 16p - (k2 — p1)

Tr(py"y"yu) = —2Tr[y*y,] = —32 (3.58)

Recolectamos todos los términos y obtenemos:

Tr(yw(p, +m)y" (Fy — p, +m)y" (P, — m) (ks — p, +m)] = (3.59)
—32p2 - pi(ka — p1) - (k1 — p1) + m?*{=16(ka — p1) - (k1 — p1) + 16py - p2 + 16p2 - (k1 — p1)
+16ps - (k2 —p1) — 16p1 - (k1 — p1)} + 32m™.

Usamos la conservaciéon del momento para eliminar po,

Tr(y(p, +m)y" (Fy — p, +m)y" (p, — m) (ks — p, +m)] (3.60)
= 16m2p1 -k + 16m2p1 - ko — 32m?.

Al tomar en cuenta el término [k <> k2], tenemos:

Tr(y(p, +m)v" (kg — p, +m)y"(p, — m)yu(ky — p, +m)] (3.61)
= 16m?p; - ko + 16m>py - k1 — 32m*.

De esta forma, podemos escribir la amplitud al cuadrado como:
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M2 = (2me)*S(p1 + p2 — k1 — k2) % (3.62)
1 , \
T B2 - k) (e - k) 4 32mPpy - ky — 32m']
1 ) \
+ 4(py - k)2 [32(p1 - k2)(p1 - k1) + 32mZpy - ko — 32m7]
1
+ 32m2p; - ko + 32m2p; - ki — 64m? }
4(p1 - k1) (p1 - k:z)[ b1 R p1 -k ]
p1 - kl pP1 - kQ 9 1 1
= (2re)*d(p1 +p2 — k1 — k 8{ + +2m
(2me)*d(p1 + p2 1 2) p1-ko  p1-k1 ok pr k2)

1 1
4 2
—-m + )
(p1'/€1 pl'k2) }

3.2. Calculo de la seccion eficaz

Consideremos primero un proceso en el que dos particulas incidentes con
momentos p; y p2 respectivamente, colisionan y producen N particulas en el
estado final con momentos {p;},

N

p1+p2 — ij (3.63)
j=1

Para calcular la seccion eficaz, hacemos uso de la ecuacion (2.49)

1SR
= T3 (1))

Notese que hemos dividido por el tiempo T'. Esto implica que estamos con-
siderando el numero de particulas dispersadas en un tiempo T. Si hacemos
T = 1 obtenemos el resultado para el numero de particulas dispersadas por
unidad de tiempo.

do (3.64)

La amplitud de probabilidad en términos de la matriz S se calculé pertur-
bativamente usando la férmula de Dyson. Recordemos que

(f|Sli) = <27r>46<2pj)w1 (3.65)

Luego al tomar la norma al cuadrado
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[(fIS]i)* = (2m)%6(0)5 (> ps)| AP (3.66)
J

= m'TVE(Y AP

J

Los estados finales posibles estan dados por

dIl = H (2::)36131)]‘ (3.67)
J

El factor #, que involucra al volumen V', garantiza que

dIl = 1 (3.68)

El factor de flujo esta dado por la magnitud de la diferencia de las velocida-
des, U y U, de las particulas incidentes dividida por el volumen, es decir

|t — v
v
Para obtener los factores de normalizaciéon de los estados inicial y final,

recordemos que el estado de una particula con momento p lo podemos generar
a partir del estado del vacio, empleando operadores de creacién

o (3.69)

aljo) = 3.70
»10) @\m (3.70)

luego
(plp) = (0lapa}|0) = (2m)*2E,6%(0) (3.71)

Ahora consideremos la representacion de la delta

i(p) = (271r)3/clggceiﬁ':E (3.72)

por lo que si tomamos p'= 0, tendremos

1 1%
5(0) = @n ) / Br = @n (3.73)

asi

(plp) = 2E,V (3.74)

por lo que las normalizaciones de los estados inicial y final son
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(ili) = (2Ep V)(2E,V) (f1f) = ] [@EV) (3.75)

Recopilando toda la informaciéon vemos que la seccion eficaz esta dada por?

1% 2m)*TV §( (> 1)
T!771 ‘ (2Ep1v)(2Esz

1
" 2E, 2B, |0 — U4

do =

———d’p; (3.76)

2EV

|AP2dT 1 ps

donde introdujimos el espacio de fase invariante de Lorentz, el cual esta
definido por

1 &
il ps = (2m)* Zp] H :)]3 (3.77)

denotando con F al término 2E, 2E,, |t — 2|, podemos escribir a la seccion
eficaz de una manera més compacta

1
= F|A|2dHL1pS (3.78)

El factor F se conoce en la literatura como flujo de Moller y se puede expresar
en forma, covariante,

F =+/(p1-p2)? — m} (3.79)

Con toda esta discusion, estamos listos para calcular la seccién para el pro-
ceso de Breit-Wheeler. En este proceso, los estados iniciales corresponden a
dos fotones con momentos k1 y ko respectivamente; y los estados finales, a
un positréon con momento p; y a un electréon con momento po. Asi

1 |A’2 d3p1 d3p2
2ky - ko H(27)32E,, (27)32E,,

do = (3.80)

Usando la relacion de dispersién para los fermiones p?> — m? = 0, podemos
expresar a la seccion eficaz como una integral en 4 dimensiones que es ma-
nifiestamente covariante:

1
= g [ VAR 80 + e = py = p2)3(0 — 363 — ) padpr (35)

Para resolver esta integral hacemos el cambio de variable vo = py — ko v
vy = p1 — k1, luego
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1
o= F/]A]%Ié(vl+v2)5(v§+2v2‘kg—mQ)é(v%—i—Qvl-kl—m2)dv1dv2 (3.82)

al integrar sobre la variable v la delta nos impone la condicién vy = —vy = u,
luego

1
o= / |A|20(u? — 2u - ko — m?)d(u? + 2u - k1 — m?)du (3.83)

notamos que los argumentos de las deltas implican que u?

—m?2=2u-ky y
u? —m? = —2u - k1, por lo que se tendra k; = —ks. Asi podemos escribir la

primera delta en la integral como

1
- 2F
Introducimos coordenadas de tal forma que el fotén con momento k; incida

sobre el eje z y el fotén con momento ko incida sobre el plano y — z con un
angulo « con respecto al eje z. Asi

2

/ |A|20(u - [ky + k2])d(u? + 2u - ky — m?)du (3.84)

k‘l = wl(l, O, 0, 1) (385)
(3.86)

ko = wa (1,0, sina, cosa)

El marco de referencia en el centro de momento corresponde a tomar el
angulo a = m. Al sustituir en la integral obtenemos:

1

U:ﬁ

I (3.87)
donde

I:/|.A|%15((w1+w2)u0—w28inau2—u3(wgcosa+w1))5(u2+2w1(uo—u3)—m2)du

(3.88)
Hay que notar que la amplitud al cuadrado del proceso, |M|? sélo depende
de los productos p; - k1 y p1 - ko. En el sistema de coordenadas que hemos
introducido, tal dependencia es

p1-k1 =wv1 -k = wi(ul —u?). (3.89)

p1-ko = u-kotki-ko = —u-ki1+ky-ko = fwl(u07u3)+w1w2(1fcosa). (3.90)
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Vemos que \A|% ; s6lo depende de las componentes u® y u3. Ahora integramos
sobre la componente uy del vector u y usamos la la expresion para la delta
de una funcion f(x),

OES ‘Sfj,(; jf) (3.91)

donde z; son la raices de la funcion f(z). Con base en esto obtenemos:

i

1
\/(UO)Q — (u3)?2 — (u2)2 + 2wy (u® — ud) —m2
(3.92)

I:/duodu2du3|,4|%]

x ((wy + wo)u® — wo sin au? — u?(wacosa + wy))

Integramos sobre la variable u?, utilizando nuevamente la propiedad de la
delta de Dirac,

1
I= 1/\A|%I du®du?
|wasinal V(u0)2 — (u3)2 — (u2)2 + 2w (u0 — u?) — m?
(3.93)
con
u? = ! [u® (w1 + wa) — u3(wacosa 4 wy)). (3.94)
woSIno
Si hacemos
1 w1
= ot .
A 2sina (1 + cosar) + wg] (3.95)
B = ! (1 — cosa) (3.96)
-~ 2sina '
podemos escribir
ug = A(u® —u®) + B(u® +u®) (3.97)
Luego
1
I=—— [ du’du’|A[] 3.98
|wasina| / Wl AlLy (3.98)
1
X

\/(uo —u3)(ul 4+ ud) — [A(u® — u3) + B(u® 4+ u3)]? + 2wy (u0 — ud) — m2’
Haciendo el cambio de variable

€= (u —u?) (3.99)



n=(u’+u’)

obtenemos

1

1
I= ,/d dn|A|? )
|2wa sina| S| Aliy \/,5,7 —[AE + B2 + 2wi& — m?

35

(3.100)

(3.101)

Ahora vamos a integrar sobre la variable 7. La regiéon de integracion esta

dada por la condicion

2Ry — B*n* +0 >0

donde hemos hecho

2R = £(1 — 24B)

O = 2w € — A%€2 — m?
Con esta notacion la integral es

1
V2R — B2+ 0’

I= / dédn|Al7

|2w251noz]

donde los limites de integracién estan dados por las raices de n

232 2R + V/4R? + 4B20).

Completando el cuadrado

1
I=—— [ déd Al? .
onsinal | €1 o BBy

Hacemos el cambio de variable Z = Bn — %, luego
Zo

1
R .— T
|2Bw28ina\/ £|A|LI

con Z0:\/O+§—§.

\/im

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

Integrando la variable Z por sustitucién trigonométrica, obtenemos final-

mente que

T
I=———— [ d¢JAJ;.
IQngsinoa\/ SMAILr

(3.109)
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Para obtener los limites de integracién sobre la variable £ pedimos que el
discriminante de la ecuacién para las raices de n sea mayor que cero

4R* 4+ 4B%*0 > 0. (3.110)
sustituyendo y haciendo un poco de algebra dicha condicién se escribe como

—;—lmQ(l — cosa) + Ewi (1 — cosa) — &2 >0 (3.111)
w2

de la cual obtenemos los limites de integracion

—A+0<E<A+y (3.112)
donde
A= \/Z:j(l — cosa)(wiwa (1 — cosa) — 2m2) (3.113)
1
1
0= §w2(1 — cosar) (3.114)

Asi finalmente podemos escribir la integral como

o [A+e )
0 J-A+o

con lo cual obtenemos una expresion que nos permite calcular la secci6n
eficaz

e
o= —— deA)3 . (3.116)
_l’_

Escribimos la amplitud al cuadrado explicitamente como funcién de &

wi€ —w1§ + wiwsa(l — cos @)
—w1€ + wiwa(l — cos @) wié

A© B = 8e4{
(3.117)

ap 1 1 2
]—m [715+ —w1§+w1w2(1—cosa)] }

1 1
2m?[—
+em [wlf + —w1€ + wiwa(1l — cosa)

Usando esta expresion calculamos la integral,
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2

gelr [ 1 2
7= 7T{(—4m2 — 2wwa (1 — Cosa))\/l - m (3.118)

20 | w1 wiwsz(1l — cos a)

2
1— \/1 2m
wiwsz(1—cos @)

1
+ ——(—2wiws(2m® 4 wiws) + 2wiw; cos o + 2m* esc? log {
wiws

2m>2
I+ \/1 wiwa( lmcosa)

Con esto, podemos escribir la seccion eficaz para el proceso de breit-Wheeler
en el caso invariante de Lorentz

8ret { (—2m? — wiwa(1 — cos a)) \/1 2m?
5 _

wiwa (1l — cos ) wWiws wiwa (1 — cos )
(3.119)
2,2 4.2« 2 1— /1 ——2m*
(wiwj cos a +m* csc® § — wiwa (2m” + wiws)) [ wiwz(1—cos @)
2 2
wiws m?

2
L+ \/1 " wiwz(l—cosa)

Observamos que la expresion para la seccién eficaz es simétrica ante el inter-
cambio de las freccuencias, wi <> ws; y que las frecuencias aparecen elevadas
a la misma potencia en los diferentes términos, es decir, no hay términos de

la forma wiwd (con p # ¢ enteros).

Vamos a graficar la seccion eficaz en los siguientes casos:

= Una de las frecuencias w; corresponde a un rayo gamma , y la otra
frecuencia corresponde a un fotén del fondo extragalactico(infrarojo),
9 = 1072eV. Graficamos para dos angulos de incidencia: o = 5,y

a = 7. Este caso se muestra en la figura 3.1.

= Una de las frecuencias w; corresponde a un rayo gamma, y la otra
frecuencia,wy = 1074V, corresponde a un fotén de la radiacion cos-
mica de fondo (CMB por sus siglas en inglés). Graficamos para dos
) . . =
dngulos de incidencia: o = § que se muestra en la figura 3.2, y a = %
que se muestra en la figura 3.3.

Al comparar ambas graficas, vemos que el umbral de la energia para la pro-
duccion de pares electréon-positron es menor en el caso del fotén del fondo
extragaldctico que en el caso del foton del CMB. Esto era de esperarse, como
resultado de la conservacion de energia. Sin embargo, es interesante notar,
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con base en el ancho de las gréficas, que la produccion de pares se ve favore-

cida en el caso del fotéon de la radiacién de fondo; es decir, es méas probable

la interaccién de un rayo gamma con un fotéon del CMB, que la interaccién

de un rayo gamma con un fotén del fondo extragalactico. Al variar el dngulo,
™

de a = § a a = 7, vemos que el efecto en ambos casos es elevar el umbral

de la energia para el cual se comienzan a producir pares electrén-posirton.

Para poder comparar con el valor encontrado en la literatura, consideremos
el marco de referencia del centro de momento. Hacemos w; = wy = w y
a = m. Luego

4 2 2 2 2 1 +4/1 = m72
1="0 gqu/1-"2 — 4m—w\/ -y —[2mPw? + 2wt — mﬂlog—w2
2w w? w? w? Wl 1_ _ m2
w2
(3.120)
2 144/1—m / 2 / ) 2
_ 4 m=\o w? m m m
1—y/1-T5
(3.121)
tomando
2
m
v=1/1— 2 (3.122)
1
I=¢e'r[(3— v4)logl U 20(2 — v?)] (3.123)
de tal manera que la seccién eficaz es
m? et 7 4 1+w 9
et 9 4 1+w 9
azﬁg(l—v )[(B—wv )logliv —20(2 — v?)] (3.125)

Este es el resultado encontrado en la literatura para el proceso de Breit-
Wheeler en el caso invariante de Lorentz tomando el marco de refrencia de
el centro de momento!®.
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Capitulo 4

El proceso de Breit-Wheeler
para el caso no invariante de
Lorentz

4.1. Modelo no invariante de Lorentz para QED

En esta seccidon vamos a considerar el modelo para QED introducido por
Kostelecky et al.' en el cual se consideran violaciones a la simetria de Lo-
rentz y a la simetria de CPT. En este trabajo solo estudiaremos el caso de
violacién a la simetria de Lorentz respetando la simetria de CPT.

En el modelo estandar extendido se considera que los términos de la la-
grangiana que violan explicitamente la simetria de Lorentz provienen de una
teoria méas fundamental cuya lagrangiana es invariante ante transformacio-
nes de Lorentz tanto para los campos como para observadores; sin embargo
las interacciones de dicha teoria son tales que dan lugar a una ruptura es-
pontanea de simetria. Desde esta perspectiva, el modelo estandar extendido
emerge en el limite de baja energia como consecuencia de una ruptura es-
pontéanea de simetria?.

La densidad lagrangiana para QED en el modelo estdndar extendido esta
dada por

i - - 1
Lsyme :§¢FﬂDuw - ¢M¢ - ZFMVF;W (41)
1 -
- Z(kF),ul/poFlepa + (k'AF)HAVFm,.
donde 1) denota a un espinor de Dirac, y 1 = 1140; F. = 0,A, —0,A,

es el tensor de Faraday, y A* es el vector potencial; D, = 9, + ieA, es
- 1

la derivada covariante, y Fj,, = 5€/P7F,; es el tensor dual al tensor de

41
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Faraday. Los efectos asociados a la violacién de Lorentz estdn contenidos en
los coeficientes (kr)upo, (kap)*,I'*, M. Ademas se tiene que

1
[ =t 4y + d" vy + i f“§g)‘”“a,\,, + et (4.2)

1
M =m + a"y, + b'ysy, + §H’“’JW. (4.3)

Todos los coeficientes (kr)uvpo, (kar)H, a, b, ™ dH, f*, et, H* son cons-
tantes y contienen informacién sobre el tipo de violacién a la simetria de
Lorentz.

Una simplificaciéon a este lagrangiano es considerar tinicamente los coeficien-
tes (kp)uwpoe y ¢, y tomar el resto como cero. El coeficiente (kr)uvpo se
puede escribir en términos de un tensor simétrico de traza cero como

1 - - - -
(k)7 = S(PPR — PR — B ) (44)

kY = (kp)Hov (4.5)

Un punto importante que se tiene que tomar en cuenta es que los coeficientes
" y kM no son observables por separado, resulta ser que es su diferencia
v — %IE‘“’ la que se puede medir experimentalmente. Sin embargo, es posi-
ble escoger coordenadas'! de tal forma que kHr = 0, de esta manera so6lo se
modifica el sector fermionico.

Asi, el langragiano de interaccion del modelo estandar extendido se reduce a

T - - 1
Lsup = GYT"Dyh — pmap — T F Fuy (4.6)

Es conveniente introducir un marco en el cudl los efectos de la violaciéon de
Lore ntz son tan pequenos que no pueden ser detectados en el laboratorio,
este caso corresponde a bajas energias. De esta manera, en el caso en que
los efectos de la violacion a la simetria de Lorentz son medibles corresponde
a altas energias. Es en ese sentido que se hablara de la escala de alta y baja
energia.

4.1.1. Cuantizaciéon del campo de Dirac para el caso no in-
variante de Lorentz

Partimos de una densidad lagrangiana para el campo fermiénico libre

L = ¢(iT"d, — m)1p (4.7)
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donde I'* = ~# + cH¥,,.

Observamos que hemos introducido una correccién c¢*¥ a la matriz v#, que
es el responsable de introducir una violacién a la invariancia de Lorentz. la
Hermiticidad de la densidad lagrangiana garantiza que c*” es real. En gene-
ral podemos tomar a ¢*¥ como una matriz de traza cero. Dicho coeficiente
es a lo més del orden de! ]\”};, donde m. es la masa del electrén y Mp es la

masa de Planck.

Notamos que la densidad lagrangiana es un escalar de Lorentz lo cual implica
que la teoria resultante serd invariante ante transformaciones de coordenadas
para observadores. Sin embargo la teoria no serd invariante cuando transfor-
memos los campos, esto ya que el coeficiente ¢ es una matriz constante que
esta asociada a un campo de fondo que permanece fijo cuando realizamos la
transformacién y por ende rompe la simetria de Lorentz.

Las matrices y* satisfacen el algebra usual {fy“, o } = 2nt¥

El momento canénico conjugado es

= ;;L = iT° (4.8)

lo cual nos permite escribir la Hamiltoniana del campo

H

Il
—_—— —

Bx[r — I (4.9)
d3a)p(—iT0; + m)a

dBrr(T0)~H=T0; — im)yp
A partir de la Hamiltoniana se obtiene la ecuacién de movimiento para el
campo

0w) = o

Desarrollamos el campo ¥ (x) en modos de Fourier

= (T 7H=T"9; — im)ip(x). (4.10)

3 m . .
Ya(z) = / ((21733% > [bs(B)us(@)e P + di(p)vg (5)e™”] (4.11)

s=1,2

El indice s esta asociado con la polarizacién del fermién. En general denota-
remos dicha polarizaciéon con los indices del alfabeto latino 7, s . El indice a
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denota la componente de el espinor.

La matriz (T°)~}(T%p; + m) tiene 4 eigenvalores que corresponden a los 4
posibles valores de pY. Los eigenvectores u*(p),v*(p) asociados a dichos ei-
genvalores satisfacen las ecuaciones:

(D, — m)u* () = (15, — m)u(5) = 0. (4.12)

(D, + m)o* (7) = (1B, + m)v* () = 0. (4.13)

Donde introdujimos la notacién

ﬁ/.l, =Py + C,u,upy (414)

Para cuantizar el campo promovemos a operadores los coeficientes b, dl que
aparecen en el desarrollo en modos de Fourier del campo

3 m ~ . ~ .
V(@) = / (;};3 37 bu@us@e# + di@es e (4.15)

w
P g=1,2

y postulamos las relaciones de conmutacion entre los operadores
w —
{00, 65(@) } = {dr(@), dl(@)} = (27)°—26(T = D)o (4.16)
{6r(2), bs(@)} = {b(2), bL(@)} = 0 (4.17)

{d,(7). do(@)} = {d}(P).d}(@)} = 0 (4.18)
Luego

3 3 ’I’TL2 RN RN
{a(@ 1), 07, 1)} = / (;lﬁ)’g 553 > {bs@umem + di (B)os ()€,

Wplyg o

@@ + d Do

al hacer los productos y hacer uso de las relaciones de conmutacién obtene-
mos

3 3 m2 w
a0} = [ e T S em -

—

(ug (P)uy (@) " PT=TD) 4 v5 (5)v5 ()" P TD))
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integrando la delta
d?
(@000} = [ TS (@@ + - )7

usando la relacion de completitud!'?

> [ + -pieep| =20 @20

s=1,2

e integrando, obtenemos

{va(@. 1), d(7.1)} = (L°) 3 6(Z — P). (4.21)

Similarmente se muestra que

{% x t wb } {wa 37 t wb(% )} =0 (4'22)

Ahora procedemos a cuantizar el Hamiltoniano usando el desarrollo en modos
en términos de operadores

H= / 3 P(—iT0; +m)ip : (4.23)

Luego

27)3 (27)3 wpwy

3 3 mQ L .
H=fa [ (dp TG by (us (e + d()os(7)e ™) (4.24)
(—iT'0; + m) (be(Qyuf (De T + di (v} (7)e'TT)

usando las ecuaciones de eigenvalores para los espinores

(Tip; + m)u®(p) = IOpous (p) (4.25)

(T'pi — m)v* () = Tpov®(p) (4.26)

tenemos que
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d3p d3q m?

R q° bibs Oud(q)e!P=DF (4.2

w= [ [ s o S (e @e 7w
— dpdf0} (— )00 (—)e' P DT — pldlar (—p)TOvg (—g)e” PHOT

+ d by, (pjroug(q-')e—“ﬂ@-f)

Integrando obtenemos

dgq m? ¢ tr o1 0, s tor 0,
H= Z bybstie (T up(q) — drdivg ()T vy (—q) (4.28)

—bidlal ()T (— q*)+drbsv2(—®FOU§@>

Introducimos un producto interno en el espacio de espinores!?, para ello
usamos la ecuacion de continuidad para la corriente conservada d,j5" = 0,
en analogia con el caso convencional.

= gy (4.29)

luego aplicando el teorema de Gauss y considerando que el término a la
frontera se desvanece en el infinito, tenemos que

O / d3zj% =0 (4.30)

lo cual nos dice que [ d3xj° es constante en el tiempo.Por ello definimos un
producto interno

(ulvy = /d?’xﬂf‘ov (4.31)

Escribimos
u(ky) = C(fy +m)ue"F1- (4.32)
(k) = C(fy + m)ue~ k2 (4.33)

Luego
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(ulv) = /d3mC2ﬂ(%1 + m)FD(%Q + m)vei(El_EQ)'f (4.34)

= (2m)°C%a(fy + m)LO(Ry +m)vd (k1 — ks)
= (2m)2C%u(—fy — m)(—Ky + m)vd(ky — ks).

Podemos reescribir el Hamiltoniano en términos del producto interno

= [ o g m’ Oz(b*b D@ — drdto(~Do(—D)  (435)

wpw

 Hal(u(-Ie(@) + d,b. (@) ). (430
al evaluar los productos internos, tomando en cuenta que
=T S =T S w
a" (P0u® (p) = v" (=) T (—p) = E”ém (4.37)
obtenemos,
d q & t ¢
H = > blib, — dpdf (4.38)
r=1,2
usando la relacion de anticonmutacion (ecuacion 4.15) obtenemos finalmente
4 o T t 3
brb, +d)d, + (2m)°6 4.39
2)3q§2r+r+<w) (0) (4.39)

4.1.2. El propagador de Feynmann

El propagador de Feynmann S(z — y) esta definido en términos del produc-
to ordenado temporalmente de los operadores del campo evaluados en dos
puntos, es decir, corresponde a una funcién de correlaciéon de dos puntos,

iSty(x—y) = (0| Ta(x)1hs()|0) = (2" =y 1ha ()b (y) —0(y° —2°)ha (1) s ()

(4.40)
donde
Ty(x)p(y) = (0TP(x) 9 (y)[0)+ : ¥ (2)P(y) - (4.41)
y
dik e—ikv(x—y)
Sz —y) = / 2r) Ty —m e (4.42)
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4.2. Calculo de la amplitud al cuadrado

El calculo de la amplitud al cuadrado es completamente analogo al caso inva-
riante de Lorentz salvo que hay que tomar en cuenta algunas modificaciones.
El término que hay que calcular para este proceso, al igual que en el caso
invariante de Lorentz, es el de segundo orden,

—ie)?
s 1) ~ 520 /d:clda:2<f]H1(:c2)H[(x1)\i> (4.43)

El Hamiltoniano de interaccion es Hy(z) = ()4 () A, (z), donde hemos
renombrado I'* = A*. Los espinores 9(z) satisfacen la ecuacion de Dirac
modificada.

—ie)? - - - .
_ 2,) /dmldw2<pllasll<p/275/2’ s Ya(@2) V¥ (22)0¥a(21)Agetbe (21) Ap(22) Ay (1) + |KY, )RS,
(4.44)
+ X1 & X9

En el estado inicial tenemos dos fotones |i) = |k], \])|k5, AS), v en el estado
final un positron y un electron |f) = |pf, 1) |ph, s5). Luego,

—ie)? - - .
_ (i) { [ st 1 41 ) ST (o) A Al 5 K NIR )

2!
(4.45)

+ /dwldx2<p,1a5,1|<p,275/2| Ayt (22)00a(21) e Sea A (2) Au (1) © K5, A7) KD, A2)

+ 1 332}.

El desarrollo en modos de Fourier de los campos es:

3 m . .
Ya(2) = / (;l;;g\/@ Z <ug(p*)b;e—w'ﬂf + 3 (p)d eW) (4.46)

A#:/(d3l§3\/217z< (k, Nage ™" + €, (k, A)ar! W) (4.47)

tomando en cuenta el orden normal y aquellos términos que contribuyen para
el proceso
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d3p1 d3py  m? d®k1 d®ks 1
i1 dzs / / (4.48)
/ (2m)3 (2m)3 wpywpy, £~ (27)° (27r)3 VAW, Wiy AE;

A2 A —iky- —iko-
(B, 11 (0, sl T aead K, X I, Nt eiperaeeikavan ik

a2 (P2) 7, St (z2 — 1) 35,080 (B1) e (ka, Aa)ew (K1, Av)

Notamos que

p2

<p1,sl|<p2,52|bs2Tdi1TaA2aél|k NS, A \/4E By \/4wk/wk/ (4.49)

<O|<O|b52d52 b2lds a)‘2a%1aiﬁai2w0) 10)
2

Tomando en cuenta las relaciones de anticonmutaciéon para los operadores

fermmio6nicos

1’ > P2

(bt 2Ty = {53 a2} = (2m)* 2L (5 — ) (4.50)
y la relaciones de conmutacion para los operadores bosénicos

[, "] = (2m)*8 (k1 — E2)daing (4.51)

vemos que

SH 18 s Mt oA . .
(Ol 0fo3; drzvtarzlant o 210)|0) = (2m)° 851 — F1)s, 4 6(F2 — )y

(4.52)
x (2m)50(ky — k;)0x 0 0 (R — K)oy,

Integrando las deltas y considerando las deltas sobre la polarizaciéon y el
espin, el primer término se reduce a

/dxldx2ei(p1—k1).mez‘(Pz—kz)-xz Z us? (ﬁ2)75b51§($2 — 21)7%, 03 (F1) € (K2, A2 ey (K1, A1)

51,52,A1,A2
(4.53)
Escribiendo explicitamente al propagador
d*k ’ %bd +m
SE(xg —x1) = 2/ e thr(wz—an) 04 T 4.54
bal2 —21) (2m)’ B2 —m? +ie (4.54)

sustituyendo en la expresion para el primer término obtenemos
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4
i / iy -3 itk =p) o gilp2 ko k)2 (4.55)
(2m)*
. % +m 5
Z 52 (o) = 0 (P e (2, o) (o, A1)
VY k2 —m?2 + e
§1,82,A1,A2
Luego,
i / drod ké(k — (ky — p1))elP2he=R)@2 (4.56)
-\~ % +m
S a5 A () en (o, Aa)ey (k1 )
IVRY k2 —m?2 + e
§1,82,A1,A2

Integrando la delta,

i [dmetotma S gy, BT i, e, )

b ~ —d
e “(ky—pr1)? —m? +ie ©°
(4.57)
volviendo a integrar obtenemos
> i2m)*(pr +p2 — k1 — ko) (458

81,52,A1,A2

(F1 = By)ba +m 34 ey (k1, A ) vt (1)

X g2 (P2)eu(ka, A2) Yy ——— :
(P2)en( ) b oy — 1)? — m? 1 ic

Para el segundo término de la ec. 4,38,tomando como referencia el caso usual
y considerando las modificiaciones ya mencionadas, encontramos que

Z i(2m)*5(p1 + p2 — k1 — k2) (4.59)
81,582,A1,A\2

(k1 —Peatm _,

—89 [ =
ud (pQ)E,U'(k:b)\l) (k]_ ) _m2 _|__1/€ CLbeV(k27A2),Ub (pl)

Los términos x1 <> x2 son completamente andlogos y cancelan el factor de
2! en el denominador de la ecuacion (4.44). De esta manera, sumando los
términos, ecuaciones (4.57) y (4.58), obtenemos la amplitud de probabilidad
para el proceso de Breit-Wheeler en el caso no invariante de Lorentz:



ol

%1—]})1+m

iA =et Z (P2)7“5u(k27 A2) (k1 p1)? — m2

(A1,A2,51,52)

e (b1, M)A 0™ (1) +
(4.60)

k2_131+m

(kg—ﬁl)Q—mZ ev(k2, A2)7 0" (p1).

@ (52) 7" ep (b1, M)

En esta expresiéon p; corresponde al momento del positrén, y po al momen-
to del electron; €,(k1, A1) corresponde al vector de polarizacion del foton
incidente con momento 151, y €u(ka, A2) al vector de polarizacion del foton
incidente con momento ko. La suma es sobre las posibles polarizaciones de
los fotones y sobre los espines de los fermiones.

Al tomar el cuadrado de A, y promediando sobre las polarizaciones de los
fotones incidentes, obtenemos:

% —p, +m U s T N—81 /N~ ié —p, +m
— ~p12 S35 (1) = ?12 5
(k1 —p1)2 —m (k1 —p1)2—m

(4.61)

:Y;LUSQ(

AP =e Y a%(52) 3"

(s1,52)

— %1 —]B +m - -
+ a2 (P2) A = Y (p1)0™ (1) =
(k1 —p1)? —m? (ke — p1)? — m?

+ [7?1 &~ ];72]

Recordemos que el término [k1 R k:g] es una forma abreviada de escribir
nuevamente los dos términos anteriores sustituyendo k:1 por k‘z y viceversa.

Ahora sumamos sobre el espin de los fermiones. Para esto tomaremos en

cuenta que los espinores de la teoria no invariante de Lorentz deben ser
proporcionales a los espinores de la teoria invariante de Lorentz'?

u®(p) = C(P)urr(p)- (4.62)

v*(p) = C(P)vLr()- (4.63)
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La constante de normalizacion C(p) resulta ser la misma para los espinores
u®(p) que para los v*(p), como son independientes del espin la suma sobre las
posibles polarizaciones del electrén y el prositron respectivamente se sigue
directamente del caso invariante de Lorentz.

S @) () = [CEH (P +mo), (4.64)

S (B (5) = [CE)(p — mo). (4.65)

Para identificar los términos a la hora de calcular las trazas hemos introdu-
cido un subindice a la masa, myg, de los términos que provienen de hacer la
suma sobre el espin de los fermiones. Este artificio nos ayudara a ordenar los
diferentes términos y facilitara el calculo. Al final basta tomar my = m para
obtener el resultado correcto. Asi

e e T e I
A =GO Gy b e g = = o
(4.66)
iél_ﬁl‘{’m i ~ %Q_ﬁl—i_m

+ T3 (P, + mo) 7" —=

PR —7 (P, — mo)Vu

+ [k < 152]}.

Finalmente, la amplitud al cuadrado es:

IM|? = (27)*6(p1 + p2 — k1 — k2)e|C(51)?|C(p2) |* x (4.67)

{T?“[ﬁ/“(ﬁ2 +mo)Yu(ky — {31 + m)’?’i@l —mo)Fw (k1 — ﬁl +m)]
(k — 2p1 - k1)?
. Trliv (B + mo)3" (1 — §, + m)Y"(py —mo)Tulka — py +m)]
(kF —2p1 - k1) (k3 — 2p1 - K2)

+ [k 152]}.

Ahora procedemos a calcular cada una de las trazas por separado. Al desa-
rrollar el primer término tenemos que calcular:



93

Tr(7” (B, + mo) i (Fy — p, +m)F* (P, — mo)vu(ky — P, + m)] = (4.68)

Trl(y + chp) Py +m0) (7" + ¢ 7a) (ky — Py +m)
(3" + ) (P, — m0) (Vu + o) Ky — py +m))]

= [Términos de orden cero

+ parc™ {Tr o by = PO Py By = P+ mP Tl "y vl

— mmOTT[’Yu'Yn’YV(%l - 7}1)’7“'}’#] - mmOTThV'Yn'YV’VH’YM(%l - 7)1)]}

+ Plrcm{Tr Dty By = PV ks = p)) + M2 Tl "y ]

+mmoTr[ny” (B — P )" v ve) +mmoTr vy v vy (B — I’l)]}

+ ™ (k1 — p1)n {TT Py vV Py vu (B — P+ Trvpyy” By — pOA" Py vuym]
= mmoTr[ P, v YV vl — mmoTr [vup, Y Y V] + mmoTr vy Y Y P, Yl

+ mmoTr [y Y P, Vuvm) — Ty Y v (b = p)] — maTrny” (K — pl)v“vwm]}

e { T O Bty — B T

—moTr[” (fy — POV by = p)] = mam*Tr [,y vy,
—mmoTr{[ypp, 7" (b = p)v" vl = mmoTripp, v v vu (k= p,)]

+mmoTr v,y (Ky — p)v" Py vl + mmoTr [y v pyvu(ky — pl)]}
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+ ca”{T e (B — POy BB — p)] + mPTr g, Yo Pyl
— mpTrivya(ky — )V vk — py)] — m*mgTr{r ey v,)

—mmoTr[vpyVa(Fr — p )V vl — mmoTr[vupyva " vu(ky — p,)]

+mmoTr [y ya (K — POy Pyl + mmo Ty vay v (K — Pl)]}

- Cw{TT['VVPQVV(kl - ?1)7,3?17#(%1 - p1)] + szThV%VVryﬁpl%‘]

— mgTr[vA” (ky — p) sk — p)] — m*mETr{vy” va7.]
—mmoTr{yvp,y” (Fy — p)v8vu] — mmoTr [y, v vs (b — p))]

+mmoTriyy” (Fy — py)vsp, vul + mmoTr [y vep, vu(Fy — Zﬁl)]}

+ CZ{TT[%%’YV(%l = PV Vo (k= py)] + szT[%%PyV’W?l%]

— mgTriny” (k1 — p )V e (k1 — )] — m*mgTrivny 70
- meTT[’YVPQ’VV(kl - }7)1)7“%] - mmOTT[’YVPQ/yV/yH’YO'(kl - }ﬂl)]

+mmoTr[ny” (Fy — p )" P, vel + mmoTry " v, 7o (k1 — pl)]}

Dado que el calculo es muy laborioso y en esencia es completamente analogo
al caso invariante de Lorentz, salvo que ahora tenemos que calcular mas
términos, omitiremos el calculo explicito de cada traza. Sin embargo,en dicho
célculo hay una traza que contiene 6 matrices de Dirac y que a continuaciéon
mostramos como se calcula.

T [vop Y (K = p )V Py vu(ky — )] (4.69)
= _ZCpVTT[’YPPQ’YV(kl - ]Zjl)}bl(kl - ]Z’l)]
= —2¢p2up15(k1 — p1)a (k1 — p1)o TT VY7774

La idea es reducir la traza con 6 matrices a un traza con 4 matrices. Para ello
hacemos uso de la relacién de anticonmutacion {y*,~v”} = 2¢*”. Desplaza-
mos la matriz v hacia la izquierda consecutivamente hasta la ultima posiciéon
y luego hacemos uso de que la traza es ciclica. Hecho esto, obtenemos:
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Try*y"y"y299%] = i Triy" 2] = Trivvarsre]l  (4.70)
+ 0P TryPy Py 7] — PP Triy " vy + 0o Tr[yH ¥y~
Asi
ATrvpp, " Ky = pOV Py — )] = (4.71)
— 8¢ [2(k1 — p1)pp2vp1 - (1 — k1) — P2pp1v (k1 — p1)? + 2p2, (k1 — p1)upr - (k1 — p1)
— (202 - (k1 — p1)p1 - (k1 — p1) — p1 - pa(k1 — p1)?) — p2pp1n (k1 — 1))

En este trabajo vamos a considerar que la matriz [¢*”] tiene traza cero, por
lo que

ATrvep, " (B — p )V P —p)] = (4.72)
— 8¢” [2(k1 — p1)pp2vpr - (p1 — k1) — p2pp1v (k1 — p1)?
+ 2p2, (k1 — p1)up1 - (k1 — p1) — popp1v (k1 — p1)?]

El resto del calculo s6lo involucra trazas con 4 matrices, las cuales ya sabemos
calcular.

Trl5” (py + mo)F (ky — P, + M)A (B, — mo)yu(ky —p, +m)] = (4.73)
32p1 - (k1 — p1)p2 - (k1 — p1) — 16py - p2(k1 — p1)* + m*{16py - po
— 64(k1 — p1)® — 64py - (k1 — p1) + 64pa - (k1 — p1)} — 64m*

+ C”V{16p1u[2(p1 — k1)up2 - (p1 — k1) — pav(p1 — k1)?] + 16p2,u[2(p1 — k1)upr - (p1 — k1)
— p1(p1 — k1)?] + 32m2p1pay + 64m>pay(p1 — k1), — 64mp1,(p1 — K1)y

+ 32p1u(p1 — k1)up2 - (p1 — k1) + 32p2,(p1 — Fk1)up1 - (1 — K1)

— 32p1 - pa(p1 — k1)u(p1 — k1)v + 64m®poy(p1 — k1) — 64m>p1,(p1 — k1)

—128m*(p1 — k1) u(p1 — k1)

+ 64p1p2u (p1 — k1) — 64p1,(p1 — K1)up2 - (p1 — k1) — 64pau(p1 — k1)wp1 - (11 — k1)

— 64m®p1p2y — 128m°poy(p1 — k1)y + 128m%py,(p1 — k1)u}
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=32p1 - (k1 — p1)p2 - (k1 — p1) — 16p1 - pa(k1 — p1) + m*{16p1 - pa (4.74)
— 64(k1 — p1)? — 64p1 - (k1 — p1) + 64p2 - (k1 — p1)} — 64m*

+ CHV{BQPIMPQV(Z)I — k1)? — 32m*p1,pay — 128m%(p1 — k1) u(p1 — K1)y

—32p1 - p2(p1 — k1) u(pr — 1)y — 32p1 - pa(p1 — k1) pu(p1 — k‘l)y}

=32p1 - (k1 — p1)pa - (k1 — p1) — 16py - pa(k1 — p1)* + m*{16p; - po (4.75)
— 64(ky — p1)? — 64py - (k1 — p1) + 64py - (k1 — p1)} — 64m*
+32CP [(p1 — k1)? — m®] + 32[py - pa + Am?|[2CY — CB — ).

Donde hemos introducido la notacion C) = ¢#*p,p,, C;j = c*puky, C,’: =
k.

Al eliminar la variable ps usando la conservacién del momento, tendremos
correcciones a primer orden en ¢*” provenientes del orden cero debido a que
la relacién de dispersion es p? = m?, o sin la tilde p? + 2C% — m? = 0.
Haciendo un poco de algebra obtenemos que estas correcciones son:

32p1 - (k1 — p1)p2 - (k1 — p1) — 16py - pa(k1 — p1)* + m*{16p; - po (4.76)
— 64(k1 — p1)? — 64py - (k1 — p1) + 64pa - (ky — p1)} — 64m™ = 32(py - k1) (p1 - k2)
+32m?(p1 - k1) — 32m* — 32m*CL? — 32(p1 - k1)CL2 + 32(py - ko) CPL.

Ahora, las correcciones también involucran a ps por lo que tenemos que
considerar que

CP2 = Cf! + Cp2 4 CPL + 207 — 207" — 2CF! (4.77)
Chy =Ci + Gy, — O (4.78)

Luego,

32p1 - (k1 — p1)p2 - (k1 — p1) — 16py - pa(ky — p1)* + m*{16py - pa (4.79)

— 64(k1 — p1)* — 64py - (k1 — p1) + 64p2 - (k1 — p1)} — 64m™ = 32(p1 - k1) (p1 - k2)
+32m%(p1 - k1) — 32m* — B2[CP + CF2 + OB + 20} — 2CE' — 2C2) | [m® + (p1 - k)]
+32(p1 - k2)CB!.

Asi
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TriF"(p, +mo)iw(ky — Py + mF* (G, —mo)yu(ky —p, +m)l = (4.80)
32(p1 - k1) (p1 - ka) + 32m2(p1 - k1) — 32m* — 64py - ke (CR1 4 CF2 — C1)

+ —32(CB + Pt + OFF + 203 — 2082 — 20K ) (m? + p1 - k1) + 32p1 - ko OB
+32(ky - ky + 3m?) (205 — CBF — G}

Tr[3” (P, +mo)¥(ky = Py +m)F* (B —mo)yulbys —p, +m)l = (4.81)
32(p1 . kl)(pl . kg) + 32m2(p1 . kl) — 32m4 + 32(p1 . k‘g)cgll + 32k - kQ[QC,fll — Cgll — Cllsll]
— 32mP[ACY + Cp2 + 20} — 8CP' — 200! +4CP!| — 32p1 - k1 [C} + C2 + 20} — C21).

Al considerar el término [k; > k3] solo tenemos que cambiar kj por ks en el
resultado anterior, asi:

Tri" (P, + mo)Fw(ky — py +m)F" (P — mo)vu(ky — Py +m)] = (4.82)
32(1)1 . k‘g)(pl . k‘l) + 32m2(1)1 : k‘g) - 32m4 + 32(p1 . kl)C},’j + 32]{31 . kg [20521 - 0511 — C,IZ]
— 32m?[4C}2 + O} + 20} — 8CP! — 200" + 4CE!] — 32p; - ko[Cp2 + Ot 42037 — C2Y).

Ahora calculamos el segundo término que aparece en la amplitud al cuadra-
do:

Tr((p, +mo)i*(ky — P, +m)F" (P, — mo)Tulky — P, + m)F] = (4.83)
Tr((p, + mo) (¥ + ¢“va) by — P, + m) (" + Py5) (P, — mo)
(Y + ) (fg — Py +m) (v + €70

= Trip " (Fy — p )V P vu By — pOw] + mPTrlp Y g

— mgTry" (K — p)V (ko — p )] — mPmETr [y v,

— momTr[p, " (ky — p )V Vv + momTr [y " p v (ke — p )7
— momTr[p, "y (ko — p )] +momTr(y (ky — p )V P 7w

+ PQTCTW{TT[’Yn’YM(kl - ?1)7’/?1%(%2 - pl)%’] + szThﬂu’prl’y“%]
— momTr [y V" (ke — p )W} + P {Trlp A" By — pOv (ke — 9w

+ m2T7‘[¢ﬂ”V"%%%] + momTr[y" (ky — pl)’YV’Yn’YM’YV] - mOmTr[’Y”’YV’Yn’Yu(kz - ?1)%]}
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+ M (ky — pl)n{Tr[pﬂ“’vm’y"pm(kz — P — mTr [y Yy v (ke — p,) W

= mom I[PV Yy Vvl + momTr [V vy P vl
+" (k= p1){Trp " By = POV Py Y] — mgTriy (Ky — g ]

— momTr[p, vy v y] + momTr [7“7”]/51%%71’]}

T c’““’{TT[m% =P Prwlbe = Pl m Ty Py ]

N mgTT[%‘(}él o pl)’y'jyﬂ(}éz - ?1)’71/] - QO%TT[Va’YV'YM'Yu]
— momTr[p,va(Fy — PV Y] + momTr[yay Py vk — )]

- momTT[pQ’Ya’YU’YM(kQ - p1)'VV] + momTr[ya(ky — p1)’yl}p1’yﬂ%’}}

" Cyﬁ{Tr[pQ’Yu(kl = PV ke — p)wl + m2TTW27#%’%7ﬂ%]

—m3Tr[y*(ky, — POV = p )] — m*mgTr(V"vp7u7]
— momTr{p, " (ky — ) v570] + momTriy*vsp, v (ks — )]

— momTr [P, 7" vayu (ks — Py )] + momTr[y* (K, — zﬁl)wﬁfmu}}

+ CZ{TT B By = POV P (Ke — P )] + mPTr[p "y g

— mgTr(y* (ky — p OV 7o (Ra — )] — m*mgTr [y 0]
— momTr[p, " (kv — p )V Vo] + momTr [y p, v, (ke — )W)

- momTr[pz%fYV%(kQ - p1)%] +momTr[ya(ky — pl)vypl%%’]}

+ cay{T"”[Z”ﬂ“(kl = PV Pk — )0l +mP Tl Py ]

= mgTriy (ky = p )7 ke = p,)ve] = m*mgTriy s ]
B mOmTr[pﬂu(kl =PV 6] + mOmTT[VH’YVZ’jﬂu(%z — Py)7l

— momTr[p, "y (ks — Py )76l + momTriy* (ky — 7’1)7%%%]}



29

= —32p2 - pi(ka — p1) - (k1 — p1) + m*{=16(k2 — p1) - (k1 — p1) (4.84)
+16p1 - p2 + 16p - (k1 — p1) + 16p2 - (ko — p1) — 16p1 - (k1 — p1)} + 32m*

+ CW{ — 32p2,u (k1 — p1)wp1 - (k2 — p1) — 32p1u (k2 — p1)up2 - (k1 — p1) + 32mp1upay

— 16m?pay[(k1 — p1)v + (k2 — p1)u] + 16mp1u[(k1 — p1)y + (k2 — p1)y)]

— 32p1u(k1 — p1)wpa - (k2 — p1) — 32pau(ka — p1)upr - (k1 — p1) — 32m> (k1 — p1)u(ka — 1)
— 16m*pay[(k1 — p1)y + (k2 — p1)u] + 16m*pr[(kr — p1)w + (k2 — p1).]

+ 64m?p1pay — 64m> (k1 — p1)u(ka — p1)y — 32m2pay(ka — p1)y + 32m>p1, (k1 — p1)
— 32m2pou (k1 — p1)w + 32m°pry (k2 — p1)y + 32m°poy (ko — p1)y + 32m°poy (k1 — p1),
— 32m®pru(k2 — p1)y — 32m°pru (k1 — p1)y
— 16p2, (k2 — p1)up1 - (k1 — p1) + (ki —p1) - (k2 —p1) — (k1 — p1)up1 - (k2 — p1)]
— 32p1 - pa(k1 — p1) (k2 — p1)y + 32p2 - (k1 — p1)p1u(k2 — p1)w
+ 162, [(k1 — pl)upl - (k2 = p1) = pru(kr — p1) - (k2 — p1) + (k2 — p1)upr - (k1 — p1)]
+32p2 - (k1 — p1)p1u(k2 — p1)v — 32p1 - p2(k1 — p1)u(k2 — p1)o
+ 16p2u[(k2 — p1)up1 - (k1 — p1) — pru(kr — p1) - (k2 — p1) + (k1 — p1)up1 - (k2 — p1)]
(k1 — p1)p1u(k2 — p1)y — 32p1 - pa(k1 — p1) (k2 — p1)o
(

— 16p2u[(k1 — p1)pp1 - (k2 — p1) + p1u(ks — p1) - (k2 — p1) — (k2 — p1)up1 - (k1 — p1)]}

= —32py - p1(ka — p1) - (k1 — p1) + m*{=16(kz — p1) - (k1 — p1) (4.85)
+16p1 - p2 + 16p - (k1 — p1) + 16p2 - (k2 — p1) — 16p1 - (k1 — p1)} + 32m*

+ CW{ — 32pou(k1 — p1)wpt - (k2 — p1) — 32p1,u(k2 — p1)up2 - (k1 — p1) + 32mp1,pas

— 32p1u(k1 — p1)wpa - (k2 — p1) — 32pau(ka — p1)upr - (k1 — p1) — 32m>(ky — p1) (ke — p1)s
+ 64m°pypay — 64m® (ki — p1) (ke — p1)y — 32m%pau[(k1 — p1)w + (k2 — p1)u]

+32m2p1,[(k1 — p1)v + (k2 — p1)u] — 64p1pan (k1 — p1) - (k2 — p1) — 64p1 - p2(k1 — p1) (k2 — p1)w
+ 32p1u(k2 — p1)up2 - (k1 — p1) + 32p1(k1 — p1)up2 - (k2 — p1) + 32p2u (k1 — p1)up1 - (k2 — p1)

+ 32p2y (k2 — p1)uvp1 - (k1 —pl)}.
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= —32ps - pi1(ka — p1) - (k1 — p1) + m*{=16(ka — p1) - (k1 — p1) (4.86)
+ 16p1 - p2 + 16pg - (k1 — p1) + 16p2 - (k2 — p1) — 16py - (k1 — p1)} + 32m*

+ C’W{ — 32m>[3k1,kon — 4Ap1uk1y — Ap1ukay + 5Py + P2kt + poukay
— 5p1upav] — 64p1upaulk - ko — p1 - ki — p1 - ko +m?] — 64py - palkiuko — p1ukis

— piukoy + p1upiv) }

= —32p2 - p1(ka — p1) - (k1 — p1) + m*{—=16(ka — p1) - (k1 —p1)  (4.87)
+ 16ps - (k1 — p1) + 16ps - (k2 — p1) — 16p1 - (k1 — p1)} + 32m*
+32m2[3CE! — 3Cy) +4CY +4CE! — O — CF2 — 501

— 64py - po[Cyl — CPF — CPL + CPY].

Eliminamos la variable p, usando la conservacién del momento para encon-
trar las correcciones a primer orden en c*” provenientes del orden cero debido
a que la relacion de dispersion modificada p2—|—20§’ —m? = 0. Luego, haciendo
un poco de algebra obtenemos que:

— 32py - pr(ka — p1) - (k1 — p1) +m*{=16(ks — p1) - (k1 — p1) (4.88)
+16p1 - po + 16ps - (k1 — p1) + 16p2 - (k2 — p1) — 16p1 - (k1 — p1)} + 32m* =
16m?(p1 - k1) + 16m°(p1 - ka) — 32m* + 32[(p1 - k1) + 32(p1 - k2)][CE + CF2]
+48m*CP! + 16m>CP2.

— 32py - pr(ky — p1) - (k1 — p1) + m*{=16(ky — p1) - (k1 — p1) (4.89)
+16py - pg + 16py - (k1 — p1) + 16pa - (k2 — p1) — 16py - (k1 — p1)} + 32m* =
16m? (py - k1) + 16m?(p1 - ko) — 32m* + 48m>CE! + 16m?[CE! + Cy + C}2

+205) — 207" = 200! ] 4 32((p1 - k1) + (p1 - ka)][2C5! + Ot + Cf2 + 2041 — 2%

Para los terminos que tienen ya una correccién a primer orden en c*¥, al
eliminar la variable po obtenemos correcciones a segundo orden las cuales no
estamos considerando en este trabajo. Asi

— 20,’;21]
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Tr(p, +mo)7 (ky — P, +m)F” (P, —mo)Tulks — P, +m¥F] = (4.90)
16m2(p1 k1) + 16m2(p1 ko) — 32m?* + 32(py - kQ)[Cgll + 0522]

+32(p1 - k1) [C + CB2] = 64(ky - ko —m?)[Cpt — CFF — O + CP!

+48m>CP! 4 16m>Ch2 + 32m*[3CP) — 3C}! + 4CE! +ACY! — CP* — CF? — 5CP!]

Tr(p, +mo)7 (ky — P, +m)F” (P, —mo)Fulks — P, +m¥A] = (4.91)

16m2(py - k) + 16m>(py - ko) — 32m™ + 32k - ka(2CT! + CFF + CF + 205 — 20k — 20
+48mCR 4+ 16m>(CB! + CfF + O 420, — 2082 — 20)

+32m? (3C + 3Ck2 — 3CE! — 3Cy + 4CE +4CF — CF' — Cp2 — 20} + CF 4+ C? — 5CPY)
— 64(ky - ky —m?)(C} — Cht — Ch2 4+ CPY)

Trl(f, + mo)3* (s — py, +m)7 (G, — mo)iu(y — f, +m)) = (4.92)
16m?(p1 - k1) + 16m?(py - ky) — 32m* + 32k - ko[ C} + Cp2]
+16m?[—4C} 4+ 10CY +10CY — 8CE! — Cft — €2

Notamos que el resultado es simétrico ante el intercambio de ki por ko y

viceversa, por lo que el célculo de el tefmino [k1 <> k2] es completamente
idéntico.

Ademés, tenemos que considerar los terminos que provienen del propagador
ya que también tienen tildes y contribuyen a primer orden en c*”.

1 1 20k _ 40P
. = - [ + ’“1] (4.93)
(k? — 2p1 - k1)2 4(p1- K1) p1 - k1
] 1 o ! [1 (G —2C8) (G -2
(k3 — 2p1 - ko) (k3 — 2p1 - ky)  4(p1 - k1) ((p1 - k2) (p1 - k2) (p1 - k1)

(4.94)

Ahora conviene discutir las constantes de normalizacion. De acuerdo a la
referencia [12] a nivel arbol en el diagrama se tiene

[==]

C@P = 21— &) (4.95)

donde p° = /P2 +m?2, y p° = \/52+m2.

=
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Recolectando toda la informacion que tenemos, podemos escribir la amplitud
al cuadrado para el proceso de Breit-Wheeler con correcciones a primer orden
en c*:

0,0
M2 = (2me)*S(p1 +p2 — K1 — kQ)%%(l —2¢%)x (4.96)
12

_ ) o i
{4(p1-k1)2 {32(1’1 k1) (p1 - k) + 32m*(p1 - k1) — 32m* + 32(py - k2)CD!

+ 32k - ka[2C7" — CP — O] — 32m°[ACY! + C}2 + 20} — 8CP — 20! + 4CP!]
— 32p1 - kG + G2 + 20 — OB
P1 1[ k1 + ko + ko Pl]

[2055 — 4Gy,

(p1 - k1) ] [32(p1 - k1) (p1 - ko) + 327712(1;1 ky) — 32m4]

16m2(py - k 16m2(py - ko) — 32m* + 32ky - ko[CFr + OF2
+4(p1~k1)(p1.k2)[ m*(p1 - k1) + 16m=(py - k2) m* + 1 kol ot k2]

+16m?*[—4C} 4+ 10CP +10CY — 8CE! — Cft — €2

o oo ok
(p1 - k2) (p1- k1)

+ k1<—>k2:|}

] [16m®(p1 - k1) + 16m>(py - ko) — 32m*]

4.3. Calculo en el centro de momento para el limite
ultrarelativista

El limite ultrarelativista corresponde a m = 0, por lo que la amplitud al
cuadrado se reduce a:
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M2 = 2m)*3(p1 + p2 — k1 — k2)e*|C(51)[2|C () |* x (4.97)
1
{4(1?1"@1)2 [32(191 k) (p1 - k2) + 32(py - k2)CEY + 32Ky - ka[200" — OB — O]
k k k 1
= 32p1 - k[C)) + G2 + 20 — C}j’;]] + ) 32(p1 - k2)(p1 - k1)

+32(py - k1 )C! + 32Ky - ko207 — OB — 2] — 32py - ko[CR2 + O + 203 — Cg;]]

Cpr — 20 . Cpz — 207! 64Ky - ko[Cp + C32] }
2(p1-k1)?  2(p1-k2)? 4(p1 - k1)(p1 - k2)

En el marco de referencia del centro de momento tendremos que:

J15200n k) k)] +
k1= k(1,k) ke =k(1,—k)
p1 = (k,pp) p2 = (k,—pp)

Donde +/[p12 = p y \/|k|? = k .Con esta eleccion de coordenadas podemos

escribir la forma explicita de las diferentes cantidades que aparecen la am-

plitud al cuadrado.

De la relacion de dispersion vemos que

p” = k* 4+ 2CF (4.98)

= k* + 22 [coop”p” + 2c0ip®p" + cijp'p’)
= k?[1 + 2cq0 + 4egip’ + 2pep).-

Donde hemos introducido el vector unitario p en la direcciéon del vector p.
Asi,

p1 - k1 = k?[1 — cosO(1 + 2cop + 4eoip’ + 2pcp)]
p1 - ko = K2[1 + cosO(1 + 2cop + 4eoip’ + 2pcp)]
]{11 . k‘g = 2]{52 ]31 . /;'1 = cosb

Para las correcciones a primer orden:
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C:; kz[c()o — 260116 + k‘Ck] C]l:ll = kQ[Coo + 2001'1;‘2' + ]A{C/A{]

Chs = k?[coo — 260110 + pepl CP' = k(o0 + coip® — coik® — pek]
oyl = k2[coo + coip’ + coik? + pck] OBt = k?[coo + 2c0ip" + pep)]

Cpl = k2[eop — kck]

Hemos usado el vector unitario k en la direccion del vector k. Sustituyendo
estas cantidades en la amplitud al cuadrado, y haciendo el algebra necesaria
llegamos a que, en el marco de referencia del centro de momento, la amplitud
al cuadrado con correcciones a primer orden en ¢ es:

64 NI
IM|? = (21)*6(p1 + p2 — k1 — ka2)e*|C(P1) | C (7 )|2{ Sind’ [coo + 2¢ip" + pep]
(4.99)
8 ~i N2 oo 8
+ m[—QCOQ(l — 20089) + 4Cin + 4pCI€ — Qka] + m[—2600(1 + 26089)

+ deoip’ — Apek — 2kek] + [2pck(3 + cosf?)

64
2 5 [coo + kck] — T
1+ 00392] }

2 5t — kck
+ (1 +3cos6”)(coo + 2coip’ — kek)] + [ sing?

Finalmente

1 + cosb?
sinf?

IMP* =(2m)*6(p1 +p2 — k1 — k2)64|C(ﬁ1)|2|C(ﬁg)|Q{[ ] (4.100)

+ sing*

[kck + 2pcpeost? — 2pck(1 + 00502)]}.

En este caso podemos comparar la amplitud al cuadrado con el resultado que
encontraron A. Kostelecky y D. Colladay?® para el proceso de aniquilacién de
un par electréon-positron, ya que la amplitud al cuadrado para ambos procesos
es la misma. Salvo un factor de reescalamiento del término usual(caso inva-
riante de Lorentz), las correcciones que contienen explicitamente al término
C, asociado a la violacién de Lorentz, coinciden con el resultado encontrado
por A. Kostelecky y D. Colladay.

4.4. Seccidn eficaz para el modelo no invariante de
Lorentz
En el caso invariante de Lorentz vimos que la seccion eficaz correspondia a

la integral (ecuacion (3.81))

1
= Ia / |-A|%I5(p1 +p2 — k1 — k2)5(P% - m2)5(19% - m2)dp1dp2 (4.101)
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donde p; es el momento del positron, k1 el momento de un fotén, y ko el mo-
mento del otro fotén; m corresponde a la masa del electréon y del positron.
F es el flujo de Moeller (ecuacion (3.79)), y la delta 6 (p1 + p2 — k1 — k2)
expresa la conservaciéon del momento; las otras deltas corresponden a la re-
lacion de dispersion para cada particula.

Para calcular la seccion eficaz en el caso no invariante de Lorentz debemos
tomar en cuenta la modificacion a la relacion de dispersiéon que introduce la
violacién a la invariancia de Lorentz

p*+2C0 —m? =0 (4.102)

Ademés debemos usar la amplitud al cuadrado que contiene las correcciones
a primer orden en la violacion de Lorentz(ecuacion (4.95)). Asi la seccion
eficaz en el caso no invariante de Lorentz esta dada por

1
0= I3 / |A|25(P1 +p2— k1 — k2)5(P% + 20511 - m2)5(P% + 20522 - m2)dp1dp2
(4.103)

donde

|A| = |AlLr + [AlLv (4.104)

|A|Ls es el término invariante de Lorentz, y |A|Ly corresponde a las correc-
ciones explicitas a primer orden en la violacién de Lorentz. Esto nos permite
separar a la integral en dos partes. Para las correcciones explicitas conteni-
das en el término |A|Ly no es necesario consider la modificacion a la relacion
de dispersion, ya que esto nos daria correcciones a segundo orden. Asi, para
estos términos debemos calcular la integral

1
Aop = / | A7y 0(p1 +p2 — k1 — k2)8(pi —m?)8(p5 —m?)dpidps (4.105)
Denotaremos a Aop como la correccion dindmica.

Para el término invariante de Lorentz |A|zr, las correcciones a primer orden
se obtienen al considerar la modificacién a la relaciéon de dispersion. En este
caso debemos resolver la integral

1
Aok = F/\A|%I5(p1—|-p2—/£1—kg)é(p%—i—QCII,’ll—m2)5(p%+20522—m2)dp1dp2
(4.106)

Denotaremos a Aok como la correccion cinemdtica.
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4.4.1. Correccidén dinamica

Para resolver la integral dada en la ecuaciéon (4.104), tomaremos como re-
ferencia el calculo que hicimos en el caso invariante de Lorentz. Cuando
calculamos la secciéon eficaz en el caso invariante de Lorentz vimos que la
amplitud al cuadrado se podia escribir en términos de una variable £. Sin
embargo, al considerar las correcciones a primer orden en la violaciéon de
Lorentz contenidas en el término |A|Ly, resulta que estas dependen tanto de
& como de 7.

Recordemos que los términos que aparecian en las correcciones a primer
orden en la violacion de Lorentz eran C,fll,Cﬁ,Cgll,Cfll, C:;,le;. El pro-
cedimiento a seguir es calcular dichos términos como funciones de £ y 7, e
integrarlos separadamente con respecto a 1 para que queden tnicamente en
funcion de la variable &, y asi calcular las correcciones a primer orden como
funciones de £. En el caso invariante de Lorentz, introdujimos coordenadas
de tal forma que el fotén con momento k; incida sobre el eje z y el foton con
momento kg incida sobre el plano y — z con un angulo « con respecto al eje
z. Asi

k1 = wi(1,0,0,1) (4.107)

ko = wa(1,0,sin(a), cos(a))

Recordemos también que las cantidades p; - k1 y p1 - k2 se escribian como
funciones de &:

pP1 - k?l =1 k‘l = wl(uo - U3) == w1§. (4108)
pr-ko=u-ko+ ki -ko=—-u-k1+ki-ko (4.109)
= —wi(u® — u?) + wiws(1 — cos(a)) = —wi& + wiwa(1 — cos(a)).

También conviene recordar que necesitabamos calcular la integral sobre la
variable u

I:/|A|25((w1+w2)u0—w2sin(a)ug—u?’(u}g cos(a)+w1))d (u? 42w (u’—ud)—m?)d*u

(4.110)
Dicho esto procedemos con nuestro cilculo. Vamos a considerar el caso en
que la matriz " es diagonal y cop = 3C, ¢;; = 6;;C. Luego
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CPt =coopik? + cijpik] (4.111)
= 3CPYKY + Coypi k).

p1 -k = plk) — szlki = wy(u® —ud) (4.112)
de donde podemos obtener
Zpllki = wi (U’ 4 wy) —wi (W — u?) = wi +wiud (4.113)
i

En cierto punto del calculo de la integral para la seccién eficaz introdujimos

el cambio de variable ¢ = (u® — u3) y n = (u® + u?), de donde obtenemos

que u® = L(n+¢&) y ud = (n—¢). As

CP = 3CPIKY + Cdijp k] (4.114)
= C[4w? + w1 (3u® + u?)]
= Cl4w? + wi€ + 2win].

Similarmente

CPt = 3Cp0K] + Co;;Cpik] (4.115)
= Cl4wau® + wiwa (3 + cosar) + wi (u® — u?)]
= C¢(2wa + w1) + 2won + wiwa (3 + cos(w))].

el término CH! recordamos que habfamos hecho el cambio de variable p; =
u + k1, luego

Pt =u? + 2wy (u” — u?) (4.116)
Zp1p1 (W’ 4+ wi)? — u? = 2wy (u® — u?) (4.117)
CPL = OB3(u° +wr)? + (w0 + w1)? + ((u!)? + (u?)?)] (4.118)

Cuando se integra sobre la variable u; en la integral I, la funcién delta nos
impone la condicién

ut = (u)? — (u?)? — (u?)? + 2w € — m? (4.119)
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lo cual nos permite escribir (u!)? + (u?)? = (u%)? — (u®)? + 2w & — m? y asi
el término Ch! se puede escribir como funcion de 7 y &.

Ch = CBU® 4+ w)? + (u® + w)? + ((u® + u?)(u® — u?) + 2wy (u® — u®) — m?)]

(4.120)
= Cl? + € + 208 + dwi (1 + €) + dwf —m?]
Cyl = cook kS + cijkik] = 4CKK = 4Cw? (4.121)
donde usamos que k) = >°. kiki = w?. Analogamente
Cp2 = 40w} (4.122)
usando que ki - ko = wiwa(1 — cos(a)) obtenemos que
0,521 = C[3wiwz + wiwacos(a)] (4.123)

En el calculo para la parte invariante de Lorentz habiamos llegado a expresar
la integral I como

(4.124)

dédn| A|?
,/mw

2 2 ’
| wa sin(a \/O—F%—(Bn—%)z

haciendo el cambio de variable Z = Bn — % obtenfamos

7 JAEGmI*
|2w281noz\/ 5/ N 72’ (4.125)

2
con Zg=4/0 + %.
Notamos que los términos Cﬁl,C’,le 0511,0,1;1 C’k2 Ckl dependen a lo maés
cuadraticamente en la variable 7. Por ello sélo tenemos que considerar las
siguientes integrales

1 o
— omcot 2. (4.126)

/dn\/OJrgi—(Bn—g)Q V7 2

o 1 Z4+ 4
/dn 1 - / dZB22;]3ZQ (4.127)
\/O+%—(B77—%)2 ~Zo 0~

= a%gcot % csc? %(—le + wa (1l + cosa))
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2 Zo 7 R\2
/dn 7 _/ dz ;3“’3)2 (4.128)
O+ f5 - (By— £ V=2

3

_ e (=14 cosa)?| —4m? + 8uw1& — 2 esc? a1l + 2°L 4 cos o)’
(1 —cosa)® w2
9 9 2 2 a
csct o 26° tan” 5
ST(—Z,UQ + w1 (1 + cos oa))2> + 56022(—2602 +wi(1 + cosa))
2 1

Ahora ya podemos calcular las correciones a la seccién eficaz pues dichas
correcciones s6lo dependen de la variable &.

Cﬁll — 7 ot % sec? %(4w1 (wo — &) + 3wa + wacosa(§ —4wy)) (4.129)
w2

C,f; = 2w cot %(wl(Swg + wy cos a + £) + 2€ csc? %(wg —wy)) (4.130)

C’lffll = 8mw? cot % (4.131)
C’,’jj = 8mws cot % (4.132)
CF = 27w0105(3 + cos a) cot % (4.133)

csc? &
Ch = Zcot % {8(—m2 + (2w +&)?) + 85 " 2 (2w; + &) (wa(1 + cos a) — 2w1))
2
(4.134)
csct § 2 2 2 242 2 242 2
2 —2mw5 + dwiwi€ + 8wié” — 16wiw2” + 3wsE” — dwa” cos a(dwr — wa)
+ w3 cos 2a(2m? — 4w € + 52))]
Asi la integral como funcién de € es
2 (1—cosa)(1+v1-s) )
I— / dELAE) - (4.135)
‘2("}2 SlIlOz| (I1—cosa)(1—v/1—s) L
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donde hemos introducido la notacién s =

2m> IR la amplitud al
cuadrado como funcién de £ es

wiwz(l—cos

27 cot & 2wy csct &
A3 = " 2 { - 2 <— 10mAw? — 10w3ws (4.136)
1 2
+ 6m2wsy + 25mAwiwi€ + 18wiwie — 8mAw3E 4 bwiws
+ 16m2w?€? — 48m2wiwa€? + 16m>w3€? — wy cos a(—8mtws + wiwy (—3w? (Sws — 8€)

+ 8w3€) + 4m? (2wi + Bwiwa€ — 2wiE + 4w1€?)) + w3 cos 2a(2m? — 6w} (wa — &)
4a

> + G _w;;:(slc —2(:0s o) (20m4w§ — 36m2wiws

+ 42mPwiwi — 20wiws — 48m2wy — 40wiwl + 48mPw?weé — 110m2wiw3é + 12wiw3e

+ 64m2wiE + 36wiws€ — 32m2w?E? 4+ 96mAwiwat? — 32m2w3E? 4 wo cos a —16miwsy

+ 2w1wa (W? (15ws — 8E) + 6w3 (Bwy — 4€)) 4+ m? (48w? (wa — &) + 64ws (we — &)

+ w1 (—51ws + 88waé + 3262))) — 2w3 cos 2a(2m? + m?(6w] — 3wiws 4 8ws — 11w &)

+ 2wiw3€ 4+ m2(2wi — 5wi€)) + wiws

+ 2w (3wiws + 6wl — Wi — 3w3E)) + cos 3a(3mwiws + 2wiws + 4w1w§’)>

!
FE(E — a1 —cosa))
+ 1203ws + 42w1w5 — 12wy + 48w?wel — 160wwi + S0w3E — 64w?E? 4 192w wq€?
— 64w3E% + Wy cos a(—32m>wy + 16w3 (wy — 5E) — 16w (wy + 3€) + w1 (—51w3 + 128wqé
+ 64£%)) — 2w3 cos 2a(4m? — 2w} — Bwiws + 2w3 — 16wW1E) + wiws cos 3a)

2 &

16wy csc” 5

wo&?

+

( — 64w ws (Wi 4+ w3)(1 — cosa) — m? csc? %(4Om2w2

<(—2w1w2 + 4w & — 3w + wa cos a(2wy — f))(m4 —mlwi€+ w%f(f — wy)
8m? csc? §(2m? — wiws(1 — cos av)) 9
2282(§ — ws(1 = cosa)’) <“’“"2(5“’2 - 00 Bl =20
+ W? (3wd — 6wt + 4E%) + 2wy cos a(wiE — wi€(2wa + &) + wi(—2ws + 3€))
32
(& —wa(1l — cosa)?

+ wiwo cos a)) +

+ wlwg(wl — &) cos 2a> + <(m4 + m2w1(§ — wa) + w%f(ﬁ — wo)

+ wiwa(m? 4+ w1€) cos a) (Bwiwy — 2w3 + wiEwiwy cos a + 2(wy — wy )€ esc? 3)) }

Al integrar, evaluar en los limites de integracién, y simplificar la expresion,
encontramos que la correcciéon dindmica a la seccién eficaz esta dada por
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Aop =C

2met 8wiwo
{ -2 VvV1—s (4.137)

4wiws (1 — cosa)?

X [4m4wf — 24mrwiwy + 8miwiwy + 4m4w% — smiwiws + Bw%w% + 8miwiwi+

3w?wy — dwyws cos a <2m4 + wiwa (W} + wd) + m?(2w? — wiws + 2w%)>

+ wiwi(m? + w} + W) cos 20[}

1—+v1—s
1++v1—s

+ 30m*wiws — 18w%w% — 16m2wiws + ldwiws — 18w%w3 + wiws cos a( — 16m*

+ 2 csc? %log [ } [8m4w% — 48m*wiwy — 16m*wiwsy + 8mtws

+ 8m2(2w? — 3wiwsy + 2w?) + wiws(24w? — 17w ws + 24w%)>

— 2wiw3 (3m? + 3w? — wiws + 3w3) cos 2a + wiws cos 304] }

Vamos a hacer un chequeo de nuestro célculo para comprobar que efectiva-
mente es correcto el resultado que obtuvimos. Para esto vamos a tomar el
caso en que w; = wy = w y a = 7. En el caso usual este limite corresponde-
ria al marco de referencia del centro de momento, sin embargo en el caso no
invariate de Lorentz las componentes de ¢* son distintas en cada marco de
referencia; recordemos que en este trabajo consideramos que ¢*¥ era diagonal
en el marco en el que los fotones inciden con un angulo «. Teniendo en cuen-
ta esto, podemos hacer una revision del calculo en un sentido estrictamente
matematico sin dar interpretacion fisica alguna.

El término \A|%V en el limite en que wy = wy = w es:

|AP? = ® 32m Am*(2w? — 2wE + €2) + m2E(—16w> + 28w?E — 20wE? + 563)

w — x)3z3
(4.138)

+ £(—8wP + 28whe — 32w3¢2 + 18w%E% — 6wet + £°)

Integrando sobre la variable & tenemos que
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2
w(l+4 1—% 4 20t + 4m202 — mA 4
/ |A]2d¢ = 16 _m2 w ot m2“’ m _2x+m72
w(l—y/1-17 wr wix w(r — 2w)
(4.139)
2wt + 4m2w? —m*t  mA + m2? + 4wt m* + m2w? + 4w w(l+ 1’%22)
loglé] - logl — 2]
w?(z — 2w) w3 w3 w(l—y/1-m2)

Evaluando los limites de integraciéon y simplificando la expresiéon resultante
obtenemos:

2

2mA — 6miw? — 4wt 2 4 2,2 4 4t 1— - m
N

mew w w 1+/_m72

w?

(4.140)

que corresponde a la expresion que se obtiene al tomar el limite w; = wy = w
y o = 7 en la ecuacion (4.137). Por lo que nuestro calculo es consistente al
tomar este limite.

4.4.2, Correccidén cinematica

La correccion cinematica a la seccion eficaz oy, es

64
Aok =4 / | A (p1, k1, ko)l 0 (p1 + p2 — k1 — ko) (4.141)
x 6 (p7 —m?) 6 (p5 — m?*) dp1dps

Para calcular la integral haremos uso del procedimeinto que utilizamos para
calcular la seccion eficaz en el caso invariante de Lorentz.

Para hacer dicha integracion es méas conveniente integrar sobre el espacio fa-
se de los momentos tildados {p1, p2 }. Recordemos que p* = p*+clp”. Luego,

2
L
x & (p1 —m?) & (§5 — m?) Jdp1dps

Aok :6; / )A (ﬁl,kl, 1;2)] (12— ki — k) (4.142)

Al tildar los momentos la amplitud al cuadrado es:



73

[ S 1 L. .=
|A(p1, P2, k1, k2) |31 = ~7~2[32(P1 k1) (1 - ko) + 32m*py - ky — 32m*]
4(p1 - k1)
(4.143)
- —[16m%py - ka + 16m*py - k1 — 32m*] + [k ¢ ko]

A(p1 - k1) (Pr - ko)

OO | o P G 2
-2 (p1 - k1)%(p1 - kQ)]
+16CY! [ P k12 S S R s — omt L .
(p1-k2)*  p1-ka (p1 - k2) (p1 - k2)
1
- (p1 - k2)*(p1 - /ﬁ)]

Veamos como hacer el cambio de coordenadas para la delta asociada a la
conservaciéon de momento

O(p1 +p2 — k1 — ko) = /d4:L"ei(pl"'772_’“_%2)':‘c = /d4xei(p1_p)'$ (4.144)

donde p = k1 + k2 — p1. Notamos que

/d4a:ei(p1_p)“ :/d4xei(ﬁT_ﬁ“_cuy(pl”_p”))z“ (4.145)
_ / i =0 =i (b1 —p )
= /d4xei(ﬁ‘f—ﬁﬂ)xu — Q™ (Pry —ﬁy)/d4:pei(ﬁ?_ﬁa)l’ax#

=0(p1—p) — (P — ﬁu)a(ﬁuaﬁﬂ)(s(ﬁl —p)

1

Notamos que
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0 , , 0
———(p1 — p) =3P — p) ==} — ° 4.146
a0 O gy e (O
S0 — %)
— _53 pz o pz = 1 L
PP =
donde usamos la propiedad de la delta
d o(x)
il = 4.14
() = - (4.147)

Analogamente para las otras derivadas de la delta. Asi

S(p1— p) ~ (1 — ) |1+ cO'f((gig = gg; + Z ci'/(&”__ gi”))} (4.148)

En el caso de invariancia rotacional, que es el que usaremos en este trabajo,
la matriz ¢*¥ es diagonal. Dado que dicha matriz tiene traza cero tendremos
que ¢ =3Cy ¥ = 0;;C, lo cual simplifica los calculos. Es importante
mencionar que al cambiar de marco de referencia la matriz ¢, ya no sera dia-
gonal. Por ejemplo, si se quisiera calcular la seccién en el centro de momento
habria que transformar adecuadamente dicha matriz. En otras palabras la
matriz ¢, que esta asociada al campo de fondo que introduce la violacién
de Lorentz, es diferente para cada marco de referencia.

Asi a primer orden en ¢*”

5(p1 +p2 — k1 — ko) & 6(py + P2 — k1 — ko) (4.149)

Por esta razon la correcciéon cinematica en el espacio tildado {p1, pa} corres-
ponde a la integral:

4 N2 - -
Aoy —;/\A(ﬁl,kl,@)\ma(ﬁlm—kl—kz) (4.150)
x & (57 —m?®) 8 (p5 —m?) Jdp1dpy

donde J corresponde al Jacobiano de la transformacion p — p.
Hacemos el cambio de variable ¢ = p1 — k1 y g2 = p2 — ko,

etJ =\ |2 k
AO’K :? / ’A (QL(]% klu k?) ’LI(; (Q1 + QQ) 5 <q% + 2q1 ’ kl + 20]1;11 o m2>
(4.151)
X 0 (q% +2go - ko + 2011522 - mQ) daqdgp.
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Integramos la delta 0 (¢1 + g2) sobre la variable g2,

47 SN - -
Aok = GF/‘A (q,kl,kg)‘ué <q2+2q-k1 —m2) ) (q2 —2q - ko —mQ) dq
(4.152)
donde hemos introducido la variable ¢ = g1 = —g2. Notamos que los argu-
mentos de las deltas implican que ¢> — m? = —2q - k1 — 20,?11 y ¢ —m? =

2q - ko — 201522, de donde se sigue que k= —l;:g; luego:

Aok :;]/)A@, kl,kz)‘ila(q. (h+k)+cof—cf2) (1153

xa(q2+2q.l%1+2c,’§;—m2)dq

Introducimos coordenadas de tal forma que el fotén con momento k1 incide
por el gje 2 y el fotdén con momento ks incide en el plano y — z formando un
angulo « con el eje Z. En este marco de referencia escogeremos a la matriz
¢l en su forma diagonal. Este caso corresponde a invariancia rotacional. En

estas coordenadas,

k' =wi(1+3C,0,0,1-C). (4.154)

k2 =wy(1+3C,0,(1 —C)sina, (1 - C)cosa). (4.155)

Calculamos el jacobiano, J, de la transformaciéon p — p. En esta eleccion
de coordenadas, p° = (1 +30)p® y p* = (1 — C)p’, de donde es claro que
el determinante que hay que calcular para el jacobiano, solo tiene términos
distintos de cero en la diagonal, por lo que:

1 1 1 1
S 17300 -0F ~ 0730000 " arac) =1 720) (4156)

J

También tendremos que C’,’;l =4Cw?, y C,]jj = 4Cw3. Asi,

Aok = (2#6)4(1;}30) /dq ’.A (q, ki, 12:2) ‘2“ (4.157)

x 6(q° + 2w1¢” (14 3C) — 2w1¢*(1 — C) + 8Cwi — m?)
X 5(QO(W1 4+ w)(1 4+ 3C) — ¢*(1 — C)wysina — ¢*(1 — C)(wy + wo cos @) + 4C (Wi — w%))

Integramos sobre la variable ¢!,
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_ 4(1-20) 0,23 Ak
Aok = (27e) —F dq-dg“dq ’A (q, kl,kz) ’L[ (4.158)

§(q% (w1 +w2)(1 +3C) — ¢*(1 = C)wasina — ¢3(1 — C) (w1 + wy cosa) + 4C(wi — w}))

V(@92 = (62)? — (¢%)? 4+ 2w1¢°(1 4 3C) — 2w1¢3(1 — C) + 8Cwi — m?

Recordemos que la amplitud al cuadrado depende de los productos p; - kq y
p1-ko. Resulta que podemos reescribir a la amplitud al cuadrado en términos
de una variable, lo cual nos permitird poder hacer la integral.

P1ki=q- ki + K (4.159)
= ¢"(1+3C)w1 — ¢*(1 — C)wi + 20} = wi€ + 8Cw?.

donde hemos definido la variable £ como:

E=¢°1+30) -1 -0C). (4.160)

Similarmente tenemos

Pr-ky=q-ky+ ki ks (4.161)
:—Q'/%2—0511+C,§22+/~€1-/;72
= —w) +4C (w3 — w?) + wiwa (1 — cosa + 2C(3 + cos ).

Dado que la variable ¢ involucra tnicamente a las variables ¢°, ¢, podemos
integrar sobre la variable ¢?. Al integrar la delta obtenemos la condiciéon

5 O(wr +w2)(1+3C) - ¢*(1 — C)(w1 +wacosa) + 40 (wi — w3)

7= lwa sina(1 — C)|
(4.162)
conviene introducir a la variable 7, definida como:
n=q¢"(1+3C)+¢*(1-C). (4.163)
De esta forma podemos escribir a ¢%, ¢> en términos de &, 7.
0 n+¢
=1 > 4.164
T =511 30) (4.164)
Rt S (4.165)

2(1—C)
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Dicho cambio de variable se realizé ya que la amplitud al cuadrado se puede
escribir en términos de una de ellas, y por esta razon la integral se puede
hacer. Necesitamos calcular el Jacobiano, j, de la transformacion para poder
escribir la integral en términos de las variables 7, . Notese que si hacemos
C = 0 recuperamos el caso usual.

9¢°  0q°
s 0. [Z]
3—‘ og* &?S‘
o€ on
Luego
1 1

T1130)(1-0) " 2(1+20)

1 1
20430 2(1430)
2(1-C) 2(1-0)

Reescribimos la condicién para la variable ¢ en términos de las variables
n, &, para ello notamos que

A("(143C) - ¢*(1 - 0)) + B(¢°(1 +30) + ¢*(1 — C©)) (4.166)

° (w1 +w2)(143C) — (1 — C) (w1 + wa cos )

|we sin
donde
[1 4 cosa + 22L]
A= S sna : (4.167)
[1 — cosq]
luego

5 A1 +3C) - (1 -0C))+ B(@°(1+30) +¢3(1 — C))+ 4C (w? — w3)

= (1-0) wosina(l — C)
(4.169)
Ahora podemos reescribir el denominador de la ecuacion como

(qo)2 - (q2)2 — (q3)2 + 2w1q0(1 +3C) — 2w1q3(1 -C)+ 80&)% —m?

(4.170)
=—an®* —bn+c
b? b o b?
= @4‘0—(\/5774"%) Ta
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donde
a= B*(1+2C)+2C (4.171)
2 w2
b= 2ABE(1 +2C) — £(1 — 2C) + 8BOL— %2 (4.172)
wo Sin «v
2 .2
¢ = —€2(A%(1 +20) + 2C) + 2w € + 8Cw? — m? — SACEL 2 (4.173)

wo Sin o

De esta manera tendremos que la correccién cinemética se puede escribir
como

et (1-20) 1 1
AT = S Tsinats SO 707 | SO [ b E o (Van+ 220

(4.174)

haciendo el cambio de variable ( = /an + ﬁ y definiendo (3 = % +c, se
tiene que

_ 64 (1 — 20) dC
Ao T 2F |wesina(1 — O)] 2( 1+20 / deA©)7s W
(4.175)
et (1-20)
N ﬁ]wgsina(l — )| 2(1 —i-QC \[/df-A ’LI
_oa(1—20) -
= 4F  |wgsin a\ \f dg| A1
donde
1 1 1
Vi B [1 - C<1 + Bz)] (4.176)

luego
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e (1-30) 2msina 4sin o? 9
Aox " 4F |wysinal (1 — cosa) {1 B C<1 + (1 —cos a)2)} /dﬂA(é)‘u

(4.177)

et 1 27 sin «

_ sin a2 9
" 4F |wysinal (1 — cosa) [1 a 4C<1 * MW)} /df‘A(@’Ll

La amplitud al cuadrado en funcién de £ estd dada por la expresion:

wi€ —w1€ + wiwa (1l — cos a)
1 1 1 1 2
om2[ O
+am [w1§ + —wi€& + wiwa (1l — cos a)] m [wlf + —w1€ + wiwa (1l — cos a)]
Suw? 4(w2 — w?) + 2ww 2(w3 — w?) + wiwa(3 + cos
+C’[ 1 + (w3 i) 12—2w1§(2 i) 1wa 2)
—wi€ + wiwa (1 — cos a) w1 € (—w1€ + wiwa(1 — cos )

e -

g —w1€ + wiwa(l — cos a) 9?2 8 4(wf —w?) + 2wiwa(3 + cos )
B ( )_ m (52 (—w1€ + wiwsa(1 — cos a))? )

Ewr  wi€ (—w1€+wiwe(l —cosa))? &2 (—w1€ + wrwa(l — cosa))

N m4< 16 4 2(w? — w?) + wiwa(3 + cos a) 16

2(w? — w?) + wiwa(3 + cos a)

(—wi€ + wiws(1 — cosar))3 + f(f))

+4

donde f(&) es la expresion que resulta al evaluar los términos de la ecuacion
(4.143) que dependen explicitamente de C.

Al integrar los terminos que van multiplicados por C en la amplitud al cua-
drado para la correccién cinemética obtenemos
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/2(1 cos o) (1++/s) { 8(,‘,)% i 4(&]% - (/J%) + 2wiwo
2 (1—cos a)(1—+/3) —wi€ + w1w2(1 — COS a) wr&
(4.179)

_g —w1€ + wiwa (1 — cos a) —om 8 n 4(w3 — w?) + 2wiws(3 + cos a)
'3 52 (—wi1€ + wiwa(l — cos a))?
N m4< 16 4 2(wi—wi) +wiws(3+cosa) 16
Euw wif (—wi€ + wiwe(l — cosa))? E2(—wi€ + wiwa(1 — cos av))
2(w? — w?) + wiwa (3 + cos a 2(w? — w?) + wiwa(3 + cos a
_9ue (w3 — wi) + wiwa( 2) (w3 — wi) + wiwsa( 3)+f(£)
(—w1€ + wiwa(1 — cos ) (—w1€ + wiwsa(1 — cos )
t a 4 2m?
I Csc [ ez - m (4.180)
wiws m wiwz(1l — cos a)

<16m4w2 360miwiws 4+ 16mrws + 180wiws — 1dwlws + 180wiws — wiws cos a(120m?

+ wiws(240wF — 17wiws 4 240w3)) + 2wiws (30w? — wiws + 30w3) cos 2a — wiws cos 3a>

16m*w? — 360m*wiwy — 128m3wiwy

\/1 wiwa( l Cosa)

—2csc? — log [ -
1+ \/1 wiwa( lmcos «)
+ 16m*w? + 160m2w?w3 — 18OW1WQ — 128m2wiws 4 14wiws — 180wiws

+ wiwa (—120m* + 128m?(w? — wiws + w3) + wWiws(240w? — 17w ws + 240w3)) cos a
— 2w2w3(16m? + 30w? — wiws + 30w3) cos 2a + wiws cos 3a>
Asi la correccién cinemética a la secciéon eficaz es la suma de la parte inva-

riante de Lorentz més las correcciones a primer orden en el pardmetro de la
violacién de Lorentz:

8met sin o?
Aok = 1-4C| 1+ —— 4.181
oK wiwa (1 — cos a)? [ < + (1 — cos a)Q)] . ( )

wiwz

{[ " (—2m? — w1 — cosa)) VI~ s

——5(— wiwa (2m? + wiws) + wiw? cos a + m* esc?

2
)

e =] }
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4
Lo 2me {4w1w2 T

dwiwi(l —cosa)? | m?

16m4w% — 360mrwiwy + 16m4w% + 180w‘11w§ — 14w:1)’w§ + 180w%w§ — W1Wwa COS (120m4

+ wiwa (240w? — 17Twiws + 240w§)> + 2wiw3 (30w — wiws + 30w3) cos 2a — w

/1=
— 2csc? %log Wlis [16m4w% — 360m4w1w2 — 128m2w%w2
— s

+ 16m*w? 4+ 160m2w?w3 — 180wiws — 128m2wiws + 14wiws — 180w?w;

3 3
1W2

Ccos 3a]

+ wiws cosa( — 120m* 4+ 128m?(w} — wiws + W) + wiwe(240wF — 17wiws + 240@)%))

— 2w2W3(16m? + 30w? — wiws + 30w3) cos 2ar + wiws cos 304] }

Para comprobar que es correcto el resultado que obtuvimos, haremos un
chequeo al igual que en el caso de la correcciéon dindmica. Consideramos
el caso w; = w2 = w y a = 7. Recordemos que en este caso el término
|A| L1 se expreso en términos de momentos tildados y eso generé correcciones
explicitas en la violacién de Lorentz (ecuacion (4.143)). Al expresar a dicho
término como funcién de la variable £ obtuvimos la parte usual invariante de
Lorentz més correcciones a primer orden. A estas correcciones las separamos
en dos partes, ecuacion (4.178).

Al tomar el limite w; = wy = w y a = 7 para las correcciones de la ecuacion
(4.178) que denotamos con f(£) obtenemos

~167C
Ww_g)g ( — 8w?(w — €)%(2w — )& + 2m* (8w? — 10wE + 5¢%) (4.182)

+mPE(—16w” 4 28w?¢ — 20wE® + 553))

Al integrar, evaluar en los limites de integracion w(1 £ /1 — Zb—j) y simpli-
ficando, obtenemos

2
32 2 16 1—y/1-35
wC 1- m—(—m4+4w4)+—(m4—|—m2w2+4w4) log ——*
m2wt w2 w6 m?2
1+ -7
(4.183)
Para las otras correcciones a primer orden de la ecuacion (4.178), al tomar
el limite wy = w9y = w y @ = w obtenemos
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8C

(2w —0)e <2m4(8w2 — 8wE + 36%) + m*E(—16w° 4 24w>E — 14we® + 3¢°)

(4.184)
+ 2w (—8w® + 18w¢ — 13w¢® + 3¢°)

Al integrar, evaluar en los limites de integracion w(l £ 4/1 — ’:‘—22) y simpli-
ficando,

2 1—4/1-— m2
wC [6 1-— m—z(m4 —2uwt) — %(m4 +2w?) log w2] (4.185)
w w

2, 4 >
mw 1+/_%

Sumando las expresiones que obtuvimos en las ecuaciones (4.183) y (4.185)
obtenemos

) m2 1 1—4/1—
Cm [24 1-— —2(—13m4+58w4)+—6(13m4+16m2w2+58w4) log ————
mAw w w

144,/1-m

(4.186)
Esta expresion es la misma que se obtiene para las correcciones a primer
orden al tomar el limite w; = wy =w y a = 7 en la ecuacion (4.181).

4.4.3. Seccioén eficaz total
La seccion eficaz total estd dada por la suma de las correcciones dindmica y
cinemaética:

or = Aop + Aok (4.187)
Asi

or = e’ { [1 - 40(1 + (Slwﬂ x (4.188)

~ wiws(1 — cos a)? 1 —cosa)?
1
wiwz2

(—2m? — wiws(1 — cosa))V1 — s

(—wiws (2m? + wiws) + wiw} cos a + m* csc? %) log

1—-v1—s
w%w% 1++v1—s
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+C

2met { B 4w1;uz Jiss

wiwi(1 — cosa)3 m

X [ — 8mt(w? + wd) + 312mrwiws + 16m? (Wiws 4+ wiws) — 10mAwiws + 14wiws
— 174(wiwy + wiwd) + wiws cos a <1O4m4 — 8m?(2w] — wiws + 2w3) + wiwa(232w7

— 1Twiws + 232w%)> + 2w?w3 cos 2a(m? — 29wT 4 wiwg — 29w3) + wWiws cos 304]

1—+1-—s

o
+4csc? —log —~——~
2 g1+ 1-—s

[ —4m*(w] + w3) + 156mwiws

+ 56m> (wiws + wiws) — 65m2wiws + 81(wiws 4 wiws) — 4wiws cos a( —13m?

+ 27wiwa (w? + w3) + m?(14w? — 13wiws + 14w§)> + w?w? cos 2a(13m? + 27(w? + w%))] }

El primer parrafo de la expresion para op corresponde al caso invariante de
Lorentz més un reescalamiento por C. Los siguientes dos parrafos son resul-
tado de sumar y simplificar las correcciones dindmica y cinemaética.

Notamos que la correccion a la seccién eficaz es parecida en la parte funcional
a la seccion eficaz del caso invariante de Lorentz, en el sentido de que aparecen
los términos
1—s y log ;\/‘/g

multiplicados por una funcién racional f(wi,ws). Ademas la correccion es
simétrica ante el intercambio wy <> ws, al igual que en el caso invariante de
Lorentz. La diferencial crucial radica en que en el caso usual las frecuencias
aparecen elevadas a la misma potencia en cada término mientras que en el ca-
so de la violacion de Lorentz hay términos en los que las frecuencias aparecen
elevadas a potencias distintas. Podriamos decir que esta es una indicacién
de la presencia de una violacién a la invariancia de Lorentz, pues son estos
términos los que dominan el comportamiento de la correcciéon a la seccion
eficaz. Resulta que mientras més difieran entre si w; y ws la correcciéon se
hace mas grande.

Para ver el comportamiento de la seccién eficaz total en el caso no invariante
de Lorentz, vamos a mostrar algunas graficas.

En la figura 4.1 se muestra la seccién eficaz total en el caso no invariante de
Lorentz para un fotén con energia 102V, y angulos de incidencia entre los
fotones de @ = § (Rojo), y de @ = § (Naranja). En este caso la correccion
a la seccion eficaz Ao es del orden de 10~ *mb ( ver figura 4.2), 6 ordenes
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Figura 4.1: Seccion eficaz para el proceso de Breit-Wheeler en el caso no
invariante de Lorentz. wy = 10%¢V; a = Z(Rojo),a = (Naranja), C' =
10—22

de magnitud por debajo de la seccién eficaz en el caso invariante de Lorentz
(ver figura 3.2). En la figura 4.3 se muestra el cociente entre la correccion a
primer orden en la violacién de Lorentz y la seccién eficaz total para este caso:
wy = 10%eV, @ = 7 (Azul), @ = £ (Naranja), o« = T (Verde), y C = 10722,
Vemos que dicho cociente es mucho menor que 1 para valores de la energia
menores a 1000 TeV, por lo que la aproximaciéon que hicimos es vilida dentro
de dicho rango de energias.

En la figura 4.4 se muestra la secciéon eficaz total en el caso no invariante de
Lorentz para un fotén con energia 10~2eV (fondo extragalactico), y angulos
de incidencia entre los fotones de o = 5 (Rojo), y de o = 7§ (Naranja).
Notamos que para energias en el rango de 10°MeV y 101°MeV, la seccion efi-
caz total tiene un comportamiento similar al caso invariante de Lorentz(ver
figura 3.2). Para este rango de energias la correccion a la seccion eficaz es del
orden de 1071%mb (ver figura 4.5), dos ordenes de magnitud mas chica que la
seccion eficaz del caso invariante de Lorentz. Notamos que el efecto de hacer
mas pequeno el dngulo, de « = § a a = 7, es elevar el umbral para el cual se
producen pares electron-positron. Ademas, notamos que la correccion crece
més répido como funcién de la energia(wi) para el angulo o = 7 que para el
dngulo o = 7. Para energfas arriba de 10'°MeV la correccién se vuelve del
orden de la seccion eficaz en el caso invariante. Esto lo podemos comprobar
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Figura 4.2: Grafica de las correcciones a primer orden en el parametro de
violacion de Lorentz. wy = 10%¢V,v = 7 (Azul), @ = § (Naranja),a =

(Verde), C = 10722
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Figura 4.3: Grafica de la razoén entre la correcciones a primer orden en el
parametro de violacién de Lorentz y la seccidén eficaz con invariancia de
Lorentz. wy = 10%eV,oc = 7 (Azul), a = § (Naranja),a = § (Verde), C' =
10—22
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Figura 4.4: Seccién eficaz para el proceso de Breit-Wheeler en el caso no
invariante de Lorentz. wy = 107 %eV; a = 5(Rojo),a = F(Naranja), C =
10722

en la figura 4.6 que muestra el cociente entre la secciéon eficaz con violacion
de Lorentz y la seccién eficaz invariante de Lorentz para este caso. En esta
figura también se observa que dicho cociente crece més rapido, como funcién
de la energia(wi), al disminuir el dngulo: o = 7 (Azul) , o« = § (Naranja)
dngulo a = 7 (Verde). Observamos también en este caso que dicho cociente
es mucho menor que 1 para valores de la energia menores a 1000 TeV, por lo
que la aproximaciéon que hicimos es valida dentro de dicho rango de energias.

En las figuras 4.7 y 4.8 se muestra la seccién eficaz total en el caso no in-
variante de Lorentz para un fotén con energia 10~%eV (radiacién de fondo
CMB), y angulos de incidencia entre los fotones de @ = 5, y o = 7§ respec-
tivamente. Observamos que en ambos casos las correcciones a primer orden
en la violacién de Lorentz se vuelven del mismo orden que la seccion eficaz
en el caso invariante de Lorentz. Observamos que los efectos de la violacion
de Lorentz en este caso se presentan para energias del orden de 10000 TeV.
En la actualidad no se conoce ninguna fuente de rayos gamma que genere
fotones de tan alta energia, por lo que dichos efectos no podrian ser compro-

bados experimentalmente.

Es interesante notar que la presencia de los términos wPw? (p # ¢ enteros)
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Figura 4.5: Grafica de las correcciones a primer orden en el parametro de
violacién de Lorentz. wp = 107%eV,a = m(Azul), a = 5(Naranja),a =
Z(Verde), C = 10"%
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Figura 4.6: Grafica de la razoén entre la correcciones a primer orden en el
pardametro de violaciéon de Lorentz y la seccién eficaz con invariancia de
Lorentz.wy, = 107%eV,o = 7 (Azul), a = 5 (Naranja),a = T (Verde),
C=10"%
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Figura 4.7: Seccién eficaz para el proceso de Breit-Wheeler en el caso no
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Figura 4.8: Seccion eficaz para el proceso de Breit-Wheeler en el caso no
invariante de Lorentz. ws = 107%eV a = 0= 1022
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Figura 4.9: Gréfica de las correcciones a primer orden en el pardmetro de vio-
lacion de Lorentz. wy = 10%eV v = m(Azul), @ = % (Naranja),ae = % (Verde),
C=10"%

es responsable de que el efecto de la violacion de Lorentz sea tan grande
cuando w; es un foton de alta energia (rayo gamma), y wy es un fotéon de
baja energia (microondas o infrarojo). Si hacemos que la diferencia en energia
de ambas frecuencias sea menor, el efecto de la violaciéon de Lorentz sea va
haciendo mas pequeno. Por ejemplo, en la figura 4.9 muestra la grafica de las
correcciones a primer orden en el parametro de violaciéon de Lorentz, para
wy = 10%¢V y angulos de incidencia: @ = m(Azul), @ = 5 (Naranja),a =
7 (Verde). En este caso las correcciones son del orden de 1072, que son 12
ordenes de magnitud por debajo del caso invariante de Lorentz.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se calcul6 la seccion eficaz total para el proceso de Breit-Wheeler utilizando
un modelo de QED que viola explicitamente la invariancia de Lorentz, dicho
modelo fue desarrollado por Kostelecky et al. y se conoce comunmente con
el nombre de modelo estandar extendido (SME por sus siglas en inglés). El
célculo se hizo a primer orden en el parametro de violacién de Lorentz(c*),
el cual en general corresponde a una matriz real de 4 x 4 con traza cero;
dicho pardmetro, es a lo mas del orden de 3~

Para poder llevar a cabo dicho célculo utilizamos como referencia el calculo
para el mismo proceso en el modelo invariante de Lorentz. Usualmente, el
calculo en el caso invariante de Lorentz se hace en el marco de referencia del
centro de momento y mediante una transformacion de Lorentz se obtiene el
resultado deseado en otro marco de referencia. Sin embargo, en el caso de
una violaciéon de Lorentz, el pardmetro asociado a la violacién de Lorentz
es distinto en cada marco de referencia, es decir, dos observadores en dos
marcos de referencia distintos experimentarian de manera diferente la vio-
lacion a la invariancia de Lorentz. Por esta razén, el cédlculo de la seccion
eficaz se realiz6 en una marco de referencia que fuese lo mas general posible.
Para dicho marco de referencia, los fotones inciden formando un angulo «
con momentos ki y ko respectivamente. Para facilitar el célculo, se escogi6
que el parametro de la violaciéon de Lorentz fuese diagonal en el marco de
referencia en cuestion.

Para obtener la amplitud al cuadrado que corresponde al proceso de Breit-
Wheeler en el modelo estandar extendido usamos el desarrollo perturbativo
de Dyson a segundo orden tomando como referencia el caso invariante de
Lorentz, tomando en cuenta las respectivas normalizaciones y relaciones ca-
noénicas de conmutacion de los campos. Utilizamos el propagador que corres-
ponde al inverso de la ecuacion de Dirac modificada para el modelo estandar
extendido.

Una vez que se calcul6 la amplitud al cuadrado a primer orden en la violacién
de Lorentz, procedimos a calcular las respectivas trazas y obtuvimos una ex-
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presion en funcién de los momentos del positrén, el electrén y los momentos
de los fotones incidentes, que contiene las correcciones a primer orden en
la violacién de Lorentz ademés de la parte invariante de Lorentz. Hay que
senalar que en este punto del calculo atin no se escoge un marco de referen-
cia. Dicho esto, para poder comparar con un resultado previo calculado por
Kostelecky y Colladay, se obtuvo la expresion de la amplitud al cuadrado a
primer orden en la violacién de Lorentz en el marco de referencia del centro
de momento. Encontramos que nuestro célculo para la amplitud al cuadrado
era consistente con el resultado encontrado por Kostelecky y Colladay salvo
un reescalamiento de la parte invariante de Lorentz. Cabe mencionar que
las correcciones explicitas en el pardmetro de violaciéon de Lorentz son las
dominates y los reescalamientos no contienen dindmica alguna.

Para calcular la seccién eficaz se escogi6 el marco de referencia ya mencio-
nado en el que los fotones inciden con un dngulo «, tomando en cuenta la
eleccion particular en que el pardmetro de violacion de Lorentz es diagonal.
La motivacion fisica detras de dicha eleccion fue la siguiente: nos interesa
conocer cudl es la probabilidad de que un fotéon de alta energia(rayo gam-
ma) interactue con un foton de baja energia( e.g. fotéon de la radiacion de
fondo) en el modelo de QED del modelo estdndar extendido, con la idea de
encontrar rastros de una posible violacién de Lorentz en el espectro de rayos
gamma para energia muy altas (mayores a 100 TeV).

El célculo de la seccién eficaz se dividié en dos partes: una correccién di-
namica que contenia todas las correcciones explicitas a primer orden en la
violaciéon de Lorentz, y una correccién cinematica que consideraba el efecto
la relaciéon de dispersion modificada sobre la amplitud al cuadrado del caso
invariante de Lorentz.

Una vez obtenidas dichas correcciones, se sumaron para obtener la seccién
eficaz total. Encontramos que las correcciones a la seccién eficaz para el pro-
ceso de Breit-Wheeler en el SME son muy similares al caso invariante en la

forma funcional, ya que aparecen los términos /1 — s y log ;7\/7 V}:Z multipli-

cados por una funcion racional f(wi,ws). Ademas, la correccion es simétrica
ante el intercambio w; <> wy al igual que en el caso invariante de Lorentz.
La diferencial crucial radica en que en el caso usual las frecuencias apare-
cen elevadas a la misma potencia en cada término (wPw? con p = ¢ enteros),
mientras que en el caso de la violacién de Lorentz hay términos en los que las
frecuencias aparecen elevadas a potencias distintas (wPw? con p # ¢ enteros).
Se piensa que esta asimetria en las frecuencias es la senal de una violacion
de Lorentz. Seria interesante calcular la secciéon eficaz para otros procesos de
QED usando el SME, y comprobar si aparecen dichos términos.

Se grafico la seccion eficaz total para un fotén con energia 1026V, y angulos
de incidencia entre los fotones de a = 7, y de a = 7. En este caso la correc-
cion a la seccion eficaz Ao es del orden de 10~1*mb, 6 ordenes de magnitud
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por debajo de la seccién eficaz en el caso invariante de Lorentz. El efecto de
hacer mas pequeno el éngulo, de o = § a a = 7 es elevar el umbral para el
cual se producen pares electron-positron, al igual que en el caso inavriante

de Lorentz.

Posteriormente, se graficé la secciéon eficaz total para un fotén del fondo
extragalactico (1072 €V), con un 4ngulos de incidencia a = S ya=17%
respectivamente. Encontramos que las correcciones a primer orden en la vio-
lacién de Lorentz eran validas para un rango de energias entre 10°MeV y
10'MeV. En este rango de energias, la correccion es del orden de 10710, dos
ordenes de magnitud por debajo del caso invariante de Lorentz. Para ener-
gias mayores, la correccion se vuelve del orden de la seccién eficaz del caso
invariante de Lorentz y la aproximacién ya no es valida. Observamos también
que el efecto de hacer mas pequeno el angulo, de a = § a o = 7, es elevar el
umbral para el cual se producen pares electron-positron. Ademés, notamos
que la correccion Ao crece mas rapido como funcion de la energia(w;) para
el angulo o = % que para el 4ngulo o = 3.
Para estos casos se grafico el cociente entre las correcciones a primer orden en
la violacion de Lorentz y la seccion eficaz invariante de Lorentz. Observamos
que en ambos casos el cociente es mucho menor que 1 para energias meno-
res a 1000 TeV, por lo que la aproximacién es buena en este rango de energias.

También se grafico la seccién eficaz total para un fotén del fondo de radiacion
CMB (10~*eV), con angulos de incidencia o = 5,y a = 7 respectivamente.
En este caso, la correccion resuta ser del orden de la seccién eficaz del caso
invariante de Lorentz en el rango de energias entre 10°MeV y 10'°MeV, y
también para energias mayores. En este caso la aproximaciéon no es buena.
Sin embargo, los efectos de la violacion de Lorentz en este caso se presentan
para energias arriba del orden de 10000 TeV. En la actualidad no se conoce
ninguna fuente de rayos gamma que genere fotones de tan alta energia, por
lo que dichos efectos no podrian ser comprobados experimentalmente, y po-
drian no existir en la naturaleza.

Se observo que los términos wPw? (p # ¢ enteros) son responsables de que el
efecto de la violacién de Lorentz sea tan grande cuando wi es un fotéon de
alta energia (rayo gamma), y we es un foton de baja energia (microondas o
infrarojo. Si hacemos que la diferencia en energia de ambas frecuencias sea
menor, el efecto de la violacién de Lorentz sea va haciendo mas pequeno.
Para comprobar esto se grafico la seccion eficaz para un fotén con frecuencia
wy = 10%eV, y angulos de incidencia: o = 7, o = 5,0 = 7. En este caso
las correcciones a primer orden en la violaciéon de Lorentz son del orden de
10729, que corresponde a 12 ordenes de magnitud por debajo del caso inva-

riante de Lorentz.
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