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Introduccion

En este trabajo estudiamos las condiciones bajo las cuales ciertas clases
de modulos tienen la propiedad de ser monocorrectos o epicorrectos. Diremos
que, dado un anillo R, una clase C de R-mddulos es monocorrecta si para
cualesquiera M, N € C la existencia de monomorfismos M — Ny N —
M implica que M = N. Asimismo, diremos que la clase C de R-moddulos
es epicorrecta si para cualesquiera A, B € C la existencia de epimorfismos
A— By B — Aimplica que A = B.

Esta tesis estd basada en el articulo Correct classes of Modules del ma-
tematico Robert Wisbauer, cuyos resultados son una extension a modulos de
aquellos de Rososhek para anillos.

En la medida de lo posible, intentamos que este trabajo sea autocontenido
por lo que todos los resultados importantes demostrados aqui son precedidos
por aquellos resultados esenciales para la comprensién de éstos ultimos. Asi-
mismo, definimos todos aquellos conceptos que consideramos particulares de
esta area, y algunos otros a manera de recordatorio por lo que, en general, el
lector no tendra que referirse a algin otro texto para la comprension de los
mismos.



Capitulo 1

Modulos correctos en R-Mod.

1.1. Preliminares.

Teorema 1 Sean M un R-mddulo y f € Endr(M).

1. St M es artiniano o M es finitamente generado con condicion de cade-
na descendente en submddulos ciclicos, entonces existe n € N tal que
Im "+ Nuc f* = M. St f es monomorfismo, entonces f es isomor-
fismo.

2. Si M es neteriano, entonces existe n € N tal que Im f*N Nuc f* =0
Si f es epimorfismo, entonces f es isomorfismo.

3. 5t M es artiniano y neteriano, entonces existe n € N tal que
M =1Im f*@® Nuc f* y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es monomorfismo.

b) f es epimorfismo.

c) [ es isomorfismo.
Demostracion:

(1) Si M es artiniano, la cadena descendente I'm f D Im f*> D --- se
estaciona después de un numero finito de pasos y podemos encontrar una
n € Ncon Im f* = Im f?". Para x € M, se tiene que f"(x) € Im f?",
es decir, f"(z) = f*(y), para algunay € M y z = f"(y) + (z — f"(y)) €
Im f* + Nuc f*. Si Nuc f* = 0, claramente ", y por lo tanto f, es un
epimorfismo.
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Si M es finitamente generado con condicién de cadena descendente en
submoédulos ciclicos, entonces M también tiene condicién de cadena des-
cendente en submdédulos finitamente generados (Wisbauer, 31.8). Luego, la
cadena descendente M D f(M) D f*(M) D --- se estaciona después de un
nimero finito de pasos y el argumento es como el anterior.

(2) La cadena Nuc f C Nuc f? C --- se estaciona después de un niimero
finito de pasos, es decir, Nuc f* = Nuc f?*, para alguna n € N. Para
x € Im f* N Nuc f" existe y € M tal que f"(y) = x. Como 0 = f"(x) =
f?"(y) se tiene que x = f"(y) = 0. Si f es epimorfismo, entonces M =
f(M) = f"(M) y entonces Nuc f = 0.

(3) Es consecuencia inmediata de (1) y (2). m

1.2. Modulos monocorrectos.

Definicién 1.2.1 Sean M y N dos R-mddulos. Diremos que M y N son
monoequivalentes si existen monomorfismos M — N y N — M. Cuando
M y N sean monoequivalentes, lo denotaremos como M =™ N.

Definicién 1.2.2 Sea M un R-mddulo. Diremos que M es monocorrecto
st para cualquier R-modulo N, M =™ N implica M = N.

Teorema 2 Sea M un R-mdodulo. Si M es artiniano, entonces M es mono-
correcto.

Demostracion:

Sean f : M — N y g : N — M monomorfismos. Entonces, g o f es
un endomorfismo inyectivo de M. Como M es artiniano, por el teorema 1 se
tiene que g o f es un automorfismo de M. Luego, g es suprayectivo. Por lo
tanto, M = N.u

Definicién 1.2.3 Decimos que un R-modulo M es uniserial si el conjunto
de sus submaodulos estd linealmente ordenado por la inclusion.

Definicién 1.2.4 Decimos que un R-maodulo M es hueco si cada submddulo
propio es superfluo en M.

Teorema 3 Sea M un R-modulo. Si los endomorfismos inyectivos de M son
epimorfismos, entonces M es monocorrecto.
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Demostracion:

Sean f y g como en el Teorema 2 y g M # 0. Nétese que N # 0. Entonces,
por hipétesis g o f es un isomorfismo de donde f es un isomorfismo. Por lo
tanto, M = N.n
1.3. Mobdulos epicorrectos.

Definicién 1.3.1 Sean My N dos R-mddulos. Diremos que M y N son
epiequivalentes si existen epimorfismos M — N y N — M. Cuando M y
N sean epiequivalentes, denotaremos esto como M =¢ N.

Definiciéon 1.3.2 Sea M un R-mddulo. Diremos que M es epicorrecto si
para cualquier R-modulo N, M =°¢ N implica M = N.

Teorema 4 Si un R-modulo M es neteriano, entonces es epicorrecto.

Demostracion:

Se demuestra dualmente al Teorema 2, pues los endomorfismos suprayec-
tivos de médulos neterianos son automorfismos, por el Teorema 1.g

Teorema 5 Si los endomorfismos suprayectivos de un R-mddulo M son mo-
nomorfismos, entonces M es epicorrecto.

Demostracion:

Se demuestra dualmente al teorema 3.g

1.4. Mobdulos monocorrectos y epicorrectos.

Teorema 6 St un R-modulo M es neteriano y autoinyectivo, entonces M
es momnocorrecto y epicorrecto.

Demostracion:

Sea M neteriano y autoinyectivo. M neteriano =- M epicorrecto, como
se vio en el Teorema 4. Sea f € Endg(M) inyectivo. Entonces, f(M) = M
es
M-inyectivo, pues M es autoinyectivo, por lo que existe C < M tal que

M= f(M)& C. Ahora, f(M) =M = f(M)]IM = C=0 = M=
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f(M) = f es suprayectivo . Por lo tanto, todo endomorfismo inyectivo de
M es un automorfismo. Por lo tanto, M es monocorrecto (mismo argumento
que en el teorema 2). g

Teorema 7 St un R-modulo M es artiniano y autoproyectivo, entonces M
es monocorrecto y epicorrecto.

Demostracion:

Sea M artiniano y autoproyectivo. M artiniano = M monocorrecto ,
como se vio en el Teorema 2. Como M es autoproyectivo, si g € Endgr(M)
suprayectivo, entonces existe h : M — M isomorfismo tal que (id o h) = g.
Como id y h son isomorfismos, se tiene que g es un isomorfismo. Por lo tanto,
cada endomorfismo suprayectivo de M es un automorfismo. Por lo tanto, se
tiene que M es epicorrecto (mismo argumento que en el teorema 4). g

Teorema 8 Si un R-modulo M tiene longitud finita, entonces M es mono-
correcto y epicorrecto.

Demostracion:

M de longitud finita = M artiniano y neteriano =- M monocorrecto
y epicorrecto (teoremas 2y 4). m

Hacemos la observacién de que un R-moédulo M semisimple también es
monocorrecto y epicorrecto, pero esta afirmacién serd consecuencia directa
de teoremas posteriores por lo que preferimos posponer esta demostracion.



Capitulo 2

Clases correctas de modulos en
R-Mod.

Definicién 2.0.1 Diremos que una clase C de R-modulos es monocorrecta
si para cualesquiera M, N € C, M =™ N implica M = N.

Definicion 2.0.2 Diremos que una clase C de R-mddulos es epicorrecta

si para cualesquiera M, N € C, M =° N implica M = N.

2.1. Clases monocorrectas de modulos.

2.1.1. La clase de los mdédulos artinianos.

Que esta clase de modulos es monocorrecta es claro, del teorema 2.

2.1.2. La clase de los médulos continuos.

Lema 1 Un mddulo N es A-inyectivo si y sélo si Y(A) < N, para todo
€ Hom(E(A), E(N)).

Demostracion:

Como E(N) es inyectivo, basta considerar ) € Hom(A, E(N)).

=| Sea X = {a € A|9Y(a) € N}. Como N es A-inyectivo, ¢ |x se puede
extender a v : A — N. Afrimamos que N N (v —¢)(A) = 0. Sean n € N
y a € A tales que n = (v —v)(a). Entonces, 1(a) = (v(a) —n) € N lo que
implica que a € X. Entonces, n = v(a) — ¥(a) = ¢¥(a) — ¥(a) = 0. Asi,
NN (v —1¢)(A) =0, luego (v — )(A) = 0 pues N < E(N). Por lo tanto,

7
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W(A) = v(A) < N.

«<| Sean X < Ay ¢: X — N un morfismo. Como E(N) es inyectivo, ¢
se puede extender a 1) : A — E(N). Por hipétesis, 1)(A) < N por lo que
¥ : A — N extiende a ¢. Por lo tanto, NV es A-inyectivo. g

Corolario 1 Un mddulo Q es autoinyectivo si y sdlo si f(Q) < Q para cada

f € End(E(Q))

~Y

Corolario 2 Sean A y B inyectivos relativos. Si E(A) = E(B), entonces
A = B. De hecho, cualquier isomorfismo E(A) — E(B) se restringe a un
isomorfismo A — B. Ademds, A y B son autoinyectivos.

Demostracion:

Sea g : E(A) E(B) un isomorfismo. Como B es A-inyectivo, se
tiene que g(A) < B. Analogamente, g~'(B) < A. Asi, B = (g¢7')(B) =
g(g71(B)) < g(A) < B. Luego, g(A) = By por lo tanto g |4: A — B es un
isomorfismo.

Como A es B-inyectivo y B = A, A es autoinyectivo. g

Definiciéon 2.1.1 Decimos que un mddulo M tiene la propiedad de in-
tercambio (finito) si para cualquier conjunto de indices (finito) I, siempre
que
M&N = @ A;
el

para modulos N y A;, entonces

MaoN=Ma (@ B)

i€l
con B; < A;.

Es fécil ver que la propiedad de intercambio (finito) es heredada a su-
mandos y sumas directas finitas.

Dado que recurrentemente seran utilizadas, es conveniente recordar las
propiedades de cerradura de la clase de inyectividad de un moédulo.

Teorema 9 Sean M un R-mddulo y {Uy}ren una familia de R-mddulos.
Entonces, el producto [ ., Ux es M-inyectivo si y solo si cada Uy es
M -inyectivo.
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Demostracion:

«<| Sea 0 —— K ~ L. M una sucesién exacta. Si todos los U, son
M-inyectivos, entonces, para cada pu € A, un diagrama

f

0 K M
|
H)\EA Uy —— Uy

puede ser extendido conmutativamente por h, : M — U,. Asi, por la
propiedad universal del producto, obtenemos un h: M — [[,., Uy con
m,h=h,y m,hf = h,f = 7,9, lo que implica que hf = g.

=] Si [[,ep Ux es M-inyectivo, entonces un diagrama

f

0 K M
v
Uu — H/\eA Ua

puede ser extendido conmutativamente por 6 : M — [[,c, Uy euy =0 f
implica que v = 1,6,y = 7,0 f .m

Teorema 10 Sea U un R-mddulo. Entonces:

1. Si 0 M’ ! M —2s M 0 es una sucesion exacta de

R-médulos y U es M-inyectivo, entonces U es también M'-inyectivo y
M" -inyectivo.

2. Si U es My-inyectivo para una familia { My} en de R-mddulos, enton-
ces U es también @, .y Mx-inyectivo.

Demostracion:

(1) Sea U M-inyectivo y veamos que U también es M’-inyectivo. Cada
diagrama con renglén exacto
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puede extenderse conmutativamente por algin homomorfismo M — U.

Veamos ahora que U es también M"-inyectivo. Si 0 —= L —L~ M" es
exacta, haciendo un pullback obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

1) 1)

0—>M ——~P L——0
Lo

0—s M —> M —= M"——0

Como U es M-inyectivo, Hom(_, U) nos da el siguiente diagrama conmutativo

0——=Hom(M",U)—— Hom(M,U) — Hom(M',U) —=0

|

0—— Hom(L,U) —— Hom(P,U) —— Hom(M'",U)
0

Por (Wisbauer, 7.15) tenemos que Hom(h,U) es epimorfismo, es decir, U es
M"-inyectivo.

Hom(h,U)l

(2) Sean U Mj-inyectivo, para todo A € A, M = @, ., My y K C M.
Para un morfismo g : K — U, consideremos el conjunto

S={h:L—U|KCLCMyh|x=yg}
Este conjunto esta ordenado por
[h12L1—>U]< [thLQ—)U]@L1CL2yh2|L1 = hy.

Claramente, & es inductivo y entonces, por el lema de Zorn, tiene un elemento
maximo hg : Ly — U. Para probar que M = Lj es suficiente probar que
M, C Ly para todo A € A. Cada diagrama

O—>L0ﬂM/\—>M)\

|

h
Ly 2

U

puede, por hipdtesis, extenderse conmutativamente por algin morifsmo h, :
M, — U. La asignacién

h* - (LO + MA) — U, [ +my — ho(l) + h,\(m,\),
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es independiente de la presentacion [ 4+ my pues, para [ +my = 0, se tiene
[ =—my € Lo M, y por lo tanto h*(I + my) = ho(l) — hy(l) = 0.

Por lo tanto, h* : (Ly + M,) — U es un morfismo que pertenece a 'y
obviamente es mayor que hg : Ly — U.

Puesto que hg es maximo, los morfismos h* y hy deben de ser iguales vy,
en particular, Lo + My = Lgy M) C Lg para todo A € A.g

Teorema 11 Cada maodulo autoinyectivo M tiene la propiedad del intercam-
bio.

Demostracion:

Sea
A=MaoN=@A.
iel
ysean X; = AANNy X =
B < A maximo respecto a

se1 Xi- Por el lema de Zorn, podemos encontrar

1. B= GaieIBi’ con Xz S Bz S Az
2. MNB=0.

Afirmamos que A = M & B. Para demostrarlo, basta probar que M < A
y que M es sumando directo de A (donde Y denota la imagen de Y < A
bajo el homomorfismo natural A — A/B).

Comenzaremos mostrando que Mﬂfj < A_j paratodo j € I. Sea D < A;
arbitrario tal que B; < D. Entonces, B < D+B = D& (D, ; B;). B méximo
implica M N (D + B) # 0. Como M N B = 0, entonces M N (D + B) £ B por
loque (MNA;)ND=MnND # 0y se tiene que M N A; < A; para todo
j € I. Por lo tanto, @jeI(MﬂA_j) g @jelzj = A. Por lo tanto, M <1 A,

Si M es autoinyectivo, sea m : M & N — M la proyeccion de A en
M. La restriccién de m a A; tiene como nicleo a X;, por lo que A;/X; es
isomorfo a algin submédulo de M. Como M es autoinyectivo, entonces es
A;/ X;-inyectivo. Como A/X = € A;/X; se tiene que M es A/X-inyectivo
y, por lo tanto, A/B-inyectivo. Como M = M, M es A-inyectivo y, por lo
tanto, M es sumando directo de A.g

Definicion 2.1.2 Decimos que un modulo M tiene la propiedad de la
cancelacion si siempre que M & X 2 M @Y, entonces X =Y.

Definicion 2.1.3 Decimos que un mddulo M tiene la propiedad de la
cancelacion interna si siempre que M = A ® By = Ao® By con A1 = A,
entonces By = Bs.
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Proposicién 2.1.1 Sea M un mddulo con la propiedad del intercambio fi-
nito. Entonces, M tiene la propiedad de cancelacion si y solo si M tiene la
propiedad de la cancelacion interna.

Demostracion:

=|Sea M = A, & By = Ay & By, con A; = A,. Entonces,
M&B =A®&B,®B,=A, & By® B =M & B, lo que implica que
B, & B,.

<|Sea M & X =Na&Y, con M= N. La propiedad finita del intercambio
de M implica que M X =M d N, DYy, con Ny < Ny Y, <Y. Entonces,
X = Ny @Y y entonces Ny es un sumando directo de N y Y] es un
sumando directo de Y. Sean N = N1 & Ny y Y =Y Y5, Asi,
MENBY1=MdX=NBY =N, &N, ®Y; ®Y, lo que implica que
M= Ny @Yy porloque No®Yo =2 M =N = Ny Ny. Como M tiene la
propiedad de la cancelacién interna, N7 = Y5 y, por lo tanto,
XENe1=EY,eY1 =Y.

Definiciéon 2.1.4 Un mddulo D es llamado directamente finito si D no
es isomorfo a un sumando propio de si mismo.

Es claro que un sumando de un médulo directamente finito es también
directamente finito. Veamoslo:

Sea D = M & N, con D directamente finito y M = M; & M, tal que
M = M, y My # 0. Entonces, D = M & N = (M; & My) & N =
(M& M) N =(M@&N)® My, =D B My, es decir, D = D @ M, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, M y N son directamente finitos.

Lema 2 Si un mddulo M no es directamente finito, entonces XM se su-
merge en M, para algin modulo X no cero.

Demostracion:

Que M no es directamente finito implica que M = A& X, con A = M
y X # 0. Sea f : M — A un isomorfismo y consideremos el conjunto
{X, f(X), fA(X),..., fM(X),...}. Luego, @,cy [ (X) = X se sumerge en
A= M.g

Proposicién 2.1.2 Un modulo inyectivo M no es directamente finito si y
solo si XN se sumerge en M, para algin mddulo X no cero.
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Demostracion:
= | Es el lema anterior.

< | Supongamos que @;°; X; = K < M, con X; = X y X # 0. Sean

K, =X,y Ky =@;2, X;. Entonces, K = K; & Ky y Ko = K. Asi,
E(K)=E(K,® K,) = E(K,) ® E(K,), con E(K,) = E(K), por lo que
E(K) no es directamente finito. Luego, E(K) es un sumando directo de M
lo que implica que M no es directamente finito. g

Proposicién 2.1.3 Un mddulo inyectivo y directamente finito M tiene la
propiedad de la cancelacion interna.

Demostracion:

Sea M =A@ C=B®D, con A= B. Usando el lema de Zorn, podemos

encontrar un monomorfismo C' > C’ Ay que ya no pueda ser extendido.
La inyectividad de C' implica que C” es un sumando directo de C' (es decir,
C" = E(C") pues si no se contradiria la eleccién de f) y D' = f(C") es un
sumando directo de D. Escribamos C = C'® Cy, D = D' ® Dy, Ag = A® '
y By = B ® D’. Nétese que Ag = By. Entonces,

M =Ay® Cy = By P Dy, con Ay = By.

Si Cp = 0, entonces M = By ® Dy = Ay ® Dy & M & Dy. Como M es
directamente finito, Dy = 0 y, por lo tanto, C' = D. Asi, la prueba quedaria
conlcuida si probamos que Cy = 0.

Supongamos que Cy # 0. Como f no puede ser extendido, Cy y Dy no
tienen submoédulos isomorfos distintos de cero por lo que Cy N Dy = 0 y por
lo tanto Cy @ Dy es un sumando de M. Escribamos M = Ky @ Cy @ Dy.
Entonces,

Ko@DonggBogKo@Co. ASf,AOZAl@Cl :Bl@Dl,
con Ay 2 Ky = By, (1 2 Cyy Dy = Dgy. Entonces, C; N Dy = 0 pues Cy y
Dy no tienen submodulos isomorfos no cero. Este mismo argumento aplicado
a A; nos da

A=Ay ®Cy = By @ Do,
con Ay =2 By, Cy =2 C, Dy =2 Dy y CyN Dy = 0. Iterando este proceso,
obtenemos para cada n € N

An—l :An®cn:Bn@Dn
conA, =B, C,=2C, D,=2DyC,ND, =0. Es claro que A, # 0, de otra
forma B, =0y C,, = D,, contradiciendo que C,, N D,, = 0. Ahora,

M:Ao@C():Al@Cl@OO: :An@(Cn@@C’l@C’O) Esto
demuestra que M contiene a la suma directa @;’il C;, con C; = Cy, lo cual
es una contradiccion a la proposicion anterior. Por lo tanto, Cy = 0.g
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Teorema 12 Un modulo inyectivo M tiene la propiedad de cancelacion in-
terna si y solo si M es directamente finito.

Demostracion:

= | Cualquier médulo M con la propiedad de la cancelacién interna es
directamente finito, pues si M = A& B, con A = M, entonces
M@&B=A®B=M=M® {0} lo que implica que B = 0.

< | Se sigue del teorema 10 y de las proposiciones 2.1.1y 2.1.3. m

Proposicién 2.1.4 Cualquier médulo (auto)inyectivo M satisface las si-
gquientes dos condiciones:

1. Cada submddulo de M es esencial en un sumando directo de M. (C1)

2. Si un submddulo A de M es isomorfo a un sumando directo de M,
entonces A es un sumando directo de M. (C2)

Demostracion:

Sea N < M y escribamos E(M) = E; @ E,, donde £y, = E(N). De la
autoinyectividad de M y el corolario 1 se sigue que M = (MNE;)®(MNE,).
Es claro que N < M N E;. Por lo tanto, se tiene (C1).

Sea f: M’ — M un monomorfismo tal que M’ es sumando directo de
M. Como M es M-inyectivo, M' es M-inyectivo. Por lo tanto, f se escinde
y se tiene (C2).m

Proposicién 2.1.5 Si un mddulo M satisface (C2), entonces satisface la
siguiente condicion:

St My y My son sumandos de M tales que MyN My = 0, entonces M, @® M,
es un sumando de M. (C3)

Demostracion:

Sean M = M, & M{ y = la proyecciéon M; & M; — M. Como 7 |p
es un monomorfismo, se tiene que m(Ms) es un sumando de M, por (C2).
Como 7(Msy) < M, entonces 7(Ms) es un sumando directo de M y por lo
tanto M; @ m(Ms) es un sumando de M.g

Definicién 2.1.5 Un mddulo M es llamado continuo si tiene (C1) y

(C2).
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Definicién 2.1.6 Un mddulo M es llamado casicontinuo si tiene (C1) y
(C3).

Obsérvese que se ha probado la siguiente cadena de implicaciones:
Inyectivo = Autoinyectivo = Continuo = Casicontinuo = (C1).

En lo sucesivo, haremos la convencién de que un moédulo cerrado M es
esencialmente cerrado.

Es claro que las condiciones (Cj;) se heredan a sumandos, observando que
si un submédulo N de un moédulo M es cerrado en algin sumando de M,
entonces N es cerrado en M.

Teorema 13 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un modulo
M:

1. M es casicontinuo.

2. M =X &Y, para cualesquiera dos submodulos X y'Y que sean pseu-
docomplementos uno del otro.

3. f(M) < M para cada morfismo idempotente f € End(E(M)).
4 E(M) =@, Ei = M =@, (MNE;).
Demostracion:

(1)=(2) M casicontinuo implica que cada submédulo cerrado de M es
un sumando directo lo que implica que X y Y son sumandos directos de M
(pues los pseudocomplementos y los cerrados son los mismos) lo que implica
que X @Y es un sumando directo de M. Como X &Y < M, se tiene que
M=XaY.

(2)=(3) Sean Ay =MNf(EM))y Ao =Mn(1— f)(E(M)). Sean B,
un pseudocomplemento de Ay que contiene a A; y By un pseudocomplemen-
to de B; que contiene a A,. Entonces, M = B; @ B;. Sea m la proyeccion
By ® By — B;. Afirmamos que M N (f —7)(M) = 0.

Sean z,y € M tales que (f —m)(z) = y. Entonces, f(z) =y+n(z) e My
por lo tanto f(x) € Ay. Asi, (1 — f)(x) € M y entonces (1 — f)(z) € Ay. Por
lo tanto, 7(z) = f(x) y, entonces, y = 0. Por lo tanto, M N (f —7)(M) < M.

(3)=(4) Claramente, @, (M N E;) < M. Sea m € M arbitrario. En-
tonces, m € @, p Ei, para algin F' C [ finito. Sea E(M) = @, . £ © £~
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Entonces, existen idempotentes ortogonales f; € End(E(M)) (i € F) tales
que F; = fi(E(M)). Como, por hipétesis, fi(M) <M, m= (3_,.p fi)(m) =
Yoicr film) € B,cp(MNE;), por lo que M < @, ,(MNE;) y, por lo tanto,
M=, ,(MNE;).

(4)=(1) Sean A< My E(M) = E(A) ® E*. Asi,

M =MnNEA) ®MnNE* donde A < M N E(A). Por lo tanto, M tiene
(C1).

Ahora, sean M; y M, sumandos de M tales que M;N M, = 0. Escribamos
E(M) = Ey, & E; & E', donde E; = E(M;), i € {1,2}. Entonces, M =
(MNE)®(MNEy)®&(MNE'). Como M; es un sumando de M y M; I MNE;,
M; = M NE; i€ {1,2}. Asi, M también tiene (C3). Por lo tanto, M es
casicontinuo.g

Proposicién 2.1.6 Si M, & Ms es casicontinuo, entonces My y My son
inyectivos relativos.

Demostracion:

Veamos que M, es Mi-inyectivo. Sea M = M; @& M,. Sean X < M y
¢ : X — M, un morfismo. Sea B = {x — ¢(z) | x € X}. Siy € BN M,
entonces y = x — ¢(x),xr € X y y = ma € My de donde my = & — ¢(x) y
Ms 5 (me+¢(x)) =z € X < M; de donde se tiene que BNMs; = 0. Sea K un
pseudocomplemento de Ms que contenga a B. Entonces, M = K & M, por
el teorema anterior. Sea 7w : K & My — M, la proyeccién canoénica. Ahora,
para todo z € X se tiene que 0 = m(x—¢(z)) = m(x) —7(P(x)) = 7(z) — ().
Por lo tanto, 7 |, extiende a ¢. Por lo tanto, M; es Ms-inyectivo.

Anélogamente, M5 es M;-inyectivo.m

Definicion 2.1.7 Diremos que un mdodulo P es puramente infinito si
P=PaoP.

Corolario 3 Un mddulo puramente infinito M es autoinyectivo si y solo si
M es casicontinuo.m

Lema 3 Sean N y @,.; X; submddulos de un médulo M. Si pasa que N N
(D,c; Xi) # 0, entonces existe j € I tal que X; y N tienen submédulos
isomorfos no cero.

Demostracion:
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NN (P,c; Xi) # 0 implica que N N (P, Xi) # 0 para algin ' C
I finito. Sea K C F méximo tal que N N (), Xi) = 0. Consideremos
j € (F — K) y sea m la proyeccién X; @& (D,cx Xi) — Xj. Entonces,
N = Njerr-r)(X; © (Bicx Xi)) #0y N 2 N =7(N') < X;.m

Lema 4 Sea P un mddulo puramente infinito. Si B — P, entonces
BN — P,

Demostracion:

P2P®P=2PeP®P®P=...=2PMN Ademés, B — P implica que
BM s PM™ 1o que implica que BN »— P.g

Lema 5 Sea E = B & P, donde E es inyectivo y P es puramente infinito.
Si B — P, entones £ = P.

Demostracion:

Por el lema anterior, B® — P. Asi, P > @}, B;, con B; & B. Como
By P son inyectivos, P = E(;~, B;)) ® C = E(B)) ® E(B;-, B;) ® C =
BeE@;-, B)®C=B&P=En

Como herramienta para la demostracién del siguiente teorema, describi-
remos un método general para construir descomposiciones directas.

Definicién 2.1.8 Diremos que dos mddulos son ortogonales si no tienen
submodulos isomorfos distintos de cero.

Para cualquier clase F de médulos, F+ denotars a la clase de médulos
ortogonales a todos los miembros de F. Claramente, F C F*+y F+ = F+4t+

F+ y F*++ forman lo que llamaremos un par ortogonal, es decir, un par
de clases Ay B tales que At =By B+ = A.

Veamos que dado un par ortogonal de clases y un médulo arbitrario M en
F, entonces existen A, B < M méximos con respecto a la propiedad A € F+
y B € F*+ y tales que su suma A + B es directa y esencial en M.

Sea F' la familia de familias independientes de submdédulos ciclicos de M.
Como la propiedad de ser independiente es de carédcter finito, es claro que
cada familia independiente estd contenida en una familia méaxima. Asi, sea
C una familia méxima independiente de submdédulos ciclicos de M en F*.
Probaremos que @ C € F*.

Sea Rz < @ C un ciclico no cero tal que Rx € F. Rz finitamente genera-
do implica que Rz = @, C;, con C; € C. Ademds, podemos tomar x con n
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minima con esta propiedad. Asi, z =c¢;+---+¢,, concp 0, k€ {1,...,n}
pues n es minima. Obsérvese ademas que Ann(z) = Ann(c;) para toda i, de
donde Re; = R/Ann(c;) = R/Ann(x) = Rz, lo cual es una contradiccién
(Rx € Fy Re; € F1). Por lo tanto, @ C € F*.

Veamos ahora que F* es cerrada bajo extensiones esenciales. Sean A €
Fty K < M tal que A < K. Si existe L < K distinto de cero tal que
L € F, entonces AN L # 0, lo cual es una contradiccion (ANL < A € F*
y ANL <L e F). Por lo tanto, K € F*.

Sea@ una extensioén esencial maxima de @ C. Entonces, por lo an-
terior, @ C € FL y es un mdximo _con esta propiedad, pues si exisitiera
X € F* tal que @ C C X, entonces @ C no es esencial en X lo que implica
que existe Ry < X tal que Ry N @ = 0, lo cual seria una contradiccion
debido a la eleccién de @ C. Por lo tanto, @ C' es un maximo en F.

De manera anéloga, podemos encontrar un submodulo B de M maximo
en F1+. Asi, sean A € F+ y B € Ft*+ méximos. De la definicién de F* y
F+t se sigue que A + B es directa. Veamos ahora que A @ B < M.

Supongamos que A @& B no es esencial en M. Entonces, existe N < M
distinto de cero tal que (A® B) NN = 0. En particular, ANN = 0. A € F*
méaximo implica que N ¢ F* lo que implica que para todo N’ < N distinto
de cero, N' ¢ F* lo que implica que para todo N’ < N no cero existe
N, < N’ distinto de cero tal que N; € F y entonces N € F*++, lo cual es una
contradiccién debido a la maximidad de B en F*+. Por lo tanto, A B < M.

Si uno comienza con una clase hereditaria, es decir, una clase F cerrada
bajo isomorfismos y subméddulos, entonces

Ft= {V' | V no tiene submédulos no cero en F}

F++ ={L| cada submédulo no cero de L tiene un submédulo no cero en F}

En esta situacién, llamaremos a F* y a F** la clase F-vacia y la clase
F-completa, respectivamente.

Definicién 2.1.9 Sean A y B sumandos de un médulo M. Se dice que A es
perspectivo a B si existe X < M tal que M = A® X =B® X.

Definicién 2.1.10 Sean A y B sumandos de un maodulo M. Decimos que A
es superspectivo a B si para cualquier submodulo X < M, M = A® X si
y solo si M =B ® X.

La perspectividad es reflexiva y simétrica pero, en general, no es transitiva
mientras que la superspectividad es una relacion de equivalencia.
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Una descomposicion M = M; & M, con ciertas propiedades se dice que es
tnica (dnica salvo superspectividad, tinica salvo isomorfismo) si para cual-
quier otra descomposicién M = N;@ N, con las mismas propiedades, M; = N;
(M; es superspectivo a N;, M; = N;), (i = 1,2).

Obviamente, uno tiene la siguiente cadena de implicaciones:

Unicidad = unicidad salvo superspectividad = unicidad salvo isomorfismo.

Teorema 14 Cada modulo inyectivo E tiene una descomposicion, unica sal-
vo superspectividad, = D ® P, donde D es directamente finito, P es pura-
mente infinito y ademds D y P son ortogonales.

Demostracion:

Probaremos primero la existencia de dicha descomposicién. Consideremos
la clase hereditaria
F={X| xW - E}

Entonces, de la construccién anterior obtenemos que £ =V & L, donde
V es F-vacio y L es F- completo. Por construccién, V' y L son ortogonales.
Ademas, por la proposicién 2.1.2 V' es directamente finito. Veamos ahora que
L es puramente infinito.

Por el lema de Zorn, existe una suma directa maxima K = @, , Y)

en L, donde cada Y, es isomorfo a una copotencia infinita X /(\N). Asi, K =
s X1V = (@) X)) = B, Z, donde Z, = @, X, para todo
i€ N. Sean Ky = @, | Zon—1y Ko = B, Zo,. Entonces, K = K; & K,
y K1 = K = K,. Como L es inyectivo, L = F@& N, donde N = E(K). La
maximidad de K implica que F es directamente finito. Ademas,

N=E(K)=E(K,)®E(K;)) 2NoN.

Por lo tanto, N es puramente infinito.

Usando el lema de Zorn, podemos encontrar un monomorfismo
f:F > H»— N que no se puede extender mas. Como L es inyectivo, H es
un sumando de F' (por la eleccién de f) y f(H) es un sumando de N. Asi,
sean F=H®H' y N= f(H)® N'. Entonces, f(H)y @ N' =N=ZN&N =
f(H)®& N @& N.

H = f(H) implica que f(H) es inyectivo y directamente finito lo que
implica que N’ = N'& N, por el teorema 10. Como N’ < N y N es puramente
infinito, N’ = N, por el lema 5.

Afirmamos que H' = 0. Supongamos que no. Como H' es F-completo,
entonces contiene un submédulo no cero W tal que W — E. Entonces,
E> @j‘;l W;, con W; = W para todo j € N. Como V' es F-vacio,
V(D2 W;) =0, por el lema 3. Asf, B2, — L. Como F' es directamente
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finito, NN (D;2, W) # 0 pues de otra manera, P;-,; W; — F, lo cual serfa
una contradiccion. Por el lema 3, existen t € Ny T" < N tales que T"= W,.
Luego, T < N = N’ nos da un monomorfismo no cero H' > H” ~— N’, pero
entonces f®g: H® H' — f(H)® N’ = N extiende a f, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, H' = 0 y entonces, F' = H. Luego, F' — N vy, por
el lema 5, L = F & N = N, de donde se tiene que L es puramente infinito.

Ahora, veamos que esta descomposicién es 1inica salvo superspectividad.
Para ello, veamos que para cualquier otra descomposiciéon £ = D ¢ P con
las propiedades anteriores, D es {-vacio y P es F-completo. Como
P®N) . P < F se tiene que P € F vy, consecuentemente, P es F-completo.

Ahora, sea 0 # X € F tal que X < D. Entonces, E > @;°, X;, con
X; =2 X paratodai € N. Si PN (P;2, X;) =0, entonces @;°, X; — D, una
contradiccién pues D es directamente finito. Por otro lado, PN (P, X;) # 0
implica que existen 0 # P’ < Py t € N tal que P’ — X, por el lema 3.
Entonces, P > P’ — X; = X < D, lo cual nuevamente es una contradiccion
pues Py D no tienen submodulos isomorfos distintos de cero. Por lo tanto,
X =0y entonces D es F-vacio.

Asi, la descomposicion E = L @V es unica salvo superspectividad.g

Lema 6 Sea M un mddulo casicontinuo. Entonces
1. M es puramente infinito si y sélo si E(M) lo es.

2. M es directamente finito si y sdlo si E(M) lo es.

Demostracion:

(1)

=| M puramente infinito implica que M = M & M lo que implica que
E(M)= E(M)® E(M) por lo que E(M) es puramente infinito.

< | Supongamos F(M) puramente infinito. Entonces, E(M) = E, & E,,
donde F(M) = E; = FEy. Como M es casicontinuo, M = M; & M, con

M; = M N E;, por el teorema 11. Ademés, M; y M, son inyectivos relativos,
por la proposicién 2.1.6 y E(M;) = E(My;), por lo que M; = Ms, por el
corolario 2, y entonces M; es autoinyectivo. Entonces, M y M; son
inyectivos relativos. Por el corolario 2, M; = M. Por lo tanto, M es
puramente infinito.

(2)

< | Si M no es directamente finito, M = M @ X, con X # 0. Por lo tanto,
E(M)=E(M)® E(X), con E(X) # 0y por lo tanto E(M) no es
directamente finito.
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= | Supongamos que E(M) no es directamente finito. Por el teorema 10,
E(M)= D @ P, donde D es directamente finito y P es puramente infinito.
M casicontinuo implica que M = Ny @& Ny, con Ny =M N Dy

Ny =MnNP#0, pues P # 0. Como Ny es un casicontinuo con cépsula
inyectiva puramente infinita, por (1) Ny es puramente infinito. Entonces,
M =Ny & Ny =2 Ny ® Ny Ny =M @ Ny, con Ny # 0. Por lo tanto, M no
es directamente finito. m

Teorema 15 Cualquier médulo casicontinuo M tiene una descomposicion,
unica salvo superspectividad, M = D & P, donde D es directamente finito,
P es puramente infinito y P y D son ortogonales.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del Teorema 11, el Teorema 10 y el Lema 6.g

Lema 7 Sean M un modulo casicontinuo y A < M. Cualesquiera dos cerra-
duras de A son superspectivas.

Demostracion:

Sean M; y M, dos cerraduras de A. M casicontinuo implica que M; y
My son sumandos de M. Sea M = M; @ X. Como ANX =0, MoNX =0y
entonces (Ms @ X) es sumando de M. Ademads, (My@® X) < M pues contiene
a A® X. Por lo tanto, M = M, ® X .u

Teorema 16 Sean M; y M, sumandos de un mddulo casicontinuo M. Si
E(M,) = E(Ms,), entonces My = M.

Demostracion:

Sea U = M; N My y sea X; un pseudocomplemento de U en M;. M
casicontinuo implica que M; es casicontinuo por lo que X; es sumando de
M; y entonces X; es sumando de M. Claramente, X; + U 4+ X5 es una suma
directa. Asi, M casicontinuo implica que M = X; ® B & Xy & M*, donde
U < B. Sea B; una cerradura de U en M;. X; pseudocomplemento de U en
M; implica que U ® X; < M; por lo que M; = B; ® X;. Sea V; = B® X;. Por
el Lema 7, B; = B y entonces V; = M,;.

Por el Teorema 13, B = D @ P, donde D es directamente finito y P
es puramente infinito. Por la Proposicién 2.1.6 X;, X5 y P son inyectivos
relativos por pares y por el Corolario 3 P es autoinyectivo. Entonces, X; & P
y X5 @ P son inyectivos relativos. Ahora,
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E(D)® E(P® X)) = E(Vi) = E(M,) = E(Vs) = E(D)® E(P & X,).
Como E(D) es directamente finito por el Lema 6, del Teorema 10 se sigue
que E(P& X;) = E(P® X,) de donde, por el Corolario 2, P& X; = P® Xs.
Por lo tanto, Vi =D@® P X, = D& P® Xy = Vs. Por lo tanto, My 2 V; =
Vo= Mo

Corolario 4 En un mddulo autoinyectivo M, submaodulos isomorfos tienen
cerraduras isomorfas.

Demostracion:

Sean Ay, Ay < M y C y Cs cerraduras respectivas. Si A; = A,, entonces
E(Cy) = E(Cy). Como C; y Cy son sumandos de M, por el teorema anterior
se tiene que C; = Cy.m

Teorema 17 Sean M un mddulo continuo y N un modulo casicontinuo. Si
M — N y N — M, entonces M = N.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, supongamos que N < M. Sea ¢ : M — N
un monomorfismo. M continuo, o(M) = M y M sumando de M implica que
©(M) es sumando de M y, por lo tanto, (M) es sumando de N. Asi, sea
N=A® p(M)ysea B=A+ p(A)+ p?(A)+---. Veamos que esta suma
es directa.

ANp(A) < ANe(M) =0, por lo que {A,p (A)} es independiente. Ahora,
supongamos que {A,p (A4),...,¢"(A)} es independiente para alguna
n > 0. Como ¢ es monomorfismo, {¢(A), p*(A),..., " (A)} es indepen-
diente. Ademds, AN (p(A) ® p*(A) @& - " (A) < ANp(M) =0y,
por lo tanto, {A,0 (A),..., "1 (A)} es independiente. Asi, por induccién se
tiene que {A,p (A), ...} es independiente y, por lo tanto, B = A®p(A)P- - -.

Asi, B= A& p(B). Como ¢(M) es (casi)continuo, ¢(M) = P & @, con
©(B) 9 P. Entonces, B=A®&¢(B) <A@ Py como B = ¢(B), P= AGP,
por el Corolario 4. Por lo tanto, N = A@ (M) =AdPdQ =P Q =

Definicién 2.1.11 Sean A y B dos médulos. Decimos que A y B son subiso-
morfos si existen Ay < Ay By < B tales que A= By y B> A,

Y he aqui, jpor fin!, el tan esperado resultado.
Corolario 5 Modulos continuos mutuamente subisomorfos son isomorfos.

Es decir, la clase de los médulos continuos en R-Mod es una clase mono-
correcta.
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2.1.3. La clase de los médulos (auto)inyectivos.

Ya se demostré que todo médulo (auto)inyectivo es continuo, por lo que
el hecho de que la clase de los médulos (auto)inyectivos es monocorrecta se
sigue del Corolario 5.

2.1.4. La clase de los mddulos semisimples.

Que esta clase es monocorrecta también es claro, notando que todo médu-
lo semisimple es autoinyectivo.

Notese que con esto hemos probado que los médulos semisimples son
monocorrectos, como se afirmé al final del Capitulo 1.

2.2. Clases epicorrectas de moédulos.

2.2.1. La clase de los médulos neterianos.

Que esta clase de modulos es epicorrecta es claro, del Teorema, 4.

2.2.2. La clase de los mdédulos Y-autoproyectivos su-
plementados.

Definicion 2.2.1 Decimos que un modulo M es X -autoproyectivo si M
es MW -proyectivo, para cualquier indice A.

Definicion 2.2.2 Sea U un submddulo del R-mddulo M. Decimos que un
submodulo V- < M es un suplemento de U en M si V es un elemento
minimo en el conjunto de submodulos L < M con U + L = M.

Proposicién 2.2.1 V' es un suplemento de U si y sélo si U +V = M y
UnvkV.

Demostracion:

=] Si V es un suplemento de U y X C V con (UNV)+ X =V, entonces
setieneque M =U+V =U+UNV)+X=U+X,dedonde X =V
pues V' es minimo con esta propiedad. Asi, UNV < V.

<] Sean U4V =MyUNVV.ParaY CV con U+Y = M se tiene
que, por modularidad, V=M NV = (UNV)+Y y entonces V =Y. Por lo
tanto, V' es minimo con la propiedad deseada. g



CAPITULO 2. CLASES CORRECTAS DE MODULOS EN R-MOD. 24

Definiciéon 2.2.3 Un R-mddulo M es llamado suplementado si cada submddu-
lo de M tiene un suplemento en M.

Proposicién 2.2.2 Sea M un maodulo X-autoproyectivo suplementado. FEn-
tonces, M/Rad(M) es semisimple.

Demostracion:

Sea K < M/Rad(M). M suplementado implica que existe L < M /Rad(M)
minimo tal que K + L = M/Rad(M). Ademas, K N L < L y entonces
KnNL < M/Rad(M), pero M/Rad(M) no tiene submddulos superfluos
distintos de cero, de donde K N L = 0. Asi, K es un sumando directo de
M/Rad(M) y, por lo tanto, M /Rad(M) es semisimple. g

Asi, dados M y N mdédulos Y-autoproyectivos suplementados y epiequi-
valentes, M /Rad(M) y N/Rad(N) son semisimples y epiquivalentes, y como
los epimorfismos de moédulos semisimples se escinden se tiene que también
son monoequivalentes, de donde M/Rad(M) = N/Rad(N), pues ya vimos
que la clase de moédulos semisimples es monocorrecta.

Lema 8 Sean M un R-mddulo autoproyectivo y S = Endr(M). Entonces,
J(S)={feS|Im f<M}.

Demostracion:

DO Sea f € S tal que I'm f < M. Probaremos que fS < S. Si para un
ideal izquierdo A de S la suma A + f(S) =S, entonces 1 = fs+ g, para
alguna s € Sy algunage Ay M = (fos)(M)+g(M) CIm f+g(M),es
decir, g(M) = M. Como M es autoproyectivo, existe h € S con 1 = gh € A
por lo que A = S.

C| Sean f € J(S)y K C M con K + Im f = M. Entonces, la composicién

MLt /K es un epimorfismo y existe g € S que extiende
conmutativamente el siguiente diagrama

M

p
M-t MK

Asi,0=p—pofog=po(l— fog). Como (1— fog) esinvertible, p =0,
es decir, K = M y por lo tanto Im f << M. u
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Proposicién 2.2.3 En un anillo R con unidad, J(R) puede ser descrito
como el conjunto {r € R| 1 — ar es invertible para todo a € R}.

Demostracion:

Queremos ver que M = ({M < R| M es maximo} es igual a
J={r € R|1—ar esinvertible para toda a € R}.

C| Sea x € M y supongamos que 1 — ax no es invertible para alguna a € R.
Entonces, s(1 — ax) # 1 para toda s € R, es decir, s — sax # 1 para toda

s € R. En particular, para s = 1 se tiene que 1 — az # 1, de donde ax # 0
por lo que Rx # 0 y, siendo finitamente generado, contiene un ideal
maximo, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, 9t C 7.

D] Sea x € J y supongamos que existe M < R méximo tal que x ¢ M. M
méaximo implica que R = M + Rz, de donde 1 =m +rx, conm € M y

r € R. Luego, 1 — rz = m lo que implica que existe y € R tal que

ym =1 € M, lo cual es una contradiccion. Asi, T C IN. g

Teorema 18 Sean M un R-mddulo y P un mddulo proyectivo no cero en
o[M]. Entonces:

1. Ezisten submddulos mdzimos en P, es decir, Rad(P) # P.

2. Si P=P, &P, con P, C Rad(P), entonces P, = 0.
Demostracion:

(1) Supongamos que P = Rad(P). Veamos que cada submédulo N < P
finitamente generado es cero.

Sean {K)}iea una familia de mddulos finitamente generados (ciclicos)
en o[M] y h: @,c5 Kx — P un epimorfismo. P proyectivo implica que
existe g : P — @, K\ con hog = idp. Como N, asi como g(N), es
finitamente generado, existe £ C A finito con g(N) C @, 5 K. Con la
proyeccién canénica 7 : @ rer Ky — &P rer K obtenemos un endomorfismo
fi=homogde P, con f(n) = (homog)(n)=(hog)(n) =n, para toda
n € N. Luego, Im f esta contenida en el submoédulo finitamente generado
h (Bycp K») C P que es superfluo en P, pues P = Rad(P).

Por el lema 8, f € J(Endgr(P)), es decir, 1 — f es un isomorfismo y
N C Nuc (1—f)=0.

(2) Sea my : P — P, la proyeccién en P,. Entonces, P, = mo(P;) C
mo(Rad(P)) C Rad(P,), es decir, Py = Rad(Ps) y, por (1), P, =0. m
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Definicién 2.2.4 Decimos que un médulo M es un buen modulo si f(Rad(M)) =
Rad(f(M)) para cualquier morfismo f con dominio M.

Proposicién 2.2.4 Para un R-mddulo M son equivalentes:
1. M es un buen modulo.

2. Rad(L) = 0 para cada mddulo cociente L de M/Rad(M).
Demostracion:

(1)= (2) Sean p: M — M/Rad(M) la proyeccién candnica y
g : M/Rad(M) — L un epimorfismo. Para f = g o p se tiene que
Rad(M) C Nuc fy Rad(L) = Rad(f(M)) = f(Rad(M)) = 0.

(2)= (1) Sea f: M — N un morfismo. La composicién

M —— f(M)—— f(M)/f(Rad(M)) se factoriza sobre M/Rad(M), es
decir, f(M)/f(Rad(M)) es un cociente de M/Rad(M) y entonces

Rad (f(M)/f(Rad(M))) =0, de donde f(Rad(M)) = Rad(f(M)). m

Definicion 2.2.5 Decimos que un submaodulo U del R-modulo M tiene su-
ficientes suplementos en M si para cada VC M con U +V = M existe
un suplemento V' de U con V' C V.

Definicion 2.2.6 Decimos que un modulo M es suficientemente suple-
mentado si cada submddulo de M tiene suficientes suplementos.

Proposicién 2.2.5 Sea M un R-mddulo suficientemente suplementado. En-
tonces, cada suplemento de un submddulo de M es un modulo suficientemente
suplementado.

Demostracion:

Sean V un suplementode U < My V = X+Y. Entonces, M = U+X+Y.
Luego, existe un suplemento Y’ de U + X en M con Y’ C Y. Se tiene que
XNY CcU+X)NY' <Y ' yM=U+ X +Yimplica que X +Y’' =V.
Por lo tanto, Y’ es un suplemento de X en V. g

Caracterizacion de modulos suficientemente suplementados.

Proposicién 2.2.6 Para un R-modulo M las siguientes propiedades son
equivalentes:
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1. M es suficientemente suplementado.

2. Cada submodulo U < M es de la forma U = X +Y, con X suplemen-
tado y Y < M.

3. Para cada submodulo U < M existe un submodulo suplementado
X<UcnU/X < M/X.

Demostracion:

(1)=(2) Sean V un suplemento de U en M y X un suplemento de V' en
M, con X CU. Entonces, UNV <« MyU=(X+V)NU=X+(UNYV),
donde X es suplementado, por la proposicion anterior.

(2)=(3) SiU =X +Y con X suplementado y Y < M, entonces
Y/(XNY)=2U/X < M/X.

(3)=(1) SiU+V =M y si X es un submédulo suplementado de V' con
V/X <« M/X, entonces U + X = M se verifica. Para un suplemento V' de
UNXenXsetieneque M =U+(UNX)+V' =U+V'y

UNnV' =UnX)NnV'<« V' es decir, V' <V es un suplemento de U en
M. ™

Proposicién 2.2.7 Sean M un R-modulo y U < M. Lo siguiente es equi-
valente:

1. Euxiste una descomposicion M =X & X', con X CU y X'NU < X'.

2. U tiene un suplemento V' en M tal que UNV es un sumando directo de

U. En este caso, diremos que U estd por encima de un sumando
directo de M.

3. Fxiste un sumando directo X de M con X CU,U=X+Y yY < M.
Demostracion:

(1)=(2) Con la notacién de (1), U = X & (UNX') y X’ es un suplemento
de U.

(2)=(1) Sea V un suplemento de U, con U = X @& (U NV), para algin
submddulo X de U. Entonces, M =U+V =X+UNV)+V=X+Vy
XNV =0. Por lo tanto, X es un sumando directo de M.
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(1)=(3) Por las hipétesis de (1) y por modularidad se tiene que
U=X4+UnNX)yUnX < M.

B)=(1)SiM=Xa X' donde X CU,U=X+Y yY < M, entonces
X’ es un suplemento de X y consecuentemente un suplemento de
U=X+Y, esdecir, UNX' =(X+Y)NX' < X' n

Obsérvese que si K < M y V es un suplemento de U en M, entonces V'
es un suplemento de U + K. En efecto, para X <V con U+ K+ X = M,
entonces U + X = M y por lo tanto X = V.

Teorema 19 Para un R-mddulo M las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. M es suficientemente suplementado y cada submddulo suplemento es
un sumando directo.

2. Cada submdodulo de M estd por encima de un sumando directo.

3. a) Cada submodulo no superfluo de M contiene un sumando directo
no cero de M y

b) Cada submddulo de M contiene un sumando directo mdzimo de

M.

Demostracion:

(1)=(2) Para U < M sean V' un suplemento en M y X un suplemento de
Ven M, con X < U. Entonces, M = X & X', para algin X’ < M. Como
UNV <« M, X" es un suplemento de X + (UNV) = U (observacién
anterior) y entonces U N X’ < X’. Por lo tanto, de la proposicién 2.2.7 se
tiene (2).

(2)=-(1) Claramente, M es suplementado y, por la proposicién 2.2.7 cada
submoédulo U de M es de la forma U = X + Y, donde X es un sumando
directo de M y Y < M. Como X es suplementado, por la proposiciéon 2.2.6
se sigue que M es suficientemente suplementado y de la demostracion
(2)=-(1) de 2.2.7 se tiene que los suplementos son sumandos directos.

(2)=B)Sean U< MyM=X®X, conXCUyUNX < X' SiUno
es superfluo en M entonces X' # M y luego X # 0. Para un sumando
directo X; de M con X C X; C U se tiene que X; = X @ (X; N X’). Como
XiNnX cUnNX <« X' obtenemos XN X' =0y X = X;.
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(3)=(2) Sea U < M y supongamos que X es un sumando directo maximo
de Mcon X CUy M=X®X" SiUNX'no es superfluo en X', entonces
existe un sumando directo no cero N deM con N C U N X'. Entonces, la
suma (X @ N) es sumando directo de M, contradiciendo la eleccién de X.
Por lo tanto, UN X' < X'.

Teorema 20 Si un R-mddulo N es proyectivo en o[M], entonces, para un
submaodulo U < N, son equivalentes:

1. Existe V< N sumando directo con U +V =N yUNV < V.

2. N/U tiene una cubierta proyectiva en o|[M].
Demostracion:

(1)=(2) V es proyectivo en o[M] y para el epimorfismo p
V——= N——= N/U se tiene que Nucp =UNV < V. Por lo tanto, (V,p)
es una cubierta proyectiva para N/U.

(2)=(1) Sim: P — N/U es una cubierta proyectiva, entonces podemos
completar el siguiente diagrama

N

|

P—"N/U—=0

con un morfismo f : N — P. Como 7 es epimorfismo superfluo, se tiene
que f es suprayectivo y, por lo tanto, se escinde. Asi, existe g : P — N con
(fog) =1idp y entonces m = (ro fog) =pogdedonde U+ g(P) =N,
g(P) es una cubierta proyectiva de N/U y entonces U N g(P) < ¢g(P). m

Lema 9 Sea M un R-mddulo proyectivo. Entonces, si U y V' son suplemen-
tos mutuos en M se tiene que UNV =0y M =U& V.

Demostracion:

U y V suplementos mutuos implica que UNV <V yUNV <« U por lo
que {(u,—u) |[ue UNV} C(UNV,0)+(0,UNV) < U & V. Este conjunto
es el nicleo del morfismo U & V' — M, donde (u,v) — u + v el cual, por
hipotesis, se escinde. Por lo tanto, UNV = 0. g
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Definicién 2.2.7 Sea M un R-mddulo. Decimos que un moédulo N en o[M]|
es semiperfecto en o[M] si cada mddulo cociente de N tiene una cubierta
proyectiva en o[M].

Teorema 21 Sea M un R-mddulo.

1. Un mdédulo proyectivo en o[M] es semiperfecto en o|[M] si y sdlo si es
(suficientemente) suplementado.

2. Si N es un mddulo semiperfecto en o[M], entonces:

a) Cada cociente de N es semiperfecto.

b) Sim: P — N es un epimorfismo en o[M] con Nucmt < P,
entonces P también es semiperfecto.

c) Rad(N) < N y N es suficientemente suplementado. Por lo tanto,
el mddulo cociente N/Rad(N) es semisimple.

3. Un mddulo en o[M] es semiperfecto si y sélo si tiene una cubierta
proyectiva semiperfecta (suplementada) en o[M].

Demostracion:

(1) Se sigue del Teorema 20, pues del lema anterior se tiene que en un
modulo proyectivo cada suplemento es un sumando directo.

(2)(a) Se sigue directamente de la definicién.

(2)(b) Para U < P se tiene el siguiente diagrama con morfismos canénicos

P u N
L
P/U —% N/x(U)

donde g es epimorfismo con nicleo superfluo. Si 7' : Q@ — N/7(U) es
una cubierta proyectiva, entonces existe h : Q — P/U con goh = 7' y
Nuc h < Q. Por lo tanto, h es una cubierta proyectiva para P/U.
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(2)(c) Sea m: P — N una cubierta proyectiva de N. Entonces, por (1) y
(2)(b) P es suficientemente suplementado y cada suplemento es un
sumando directo, por el lema 9. Por el teorema 19, cada submddulo no
superfluo contiene un sumando directo no cero. Del teorema 18, el radical
de un moédulo proyectivo en o[M] no contiene sumandos directos no
triviales. Asi, Rad(P) < P.

Como P/Rad(P) es semisimple (P es suplementado) se tiene que

Rad(N) = m(Rad(P)), por la Proposicién 2.2.4, y entonces Rad(N) < N.
Siendo la imagen de P, que es suficientemente suplementado, N es también
suficientemente suplementado.

(3) Es consecuencia de (1) y (2). m

Al inicio de esta seccion, habiamos observado que dados M y N moédulos
Y-autoproyectivos suplementados y epiequivalentes se tiene que M/ Rad(M) =
N/Rad(N). Luego, por el teorema 19 (2)(c) Rad(M) < My Rad(N) < N
y el isomorfismo ¢ : M/Rad(M) — N/Rad(N) se puede levantar a un
isomorfismmo ¢ : M — N. Por lo tanto, M = N.

Asi, hemos probado que la clase de médulos X-autoproyectivos suplemen-

tados es epicorrecta.

2.2.3. La clase de los médulos semisimples.

Todo médulo semisimple es Y-autoproyectivo, y en la seccién anterior
demostramos que esta clase es epicorrecta.



Capitulo 3

La clase o|[M]|.

Teorema 22 Sean M un R-mddulo y P € o[M]. Si P es M-proyectivo,
entonces son equivalentes:

1. P es un generador en o[M].
2. Hompg(P, E) # 0 para cada mddulo simple E € o[M].
3. P genera a cada mddulo simple en o[M].

4. P genera a cada submddulo de M.
Demostracion:
1)=2)=3) y 1)=-4) son obvias.
3)=1) Veamos que P genera a cada submdédulo finitamente generado
N < M® . Claramente, P es N-proyectivo. Supongamos que
Tr(P,N) # N. Entonces, existe K < N méximo tal que Tr(P,N) C K.

Por hipétesis, existe f: P — N/K no nulo y, como P es N-proyectivo, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo

P
e
N—5N/K—0
de donde h(P) C Tr(P,N) C K, es decir, f = po h = 0, contradiciendo la
eleccién de f. Asi, Tr(P,N) = N y por lo tanto P es un generador en o[M].

32
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4)=-3) Veamos que cada médulo simple E € o[M] es la imagen homomorfa
de algtin submédulo de M. Como la cépsula M-inyectiva E de E en o[M]
es M-generada, existe un f € Hom(M, E) no cero. Para este morfismo f,
E C f(M) y E es una imagen homomorfa de f~'(E) C M. g

A continuacién, daremos una caracterizacién de un médulo semisimple
por medio de o[M].

Teorema 23 Para un R-mddulo M es equivalente:
1. M es semisimple.
2. o[M] tiene un generador semisimple.
3. En o[M] cada mddulo simple es proyectivo.
Demostracion:

1)<2) Cada submédulo (finitamente generado) de M® es un sumando
directo, por lo tanto M-generado y M es un generador en o[M].

1)=3) Es claro.

3)=-2) La suma directa de todos los médulos simples mutuamente no
isomorfos en o[M] es proyectivo en o[M] y genera a todos sus sumandos
simples. Por el teorema anterior, es un generador en o[M]. g

Ahora, daremos una caracterizacién de médulos autoinyectivos indescom-
ponibles.

Teorema 24 Para un R-mddulo autoinyectivo M lo siguiente es equivalente:
1. M es indescomponible.
2. M es uniforme.

3. M es una cdpsula M -inyectiva para cada submodulo ciclico no cero de

M.
4. Endp(M) es un anillo local.
Demostracion:

1)=2) Para cada submédulo U < M, su cépsula M-inyectiva U es un
sumando directo de M, pues M es autoinyectivo. Como M es
indescomponible, U = M y U < M.
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2)=1), 2)<3) y 4)=1) son claras.

2)=4) Para cualquier f € Endg(M), se tiene que

Nuc fO Nue (1 — f) =0.Si Nuc f =0, entonces f(M) es M-inyectivo y
f(M) es un sumando directo de M, es decir, f(M) =M y f es un
isomorfismo. Si Nuc f # 0, entonces 2) implica que Nuc (1 — f) =0y

1 — f es un isomorfismo. g

Corolario 6 Un R-mddulo E es simple si y solo si Endgr(E) es un anillo
local.

Proposicion 3.0.8 Sean Ai,..., A, una coleccion finita de objetos en una
categoria aditiva €. Una familia {u; : A, — A |i=1,...,n} de morfismos
es un coproducto para la familia {A; | i = 1,...,n} si y sdlo si ezisten

morfismos {p; : A — A; | i =1,...,n} tales que pju; = 0;j Y Y 4y UppPr =
14.

Demostracion:

=|Si{u;: A — A|i=1,...,n} es un coproducto, entonces existen
morfismos {p; : A — A; | i =1,...,n} que satisfacen

piuj = 053 4,7 = 1,...,n. Asi, para cada ¢,

(Z uk/)k) u; = Zukpkui = Z U0 = u; = 14u;
k=1 k=1

k=1

Asi, por definicién de coproducto, > ,_, ugpr = 1a.

<|Sea{f;: Ay — Y |i=1,...,n} una familia de morfismos. Definimos
¢: A—Y como ¢(a) = (fipi)(a). Asi,

¢ui 1Auz - (Z ukﬂk) U; = fzpl (Z ukpk) U; = fzpi)uz’ = filA = fz

Por lo tanto, {u; : A; — A | i =1,...,n} es el coproducto de la familia
{Az|l: 1,...,71}..

Proposicién 3.0.9 En una categoria aditiva € :
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1.8i{u; : A — Ali=12} y{p;: A— A; | i = 1,2} son morfismos
tales que
upr +ugpe = 1a y piu; = 1a,, 1=1,2

entonces A es el coproducto de uy y us.

2. Siuy: Ay — A es una corretraccion y pruy = 14 para py : A — Aj,
entonces e; = uypy es idempotente y uy es un nicleo de 14 — e;.

3. Sie; € Ende(A) es idempotente, u; : Ay — A es un nicleo de ey y
Uy : Ay — A es un nicleo de 14 — eq, entonces A es el coproducto de
uy Yy uz, A= Nuc ey ® Nuc (1 —ey).

Demostracion:

1) Las relaciones dadas implican que ugp; = uqpe = 0. Por ejemplo,

Urp1 + Ugpa = 14 = Ugpruip1 + UsprUgpr = Ugp1 = Uzpr + UgPrUapr =
Ugp1 = Uspruspr = 0 = usp; = 0. Luego, esta demostracion se sigue de la
proposicion anterior.

2) Obviamente, e; es idempotente. Ademads, (14 — e;)u; = 0, de donde

u; < Nuc (14 —ep). Si (14 —ep)f =0, entonces

ur(prf = (uipr)f) =erf = f, y p1f es unico con esta propiedad pues u; es
monomorfismo. Por lo tanto, u; es un nicleo de (14 — e7).

3) Como uy es un nicleo de (14 — e1) y como (14 — e1)e; = 0, existe un
morfismo ps : A — Ay morfismo tal que ugps = e;. Asi,

UgPally = €1Uy = Uz, esto es, us(patia — 14,) = 0, de donde paus = 14, pues
uy es monomorfismo. Analogamente, existe un morfismo p; : A — A,
morfismo tal que

upr = lg—ery prug = 1y,

Ast, uppy +ugpe = (14 — €1) + €1 = 14. Luego, esta demostracion se sigue de
1).m

Definicién 3.0.8 Una categoria idemsplit es una categoria aditiva € en
la cual, para cada objeto A € € y cada idempotente e € Endg(A) existen
morfismos

B-2-4-%.B

tales que qp =1 y e = pq
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Proposicién 3.0.10 S
A—1-B N A

son morfismos en una categoria idemsplit tales que u = p'q es un automor-
fismo de A, entonces existe un monomorfismo q1 : Ay — B tal que 15 es el
coproducto de q y qq, esto es, B>~ A® A;.

Demostracion:

Claramente, p = (p'q)~'p’ y se tiene que pg = 1,4 y e = ¢p es idempotente,
de donde 1—e es idempotente. Luego, por hipdtesis, para el idempotente 1—e
existe un diagrama

Al q1 B p1 Al

tal que pyg1 = 1y ¢1p1 = 1 — e. Por 2) de la proposicién anterior, ¢ es el
nicleo de 14 — e y ¢; es el nicleo de e. Entonces, por 3) de la proposicién
anterior, B = Nuce® Nuc (1—¢e) 2 AD A,.n

Obsérvese que este mismo resultado implica que cualquier categoria abe-
liana es idemsplit.

Lema 10 (del intercambio) Sea € una categoria idemsplit. Si
AoB=]]C
i=1

y si R = End¢A es un anillo local, entonces eziste i < n tal que C; = A&d C
yB=Clo H;;Z C;. En particular, si cada C; es indescomponible entonces
C;=2AyB=]],C

j.

Demostracion:

Sean g4 y qp (pa v pp) las respectivas inclusiones (proyecciones) en el
primer coproducto A® By {¢ : C; — X}, ({pi : X — Ci}) las
respectivas inclusiones (proyecciones) en el segundo coproducto. Entonces,

Ly =paga = pa (Z Qipz) qa =Y PadiPida-

i=1 i=1

Como R es local, uno de los morfismos paq;p;q4 debe de ser una unidad.
Reetiquetando, si fuera necesario, podemos suponer que (paqi)(p1ga) es un
automorfismo de A. De acuerdo a la proposicién anterior, existe ¢} : C| —
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(' tal que C es el coproducto de p1ga v q, C1 = A@ C}. Usando esto para
refinar la descomposicion Cy @ --- & C,, a AG C] & - -- & C,, obtenemos un
isomorfismo del refinamiento en A @ B tal que la composicion

A— A B=ACieCyd---0(C,—A

es un automorfismo. Asi, de la proposicién anterior se sigue que
B=CiaCy@d---dChm

Teorema 25 Para un modulo M, son equivalentes:
1. La clase de todos los mddulos en o[M] es monocorrecta (epicorrecta,).
2. Cada médulo (inyectivo) en o[M] es monocorrecto.
3. Cada mddulo en o[M] es epicorrecto.

4. M es semisimple.
Demostracion:
1)=2) y 1)=3) son claras.

2)=-4) Supongamos que M no es semisimple. Entonces, existe algin
médulo N € o[M] que no es M-inyectivo. Sea N la capsula M-inyectiva de

N ysea L = TT(O‘[M],NN), el producto numerable de N en o[M].
Entonces, L es M-inyectivo y es monoequivalente a N & L, que no es
M-inyectivo. Entonces, L y N & L no son isomorfos, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, M es semisimple. g

4)=1) y 4)=-3) Si M es semisimple, entonces todos los médulos en o[M]
son semisimples y las implicaciones se siguen de 2.1.4 y 2.2.3 g

3)=-4) Supongamos que M no es semisimple. Entonces, por el teorema 21
existe un médulo simple E € o[M] que no es M-proyectivo, es decir, existe
un epimorfismo p : N — E en o[M] que no se escinde. Supongamos que N
tiene un sumando directo semisimple K. Si p(K) = E, entonces la
restriccion p : K — F se escinde, contradiciendo la eleccién de p.
Entonces, podemos suponer que N no tiene sumandos directos simples. Sea
L =N®_ Entonces, L v E & L son epiequivalentes. Luego, por el lema 10
se tiene que E es isomorfo a un sumando directo de N, contradiciendo la
eleccién de N. Asi, cada médulo simple en o[M] es M-proyectivo, es decir,
M es semisimple. g
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Como un caso especial, se tiene el siguiente corolario cuya demostracion
se sigue del teorema anterior haciendo M = R.

Corolario 7 Para el anillo R, son equivalentes:

1. La clase de todos los R-mddulos izquierdos es monocorrecta (epicorrec-
ta).

2. Cada R-mddulo (inyectivo) izquierdo es monocorrecto.
3. Cada R-mddulo (proyectivo) izquierdo es epicorrecto.

4. R es semisimple izquierdo (= semisimple derecho).



Capitulo 4

La clase de los moédulos
débilmente M-inyectivos.

Definicién 4.0.9 Sean M y U R-moddulos. U es llamado débilmente M -
inyectivo si cada diagrama en R — MOD

0—=K—= MM

|

U

con renglon exacto y K finitamente generado puede ser extendido conmuta-
tivamente por un morfismo MW — U, es decir, Hom(—,U) es exacto con
respecto al renglon dado.

Definicién 4.0.10 Un R-mddulo M es llamado localmente neteriano si
cada submddulo finitamente generado de M es neteriano.

Proposiciéon 4.0.11 Sea M un R-mddulo. Si M es localmente neteriano
entonces cada modulo débilmente M -inyectivo es M -inyectivo.

Demostracion:

Sean N un submédulo finitamente generado de M y U un R-mddulo
débilmente M-inyectivo. Entonces, cada submédulo K C N es finitamente
generado y cada diagrama

0O—K——>NCM

|

U

39
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puede ser extendido conmutativamente por un morfismo M — U. Por lo
tanto, U es N-inyectivo para cada submaédulo finitamente generado N C M
y entonces U es M-inyectivo.

Teorema 26 Para un modulo M son equivalentes:

1. La clase de los mddulos débilmente M -inyectivos en o[M] es monoco-
rrecta.

2. M es localmente neteriano.
Demostracion:

2)=-1) Si M es localmente neteriano, entonces cada médulo débilmente
M-inyectivo es M-inyectivo y la clase de estos modulos es monocorrecta
(seccién 2.1.3).

1)=2) Esta demostracién serda andloga a 2)=-4) del teorema anterior.
Supongamos que M no es localmente neteriano. Entonces, existe algin
médulo débilmente M-inyectivo N € o[M] que no es M-inyectivo. Sea N la
capsula M-inyectiva de N y sea L = TT(U[M],N(N)). Entonces, L es
M-inyectivo y es monoequivalente a N @& L, que no es M-inyectivo.
Entonces, N y N @ L no son isomorfos, lo cual es una contradiccién.g

Recordemos ahora que cuando M = R, los modulos débilmente R-inyectivos
son los médulos F'P-inyectivos.
Asi, del teorema anterior se tiene el siguiente

Corolario 8 Para un anillo R, son equivalentes:
1. La clase de los R-mddulos izquierdos F' P-inyectivos es monocorrecta.

2. R es neteriano izquierdo.



Capitulo 5

La clase de los médulos planos.

Lema 11 Sea f : M — N un epimorfismo superfluoy sea p : P — M
un R-homomorfismo. Entonces, p es una cubierta proyectiva si y solo si
fp: P —> N es una cubierta proyectiva.

Demostracion:

Claramente, es suficiente probar que p es un epimorfismo superfluo si y
solo si fp lo es. Supongamos que p, asi como f, es un epimorfismo superfluo.
Entonces, fp es un epimorfismo. Veamos ahora que fp es superfluo: si h es
un homomorfismo tal que fph es epimorfismo, entonces ph es epimorfismo,
de donde h es epimorfismo. Por lo tanto, fp es superfluo. Reciprocamente,
si fp es un epimorfismo superfluo, entonces p es epimorfismo y es superfluo
pues Nucp < Nuc fp < P.m

Lema 12 Sea aq,as, ... una sucesion en el anillo R. Sea F' el R-mddulo con
base x1,x9,. .., sea
Yn = Ty, — ApTpy1 (0 € N)

y, finalmente, sea G el submddulo de F generado por y1, s, ... Entonces,
1. G es libre, con base y1,ya, . ..

2. G=1F sty solo si para cada k € N existe n > k tal que ay, - - -a, = 0.
Demostracion:

Sean >k yseary,..., 7, € R. Entonces, mediante un calculo sencillo
podemos notar que

TeYet T Un = TEYk+ (Pi1 —Tk0k) T+ (T =T 10n—1) T — TG Tpt1 -

41
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Entonces, si ryyr+- - -+7,y, = 0 la independecia de las x’s claramente implica
que ry =iy = --- =1, = 0y, por lo tanto, las y’s son independietes, con
lo que (1) queda demostrado.

Supongamos ahora z, € G, digamos x, = r1y1 + - -+ + r.y,. Entonces,
claramente r; = --- = r,_; = 0. Comparando los coeficientes de xy, ..., x,
en esta ecuacién, vemos que 1y = 1,711 = TrQg, T2 = ThalQkils .-« Tn =
Tn_1an_1 Y Tha, = 0. Entonces, agaii1---a, = 0 lo que nos da la necesidad
en (2). Para el regreso, sea k < n. Entonces,

Tp =Yk + Y1 + - F (O A1) Y + (g - an) Ty
Asi, siag---a, =0, entonces x, € G.m

Lema 13 Con las hipdtesis del lema anterior, si G es un sumando directo
de F entonces la cadena a1 R > a1asR > --- de ideales principales derechos
termina.

Demostracion:

Por el lema anterior, parte (1), existe un isomorfismo F' — G dado por
Tp —> Yy. Supongamos que la inclusion G — F' se escinde. Entonces, existe
un endomorfismo s € End(rF) tal que y,s = x,, (n € N). Para cada m € N

escribamos
ImS = E CmkTk
k
como una combinacién lineal de x1, x5, ... Entonces,
Tn = YnS = (Tn — AnTps1)s = 3 (Cak — AnCrs1k) Tk,
k
y entonces

Cnk — OpCn41k = 5nk
Ahora, para alguna k, c;,, = 0 para toda n > k. Luego, para cada n > k
—ai - ApCpyip = A1 anfl(l - Cnn)
= a1 " Qp-1 — A1 """ Qp—-1Cnn

= Q1°°°"Qp-1a1 " Apn—2Cn—1n

= Q1°°"Ap-1 — AQ1C1p

oy a’l."aﬂﬂfl'

Esto es, para cadan >k, a1---a,_1 €ay---a,R.m
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Definicién 5.0.11 Decimos que un subconjunto I de un anillo R es
T-nilpotente izquierdo en caso de que para cada sucesion ai,as, ... en I
exista una n tal que ay - --a, =0

El subconjunto I es T-nilpotente derecho en caso de que para cada
sucesion ay, as, ... en I, a,---a; =0 para alguna n.

Lema 14 Sea J un ideal izquierdo en un anillo R. Entonces, son equivalen-
tes:

1. J es T-nilpotente izquierdo.
2. JM # M para cada R-mddulo izquierdo M no cero.
3. JM < M para cada R-mddulo izquierdo M no cero.

4. JF < F para el mddulo libre numerablemente generado F = R
Demostracion:

(1)=(2) Supongamos que JM = M # 0. Sea el conjunto de sucesiones
finitas aq,...,a, en J tales que

ap---an € J\ lr(M).

Entonces, como JM = M #0, J € lr(M) y entonces I contiene sucesiones
de longitud uno. Pero también, si a4, ..., a, pertenece a &, entonces

0#ay---a,M =ay---a,JM

y, entonces, existe una sucesion ay, ..., ay,, Gy, en . Como 0 ¢ J \ [gr(M),

la induccién garantiza una sucesion aq, aq, . .. tal que a; - - - a,, # 0 para toda
) )

n € N.

(2)=(3) Supongamos que M es un R-médulo izquierdo y K < M un
submédulo propio. Entonces, por (2), J(M/K) # M/K. Pero
(JM+ K)/K =J(M/K) cuando JM + K # M, es decir, JM < M.

(3)=(4) Es claro.

(4)=(1) Sea F = R™ con base x1,s,..., sea aj, ay, ... una sucesién en .J
ysea G =" R(x; — a;x;41), como en el lema 12. Entonces, claramente
G + JF = F pero, por la hipétesis, esto implicaria que G = F'. Entonces,
por el lema 12 inciso 2, a; - - - a,, = 0 para alguna n. g
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Proposicién 5.0.12 Sea R un anillo con radical J(R) = J. Si P es un
R-mdédulo izquierdo proyectivo, entonces Rad(P) = JP.

Demostracion:

P proyectivo implica que P es sumando directo de algin médulo libre
RW = P @ P'. Entonces,

Rad(P)® Rad(P') = Rad(R™WY) = (Rad(R)) = JW = JRW = JP@ JP'.

Entonces, como JP < Rad(P) y JP' < Rad(P’), se tiene que Rad(P) =
JP.m

Proposicién 5.0.13 Sea P un R-mddulo proyectivo izquierdo con anillo de
endomorfismos S = End(gP). Sea a € S. Entonces, a € J(S) si y solo si
Im(a) < P.

Demostracion:

< | Supongamos que Im(a) < gP. Entonces, basta con demostrar que

Sa < gS. Asi, supongamos que I < ¢S y que Sa + I = S. Entonces,

1p = sa + b para alguna s € S y b € I. Luego,

P =Plp < Psa+ Pb< Im(a)+ Pby entonces Pb = P. Pero entonces b es
un epimorfismo b : P — P y como P es proyectivo b se escinde y existe
ceSconlp=cbel. Porlotanto, [ =Sy Sa<S.

=| Sea a € J(S) y supongamos que K < P con Im(a) + K = P. Entonces,
Nk : P — P/K es el epimorfismo natural y ang : P — P/K es epi. Asi,
tomando s € S tal que

/jnK
PZ> P/K—0

anK

conmuta, tenemos que (1 — sa)nxg = 0. Pero, como a € J(5), 1 — sa es
invertible y ng = 0. Por lo tanto, K = P. g

Corolario 9 Sea J = J(R). Si P es un R-mddulo izquierdo proyectivo tal
que JP < P, entonces

J(End(rP)) = Hompg(P, JP) y End(rP)/J(End(grJP)) = End(rP/JP).
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Demostracion:

Como Rad(P) = JP (proposiciéon 5.0.12), la hipdtesis JP < P nos
asegura que algin submoédulo de P es superfluo si y sélo si esta contenido
en JP. En particular, por la proposicion anterior, un endomorfismo a de P
pertenece a J(End(gP)) siy sélo si Im(a) < JP. Entonces, J(End(grP)) =
Hompg(P, JP).

Ahora, como JP es estable bajo endomorfismos de P,

o(s): (p+ JP)— ps+ JP

define un homomorfismo de anillos ¢ : End(gP) — End(gP/JP); y como
P es proyectivo ¢ es suprayectivo.

n]PP/JP

P
l jv(S)
P

—— P/JP
Pero, claramente, se tiene que Nucy = Hompg(P, JP) y entonces

Corolario 10 Sea R un anillo con radical J, sea n € N y sea e € R un
idempotente no cero. Entonces,

J(Myxn(R)) = Myxn(J) y J(eRe) = eJe.
Demostracion:

Existe un isomorfismo natural
p: Mysn(R) — End(rR™).

Ahora, JR™ = J™ y claramente p([r;;]) € Homp(R™,J™) si y sélo si
(73] € Mpxn(J). Entonces, el resultado es consecuencia del corolario anterior.
Por otro lado, existe un isomorfismo natural

p:eRe — End(rRe)

y claramente p(ere) € Hompg(Re, Je) siy sélo si ere € J. Y de nuevo, el
resultado se obtiene por el corolario anterior. g
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Proposicién 5.0.14 Cada mddulo proyectivo no cero contiene un submaodu-
lo mazximo.

dem Sea g P proyectivo. Entonces, podemos suponer que existe un R-mddulo
izquierdo libre F' tal que F' = P& P’. Si P no contiene submdédulos méximos,
entonces por la Proposicién 5.0.12 se tiene que

P=JP CJF.

Veamos que esto obliga P = 0. Sea z € P, sea e un endomorfismo idempo-
tente de F' tal que Fe = P y sea (24)aca una base libre para F. Entonces,
para algin subconjunto finito H C A y algin r, € R (a € H),

T = E Tola-
acH

Ademads, para cada o € H, existen subconjuntos finitos H, C Ay anp €
J (B € H,) tales que

Luego, poniendo ceros donde sea necesario, podemos suponer que todas estas
sumas se toman sobre un subconjunto finito comin K C A para asi obtener

e () () -

acK acK

(S (5e))- (5 ()

Z (Z Ta (5a5 — aag)) xg.

BeEK \aeK

Como las x5 son independientes, esta ecuacién nos da la ecuaciéon de matrices
[ra](In — laag]) = [0] € Mixn(R),

donde n = |K| e I, es la matriz identidad en M,,x,(R). Pero, por (poner
qué resultado), [aas] € J(Muxn(R)) y por lo tanto es casiregular. Entonces,
I,, — [anp] tiene un inverso en M, (R) y [ras] = [0] € Mixn(R). Es decir,

T = Zraxa =0.m

aeK
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Definicién 5.0.12 Sean I un ideal en un anillo R y (g + I) un elemento
idempotente de R/I. Decimos que este idempotente se puede levantar (ae)
modulo [ si existe un idempotente e € R tal que g+ 1 = e+ 1. Decimos que
los idempotentes se levantan mddulo I si cada idempotente en R/I puede
ser levantado a un idempotente en R/I.

Proposicién 5.0.15 Si [ es un nilideal en un anillo R, los idempotentes se
levantan modulo I.

Demostracion:

Supongamos que I es un nilideal en Ry que g € R satisface g+1 = ¢g>+1.
Entonces, siendo n el indice de nilpotencia de g— g2, podemos usar la férmula
del binomio como sigue:

0=(9-9¢°)" = i ( . ) 9" H=g") = i(—l)’“ ( . ) gt =

k=0

n n+1 - k—1 n k—1
9" =g (Z(—l) (k )g >
k=1
para obtener ¢t = Y ' (—1)"! ( Z ) g* ! € R tal que

n

g"=g""ty gt =tg.
Ahora,
e — gntn — (gn+1t)tn — gn+1tn+1 —

n+2tn+2 — 2nt2n 2

9 =gt =

y entonces e = g"t" es idempotente y ademas
g+I=g"+1=g¢"""t+1=
(" + D+ 1) =(g+)t+1)=gt+1
porloqueg+I=(g+1)"=(gt+1)"=ec+I.m

Definicién 5.0.13 Un anillo R es perfecto izquierdo (derecho) si cada
uno de sus modulos izquierdos (derechos) tiene una cubierta proyectiva.

Teorema 27 (Bass) Sea R anillo con radical J = J(R). Entonces, los
siguientes enunciados son equivalentes:
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~

. R es perfecto izquierdo.
2. R/J es semisimple y J es T-nilpotente izquierdo.

3. R/J es semisimple y cada R-mddulo izquierdo no cero contiene un
submaodulo maximo.

4. Cada R-mddulo izquierdo plano es proyectivo.
5. R satisface la condicion minima para ideales principales derechos.

6. R no contiene conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales y cada
R-modulo derecho no cero contiene un submaodulo minimo.

Demostracion:

(1)=(3) Supongamos que R es perfecto izquierdo. Entonces, R/J es
semisimple. Mas aun, si gM # 0 entonces existe un médulo proyectivo P
con submédulo superfluo K < P tal que M = P/K. Como P es proyectivo,
P contiene un submédulo méximo L (Proposicién 5.0.14). Como K < P,
K C L. Luego, L/K es un submdédulo maximo en P/K = M.

(3)=(2) Como J anula a cada médulo simple entonces JM # M siempre
que gM # 0. Luego, esta implicacion se sigue del Lema 14.

(2)=-(1) R es semiperfecto, por la Proposicién 5.0.15. Sea M un R-mddulo
no cero. Entonces, M/JM es semisimple por lo que ([Anderson-Fuller],
27.10¢) existe un conjunto indicado (e, )aeca de idempotentes primitivos en
R tales que

P Rea/Jea = M/ IM.
A

Sea P = ®4Re,. Como J es T-nilpotente izquierdo, por el Lema 13 JP < P
y JM < M. Por lo tanto, M tiene una cubierta proyectiva (Lema 11).

(1)=-(4) Sea gU plano y sea f: P — U una cubierta proyectiva.
Entonces, K = Nuc f < P y entonces, por como esta caracterizado el
radical y la Proposicién 5.0.12, K < JP. Como gP y rU son planos, los
morfismos
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1 :J QR P— JPy o : JRQrU — JU

con uy1(j®p) = jpy pe(j ® u) = ju son isomorfismos. Es facil ver que el
siguiente diagrama

gp I g
m] ]uz
JR®ig JQf

JOK—JQrP——-J@rU

conmuta (donde ix : K — P es el morfismo inclusién). Por lo tanto, como
el renglén de abajo es exacto y 1 y pe son isomorfismos, tenemos que

K = Nuc f = Nuc(f|JP) = uy(Nuc(J @ f)) =

pi(Im(J ®ig)) = JK.

Entones, JK = K, pero entonces, como (1)<(2), K =0 (Lema 14) y U = P
es proyectivo.

(5)=-(6) R no contiene conjuntos infinitos de idempotentes ortogonales
pues si ey, es, ... son idempotentes ortogonales no cero, entonces
(1—e;)R>(1—e; —eg)R>---. Supongamos 0 # z € M y que zR no
contiene submodulos simples. Entonces, como el mismo xR no es simple,
existe a; € R con xR > xa; R > 0 tal que za; R no contiene submoédulos
simples. Luego, procediendo inductivamente podemos obtener una sucesion
ai, as, ... en R tal que

za R > rajae > - -+
Por lo tanto, a; R > ajasR - - - contradiciendo (5).

(6)=-(2) Sea ay,as, ... una sucesién en J y supongamos que aj - - - a, 7# 0
para toda n. Entonces, por el Principio del Méximo, existe un ideal derecho
méaximo I < Rp con respecto a ay---a, ¢ I (n=1,2,...).

Ahora, R/I es un R-médulo no cero, entonces, por (5), existe un ideal
derecho K con I < K < Rr y K/I simple. Por maximidad, como K/I es
simple, existe r € R con



CAPITULO 5. LA CLASE DE LOS MODULOS PLANOS. 50

(ay -+ ap)(l —appqr) € 1.

Pero a,1 € J, por lo que 1 —a,17 es invertible. Esto claramente contradice
que aj - --a, ¢ I. Por lo tanto, J es T-nilpotente izquierdo. En particular, J
es nilpotente asi es que los idempotentes se levantan médulo J (Proposicién
5.0.15).

Ahora, usando la hipédtesis de que R no contiene conjuntos infinitos de idem-
potentes ortogonales, se tiene que R contiene un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales primitivos ey, . .. e,. Como los idempotentes se levantan
modulo J, éstos también deben de ser primitivos médulo J. Pero por (6),
cada (e;R + J)/J contiene un ideal derecho minimo de R/.J. Entonces, co-
mo los ideales derechos minimos de un anillo con radical cero son sumandos
directos, (e;R + J)/J debe de ser simple. Por lo tanto, R/.J es semisimple.g

Teorema 28 Para un anillo T' con suficientes idempotentes, los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. La clase de los T-maodulos planos izquierdos es epicorrecta.

2. T es perfecto izquierdo.
Demostracion:

(1)=(2) Modificaremos ligeramente la demostracién de (3)=(4) del
Teorema 25 del Capitulo 3, haciendo M = R, y usaremos que 1T es perfecto
izquierdo si y sélo si cada T-médulo izquierdo plano es proyectivo (Teorema
27). Supongamos que existe un 7-moédulo plano que no es proyectivo y sea
P — F un epimorfismo, donde P es un T-médulo proyectivo. Sea

L = PM_ Entonces, L y F @ L son epiequivalentes. Como uno de ellos es
proyectivo y el otro no, entonces no pueden ser isomorfos, contradiciendo
(1). Entonces, todos los médulos planos son proyectivos y por lo tanto T' es
perfecto izquierdo.

(2)=(1) Si T es perfecto izquierdo, entonces cada médulo proyectivo es
suplementado y por lo tanto la clase de los proyectivos es epicorrecta
(Subseccién 2.2.2).
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