UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y
DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

TEMAS DESTACADOS DE LA TEORIA DE CONTINUOS

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
JIMMY ANEL NARANJO MURILLO

DRA. VERONICA MARTINEZ DE LA VEGA
INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM

MEXICO, D. F., DICIEMBRE DE 2015



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



II



Indice general

Introduccién VII
1. Preliminares 1
2. Continuos irreducibles 5
2.1. Irreducibilidad . . . ... .. ... ... ... 5
2.2. Espacios irreducibles . . . . . . ... 6
2.3. Dominios cerrados . . . . . . ..o L 8
2.4. Teorema principal . . . . .. ... Lo 15
3. Homogeneidad del cubo de Hilbert 17
4. Propiedad del punto fijo en [0,1]? 25
5. Selecciones 33

6. Continuos hereditariamente indescomponibles de altas dimensiones 45

6.1. Teorfa de la dimensién . . . . . . ... .. ... ... ... .. ... 46
6.2. Abiertos torcidos . . . . . . ... 47
6.3. Un continuo hereditariamente indescomponible de dimensién 2 . . . 55
6.4. Continuos hereditariamente indescomponibles de altas dimensiones . 57
Bibliografia 59

II1



v

INDICE GENERAL



Agradecimientos

Resulta dificil plasmar en unas lineas lo agradecido que estoy con tanta gente
que de una u otra manera ha contribuido a elaborar esta tesis y a formarme como
persona. Sin embargo, intentaré expresarles mi sentir.

Quiero agradecer a mi mamd, a mi abuela Enriqueta y a mi tia Chuy quienes
aunque ya no estdn entre nosotros me siguen guiando desde el cielo.

A mi esposa Betty por su apoyo incondicional, por el carifio y el tiempo que me
ofrece, y porque sus palabras de aliento siempre llegan en el mejor momento.

A mi hermana Kristel, a mi tia Yoli, y a mis primos Cristian y Gibran, con
quienes he compartido tantos momentos y desde pequeno me han ayudado de
muchas maneras (desde un jalén de orejas hasta una travesia del kinder a la casa).

A toda mi familia, por ser los cimientos sobre los cuales se forjé mi vida.

A mis amigos; Adrian, Alicia, Ana, Aranza, Diablo, Diego, Elisandro, Emmanuel,
Eros, Eva, Grecia, Juan, Marlen, Maza, Nora, Oscar, Sigala y Yaneri; quienes me
han acompanado a lo largo de mis estudios profesionales y me ayudaron a elaborar
este trabajo.

En cuanto a mi desarrollo profesional quiero agradecerle a todos mis profesores
porque cada uno me ha aportado valiosos conocimientos que llevo conmigo.

A mi tutor de la maestria, Jorge Marcos Martinez Montejano, quien desde antes
de mi ingreso a la UNAM ya me habia asesorado para realizar algunos tramites, y
durante la maestria estuvo al pendiente de que realizara las actividades en tiempo
y forma.

A mi directora de tesis, Verénica Martinez de la Vega, y al profesor Alejandro
Illanes Mejia, porque gracias a su apoyo y exigencia constantes logré realizar este
trabajo.

Al Instituto de Matemdticas de la UNAM por haberme brindado la beca de
lugar.



VI AGRADECIMIENTOS

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por haberme otorgado un estimulo
econémico como ayudante del investigador nacional nivel IIT Alejandro Illanes Mejia.

Por 1ltimo, quiero agradecer a todas las personas que han sido parte de mi vida
porque han aportado algo a mi formaciéon como persona. A todos ustedes...

GRACIAS.



Introduccion

En esta tesis presentamos cinco gemas de la teorfa de continuos. La caracteristica
comun de casi todas ellas es que son resultados populares e importantes, pero por
razones que escapan a nuestro conocimiento, sus pruebas no han sido tan difundidas.

Como es costumbre en este tipo de trabajos, el primer capitulo es una recopi-
lacién de resultados que se usarédn a lo largo de la tesis. Debemos advertirle al lector
que estamos suponiendo que tiene conocimientos bésicos de la teorfa de continuos
e hiperespacios. De cualquier manera ponemos referencias en los resultados para
quien se interese o lo necesite.

En el segundo capitulo presentamos el teorema cldsico de Kuratowski que dice
que si X es un continuo irreducible cuyos subcontinuos indescomponibles tienen
interior vacio, entonces existe una funcién con fibras conexas de interior vacio de
X sobre el intervalo [0,1]. Uno podrfa comparar este resultado con una leyenda
urbana, pues todo mundo sabe que viene disperso en el segundo volumen del libro
Topologia de Kuratowski y que si uno se esfuerza lo puede rescatar de ese libro, y
ademds que, como un acto de fe, todo mundo sabe que es cierto. En este trabajo lo
rescatamos de su condicién de leyenda. Tal vez no somos los primeros y la prueba
se pueda encontrar en alguna tesis o algun trabajo que no ha sido muy difundido.
Bueno, pues nosotros ofrecemos su prueba completa aqui, sin cosas innecesarias.

En el tercer capitulo presentamos la demostraciéon de que el cubo de Hilbert
es homogéneo. Aqui agradecemos a Mauricio Esteban Chacén Tirado que nos hizo
ver que esta prueba es muy accesible (como se puede ver en este trabajo), nosotros
completamos un poco el escrito previo de Mauricio.

En el capitulo cuatro en realidad hicimos algo que se puede considerar regresivo.
Tomamos la prueba, basada en el lema de Sperner, de que las n-celdas tienen la
propiedad del punto fijo (ppf), y extrajimos de ella las ideas necesarias para mostrar
que una 2-celda tiene esta propiedad. ;Por qué hicimos esto?, pues por tres razones:
(a) con la prueba que presentamos se puede convencer a cualquier persona de que el
cuadrado [0, 1]? tiene la ppf en un dos por tres, (b) la mayorfa de los mateméticos
piensan que para probar este teorema para [0, 1]? se tiene que aprender la teorfa
béasica del grupo fundamental (o de unicoherencia). En realidad, la prueba que
damos aqui muestra que este teorema es relativamente elemental, (¢) si hubiéramos
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VI INTRODUCCION

escrito el teorema en toda su generalidad (para toda n), hubieramos tenido que
hacer un capitulo largo con bastantes cuentas y hubiéramos roto con la filosofia con
la que nos propusimos hacer este trabajo, a saber, mostrar pruebas relativamente
sencillas de resultados importantes de la teoria de los continuos.

En el capitulo cinco, desarrollamos la teoria basica de las selecciones definidas
en el hiperespacio de subcontinuos de un continuo. Incluimos este tema, no sélo
porque contiene algunas ideas simples y poderosas, sino porque rescata la filosofia
con la que crearon los lagos de Wada. Recordemos que éstos surgieron para resolver
el problema de encontrar n regiones en el plano con frontera comun. Esta propiedad
de los lagos de Wada es la idea clave para definir selecciones abiertas para ciertos
continuos.

El capitulo seis estd dedicado a mostrar la existencia de continuos hereditaria-
mente indescomponibles de dimensiones mayores que uno. El teorema que prueba
esto se debe a RH Bing y también se maneja en el ambiente como una leyenda ur-
bana. Todo mundo sabe que es cierto, pero pocos revisan la prueba porque suponen
que es muy complicada. Por esas razones lo incluimos aqui. Como se puede ver a
pesar del misterio que envuelve a estos continuos, la demostraciéon de este teorema
no es tan elaborada. Como es de sospecharse, en esta prueba se tienen que usar
resultados de la teorfa de la dimensién. No es nuestra intencién hacer en esta tesis
un minicurso de dimensién, por lo que esperamos que el lector tenga preparacién
en este tema o, en su defecto crea los resultados respectivos, que como casi siempre
ocurre en esta drea, son bastante naturales.

Es importante mencionar aqui que también trabajamos para presentar la fun-
cién f, del intervalo [0, 1] en él mismo, que produce el seudoarco cuando se toma
lim. {[0,1], f}. Lo hicimos porque en las notas no publicadas de Wayne Lewis
aparece como si fuera relativamente simple y accesible. Pero como siempre, el diablo
estd en los detalles. Cuando intentamos escribir la prueba claramente, nos dimos
cuenta que W. Lewis omitié aclarar muchas cosas, ademés también acudimos al
trabajo original y vimos que estd mds enredado todavia. Como nuestra intencién es
la de poner temas que no sean demasiado elaborados, después de dedicarle un buen
rato, desistimos de presentar este tema.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos definiciones, notacién bésica y resultados que usaremos
en esta tesis. La mayoria de los lemas y teoremas que mencionaremos en este capitulo
no serdn demostrados pues se perderia el objetivo de este trabajo; sin embargo, para
su tranquilidad, le podemos decir que son resultados bastante conocidos y que se
darén las referencias pertinentes en cada caso.

Sean X un espacio topdlogico y A un subconjunto de X. Denotaremos por
Intx(A) al interior de A en X, y cuando no haya confusién respecto al espacio
escribiremos simplemente Int(A). En la mayor parte del trabajo usaremos A para
denotar a la cerradura de A en X, y en un par de ocasiones usaremos Clx (A) para
hacer énfasis de que se trata de la cerradura de A en el espacio X. La frontera de A
en X la denotaremos por Frx(A), y cuando no se preste a confusién simplemente
escribiremos Fr(A). Para denotar el complemento de A en X usaremos X ~\ A.

Los continuos son los espacios sobre los cuales nos moveremos, asi que presenta-
mos su definicién. Un continuo es un espacio topolégico métrico, compacto, conexo
y con mds de un punto. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto conexo,
cerrado y no vacio de X. Notemos que a diferencia de los continuos, los subcontinuos
pueden constar de un solo punto.

El siguiente teorema nos proporciona una manera de construir continuos, su
prueba es bastante sencilla y usted puede verificarla en [1, Teorema 1.1, pag. 11].

Teorema 1.1 Si X es un continuo y Ay, As,... son subcontinuos de X tales que
Ay D A D ..., entonces el conjunto A = A1 N Ay N AzN... es un subcontinuo de X.

Sea X un continuo con métrica d. Los hiperespacios son ciertas familias de
subconjuntos de X, con alguna caracteristica particular. Los més estudiados son:

2X = {A C X : A es cerrado y no vacio},
C(X)={A€2¥: A es conexo},
F,(X) ={A € 2% : A tiene a lo mis n puntos} (n € N),
Cn(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes} (n € N).

Sie>0,p€ Xy Ac 2X definimos la bola de radio € centrada en p y la nube
de radio € centrada en A, respectivamente, como:
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B(e,p) ={x € X : d(p,z) < e},
N(e,A) ={q € X : existe z € A tal que d(z,q) < }.

Dados A, B € 2% definimos
H(A,B)=inf{e >0: AC N(¢,B) y BC N(g,A)}.

En [1, Proposicién 2.1, pag. 22] usted puede consultar la demostracion de que
H es una métrica para 2%, y como éste contiene a todos los demds hiperespacios,
entonces tenemos una métrica en cada uno de ellos, llamada la métrica de Hausdorff.
Si A € 2% (o en algiin otro hiperespacio) y € > 0, similarmente a lo hecho con los
puntos de X, usaremos B(e, A) para denotar a la bola de radio € centrada en A con
la métrica de Hausdorff, es decir,

B(s,A) = {C € 2¥ : H(A,C) < ¢}.

El siguiente lema es conocido como el Principio de Brouwer, lo usaremos para
esquivar el lema de Zorn y su prueba se encuentra en [2, Teorema 4.8, pdg. 34]

Lema 1.2 (Principio de Brouwer) Sea X un espacio con una base numerable.
Sea A una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X que satisface que para
cada sucesion anidada {A,}, o de elementos de A (es decir Ay D Ay D ...) existe
A€ A tal que A C A, para todo n € N. Entonces existe M € A que es minimal con
respecto a la inclusion, esto quiere decir que M no contiene propiamente a ningin
elemento de A.

Los siguientes dos resultados son tan usados que hasta se les conoce con un nom-
bre en particular, pero si usted no los recuerda, puede consultarlos en [3, Teorema
5.6, pdg. 74] y en [3, Proposicién 6.3, pag. 88], respectivamente.

Teorema 1.3 (Teorema de los golpes en la frontera) Sean X un continuo y

E un subconjunto propio y no vacio de X. Si A es una componente de E, entonces
ANFr(E) #0.

Lema 1.4 (Lema de las orejas) Sean X un espacio conexo y C' un subconjunto
conexo de X. SiU yV son conjuntos separados en X (es decirUNV =0 =UNV)
tales que X ~C =U UV, entonces CUU y CUV son conexos.

Dados dos continuos X y Y, se dice que una funcién continua f : X — Y es
mondtona si es suprayectiva y =1 (y) es conexo para todo y € Y. Respecto a las
funciones mondétonas se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Sean X y Y dos continuos. Sea f : X — Y wuna funcién continua
y suprayectiva. Entonces f es mondtona si y solo si f~1(C) es conero para todo
subconjunto conexo C de Y.

Demostracién. Supongamos que f es mondétona y supongamos que C' es un sub-
conjunto de Y tal que f~1(C) no es conexo en X. Entonces existen dos conjuntos no
vacios Ay B de X tales que f~}(C) = AUB, Cix(A)NnB=0y ANClix(B) = 0.



Siye Cy f~Y(yynA # 0, como f~1(y) es un conexo contenido en A U B,
f~l(y) C A. Andlogamente, si y € C'y f~Y(y) N B # 0, f~'(y) C B. Sean
M={yeC:f Ny CA}y N={yeC: [ y) C B}

Dadaa € A, seay = f(a), entoncesy € C y a € f~1(y). Asi que ANf~1(y) #0
y entonces f~!(y) C A. Esto muestra que y € M y que a € f~1(M). Por tanto A C
f~Y(M). Por otra parte, si p € f~1(M), entonces y = f(p) € M yp € f~(y) C A.
Asf que f~1(M) C A. Esto prueba que A = f~1(M). Similarmente, B = f~(N).

Se tiene que M y N son subconjuntos no vacios (porque A y B son no vacios) de
Y tales que C' = M UN. Veamos que son mutuamente separados en Y. Supongamos
que existe y € Cly (M) N N. Como y € N, f~1(y) C B. Como y € Cly (M), existe
una sucesion {y, Inen de puntos de M que converge a y. Entonces, para cadan € N,
fY(yn) € A. Como f es suprayectiva, podemos tomar z,, € f~*(y,). Como X es
compacto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesiéon {x, }nen
converge a un punto z € X. Entonces x € Clx(A), y por la continuidad de f,
f(z) = y. Entonces z € Clx(A)Nf~!(y) C Clx(A)NB, lo cual es una contradiccion.
Por tanto Cly (M) N N = {), y similarmente se prueba que M N Cly (N) = 0. Por
tanto, hemos probado que C' no es conexo.

Hemos probado que si C' es conexo, entonces f~1(C) es conexo. Esto termina la
prueba de la implicacién (=).

Para probar (<), notemos que si f~1(C) es conexo para todo subconjunto
conexo C de Y, en particular tenemos que f~!(y) es conexo para todo y € Y.
[

Dados un continuo X y un elemento p € X, se dice que p separa a X si existen
dos subconjuntos abiertos ajenos y no vacios U y V de X tales que X \ {p} =
U U V. Respecto a esta propiedad usaremos los siguientes dos resultados, cuyas
demostraciones se encuentran en [3, Teorema 6.6, pag. 89] y en [3, Teorema 6.17,
pag. 96], respectivamente.

Teorema 1.6 Cada continuo tiene al menos dos puntos que no lo separan.

Teorema 1.7 [0, 1] es el dnico continuo (salvo homeomorfismos) con exactamente
dos puntos que no lo separan.
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Capitulo 2

Continuos irreducibles

Como habiamos anunciado en la introduccién, este capitulo estd dedicado a
probar el teorema clasico de Kuratowski que dice que si X es un continuo irreducible
entre dos puntos y sus subcontinuos indescomponibles tienen interior vacio, entonces
existe una funcién continua, suprayectiva y monétona de X en [0, 1] tal que sus fibras
tienen interior vacio.

La existencia de esta funcién no caracteriza a tales continuos, pues la primera
proyeccién 7 : [0,1]> — [0,1] tiene todas las propiedades mencionadas y, por
supuesto, el espacio [0, 1]? no es irreducible.

Estos continuos han sido muy usados en la investigacién de los continuos, una
de las razones por las que esto ocurre es porque sus subcontinuos tiene un compor-
tamiento relativamente simple: o son subcontinuos de una fibra (y entonces tiene
interior vacio) o casi son bloques de fibras.

Los modelos mas simples para este tipo de continuos son las compactaciones del
rayo [0,00) o "sumas lineales"de compactaciones del rayo.

En todo este capitulo, siempre que denotemos un espacio como X, supondremos
que es métrico y separable, a menos que especifiquemos lo contrario.

2.1. Irreducibilidad

Un espacio conexo X es irreducible entre los puntos a y b si ningtin subconjunto
propio cerrado y conexo de X los contiene a ambos. El punto a (y también b) es
un punto de irreducibilidad de X. En otras palabras, el espacio es irreducible con
respecto a la propiedad de ser un subconjunto cerrado y conexo que contiene a
{a,b}. Un espacio conexo X es irreducible si contiene a dos puntos a y b tales que
X es irreducible entre a y b.

Como primer ejemplo de espacio irreducible tenemos el intervalo [0, 1], el cual es
irreducible entre sus extremos. Otro ejemplo es el continuo sen( % ), que es irreducible
entre el punto (1,sen(1)) y entre cada punto (0,y), donde —1 <y <1 (vea [7, pég.
190]).
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Teorema 2.1 Sea X un continuo. Si a y b son dos puntos cualesquiera de X,
entonces existe un subcontinuo irreducible entre ellos.

Demostraciéon. Sea F = {B C X : B es subcontinuo de X y a,b € B} . Como X €
F, F es una familia no vacia de subconjuntos cerrados de X. Consideremos una
sucesién anidada {A,}, .y de elementos de F (es decir A; D Az D ...). Si se define
A:=nN{A, :n € N} por el Teorema 1.1 se tiene que A es un subcontinuo de X y
a,b € A, de donde A € Fy AC A, para todo n € N. Entonces por el Principio de
Brouwer existe M € F que es minimal con respecto a la inclusién. Por lo tanto M
es un subcontinuo irreducible entre a y b. m

Teorema 2.2 Sean X y Y continuos. Si f : X — Y es una funcidn continua tal
que f(X) es irreducible entre dos puntos, entonces X contiene un subcontinuo C
irreducible entre dos puntos tal que f(C) = f(X).

Demostracion. Sean z,y € f(X) tales que f(X) es irreducible entre = y y. Luego,
existen puntos a,b € X tales que f(a) =z y f(b) = y. Por el Teorema 2.1, existe un
subcontinuo C de X que es irreducible entre a y b. Entonces f(C) es un subcontinuo
de f(X) que contiene a {x,y} . Por lo tanto f(C) = f(X). =

Teorema 2.3 Sean X y Y continuos. Si X es irreducible entre a yb, y f : X =Y
es una funcion mondtona, entonces Y es irreducible entre f(a) y f(b).

Demostracién. Sea C un subcontinuo de Y tal que f(a), f(b) € C. Como f es
monétona, f~1(C) es un subcontinuo de X que contiene a los puntos a y b. Asf
que por hipétesis, f~1(C) = X. Entonces, como f es suprayectiva, se tiene que
C=7f(f1C)) = f(X) =Y. Por lo tanto Y es irreducible entre f(a) y f(b). m

2.2. Espacios irreducibles

En toda esta seccién X denotard un espacio conexo e irreducible entre los puntos
a y b. Observemos que no estamos pidiendo que X sea un continuo.

Teorema 2.4 Si C es un subconjunto conexo de X que contiene a los puntos a y
b, entonces C es irreducible entre ellos.

Demostracién. Sea F' un subconjunto conexo y cerrado en C' tal que a,b € F. Se
tiene que Cly (F') es un subconjunto conexo y cerrado en X, de donde Clx (F) = X.
Entonces F'= Clg (F) = Clx (F)NC = XNC = C. Por lo tanto, C es irreducible
entreay b m

Teorema 2.5 No existen dos subconjuntos cerrados y conexos A y B de X tales
qgue X =AUB,ac ANByA#X#B.

Demostracién. Supongamos por el contrario que si existen tales conjuntos. Como
Ay B juegan papeles simétricos, podemos suponer que b € A. Entonces a,b € A,
lo cual contradice que X es irreducible entre a y b. m
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Teorema 2.6 Sea C' un subconjunto conexo y cerrado de X. St X \C no es conezo,
entonces es la union de dos subconjuntos abiertos coneros U y V de X, tales que
aceUybeV.SiaecC obeC, entonces X \ C es conexo.

Demostracién. Si X \ C no es conexo, entonces existen dos abiertos ajenos no
vacios U y V de X tales que X \.C = UUV. Por el Lema de las orejas, A := CUU y
B := C'UV son conexos, y ademds son cerrados en X. Entonces X = AUB, ANB =
Cy A+# X # B, asf que por el Teorema 2.5,a ¢ ANB=Cyb¢ AN B. Por lo
tanto, {a,b} C X \ C y la segunda parte del teorema queda demostrada.

Por la irreducibilidad, {a,b} ¢ Ay {a,b} ¢ B. Supongamos a € Ay b ¢ A.
Como A es un conexo y cerrado de X que contiene a a, por lo que se probé en el
pérrafo anterior se tiene que V' = X \ A es conexo y contiene a b. Andlogamente
U=X~BesconexoyaecU. n

Teorema 2.7 Si A y B son subconjuntos cerrados y conezxos de X tales que a € A
y b e B, entonces X \ (AU B) es conezo.

Demostracién. Si AN B # (), entonces AU B es un subconjunto conexo y cerrado
de X que contiene a {a,b}, asi que AUB =X y X \ (AU B) = () es conexo.
Ahora supongamos que AN B = . El conjunto C = X \ A es conexo por
el Teorema 2.6 y B C C. Supongamos que existen abiertos ajenos U y V de X
tales que C N\ B = X ~\ (AUB) = U UV. Por el Lema de las orejas aplicado al
subespacio C, BUU y BUV son conexos, asf que también lo son BUU y BUV.

Se tiene que X = AUBU[X N (AUB)|=AUBUUUV)y ANB =, asf que
la conexidad de X implica que AN (UUV) # (. Si ANU # (), entonces AUBUU
es un subconjunto conexo y cerrado de X que contiene a {a, b}, por lo que es igual
aX. As{, V C X~ (AUB) C U y por lo tanto V = (). Similarmente, si ANV # ()

se obtiene que U = (). Por lo tanto X \ (AU B) es conexo. m

Teorema 2.8 Sea C un subconjunto cerrado y conexo de X. Entonces Int(C) es
conexo.

Demostracién. Si C' = X el resultado es inmediato.

Ahora, si C # X, entonces {a,b} ¢ C. Supongamos que a € X ~ C. Si X ~ C
es conexo, su cerradura también lo es, y a € X ~\ C. Asi que por el Teorema 2.6,
Int(C) = X (X ~ C’) es conexo. Por otro lado, si X ~\ C no es conexo, por el
Teorema 2.6 existen subconjuntos abiertos conexos U y V de X talesquea € U, b €
VyX~C=UUV. Tomando A =U y B =V en el Teorema 2.7 se obtiene que
Int(C)=X~(X~C)=X~(UUV)=X~(UUV) es conexo. m

Teorema 2.9 Si C' es un subconjunto cerrado y conexo de X tal que a € Fr(C),
entonces C' es denso en ninguna parte (esto significa que Int(Clx(C)) =0).

Demostracién. Como a € Fr(C) C C = C, por el Teorema 2.6, X \. C es conexo.
Entonces X = C U (X ~ C), donde C''y X ~. C son dos conexos y cerrados en
X tales que a € Fr(C) = Cn (X~ C). Luego, por el Teorema 2.5, C = X o
X~NC=X.ComoacFr(C)y Fr(X) =0, C # X. Por lo tanto, X ~ C = X, de
donde, Int(C) = Int(C) =X~ (X NC)=0. =
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Teorema 2.10 Si C es un subconjunto propio cerrado y conezxo de X tal que a € C,
entonces X \ C' es irreducible entre b y cada punto de Fr(C). En particular, si C
es denso en ninguna parte, el espacio X es irreducible entre b y cada punto de C.

Demostracién. Como C # X y a € C, se tiene que b € X ~ C. El Teorema 2.6
asegura que X ~\ C es conexo, y entonces X \ C es un subconjunto conexo que
contiene a by a Fr(C). Ademss, Fr(C) # () porque X es conexo. Sean x € Fr(C)
y F un subconjunto conexo y cerrado de X \ C tales que b,z € F. Como X \ C
es un cerrado de X, también F lo es. Como z € Fr(C)NF C C N F, se tiene que
C' U F es un subconjunto conexo y cerrado de X que contiene a los puntos a y b, de
donde CUF = X. Entonces X \C C Fy X~ C CF. Porlo tanto X ~\ C = F, lo
cual concluye la demostraciéon. m

2.3. Dominios cerrados

Al igual que en la seccién anterior, en ésta X denotard un espacio conexo irre-
ducible entre los puntos a y b.

En esta seccién es necesario un poco de conocimiento de ciertos subconjun-
tos de X llamados dominios cerrados. Por esta razén, a continuacién presenta-
mos algunas de sus propiedades. Por definicién, D es un dominio cerrado de X si
D = Int(D) (recuerde que Int(E) = X \ (X \E) para todo subconjunto E de
X). Algunas propiedades de los dominios cerrados son:

1. Los dominios cerrados también pueden ser definidos como las cerraduras de
conjuntos abiertos. Es decir, D es dominio cerrado si y sélo si existe un abierto

G tal que D = G.

Demostracién. (Necesidad) Se obtiene tomando G = Int(D). -
(Suficiencia) Se tiene que G' C Int(D) C D, lo cual implica que D = G C

Int(D)C D=D,yasi D=D=1Int(D). m

2. La propiedad Fr(D) C Int(D) diferencia a los dominios cerrados de los con-
juntos cerrados. Esto es, D es dominio cerrado si y sélo si D es cerrado y
Fr(D) C Int(D).

Demostracién. (Necesidad) Fr(D) C D = D = Int(D). o
(Suficiencia) D = D = Fr(D) U Int(D) C Fr(D)U Int(D) = Int(D) C D =
D. nm

3. Si D es dominio cerrado, entonces Fr(D) = Fr(X \ D) = Fr(Int(D)).

Demostracién. De la definicién de frontera y usando que D es dominio cerra-
do, tenemos que Fr(D) = DN(X D) = DN(X \ D) = Int(D)N(X \ D) =
(X ~ (XN D)) N (X \ D), lo cual es igual a Fr(X ~ D). Asf que se tiene la
igualdad Fr(D) = Fr(X \ D). Como la frontera de un conjunto es igual a la

frontera de su complemento, se tiene que Fr(X \ D) = Fr (X ~ (X ~ D)) =
Fr(Int(D)). =
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4. La unién de dos dominios cerrados es un dominio cerrado, y un resultado més
general es: si {D, : @ € A} es una familia de dominios cerrados, entonces
(U{Dq4 : @ € A})~ es un dominio cerrado.

Demostracién. Para simplificar la demostracion, en lugar de | J{D, : « € A},
escribiremos | D,

Dado 8 € A, se tiene que Dg C |JD, y al tomar la cerradura, luego el
interior y de nuevo la cerradura, se obtiene [Int(Dg)]~ C [Int(JDa)]"-
Entonces |J[Int(Dy)]~™ C [Int(JDa)]”- Luego UDs. = U[Int(D,)]~ C
UlInt(Dy,)]~ C [Int(JDa)]~, ya que cada D, es un dominio cerrado. Asf,
UDa]™ C [Int(UD4a)]” y se tiene que Fr{lJDa] C [Int(UDy)]” - Por lo

tanto, por la propiedad 2, | J D,, es un dominio cerrado. m

La familia de dominios cerrados conexos de X que contienen al punto a, aumen-
tada con el conjunto vacio, serd denotada D(X,a). Es decir,

D(X,a) ={D C X : D es conexo, D = Int(D) y a € D} U {0}.

Teorema 2.11 Si D € D(X,a) y 0 # D # X, entonces D es irreducible entre a y
cualquier punto de Fr(D).

Demostracién. Dado que X es irreducible entre a y b, y D es un subconjunto pro-
pio cerrado y conexo de X que contiene a a, se sigue que b ¢ D. Luego, por el Teore-
ma 2.6, X \. D es un subconjunto conexo de X que contiene a b, y ademds es distinto
de X, ya que en caso contrario se tendria que D = Int(D) = X ~\ (X ~ D) = 0,
lo cual es falso. Entonces por el Teorema 2.10, X \ (X ~ D) es irreducible entre

a 'y cada punto de Fr(X ~ D). Como D = X ~\ (X ~ D) y, por la propiedad 3 de
dominios cerrados, F'r(D) = Fr(X ~\ D), se concluye que D es irreducible entre a
y cada punto de Fr(D). m

Teorema 2.12 D(X,a) es una familia estrictamente mondtona. Esto quiere decir
que si A, D € D(X,a) y A# D, se tiene que A C Int(D) o D C Int(A).

Demostracién. Como () C Int(A), podemos suponer que D # (). Entonces a € D.
Supongamos que A ¢ Int(D).

Se tiene que ) # AN (X \ Int(D)) = AN (X \ D). Por otro lado, D contiene
a ay es distinto de X (ya que A ¢ Int(D)), de donde X \ D contiene a by es
conexo por el Teorema 2.6. Luego AU (X ~ D) es un subconjunto conexo y cerrado
de X que contiene a {a, b}, asi que debe ser igual a X. Entonces X \ (X ~ D) C A,
y de aqui, D = X (X ~ D) C A = A. Si existiera un elemento z € D N Fr(A),
entonces D seria un subconjunto propio (A # D, por hipétesis del teorema) conexo

y cerrado de A que contiene a {a,z}, lo cual contradiria el Teorema 2.11. Por lo
tanto D C Int(A). m

Teorema 2.13 La familia D(X,a) no tiene huecos. Esto quiere decir que si orde-
namos a D(X,a) por la contencion y D(X,a) se descompone en dos familias no
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vactas D1 y Do tales que cada elemento de Dy es subconjunto de cada elemento de
Dy, entonces existe un elemento de D(X,a) que, o bien es el primer elemento de
D5 o0 es el dltimo elemento de D;.

Demostracion. Sea Dy = |J{D : D € D1}. Por la propiedad 4 de dominios ce-
rrados, Dy es un dominio cerrado. Si Dy = {0}, entonces Dy = @ € D(X,a). Si
D1 # 0, entonces Dy = J{D : D € Dy ~ {0}} es la cerradura de una unién de
conexos que tienen a a, por lo que Dy es conexo y Dy € D(X,a). En cualquier caso,
Dy € D(X7(J,) =D1UD,.

Si Dy € D1, como contiene a todos los elementos de D;, tenemos que es su
méximo. Si Dg € Dy, dada F € Dy, D C E para toda D € Dy, asi que Dy C E, por
lo que Dy es el minimo de Dy. =

Lema 2.14 Si el espacio X es irreducible entre a y b, al igual que entre ¢ y d,
entonces también es irreducible entre a y ¢, o entre b y c.

Demostracién. Supongamos por el contrario que X no es irreducible entre a y ¢
ni entre b y c¢. Entonces existen subconjuntos propios conexos y cerrados, K y L, de
X talesquece KNL, a € K ybe L. Luego, como X es irreducible entre c y d,
se tieneque d € (X NK)N(XNL)=X~N(KUL),asi que K UL # X, lo cual es
una contradiccién ya que a,be K UL. m

Teorema 2.15 Se cumple que D(X,b), la coleccion de todos los dominios cerrados
conezos de X que contienen al punto b (aumentada con el conjunto vacio), coincide
con la familia de conjuntos X \ D donde D € D(X,a). Con otra notacion, si se
define Mp := X \ D, entonces D(X,b) = {Mp C X : D € D(X,a)}. Ademds,
si ¢ es un punto de irreducibilidad del espacio X, la familia D(X,c¢) de dominios
cerrados conexos de X que contienen a ¢ (aumentada con el conjunto vacio) coincide
con D(X,a) o con D(X,b).

Demostracién. Para la primera parte del teorema, sea D € D(X,a). Si D €
{0, X} trivialmente Mp € {0, X} C D(X,b). Ahora, cuando ) # D # X, por el
Teorema 2.6, se tiene que Mp es un subconjunto conexo y cerrado de X que ademés
contiene a b (pues D # X). Entonces usando la definicién de Mp y que D es un

dominio cerrado, se obtiene Int(Mp) = X \ (X ~ Mp) = X \ (X (XN D)) =

X N D = Mp, de donde Mp es un dominio cerrado de X, asi que es un elemento
de D(X,b). Por otro lado, si M € D(X,b), andlogamente a lo anterior se prueba
que X \ M € D(X,a), y como M es dominio cerrado de X, se tiene que M =

X~ (X ~M ) = M+—7;, lo cual concluye la demostracién de la primera parte del
teorema.

Para la segunda parte del teorema, sea ¢ un punto de irreducibilidad de X.
Entonces, por el Lema 2.14, X es irreducible entre a y ¢, o entre b y c. Asi que, en
el primer caso D(X,c) = {Mp C X : D € D(X,a)} = D(X,b), y en el segundo caso
DX,e)={Mgp CX:FeDX,b)} =D(X,a). =

Dado D € D(X,a), sean
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Ip:={x € D: D es irreducible entre a y x},
Jp :={x € Mp : Mp es irreducible entre b y x}.

Teorema 2.16 Si A, B,D € D(X,a), se satisface:

(a) D =X~ Mp, FT‘(D) ZF’/‘(MD) =DNMp=IpndJp,
(b) si AC B, entonces ANIp=0=MpNJsy AN Mg =10,
(c) si AC B, entonces I.,NIg=0=JaNJg yIanJg =0,
(d) si AC B C D, entonces Ip N Ja = 0.

Demostracién.

(a) Como X ~ Mp =X~ (X~D)=Int(D)=D,Mp=X~DyD =X~ Mp,
se tiene que Fr(D) = DN (X ~ D) =DNMp = (X ~ MD) NMp = Fr(Mp). Por
Teorema 2.11, Fr(D) C Ip y Fr(Mp) C Jp (aun en los casos en que D € {0, X}),
lo que implica que Fr(D) = Fr(Mp) C IpNJp. Por otro lado, IpNJp C DNMp =
Fr(D).

(b) Si z € Ip, entonces = no puede estar en A porque si ocurriera que z € A se
contradirfa la definicién de I, asf que ANIg =0. Como AC B, Mg =X \ B C
X N A = My, y esta tltima contencién es propia, ya que de darse la igualdad, el
inciso (a) implicaria que B = A, lo que es un absurdo, de modo que Mg C Ma,
similar a lo anterior se tiene que Mp N J4 = . La parte restante se cumple ya que
por Teorema 2.12 A C Int(B) = X \ (X \ B) = X \ Mp.

(C) Usando (b)7 IxnNIig Cc ANIg =0, JaNJg C JaNMp = Qe lsNJp C ANMp = (.
(d) Por (b), se tiene que MpNJqs =0y BNIp =10, de donde J4 C X \ Mg C
Bc X~ Ip. Entonces IpNJs=0. m

Teorema 2.17 Se cumple que X = J{IpUJp: D € D(X,a)}. Esto es, a cada
punto p € X le corresponde un dominio cerrado conexo de X que es irreducible
entre a y p, o entre b y p.

Demostracién. Sea p € X. Definimos D; = {D € D(X,a) : p € X ~ D} y
Dy ={D € D(X,a) : p € D}. Las familias D; y D5 son ajenas no vacias y su unién
es D(X,a). Dados A € D; y B € D, por el Teorema 2.12, se tiene que A C B
o B C A. Como la segunda contencién implica que p € A y esto contradice que
A € Dy, tenemos que A C B. Entonces por el Teorema 2.13, existe B € D(X, a) tal
que B es el primer elemento de D5 o el iltimo elemento de D;.

Caso 1: B € Ds.

En este caso B C D, para todo D € Ds.

Si B es irreducible entre a y p, entonces p € Ig y ya terminamos. Supongamos
entonces que B no es irreducible entre a y p. Entonces, existe un subconjunto
propio conexo y cerrado C' de B (y por lo tanto cerrado de X) tal que a,p € C. Por
el Teorema 2.8, Int(C') es conexo y entonces Int(C') es un dominio cerrado conexo
de X.

Veamos que Int(C) € D(X,a). Si a € Fr(C), por el Teorema 2.9, C' es denso
en ninguna parte, asf que Int(C) =0 y Int(C) =0 € D(X,a). Si por el contrario
a € C\ Fr(C), entonces a € Int(C) y Int(C) € D(X,a). De cualquier modo,
Int(C) € D(X,a).

Como B es el primer elemento de Dy y Int(C) C C = C C B, se tiene que

Int(C) € Dy. Asi, pe X N Int(C) = X N (X N (XN C))=Int(X ~C)Cc X \C,
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y por lo tanto p € Fr(C) (ya tenfamos que p € C' = C y acabamos de probar que
p € X \ O). Entonces, por los Teoremas 2.6 y 2.10, X \ C es un dominio cerrado
conexo de X, irreducible entre b y p. Entonces X \ C € D(X,b) y si definimos
D=X~\ (X ~ C)7 tenemos que D € D(X,a) y p € Jp.

Caso 2: B € D;.

En este caso D C B, paratodo D € D1, pe X\ B C Mpy Mp=X\B €
D(X,b). Si Mp es un elemento minimo de D(X,b) que contiene a p, podriamos
proceder como en el Caso 1 y concluir que Mp es irreducible entre p y b, lo que nos
dice que p € Jp y con esto terminarfamos.

En el caso en que Mp no es minimo, existe N € D(X,b) tal que p € N C Mp.
Luego, X\ N € D(X,a) y B = X~ Mg C X ~ N. Esta ultima contencién es
propia porque si X ~ Mg = X \ N, entonces Int(Mp) = X \ (X ~ MB) =X\
(X ~ N) = Int(Mpy) y, tomando la cerradura de ambos conjuntos y usando que Mp
y N son dominios cerrados, concluimos que Mp = N, lo cual es una contradiccion.
Como B es el ultimo elemento de Dy, se tiene que X ~ N € D,. Por lo tanto
p € Fr(X ~ N) y por el Teorema 2.10, X ~ (X ~ N) es irreducible entre b y p, de
donde p € Jx—- ®

Lema 2.18 Si D,EF € D(X,a) y D C E, entonces E~\ D es conexo.

Demostracién. Si D = (), E <~ D = E es conexo. Supongamos entonces que D # ().
Si E = X, el resultado se sigue por el Teorema 2.6. Cuando E # X, se tiene que
Fr(E) # (0 y por el Teorema 2.11, E es irreducible entre a y cualquier punto de
Fr(FE). Entonces, aplicando el Teorema 2.6 al espacio F y al subconjunto conexo y
cerrado D de E que ademds contiene al punto a, se obtiene que F ~ D es conexo.
Por lo tanto F' . D es conexo. m

Lema 2.19 Sea X un continuo irreducible entre a y b tal que todos sus subcon-
tinuos indescomponibles tienen interior vacio. Entonces dados D, E € D(X,a) que
cumplen D C E, existe C € D(X,a) tal que D C C C E. En otras palabras, entre
cada par de elementos de D(X,a) se puede encontrar uno intermedio.

Demostracién. Analizamos dos casos.

Caso 1. D # (.

Por el Teorema 2.12 se tiene que D C Int(F), y como X es conexo, D no
es abierto, asi que existe p € Int(E) ~ D. Sea U = Int(E) \ D. Entonces U es
abierto en X, p € Uy U C E~ D. Asi que p € Int(E ~\ D), lo cual implica
que Int(E ~ D) # . El Lema 2.18 garantiza que F \ D es un subcontinuo de X,
y ademds se acaba de probar que su interior es no vacio. Entonces por hipétesis,
E ~ D es un subcontinuo descomponible de X, esto es, existen subcontinuos A y B
de X talesque ENxD=AUByA# E~D # B. SetienequeE:DU(E\D) =
DUAUB, y la conexidad de E implica que DN A # 0 o DN B # (. Sin pérdida
de generalidad supongamos que D N A # (). Notemos que EXD ¢ Ay EXxD ¢ B
(pues E~ D C A implica que A = E \ D). Ahora consideraremos dos subcasos:

Caso 1.1. £ # X.

Si AN Fr(FE) # () se cumple que D U A es un subcontinuo propio de E que
tiene al punto a y toca a Fr(FE), lo cual contradice el Teorema 2.11. Por lo tanto
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DUA C Int(E). Como X es conexo, se tiene que ) # Fr(E) C B, y usando
nuevamente el Teorema 2.11, D N B = (. Como (X ~\ B) N Int(F) es abierto y
D#X,DC (X\B)NInt(E) = (X~B)N(X~(X\E)=X~(BU(X\E))C
DUA C E. Definimos C := X \ (BU (X \E)). Como () # Fr(E) C BU(X \E),
tenemos que B U (X \ F) es un subcontinuo de X que tiene a b. Por el Teorema
26,CeD(X,a)yDCCCE.

Caso 1.2. F = X.

En este caso se tiene que X = DUAUB. Si b ¢ B, entonces b € DUA y
D U A es un subcontinuo de X que contiene a a y a b. Por la irreducibilidad de
Xentreayb DUA =X = FE. Entonces E~ D C A, lo cual no es cierto. Por
lo tanto, b € B. Como a,b € DU B, si DN B # (), similarmente a lo anterior
obtenemos que E ~. D C B, lo cual no se cumple. Entonces D N B = ). Como X
es conexo y X \ B es un abierto distinto de X, se tiene que D C X \ B C X \ B.
Como B es un subcontinuo propio de X que contiene a b, por el Teorema 2.10,
X \ B es irreducible entre a y cualquier punto de Fr(B). Como X \ B es abierto
en X, X \ B es un dominio cerrado conexo. Entonces X \ B € D(X,a). Ademds
XNBCDUA=DUAC X = E. Por lo tanto, al tomar C' = X \ B, se cumple
que C € D(X,a)y DCCCE.

Caso 2. D = 0.

Consideraremos dos subcasos:

Caso 2.1. £ # X.

Como F es dominio cerrado, £ = Int(FE), y entonces Int(E) # 0. Por hipétesis,
existen subcontinuos A y B de X tales que E = AUB y A # F # B. Entonces
a € Aoa € B. Supongamos que ¢ € A. Mostraremos que C := X \ (B U (X ~ E))
satisface la conclusién del teorema. Claramente C' es un dominio cerrado. Como X es
conexoy X = FU(X N E) =AUBU(X N\ E),AN(X \E)#0oBN(X \E) #
0. Por el Teorema 2.15, X \ E es un subcontinuo de X. Si AN (X \E) # 0,
entonces A U (X ~ E) es un subcontinuo de X que contiene a a y a b. Asi que

AU(XNE)=XyE=1Int(E) =X~ (X N\ E) C A, lo cual es una contradiccion.
Entonces AN (X N E) =0y BN (X \E) # 0. Tenemos que BU (X \ E) es un
subcontinuo de X que contiene a b. Si ocurre que B U (X ~ E) = X, entonces E =

X~ (X ~ E) C B, y esto iltimo no es cierto. Por tanto, B U (X ~ E) C X. Porel

Teorema 2.10, X ~ (B U (X ~ E)) = (' es un subcontinuo de X, que es irreducible
entre a y cualquier punto de Fr (BU (X ~ E)) Como X ~ (BU (X \E)) es
abierto, C' € D(X,a). Por dltimo, dado que X N~ A C BU (X ~ E), se tiene que
XN (BU(X\E))CcAyCcCA=AC E. Hemos probado que C € D(X,a) y
que D=0CCCE.

Caso 2.2. F = X.

Como Int(X) # ), por hipdtesis, existen subcontinuos propios Ay B de X tales
que X = AU B. Supongamos que a € A. Por la irreducibilidad de X entre a y b,
b ¢ A. Entonces b € B. Por el Teorema 2.10, X \ B es un subcontinuo irreducible
entre a y cualquier punto de F'r(B). Como X \ B es abierto, X \ B € D(X,a) y
D=0CX~BCACX=E.

Como ya se han cubierto todos los casos, hemos concluido la demostracién. m
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Lema 2.20 Sea X un continuo irreducible entre a y b tal que todos sus subcontinuos
indescomponibles tienen interior vacio. Entonces

N{M Cc X : M eD(X,b) ~{0}} = {z € X : X es irreducible entre a y x}.
Demostracién. Primero probaremos que
{z € X : X es irreducible entre a y z} C({M C X : M € D(X,b) ~ {0}}.

Seay ¢ N{M C X : M € D(X,b) ~ {0}}. Entonces existe N € D(X,b) \ {0} tal
que y ¢ N, de donde N # X. La irreduciblidad de X entre a y b implica que a ¢ N.
Como N # () y N = Int(N), tenemos que Int(N) # (), de modo que X ~ N # X.
Asf que X \ N es un subcontinuo propio de X que contiene a {a,y}. Por lo tanto,
X no es irreducible entre a y y.

Ahora probaremos que

N{McCcX:MeD(X,b)~{0}} C {z € X:X es irreducible entre a y z}.

Sea y ¢ {z € X : X es irreducible entre a y z}. Entonces existe un subcontinuo
propio D de X tal que a,y € D. Por el Teorema 2.10, X . D € D(X,b)\ {0}. Por el
Lema 2.19, existe B € D(X,b) tal que ) ¢ B & X \ D. Entonces B € D(X,b)~{0}.
Siy € B, entonces BU D es un subcontinuo de X que contiene a {a, b}. De manera
que X = BUD. Entonces X \ D C By X ~\ D C B, lo cual contradice la eleccién
de B. Esto prueba que y ¢ B, y por lo tantoy ¢ (({{M C X : M € D(X,b) ~ {0}}.
[

Lema 2.21 Sea X un continuo irreducible entre a y b tal que todos sus subcontinuos
indescomponibles tienen interior vacio. Sean D € D(X,a), 0 # D # X yp € Fr(D)
(el Teorema 2.11 garantiza que D es irreducible entre a y p). Entonces

({M C D: M eD(D,p)~{0}} ={z € D: D es irreducible entre a y z}.

Demostracién. Vamos a aplicar el Lema 2.20 al continuo D. Sea E un subconti-
nuo indescomponible de D, necesitamos ver que Intp(F) = (. Supongamos por el
contrario que existe un abierto no vacio W de D tal que W C E. Sea U abierto en
X tal que U N D = W. Entonces W = U N Int(D). Sea ¢ € W. Entonces ¢ € U y
q € Int(D), asi que U N Int(D) # §. Por tanto, U N Int(D) es un abierto no vacio
de X contenido en W C E. Esto contradice la hipdtesis para X. Hemos visto que
D satisface las hipétesis del Lema 2.20. Entonces la igualdad que queremos probar
es inmediata pues sélo hay que sustituir X por D. m

Lema 2.22 Si X es un continuo irreducible entre a y b, entonces para todo D €
D(X,a), se cumple que Int(Ip) = .

Demostracién. Supongamos que existe un elemento p € Int(Ip). Luego, existe
€ > 0 tal que B(e,p) C Ip. Se tiene que D \ B(g, p) es un subconjunto propio de D
que contiene a a, asi que por el Teorema de los Golpes en la Frontera se cumple que
ANFrp(D~ B(e,p)) # 0, donde A es la componente de D . B(e,p) que contiene a
a.Sea q € ANFrp(D~ B(e,p)). Entonces d(p,q) = ¢y q € Ip. Por otro lado, como
A C D~ B(g,p), se tiene que A C D\ B(e,p) C X \ B(e,p), dedondep ¢ Ay A
es un subcontinuo propio de D que contiene a a y a q. Asi, ¢ ¢ Ip, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto Int(Ip) =0. m
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Lema 2.23 Todo continuo linealmente ordenado es homeomorfo a [0,1].

Demostracién. Sea Y un continuo linealmente ordenado, con la topologia del
orden. Denotemos su orden por <. Por el Teorema 1.6, existen dos elementos x,
y € Y que no lo separan. Ademds, como < es orden lineal, se puede suponer que
T < y. Sea z € Y distinto de z y de y. De nuevo, ya que el orden es lineal, se
tiene que z < x 0 x < z, y también, z < y o y < z. Pero z < z implica que los
conjuntos U :={peY :p<a}yV:={peY :z <p} son abiertos no vacios de
Y tales que Y\ {z} = UUV, lo cual contradice que = no separa a Y. Asf, z < z; y
similarmente se prueba que z < y. Entonces {p €Y :p<z}y {p€Y :z < p} son
dos conjuntos abiertos ajenos y no vacios de Y tales que su unién es Y \ {z}, lo
cual significa que z separa a Y. Por lo tanto, Y tiene exactamente dos puntos que
no lo separan y entonces el Teorema 1.7 asegura que Y es homeomorfo a [0,1]. m

2.4. Teorema principal
El siguiente teorema es la conclusién de este capitulo.

Teorema 2.24 Sea X un continuo irreducible entre a y b tal que todos sus subcon-
tinuos indescomponibles tienen interior vacio. Entonces existe una funcion mond-
tona f: X — [0,1] tal que Int (f~*(t)) =0 para todo t € [0,1] .

Demostracion. Para cada D € D(X,a) Definamos Tp := Ip U Jp. La relacién <
en el conjunto 7 ={Tp : D € D(X,a)}, definida por Tp < Ty siy s6lo si D C E,
es un orden lineal; asi que 7 con la topologia del orden dada por < es un espacio
topolégico. Nétese que Ty < Tp < Tx para todo D € D(X,a). Sea g : X — T
definida por g(xz) = Tp si y sélo si x € Tp. Se probard que g estd bien definida, es
mondtona, 7 es un continuo y Int(g~(T)) = §) para todo T' € T.

Dados dos elementos distintos D, E € D(X,a), por el Teorema 2.12, se tiene
que D C F o E C D. Supongamos que D C E. Entonces por (c) del Teorema 2.16,
IpNIg=JpNJg =1IpNJg =0,y combinando el Lema 2.19 con (d) del Teorema
216, IgNJp =0. Asi, TpNTg = (IpUJdp)N(IgUJg)=UpNIg)U(IpNJg)U
(JpNIg)U(JpNJg)=0. Ahora, notemos que por el Teorema 2.17, dado = € X,
existe D € D(X, a) tal que x € Tp, y con lo anterior se tiene que dicho D es unico.
Por lo tanto, g esta bien definida.

Para ver la suprayectividad de g, consideremos un elemento cualquiera Tp € 7.
Si D=0, entonces Tp =Ty = [y U Jy = Jy = {x € X : X es irreducible entre
by x}, y claramente a € Tp, lo cual implica que g(a) = Tp. Si D = X, entonces
Tp =Tx = IxUJx = Ix = {z € X : X es irreducible entre a y x}, de donde,
beTpyg(b) =Tp. Ahora, cuando ) # D # X, existe x € Fr(D) y por el Teorema
2.11, D es irreducible entre a y z, por lo que € Ip C Tp y g(x) = Tp. Por lo
tanto, g es suprayectiva.

Sea D € D(X,a) yseax € X talque g(z) < Tp.Seag(z) = Tg con E € D(X, a).
Como Ty < Tp, tenemos que E C D. Por el Lema 2.19, existe F' € D(X,a) tal
que E C F C D. Mostraremos que = € Int(F) y que Int(F) C [Tp,Tp). Si
x ¢ Int(F), entonces {b,z} C X N\ F C X \ FE. Si aplicamos el Teorema 2.16 (b)
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a los conjuntos A = X N F, B = X \ F con a y b intercambiados, tenemos que
ANJg =0y ANE = 0. De manera que x ¢ Jg U Ig = Tg, lo cual es absurdo.
Por tanto, € Int(F). Ahora tomemos y € Int(F) y sea G € D(X,a) tal que
y € Tg = Ig U Jg. En el caso en que y € I, tenemos que G es irreducible entre
ay y. Como a,y € F, no puede ocurrir que F' C G. Por el Teorema 2.12, tenemos
que G C F, asi que G C D. Por tanto ¢g(y) = T < Tp. En el caso en que y € Jg,
tenemos que X \ G es irreducible entre b y y. Si ocurriera que F' C G, entonces
y€ XNGCX\F,ycomoy € Int(F), tendrfamos que Int(F) N (X N\ F) # 0,
lo cual es absurdo. Por el Teorema 2.12 concluimos que G C F C D. Por tanto
9(y) = T < Tp. Hemos probado que g(Int(F)) C [Ty, Tp).

En resumen, hemos mostrado que si g(z) < T, entonces = tiene una vecindad,
Int(F), en X tal que Int(F) C g~([Ty, Tp)). Esto demuestra que g~ ([Ty, Tp)) es
abierto en X.

Ya que a y b juegan papeles simétricos y, por el Teorema 2.15, también lo hacen
D(X,a) y D(X,b), podemos concluir que para toda D € D(X,a), g~ *((Tp,Tx])
también es abierto. Como la familia {[Ty,Tp) : D € D(X,a)} U{(Tp,Tx] : D €
D(X,a)} es una subbase para la topologfa de 7, concluimos que g es continua.

Para ver que g es mondtona resta probar que g~ '(T) es conexo para todo
T € T. Por el Lema 2.20, g7} (Tx) = Tx = Ix = {x € X : X es irreducible
entre a y z} = ({M CX: M eD(X,b)~{0}} y, dado que a y b juegan pa-
peles simétricos, g7 (Ty) = Ty = Jy = {z € X : X es irreducible entre b y
z} =N{D C X :D € D(X,a)~ {0}}. Por el Teorema 2.12, g~*(T}) es una inter-
seccién anidada de continuos y lo mismo ocurre con g~1(Tx). Por tanto, g~ (Tx)
y g~ 1(Tp) son subcontinuos de X. Ahora, si E € D(X,a) con ) # E # X, por el
Lema 2.21 se cumple que I = {z € E : E es irreducible entre a y } = ([{D C
E :D e D(FE,p)~ {0}} y, de nuevo por la simetria de a y b, Jg = {z € Mg : Mg
es irreducible entre by x} = ({M C Mg : M € D(Mg,p) ~ {0}}. Asi, Ig y Jg
son subcontinuos de X, y dado que Ig N Jg = Fr(E) # (), también ¢~ !(Tg) es un
subcontinuo de X. Por lo tanto, g es mondétona.

Sea D € D(X,a). El Lema 2.22 garantiza que Int(Ip) = 0, y dada la simetria
de las familias D(X,a) y D(X,b) se sigue que Int(Jp) = 0. Luego, como Ip y
Jp son subconjuntos cerrados de X, se tiene que Int(Ip U Jp) = 0, y usando que
IpUJp =Tp = g~} (Tp) se cumple entonces que Int(g~(Tp)) = (. Con esto se
ha probado que las fibras de g tienen interior vacio.

Dados Tp,Tr € 7 con Tp < Tg, se tiene que D C E, y por el Lema 2.19
existe un elemento C' € D(X,a) tal que D C C C E, asi que [Ty, T¢) v (Te, Tx]
son dos abiertos ajenos de 7 tales que Tp € [Ty, Tc) y T € (T¢, Tx]. Con esto se
ha probado que 7 es un espacio de Hausdorff. Entonces se tiene que 7 es imagen
continua y Hausdorff del continuo X, lo cual implica que 7 es un continuo (7 es
conexo y compacto porque es la imagen continua de un conexo y compacto, y es
metrizable por [3, Lema 3.2, pdg. 37]). Ademds T es linealmente ordenado. Por el
Lema 2.23, existe un homeomorfismo h : 7 — [0,1]. Luego f = hog: X — [0,1] es
la funcién buscada. m




Capitulo 3

Homogeneidad del cubo de
Hilbert

Un espacio topoldgico X se llama homogéneo si para cualquier par de puntos
z, y € X existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.

Ejemplos de espacios homogéneos son el intervalo (0, 1), las bolas abiertas de R™,
R™, la circunferencia unitaria, los grupos topolégicos y las variedades compactas,
conexas y sin frontera de cualquier dimensién.

Si X y Y son homogéneos, entonces X X Y es homogéneo, pues si (1, y1),
(z2, y2) € X x Y, entonces existen homeomorfismos f: X — X y g: Y — Y tales
que f(z1) =x2y g(y1) = y2, con lo cual f x g es el homeomorfismo de X x Y que
manda (z1, y1) a (22, y2). Més atin, un producto arbitrario de espacios homogéneos
es también homogéneo.

El propésito de este capitulo es demostrar que el espacio [0,1]N, llamado el
cubo de Hilbert, es homogéneo. Notemos que el espacio [0,1]” no es homogéneo
para ningin natural n, pues los puntos de su frontera como variedad no pueden
intercambiarse con los del complemento por homeomorfismos. Esto es consecuencia
directa del Teorema de Invariancia del Dominio (vea [5, Teorema 19.2, pdg. 106]).

Denotemos el cubo de Hilbert por @ = [0, 1] y definamos la métrica usual para
Q por d((a,as,...), (b1, ba,...)) =D lan=bal “También definimos el seudointe-

n=1 2n
rior P de @ como P = (0,1)N, y la seudofrontera F de Q como F = Q ~. P.

Teorema 3.1 Si (a1,az,...), (b1,ba,...) € P, entonces existe un homeomorfismo
h:Q — Q tal que h(ay,as,...) = (b1, ba,...).

Demostracién. Para cada natural i, se tiene que a;,b; € (0,1), y existe un
homeomorfismo h; : [0,1] — [0,1] tal que h;(a;) = b;, simplemente definiendo
hi(a;) = b;, h;i(0) =0, h;i(1) =1y extendiendo linealmente h;. En la Figura 3.1 se

17
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puede observar la gréfica de h;.

Figura 3.1

Entonces el homeomorfismo h = (hy X hg X -++) : @ — @ dado por h(x1,xa,...)
(h1(z1), ho(x2),...), satisface que h(a1,az,...) = (b1,ba,...). W

Definamos H(Q) = {h : @ — Q : h es homeomorfismo}. Dados f,g € H(Q),

sean

p(f,g) =sup{d(f(z),9(x)) : x € Q}, ¥
D(f,9) =p(f,9) +p(f 1 97h).

Para cualesquiera f, g,h € H(Q) se cumple que

p(foh,goh) = sup{d(f(h(z)),g(h(z))):z € Q}
sup{d(f(v),9(y)) 1y € h(Q) = Q}
= p(f,9),

en particular,

p(hyid) = p(hoh™ idoh™")
= p(id,h™ ")
p(h~"id).

Por supuesto que p es la métrica usual del supremo en H(Q). Veremos que p

no es completa en H(Q) y que D es una métrica equivalente a p, que ademds es
completa.
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Para ver que p no es completa, consideremos los homeomorfismos ¢, s, ©s, ...
de [0,1] en [0, 1] y la funcién continua ¢ : [0,1] — [0, 1] definidos como se muestra
en la Figura 3.2.

Figura 3.2

Para cada n € N, Definamos f,, = (¢, X id xid x .-+ )y f = (p X id X id X -+ ).
Se tiene que f y f, son funciones continuas de Q a @ tales que f,, € H(Q), para
cadan € N,y f ¢ H(Q). Es facil ver que {f,}nen es una sucesién de Cauchy en
(H(Q), p) que no converge, pues en caso de que convergiera, lo harfa a la funcién f.
Hemos probado entonces que p no es una métrica completa.

Teorema 3.2 Las funciones p y D son métricas equivalentes en H(Q).

Demostracién. Es fécil ver que p y D son métricas, asi que esa prueba serd omitida.
Sea { fn}5°; una sucesién en H(Q). Como p(f, g) < D(f,g) para cualesquiera f, g €
H(Q), si {fn}32, es convergente a f en la métrica D, también lo es en la métrica
p. Esto demuestra que la identidad id : (H(Q), D) — (H(Q), p) es continua.
Supongamos ahora que {f,}52; es una sucesién en H(Q) que converge en la
métrica p a f € H(Q). Como p(k, g) = p(koh, goh) para cualesquiera k, g, h € H(Q),
entonces la sucesién {f,, o f~1}5°; converge en la métrica p a la funcién identidad
id : Q@ — Q. Se tiene que p(h,id) < ¢ implica p(h™',id) < e, para cualquier
h € H(Q). Por tanto la sucesién {fo f, 1122, también converge a la identidad en la
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métrica p. Si vemos que {f,1}2%, converge a f~! en la métrica p, tendremos que
{fr}52, converge a f en la métrica D.

Sea ¢ > 0. Como f~! es uniformemente continua, existe § > 0 tal que si z,y € Q
y d(z,y) < 4, entonces d(f~!(z), f~'(y)) < 5. Dado que f o f, ! converge a la
identidad con p, existe N € N tal que p(f o f,1,id) < § para todo n > N. Esto
implica que d(f o f;}(z),z) < § para todo x € Q y para todo n > N, de donde,
d(ft (), f~ @) =d(f~(f o f ' (2)), f*(x)) < § para todo € Q y para todo
n > N. Entonces p(f; !, f~1) < e para todo n > N. Esto prueba que {f, 1},
converge a f~! en la métrica p. Con esto hemos probado que la identidad id :
(H(Q), p) — (H(Q), D) es continua. Por tanto esta identidad es un homeomorfismo
y las topologias en H(Q), inducidas por p y D son la misma. m

Teorema 3.3 La métrica D es completa.

Demostracion. Sea {f,}52; una sucesién de Cauchy en D. De la definicién de D,
se tiene que {f, 15, v {f,1}5%, son sucesiones de Cauchy en p, por tanto para
cada z € Q, se tiene que {f,(7)}2%; v {f, ()}, son sucesiones de Cauchy en
Q. Como @ es compacto, para cada = € @, podemos definir f(z) = lim, o fn(z)
y F(z) = lim, o f,; 1(2).

Veamos que f es continua. Sean z € @ y € > 0. Como {f,}52; es de Cauchy
en p, existe Ny € N tal que p(fn, fm) < § para cualesquiera n,m > N;. Dado que
f(z) =lim, . fn(z), existe Ny € N tal que d(f(x), fu(z)) < § para todo n > Na.
Tomando M = méx{Ny, N}, se cumple que p(fu, f) < 5 ¥ d(f(2), fa(2)) < &
para cualesquiera n,m > M. De la continuidad de fj, existe § > 0 tal que d(z,y) <
§ implica que d(far(z), far(y)) < §. Entonces, sin > M y d(z,y) < 6, tenemos que

d(f(2), fuly)) < d(f (@), (@) + d(far (@), Far(y)) + A (Y), fu(y)

e_%

e €
4 + 4 + 4 4
Con lo cual d(f(z), f(y)) < 2 < e si d(z,y) < 6. Por tanto f es continua.

De manera andloga se demuestra que F' es continua.

Ahora veamos que foF = Fo f =4d. Sean z € Q y € > 0. Como {f,}32, es
de Cauchy en p, existe N1 € N tal que p(fn, fm) < § para cualesquiera n,m > Nj.
Ya que f(F(z)) = lim, oo fn(F(z)), existe No € N tal que d(f,,(F(z)), f(F(x))) <
¢ para todo n > Nz. Sea M = méx{ Ny, No}. Dado que fj; es uniformemente
continua, existe § > 0 tal que d(p,q) < ¢ implica que d(fa(p), fm(q)) < 5. De
la igualdad F(z) = lim, . f, (z), existe N3 € N tal que d(f,'(z), F(z)) <
para todo n > Ns. Asi, haciendo N = max{Ny, No, N3}, si m > N se tiene que
Ao @) Frt U (2)) < 90 fr) < 50 Afar(Fonh @), far(F(2)) < 5
d(fa(F(x)), f(F(z))) < . Entonces, para toda m > N se cumple que

d(z, f(F(2))) < d(fm(fm' (@), fur(fr (@))) + d(far(fm' (@), fur(F(2)))
+ d(fu(F (), f(F(2)))

< i+§+§<5
4 4 4 '

Como ¢ es arbitrario, entonces © = f(F(x)). Anédlogamente se tiene que = =

F(f(2)).

<
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Todo lo anterior demuestra que f, F' € H(Q).

Ahora demostraremos que 1im,, oo p(fn, f) = 0 = lim,, oo p(f,;*, F). Sea e > 0.
Existe M € N tal que p(far,fn) < § para todo n > M. Asi, para todo = € @, se
tiene que d(fa (), f(z)) < 5 v d(fu(2), f(2)) < 5 si n > M. Esto demuestra que
po(f, fn) < e paratodon > M. Por tanto lim,, .o p(fn, f) = 0. Andlogamente se de-
muestra que lim,, .., p(f; 1, F') = 0. Este parrafo demuestra que lim,, oo D(fn, f) =
0, con lo cual D es una métrica completa.

Lema 3.4 Sean f € H(Q) y € > 0. Entonces existe § > 0 tal que si p(g,id) < 6,
entonces D(go f, ) < e.

Demostracién. Como f~! es uniformemente continua, existe v > 0 tal que si
d(z,y) < 7, entonces d(f~*(z),f ' (y)) < 5. Sea d < min{y,5}. Si p(g,id) <
§, entonces p(g~1,id) < §, y para todo z € @ se tiene que d(f~1 (g (z)), f~(z)) <
5. Por tanto,

D(gof.f) = plgof.f)+p(ftog " fh)

. 13
< p(g,zd)+§
< €+€

-+ - =c
279

Lema 3.5 Sean n € N y hy,ho,... hy, € H(Q). Entonces existe § > 0 tal que

hnt1 € H(Q) y p(hnt1,id) < & implican que D(hpq10hpo- - -0hy, hyoh, _j0---0hy) <
1
2n

Demostracién. Apliquese el Lema 3.4 con € = 2—171 vf=hpoh, 10---0h;. B

Lema 3.6 Sean (a1,a2,...) € Q, 6 >0 yn € N. Entonces eziste h € H(Q) tal que
p(h,id) < &, h no mueve las primeras n — 1 coordenadas de cada punto z € Q y a
an la envia a (0,1), es decir, si (by,ba,...) = h(a1,az,...), entonces b, € (0,1).

Demostracion. Si a,, € (0,1), tomemos h = id.
En el caso en que a, =1, sea k > n tal que 2% < g.
Explicaremos c6mo construir un homeomorfismo f : [0,1] x [0,1] — [0, 1] x [0, 1]
con las siguientes propiedades:
® flio,1—21x[0,1] €8 la identidad, y
o f({1} x [0,1]) C (1 —3,1) x {1} (vea Figura 3.3)
Sean L = {1—$} x [0,1], M = {1} x [0,1] y K un arco (no degenerado) contenido
en (1 —3,1) x {1} (observe la Figura 3.3). Tomemos homeomorfismos ¢; y ¢,
definidos del rectangulo [1 — 3,1] x [0,1] al semicirculo de la Figura 3.3 tales que
©1(z) = @y(x) = x, para cada = € L. Después, tome un homeomorfismo p del
semicirculo mencionado en si mismo tal que p (¢;(M)) = po(K) y Definamos g :
[1—$,1]x[0,1] — [1—£,1] x [0,1] como g = ;" 0 po ;. Entonces, g(M) = K
y g(z) = x para cada = € L. Por ultimo, definimos f : [0,1] x [0,1] — [0,1] x [0,1]
por 5
_ z, sizel0,1-5]x][0,1]
flw) = { g(z), sizell—3,1]x[0,1].



22 CAPITULO 3. HOMOGENEIDAD DEL CUBO DE HILBERT

Entonces f satisface las propiedades requeridas.

Figura 3.3

Sean 7,72 : [0,1] x [0,1] — [0, 1] las proyecciones sobre la primera y segunda
coordenadas, respectivamente, y Definamos h : Q — @ por

h(th% . ) = (ylvyZa . ')a

donde y; = 2 51§ € N {n,k}, g = 71 (20, 21)) ¥ 9o = m2(f (@0, 24)), notemos
que h es una funcién que sélo mueve las coordenadas x,, y ) de cualquier elemento
(z1,232,...) € Q. Veamos que h es un homeomorfismo.

e ) es continua:

Observemos las funciones coordenadas de h. Vemos que, salvo las coordenadas n
y k, las demds son funciones proyecciones y por tanto continuas. Por otra parte,
claramente las funciones que definen a las coordenadas n y k también son continuas
(pues 71, w2 y f lo son). Por tanto, h es continua.

® h es inyectiva:

Si(x1,x9,...), (Y1,Y2,-..) € Qy h(z1,22,...) = h(y1,y2, .. .), entonces x; = y; para
todo i € N\ {n,k} y m;(f(zn,zx)) = 7;(f(Yn,yr)) para todo j € {1,2}. Asi que
f(zn,2x) = f(yn,yr) v entonces (x,,xr) = (Yn,yr). De manera que z; = y; para
todo i € N. De modo que (x1,232,...) = (y1,%2,...). Por tanto, h es inyectiva.

e h es suprayectiva:

Sea (y1,92,...) € Q. Como f es suprayectiva, existe (a,b) € [0,1] x [0,1] tal
que f(a,b) = (Yn,yx), de donde y, = m1(f(a,b)) y yx = m2(f(a,b)). Por lo cual
Ryt o s Yn—1, 0 Ynt1s - s Yh—1,0, Y15 - - ) = (Y1, Y25 - - ).

Como @ es compacto y Hausdorff, esto concluye la prueba de que h es un homeo-
morfismo.

Sean (x1,x2,...) € Qy (y1,y2,-..) = h(x1,22,...). Notemos que si z,, < 1 —

s
29
entonces f(zn,,zr) = (Tn, Tk), asi que y, = 71 (f(Tp, k) = Tp; y st xp > 1 — %,
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mo(f(Tn,xk)) > 1— 27 asf que y, > 1 — %, asf,

X |wi — il
d((x17x2;-~-),(y1,y2,...)) = T

=1

|xn - yn| |1'k — yk|
< 5+ 1

2 2k

)
< -4+ - <4

2 + 3

Entonces p(h,id) < §. Como a, = 1y f({1} x [0,1]) € (0,1) x {1}, entonces
h(ai,as,...) = (b1, ba,...) implica que b, = m1(f(an,ar)) = 71(f(1,ax)) € (0,1).
El caso a,, = 0 se resuelve de manera similar. m

Recordemos que el seudointerior de Q es P = (0,1)N y la seudofrontera de Q es
F=Q\P

Teorema 3.7 Si (c1,¢2,...) € F, existe un homeomorfismo h : Q — Q tal que
h(Cl, C2,. . ) eP.

Demostracién. Definiremos, inductivamente, una sucesién de homeomorfismos
hi, he, ... que satisfacen las siguientes propiedades para todo n € N:

1. Las primeras n coordenadas de (h,, o hy,—1 0--- 0 hy)(c1,ca,...) pertenecen a
(O’ 1)’

2. hp(z1,Z2,...) no mueve las primeras n — 1 coordenadas de (1,22, ...), para
todo (z1,22,...) € Q,

3. D(hyo-+-ohi,hy_10--0hy) < 5t

Veamos cémo definir hi: sea § > 0 dado por el Lema 3.4, aplicado a € = %
y f = id, y tomemos h; igual al homeomorfismo h dado por el Lema 3.6, para
(a1,az,...) = (c1,¢2,...) € Q,n =1y § el ya definido. Los puntos 1 y 3 se satisfacen
por la definicién de hq (en este caso interpretamos que h,,_j0---0hy = id) y el punto
2 se satisface por vacuidad.

Supongamos que hemos encontrado homeomorphismos Ay, he, ..., hg que satis-
facen 1, 2 y 3. Ahora mostraremos que existe hg;. Tomemos § > 0 como en el
Lema 3.5 para n = k. Entonces tenemos que si f € H(Q) v p(f,id) < J, entonces
D(fohgo---ohy,hgo---0hy) < Qk% Sea (a1,a2,...) = (hgo---ohi)(cy,ca,...).
Por el Lema 3.6, existe hi41 € H(Q) tal que p(hit1,9d) < § (y entonces D(hgy1 0
hgo---ohj,hgo---ohy) < zk%), hi+1 no mueve las primeras k coordenadas de
cada punto z € @) y envia la (k + 1)-ésima coordenada de (a1, as,...) al intervalo
(0,1).

Por hipétesis de induccién las primeras k coordenadas de (aj,az,...) = (hy o
---ohy)(c1,c,...) pertenecen a (0,1) y como hyy1 no las mueve, lo mismo ocurre
con (hgt10hgo---ohy)(er,ca,...). Ademds hyi1(a1,ag,...) tiene la (k + 1)-ésima
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coordenada en (0, 1), asf que las primeras k + 1 coordenadas de (hx110hgo---0
hi)(e1,ca,...) pertenecen a (0,1). Como ya hemos dicho, 2 y 3 se cumplen para
k + 1. Esto termina la construccién inductiva.

Por el punto 3, la sucesién {h, o--- 0 h1}52, es una sucesion de Cauchy con la
métrica D, y como D es completa, existe el limite h = lim,,—.oo (hy, 0 -+ 0 k1), que
es un homeomorfismo de @ en Q. Si h(cy,ca,...) = (b1,ba,...) v existe n € N tal
que b, ¢ (0,1), ponemos (hy o---0hy)(c1,ca,...) = (d1,da,...). Por el punto 1 se
tiene que d,, € (0,1) y |d,, — by| > 0. Luego, por el punto 2, para toda k > n,

D(h,hi0---0hy) > d(h(cr,ca,...),(hgo---0ohy)(c1,ca,...))

= d((b1,b2,...),(hxo---0hy)(c1,c2,...))
|dn *bn|
Z

lo cual contradice que h = lim,, . (hn o---0hy). Por lo tanto, todas las coorde-
nadas de h(cy,co,...) pertenecen a (0,1), con lo cual h(cy,co,...) es un elemento
del seudointerior del cubo de Hilbert. Con esto se termina la prueba. m

Teorema 3.8 El cubo de Hilbert Q = [0,1]N es homogéneo.

Demostraciéon. Sean a,b € (). Consideremos los siguientes casos:

e a,b € P. Por el Teorema 3.1, existe h € H(Q) tal que h(a) = b.

ea € P, be F. Por el Teorema 3.7, existe h; € H(Q) tal que hy(b) € P, y el
Teorema 3.1 nos da un homeomorfismo hy € H(Q) tal que ho(a) = hq(b). Entonces
(hyt o hy)(a) =b.

e a,b € F. Por el Teorema 3.7 existen homeomorfismos hy, hy € H(Q) tales que
hi(a) € Py ha(b) € P. Por el Teorema 3.1 existe hy € H(Q) tal que h3(hi(a)) =
ha(b). Entonces (hy ' ohgohy) (a) =b. m



Capitulo 4

Propiedad del punto fijo en
[0,1]7

Un espacio topolégico X tiene la propiedad del punto fijo (de aqui en adelante
abreviado p.p.f.) si para cualquier funcién continua f : X — X existe un punto
p € X tal que f(p) = p. El punto p es llamado punto fijo de f.

Ejemplos de espacios con la p.p.f. son el intervalo [0,1] (vea [4, Ejemplo 1.1,
pég. 5]), el triodo simple (vea [4, Ejemplo 1.5, pdg. 6]), el continuo sen(1) (vea
[4, Ejemplo 1.7, pag. 7]), el circulo de Varsovia (vea [4, Ejercicio 1.15, pag. 14]),
la n-celda [0,1]™ para cada n € N (vea [4, Teorema 2.1, pag. 19]), los dendroides
(vea [4, Teorema 3.4, pdg. 33]) y los continuos encadenables (vea [4, Teorema 4.1,
pég. 40]). En contraste, la circunferencia S' no tiene la p.p.f. pues la rotacién por
un dngulo de 90° es una funcién continua de S! en S! que no tiene puntos fijos.
Notemos que todos los ejemplos que mencionamos con esta propiedad son espacios
conexos, esto no es extrano pues es féicil de probar que si un espacio tiene la p.p.f.,
entonces es conexo.

El teorema que asegura que la n-celda tiene la p.p.f. es conocido como el Teorema
de Brouwer. El objetivo de este capftulo es dar una demostracién de este teorema
para el caso particular n = 2, usando el lema de Sperner. Sin méds preambulos
iniciemos el camino hacia el teorema.

Sea A un subconjunto finito de [0,1] tal que 0,1 € A. Supongamos que se usan
los colores rojo y azul para colorear los puntos de A de tal forma que 0 es rojo y 1
es azul. Un segmento bicolor respecto a A es un intervalo de la forma [a, b], donde
un extremo es rojo, el otro azul y [a,b] N A = {a, b}.

Lema 4.1 Sea A un subconjunto finito de [0,1] tal que 0,1 € A y que es coloreado
con la misma regla del parrafo anterior (rojo y azul, 0 es rojo y 1 es azul). Entonces

A tiene exactamente un numero impar de segmentos bicolores.

Demostracién. La prueba se hard por induccién sobre la cardinalidad de A. Se
tiene que |A] > 2, y si |A] = 2, entonces A = {0,1} y [0, 1] es el tinico segmento
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bicolor. Ahora supongamos que cada subconjunto de n elementos de [0, 1] que es
coloreado con la misma regla (rojo y azul, 0 es rojo y 1 es azul) tiene un nimero
impar de segmentos bicolores. Tomemos un conjunto A con n + 1 elementos y
escribdmoslo A = {ay,az2,...,ap+1}, cona; =0, apt1 =1y a3 <as < -+ < apiq-
Por hipétesis de induccién, el conjunto B = {aj,as,...,a,+1} tiene un nimero
impar de segmentos bicolores, digamos k. Si a3 y as son rojos, entonces [aj, as],
[az,a3] v [a1,a3] no son bicolores, asi que A tiene los mismos segmentos bicolores
que B. Si a3 es 10jo y ag es azul, entonces [a1, ag] no es bicolor en B, mientras que
[a1,az2] ¥ [az,as] son bicolores en A, por lo que A tiene k + 2 segmentos bicolores.
Si a3 y ag son azules, entonces [ag, as] no es bicolor, mientras que [a1, a2 v [a1, as]
sf lo son, el primero en A y el segundo en B, de donde A tiene (k —1) +1 =k
segmentos bicolores. Por tltimo, si ag es azul y as es rojo, entonces [a1,as] no es
bicolor, pero [a1,as3] es bicolor en B y [ag,as] es bicolor en A, asi que A tiene
(k—1) 4+ 1 = k segmentos bicolores. Como estos son todos los casos posibles, se
cumple que A tiene exactamente un nimero impar de segmentos bicolores. Con esto
se concluye la prueba. m

Sea T un tridngulo convexo en R2?. Una particién en subtridngulos convexos
Ri,Ra,..., Ry, de T es simplicial siT = RiURyU---UR,, y,si4# 4, Ri N R;
s6lo puede ser (), un vértice comiin o una arista comun.

Lema 4.2 (de Sperner) Sean T un tridngulo convero en R?> y Ry, Ra,...,Rp
una particion simplicial de T. Supongamos que los vértices de los tridngulos de la
particion se colorean con tres colores, amarillo, verde y rosa, de tal forma que: (a)
T es tricolor (sus vértices usan los tres colores) y, (b) sii € {1,...,m} y un vértice
p de R; pertenece a un lado L de T, entonces p estd coloreado con uno de los dos
colores que se usaron para los extremos de L. Entonces existe i € {1,...,m} tal que
R; es tricolor.

Demostracién. Denotemos por Ly, Ly, ¥ Lyg los lados de T' cuyos extremos estdn
coloreados de amarillo y rosa, rosa y verde, y, verde y amarillo, respectivamente.
En la Figura 4.1 se muestran estas asignaciones.

Figura 4.1

Notemos que para cada lado L de T, los vértices de los tridngulos de la particién
que intersectan a L conforman el conjunto finito: {z € L : existe i € {1,...,m} tal
que x es vértice de R;}, contiene a los extremos de L y que estd coloreado de dos
colores, entonces satisface las hipétesis del Lema 4.1, por lo cual tiene un numero
impar de segmentos bicolores.
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Probaremos el teorema por contradicciéon. Supongamos que cada tridngulo de
la particién usa a lo méas dos colores en sus vértices. Consideremos un segmento
bicolor Sy en uno de los lados de T'. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que Sy estd en el lado L, como se muestra en la Figura 4.2.

Figura 4.2

Construiremos un arco, del punto medio de Sy al punto medio de un segmento
bicolor S,, distinto de Sy en el mismo lado de T', de la siguiente manera:

1. Sea ag el punto medio de Sy.

2. Como Sy es bicolor y pertenece al lado L, uno de sus extremos es de color
amarillo y el otro de color rosa.

3. Sy es arista de un tridngulo R;,.

4. El vértice de R;, que no estd en Sy debe estar coloreado de amarillo o rosa
(porque R;, no es tricolor), asi que R;, tiene una arista con dos extremos del
mismo color y dos aristas bicolores, una de estas iltimas es Sy, y a la otra
llamémosla S .

5. Sea a; el punto medio de S, y unamos ag con a; a través del segmento con-
vexo que existe entre ellos. Los pasos del 1 al 5 se muestran en la Figura 4.3.

Figura 4.3
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6. S es arista comin de dos tridngulos, uno de ellos es R;, y al otro llamémosle

R

ox

. Anélogamente a los puntos 4 y 5, sea Sy la arista bicolor de R;, distinta de

S1 y sea asy el punto medio de S;. Unamos a1 con as a través del segmento
convexo que existe entre ellos.

. Si Y2 no es arista de otro tridngulo R;, diferente de R;,, entonces Ss estd en

uno de los lados de T, y como los extremos de S5 son uno de color amarillo
y el otro de color rosa, por la condicién (b), Sy debe estar en L,,.. Si Sy es
arista comun de dos tridngulos, se repiten los pasos 6 y 7. El primer caso se
muestra en la Figura 4.4 (a) y el segundo en la Figura 4.4 (b).

Figura 4.4

9. Notemos que los tridngulos R;,, R;,, ... que se van encontrando son distintos.

10. Procediendo de este modo, como solamente se tiene una cantidad finita de

tridngulos R1, Ras, ..., R, se debe llegar al punto medio a,, de la arista bicolor
Sy, que s6lo pertenece al tridngulo R;, , por lo cual, S, estd en el lado L, y
es distinta de Sy.

Notemos que la unién de los segmentos de recta a;—1a;, con i € {1,...,n}, es

un arco de ag a a,. Si el segmento bicolor con el que iniciamos es S,, entonces
realizando estos 10 pasos finalizaremos en Sy. Ademads, si iniciamos el proceso en un
segmento bicolor S’ del mismo lado L., con S’ distinto de Sy y S;,, no pasaremos
por ningtn tridngulo que fue atravesado por el arco de ag a a,,, asi que finalizaremos
en un segmento bicolor de L, distinto de Sy, S, y 5.

Con este proceso, hemos probado que el numero de segmentos bicolores en el

lado L, es par, lo cual contradice el Lema 4.1. Por lo tanto, existe ¢ € {1,...,m}
tal que R; es tricolor. m
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Teorema 4.3 Sean T un tridngulo convexo en R%2 y f : T — T una funcién conti-
nua. Entonces f tiene un punto fijo.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supondremos que 7' es un tridngulo
equilatero con un lado paralelo al eje de las abscisas. Supongamos que para cada
p € T, f(p) # p. Entonces existe € > 0 tal que para cada p € T, d(p, f(p)) > ¢,
donde d es la métrica usual de T. Por la continuidad uniforme de f, existe § > 0 tal
que 0 < 55 v, sip,q € Ty d(p,q) < 0, entonces d(f(p), f(q)) < 15

Ahora vamos a usar los colores amarillo, rosa y verde para colorear todos los
puntos de T con la regla dibujada en la Figura 4.5 y explicada en el siguiente péarrafo.

Figura 4.5

Dado un punto p € T, dividimos el plano en 6 regiones numeradas con los
nimeros 1,2,3,4,5 y 6, como se muestra en la Figura 4.5; donde la linea L; (amarilla
y verde) es paralela al eje de las abscisas y las lineas Ly (amarilla y rosa) y Lg (verde
y rosa) pasan por p con un angulo de 60° y 120°, respectivamente, respecto a L.
Las regiones numeradas con nimeros impares son cerradas, en el sentido de que
incluyen a las rectas que las separan de las otras regiones, mientras que las pares
son abiertas y no incluyen nada de las rectas. Como f(p) # p, f(p) debe estar en
una de las 6 regiones. Si f(p) estd en una regién impar, entonces p serd coloreado
del color de esa regi6n; mientras que si f(p) pertenece a una regién par, entonces
p serd coloreado con uno cualquiera, el que usted guste, de los dos colores de esa
regién. Notemos que con esta regla los vértices de T estdn coloreados uno de cada
color. Es decir, T es un tridngulo tricolor y es mostrado explicitamente en la Figura
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4.6.

Figura 4.6

Consideremos una particién simplicial de subtridngulos R, Rs,...,R,, de T
como se muestra en la Figura 4.7, de modo que el didmetro de cada subtridngulo
sea menor que 9.

Figura 4.7 Figura 4.8

Observe que al colorear los vértices de los subtridngulos con la regla dada, se
cumplen las hipétesis de Lema de Sperner, de donde existe un subtridngulo trico-
lor R; (sus vértices estdn coloreados uno de cada color). Supondremos que dicho
tridngulo R; es como el de la Figura 4.8. En el caso en que los colores ocupen otras
posiciones, la prueba es similar. A los vértices amarillo, rosa y verde los llamamos a,
7 y v, respectivamente. Sea p el baricentro de R; y consideremos la bola centrada en
p de radio €. Se tiene que d(p, a) < didmetro(R;) < ¢, de donde d(f(p), f(a)) < 75,y
como d(p, f(p)) > €, entonces f(a) ¢ B(l%s,p). Luego, de acuerdo a la regla con que
se colored el punto a, f(a) debe estar en la regiéon A rayada de amarillo en la Figura
4.9 y limitada por la linea punteada amarilla. Entonces, como d(f(p), f(a)) < 15,
se tiene que f(p) € N(5, A). Esta nube también se muestra en la Figura 4.9, con-

10°
tiene a A y estd limitado por la linea gruesa amarilla (la que contiene parte de la
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circunferencia centrada en p de radio 19—08).

Figura 4.9

Andlogamente, para los puntos v y r, se obtiene que f(v) esta en la regién V rayada
de verde y limitada por la linea punteada del mismo color en la Figura 4.9, y f(r)
estd en la regién R rayada de rosa y limitada por la linea punteada del mismo

color. Entonces f(p) también estd en los conjuntos N(55,V) y N(5, R), los cuales

se muestran en la figura anterior y se pueden describir igual que N ({5, A) con los
respectivos colores. Hemos llegado a que f(p) € N(55,4A)NN(55,V)NN(55,R), lo
cual no es posible porque esta interseccién es vacia. De la contradiccién, se concluye

que existe p € T tal que f(p) =p. ®

Lema 4.4 Si X y Y son espacios homeomorfos, y X tiene la p.p.f., entonces Y
también tiene la p.p.f.
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Demostracién. Sean f : Y — Y una funcién continua y h : X — Y un homeo-
morfismo. Entonces h™' o f o h : X — X es una funcién continua, asi que existe
p € X tal que p= (h=t o foh)(p), de donde, h(p) = f(h(p)). Por lo tanto h(p) es
un punto fijo de f. m

El Teorema 4.3 nos garantiza que cualquier tridngulo convexo de R? tiene la
p.p.f. Por otro lado, el tridngulo y [0, 1]> son homeomorfos, asf que por el Lema 4.4
cualquier 2-celda tiene la p.p.f.



Capitulo 5

Selecciones

Dado un continuo X, se tiene que X =~ F;(X) y F1(X) C C(X), donde C(X) es
el hiperespacio de subcontinuos de X y Fj(X) es el hiperespacio de subconjuntos
de X con un solo elemento, ambos considerados con la métrica de Hausdorff H
definida en el Capitulo 1.

Una seleccion para el hiperespacio C'(X) es una funcién continua s : C(X) — X
tal que s(A) € A para toda A € C(X).

Para cada = € X se cumple que s({z}) = z, asi que la seleccién puede pensarse
como una retraccién de C(X) a F1 (X)), mds ain, como X y F;(X) son homeomorfos,
la seleccién puede ser pensada como una retraccién de C'(X) a X.

La pregunta que surge de modo natural es cudles continuos admiten selecciones.
Ademds, en caso de haberlas, es de interés saber si cumplen (o podemos construirlas)
con alguna propiedad como ser monétonas o abiertas. En este capitulo se dard una
seleccién para las dendritas y se dardn selecciones abiertas para el intervalo [0,1] y
para el triodo simple.

Comenzamos nuestro andlisis con un continuo que no admite selecciones: la
circunferencia. Como es usual, denotemos por S' a la circunferencia en R? con
centro en el origen y radio 1. Se sabe que el hiperespacio C(S!) es homeomorfo
al disco unitario en R? con centro en el origen y F;(S') queda identificado con la
frontera del disco como subespacio de R? (vea [1. Ejemplo 3.2]). Como S* ~ F(S1),
en caso de haber una seleccién s : C(S') — St se tendrfa una retraccién del disco
a su frontera. Por otro lado, en el Capitulo 4 probamos que el cuadrado (y por
lo tanto el disco unitario) en R? tiene la propiedad del punto fijo, asi que por [4,
Lema 2.3, pédg. 23], la circunferencia no es retracto del disco. Esto prueba que la
circunferencia no admite selecciones, y de acuerdo al siguiente lema, si un continuo
admite selecciones entonces no puede contener circunferencias.

Lema 5.1 Sean X un continuo, s : C(X) — X una seleccion y Y € C(X). En-
tonces la restriccion de s a C(Y), s|lory) : C(Y) — Y es una seleccion.

Demostracion. s|C(y) es continua por ser una restriccién de una funcién continua

y para cada A € C(Y), s|lcv)(A) = s(A) € A CY, por lo que s|c(y) es seleccion.
[
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Entre los continuos que admiten selecciones, uno de los més simples es el intervalo
[0,1]. Aqui presentamos una seleccién en [0, 1] que ademds es abierta.

Lema 5.2 Sean I =[0,1] y 01 : C(I) — I la funcion definida por 01(A) = min A
para cada A € C(I). Entonces o1 es una seleccion abierta.

Demostracién. Notemos que o7 estd bien definida pues todos los subcontinuos
de [0,1] tienen su minimo en [0, 1]. Lo que hace o1 es que a cada subcontinuo A
de I le asocia el punto de A mds cercano al 0. Se sabe que C(I) es homeomorfo
al tridngulo T = {(a,b) € R? : 0 < a < b < 1} de R? (vea [1, Ejemplo 3.1, p4g.
29]), asf que para lo siguiente supondremos que C(I) es igual a dicho tridngulo.
Entonces para cada (a,b) € C(I) se tiene que o1((a,b)) = a. De manera que o; es
la restriccién a T' de la proyecciéon sobre la primera coordenada. Por tanto o; es
continua. De manera que o7 es seleccién y sélo resta ver que es abierta. Como la
imagen directa de funciones abre uniones, bastard con que probemos que para todo
(z,y) € Ty todae >0, 01(B(g,(x,y))) es abierto en I, y para esto es suficiente ver
que 01(B(e, (z,v))) = (x—e,x+e)NI. Si||(u,v) — (z,y)| <&, entonces |u — z| < &,
asf que o1((u,v)) =u € (x — e,z +¢) N 1. Por otra parte, siu € (x —e,x +¢) N1,
entonces: si u < y, tenemos que (u,y) € T, ||(u,y) — (z,y)]| <ey o1((w,y)) =u; y
si y < u, tenemos que (u,u) € T, ||(u,u) — (z,9)|| < ey o1((u,u)) = u. Por tanto
01(B(e, (z,y))) = (r — e,z +¢) N I. Esto completa la prueba de que o3 es abierta.
(]

Esta seleccion serd usada més adelante para dar seleciones en otros continuos.
Notemos que similarmente a la funcién o1, se puede definir o5 : C(I) — I como
02(A) = méx A para cada A € C(I), la cual también es una seleccién abierta. Otra
seleccién para el intervalo es la que a cada subcontinuo le asocia su punto medio.
Esta funcién estd dada por la asignacion (z,y) — %er’ la cual es continua.

Ahora daremos una seleccién para el triodo simple. Sea T el espacio que consiste
en la unién de tres segmentos convexos de longitud 1, I1, Is v Is en R?, tales que los
tres tienen un extremo en comin, denotado por v, y que dos a dos sélo se intersectan
en el punto v. Para cada j € {1,2,3}, sea aﬁ” : C(I;) — I; la funcién que a cada
gj ) es la
funcién oy del Lema 5.2 considerada en el arco I; cambiando al 0 por v, asf que O'gj )
es una seleccién. Ahora ya estamos en condiciones para definir una seleccién en el

triodo. Sea o5 : C(T) — T definida por

(@ ;
_ ] o7 (4), st AeC(1y),
o2(4) { v, sive A

elemento A € C(I;) le asocia el punto de A més cercano a v; es decir, o

Lema 5.3 La funcién oo : C(T') — T definida en el parrafo anterior es una selec-
cion.

Demostracion. Si A € C(I;) N C(I;) para algunos k,l € {1,2,3}, k # [, entonces
A={v}y agk)(A) =v= Ugl)(A). Si A € C(Iy) para algin k € {1,2,3} y v € A,
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entonces A es un subcontinuo de I que contiene al extremo v, entonces o2(A4) =
ogj )(A) = v. Por lo tanto oy estd bien definida. De la definicién se cumple que
02(A) € A para cada A € C(T). Para la continuidad de o2 consideremos una
sucesién {A, }nen de elementos de C(T') que converge a un elemento A € C(T). Si
v ¢ A, entonces A C I; \ {v}, para algin j € {1,2, 3}, asi que existe N € N tal que
A, C I; ~ {v} para todo n > N, de donde, c2(A) = a§”(A) y 02(4,) = ogj)(An)
para todo n > N. Como agj) es continua, la subsucesion {o2(Ay)}n>n converge a
o2(A), de donde obtenemos que la sucesién {o2(A,) }nen converge a o3(A). Ahora
supongamos que v € A y sea € > 0. Como {A,, }nen converge a A, existe N € N tal
que H(A,,A) < ¢ para todo n > N. Entonces existe a,, € A, tal que d(a,,v) < ¢
para todo n > N. Como o2(A,) es igual al punto de A,, mds cercano a v, y
02(A) = v, se cumple que d(o2(A4y),02(A4)) = d(o2(An),v) < d(an,v) < € para
todo n > N. En cualquier caso, hemos probado que {o2(A;)}nen converge a oa(A).
Entonces, o2 es continua y, por lo tanto, es una seleccién. m

Nuestra siguiente meta es mostrar que es posible dar una seleccién abierta para
el triodo simple 7. Como describimos antes, T" es la unién de tres arcos Iy, Iz y
I3, con punto de ramificacién v. Antes de probar este resultado, consideremos una
funcién continua, suprayectiva y abierta f : C(T) — T y un elemento A € f~1(v).
Sea U un subconjunto abierto de C(T) que contiene a A. Entonces f(U) es un
subconjunto abierto de T que contiene a v, asi que f(U) N (I; \ {v}) # 0 para cada
j €{1,2,3}. Luego, U N f~1(I; ~ {v}) # 0 para cada j € {1,2,3}.

Para cada j € {1,2, 3}, hacemos W; = f~!(I; \ {v}). Como I; \ {v} es abierto
en T, tenemos que W; es abierto en C(T'). Claramente, Wi, Wy y Wy son ajenos
dos a dos. También hacemos F = f~!(v). Entonces F es cerrado en C(T'). Por lo
que vimos en el parrafo previo, para cada A € F y cada j € {1,2,3}, se tiene que
A € Clgry(Wj). De modo que F C Clory(Wh) N Clory(Wa) N Clery(Ws). Con
esto hemos visto que C(T') es la unién de un cerrado F y tres abiertos ajenos dos
a dos Wi, W y Ws tales que F C Clgry(Wr) N Clery(W2) N Clery(Ws).

Es bien sabido (vea [1, Ejemplo 3.3, pdg. 35]) que C(T) es la unién de un
cubo [0,1]® con tres tridngulos (alas) pegadas por tres de sus aristas. Por lo que
vimos en el parrafo anterior, para dar una seleccién abierta en C(T'), en particular,
deberfamos ser capaces de descomponer a [0, 1]* como la unién del cerrado FN|[0, 1]3
y los tres abiertos ajenos dos a dos Wi N[0, 1]3, Wa N [0,1]> y W5 N [0, 1] tales que
Fnjo, 1]3 C CZ[0’1]3 Wy N o, 1]3) N CZ[UJ]S W2 N0, 1]3) N Cl[o’l]a Ws N o, 1]3).

Si usted nunca ha visto cémo se hace esto, inténtelo y verd que no es nada facil.
Si usted tiene alguna experiencia en la Teorfa de Continuos, entonces posiblemente
se dé cuenta que estamos hablando de algo parecido a los lagos de Wada. De he-
cho, estos lagos se definieron precisamente para dar regiones en [0, 1]? que tuvieran
una frontera comin. A continuacién daremos la descripciéon de cémo se construyen
tineles de Wada en [0, 1]3.

Tuneles de Wada

Consideremos el cubo C' = [0, 1] como si fuera una montafia o un queso al cual
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(1-1,1/2,1/2)

Figura 5.1:

le haremos perforaciones. Consideremos los puntos p; = (1, %, %)a p2 = (%, 1, %) y
p3 = (é ) é ) ]-)
Para cada j € {1,2, 3}, tomamos un disco D; de radio

p; y contenido en la cara de C; que tiene a p;.

3

T s centrado en el punto

Tomamos un cono truncado recto jo ). con angulo de 45°, cuya base mayor sea

Dj, de altura gl‘oc. Sea E; la base menor de R(] ), notemos que el radio de E; es

1gual a 102 Sea P; = Cl[(la pared de R(])) (D; U E;)]. Notemos que el punto de
jo) més alejado de la pared P; es el punto p; y d(p;, P;) = 1—10.

A continuacién veremos que para cada punto z = (21, 22,23) € jo), d(z,Py) <
21
10' . . . .

Para fijar ideas, probaremos esto para j = 1, obviamente, los otros casos son

similares.

En la Figura 4.1 puede verse un corte recto del cono R(l)

En este dibujo, r = i De todos los puntos z € R( ) que tienen la coordenada

z1, el més alejado de P1 pertenece al eje de simetria del cono. Por lo que, de los
puntos que tienen la primera coordenada z1, d(z, P;) alcanza su méximo en el punto
z de la figura y, d(z, P1) puede calcularse usando el tridngulo rectdngulo isésceles

que pasa por z. Entonces d(z, Py) = %(21 — (1 —=7)), y la desigualdad buscada es

%(zl —(1- ‘1/—05)) < 1%, la cual es equivalente a 21 (1 — ‘1/—05) - %, que se cumple
porque z; < 1.
Procediendo de la misma manera para j € {2,3}, podemos afirmar que para

cada j € {1,2,3} y cada z = (21, 20, 23) € RY) ,d(z, Pj) < =

Empecemos a cavar los tineles:

El primer paso es remover la tierra o el queso de los conos (truncados) Rgl), REQ)

¥ R(3)

Claramente estos ttuneles son subconjuntos abiertos, conexos y ajenos dos a dos
del cubo C.

Hasta aqui hemos completado la primera etapa.
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Ahora veremos cémo continua la construccién de los tineles de Wada. Describi-
mos la segunda etapa de la construccién en tres pasos.

Alargamos el tinel empezando en el disco £ de Rgl) para obtener un tiinel Rgl)

que tenga las siguientes propiedades: Rgl) C Rél), C’l(Rél)) es ajena a Cl(RgZ) U
R§3)), el conjunto C' ~\ (Rél) U R?) u Rf’)) es una 3-celda y todos sus puntos distan
de uno de los puntos de Rgl) en menos de 1 (es decir, C (Rél) U REQ) U R?)) C
N(3, Rél))), Rél) es abierto y conexo en C'y la interseccién de Rél) con la frontera
de C es lo mismo que Rgl) N F.(C) (este conjunto es el disco D sin su orilla).

El siguiente paso consiste en alargar el tinel R§2), desde el disco Es, para obtener
un tunel R§2) que tenga las siguientes propiedades: RgQ) - R§2), CZ(R§2)) es ajena
a (la cerradura de lo que ya tenfamos construido) C’l(Rél) u R§3)), el conjunto
C~ (Rél) U RéQ) U Rg?’)) es una 3-celda y todos sus puntos distan de uno de los
puntos de Réz) en menos de 3 (es decir, C' (Rgl) u Rf) U RE?’)) C N(3, R;Q))), RéQ)

) con la frontera de C es lo mismo

es abierto y conexo en C' y la interseccién de Rg
que R§2) N F,-(C) (este conjunto es el disco D sin su orilla).

El siguiente paso consiste en alargar el tinel Rf"), desde el disco F3, para obtener
un tinel R§3) que tenga las siguientes propiedades: R(lg) - Rf’), CZ(R§3)) es ajena
a lo que ya tenfamos construido, el conjunto C' (R(Ql) U Réz) U Ré‘g)) es una 3-celda
y todos sus puntos distan de uno de los puntos de Rg?’) en menos de %, Rg’) es
abierto y conexo en C'y la interseccién de Rég) con la frontera de C' es lo mismo
que R§3) N F.(C) (igual al disco D3 sin su orilla).

Hasta aqui hemos alargado los tres tuneles originales (los conos Rgl), Rf) y
Rg?’)) para obtener los tineles Rél), RéQ) y Rg?’).

Con esto completamos la segunda etapa.

En la tercera etapa, alargamos los tineles Rél), Réz) y RéB), para obtener tuneles
R§1)7 R:(),Z) y Rg?’). Con propiedades similares a las que hemos descrito. Es decir,
se construyen en orden, primero Rgl), luego R:(),z) y al final Rgg), cada tinel es un
abierto conexo de C'y contiene al tunel previo correspondiente (el que tiene el mismo
superindice, pero subindice menos en uno), la cerradura de un nuevo tinel no toca
a los otros dos que se construyeron antes, el complemento de todo lo construido es

una 3-celda contenida en la nube % centrada en el nuevo tinel y la interseccién del

tinel con la frontera de C' es el disco original de radio % correspondiente.

Como se puede suponer este proceso continia hasta que se construyen tres suce-
siones de tineles {R%)}gj’:l, {R%)}fnozl, y {R,(ﬁ)}iif:l, con las propiedades similares
a las descritas en el parrafo previo.

Para cada j € {1,2,3}, hacemos W; = U{R%) : m € N}. También hacemos
F =C~ (W7 UW3UWs3). Entonces tenemos las siguientes propiedades:

a) cada W; es un abierto conexo de C que toca a la frontera de C' en un disco de
da W; biert de C t la frontera de C disco d
radio \1/—05, y entonces W; no toca a las aristas del cubo,

(b) F es cerrado en C' 'y F C Cl(W71) NCIL(W3) N Cl(W3), pues para cada m € N
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y cada j € {1,2,3}, cada punto de F dista en menos que % de un punto de
RY) cw;,

(c) F es un subcontinuo de C, pues F' es una interseccién anidada de 3-celdas (lo
que queda en cada uno de los pasos),

(d) C=FUW; UW,UWs,

(e) podemos pensar que excavamos de tal manera que los tineles se van haciendo
més angostos a medida que avancemos,

(f) veamos cémo conseguir que si z = (21, 22, 23) € W, para alguna j € {1,2,3},
entonces d(z, F) < %2.

Recordemos que ya vimos que para cada j € {1,2,3} y cada z = (21, 22,23) €
RY), d(z, Py) < .

Veamos cémo se puede hacer la segunda etapa para que se siga cumpliendo la
propiedad (f) para los puntos de R(lj Ju Réj ).

Supongamos que estamos en el paso en que ya estd construida la primera etapa,
es decir, supongamos que ya construimos los conos jo ), jo ) y R:(,,j ),

Para construir Rgl) lo que hicimos fue alargar Rgl). Alarguémoslo de la siguiente

manera. Fijémonos en el punto central del disco E; (la tapa menor del cono truncado
Rgl)). Llamémosle ¢g; a tal punto, tracemos un arco a que empiece en g1 y que
satisfaga que a N (Rgl) U Rgz) U Rf”) = {@1}; a no toca a la frontera de C' y
C~ (Rgl) URél) UR:(;)) C N(3, ). Para tener una idea mds clara y precisa, podemos
construir o con un nimero finito de segmentos paralelos a los ejes coordenados.

Para construir Rél) hacemos un tubo alrededor de o que se vaya haciendo cada

vez més angosto. Este tubo se construye de tal forma que lo tinico que modificamos
de la pared del primer cono Rgl) es el disco F1, por lo que el resto de la pared va a
ser parte de F' y entonces tenemos ya garantizada la propiedad (f) para todos los

puntos de Rgl) que no estan cerca de Fj.

Vamos a poner un limite al ancho del tubo para asegurar que se cumple (f) para
los puntos que nos faltan de Rgl) y los puntos de Rgl).
1

Como « no toca la frontera del cubo, tenemos que 0 = z5min{z; € [0,1] :

(21,22,23) € a} > 0. Entonces podemos tomar el tubo de ancho menor que 9.
Nos cuidamos de ya no tocar la pared del tubo (salvo el final, cuando hagamos la

tercera etapa), para que esta pared permanezca en el conjunto F. Ahora tomemos
z = (21,29,23) € Rél) y acotemos su distancia a la pared de Rgl). Como el tubo
tiene ancho menor que 4, existe w = (w,ws,w3) € a tal que |w —z|| < ¢ < 3.
En particular, w1 — 21 < lw—z| < %, asf que 38 < z; y 2 < 2 Ya
que el ancho del tubo es menor que §, existe un punto g en la pared del tubo,
el cual va a quedar finalmente en F' tal que ||w —¢q|| < ¢ < g&. De manera que
d(z, F) < ||z —w| + lw —qll < 1 < g < 5.

Con esta manera de construir los tineles podemos garantizar que también se
cumple (f).
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Notemos que se tiene que, para cada j € {1,2,3}, d(p;, F) = % y, sl z €
W; ~ {p,}, entonces d(z, F) <;.

Ahora estamos en condiciones de dar una seleccién abierta en el triodo.

Para fijar ideas, para cada j € {1,2,3}, sea I; = {te; : 0 < t < 1}, donde
e1, €2 y e son los vectores bésicos unitarios de R3. Al origen lo denotamos por v.
Pensaremos al triodo X como la unién de los segmentos 17, Is y I3. Recordemos
que el hiperespacio C(X) es homeomorfo (asi que supondremos la igualdad) al
cubo C con unas alas pegadas cada una en uno de los segmentos I, Iy y I3. Para
cada j € {1,2,3} se tiene definida la seleccién abierta Ugj) : C(I;) — Ij, la cual
a cada subcontinuo de I; le asocia su punto méds cercano al origen v. Definamos
o:C(X)— X por

Ugj)(A), si A € C(I;) para alguna j € {1,2,3},
o(A) =14 v, siA€F,
10d(A, F)ej, si A € W; para alguna j € {1,2,3}.

Teorema 5.4 Para este triodo X, la funcion o : C(X) — X es una seleccion
abterta.

Demostracién. Para probar este teorema, mostraremos una serie de afirmaciones
que nos facilitaran el trabajo.

Afirmacién 1. La funcién o estd bien definida.

Si A € FnC(I) para alguna j € {1,2,3}, entonces A es un subarco de I;
que contiene al punto v. Por la definicién de crgj)(A), tenemos que agj)(A) =vy
entonces la definicién de o(A) no depende de si tomamos a A en C(I;) o en F.

Ya que C(I;) s6lo puede intersectar al cubo C en una arista y, por (a) ningtin W;
intersecta a una arista, tenemos que C(I;)NW; = () para cualesquiera i, j € {1,2, 3}.

Finalmente, ningin W, intersecta a F. Esto termina la prueba de que o estd
bien definida.

Afirmacién 2. La funcién o es continua.

Sean {Ap}nen una sucesion en C(X) y A € C(X) tales que lim,, .o 4, = A.
Se tienen tres casos.

Caso 1. A estd en alguna de las alas y no estd en el cubo. Esto es, A € C(I;)\C,
para algun j € {1,2,3}. Entonces existe ¢ > 0 tal que B(e, A) C C(I;), de donde,
existe N € N tal que A, € B(e, A) para todo n > N. Como ahi la funcién o es
igual a agj), y ésta es continua, se cumple que {o(4,)}n>n converge a o(A). Por
lo tanto, {o(Ay)}nen converge a o(A).

Caso 2. A estd en el cubo y no estd en ninguna de las alas. Se tienen dos
subcasos:

Subcaso 2.1. A € W;, para algin j € {1,2,3}. En este caso, existe ¢ > 0 tal
que B(e, A) C Wj, porque W es abierto, asi que existe N € N tal que A,, € B(e, A)
para todo n > N. Entonces 0(A) = 10d(A, F)e; y para cada n > N, o(A,) =
10d(A,,, F)e;. Luego, como la distancia es una funcién continua, {o(A4,)},>n con-
verge a o(A). Por lo tanto {o(A4,,) }nen converge a o(A).
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Subcaso 2.2. A € F. Como A no estd en ninguna de las alas, existe N €
N tal que A, € C para todo n > N. Como lim,_,, A, = A, tenemos que
lim,, o d(Ay, A) = 0, de donde, lim,, . d(A,, F) = 0. Yaque 0(A,) =voesdela
forma 10d(A,,, F)e; para alguna j € {1, 2,3}, tenemos que lim,, .o 4,, = v = o (4).

Caso 3. A estd en el cubo y en algin ala. Como ya probamos que ¢ es continua
en el cubo y en las alas, sin importar por donde converja la sucesién {A, }nen a A,
se tiene que {0 (A4, )}nen converge a o(A).

Por lo tanto, o es continua.

Afirmacién 3. La funcién o es abierta.

Sean V un abierto de C(X) y A € V. Tenemos que probar que o(A) es un punto
interior de o(V). Analizamos tres casos.

Caso 1. v ¢ A.

En este caso, A C I; \ {v} para alguna j € {1,2,3}.

Como agj) es una seleccion, a@(A) € I; ~ {v}. Como V es abierto, I; \ {v}
es abierto en X, C(I; \ {v}) es abierto en C(X) y Jgj) es continua, tenemos que
existe ¢ > 0 tal que si B € C(X) y H(A,B) < ¢, entonces B € V, B C I; ~ {v}
y agj)(B) C I; \ {v}; de modo que o(B) = O'gj)(B). Sea V; = B (g, A). Entonces
o(WV1) C I ~{v} y Vi CV, por lo que serd suficiente mostrar que o(A) es interior
a o(V1). Como agj) es abierta y V1 C C(I;), tenemos que agj)(Vl) es un abierto de
I; que no tiene a v, de manera que ogj )(Vl) es un abierto de I; que estd contenido

en el abierto I; \ {v} de X. Esto implica que Jgj) (V1) = o(V1) es abierto en X. Por
tanto o(A) es un punto interior de (V).

Caso 2. v € A.

En este caso A pertenece al cubo C. Entonces distinguimos dos subcasos.

Subcaso 2.1. A€ F.

En este subcaso, para cada j € {1,2,3}, A € Clc(W;). Tomamos un abierto
conexo U de C tal que A € U C VNC. Entonces podemos encontrar A; € U N
W;. Notemos que A; ¢ F, de manera que d(A4;,F) > 0. De modo que o(4) =
10d(A;, F)e; es un punto en el segmento ve; diferente de v. Como U es conexo y
o(A) = v, todo el segmento que une a v con o(A;) estd contenido en o(U) C o(V).
Por tanto, o()) contiene un subtriodo de X con tres segmentos no degenerados
saliendo de v. Asi que v € Intx(o(V)). Por tanto o(A) es un punto interior de
a(V).

Subcaso 2.2. A € W; para alguna j € {1, 2, 3}.

Aqui tenemos que dividir a su vez en dos subcasos.

Subcaso 2.2.1. A # p;.

En este subcaso, 0(A) = 10d(A, F')e;. Tomamos un abierto conexo U de C tal
que A €e Y C VN W;. Como A # pj, A no estd situada en donde empieza el
tunel W;. Por la propiedad (e), si avanzamos, dentro de U, hacia el lado donde
empieza el tinel W;, como el tinel se hace menos angosto hacia esta parte, vamos
a obtener un elemento By € U tal que d(A, F') < d(By, F'). De manera que el punto
o(B1) = 10d(B1, F)e; estd més alejado de v que el punto o(A) = 10d(A, F)e;. Por
otra parte, si avanzamos dentro de U, dirigiéndonos directamente hacia F', podemos
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obtener un elemento Bs € U tal que d(A, F) > d(By, F'). De manera que el punto
o(B2) = 10d(B3, F)e; estd més cercano de v que el punto o(A) = 10d(A, F)e;. Por
tanto, o(U) es un subconjunto conexo de X que tiene puntos en el segmento I;, que
estdn mas cercanos a v que o(A) y también tiene puntos que estdn mds alejados de
v que o(A). Esto muestra que (A) es un punto interior a o(U) y, en consecuencia,
0(A) es un punto interior de o (V).

Subcaso 2.2.2. A = p;.

En este caso 0(A) = e;, que es un extremo del segmento I;. Como en el subcaso
anterior, si caminamos directamente hacia F' podemos obtener un subintervalo no
degenerado del segmento I;, contenido en o (V). Por tanto o(A) es un punto interior
de o (V).

Esto termina la prueba de la Afirmacién 3.

Afirmacién 4. 0(A) € A para todo A € C(X).

Siv ¢ A, entonces A C I; \ {v} para algin j € {1,2,3}, de donde o(A) =
ogj)(A) € A, porque O'gj) es seleccion.

Sive A, entonces A € C, asi que A € F o A€ W, para algun j € {1,2,3}. En
el primer caso 0(A) = v € A. Entonces sélo resta ver qué sucede cuando A € W;
para algin j € {1,2,3}. Si A = (21, 22, 23), entonces, por la condicién (f), d(A, F) <
%, asi que, 0(A) = 10d(A, F)e; es un punto del triodo que estd més cerca de v
que el punto z;je;. Por tanto o(A) pertenece al segmento v(zje;) que va de v a
zjej. De acuerdo a la manera en que se construye el modelo para C(X), v(zje;) es
precisamente la interseccién de A con I;. De manera que o(A) € v(z;e;) C A, por
lo que o(A) € A.

Por las afirmaciones 1, 2 y 4, o es una seleccién, y por la afirmacién 3, o es
abierta. m

Un continuo X es hereditariamente unicoherente si la interseccién de cualquier
par de subcontinuos de X es conexa. Un dendroide es un continuo arco conexo
hereditariamente unicoherente. El Teorema 5.5 nos asegura que los continuos que
admiten selecciones sélo hay que buscarlos entre los dendroides. La prueba de este
resultado no se dard, pero puede ser vista en [1, Teorema 10.10, pdgina 145].

Teorema 5.5 Si existe una seleccion s: C(X) — X, entonces X es un dendroide.

Ahora veremos que hay una clase especial de dendroides que admiten selecciones:
las dendritas. Una dendrita es un continuo de Peano que no contiene curvas cerradas
simples. Si X es un continuo de Peano, entonces es arco conexo ([3, Teorema 8.23,
pag. 130]), y es una dendrita si y sélo si es hereditariamente unicoherente ([3,
Teorema 10.35, pag. 180]). Entonces un continuo es una dendrita si y sélo si es
un dendroide localmente conexo. Como las dendritas no contienen curvas cerradas
simples, son tinicamente arco conexas (dados dos puntos p y ¢ de la dendrita, existe
un tnico arco en la dendrita de p a q).

Para demostrar que las dendritas admiten seleciones usaremos el Lema 5.6, cuya
demostracién se encuentra en [3, Proposicién 10.9, pag. 169].

Lema 5.6 Si X es una dendrita y A es un subconjunto conexo de X, entonces A
€s arco conexo.
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Teorema 5.7 Si X es una dendrita, entonces existe una seleccion s : C(X) — X.

Demostracién. Dados dos puntos z,y € X, denotaremos por xy al arco tinico de
zayen X, six#y;en el caso en que © = y, escribimos xy = {x}. Elegimos un
punto p € X. La seleccién que daremos dependerd del punto p. Sea A € C(X) tal
que p ¢ A.

Afirmacién. Existe un unico elemento x4 € A tal que z4 € pa para todo
a € A.

Sean x € Ay « : [0,1] — X una parametrizacién del arco pz, es decir, a es
continua e inyectiva, a([0,1]) = pz, a(0) = p y a(1) = z. Sea to = nf{t € [0,1] :
a(t) € A} = inf a=(A). Por la compacidad de A, se tiene que a(to) € A, asf que,
0 <ty <1lya(t) ¢ A para todo t € [0,t). Veamos que x4 = «(ty) satisface
lo requerido en la afirmacién. Notemos que pra = a([0,t0]) vy pxa N A = {x4}.
Consideremos un elemento cualquiera a € A. Como A es arco conexo, raa C A.
Entonces pra Nzaa = {x 4}, de donde pxg Uz a es un arco que une a p con a, y
como tal arco es tnico, prg U xzga = pa. Esto prueba que x4 € pa y concluye la
prueba de la existencia de x 4. Para la unicidad, supongamos que existe y € A tal
que y € pa para todo a € A. Como y € A, x4 € py, de donde pxra C py. Por otro
lado, también se tiene que y € px4, asi que py C px4. Por lo tanto pxa = py, y
x4 =y. Con esto queda demostrada la afirmacién.

Definamos s : C(X) — X por

| p sipe A,
S<A)_{ Ta, sipé A

Por la afirmacién, s est4 bien definida y satisface que s(A) € A para todo A € C(X).
Resta ver que s es continua, para hacer esto, consideremos una sucesién {A, }nen
de elementos de C'(X) que converge a un elemento A € C(X).

CASO 1: p € A. Seae > 0. Como X es localmente conexo, existe un subconjunto
abierto y conexo U de X tal que p € U y didmetro(U) < e. Luego, existe 6 > 0 tal
que B(d,p) C U. Como lim,, ., A, = A, existe N € N tal que H(A, A,,) < § para
todo n > N. Entonces, para cada n > N, existe a,, € A, tal que d(a,,p) < J, de
donde se sigue que a,, € U. Asi, dado que el lema anterior nos garantiza que U es arco
conexo, pa, C U. De la definicién de s, sip ¢ A,,, entonces s(A,) = x4, € pa, CU,
y si p € Ay, entonces s(A,) = p. De cualquier modo, d(s(A,),p) < & para todo
n > N. Asi, lim,, . s(A,) = p = s(A).

CASO 2: p ¢ A. Tenemos que s(A) = x4 # p. Definamos z,, = s(4,) y
supongamos que lim, ..z, = ¢q con q # z4. Como z,, € A, para todon € N
y lim, . A, = A, entonces ¢ € A (vea [1, Ejercicio 4.4, pag. 70]). Usando de
nuevo que A, converge a Ay x4 € A, existe una sucesién {a, }nen de elementos
de X tal que a, € A, para cadan € Ny lim, .., a, =x4. Como X es localmente
conexo y normal, existen abiertos conexos U y V de X talesque g € U, z4 € V' y
U NV = (. Entonces existe N € N tal que zx € U y ay € V. Por el lema anterior
U y V son arco conexos, asi que gry C U y zgany C V. Por la definicién de x4,
xg4 €qp Cgry Uxyp. Como qxy CU yxs ¢ U, x4 € xyp, y entonces xy ¢ xap
(xn #xzaporquexy € Uyxg ¢ U). Porotro lado, ayza CV C X~ {xy} implica
que N ¢ anza. Entonces, como ayp C ayxaUzap, se tiene que xn ¢ ayp. Hemos
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encontrado un elemento ay € Ay tal que s(Ax) = zny € anp, lo cual contradice la
definicién de x . Por lo tanto, ¢ = x4. La compacidad de X implica entonces que
lim,, o0 $(A45) = limy ooy = ¢ = x4 = $(A). Con esto hemos probado que s es
continua, de donde concluimos que s es una seleccién. m
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CAPITULO 5. SELECCIONES



Capitulo 6

Continuos hereditariamente
indescomponibles de altas
dimensiones

Un continuo es indescomponible si no es la unién de dos subcontinuos propios.
Es hereditariamente indescomponible si cada uno de sus subcontinuos es indescom-
ponible.

Como ejemplos de continuos indescomponibles tenemos el continuo de Knaster
(vea [3, Ejemplo 2.9, pdg. 22]) y el seudoarco (vea [3, Ejemplo 1.10, pag. 7]). Cen-
traremos nuestra atencion en los continuos hereditariamente indescomponibles y en
sus dimensiones, y para comenzar podemos decir que el seudoarco ejemplifica un
continuo hereditariamente indescomponible de dimensién 1 (vea [3, 1.23, pdg. 13]).
Probaremos que existen continuos hereditariamente indescomponibles de cualquier
dimensién.

Dados un espacio topolégico X y A, B,C C X, decimos que C' separa a A de
Ben X si X\NC =PUQ, donde P y @ son subconjuntos abiertos ajenos y no
vacios de X ~\ C tales que A C Py B C Q. Si alguno de los conjuntos A, B o
C' es de un sélo punto, digamos {x}, para hacer referencia a él en la definicién
anterior omitiremos las llaves, es decir, diremos simplemente que = separa a y de z
en lugar de {z} separa a {y} de {z}. Si by ¢ son dos puntos distintos de R” y C' es
un subconjunto compacto de R™ que separa a b de ¢, tal que ningin subconjunto
cerrado propio de C los separa, diremos que C' separa irreduciblemente a b de c.

Un continuo X es unicoherente si cada vez que se pone en la forma X = AU B,
donde A y B son cerrados y conexos de X, se tiene que A N B es conexo.

En este capitulo usaremos que los espacios euclidianos R™ y el cubo de Hilbert
[0, 1] son unicoherentes y que si X es un continuo localmente conexo y unicoherente,
y D es un subconjunto abierto de X que separa a dos puntos p y ¢ en X, entonces
existe una componente C' de D que también separa a py ¢ en X [8, Teorema, pég.
198].

Un arco A es e-torcido si para cada par de puntos p, ¢ € A existen puntosr,s € A

45
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entre p y g tales que r estd entre p y s, d(p, s) < € y d(r,q) < ¢, donde d(z, y) denota
la distancia entre x y y (vea la Figura 6.1). Notemos que si ¢ > ¢ y un arco es
e-torcido, entonces también es &’-torcido. Un arco que intersecta a dos conjuntos
L y K es llamado e-torcido con respecto a ellos si cada uno de sus subarcos pq
con extremos p € L y ¢ € K contiene puntos r y s tales que r estd entre p y s,
d(s,L) <eyd(r,K) <e.

Figura 6.1

6.1. Teoria de la dimension

En esta seccién daremos algunos resultados acerca de teoria de la dimensién que
serdn usados en este capitulo. Como el objetivo de este trabajo no es presentar la
teorfa de la dimensién, sélo usaremos estos resultados, sin probarlos. Sin embargo
daremos la referencia precisa donde se encuentran sus demostraciones. Todos los
espacios que consideraremos serdn métricos separables.

Para comenzar, tenemos la definicién de dimensién (vea [5, Definicién 1.1, pég.

5]).
Definicién 6.1
1. dim(X) = —1si y sélo si X = (.

2. Supongamos inductivamente que hemos definido dim(Y) < n — 1 para un
entero dado n > 0 y cualquier espacio Y. Entonces, para un espacio X y un
punto p € X, definimos

dim,(X) <n

ssi p tiene una base de vecindades abiertas en X cuyas fronteras tienen di-
mensién menor o igual que n — 1.

3. dim(X) < n si dim,(X) < n para cada p € X.

4. dim(X) =n si dim(X) <ny dim(X) £n— 1.
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5. dim,(X) =n si dim,(X) < ny dim,(X) £€n — 1.
6. dim(X) = oo si dim(X) £ n para ninguna n > —1.

7. dim,(X) = oo si dim,(X) £ n para ninguna n > —1.

Ahora damos un resultado sobre la dimensién de subespacios y una caracteri-
zacién en términos de separacion, las demostraciones se encuentran en [5, Teorema
3.2, pg. 15] y [5, Teorema 8.2, pdg. 38|, respectivamente.

Teorema 6.2 Si X es un espacio tal que dim(X) <n yY es un subespacio de X,
entonces dim(Y') < n.

Teorema 6.3 Para un entero dado n > 0, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. dim(X) < n;

2. cualquier punto en X y cualquier subconjunto cerrado no vacio de X que no
contiene al punto estin separados en X por un subconjunto cerrado de X de
dimension menor o igual que n — 1;

3. cualquier par de cerrados ajenos no vacios de X estin separados en X por
un subconjunto cerrado de X de dimension menor o igual que n — 1.

Una variedad de Cantor de dimension n, donde n > 1, es un espacio compacto
de dimensién n que no puede ser separado por un subconjunto de dimensién menor
o igual que n — 2. Una variedad de Cantor de dimension oo es un espacio compacto
de dimensién infinita que no puede ser separado por un subconjunto de dimensién
finita. Los siguientes tres resultados son acerca de variedades de Cantor, para las
pruebas vea [5, Teorema 23.3, pag. 150], [5, Corolario 23.4, pdg. 151] y [5, Teorema
24.15, pag. 161], respectivamente.

Teorema 6.4 Si X es un espacio compacto y dim(X) = n, donde 1 < n < oo,
entonces X contiene una variedad de Cantor de dimension n.

Corolario 6.5 Si X es un espacio compacto tal que dim(X) = n < oo, entonces
X tiene una componente de dimension n.

Teorema 6.6 Sea C' un subconjunto compacto de R™, n > 2. Si C separa irre-

duciblemente a los puntos p y q en R™, entonces C' es una variedad de Cantor de
dimension n — 1.

6.2. Abiertos torcidos

Los siguientes dos teoremas se cumplen en R”, para cualquier n > 3, y en [0, 1],
asi que X denotard a alguno de estos dos espacios.
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Teorema 6.7 Sean b y ¢ dos puntos distintos de X. Sean D un abierto acotado
de X que separa a b de ¢, L y K dos subconjuntos de X y € un nimero positivo.
Entonces existe un abierto E C D que separa a b de ¢ y es tal que cada arco en E
de un punto de L a un punto de K es e-torcido con respecto a L y K.

Demostracion. Si L = (), elegimos F = D. Entonces, por vacuidad, F satisface las
condiciones que buscamos. Supongamos que L # (). Sea K' = {x € K : d(z,L) > }.
Si K’ =0, d(x,L) < e para cualquier « € K, y definimos F = D. Por hipétesis E
separa a b de c. Sea A un arco en F de un punto de L a un punto de K. Consideremos
un subarco pg de A con extremos p € L'y ¢ € K. Como g € K, d(q,L) < . Existe
hg € L tal que d(q,hq) < e. Sean = ¢ — d(q, hq). Elegimos r € pg N B(n,q), r # q.
Se tiene que
d(r,K) <d(r,q) <n<e.

Sea n' = d(q,r) < n. Elegimos s € pgN B(n',q), s # q, y s entre r y ¢ en pq.
Entonces

d(s,hg) < d(s,q) +d(g, hy)
< ' +d(q,hy)
< e—d(q,hg) +d(g, hy)

€.

Entonces d(s, L) < €. Por lo tanto A es torcido con respecto a Ly K.

Figura 6.2

Ahora supongamos que L y K’ son no vacios. Supongamos que X ~ D = BUC,
donde B y C' son cerrados, ajenos y no vacios de X tales que be By ce C.

En el caso en que X = [0, 1]N, B y C son compactos ajenos.

En el caso en que X = R", como D es acotado, existe M > 0 tal que D C
B(M,0), donde 6 = (0,...,0). Entonces X \ B(M,0) es conexo y X \ B(M,0) C



6.2. ABIERTOS TORCIDOS 49

X ~D c BUC. De manera que X \ B(M,0) C Bo X ~ B(M,0) C C. En el
primer caso C C B(M,0) y en el segundo B C B(M,0). Por tanto alguno de los
conjuntos B o C' es compacto. En cualquier caso, podemos tomar é > 0 tal que
d < inf{d(z,y):x € ByeC}.

Definimos

i = {xeX:d(m,B) 5yd(a:K’)2;}

Vs zeX:

0
Vi {:r d(x,B)zE 5
) 1) €
< <2 —_—
Vy {xEX 4_d(m,B)_2yd(w,L) 2},
0 €
Vs e X dwB)="5ydw1)> Sl
V = ViuWuVzuV,uVs.
Sean
0
A = {xGX:d(x,B)§4},
Ay = {zeX:6Sd(x,B)ded(x,L)Ss},
4 2 2
) 3 , €

Definimos A = A; U Ay U As.

Notemos que A es cerrado.

La Figura 6.2 es un esquema que ilustra los conjuntos definidos.

Probaremos que Fr(A) C V.

Sea x € Fr(A) C A.

e Sid(z, B) < 2, entonces = € Int(A;) C Int(A), lo cual es absurdo. Por tanto,
d(z,B) > $.

e Si d(w B) =2 yd(z,L) < 5, entonces = € Int(A; U Ay) C Int(A), lo cual no
es cierto. Asf que si d(z, B) = 2, de donde d(;r,L) > £, demodoquez € V; C V.
Por tanto, podemos suponer que d(z, B) > 2

e Sid(z,B) < , entonces x tlene una vecmdad que no intersecta a A; U As.
Como z € A, tenemos que d(z, L) < 5. Si d(z, L) < §, se tiene que = € Int(Ay),
lo que serfa absurdo. Asf que d(z,L) = 5. De modo que x € V; C V. Por tanto,
podemos suponer que d(z, B) > g.

e Sid(z,B)=% ydx,LUK') > £, entonces x € Vo C V.

e Si d(z,B) = % y d(z,LUK') < §, entonces d(z, L) < § o d(z,K’) < §. En
el caso en que d(z,L) < §, como K’ = {y € K : d(y, L) > €}, no puede ocurrir que
d(z,K') < §, de manera que d(z, K') > 5. Asi x € Int(A2UA3), lo cual es absurdo.

£
2
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En el caso en que d(z, K') < §, por la definicién de K’, tenemos que d(z,L) > 3,
y entonces x ¢ A, lo cual también es absurdo. Esto termina el andlisis del caso
d(z,B) = %. Por tanto, podemos suponer que d(z, B) > %.

Notemos que ningtin punto de A puede satisfacer que d(z, B) > 32. Por tanto,
$ <d(z,B) < 3.

o Si g < d(z,B) < %, y ocurriera que d(z, K') < 5, por la definicién de
K', tenemos que d(z,L) > § y entonces x ¢ A, lo cual es absurdo. Por tanto,
si § < d(z,B) < 3, se tiene que d(z,K') > 5. Si d(z,K’) > §, se cumple que
x € Int(As), lo cual no se puede. De manera que d(z, K') = §. Por tanto x € V5.

e Finalmente, si d(z,B) = 32 como z € A, tenemos que = € Az, asi que

dz,K') > S yzel. !

Esto termina la prueba de que Fr(A4) C V.

Como todos los puntos de V' tienen distancia positiva a B, tenemos que BNV =
. Ya que para todo z € V, d(z,B) < §, tenemos que V N C = (. Por tanto
Vn(BuUC)=0.

Notemos que A es cerrado, B C Int(A;) C Int(A) y como para toda x € A,
d(z, B) < ¢, tenemos que ANC' = {). Dado que Fr(A) C V, tenemos que Int(A)\V
y (X N A) NV son abiertos en X \ V cuya unién es X \ V' y que contienen a B y
C, respectivamente. Por lo tanto V separa a B de C.

Sean v = min{, 1%}, E=N(v,V)yparacadai€ {1,2,3,4,5}, E; = N(~,V;).

Siz € BUC,d(z,V) > g > 1% > v, asf que x € X\ N(v,V) = X \E. Entonces
BUC C X\ FE,dedonde EC X~ (BUC)=D.ComoV C Ey EN(BUC) =1,
FE también separa a b de c.

Si x € Ey, existe y € Vj tal que d(z,y) < v < §; como y € Vi, d(y,L) = §.
Entonces d(z, L) < 5 + § <e.

Similarmente se demuestra que, si © € Es, d(z,K’) < ¢, y como K’ C K,
d(z,K) < e.

Veamos que Fy N (F3 U Ey U E5) = (). Supongamos por el contrario que existe
un punto © € F1 N (B3 U E4UE5). Sean y € Vi y 2z € V3 UV, U Vs tales que
d(z,y) = d(z,2z) < v < %. De las definiciones de los conjuntos V;, d(z, B) < g y
d(y, B) = 3. Entonces % = d(y, B) < d(y,z) + d(z,z) + d(z,B) < ng S = %S, lo
cual es absurdo. Por tanto Ey N (E3 U Ey U Es5) = (.

En forma similar se prueba que (E; U Fy U E3) N E5 = ().

Probaremos que K’ N E C FEs. Seaz € K'NE = K' N N(v,V). Entonces
existe v € V tal que d(z,v) < 7. Siv € V1 UVoUVs, d(v,K') > 5, asi que
dv,K') < d(z,v) < v < § < 5 < d(v,K'), lo cual es una contradiccién. Asf
vg ViUV U Vs SiveVy, d(z, L) <d(z,v) +d(v,L) <y+§ <e, asique z ¢ K,
lo cual es absurdo, entonces z ¢ V. Por lo tanto v € V5 y « € N(v,Vs) = Es.

Ahora mostraremos que LNE C Ey. Seax € LNE = LN N(v,V). Entonces
existe v € V tal que d(z,v) <v.Siz € VUV, UV5, d(v,L) > 5, ast que d(v, L) <
dv,z) <y < § < § <d(v,L), lo cual es una contradiccion. Asi v ¢ V3 UV, U V.
Sive Vo, d(z,K') < d(z,v) +d(v, K') < v+ 5 < ¢ por la definicién de K’
tenemos que z ¢ L, lo cual es absurdo, entonces z ¢ V5. Por lo tanto v € Vj y
z €N, Vi) = Ey.
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Lo que nos falta probar es que cada arco en E de un punto de L a un punto de
K es e-torcido con respectoa L'y K.

Tomemos un arco pg en E de un punto p € L a un punto g € K.

Tenemos que mostrar que existen puntos r y s en pq tales que r estd entre p y
s,d(s, L) <eyd(r,K)<e.

Sid(q,L) < e, sean =c¢e—d(q,L). Elegimos r € pgN B(n,q), r # q. Entonces
d(r, K) < d(r,q) < n < e.Sean’ = d(q,r). Elegimos s € pg N\ B(1/,q), s #q,y s
entre r y ¢ en pg. Se cumple que d(s, L) < d(s,q) +d(¢q, L) <n' +d(q, L) < €. Esto
termina la prueba de la existencia de r y s para este caso.

Supongamos ahora que d(q, L) > €. Ya vimos que LNE C E; y K'NE C Es,
asi que p € E1 y ¢ € F5. Por tanto pg N E; # () # pg N Es. Como pq C E,
ENEy, C E;U(FE3UE4UE5) y los conjuntos Ey y E3 U E4 U E5 son abiertos
ajenos, la conexidad de pg, implica que existe 7 € Fo Npg. Usando que F1 U Fy U Es
y E5 también son abiertos ajenos y la conexidad del arco rq, se obtiene que existe
s € E4Nrq. Como ya probamos que d(x, L) < ¢ paracadax € Ey, y qued(y, K) < ¢
para cada y € Ea, se cumple que d(s,L) < ¢y d(r, K) < €. Por lo tanto, cualquier
arco en F de un punto de L a un punto de K es e-torcido con respectoa L'y K. m

Lema 6.8 Sean F' un abierto acotado de X que separa el punto b del punto c y
B una base de la topologia de X . Entonces existe un abierto G de X que es union
finita de elementos de B tal que G C F y G separa a b de c.

Demostraciéon. Sea Z = X \ F. Ya que F es acotado, existe M > 0 tal que
F U {b,c} C B(M,0), donde 6 = (0,...). Ya que X \ B(M,0) es conexo y estd
contenido en Z, existe una componente D de Z tal que X \ B(M,0) C D, en el
caso en que X sea el cubo de Hilbert, escogemos M = 2, entonces X\ B(M,0) =0y
elegimos cualquier componente D de Z. Entonces las componentes de Z, diferentes
de D, son acotadas. Ya que by ¢ pertenecen a componentes diferentes de Z (pues Z
separa a b de ¢) y juegan papeles simétricos, podemos suponer que b ¢ D. Sean E}
y E. las componentes de Z que tienen a b y ¢, respectivamente, por supuesto que
puede ocurrir que E. = D, pero seguro sabemos que Fy, # E.. Sea Zy = ZNB(M, 6).
Entonces Zj es métrico y compacto.

Como E}, C B(M,0), tenemos que E, C Zy. Ya que E} es componente de Z y
Zy C Z, no puede haber un subconjunto conexo de Zy que contenga propiamente
a Fy, de manera que Fj es una componente de Zy. Notemos que Ej es ajena a
(E.U D) N Zy, el cual es cerrado en Zp.

Por el Teorema del Cable Cortado (ver Teorema 6.4 de [1]) existen dos sub-
conjuntos compactos y ajenos L y Ky de Z; tales que Zp = LUKy, Ey, C Ly
(ECUD) N Zy C K.

Hacemos K = Ko U (X ~ B(M,0)). Entonces K es cerrado en X. Como X ~\
B(M,0) C Dy D es ajeno a L, tenemos que K N L = . Ya que K = Ky U
(X N\ B(M,0)) C ZyUD C Z, tenemos que K UL C Z. Por otra parte Z =
(ZNB(M,0)U(Z~ B(M,0)) c LUKyU (X \~B(M,60)) = LUK. Por tanto
Z = LU K. Hemos visto entonces que L y K son dos cerrados ajenos de X, cuya
unién es Z.

Por la normalidad de X, existen abiertos ajenos U y V de X talesque L C U y
KcCcV.SeaT=X~(UUV)C X~ (LUK)=X\Z=F.Entonces T es cerrado
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en X, TCFyX~T=UUV.Asi que T separaa L'y K en X.

Ya que T es ajeno a K, T C B(M,#), de manera que T es compacto. As{ que
podemos cubrir a T por un nimero finito de elementos G4, ..., Gy de B tales que
para cada i € {1,...,k}, G; C F. Sea G = G U...UGy. Entonces G es una unién
finita de elementos de By G C F.

Ademds X\G C X\T =UUV, asfque X \G = (UN(X\G)U(VN(X\G)).
De manera que (U N (X N G)) y (VN (X \ G)) son abiertos ajenos de X \ G, y
comobe B, CLCU, be XNFCX~NG,ceENZyCcKyCcKcVy

ce X N F C X\ G, concluimos que GG separa a b de c. m

Una caja en R™ es un conjunto de la forma (ai,b1) X ... X (an, by ), donde para
toda i € {1,...,n}, a; < b;. Al conjunto de todas las cajas lo denotaremos por By.
Notemos que By es una base para la topologia usual de R™.

Lema 6.9 Sea G un conjunto en R™ (n > 3) que es union finita de cajas. Entonces
R™ . G tiene un numero finito de componentes.

Demostracién. Supongamos que G # @ y que G = G1 U...U Gy, donde cada
G, es una caja. Dada j € {1,...,k}, escribimos G; = (agj),bgj)) X ... X (aﬁf),bg)).

Para cada i € {1,...,n}, sea 4; = {a') : j € {1,... . K}y U :j e {1,... . k}}.
Ordenamos los elementos de A; en una sucesion ordenada, es decir, ponemos A; =

{cgi)7 . 7c(ri.)}, donde cgi) <. < c(r?. Como G # (), G consta de al menos una caja
y entonces A; tiene al menos dos elementos.
Una semipared S de G es un conjunto de la forma S = Ly X ... x L,, donde

para cada ¢ € {1,...,n}, o bien L; = {cl(z)}, para alguna [ € {1,...,7;} o bien
L; = (cl(z_)l,cl(l)), para alguna [ € {2,...,r;}, para que S sea semipared también
requerimos exista al menos un indice 7 tal que el conjunto L; es de la forma L; =
{cf"}.

Notemos que el conjunto de semiparedes de G es finito. Sean K el conjunto
de componentes de R™ \ G y S el conjunto de semiparedes de G. Probaremos
que el nimero de elementos de K no supera al nimero de semiparedes de G y
esto terminard la prueba del lema. Para hacer esto, daremos una funcién inyectiva
¢ : K — S. Fijamos un punto zg en G.

Dada C € K, elegimos un punto po € C. Nos fijamos en el segmento convexo
pozo que une a po con zg. Ya que G es compacto, pc ¢ Gy 2o € G, tenemos
que existe un primer punto gc en el segmento pczg, caminando de po a zp, que
pertenece a G. Como G es abierto, go ¢ G, de manera que pcge es un subconjunto
conexo de R™ \. G que contiene a pe. Entonces pcge C C.

Notemos que gc pertenece a G, para alguna j € {1,...,k}, pero que qc ¢
G, (pues Gj es abierto). De manera que gc € ([agj),bgj)] X ... X [ag),bg)]) ~
((agj), bgj)) X X (agf), be))). Entonces algunas de sus coordenadas ¢; (al menos una)
) pl
R

pertenecen al respectivo conjunto {al(»j )} y las demds pertenecen al respectivo

conjunto (al(-j ), bz(-j )). De manera que algunas de sus coordenadas ¢; (al menos una)
pertenecen al respectivo conjunto {cgl), ceey 05«?} vy las demds a un conjunto de la
forma, (cl(l_)l, cl(l)). Esto muestra que g¢ estd en una semipared Sc de G.
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Definimos ¢ : K — S como ¢(C) = S¢.

Veamos que ¢ es inyectiva. Supongamos que C,D € K son tales que C' # D
y ©(C) = ¢(D). Por la definicién de S¢ = Sp, sabemos S es un producto que
tiene al menos un factor degenerado y puede o no tener factores no degenerados,
para simplificar la notacién, supongamos, por ejemplo que sus primeros factores
son degenerados y los utimos no lo son. Entonces podemos escribir S¢ = Sp =

{cl(ll)} X ... X {cl(j)} X (cl(:jllzl, cl(:rll)) X... X (cl(fll, cgs)), donde s > 1, {l4,...,ls} C

{1,...,T'i} y {lerl,...,ln} C {27...,7'1'}.

Por definicién qco,gp € Sc. Si el segmento convexo gogp que une a ¢o con
qp estd contenido en R™ ~\ G, entonces el conjunto pcgc U qogp U qppp €s un
subconjunto conexo de R™ \. G que tiene a pc € C'y a pp € D, y entonces C' = D,
lo cual es absurdo. Por tanto podemos suponer que existe un punto z € goqp N G.
Entonces existe j € {1,...,k} tal que z = (z1,...,2,) € gcgp NG = qcgp N

(@69 5 ... x (), b)),

Como S¢ es convexo, z € S¢, de manera que z; = cl(ll), cey Zg = cl(j), Zst1 €
+1 +1 ) , ,
(cl(jﬂll,cl(jﬂ )), .e., Zn € (cgfll,cgf)). Dada i € {s+1,...,n}, como c(jll y cl(:)

son elementos consecutivos del conjunto A;, tenemos que (c(?)_l,cl(:)) NnA;, = 0.

e manern. ae o910 ¢ (€, ). Dado que 5 € (6 i) 1 (a9 40,
tenemos que (cl(f)f17 cl(z)) C (al(-j ), bz(-j )) (pues son dos intervalos que se intersectan y
los extremos del intervalo de la derecha no pertenecen al de la izquierda).

Escribimos g¢ = (¢1,---,9,) € Sc. Entonces ¢ = cl(ll) = 2z € (agj),bgj)),

S L L A A
oy s = Cl(j) =25 € (agj)ybgj))a ds+1 S (Cl(jrlzlycl(jrl )) C (agj-glabgj-t,zl% - qn €
(cl(:)_l,cl(:)) c (a¥,b4)). Esto prueba que gc € (agj),b(lj)) x ...x (a¥, b)) =
G; C G. Esto es una contradiccién pues desde su eleccién sabiamos que go ¢ G.
Esta nueva contradiccién demuestra que no pueden existir C, D € K como los

supusimos. Por tanto ¢ es inyectiva. Esto completa la prueba del lema. =

Teorema 6.10 Si E es un abierto acotado de R™ (n > 3) que separa el punto b del
punto ¢ y € es un niumero positivo, entonces existe un abierto conexo F que satisface
las siguientes condiciones:

1. FCE,
2. F separa a b de c,

3. R*"\F tiene exactamente dos componentes y cada punto de F' dista a lo mds
€ de cada una de ellas.

Demostracién. Sea By la base para la topologia de R™ que consta de todas las
cajas. Por el Lema 6.8, existe un abierto Gy de R™ que es unién finita de elementos
de By y que cumple que Gy C F'y Gy separa a b de c. Como R" es unicoherente
y Go separa a b de ¢, por [8, Teorema, pag. 198], existe una componente G de Gy
que también separa a b de c. Sea Gy = Ry U...U Ry, donde cada R; es una caja de
R™. Podemos suponer que Ry, ..., Rs son las cajas que intersectan a G. Entonces
G C RU...UR,. Como las cajas son conexas y G también lo es, GUR;U...URy es
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un subconjunto conexo de Gy. Pero G es componente, asi que G = GUR U. . .URy =
Ry U...URyg. Por tanto, G también es unién finita de cajas. La ventaja que tenemos
ahora es que G también es conexo.

Vamos a usar que los abiertos conexos en R™ no pueden ser separados por un
subconjunto de dimensién uno. El teorema cldsico en esta direccién afirma que R™
tiene esta propiedad. Para los abiertos conexos de R" se puede argumentar asf:
Sean W un abierto conexo en R™ y Z un subconjunto de W de dimensién uno. Sean
p,q € W . Z. Podemos unir a p con g dentro de W por un arco o que sea una
poligonal con lados paralelos a los ejes coordenados. Si hacemos un tubo delgado Y,
alrededor de «, de tal manera que Y C W, podemos conseguir que Y sea una n-celda
que tiene a p y a ¢ en su interior. Entonces Int(Y) es un subespacio homeomorfo a
R™ dentro de W' y tiene a p y a g. Como R™ no puede ser separado por Z, Y \ Z
es un subconjunto conexo de W \ Z y contiene a p y a q. Esto muestra que W ~\ Z
es conexo, que es lo que querfamos probar.

Primero veamos que se puede conseguir una Fj conexa que cumpla todo lo
requerido con la posible excepcién de que Fy dista a lo mds € de cada una de las
dos componentes.

Por el Lema 6.9, R™ \. GG tiene un nimero finito de componentes C,Cs, ..., Cy,.
Suponemos que b € Cy y ¢ € Cy. Si m = 2, hacemos Fy = G. Supongamos entonces
que m > 2. Elegimos un punto p € C3 U ... U C,,. Tomamos el primer punto z
del segmento convexo pc, yendo de p a c tal que z € Cy U Cy. Tomando 1ltimos y
primeros puntos y renumerando si fuera necesario, podemos suponer que z € Cs,
p € C5 y el segmento pz sélo intersecta a C; UCs U ... U C,, en los puntos p y z.

Hacemos F; = G \ pz, entonces Fj es abierto, y como pz no puede separar a
G (por lo que vimos antes), F; es conexo. Ademds R” \ F; = R" \ (G \ pz) =
(R*"\G)Upz = C1U(CaUpzUC3)U. . .UC,,. Como los conjuntos Cy, (CoUpzUC3),

.., Cp, son cerrados, conexos, no vacios y ajenos dos a dos, tenemos que son las
componentes de R™ \ F}. De manera que F} satisface los puntos 1y 2, F} es conexo
y R™ \ F tiene una componente menos que R™ \ G. En caso de que R™ \ I} tenga
mds de dos componentes podemos repetir lo que hicimos hasta conseguir un abierto
Fy de R™ que satisfaga 1 y 2, que cumpla que Fj es conexo y que R™ \ Fj tiene
s6lo dos componentes, podemos suponer que éstas se llaman C7 y Cs, y que b € C}
y c € Ch.

Como C; y Cy son cerrados, podemos elegir un punto ¢ € Fr(Cs) y tomar una
vecindad conexa U de g tal que U N Cy = ). Tomamos un punto z € U N (R™ \ Cy)
y un arco o en U que una a x con g. Podemos suponer que a N Cy = {q}. Notemos
que x € Fy.

Ya que Fy es acotado, Fy es compacto Entonces existen t € Ny q1,...,q € Fy
tales que Fy C B(5,¢1)U...UB(5,¢). Para cada i € {1,...,t} elegimos un punto
pi € B(5,q:) N Fo. Entonces B(5,q;) C B(e,pi). De manera que Fy C B(e,p1) U
...UB(e,pt). Ya que Fy es un abierto conexo, existe un drbol T C Fy tal que
{xapla cee 7pt} cT.

Hacemos F» = Fy\ (T'Ua). Como T'U « tiene dimensién uno y Fy es un abierto
conexo, T'U « no separa a Fy, de manera que F5 es abierto conexo. Notemos que
RPNF=R"N(Fp~(TUa))=R"\F)U(TUa)=C1U(Cy UTUa). Como
los conjuntos Cy y Cy UT U« son cerrados, conexos, no vacios y ajenos dos a dos,



DIMENSION 2 55

tenemos que son las componentes de R™ \. F5. De manera que F5 satisface los puntos
1y 2, Fy es conexo, R™ ~\ F; tiene exactamente dos componentes y todo punto de
F; dista de algin punto de C5 UT U v en menos que €.

Ahora podemos hacer el mismo proceso para Fy en lugar de F;, empezando con
un punto en Fr(Cq) y extendiendo C7 con un arco y un érbol hasta construir un
abierto conexo F', dentro de F5 que satisfaga las propiedades pedidas. =

Teorema 6.11 Si D es un abierto acotado de R™ (n > 3) que separa el punto b del
punto ¢ y € es un numero positivo, entonces existe un abierto conero E que satisface
las siguientes condiciones:

1. Ec D,
2. F separa a b de c,

3. R\ E tiene exactamente dos componentes y cada punto de F dista a lo mds
€ de cada una de ellas.

4. Cada arco en E es e-torcido.

Demostracién. Hacemos Dy = D. Como Dy es compacto, existe una cubierta
abierta finita ¢/ de Dy cuyos elementos tienen didmetro menor que §. Sea {V1,V/},
{Va, i}, ooe; {Vim, Vi1, } 1a coleccién finita de pares de elementos distintos de U. Usan-
do el Teorema 6.7 en repetidas ocasiones, para cada i € {1,...,m}, existe un abierto
conexo D; de R™ tal que D; C D;_1, D; separa a b de ¢, y cada arco en D; de V;
a V/ es 5-torcido con respecto a V; y V;. Claramente D,, satisface las condiciones
1y 2. Veamos que D, satisface 4. Sea pq un arco en D,,. Como D,, C Dy y U
es cubierta de Dy, existen dos elementos U y V de U tales que p € U y q € V. Si
ocurriera que U = V, entonces existen puntos r,s € pgN U tales que r estd entre
py sen pg, y como el didmetro de U es menor que §, d(p,s) < 5 vy d(r,q) < §.
Entonces el arco pq es e-torcido. Si U # V, entonces U = V; y V = V/, para algin
i€ {1,...,m}. Como pq es un arco en Dy, C D, pq es 5-torcido con respecto a V; y
Vi’. Entonces, existen puntos r, s € pq tales que r estd entre p y s en pgq, d(s, Vi) < %
y d(r, V) < §. Como p € Vj, ¢ € V/ y ambos conjuntos tienen didmetro menor que
5, se sigue que d(s,p) < €y d(r,q) < €. Entonces, el arco pg es e-torcido. Hemos
probado que D,, satisface 4.

Como R"™ es localmente conexo y unicoherente, y D,, es un abierto de R™ que
separa los puntos b y ¢, existe una componente C de D,, que también los separa
(vea [8, Teorema, pag. 198]). Aplicamos el Teorema 6.10 a R, C, by ¢, y obtenemos
un abierto conexo E que satisface las propiedades 1, 2 y 3 de tal teorema y, en con-
secuencia, las propiedades 1, 2, y 3 del teorema que estamos probando. Claramente
también se satisface la propiedad 4. m

6.3. Un continuo hereditariamente indescomponible
de dimensién 2

Teorema 6.12 FExiste un continuo hereditariamente indescomponible de dimension
2.
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Demostracién. Mostraremos que si by ¢ son dos puntos distintos de R?, existe una
sucesién Sp, 59, ... de abiertos conexos acotados de R? que satisfacen las siguientes
condiciones para cada i € N:

1. Si+1 C Si,
2. S; separa a b de c,

3. R3 . S; tiene exactamente dos componentes y cada punto de S; dista a lo mas
% de cada una de ellas,

4. Cada arco en S; es %—torcido.

Sean r = min{1, @} y S ={p e R :r <dpb) < 2r} S; satisface
claramente 2 y 3, 1 se satisface por vacuidad y 4 porque d(z,y) < d(z,b) +d(b,y) <
%+% = 1 para cada par de puntos z,y € S7. Del Teorema 6.11 se sigue que podemos
elegir abiertos conexos So, S, ... de modo que satisfagan 1, 2, 3 y 4.

Definimos S = ({S; : 4 € N}. Por 1, S es una interseccién anidada de conti-
nuos, asi que es un continuo. Probaremos que S es un continuo hereditariamente
indescomponible de dimensién 2, que su complemento tiene exactamente dos com-
ponentes y que es un conjunto que separa irreduciblemente a b de c.

Para simplificar la notacién, en lugar de (){.S; : i € N} escribiremos (0 S;.

Veamos que S separa a b de c. Para cada i € N, dado que S; separa a b de cy
S; es abierto en R?, existen dos cerrados conexos ajenos y no vacios B; y C; de R?
tales que R® \ S; = B; UC; (de hecho B; y C; son las componentes de R? \. S;), con
b € B; yce C;. Como Si+1 C Si, B, UC; = R3 < S; C R3 < Si+1 = Bi+1 U Ci+17
yvaquebe B,NB;y1yceC;NCiqq, se tiene que B; C B;11 vy C; C Ciq1. Sean

Mostraremos que R3 S = BUC, que B y C son abiertos ajenos de R? vy,
que b € By ¢ € C. Primero mostraremos la igualdad. Por un lado, se tiene que
RENS=R~NSi=UR*\S) cUR~\S;) =U(B;UC;) =BUC, lo cual
prueba que R\ S C BUC.Siz € B, x € B; para algtini € N, asf que x ¢ S;, y por
1,z ¢ S;y1. Entonces = ¢ S. Esto prueba que B C R3 \ S. Similarmente se prueba
que C C R3 . S. Por lo tanto R? \. .S = BUC. Veamos que B es abierto en R3. Sea
x € B. Existe i € N tal que « € B;. Entonces = ¢ S; UC; y, usando que S;+1 C S;
y que B; C Biy1, tenemos que © ¢ S;11 U C,41. Entonces R? \ (ﬁu Ci+1) es
abierto en R? y z € R3 \ (THU Ci+1) C Bjt1. Por tanto, z € Int(B;+1) C B.
Hemos probado que B es abierto en R3, y similarmente se prueba que C' también es
abierto en R3. Para ver que son ajenos, supongamos que existe x € BNC. Entonces
x € B; N C; para algunos 4,7 € N. Si 7 > j, C; C C}, asf que x € B; N (4, lo
cual no es posible. Si j >4, B; C B; y x € B; N C}, y de nuevo obtenemos una
contradiccién. Por lo tanto, BN C = (). S6lo resta ver que b € By ¢ € C, pero esto
es inmediato ya que b € By y ¢ € C7. Hemos probado que S separa a b de c.

A continuacién veremos que las componentes de R3 \. .S son By C. Como B es
una unién de conexos que tienen a b, tenemos que B es conexo. Similarmente se ve
que C es conexo. Como R3 . S es la unién de B y C, y estos son abiertos ajenos,
son las componentes de R? \ S.
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Mostraremos que S separa irreduciblemente a b de ¢, pero antes observemos lo
siguiente. Si z € S = () S;, ¥ € S; para cada i € N, y por 1, z € S;_; para cada
1 > 1. Entonces d(z, B) < d(x, B;—1) < l_% yd(z,C) <d(z,Ci_1) < iil para cada
i > 1. Por tanto, d(x, B) = d(x,C) = 0. De manera que z € BNC, asf que BU {x},
CU{z} y BUCU{x} son conexos. Si L es un subconjunto propio de R?, escogemos
x € S\ L. Como BUC U {z} es un subconjunto conexo de R® \. L que tiene a b y
¢, tenemos que L no separa a b de c. Por tanto, S separa irreduciblemente a b de c.
Entonces, por Teorema 6.6, S tiene dimensién 2.

Sélo nos resta ver que S es hereditariamente indescomponible. Supongamos por
el contrario, que S no es hereditariamente indescomponible. Entonces existen dos
subcontinuos L y K de S tales que LN K # 0, L ¢ Ky K ¢ L. Elegimos
peL~NKyqe K~ L. Entonces d(p, K) > 0y d(q,L) > 0, asi que existe n € N
tal que d(p, K) > L y d(q,L) > . Sea r = min{%(d(p, K) — +), 3(d(p, L) — 1)}
Como S, es abierto en R?, para cada = € K, B(r,z) N S, es un abierto de R3
que contiene a x (x € S, porque S C S,,). Entonces existe ¢, > 0 tal que g, < r
y Bleg,z) C B(r,z) N Sp. Como B(eyz,x) es un abierto conexo de S,, O =
U{B(es,z) : 2 € K} = (U{B(ez,x) : * € K}) UK es un abierto conexo de S,, que
contiene a K.

Veamos que d(p,Og) > % Si ocurre que existe z € O tal que d(p,z) < %,
entonces existe k € K tal que d(z,x) < g, < r. Asi que d(p, K) < d(p,x) < 7“—|—% <
d(p, K), lo que es un absurdo. Por tanto, d(p, Ox) > %L

Similarmente, existe un abierto conexo Oy de S, que contiene a L tal que
d(q, OL) > %

Sea y € L N K. Como Of es arcoconexo, existe un arco py en Op de p a y.
Anélogamente existe un arco yq en Ok de y a g. Entonces py U yq contiene un
arco pq tal que pr C Op y ©q C Ok para algin & € pq. Como d(p,xq) > % y
d(q,px) > %, el arco pg no es %—torcido. Debido a que esto contradice la condicién
4, S es hereditariamente indescomponible. m

6.4. Continuos hereditariamente indescomponibles
de altas dimensiones

Usando el mismo esquema que en el Teorema 6.12 para definir S en R?, podemos
definir continuos hereditariamente indescomponibles en R™, para cualquier n > 3.
En esta seccién veremos que existen continuos hereditariamente indescomponibles
de cualquier dimensién finita.

Teorema 6.13 Sean L y K dos continuos ajenos en R™. Entonces existe un con-
tinuo hereditariamente indescomponible en R™ (n > 3) tal que su complemento tiene
exactamente dos componentes y que separa irreduciblemente a L de K.

Demostracién. Como L y K son continuos ajenos, d(L, K) = inf{d(z,y) : € L,
y € K} > 0. Sea r = min{i,%} y S ={z € R" : r < d(z,L) < 2r.
S1 es un abierto conexo de X que separa a L de K. Elegimos hy € Ly ky €
K. De manera similar a lo hecho en el Teorema 6.12, se prueba que existe un
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continuo hereditariamente indescomponible S C S; tal que su complemento tiene
exactamente dos componentes y que separa irreduciblemente a hy de ky. Entonces
R*" NS =BUC, donde B y C son dos abiertos conexos ajenos y no vacios de X
tales que hg € By kg € C. Como L es conexo, L CR" NS CR*"\S=BUCy
ho € LN B, L C B. Andlogamente, K C C. Hemos probado que S separa a L de K.
Ahora probaremos que es irreducible con respecto a esta propiedad. Supongamos
que Y es un cerrado de X que estd contenido en S y que separa a L de K. Entonces
Y separa a hg de kg, y como S es separa irreduciblemente a hg de kg, Y = S. Esto
concluye la demostracién. =

Usando el Teorema 6.13 se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 6.14 FExisten continuos hereditariamente indescomponibles de dimension
n en R,

Demostracién. Tomamos L = ([0,4] x {0}") v K = ([3,1] x {0}"), entonces
existe un subcontinuo hereditariamente indescomponible M en R™t! que separa
irreduciblemente a L de K. Por el Teorema 6.6, M es una variedad de Cantor de
dimensién n. m
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