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mencionar muchos nombres. Me gustaŕıa agradecer a mis sinodales: la doctora
Adriana Ortiz, por sus acertadas observaciones con las cuales mi trabajo tuvo
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Introducción

Prácticamente de la mano con el nacimiento del cálculo infinitesimal en la
segunda mitad del siglo XVII surgen la ecuaciones diferenciales ordinarias. Por
razones obvias Newton y Leibnitz fueron de los matemáticos más involucrados
en intentar resolverlas y encontrar un algoritmo con el cual poder dar solución
a cada una de ellas. Los nombres de estos dos matemáticos no son los únicos
importantes que uno puede encontrar en la historia de las ecuaciones diferencia-
les. Durante finales del siglo XVII y buena parte del siglo XVIII más personajes
de gran importancia como Lagrange, Euler, Riccati, D’Alembert, Hamilton, Pi-
card, Cauchy, varios integrantes de la familia Bernoulli y algunos más también
pretend́ıan resolver cada ecuación diferencial que se les plantease. Se obtuvie-
ron grandes logros y el desarrollo de diversos métodos para resolver familias
de ecuaciones, sin embargo aún era sólo eso, ejemplos particulares. El teore-
ma 1.1 enunciado en este trabajo asegura la existencia de una solución a cada
ecuación diferencial la cual es única una vez fijada la condición inicial. Es en el
siglo XIX cuando al fin Lyapunov y Poincaré sientan las bases de la teoŕıa de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Éste último propone además dar prioridad
al comportamiento geométrico de las soluciones en el espacio de las fases más
que al cálculo de ellas y con ello da origen también a la teoŕıa cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Poincaré intenta dar una clasificación anaĺıtica de las
ecuaciones diferenciales estudiando el campo vectorial que las define y por medio
de ello lograr comprender la dinámica que presentan las soluciones a la ecuación.

Las ecuaciones hamiltonianas (parte central de este trabajo) son ecuaciones
distinguidas desde la óptica del estudio cualitativo pues justo para ellas es re-
lativamente sencillo describir las curvas solución, debido a que éstas pueden ser
vistas como curvas de nivel de una función anaĺıtica de C2 en C.

El presente trabajo es principalmente motivado por el resultado sobre ecua-
ciones hamiltonianas exhibido en la proposición 3.1, la cual muestra una propie-
dad muy peculiar sobre sus exponentes caracteŕısticos en la ĺınea al infinito al
extender la ecuación diferencial al plano proyectivo complejo CP 2. La pregunta
natural era ¿Es ésta una propiedad única de ecuaciones hamiltonianas?. Es de-
cir, si una ecuación diferencial polinomial tiene tal homogeneidad en cuanto a
sus exponentes caracteŕısticos, nos preguntamos, si es ella una ecuación hamil-
toniana. Ejemplos como el 3.3 nos permitieron ver que la homogeneidad era una
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VIII Introducción

condición necesaria, más no suficiente, pero no sólo eso, también posibilitó vis-
lumbrar el resultado que caracteriza por completo a las ecuaciones diferenciales
de grado n cuyos exponentes caracteŕısticos son todos iguales.

La inquietud de no poder aún asegurar la integrabilidad de una ecuación,
v́ıa la información obtenida en la ĺınea al infinito, nos llevo a la construcción de
los ejemplos presentados en el caṕıtulo 5 los cuales permitieron encontrar con-
diciones adicionales en la parte af́ın de CP 2; estas condiciones completaron las
hipótesis sobre la ecuación diferencial para asegurar que ésta fuese hamiltonia-
na. Los esfuerzos rindieron fruto dando lugar al teorema 3.2 el cual caracteriza
a las ecuaciones hamiltonianas de grado 2.

Una vez que los ejemplos desarrollados en el último caṕıtulo cumplieron su
objetivo para con la integrabilidad, decidimos realizar un análisis de sus cur-
vas solución por medio de su primer integral lo cual nos condujo a la noción
de transversalidad al infinito y a estudiar algunas de las consecuencias de tan
importante propiedad. En otras palabras, tal situación motivó el desarrollo del
caṕıtulo 4.

En el caṕıtulo 1 presentamos algunas nociones básicas en ecuaciones dife-
renciales y realizamos un estudio local de sus soluciones por medio del campo
vectorial que define a cada una de ellas. También dirigido al estudio del com-
portamiento de las soluciones definimos la transformación de monodromı́a, la
cual permite estudiar la dinámica transversa de las curvas solución.

En el caṕıtulo 2 desarrollamos la herramienta pertinente para hablar de
ecuaciones hamiltonianas y es ah́ı donde las definimos formalmente y exhibimos
su importancia.

En el caṕıtulo 3 abordamos la extensión de ecuaciones diferenciales polino-
miales al plano proyectivo complejo CP 2 junto con las propiedades generales
que esta extensión tiene. Es en este caṕıtulo donde exponemos los resultados
que motivaron este trabajo.

En el caṕıtulo 4 definimos a las superficies de Riemann y exponemos breve-
mente dos invariantes topológicos para ellas: la caracteŕıstica de Euler-Poincaré y
el género de una superficie. Además probamos la fórmula de Riemann-Hurwitz
para aplicaciones anaĺıticas entre superficies de Riemann compactas. Por último
estudiamos la transversalidad al infinito y sus consecuencias sobre las curvas de
nivel de un polinomio en dos variables.

A lo largo del caṕıtulo 5 exponemos algunos ejemplos que hemos construi-
do con el objetivo de completar las hipótesis necesarias para el enunciado del
teorema 3.2. Asimismo desarrollamos los resultados sobre ellas que surgieron de
analizar sus propiedades en el plano af́ın de CP 2.



Caṕıtulo 1

Ecuaciones diferenciales
anaĺıticas en C2

En este caṕıtulo introduciremos la noción de ecuación diferencial definida
por un campo de vectores, la solución a ella y lo que geométricamente ésta
representa. Asimismo, enunciamos el teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones y probamos el teorema de rectificación, este último nos permite rectificar
las soluciones en vecindades de puntos no singulares. Estos conceptos y resulta-
dos son fundamentales para el desarrollo de los caṕıtulos siguientes. Realizamos
un estudio local de ecuaciones diferenciales por medio del campo vectorial que
define a cada una de ellas y probamos el teorema de linealización de Poin-
caré en sus versiones formal y anaĺıtica. Además definiremos la transformación
de monodromı́a. Esta transformación permite entender la dinámica transversa
de las soluciones. Finalmente, estrechamente ligada a la transformación de mo-
nodromı́a, definiremos la ecuación de primera variación. Ésta nos proporciona
información a primera aproximación lineal, de soluciones cercanas a una fija.

Definición 1.1. Un campo vectorial anaĺıtico v, en un dominio abierto
U ⊆ C2 es un par ordenado de funciones anaĺıticas vi : U → C, i = 1, 2,

v = (v1, v2) : U → C2.

Denotamos por D(U) el espacio de campos vectoriales anaĺıticos en U .

Geométricamente representamos esta asignación como el vector v(p) anclado
en el punto p ∈ U .

1



2 Caṕıtulo 1. Ecuaciones diferenciales en C2

Figura 1.1: Representación de un campo vectorial en U .

Podemos también asociar a cada punto p de U la recta (compleja) cuya
dirección coincide con la dada por el vector v(p). A una asociación de este estilo
se le conoce como campo de direcciones en U .

Definición 1.2. Sea U ⊆ C2 un dominio abierto y v ∈ D(U) un campo vecto-
rial. Definimos la ecuación diferencial asociada a v como1:

ż = v(z) z ∈ U (1.1)

donde ż = dz
dt y z = (z1, z2), con t una variable en C.

Una solución a la ecuación diferencial (1.1) es una función anaĺıtica ϕ =
(ϕ1, ϕ2) : V → U definida en un abierto V ⊆ C, cuya imagen vive en U y que
satisface:

ϕ̇(t) = v(ϕ(t)) ∀t ∈ V ⊆ C.

Es decir ϕ es una curva compleja plana, parametrizada por la variable t, cuyo
vector derivada para cada t0 ∈ V coincide con el vector v(ϕ(t0)). A ésta se le
denomina curva fase o bien curva integral de la ecuación. A la representación
gráfica de las soluciones en U se le conoce por retrato de las fases. (ver figura
1.2).

Observación 1.1. Si v(p) 6= 0, es claro que dado un complejo c ∈ C∗ := C\{0},
el vector c · v(p) es también tangente a la solución en p, pues vive en el mismo
subespacio vectorial.

Es importante destacar que al ser c un complejo no nulo, multiplicar por
él resulta en una homotecia y una rotación del vector v(p). Esto nos permite
observar que hay todo un plano real tangente a la solución en p, lo cual es
natural puesto que la solución está siendo parametrizada por un párametro t
complejo. La mayoŕıa las representaciones que aparecen a lo largo del trabajo
son basadas en lo que conocemos del caso real.

1El concepto de campo vectorial es válido en dimensión n, para n ≥ 1, considerando una
n-ada ordenada v = (v1, v2, ..., vn), de funciones anaĺıticas definidas en un dominio abierto
U ⊆ Cn. Y la ecuación diferencial definida por él como

ż = v(z)
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Figura 1.2: Retrato de las fases en C2 con punto singular en el origen.

Veamos algunos ejemplos y analicemos (cuando esto sea posible) el compor-
tamiento de sus soluciones.

Ejemplo 1.1. Consideremos la ecuación diferencial dada por el campo vectorial
constante v0(z1, z2) = (1, 0)

ż1 = 1
ż2 = 0

, z ∈ C2

En este caso las soluciones pueden ser calculadas expĺıcitamente, resolviendo
por separado

ż1 = 1 y ż2 = 0,

que son dos ecuaciones independientes entre śı, quedando

z1(t) = t+ c1
z2(t) = c2

c1, c2 ∈ C.

Es decir, las soluciones a la ecuación son de la forma ϕ(t) = (t + c1, c2). Éstas
para cada (c1, c2) ∈ C2, son parametrizaciones de rectas complejas paralelas al
eje z1.

Figura 1.3: Soluciones de ż = v0(z).
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Ejemplo 1.2. Consideremos ahora la ecuación diferencial definida por un cam-
po vectorial lineal de la siguiente forma[

ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
, λ1, λ2 ∈ C∗ (1.2)

No es dif́ıcil convencerse de que todas las soluciones a esta ecuación son de
la forma ϕ(t) = (eλ1tc1, e

λ2tc2), c1, c2 ∈ C. Derivemos con respecto de t para
verificar que en efecto resuelven la ecuación (1.2)

ϕ̇(t) = (λ1e
λ1tc1, λ2e

λ2tc2) = v(ϕ(t)) ∀t ∈ C.

La geometŕıa de las soluciones de este ejemplo debe su comportamiento (lo-
cal) al cociente λ2

λ1
. Sin embargo, por ahora no contamos aún con la herramienta

suficiente para justificarlo, para ello tendremos que esperar hasta el final de este
caṕıtulo.

Analicemos un último ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos la ecuación dada por[
ż1

ż2

]
=

[
1 0
0 n+ 1

] [
z1

z2

]
+

[
0

αzn+1
1

]
, α ∈ C, n ∈ N

En este caso la ecuación ż1 = z1 es independiente de la variable z2 y podemos
resolverla como en el ejemplo anterior, teniendo

z1(t) = etc1, c1 ∈ C.

Aśı, la ecuación en la variable z2 se reescribe como

ż2 = (n+ 1)z2 + α̃e(n+1)t, α̃ = αcn+1
1 . (1.3)

Las soluciones a la ecuación (1.3) forman un subespacio af́ın y pueden ser escritas
de la forma ϕ(t) = ψ0(t) + ψ1(t), donde ψ0(t) es una solución particular a la
ecuación (1.3) y ψ1(t) es solución a la ecuación homogénea ż2 = (n + 1)z2, es
decir ψ1(t) = e(n+1)tc2, c2 ∈ C. La demostración de este hecho es por completo
análoga a la conocida para sistemas de ecuaciones lineales. Para encontrar una
solución particular proponemos2

ψ0(t) = f(t)e(n+1)t,

donde f es una función anaĺıtica. Derivando esta expresión con respecto a t se
tiene

ψ̇0(t) = ḟ(t)e(n+1)t + (n+ 1)f(t)e(n+1)t.

2Este método es conocido como variación de parámetros o variación de constantes.
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Si ψ0 satisface la ecuación (1.3), entonces

ψ̇0(t) = (n+ 1)ψ0(t) + α̃e(n+1)t

ḟ(t)e(n+1)t + (n+ 1)f(t)e(n+1)t = (n+ 1)f(t)e(n+1)t + α̃e(n+1)t

ḟ(t)e(n+1)t = α̃e(n+1)t

ḟ(t) = α̃

de donde se sigue que
f(t) = α̃t+ k, k ∈ C.

Entonces ψ0(t) = e(n+1)t(α̃t + k), k ∈ C, es una solución particular de la
ecuación (1.3) y por lo tanto el resto de las soluciones son de la forma

z2(t) = e(n+1)t(α̃t+ k̃), k̃ = k + c2.

Por ahora nos interesa únicamente el comportamiento de las soluciones cerca
del origen de C2. Notemos que por lo anterior, las soluciones son de la forma

ϕ(t) = et(c1, e
nt(α̃t+ k̃)).

Sin importar el valor de las constantes c1 y k̃ las soluciones se aproximan al
origen en el único caso en que et se aproxima a cero. Es por ello que analizamos
el comportamiento asintótico de las soluciones cuando Re(t) tiende a −∞ y la
relación que guardan entre śı las coordenadas z1(t) y z2(t), de la solución, en el
ĺımite.

ĺım
Re(t)→−∞

z2(t)

z1(t)
= ĺım
Re(t)→−∞

e(n+1)t(α̃t+ k̃)

etc1

= ĺım
Re(t)→−∞

ent(α̃t+ k̃)

c1

= 0.

Lo que geométricamente representa que las soluciones se aproximan al origen
de manera tangente al eje z1.

Observemos que en todos los ejemplos vistos se tiene que, dado un punto
p = (c1, c2) existe una y sólo una solución a la ecuación (1.1) que satisface
ϕ(0) = p, tal situación no es una particularidad de nuestros ejemplos y esto se
ve reflejado en el siguiente teorema, que es uno de los pilares en esta teoŕıa.

Teorema 1.1 (de existencia y unicidad de soluciones). Sea

ż = v(z), (t, z) ∈ V × U ⊂ C× C2

una ecuación diferencial anaĺıtica en V × U . Dado (t0, z0) ∈ V × U existe una
vecindad V0 ⊂ V de t0 y U0 ⊂ U de z0 tal que para toda z ∈ U0 existe una
solución ϕ : V0 → U0, ϕ(t, z) ϕ(t0, z) = z de la ecuación y está definida para
toda t ∈ V0. Más aún la solución con condición inicial ϕ(t0, z) = z es única y
depende anaĺıticamente dicha condición inicial.
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Este es un resultado que por śı solo destaca por su gran importancia. Una
prueba de él puede ser consultada en [6]; gracias a él sabemos que toda ecuación
diferencial definida por un campo v ∈ D(U) tiene solución única, una vez fija
la condición inicial p ∈ U . Denotaremos por ϕ(t, p) a la solución con condición
inicial3 p (i.e. que satisface ϕ(t0, p) = p).

Aśı, el retrato de las fases de una ecuación diferencial nos provee de una
partición, por curvas solución, del dominio en donde está definido el campo vec-
torial por el cual está dada la ecuación. Además el teorema 1.2 nos permite
entender la geometŕıa local de este objeto llamado espacio foliado o simplemen-
te foliación. Es decir, el retrato de las fases de una ecuación, nos permite un
primer acercamiento al concepto de foliación singular por curvas, que a grandes
rasgos es una partición del espacio fase en curvas conexas, llamadas hojas, que
localmente lucen como planos paralelos entre śı4.

No siempre tendremos la fortuna, como en los ejemplos anteriores, de poder
encontrar soluciones expĺıcitas a una ecuación dada. Es por ello que se convierte
en una necesidad realizar un estudio de las soluciones de una ecuación a partir
del campo vectorial que la define.

Definición 1.3. Decimos que p ∈ U es un punto singular del campo vectorial
v ∈ D(U) (o bien, de la ecuación diferencial que él define) si v(p) = 0. En otro
caso diremos que p es no singular. Al conjunto de puntos singulares del campo
v lo denotaremos por sing{v}.
Además si p es un punto singular definimos la parte lineal del campo vectorial
en p como

Dpv =

[
∂v

∂z

]
z=p

(1.4)

donde
[
∂v
∂z

]
z=p

es la matriz jacobiana de v, evaluada en el punto5 z = p.

Aśı, en los ejemplos 1.2 y 1.3 el único punto singular es el origen de C2

mientras que en el ejemplo 1.1, se tiene, sing{v} = ∅.

El comportamiento de las soluciones en vecindades de los puntos no singu-
lares se entiende bien. Veremos ahora que es relativamente sencillo describirlo
geométricamente por medio de una equivalencia anaĺıtica local.

Teorema 1.2 (de rectificación). Sea ż = v(z), z ∈ U ⊂ C2, v ∈ D(U) y sea
z0 ∈ U . Entonces en toda vecindad U0 de z0 que no tenga puntos singulares del
campo v, existe un difeomorfismo

φ : U0 → φ(U0) ⊂ C2

3Regularmente consideramos t0 = 0.
4Una definición completa del concepto de foliación singular por curvas puede ser consul-

tado en [6]
5En el resto del trabajo los teoremas enunciados suponen siempre que p es el origen de

coordenadas, pues en caso contrario es suficiente una traslación del origen para lograrlo.
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tal que Dφ · v = v0, donde v0(z) = (z1, 0).

Demostración. Si z0 ∈ U0 es un punto no singular, es decir v(z0) 6= 0, existe
una transversal local Γ a v(z0) basada en z0.

Figura 1.4: Transversal local a v(z0).

Supongamos sin pérdida de generalidad que existe una vecindad Bδ(z0) de
z0, contenida en U y tal que Γ = {z ∈ C2|z1 = c} ∩ Bδ(z0) es una transversal
local6 en z0.

Figura 1.5: Transversal local a v(z0), paralela a z1 = 0.

Consideremos ahora la transformación φ : V ×Γ→ C2, V ⊂ C definida como

φ(t, z) = ϕ(t, z)

6En otro caso es suficiente considerar un cambio de coordenadas lineal que la lleva local-
mente en un plano paralelo al eje z2.
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donde ϕ(t, z) es la única solución de ż = v(z) con condición inicial ϕ(0, z) = z
y que está definida para todo t ∈ V.

Observación 1.2. Notemos que la expansión en serie de Taylor, en t = 0, de
ϕ es

ϕ(t, z) = ϕ(0, z) + t
∂ϕ

∂t
(0, z) + · · ·

= z + t
∂ϕ

∂t
(0, z) + · · ·

Por el teorema 1.1 sabemos que ϕ(t, z) es también diferenciable con respecto
a la variable z. De lo que deducimos que

∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
t=0

= Id.

Aśı las cosas,

Dφ =
[
∂ϕ
∂t ,

∂ϕ
∂z

]
=

[
v1(z) 0
v2(z) 1

]
y puesto que v1(z0) 6= 0, pues hemos supuesto que v(z0) 6∈ Γ, entonces Dφ es
invertible para t = 0 y por tanto φ es una transformación anaĺıtica con inversa

anaĺıtica en una vecindad de z0. Además Dφ · e1 =

[
v1(z)
v2(z)

]

Figura 1.6: Rectificación local de las soluciones.

La prueba del teorema 1.2 nos dice que localmente, en vecindades de puntos
no singulares, las soluciones son en esencia rectas, complejas, paralelas como
las soluciones del ejemplo 1.1 en el que la ecuación está definida por un campo
vectorial constante no nulo. Tratando de imitar el análisis local que hemos he-
cho antes, podemos esta vez examinar el comportamiento de las soluciones en
vecindades de puntos singulares. Veremos que la dinámica en éstas es más rica
en muchos sentidos.
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1.1. Equivalencia formal

Hemos hecho uso ya, antes enunciar el teorema 1.2, de la palabra “equiva-
lencia”sin decir previamente lo que por ella entendemos. Como es usual en las
Matemáticas, buscaremos una manera de simplificar nuestro objeto de estudio.
En nuestro caso nos gustaŕıa encontrar una ecuación diferencial “sencilla”7 y una
transformación que lleve sus soluciones en soluciones de nuestra ecuación inicial.

Supongamos que v y ṽ son dos campos vectoriales anaĺıticos definidos en
abiertos U y Ũ respectivamente y que H : U → Ũ es una transformación
anaĺıtica con inversa anaĺıtica, en otras palabras un biholomorfismo de U en
Ũ . Supongamos además que H manda soluciones de la ecuación ż = v(z) en
soluciones de la ecuación ż = ṽ(z), es decir, si ϕv(t, p) es solución a la ecuación
diferencial que define v, con condición inicial ϕ(0, p) = p, entonces

H(ϕv(t, p)) = ϕṽ(t,H(p)), ∀t (1.5)

donde ϕṽ(t,H(p)) es la solución a la ecuación ż = ṽ(z) que al tiempo t = 0 pasa
por H(p). Derivando, con respecto de t la igualdad (1.5), se tiene

d

dt
H(ϕv(t, p)) =

d

dt
ϕṽ(t,H(p)).

Puesto que ϕv y ϕṽ son soluciones de ż = v(z) y ż = ṽ(z), respectivamente, se
sigue que [

∂H

∂z

]
ϕv(t,p)

· v(ϕv(t, p)) = ṽ(ϕṽ(t,H(p))),

y como esto es válido para todo t, en particular para t = 0 se obtiene[
∂H

∂z

]
p

· v(p) = ṽ(H(p)). (1.6)

La transformación H que hemos considerado satisface H(0, 0) = (0, 0) y su
matriz jacobiana

[
∂H
∂z

]
en (0, 0) es invertible, pues partimos de que H es un

biholomorfismo. A una transformación como ésta le llamamos cambio de coor-
denadas anaĺıtico local.

Figura 1.7: Cambio de coordenadas local.

7Esta noción de sencillez dependerá siempre de las propiedades que estemos interesados en
conservar.
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Hagamos ahora un pequeño paréntesis para tratar de entender un poco me-
jor lo que acabamos de hacer con el uso de la transformación H en el desarrollo
anterior.

Al pensar en una transformación anaĺıtica f , de C2 en C, en un punto,
debemos recordar que ella admite una representación como serie de potencias
convergente, a saber, por su serie de Taylor, en toda una vecindad del punto.
Para fijar ideas pensemos que dicho punto es el origen de C2 y que f(0, 0) = 0,
entonces existe una vecindad abierta U del origen de tal forma que para todo
z ∈ U

f(z) =
∞∑
|α|=1

aαz
α, α ∈ Z2

≥0, aα ∈ C

donde
zα = zα1

1 zα2
2 , α = (α1, α2) y |α| = α1 + α2.

Decimos además que f es de orden k si k = mı́n {|α| | aα 6= 0}.
Ahora bien, si tenemos una serie de potencias arbitraria de este estilo, ésta no
siempre representa una función pues la convergencia es un elemento clave para
que ésto suceda. Tal situación nos conduce a la siguiente definición.

Definición 1.4. Una serie formal en el origen de C2 es una serie

h̃(z) =
∞∑
|α|=1

aαz
α, α ∈ Z2

≥0, aα ∈ C.

La serie h̃ es formal en el sentido que no se garantiza su convergencia en algu-
na vecindad del origen. El conjunto constituido por todas las series formales en
dos variables es denotado por CJzK = CJz1, z2K. Éste forma un anillo con unidad.

Ya con la noción de series formales, podemos decir lo que entenderemos por
un cambio de coordenadas formal de C2 como:

H̃(z) = (h̃1(z), h̃2(z)),

donde h̃1 =
∞∑
|α|=1

aαz
α y h̃2 =

∞∑
|α|=1

bαz
α son series formales en el origen (co-

mo en la definición 1.4) y de tal forma que la matriz
[
∂H̃
∂z

]
:=

[
a10 a01

b10 b01

]
, es

invertible8. Por último, tenemos también la noción de campo vectorial formal,
definido como la pareja

ṽ(z) = (ṽ1(z), ṽ2(z)),

donde ṽ1, ṽ2 son series formales en dos variables, con término constante nulo.

8Bajo esta suposición se tiene el teorema de la función inversa para series formales, es decir

si H̃ es un cambio de coordenadas formal y
[
∂H̃
∂z

]
es invertible, entonces existe un cambio de

coordenadas formal G tal que G̃(H̃(z)) = H̃(G̃(z)) = z.
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Observación 1.3. Es necesario remarcar la diferencia entre un cambio de coor-
denadas y un campo vectorial, la cual en el caso anaĺıtico es clara. Por un lado,
un cambio de coordenadas es una correspondencia biyextiva punto a punto mien-
tras que un campo vectorial va de un abierto U de C2 en el espacio vectorial C2,
es decir es una correspondencia punto vector. Es de esta manera que debemos
entender como objetos distintos un cambio de coordenadas y un campo vectorial
formales.

Regresando a nuestro problema inicial. La igualdad (1.6) nos sugiere la si-
guiente definición de equivalencia entre campos vectoriales aśı como de las ecua-
ciones diferenciales que ellos definen.

Definición 1.5. Sean v y ṽ campos vectoriales anaĺıticos. Decimos que v y ṽ son
anaĺıticamente (formalmente) equivalentes si existe H un biholomorfismo
(serie formal invertible) tal que9

DzH · v(z) = ṽ(H(z)). (1.7)

En el caso especial en que ṽ(z) = D0v · z (i.e. ṽ es la parte lineal de v en el
origen) diremos que v es anaĺıticamente (formalmente) linealizable.

Además decimos que las ecuaciones diferenciales definidas como ż = v(z) y ż =
ṽ(z) son anaĺıticamente (formalmene) equivalentes si y solamente si v y ṽ
lo son.

Es claro de la definición misma, que si dos campos vectoriales v y ṽ son
anaĺıticamente equivalentes, lo son también en el sentido formal. Es decir, si
aspiramos a encontrar una equivalencia anaĺıtica entre dos campos vectoriales
dados, es necesario que ellos sean primero formalmente equivalentes. Es por esta
razón que iniciamos la búsqueda de condiciones para que la equivalencia en este
último sentido sea posible.

Observación 1.4. La igualdad (1.7) coincide con la siguiente:

DzHH−1(z) · v(z)|H−1 = ṽ(z). (1.8)

Misma que por comodidad será la que usemos en los cálculos.

Pensemos primero en campos vectoriales en una sola variable10, pues los
cálculos que haremos en este caso son, salvo algunas obstrucciones, muy pare-
cidos a los que posteriormente realizaremos al considerar campos vectoriales en
C2.

Proposición 1.1. Si H(z) = z + hkz
k, entonces su inversa respecto a la com-

posición es de la forma H−1(z) = z − hkzk + · · ·
9La igualdad en el caso formal se entiende coeficiente a coeficiente.

10Las definiciones dadas previamente son válidas para campos vectoriales en Cn, para n ≥ 1
realizando los cambios pertinentes.
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Demostración. Buscamos G(z) = c1z + cmz
m + · · · que satisfaga la relación

H(G(z)) = G(H(z)) = z. Desarrollemos la composición G(H(z))

G(H(z)) = c1(z + hkz
k) + cm(z + hkz

k)m + · · ·
= c1z + c1hkz

k + cmz
m +mcmz

m−1hkz
k + · · ·

= c1z + c1hkz
k + cmz

m +mcmhkz
m+k−1 + · · ·

Puesto que lo que pretendemos es que se cumpla la identidad z = G(H(z)),
entonces c1 = 1, hk = −cm y k = m. Por lo tanto

H−1(z) = G(z) = z − hkzk + · · ·

Consideremos la ecuación diferencial ż = v(z), z ∈ C con v(z) = a1z +
a2z

2 + · · · , a1 6= 0, donde los puntos denotan términos de orden superior al
lineal en z y nos preguntamos si será o no posible que los campos vectoriales
v(z) y v1(z) = a1z sean equivalentes; es decir, ¿es la ecuación ż = v(z) linea-
lizable?. Veamos primero bajo qué condiciones es posible encontrar un cam-
bio de coordenadas, formal por el momento, que haga equivalentes a v(z) y
vk(z) = a1z + ãkz

k + · · · .

Comencemos con v3(z) = a1z + ã3z
3 + · · · , ã3 ∈ C, es decir nos gustaŕıa

eliminar el término cuadrático en v. Consideremos H2(z) = z + h2z
2. Si H2 es

el cambio de coordenadas que deseamos, entonces debe satisfacer la igualdad
(1.8). [

∂H2

∂z

]
H−1

2 (z)

· v(H−1
2 (z)) = v3(z).

Es decir11,

(1 + 2h2z)|H−1
2 (z) ·

(
a1z + a2z

2 + · · ·
)∣∣
H−1

2 (z)
= a1z + ã3z

3 + · · · .

Desarrollemos el lado izquierdo de esta igualdad, recordando que, por la propo-
sición 1.1, sabemos de que forma es H−1

2 .

= (1 + 2h2(z − h2z
2 + · · · )) · (a1(z − h2z

2 + · · · ) + a2(z − h2z
2 + · · · )2 + · · · )

= (1 + 2h2z − 2h2
2z

2 + · · · ) · (a1z − a1h2z
2 + a2z

2 + · · · )
= a1z − a1h2z

2 + a2z
2 + 2a1h2z

2 + · · ·
= a1z + (a1h2 + a2)z2 + · · · .

Puesto que lo que pretendemos es deshacernos del término cuadrático es sufi-
ciente tomar el coeficiente h2 = −a2a1 , el cual está bien definido pues a1 6= 0. Aśı,

11Por ser H2 en una sola variable, entonces
[
∂H2
∂z

]
no es más que la derivada H′2(z) de H2.

Sin embargo decidimos conservar la notación para futuras generalizaciones.
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v(z) es equivalente al campo v3(z) = a1z + ã3z + · · · para algún ã3 ∈ C (ob-
servemos que en general a3 6= ã3). Pensemos ahora que hemos logrado eliminar
los términos de grado 2, .., k − 1 y veamos que condición es necesaria para eli-
minar el término de grado k del campo vectorial vk(z) = a1z+akz

k+· · · , k > 2.

Comencemos nuevamente considerando un cambio de coordenadas, polino-
mial, de la forma H(z) = z+hkz

k y busquemos, como en el caso k = 2, si existe
alguna obstrucción que nos impida definir un coeficiente adecuado hk de modo
tal que con él podamos eliminar el término deseado. Buscamos que se satisfaga[

∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

· vk(H−1
k (z)) = vk+1(z)

con vk+1(z) = a1z + ãzk+1 + · · · . Es decir,

(1 + khkz
k−1)

∣∣
H−1
k (z)

· (a1z + akz
k + · · · )

∣∣
H−1
k (z)

= a1z + bk+1z
k+1 + · · ·

y desarrollemos sólo el lado izquierdo de la igualdad

= (1 + khk(z − hkzk + · · · )k−1) · (a1(z − hkzk + · · · ) + ãk(z − hkzk + · · · )k + · · · )
= (1 + khkz

k−1 + · · · ) · (a1z − a1hkz
k + ãkz

k + · · · )
= a1z − a1hkz

k + ãkz
k + a1khkz

k + · · ·
= a1z + (a1hk(k − 1) + ãk)zk + . . .

Como lo que deseamos es anular el coeficiente del término de grado k, es sufi-
ciente definir hk = −ak

a1(k−1) , ésto es siempre posible pues a1 6= 0 y k > 2.

Notemos que hasta el momento todos los cambios de coordenadas Hk que
hemos hecho son polinomiales y puesto que todos ellos tienen parte lineal no
nula, por el teorema de la función inversa, sabemos que H−1

k está definida y es
anaĺıtica en una vecindad del cero. Con esto, pretendemos destacar que podemos
siempre hacer equivalente el campo v(z) = a1z + a2z

2 + · · · con el campo
vk(z) = a1z + ãkz

k + · · · con un número finito de cambios de coordenadas
anaĺıticos, y por tanto la composición de este número finito resulta en un solo
cambio de coordenadas anaĺıtico, para k tan grande como deseemos. Y a pesar
de no poder asegurar nada de la analiticidad al eliminar todos los términos de
grados superiores al lineal es posible obtener el siguiente resultado en el sentido
formal.

Teorema 1.3. Sea v(z) = a1z+a2z
2 + · · · , z ∈ C, a1 6= 0, un campo vectorial,

entonces v es formalmente linealizable.

La demostración está practicamente concluida con el trabajo que hemos
desarrollado en los párrafos previos. Basta considerar el cambio de coordenadas
que resulta de componer aquellos que eliminaban, uno a uno, los términos de
grados superiores al lineal, esto es:

H := ĺım
k→∞

Hk ◦ · · · ◦H2
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donde Hr = z + hrz
r con hr = −ar

a1(r−1) .12

Es justo en la definición de H como un ĺımite de composiciones donde ya no
podemos, a priori, asegurar su analiticidad, aunque si sabemos, al menos, que
es un cambio de coordenadas formal.

Una vez que hemos experimentado la búsqueda de condiciones para la equi-
valencia formal en una variable, a nivel de los cálculos, podemos dar el salto al
problema que en realidad nos interesa. Esto es, para campos vectoriales en dos
variables.

Consideremos la ecuación diferencial[
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+

[
a1kz

k

0

]
(1.9)

con zk = zk11 zk22 y |k| = k1 + k2, como antes.

Como hicimos para campos vectoriales en una variable, trataremos de en-
contrar algunas condiciones bajo las cuales sea posible hallar un cambio de
coordenadas formal mediante el cual v(z) y el campo

D0v · z =

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
sean equivalentes, con λ1, λ2 ∈ C.

Procedamoso de igual forma que en una dimensión. Deseamos primero eli-
minar el término a1kz

k. Para lograrlo proponemos el cambio de coordenadas
H(z) = (z1, z2)+(h1kz

k, 0). De manera análoga a como pasa en dimensión uno,
H−1
k (z) = (z1, z2) + (−h1kz

k + · · · , 0). De acuerdo a la definición de equivalen-
cia formal encontraremos una condición sobre el coeficiente h1k que nos permita
eliminar el término a1kz

k. Obteniendo[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

· v(z)H−1
k (z) = D0v · z +

[
ãk+1z

k+1 + · · ·
0

]
.

Notemos primero que,

[
∂Hk

∂z

]
H−1
k (z)

=

[
1 + k1h1k

zk

z1
k2h1k

zk

z2
0 1

]
H−1
k (z)

.

12Cabe mencionar que cada cambio Hj de coordenadas modificará los términos de orden
mayor que j, por lo que a cada paso, la constante hj se define en relación con el coeficiente
aj que corresponda (una vez realizado el cambio que elimina el término de grado r − 1).
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Aśı, desarrollando
[
∂Hk
∂z

]
H−1
k (z)

· v(z)H−1
k (z) se tiene

=

[
1 + k1h1k

zk

z1
k2h1k

zk

z2
0 1

]
H−1
k (z)

·
[
λ1z1 + a1kz

k

λ2z2

]
H−1
k (z)

=

[
(1 + k1h1k

zk

z1
)(λ1z1 + a1kz

k) + λ2z2(k2h1k
zk

z2
)

λ2z2

]
H−1
k (z)

=

[
λ1z1 + λ1k1h1kz

k + a1kz
k + λ2k2h1kz

k

λ2z2

]
H−1
k (z)

=

[
λ1z1 + (a1k + λ1k1h1k + λ2k2h1k)zk

λ2z2

]
H−1
k (z)

=

[
λ1(z1 − h1kz

k + · · · ) + (a1k + h1k(λ1k1 + λ2k2))(z1 − h1kz
k + · · · )k1zk22

λ2z2

]

=

[
λ1z1 − λ1h1kz

k + (a1k + h1k(λ1k1 + λ2k2))zk + · · ·
λ2z2

]

=

[
λ1z1 + (a1k + h1k(λ1k1 + λ2k2 − λ1))zk + · · ·

λ2z2

]
.

Pretendemos deshacernos del término de grado k y esto puede lograrse tomando
h1k de forma tal que

a1k + h1k(λ1k1 + λ2k2 − λ1) = 0.

Es decir,

h1k =
a1k

λ1 − (λ1k1 + λ2k2)
=

a1k

λ1− < λ, k >
.

con < λ, k >= λ1k1 + λ2k2. Para que éste quede bien definido es necesario que

λ1 6=< λ, k > (1.10)

Tal situación será importante en nuestro estudio de la equivalencia formal y
anaĺıtica. Ello motiva a la siguiente definición.

Definición 1.6. Dada una pareja (λ1, λ2) ∈ C2 decimos que ésta es resonante,
si existen m1,m2 ∈ Z+ ∪ {0}, con |m| = m1 +m2 ≥ 2 tales que se satisface

λj = λ1m1 + λ2m2, para algún j ∈ {1, 2}.

En tal caso, dicha pareja tiene asociado al monomio ajmz
m con zm = zm1

1 zm2
2

y al cual denominamos monomio resonante.
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Observación 1.5. Dada esta definición concluimos que, si el monomio a1kz
k1
1 zk22

es no resonante, entonces el coeficiente

h1k =
a1k

λ1− < λ, k >

está bien definido. Como consecuencia también, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.4 (de Poincaré formal). Sea ż = v(z) una ecuación diferencial
anaĺıtica en una vecindad de (0, 0), con v(z) = Az + vm(z) + · · · , donde A es
la matriz de la parte lineal en el origen y vm(z), |m| = m1 + m2, contiene al
primer término no lineal distinto de cero. Si el espectro13 de A forma una pareja
no resonante, entonces la ecuación ż = v(z) es formalmente linealizable.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que A es una matriz
diagonal

A =

[
λ1 0
0 λ2

]
y supongamos también que vm(z) = (a1mz

m1
1 zm2

2 + · · · , 0), a1m 6= 0. Ahora
bien, por hipótesis la pareja (λ1, λ2) es no resonante, consecuentemente, por la
observación 1.5, es siempre posible definir un cambio de coordenadas de la forma

H1m(z) = (z1, z2) + (h1mz
m1
1 zm2

2 , 0)

con

h1m =
a1m

λ1− < λ,m >
.

Este cambio de coordenadas realiza la equivalencia formal entre los campos
vectoriales v(z) y vk(z) = (λ1z1 + ã1kz

k1
1 zk22 + · · · , λ2z2) con |k| = k1 + k2 ≥

m1 +m2 + 1.
Teniendo aśı, nuevamente, la situación inicial.

Observación 1.6. Observemos que cada vez que componemos el campo v con
la transformación H−1

1m los términos de grado menor a |m| no se ven afectados
en la primer coordenada y en la segunda esta transformación se comporta como
la identidad.

Por lo tanto la demostración a este teorema concluye al considerar la serie
formal que resulta de la composición de todos los cambios de coordenadas que
eliminan, uno a uno, los términos de grado superior al lineal en (z1, z2).

H := ĺım
|k|→∞

H1k ◦ · · · ◦H1m.

Aśı definida, H realiza la linealización formal14 del campo vectorial v(z).

13El espectro de una matriz A es el conjunto cuyos elementos son los valores propios de A.
14El resultado del ĺımite de composiciones es de la forma z + h̃(z), z ∈ C2 y h̃ ∈ C2JzK.
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Es importante resaltar que en la prueba anterior los obstáculos, para conse-
guir la linealización formal eran, en caso de aparecer, los monomios resonantes.
Aśı, el siguiente resultado es también válido.

Teorema 1.5 (de Poincaré-Dulac formal). Sea ż = v(z), v(z) = Az + · · · ,
una ecuación diferencial anaĺıtica y supongamos que los valores propios de A
forman una pareja resonante. Entonces ż = v(z) es formalmente equivalente a
la ecuación ż = W (z), donde W (z) = Az + q(z) y q(z) es la serie (o suma)
formada por monomios resonantes.

La prueba de este teorema es prácticamente la misma que la dada para el
teorema 1.4. Omitiendo los cambios de coordenadas que no pueden ser definidos
debido a las resonancias presentes.

Veamos ahora, que la posición de los valores propios λ1, λ2 en el plano com-
plejo C, determina los casos en los que la cantidad de resonancias en un campo
vectorial es finita o infinita. Supongamos que (λ1, λ2) ∈ (C∗)2 es una pareja
resonante y supongamos además, sin pérdida de generalidad, que existen dos
enteros m1,m2 ∈ Z≥0 tales que |m| = m1 +m2 ≥ 2 y

λ2 = λ1m1 + λ2m2.

Entonces

λ2(1−m2) = λ1m1

o equivalentemente
λ2

λ1
=

m1

1−m2
.

de donde se sigue que si (λ1, λ2) es resonante, entonces necesariamente λ2

λ1
∈ Q.

Examinemos los distintos tipos de resonancias.

a) Si λ2

λ1
> 0, entonces m2 = 0 y por tanto λ2 = λ1m1 con m1 ≥ 2. En tal

caso ż = v(z) es formalmente equivalente a[
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+

[
0

αzm1
1 z0

2

]
, α ∈ C

Análogamente, si λ1 = λ2m2, m2 ≥ 2 se tiene equivalencia formal con el campo[
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+

[
βz0

1z
m2
2

0

]
, β ∈ C

debido al teorema 1.5.

b) Si λ2

λ1
< 0, entonces m2 > 1 y m1 6= 0, aśı, de la igualdad λ2 = λ1m1 + λ2m2

obtenemos

0 = λ1m1 + λ2(m2 − 1)
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y por tanto

λ2 = n[λ1m1 + λ2(m2 − 1)] + λ2, ∀n ∈ Z+.

De donde, si α = m1 y β = m2 − 1, los monomios resonantes son de la forma

c2nz2(zα1 z
β
2 )n

Análogamente, la resonancia λ1 = λ1k1 + λ2k2 con k1 > 1 y k2 6= 0 implica

0 = λ1(k1 − 1) + λ2k2

y por lo tanto

λ1 = n[λ1(k1 − 1) + λ2k2] + λ1.

Tomando α̃ = k1 − 1 y β̃ = k2, los monomios resonantes son de la forma

c̃1nz1(zα̃1 z
β̃
2 )n.

En conclusión, si (λ1, λ2) es una pareja resonante y satisface λ2

λ1
< 0, entonces

la ecuación diferencial [
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+ · · ·

es formalmente equivalente a la ecuación[
ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+
∞∑
n=1

[
c̃1nz1(zα̃1 z

β̃
2 )n

c2nz2(zα1 z
β
2 )n

]

por el teorema 1.5.

c) Si λ1 = 0 entonces las resonancias son de la forma

0 = λ1 = λ1m1 + λ2 · 0, ∀m1 ≥ 2

y también

λ2 = λ1k1 + λ2 · 1, k1 ≥ 1

Por lo que los monomios resonantes correspondientes son de la forma c1m1
zm1

1

y c̃2k1z
k1
1 z2, respectivamente. Esto nos permite concluir que la ecuación[

ż1

ż2

]
=

[
0 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+ · · ·

es, en virtud del teorema 1.5, formalmente equivalente a la ecuación[
ż1

ż2

]
=

[
0 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
+
∞∑
k=1

[
c1kz

k+1
1

c̃2kz
k
1z2

]
.



1.1. Equivalencia formal 19

Observación 1.7. En resumen, si el espectro de la parte lineal, en el punto
singular, forma una pareja resonante hemos observado en a) que esto ocurre
sólo cuando el cociente λ2

λ1
, o bien λ1

λ2
es un número natural y en tal caso se

tiene una única posible resonancia. Por el contrario en los casos b) y c), es decir
si λ2

λ1
∈ Q− ∪ {0}, es posible tener una infinidad de resonancias.

Definición 1.7. Decimos que una pareja λ = (λ1, λ2) está en el dominio de
Poincaré, λ ∈ P, si el segmento de recta que une λ1 y λ2 no contiene a 0 ∈ C.

Definición 1.8. Decimos que una pareja λ = (λ1, λ2) está en el dominio de
Siegel, λ ∈ S, si el segmento de recta que une λ1 y λ2 pasa por 0 ∈ C.

Los dominios de Poincaré y Siegel rescatan información importante respecto
al número de resonancias posibles, como hicimos ver en la observación 1.7.

Proposición 1.2. Sea ż = v(z) una ecuación diferencial anaĺıtica. Si el espectro
de la parte lineal del campo en un punto singular está en el dominio de Poincaré ,
entonces el número de resonancias es finito.
Más aún, el conjunto {λi − 〈λ,m〉 6= 0| i = 1, 2 m ∈ Z2

≥0} tiene una distancia

mı́nima, distinta de cero, con el origen de C2.

Demostración. Por hipótesis la pareja λ = (λ1, λ2) está en el dominio de Poin-
caré. En consecuencia existe una recta ` en el plano complejo que separa a los
eigenvalores del cero. Consideremos la recta perpendicular a `, `⊥ que pasa por
0 ∈ C y consideremos la proyección ortogonal de los puntos λ1, λ2 en dicha
recta (como en la figura 1.8).

Figura 1.8: λ = (λ1, λ2) ∈ P.

Cada proyección no es menor que la distancia de 0 a `. Por otra parte la
definición de resonancia está dada para combinaciones lineales con coeficien-
tes enteros no negativos. Consecuentemente para |m| suficientemente grande
la proyección de < λ,m > en la recta `⊥ será mayor que la proyección más
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grande de los valores propios y por lo tanto si |m| es suficientemente grande
λi− < λ,m >6= 0.

1.2. Equivalencia anaĺıtica

Hemos encontrado ya condiciones suficientes bajo las cuales es posible linea-
lizar formalmente la ecuación ż = v(z), z ∈ C2, donde

v(z) = Az + ṽ(z)

con A := D0v la parte lineal del campo vectorial en el origen y ṽ el campo
vectorial que consta del resto de los términos de la expansión en serie de Taylor
de v alrededor del origen. Ahora buscamos linealizar esta ecuación de manera
anaĺıtica. Como antes, supongamos que existe H un cambio de coordenadas
anaĺıtico que linealiza la ecuación. Es decir[

∂H
∂z

]
·Az = v(H(z)). (1.11)

Además por como sucede en el caso formal es razonable suponer también que
dicho cambio de coordenadas es de la forma H(z) = z + h(z), con h(z) una
función anaĺıtica tal que

[
∂h
∂z

]
(0) = 0. Reescribiendo la ecuación (1.11) se tiene

que (
id+

[
∂h

∂z

])
·Az = A(z + h(z)) + ṽ(z + h(z)).

Desarrollando obtenemos

Az +

[
∂h

∂z

]
·Az = Az +Ah(z) + ṽ(z + h(z))

y simplificando [
∂h

∂z

]
·Az −Ah(z) = ṽ(z + h(z)). (1.12)

Definimos el operador lineal LA como:

LA[h](z) :=

[
∂h

∂z

]
·Az −Ah(z) (1.13)

Aśı, la igualdad (1.12) se reescribe como:

LA[h](z) = ṽ(z + h(z))

Si LA fuese invertible se tendŕıa además que

h(z) = L−1
A [ṽ(z + h(z))]. (1.14)

En conclusión, si Sṽ está definido como Sṽ(·) := ṽ(z+·), entonces la transforma-
ción h que buscamos es necesariamente invariante por el operador L−1

A ◦ Sṽ, en
otras palabras es un “punto fijo” del operador. Este razonamiento nos dice que
nuestro problema puede ser resuelto también, si logramos hallar una función h
que satisfaga

[
∂h
∂z

]
(0) = 0 y la igualdad (1.14). Para atacar el problema desde

esta óptica recurriremos al teorema de punto fijo de Banach.
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Definición 1.9. Sea ψ : M →M una transformación de un espacio en śı mis-
mo. Decimos que x∗ es un punto fijo de ψ si ψ(x∗) = x∗.

Definición 1.10. Sea M un espacio dotado de una métrica µ̃ y sea ψ : M →M
una transformación de M en śı mismo. Decimos que ψ es una contracción si
existe α ∈ (0, 1) tal que para cualesquiera x, y en M

µ̃(ψ(x), ψ(y)) ≤ αµ̃(x, y).

Denotemos por ψk la composición

ψk = ψ ◦ · · · ◦ ψ︸ ︷︷ ︸
k−veces

, k ∈ N, ψ0 = idM

Teorema 1.6 (del punto fijo de Banach). Sea (M, µ̃) un espacio métrico com-
pleto y sea ψ : M → M una contracción. Entonces ψ tiene un único punto
fijo.

Observación 1.8. Śı x∗ es un punto fijo para la transformación ψ y ésta es
una contracción, verificar que no hay más puntos fijos es inmediato. Supongamos
que y∗ satisface ψ(y∗) = y∗, entonces

µ̃(x∗, y∗) = µ̃(ψ(x∗), ψ(y∗)) ≤ αµ̃(x∗, y∗). (1.15)

Dado que α ∈ (0, 1), la desigualdad (1.15) sólo es posible si µ̃(x∗, y∗) = 0 y por
tanto cuando x∗ = y∗. Aśı ψ tiene a lo más un punto fijo.

Una vez hecha esta observación respecto a la unicidad demostremos que bajo
las hipótesis del teorema tal punto existe.

Demostración. Sea x0 un punto arbitrario de M . Por hipótesis existe un número
α ∈ (0, 1) tal que

µ̃(ψ(y), ψ(x0)) ≤ αµ̃(y, x0), ∀y ∈M.

En particular para y = ψ(x0), es decir

µ̃(ψ2(x0), ψ(x0)) ≤ αµ̃(ψ(x0), x0).

Observemos también que

µ̃(ψ3(x0), ψ2(x0)) ≤ αµ̃(ψ2(x0), ψ(x0)) ≤ α2µ̃(ψ(x0), x0).

E inductivamente

µ̃(ψk+1(x0), ψk(x0)) ≤ αkµ̃(ψ(x0), x0), ∀k ∈ N.

Consideremos la serie dada por

∞∑
k=0

µ̃(ψk+1(x0), ψk(x0))
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claramente se satisface la desigualdad

∞∑
k=0

µ̃(ψk+1(x0), ψk(x0)) ≤
∞∑
k=0

αkµ̃(ψ(x0), x0)

y puesto que α ∈ (0, 1) se tiene que

∞∑
k=0

αkµ̃(ψ(x0), x0) =
1

1− α
µ̃(ψ(x0), x0).

Por lo tanto la serie
∞∑
k=0

µ̃(ψk+1(x0), ψk(x0)) es convergente. Consideremos ahora

la sucesión (xk)k∈N ⊂M , con xk = ψk(x0). Afirmamos que ésta es una sucesión
de Cauchy. En efecto, sea ε > 0 y sean n,m ∈ N suficientemente grandes y tales
que n > m, por la desigualdad del triángulo se tiene que

µ̃(xn, xm) ≤ µ̃(xn, xn−1) + · · ·+ µ̃(xm+1, xm)

=
n−1∑
k=m

µ̃(xk+1, xk)

=
n−1∑
k=0

µ̃(xk+1, xk)−
m−1∑
k=0

µ̃(xk+1, xk).

Puesto que la serie
∞∑
k=0

µ̃(xk+1, xk) =
∞∑
k=0

µ̃(ψk+1(x0), ψk(x0)) es convergente,

existe un natural N(ε) = N ∈ N tal que si n,m ≥ N , entonces

n−1∑
k=m

µ̃(xk+1, xk) < ε

Por lo tanto (xk)k∈N es una sucesión de Cauchy y puesto que M es un espacio
métrico completo, existe x∗ ∈ M tal que ĺım

k→∞
xk = x∗. Notemos ahora que

como ψ es una contracción, es también, por definición, una función Lipschitz y
por tanto continua. Aśı,

ψ(x∗) = ψ( ĺım
k→∞

xk) = ψ( ĺım
k→∞

ψk(x0)) = ĺım
k→∞

ψk+1(x0) = x∗.

Lo cual demuestra que x∗ es un punto fijo de ψ y por la observación 1.15, el
único.

Con este teorema a nuestra disposición, situaremos ahora nuestro problema
en un espacio métrico adecuado en el cual el operador L−1

A está definido15 y
es poco más que una contracción. Como hemos de ver, esto es suficiente para
demostrar la existencia del cambio de coordenadas deseado.

15Bajo algunas hipótesis sobre el espectro de la matriz A.
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Definición 1.11. Sea CJzK el anillo de series de potencias formales, z ∈ C2.
Definimos el operador mayorante µ : CJzK→ CJzK como:

µ

 ∑
α∈Z2

≥0

aαz
α

 =
∑
α∈Z2

≥0

|aα|zα

Definición 1.12. Si f ∈ CJzK definimos la norma ρ−mayorante como el
funcional en CJzK dado por:

8f8ρ := sup
|z|<ρ

|µ(f(z))| = |µ(f(ρ))|

Además, si F = (f1, f2) con fi ∈ CJzK, i = 1, 2, definimos

8F8ρ := 8f1 8ρ + 8 f28ρ

Definimos el espacio ρ−mayorante Bρ como el subespacio de las funciones
vectoriales formales, con norma finita

Bρ := {F ∈ C2JzK | 8 F8ρ <∞}.

Asimismo denotamos por Aρ el conjunto de funciones holomorfas en el polidisco
Dρ = {|z| < ρ}, continuas en D̄ρ y dotado de la norma uniforme

‖f‖ρ = máx
|z|≤ρ

|f(z)|

Observación 1.9. La contención Bρ ⊂ Aρ es válida para todo ρ > 0 pues si
F ∈ Bρ entonces F es absolutamente convergente en D̄ρ

Lema 1.1. El espacio Bρ con la norma ρ−mayorante es un espacio de Banach.

La demostración a este lema puede ser consultada en [6].

Dadas f =
∑
aαz

α, g =
∑
bαz

α ∈ JzK con aα, bα reales positivos, diremos
que f � g si aα ≤ bα, ∀α ∈ Z2

≥0. Si F,G ∈ C2JzK, entonces F � G si pasa
entrada a entrada.

Lema 1.2. Para toda ρ > 0 se satisfacen las siguientes propiedades:

a) Para cualesquiera f, g ∈ CJzK

8f · g8ρ ≤ 8f 8ρ · 8 g 8ρ .

b) Si F, F̃ son dos series formales en R2JzK tales que F � F̃ y G es una serie
con coeficientes no negativos, entonces G ◦ F � G ◦ F̃ .

c) si F,G ∈ C2JzK son series formales tales que F (0) = G(0) = 0, enton-
ces

8F ◦G8ρ ≤ 8F8σ, σ = 8G 8ρ .
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Demostración. Supongamos que f =
∑
aαz

α, g =
∑
bβz

β , α, β ∈ Z2 ∪
{0}. No es dif́ıcil verificar que f · g es nuevamente una serie formal f · g =∑
cmz

m, m ∈ Z2 ∪ {0}, cuyos coeficientes son de la forma:

cm =
∑

α+β=m

aα · bβ

y puesto que µ(f) =
∑
|aα|zα y µ(g) =

∑
|bβ |zβ se tiene que µ(f) · µ(g) =∑

c̃mz
m con

c̃m =
∑

α+β=m

|aα| · |bβ |.

De esto es claro que |cm| ≤ |c̃m| ∀m ∈ Z2∪{0}, por lo que µ(f ·g) ≤ µ(f) ·µ(g).
Esta desigualdad se extiende a z = ρ y por tanto

8f · g8ρ ≤ 8f 8ρ · 8 g 8ρ .

b) Un argumento análogo al anterior, en el que queda excluida la posibilidad
de que algunos términos se cancelen, prueba la segunda propiedad entrada a
entrada.

c) Para probar esta última propiedad, también es suficiente analizar entrada
a entrada. Por el argumento en a) y usando b) tenemos que:

µ(f ◦ g) ≤ µ(f) ◦ µ(g).

Sea σ := 8g8ρ, entonces

|µ(f ◦ g)(ρ)| ≤ |µ(f)(σ)|.

En consecuencia 8f ◦ g8ρ ≤ 8f8σ.

Definición 1.13. Decimos que S : Bρ → Bρ es una contracción fuerte si
satisface:

i) 8S(0)8ρ = O(ρ2)

ii) S es Lipschitz en la bola B̃ρ = {8h8ρ ≤ ρ} ⊂ Bρ con constante de Lips-
chitz no mayor que O(ρ).

8S(f)8ρ ≤ c(ρ) 8 f8ρ, c(ρ) = O(ρ), 8f8ρ ≤ ρ.

Es decir S(B̃ρ) ⊂ B̃ρ.

Teorema 1.7 (de Poincaré anaĺıtico). Sea ż = v(z) una ecuación diferencial y
v un campo vectorial anaĺıtico tal que el espectro de su parte lineal en el punto
singular z = 0 es no resonante y está en el dominio de Poincaré. Entonces
ż = v(z) es anaĺıticamente linealizable.
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Demostración. Sea A := D0v
16 y por tanto el campo vectorial v se escribe como

v(z) = Az + ṽ(z), con
[
∂ṽ
∂z

]
(0) = 0. Consideremos el operador Sṽ : Bρ → Bρ

dado por Sṽ(·) = ṽ(z + ·). Afirmamos que Sṽ es una contracción fuerte en
Bρ. En efecto, por hipótesis ṽ(z) = O(z2) pues

[
∂ṽ
∂z

]
(0) = 0, además Sṽ(0) =

ṽ(z+ 0) = ṽ(z), por lo que, es inmediato que se satisface 8Sṽ8ρ = O(ρ2). Ahora

sean h1, h2 ∈ B̃ρ. Definimos g(z) := Sṽ(h2)− Sṽ(h2) y consideramos

γ(τ) = z + τh2 + (1− τh1), con τ ∈ [0, 1].

Entonces, por el teorema fundamental del cálculo

g(z) = ṽ(z + h2)− ṽ(z + h1) =

∫ γ(1)

γ(0)

[
∂ṽ

∂z

]
γ

dγ

=

∫ 1

0

[
∂ṽ

∂z

]
γ(τ)

· γ̇(τ)dτ

=

∫ 1

0

[
∂ṽ

∂z

]
γ(τ)

· (h2 − h1)dτ.

Aśı, por el lema 1.2 se tiene que

8g8ρ ≤
∫ 1

0

8
[
∂ṽ

∂z

]
γ(τ)

8ρ · 8 h2 − h1 8ρ dτ

≤
∫ 1

0

8
[
∂ṽ

∂z

]
8σ · 8 h2 − h1 8ρ dτ

con σ = 8γ(τ)8ρ = 8z + τh2 + (1 − τ)h1 8ρ . Dado que h1, h2 ∈ B̃ρ y 8 z8ρ =
8(z1, z2)8ρ = 8z1 8ρ + 8 z28ρ = 2ρ, entonces

σ ≤ 8z 8ρ + 8 h1 8ρ + 8 h28ρ ≤ 2ρ+ ρ+ ρ = 4ρ.

Además como 8
[
∂ṽ
∂z

]
8σ = O(σ), existe un escalar k tal que 8

[
∂ṽ
∂z

]
8σ ≤ kσ. Y

dado que σ ≤ 4ρ, entonces 8
[
∂ṽ
∂z

]
8σ ≤ cρ, con c = 4kρ.

Aśı,
8Sṽ(h2)− Sṽ(h1)8ρ ≤ cρ 8 h2 − h1 8ρ . (1.16)

Por lo tanto Sṽ es una contracción fuerte en Bρ.

Ahora bien, recordemos que en las primeras ĺıneas de esta sección definimos el
operador LA como, LA[h] =

[
∂h
∂z

]
·Az−Ah(z) el cual, dado que que λ = (λ1, λ2)

es no resonante, es invertible en el anillo de series formales y puesto que hemos
supuesto a la matriz A diagonal, su inversa, L−1

A , está dada por

L−1
A

∑
k,m

akmz
m ∂

∂zk

 =
∑
k,m

akm

λk− < λ,m >

∂

∂zk
.

16Supondremos además que A es una matriz diagonal.
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También por hipótesis (λ1, λ2) ∈ P y por la proposición 1.2 existe r > 0 tal que

|λk− < λ,m > | > r ∀k,m.

Aśı, si h ∈ Bρ, con h(z) =
∑
k,m

akmz
m ∂
∂zk

, entonces

8L−1
A (h)8ρ = sup

|z|<ρ

∣∣∣∣∣∣µ
∑
k,m

akm

λk− < λ,m >
zm

∂

∂zk

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

r

∑
k,m

|akm|ρm
∂

∂zk

=
1

r
8 h 8ρ .

Por tanto, L−1
A (h) ∈ Bρ para cualquier h ∈ Bρ. Además puesto que L−1

A es una
transformación lineal y Sṽ es una contracción fuerte en Bρ, entonces L−1

A ◦ Sṽ
es también una contracción fuerte. En efecto, si h1, h2 ∈ B̃ρ

8L−1
A ◦ Sṽ(h2)− L−1

A ◦ Sṽ(h1)8ρ = 8L−1
A ◦ (Sṽ(h2)− Sṽ(h2))8ρ

≤ 1

r
8 Sṽ(h2)− Sṽ(h2)8ρ

≤ 1

r
cρ 8 h2 − h1 8ρ .

Por el lema 1.1 sabemos que Bρ es un espacio métrico completo. Aśı, por el
teorema del punto fijo de Banach L−1

A ◦ Sṽ tiene un único punto fijo, digamos
h ∈ Bρ, es decir

h = L−1
A ◦ Sṽ(h))

LA(h) = Sṽ(h)

Por lo tanto H(z) = z + h(z) es el biholomorfismo que linealiza (localmente) a
la ecuación diferencial ż = v(z).

De manera análoga al caso formal el siguiente resultado es válido también
en el sentido anaĺıtico.

Teorema 1.8 (de Poincaré-Dulac anaĺıtico). Sea ż = v(z) una ecuación dife-
rencial anaĺıtica, con v(z) = Az + · · · una ecuación diferencial anaĺıtica. Si la
pareja λ = (λ1, λ2) de valores propios de A está en el dominio de Poincaré y
es resonante, entonces ż = v(z) es analiticamente equivalente a la ecuación
ż = W (z) donde W (z) = Az + p(z), p(z) polinomial en ambas coordenadas.

La demostración de este teorema es nuevamente muy similar a la dada para el
caso sin resonancias. Los detalles de las modificaciones pertinentes se encuentran
en [6].
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1.3. Transformación de monodromı́a

Continuaremos con el análisis local de las soluciones a una ecuación diferen-
cial en vecindades de sus puntos singulares. Pues recordemos que por el teorema
1.2, en vecindades de los puntos no singulares, las soluciones se rectifican. Desa-
rrollamos en esta sección una importante herramienta en dicho análisis que nos
permite entender la dinámica trasversa de las soluciones.

Definición 1.14. Sea ϕ(t, q) una solución a la ecuación diferencial ż = v(z).
Decimos que ϕ es una separatriz (compleja) en el punto singular p si localmente
ϕ(t, q) es el germen de una curva anaĺıtica y p ∈ ϕ(t, q).

Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuación diferencial lineal dada en el ejemplo
1.3 [

ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
, λ1, λ2 ∈ C∗

Los ejes coordenados Z1 = {(z1, z2) ∈ C2| z2 = 0} tanto como Z2 = {(z1, z2) ∈
C2| z1 = 0} son separatrices, de la ecuación, en el origen de C2.

Definamos ahora la transformación de monodromı́a. Sean ż = v(z) una
ecuación diferencial anaĺıtica y ϕ(t, q) una separatriz de la ecuación en p y
sea a ∈ ϕ(t, q) un punto no singular. Consideremos además una curva γ(τ) ⊂
ϕ(t, q), τ ∈ [0, 1] tal que γ(0) = a. Consideremos también una familia, Γγ(τ),
de transversales locales a la solución ϕ(t, q) basadas en γ(τ). Notemos que para
todo τ ∈ [0, 1] se tiene que

dimR Tγ(τ)(ϕ(t, q)) + dimR Tγ(τ)(Γγ(τ))− dimR Tγ(τ)(ϕ(t, q) ∩ Γγ(τ)) = dimR C2

y recordemos que por la observación 1.1, dimR Tγ(τ)(ϕ(t, q)) = 2. También sa-
bemos que dimRTγ(τ)(Γγ(τ)) = 2 y dimR C2 = 4. Por lo tanto

dimR Tγ(τ)(ϕ(t, q) ∩ Γγ(τ)) = 0. (1.17)

Es decir, Γγ(τ) intersecta a la solución ϕ(t, a0) únicamente en un punto, digamos
aτ el cual se proyecta en γ(τ) a lo largo de Γτ . Veamos ahora que es siempre
posible definir una transformación ∆ΓaΓγ(τ) que asocia el punto a0 en Γa con el
punto aτ ∈ Γγ(τ) para a0 suficientemente cercano al punto base a. En efecto, por
el teorema de rectificación para cada punto de γ(τ) existe una vecindad Uτ ⊂ C2

de tal forma que en ella las soluciones se rectifican. La unión de dichas vecinda-
des forma una cubierta abierta de la curva γ. Por la compacidad de γ, es posible
extraer una subcubierta finita de

⋃
Uτ , Uτ0 , Uτ1 , Uτ2 , . . . , Uτs , de modo que con

ella podemos asegurar la validez del teorema de rectificación en toda una vecin-
dad17 de γ. Aśı las cosas, para las transversales consecutivas Γγ(τk), Γγ(τk+1) y
un punto aτk ∈ Uτk ∩Γγ(τk) suficientemente cercano a γ(τk) la solución ϕ(t, aτk)
es rectificable en el abierto

⋃
j Uτj y por la igualdad 1.17 corta una sóla vez

a cada transversal, por lo que podemos hacer corresponder aτk con un punto

17Podemos suponer sin pérdida de generalidad 0 = τ0 < τ1 < · · · < τs = 1
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aτk+1
∈ Γγ(τk+1), es decir, es posible definir una transformación de Γγ(τk) en

Γγ(τk+1) como ∆Γγ(τk)Γγ(τk+1)
(aτk) = aτk+1

. Esta construcción puede ser repeti-

da para cualesquiera tres transversales consecutivas Γγ(τk−1), Γγ(τk) y Γγ(τk+1)

primero definiendo de Γγ(τk−1) en Γγ(τk) y después de Γγ(τk) en Γγ(τk+1) (ver
figura 1.9). Es decir podemos definir ∆Γγ(τk−1)Γγ(τk+1)

como

∆Γγ(τk−1)Γγ(τk+1)
:= ∆Γγ(τk)Γγ(τk+1)

◦∆Γγ(τk−1)Γγ(τk)
(1.18)

Finalmente, es posible aśı definir la trasformación ∆γ : Γa → Γγ(τ) componien-
do las transformaciones correspondientes de transversal en transversal, hasta
llegar a Γγ(τ) lo que requiere componer no más de un número finito de trans-
formaciones. En particular para τ = 1 queda definida la transformación ∆γ

como

∆γ := ∆Γγ(τk−1)Γγ(1) ◦ · · · ◦∆ΓaΓγ(τ1)

Figura 1.9: Transformación de correspondencia.

A la curva descrita por los puntos aτ se le conoce como el levantamiento de γ
a la solución ϕ(t, a0). A su vez a la transformación ∆ΓaΓγ(τ) se le llama trans-
formación de correspondencia entre las transversales Γa y Γγ(τ). Ahora
bien, si γ(1) = γ(0) = a y γ está recorrida en el sentido positivo, entonces la
transformación ∆γ : Γa → Γa es la que conocemos por transformación de
monodromı́a .
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Figura 1.10: Transformación de monodromı́a.

Es claro que las transformaciones de correspondencia satisfacen

∆Γγ(τk)Γγ(γ(τk+2))
= ∆Γγ(τk+1)Γγ(τk+2)

◦∆Γγ(τk)Γγ(τk+1)
(1.19)

Observación 1.10. La igualdad (1.19) nos permite asegurar que ∆ no depende
de las transversales intermedias, aśı si γ̃ es una curva suficientemente cercana a
γ, la transformación de monodromı́a calculada a lo largo de la curva γ̃ coincide
con la primera. Es decir, la transformación de monodromı́a depende únicamente
de la clase de homotoṕıa de γ (con extremos fijos) γ ∈ π1(ϕ(t, q), a).

Sea ã otro punto no singular en ϕ(t, q) y Γã una transversal local a la solución
basada en ã. Las transformaciones ∆ : Γa → Γa y ∆̃ : Γã → Γã son conjugadas
por la transformación de correspondencia ∆ΓãΓa , es decir

∆̃ = ∆−1
ΓãΓa

◦∆ ◦∆ΓãΓa

En efecto, consideremos una curva γ̃(τ) ⊂ ϕ(t, q) de tal forma que γ̃(0) =
ã y γ̃(1) = a, entonces ∆γ̃ = ∆ΓãΓa y es claro que ∆ΓaΓã = ∆−1

γ̃ = ∆γ̃−1 donde

γ̃−1 es γ̃ recorrida en el sentido inverso (ver figura 1.11) .

Figura 1.11: Conjugación de las transformaciones de monodromı́a.

'P(t,q) 

a 
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Observación 1.11. Si γ1, γ2, . . . γn generan el grupo fundamental de ϕ(t, q),
entonces estos lazos inducen un grupo de transformaciones generado por las
transformaciones de monodromı́a correspondientes, ∆1,∆2 . . . ,∆n. A tal grupo
se le conoce como grupo de monodromı́a. Analizar la dinámica transversa de
las soluciones se traduce en comprender la dinámica generada por los elementos
del grupo de monodromı́a.

Realicemos un ejemplo para fijar ideas. Consideremos nuevamente la ecua-
ción diferencial dada por[

ż1

ż2

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z1

z2

]
, λ1, λ2 ∈ C2 (1.20)

Sabemos que los ejes coordenados son separatrices de la ecuación en el origen
de C2. Consideremos como a el punto a = (1, 0) y la trasversal al eje Z1 basada
en a, Γa = {(z1, z2) ∈ C2| z1 = 1}. Si tomamos un punto c ∈ Γa, c = (1, c2),
nos preguntamos para qué valores de t ∈ C la solución ϕ(t, c) con condición
inicial ϕ(0, c) = c, intersecta a la transversal Γa, además de t = 0. Es decir,
para qué valores de t ∈ C se satisface la igualdad

eλ1t · 1 = 1.

Tomando logaritmo complejo a esta expresión se tiene que

λ1t = ln |1|+ iarg(1) = 2πin, n ∈ Z.

Notemos que el número n se corresponde con los valores de las distintas ramas
del logaritmo complejo. Entonces, si t = 2πin

λ1
, n ∈ Z se tiene que

eλ1
2πin
λ1 = 1, n ∈ Z

y por tanto

∆(1, c2) = ϕ

(
2πi

λ1
, c

)
= (1, e2πi

λ2
λ1 c2)

y sus iteraciones son de la forma

∆n(1, c2) = ϕ

(
2πin

λ1
, c

)
= (1, e2πin

λ2
λ1 c2), n ∈ Z.

Hagamos ahora el cálculo expĺıcito de la transformación de monodromı́a para
justificar lo anterior. Consideremos un lazo alrededor del origen, partiendo de
la transversal Γa y totalmente contenida en la separatriz z2 = 0.

γ(τ) = eiτ , τ ∈ [0, 2π].

Consideremos también la ecuación asociada a la ecuación diferencial (1.20) de-
finida por el campo de direcciones

dz2

dz1
=
dz2

dt
· dt
dz1

=
λ2z2

λ1z1
(1.21)
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Para resolverla multiplicamos ambos lados de la igualdad por z−1
2 , para z2 6= 0,

quedando
1

z2
· dz2

dz1
=

λ2

λ1z1
.

Integrando ahora con respecto a z1 y evaluando a lo largo de γ(τ) se tiene∫
γ(τ)

1

z2
· dz2

dz1
dz1 =

λ2

λ1

∫
γ(τ)

1

z1
dz1

aśı

ln (z2(γ(2π)))− ln (z2(γ(0))) =
λ2

λ1
2πi.

Por lo que, si c2 := z2(γ(0)), obtenemos

ln

(
z2(γ(2π))

c2

)
=
λ2

λ1
2πi.

Por lo tanto

∆(1, c2) = z2(γ(2π)) = e
λ2
λ1

2πic2.

Observemos que si γ es recorrida varias veces

γn = γ ◦ · · · ◦ γ︸ ︷︷ ︸
n−veces

, n ∈ Z,

entonces se tiene

∆n(1, c2) = z2(γn(2π)) = e
λ2
λ1

2πinc2, n ∈ Z.

Por útlimo recordemos que al ser (1.20) una ecuación lineal el único punto
singular es el origen de C2, en consecuencia γ genera al grupo fundamental de la
curva solución π1(ϕ(t, a)) = π1(C\{0}). Esto, por la observación 1.11 induce un

grupo de transformaciones generado por ∆(ξ) = e
λ2
λ1

2πiξ. Lo anterior demuestra
la afirmación que hicimos para el ejemplo 1.3, pues el cociente λ2

λ1
determina la

dinámica transversa de las soluciones cerca del punto singular.

1.4. Ecuación de primera variación

Para cerrar este caṕıtulo, en esta sección analizaremos la primera variación
respecto a una solución conocida. Esto nos permite dar una expresión de la parte
lineal de la trasformación de monodromı́a de una ecuación diferencial anaĺıtica a
lo largo de un lazo contenido en dicha solución. Consideremos el campo vectorial
ṽ ∈ D(U), U ⊆ C2 abierto y la ecuación diferencial

dz

dw
= ṽ(z, w) (z, w) ∈ U. (1.22)
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y sea ϕ(w, z) una solución de ella con condición inicial ϕ(w0, z) = z. Si conside-
ramos la expansión en serie de Taylor de ϕ con respecto a z alrededor del punto
(z0, w), se tiene

ϕ(w, z) = ϕ(w, z0) +
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=z0

(z − z0) +
∂2ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=z0

(z − z0)2 + · · ·

A ϕj := ∂jϕ
∂zj

∣∣∣
z=z0

se le conoce como la j−ésima variación de ϕ(w, z0). Por el

momento es de nuestro interés solamente la primera variación

ϕ1 :=
∂ϕ

∂z

∣∣∣∣
z=z0

. (1.23)

Lema 1.3. Sea ṽ ∈ D(U), entonces la primera variación ϕ1 satisface la ecua-
ción diferencial lineal

dξ

dw
= ṽz(ϕ(w, z0), w) · ξ, ξ(w0) = 1 (1.24)

Demostración. Para probar el lema es suficiente considerar la derivada de ϕ1

respecto a w y verificar que en efecto satisface la ecuación.

dϕ1

dw
=

∂

∂w

(
∂ϕ

∂z
(w, z))

)
z=z0

=
∂

∂z

(
∂ϕ

∂w
(w, z)

)
z=z0

Puesto que ϕ(w, z) es solución de la ecuación (1.22) entonces

dϕ1

dw
=

∂

∂z
(ṽ(ϕ(w, z), w)

∣∣∣∣
z=z0

= ṽz(ϕ(w, z0), w) · ∂ϕ
∂z

(w, z)

∣∣∣∣
z=z0

.

Por lo tanto
dϕ1

dw
= ṽz(ϕ(w, z0), w) · ϕ1(w)

Observación 1.12. Como ϕ(w0, z) = z, entonces ∂ϕ
∂z

∣∣∣
w0

= id, por consiguiente

ϕ1(w0) = 1

La ecuación enunciada en el lema 1.3 es conocida como ecuación de primera
variación a lo largo de la solución ϕ.

Solución a la ecuación de primera variación

Consideremos la ecuación

dϕ1

dw
= ṽz (ϕ(w, z0), w)ϕ1. (1.25)
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Ésta es una ecuación lineal en ϕ1, no autónoma, cuya solución puede ser calcu-
lada de la manera habitual considerando, para ϕ1 6≡ 0, la ecuación

1

ϕ1
· dϕ1

dw
= ṽz (ϕ(w, z0), w) ,

e integrando de w0 a w.∫ w

w0

1

ϕ1(w̃)

dϕ1

dw̃
dw̃ =

∫ w

w0

ṽz (ϕ(w̃, z0), w̃) dw̃.

Es decir,

lnϕ1(w)− lnϕ1(w0) =

∫ w

w0

ṽz (ϕ(w̃, z0), w̃) dw̃.

Puesto que ϕ1(w0) = 1, entonces lnϕ(w0) = 0 y por consiguiente,

ϕ(w) = e
∫w
w0

ṽz(ϕ(w̃,z0),w̃)dw̃
(1.26)

Por medio de la ecuación de primera variación podemos obtener información so-
bre la transformación de monodromı́a. Consideremos una curva γ con extremos
(z0, w0) y (z1, w1) totalmente contenida en la solución ϕ(z0, w) de la ecuación
diferencial (1.22). El valor de ϕ(z, w1) como función de z nos proporciona el
valor final (ϕ(z, w1), w1) de la solución que tiene como condición inicial (z, w0)
cercana a (z0, w0).

En particular si γ es un lazo basado en (z0, w0), entonces ϕ(z, w1) nos pro-
porciona el valor de la transformación de monodromı́a calculada a lo largo del
lazo γ

ϕ(z, w)|γ = ϕ(z0, w) +
∂ϕ

∂z
(z0, w)︸ ︷︷ ︸
ϕ1(w)

(z − z0) + · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
γ

(1.27)

Aśı, la parte lineal de ∆γ está dada por ϕ1(w), es decir la ecuación de primera
variación nos proporciona la parte lineal de la transformación de monodromı́a.
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Caṕıtulo 2

Ecuaciones integrables

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, encontrar una expresión expĺıci-
ta de las soluciones a una ecuación diferencial puede no ser inmediato. En este
caṕıtulo definimos el concepto de curva invariante por un campo vectorial con
uso de la derivada de Lie y estudiamos una clase muy especial de ecuaciones
que tiene como curvas invariantes a las curvas de nivel de una función anaĺıtica.
Analizamos las ecuaciones diferenciales definidas por estos campos vectoriales.
Definimos lo que es una ecuación diferencial hamiltoniana, damos una caracteri-
zación de ellas en dominios abiertos simplemente conexos y para ellas definimos
el concepto de Primera integral.

A partir de este caṕıtulo trabajaremos con el espacio complejo C2 dotandolo
de las coordenadas (z, w).

2.1. La derivada de Lie de una función

Sea f : U ⊆ C2 → C una función anaĺıtica en U , p ∈ U y vp un vector
con punto inicial en p. Definimos la derivada de Lie de f en la dirección de
vp = (vp1, vp2) como

Lvpf :=
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

(2.1)

donde γ : V ⊆ C→ U es una curva anaĺıtica parametrizada, adaptada a vp, es
decir γ(t) = (z(t), w(t))

γ(0) = p

γ̇(0) = vp

35
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Figura 2.1: Derivada de Lie de la función f en dirección de vp.

Es claro que existen muchas curvas γ adaptadas a vp y esto podŕıa ser un
serio problema si la derivada de Lie con respecto a cada una de ellas fuese
distinta, pues no tendŕıamos una buena definición. Veamos que ésto no sucede
y para probarlo desarrollaremos la expresión1 (2.1).

Lvpf =
d

dt
(f ◦ γ)(t)

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂z
(γ(t)) · dz

dt

∣∣∣∣
t=0

+
∂f

∂w
(γ(t)) · dw

dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂z
(γ(0)) · ż(0) +

∂f

∂w
(γ(0)) · ẇ(0)

= fz(p) · vp1 + fw(p) · vp2

= 〈∇pf, v̄p〉

Esto nos permite dar una definición de la derivada de Lie independiente de la
curva

Lvpf := 〈∇pf, v̄p〉 (2.2)

Ahora, sea v ∈ D(U) un campo vectorial y f como antes, una función anaĺıti-
ca en U . Definimos la derivada de Lie de f a lo largo del campo vectorial v como:

Lvf : U → C
Lvf(p) = Lv(p)f

(2.3)

Proposición 2.1. Sean f, g : U → C funciones anaĺıticas en U y sean v1, v2 ∈
D(U) campos vectoriales, entonces la derivada de Lie de f satisface las siguien-
tes propiedades:

i) Lv1+v2f = Lv1f + Lv2f

ii) Lcv1 = cLv1 , ∀c ∈ C

iii)Lgv1f = gLv1f

iv)Lv1(f · g) = g · Lv1f + f · Lv1g
1Donde fz y fw denotan las parciales de f respecto de z y w respectivamente.

u· __ -

e 
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Demostración. Consideremos la derivada de Lie de la función f a lo largo del
campo v = gv1 + v2. Sea p ∈ U

Lvf(p) = 〈∇f, v̄〉|p
= 〈∇f, gv1 + v2〉|p
= 〈∇f, ḡv̄1 + v̄2〉|p
= ¯̄g(p)〈∇f, v̄1〉|p + 〈∇f, v̄2〉|p
= g(p)Lv1f(p) + Lv2f(p).

Lo que demuestra i), tomando g ≡ 1; iii) al considerar v2 ≡ (0, 0) y ii) como
caso particular donde además g ≡ c. Ahora para demostrar iv), recordemos que
el gradiente satisface la propiedad de Leibnitz para el producto, por lo tanto

Lv1(f · g)(p) = 〈∇(f · g), v̄1〉|p
= 〈g∇f + f∇g, v̄1〉|p
= g(p)〈∇f, v̄1〉|p + f(p)〈∇g, v̄1〉|p
= g(p)Lv1f(p) + f(p)Lv1g(p), ∀p ∈ U

Nos gustaŕıa ahora rescatar la noción geométrica de ortogonalidad que teńıamos
para el espacio vectorial R2n y traducir tal propiedad en una condición algebrai-
ca para el producto hermitiano en Cn. Primero para C ≈ R2.

Sean z = a + ib, w = u + iv dos números complejos y (a, b), (u, v) ∈
R2 los vectores asociados a ellos. Éstos últimos son ortogonales si satisfacen2

(a, b) · (u, v) = 0, es decir
au+ bv = 0. (2.4)

Por otra parte el producto hermitiano de z con w, 〈z, w〉 es

〈z, w〉 = zw̄

= (a+ ib)(u− iv)

= au+ bv + i(bu− av)

Por lo que z y w forman un ángulo recto si y sólo si

Re〈z, w〉 = 0.

Este resultado es cierto también en Cn.

Lema 2.1. Sean u = u1 + iu2, v = v1 + iv2 ∈ Cn, con uj , vj ∈ Rn, j = 1, 2.
Entonces los vectores ũ = (u1, u2) y ṽ = (v1, v2) de R2n son ortogonales si y
sólo si

Re〈u, v〉 = 0

2Con el producto interior usual en R2.



38 Caṕıtulo 2. Ecuaciones integrables

Demostración. Observemos primero que

〈u, v〉 = 〈u1 + iu2, v1 + iv2〉
= 〈u1, v1〉+ 〈u2, v2〉+ i(〈u2, v1〉 − 〈u1, v2〉)

por lo queRe〈u, v〉 = 〈u1, v1〉+〈u2, v2〉 = u1·v1+u2·v2. Si uj = (uj1, uj2, . . . , ujn)
y vj = (vj1, vj2, . . . , vjn), j = 1, 2, entonces

u1 · v1 + u2 · v2 =
n∑
k=1

u1k · v1k +
n∑
k=1

u2k · v2k.

Por otro lado los vectores ũ, ṽ son de la forma ũ = (u11, u12, . . . , u1n, u21, u22, . . . , u2n)
y ṽ = (v11, v12, . . . , v1n, v21, v22, . . . , v2n) por lo que el producto interior usual
de Rn entre ellos, es nuevamente

ũ · ṽ =
n∑
k=1

u1k · v1k +
n∑
k=1

u2k · v2k.

Aśı ũ · ṽ = Re〈u, v〉 lo que demuestra el lema.

Definición 2.1. Sea C una curva anaĺıtica irreducible3. Si f es una función
anaĺıtica irreducible4 tal que C = {f = 0} decimos que C es invariante bajo el
campo vectorial v ∈ D(U) si se satisface alguna de las dos siguientes condiciones

a) Lvf = f · g para alguna función g.

b) Lvf |C ≡ 0.

La interpretación geométrica de la definición de curva invariante, aśı como
su consecuencia sobre la ecuación diferencial que define el campo vectorial en
cuestión quedaran en evidencia con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos una función anaĺıtica H : U → C, con U ⊆ C2

abierto y la ecuación diferencial dada por el campo vectorial vH en U

ż = Hw

ẇ = −Hz

}
vH (2.5)

Examinemos el comportamiento del campo vectorial, en cada punto, respecto
al vector gradiente de la función H.

〈∇H, vH〉 = 〈(Hz, Hw), (Hw,−Hz)〉
= HzH̄w −HwH̄z

= 2iIm(HzH̄w)

3Es decir, que no puede ser expresada como unión de dos o más curvas.
4Es decir si f = f1 · f2, entonces f1(0) 6= 0, es decir es una unidad en el anillo de series

convergentes C{z, w}.
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Por lo que
Re〈∇H, vH〉 = 0.

Aśı, por el lema 2.1, el campo vectorial y el vector gradiente son ortogonales en
todo punto. Más aún, consideremos una solución ϕ(t, p) de la ecuación diferencial
(2.5) y la composición de funciones (H ◦ ϕ)(t). Puesto que ϕ(t, p) es solución,
satisface

dϕ

dt
= vH(ϕ(t, p))

es decir, ϕ es una curva adaptada a vH(ϕ(t, p)) para cada t. Aśı

d

dt
(H ◦ ϕ)(t) = LvHH.

Por último, calculemos LvHH

LvHH = 〈∇H, v̄H〉
= 〈(Hz, Hw), (H̄w,−H̄w)〉

= Hz
¯̄Hw −Hw

¯̄Hz

= HzHw −HwHz

≡ 0.

Lo que nos permite concluir que (H ◦ ϕ)(t) ≡ c para alguna c ∈ C, es decir la
función H es constante a lo largo de las soluciones, o dicho de otra manera las
curvas Lc = {H − c = 0} son invariantes bajo el campo vectorial vH .

Observación 2.1. Como resultado del ejemplo 2.1 podemos concluir toda cur-
va invariante por un campo vectorial es parametrizada por una solución a la
ecuación diferencial que él define. En el caso particular de la ecuación (2.5) se
tiene además que sus soluciones parametrizan a las curvas de nivel de la fun-
ción H. Ésto último nos dota de una amplia familia de ecuaciones diferenciales
anaĺıticas de las cuales conocemos las curvas solución5.

2.2. Ecuaciones hamiltonianas

Hemos encontrado a partir de una función H : U → C, U ⊆ C2 una ecuación
diferencial cuyas soluciones parametrizan a las curvas de nivel de la función H.
Pensemos en la situación inversa. Es decir, supongamos que tenemos una ecua-
ción diferencial definida por un campo vectorial v y podŕıamos preguntarnos si
tenemos una manera de saber si existe una función anaĺıtica H de tal manera
que sus curvas de nivel están parametrizadas por las soluciones de la ecuación
diferencial definida por el campo vectorial v.
El siguiente teorema da respuesta afirmativa a nuestra pregunta, más aún, carac-
teriza a las ecuaciones diferenciales que están definidos en dominios simplemente
conexos y que cumplen tal propiedad.

5A pesar de no conocer la parametrización para la cual son soluciones a la ecuación dife-
rencial.
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Teorema 2.1. Sea U ⊂ C2 un abierto simplemente conexo y

ż = A(z, w)
ẇ = B(z, w)

, (z, w) ∈ U

Una ecuación diferencial anaĺıtica en U . Si Az = −Bw, entonces existe una
función anaĺıtica H : U → C, tal que

A(z, w) = Hw

B(z, w) = −Hz.

Demostración. Sea (z0, w0) ∈ U y definimos la función H : U → C como

H(z, w) =

∫ z

z0

−B(s, w0)ds+

∫ w

w0

A(z, s)ds.

Observemos que la función H queda aśı bien definida, pues al ser U simplemente
conexo las integrales en cuestión sólo dependen de los extremos. Además,

Hz = −B(z, w0) +

∫ w

w0

Az(z, s)ds

= −B(z, w0) +

∫ w

w0

−Bw(z, s)ds

= −B(z, w0) +B(z, w0)−B(z, w)

= −B(z, w)

y

Hw = A(z, w).

Observación 2.2. La condición Az = −Bw es claramente equivalente a la
igualdad Az +Bw = 0. Los campos vectoriales que satisfacen esto son también
llamdos campos conservativos y en general la suma Az + Bw es conocida como
la divergencia del campo vectorial.

Las ecuaciones diferenciales que caracteriza el teorema 2.1 son el objeto
central de este trabajo, ello mismo motiva la siguiente definición.

Definición 2.2. Sea (ż, ẇ) = v(z, w), (z, w) ∈ U, v ∈ D(U) una ecuación
diferencial anaĺıtica. Si ésta satisface las condiciones del teorema 2.1 decimos
que es una ecuación diferencial hamiltoniana y la función H, de la cual el
mismo teorema asegura su existencia, es una primera integral de la ecuación6.

6La función H recibe también el nombre de hamiltoniano asociado a la ecuación.
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Ejemplo 2.2. Consideremos la ecuación diferencial dada por

ż =
ẇ =

3w2

3z2 − 6z + 2
(2.6)

Veamos primero si cumple las condiciones de una ecuación hamiltoniana.

A(z, w) = 3w2

B(z, w) = 3z2 − 6z + 2

Entonces, Az = −Bw = 0, además el campo vectorial claramente está definido
en todo C2 que es un abierto simplemente conexo. Por lo tanto la ecuación (2.6)
es hamiltoniana. Calculemos ahora, su primera integral, H. Puesto que se debe
satisfacer Hw = 3w2, entonces

H(z, w) =

∫
3w2dw + h1(z)

= w3 + h1(z)

donde h1(z) es una función anaĺıtica que sólo depende de z. Por otro lado
−Hz = 3z2 − 6z + 2, aśı

H(z, w) = −
∫

3z2 − 6z + 2 dz + h2(w)

= −z3 + 3z2 − 2z + h2(w)

con h2(w) una función anaĺıtica que sólo depende de w. Por lo que

H(z, w) = w3 − z3 + 3z2 − 2z

es el hamiltoniano asociado a la ecuación (2.6).

Analicemos ahora el caso en el que la ecuación diferencial está definida por
un campo vectorial lineal.

Ejemplo 2.3. [
ż
ẇ

]
=

[
λ1 0
0 λ2

] [
z
w

]
(2.7)

¿Puede ser la ecuación diferencial (2.7) hamiltoniana?. Para responder a esta
pregunta notemos primero que el campo que define a la ecuación es válido en
todo C2 que es un abierto simplemente conexo. Resta verificar si es posible o
no que se satisfaga la condición sobre las parciales para asegurar la existencia
de la primera integral. Aśı, notemos que A(z, w) = λ1z y B(z, w) = λ2w y en
consecuencia

Az = λ1

Bw = λ2.

Por lo tanto, la ecuación (2.7) es hamiltoniana si y sólo si λ2 = −λ1. En tal caso
la función H(z, w) = λzw es primera integral de la ecuación diferencial lineal[

ż
ẇ

]
=

[
λ 0
0 −λ

] [
z
w

]
.
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Para que una ecuación lineal sea hamiltoniana hemos visto en el ejemplo
anterior que sus valores propios están forzados a tener una relación muy especial.
Este es el caso para cualquier punto singular de una ecuación hamiltoniana.

Proposición 2.2. Sea p un punto singular de la ecuación hamiltoniana

ż = A(z, w)

ẇ = B(z, w)

Entonces la matriz de la parte lineal del campo en p tiene valores propios λ y −λ,
p.a. λ ∈ C.

Demostración. Supongamos que M =

[
a b
c d

]
es la matriz jacobiana del campo

vectorial evaluada en el punto singular p y calculemos su polinomio carateŕıstico.

p(µ) = det (M − µid) = det

[
a− µ b
c d− µ

]
= (a− µ)(d− µ)− bc
= µ2 − (a+ d)µ+ ad− bc
= µ2 − trMµ+ detM

Ahora bien, por hipótesis la ecuación es hamiltoniana y en consecuencia satisface
la identidad Az + Bw ≡ 0, por lo tanto a + d = Az(p) + Bw(p) = 0. Aśı, los
valores propios de M son las ráıces cuadradas de −detM las cuales solo difieren
por un factor menos uno.

La siguiente es una propiedad muy importante de una ecuación hamiltoniana
y que más adelante pondremos en contraste con el comportamiento que tienen
este tipo de ecuaciones para valores muy grandes de z y w cuando su primera
integral es polinomial.

Proposición 2.3. Si (ż, ẇ) = v(z, w), (z, w) ∈ U es una ecuación diferencial
hamiltoniana. Entonces sus soluciones no se acumulan en puntos ni a otras
soluciones.

Demostración. Por hipótesis existe una función anaĺıtica H : U → C, U ⊂ C2

tal que v(z, w) = (Hw,−Hz). Sean p, q ∈ U puntos en distintas curvas de
nivel y supongamos por contradicción que ϕ(t, p) ∩ ϕ(t, q) 6= ∅. Sabemos por la
observación 2.1 que H (ϕ(t, p)) ≡ c1 y H (ϕ(t, q)) ≡ c2. Sea x ∈ ϕ(t, p) ∩ ϕ(t, q)
y sea ε > 0, entonces por la continuidad de H existe δ(ε) = δ > 0 tal que
H (Bδ(x)) ⊂ Bε(H(x)). Aśı |c1 − c2| < ε y por tanto c1 = c2, lo que además
implica que H es localmente constante y por tanto v tiene una infinidad de
puntos singulares lo cual es una contradicción.



Caṕıtulo 3

Extensión de ecuaciones
diferenciales polinomiales a
CP 2

En este caṕıtulo realizamos la extensión de ecuaciones diferenciales en C2,
definidas por un campo vectorial polinomial, al proyectivo complejo CP 2. Tra-
bajaremos en el caso no dicŕıtico, donde la recta al infinito resulta ser una se-
paratriz de la ecuación extendida. Asimismo hacemos uso de la transformación
de monodromı́a para obtener información de las soluciones desde tal recta inva-
riante. Analizamos en especial la extensión a CP 2 de ecuaciones hamiltonianas
polinomiales y caracterizamos a una familia especial de ecuaciones diferenciales
por medio de sus exponentes caracteŕısticos en la ĺınea al infinito.

Consideremos la ecuación diferencial dada por

ż = P (z, w)
ẇ = Q(z, w)

, (z, w) ∈ C2 (3.1)

donde P,Q son polinomios en dos variables, P,Q ∈ C[z, w] y supongamos
además que degP = degQ = n.

Observación 3.1. Dado un polinomio en dos variables f ∈ C[z, w] de grado d,
siempre es posible escribirlo como suma de polinomios homogéneos1

f = fd + fd−1 + · · ·+ f0, fk =
∑
j+l=k

akjz
jwl, k = 0, 1, . . . , d

Decimos, además que fd es la parte principal homogénea de f y en el caso de la
ecuación (3.1) diremos que (Pn, Qn) es la parte principal del campo vectorial.

1El grado de un monomio zjwk es, por definición, j + k y decimos que un polinomio
f ∈ C[z, w] tiene grado d si el monomio de grado máximo en f es de grado exactamente d. Un
polinomio homogéneo es aquel que solo consta de monomios de un solo grado.

43
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Toda ecuación polinomial como en (3.1) tiene una extensión natural a CP 2.
A saber, si consideramos el cambio de coordenadas2 (z1, w1) = ( 1

z ,
w
z ) se tiene

ż1 = − ż

z2
=
−P (z, w)

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
Pn(z, w) + Pn−1(z, w) + · · ·+ P1(z, w) + P0

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

ẇ1 =
żw − zẇ
−z2

=
Rn+1(z, w) +Rn(z, w) + · · ·+R1(z, w)

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

.

Donde

Rj+1(z, w) = wPj(z, w)−zQj(z, w) = wzjPj(1,
w

z
)−zj+1Qj(1,

w

z
), j = 0, 1, . . . , n

y por lo tanto

Rj+1(z, w)|(z1,w1)=( 1
z ,
w
z ) =

w1

z1
· 1

zj1
Pj(1, w1)− 1

zj+1
1

Qj(1, w1)

=
1

zj+1
1

(w1Pj(1, w1)−Qj(1, w1)) .

Observación 3.2. En especial el polinomio Rn+1(z, w), que será de suma im-
portancia en nuestro estudio de ecuaciones diferenciales en CP 2, quedá definido
como

Rn+1(z, w) = wPn(z, w)− zQn(z, w) (3.2)

y en la carta (z1, w1) como

Rn+1(1, w1) = w1Pn(1, w1)−Qn(1, w1). (3.3)

Aśı, para estudiar el comportamiento de las curvas solución en el plano de
las fases (z1, w1) consideramos

dz1

dw1
=
dz1

dt
· dt
dw1

=

z21
zn1

[Pn(1, w1) + z1Pn−1(1, w1) + · · ·+ zn1P0]

z21
zn+1
1

[Rn+1(1, w1) + z1Rn(1, w1) + · · ·+ zn1R1(1, w1)]
,

es decir
dz1

dw1
=

z1 [Pn(1, w1) + z1Pn−1(1, w1) + · · ·+ zn1P0]

Rn+1(1, w1) + z1Rn(1, w1) + · · ·+ zn1R1(1, w1)
(3.4)

2Es posible también, de manera análoga, realizar la extensión de la ecuación a la carta
(z2, w2) = ( z

w
, 1
w

) del proyectivo complejo CP 2.
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De esta última expresión es posible distinguir dos casos:

a) Si Rn+1 ≡ 0, entonces

dz1

dw1
=
Pn(1, w1) + z1Pn−1(1, w1) + · · ·+ zn1P0

Rn(1, w1) + · · ·+ zn−1
1 R1(1, w1)

Todas las soluciones intersectan transversalmete a la recta `∞ := {z1 = 0}
salvo en las ráıces de Pn(1, w1). En dichas ráıces (genéricamente n distintas)
las soluciones son tangentes a la recta z1 = 0. A éste se le conoce como el caso
dicŕıtico.

Figura 3.1: Soluciones a una ecuación en el caso dicŕıtico.

b) Si Rn+1 6≡ 0, entonces la recta l∞ = {z1 = 0} es invariante por la ecuación
extendida. De hecho la recta l∞ \ {(0, a1), ..., (0, an+1)}, donde a1, ..., an+1 son
ráıces del polinomio Rn+1, es solución de la ecuación (3.4) y los puntos (0, a1),
(0, a2),. . . , (0, an+1) son puntos singulares de la ecuación extendida. Éste es
llamado el caso no dicŕıtico. Aśı, la ecuación (3.4) tiene la forma

dz1

dw1
=
z1A(z1, w1)

B(z1, w1)
(3.5)

Figura 3.2: Recta `∞ invariante por la ecuación extendida.
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Recordemos que en general encontrar de manera expĺıcita una solución a una
ecuación diferencial puede convertirse en un trabajo muy complicado. Es por
ello que trabajar con una ecuación no dicŕıtica y encontrar, sin mayor esfuerzo,
una solución que además es una recta es realmente sorprendente y tal situación
debe ser aprovechada.

Conocer una solución de (3.5) nos permite extraer información sobre el com-
portamiento de las soluciones cercanas a ella haciendo uso de la ecuación de
primera variación con respecto a la solución conocida como hemos hecho ver
al final del caṕıtulo 1 v́ıa la transformación de monodromı́a. A continuación
calculemos dicha ecuación. Sea ṽ = dz1

dw1
y calculemos la expresión ṽz1 obtenida

en el lema 1.3

ṽz1 |(0,w1) =
(A+ z1Az1) ·B + z1A ·Bz1

B2

∣∣∣∣
(0,w1)

=
A(0, w1)

B(0, w1)
=

Pn(1, w1)

Rn+1(1, w1)
.

Recordemos que la información que rescata la ecuación de primera variación
está directamente ligada a la transformación de monodromı́a proporcionando-
nos la parte lineal de ésta, misma que permite entender el comportamiento
transverso de las soluciones. Notemos primero que al ser `∞ una recta proyec-
tiva, es de hecho una esfera de Riemann3 (ver ejemplo 4.1) cuyo grupo fun-
damental es generado por pequeños lazos que rodean a los puntos singulares
(0, a1), (0, a2), . . . , (0, an+1).

Figura 3.3: Comportamiento de las soluciones cerca de `∞.

Sabemos también que la solución a la ecuación de primera variación en este
caso está dada por

ϕ1(w1) = e
∫w1
w0

ṽz1 (ϕ(w̃,z0),w̃)dw̃
.

3La cual está perforada en los puntos singulares.
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Por consiguiente, si γk es un lazo que rodea únicamente al punto singular (0, ak)
se tiene entonces que

ϕ(γk) = e
∫
γk
ṽz(ϕ(z0,w̃),w̃)dw̃

= e
2πi Res

w1=ak

Pn(1,w1)

Rn+1(1,w1)

Sean a1, ..., an+1 las ráıces de Rn+1(1, w1) y supongamos que son distintas dos
a dos. Entonces,

Res
w1=aj

Pn(1, w1)

Rn+1(1, w1)
= ĺım
w1→aj

(w1 − aj)
Pn(1, w1)

Rn+1(1, w1)

= ĺım
w1→aj

Pn(1, w1)
Rn+1(1,w1)
w1−aj

=
Pn(1, aj)

R′n+1w1
(1, aj)

.

Denotemos por λ̂j :=
Pn(1,aj)

R′n+1w1
(1,aj)

. Como las ráıces de Rn+1(1, w1) son distintas

dos a dos y degPn(1, w1) < degRn+1(1, w1) = n + 1, el cociente Pn(1,w1)
Rn+1(1,w1)

puede expresarse en fracciones parciales como

Pn(1, w1)

Rn+1(1, w1)
=
n+1∑
j=1

λ̂j
w1 − aj

Por lo tanto la transformación de monodromı́a asociada al lazo γk es de la forma

∆k(ξ) = e2πiλ̂kξ + · · · (3.6)

Lema 3.1. Sea f(w1) =
n+1∑
j=1

λ̂j
w1−aj . Entonces

n+1∑
j=1

Res
w1=aj

f(w1) = Res
u=0

f

(
1

u

)
· 1

u2

Demostración. Consideramos f(w1) =
n+1∑
j=1

λ̂j
w1−aj y sea γR =

{
Reiθ, θ ∈ [0, 2π]

}
un ćırculo de radio R de tal modo que los puntos a1, ..., an+1 quedan contenidos4

en el disco DR = {w1 ∈ C| |w1| ≤ R}. Aśı para calcular la suma de los residuos
n+1∑
j=1

Resf
w1=aj

(w1) basta calcular la integral 1
2πi

∫
γR
f(w1)dw1.

4Esto es siempre posible pues al ser un número finito de puntos podemos elegir una carta
adecuada en la que esto suceda.
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Figura 3.4: aj ∈ DR, j = 1, 2, . . . , n+ 1.

Por consiguiente

1

2πi

∫
γR

f(w1)dw1 =
1

2πi

∫ 2π

0

f
(
Reiθ

)
· iReiθdθ.

Sea u = 1
w1

, entonces dw1 = − 1
u2 du y por tanto,

1

2πi

∫
γR

f(w1)dw1 =
1

2πi

∫
γR

f

(
1

u

)(
− 1

u2

)
du =

1

2πi

∫ 2π

0

f

(
1

reiα

)(
−1

(reiα)
2

)
·reiα(−1)dα

con r = 1
R , α = −θ, dθ = −dα.

Figura 3.5: Tomado desde la carta 1
w1

.

Finalmente5,

5w1 = 1
u
⇒ Reiθ = 1

reiα
⇒ R = 1

r
, eiθ = e−iα
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1

2πi

∫
γR

f(w1)dw1 =
1

2πi

∫ 2π

0

f

(
1

reiα

)(
−1

(reiα)
2

)
· reiα(−1)dα

=
1

2πi

∫
σr

f

(
1

u

)
· 1

u2
du, σr = reiα, α ∈ [0, 2π]

= Res
u=0

f

(
1

u

)
· 1

u2

Observación 3.3. Para generar el grupo fundamental de la curva solución ob-
tenida al extender la ecuación a CP 2, `∞ \ {(0, a1), (0, a2), . . . , (0, an+1)} son
solamente necesarios n lazos independientes entre śı. Es decir, si γ1, γ2, . . . , γn+1

son pequeños lazos, basados en un mismo punto, que rodean a a1, a2, . . . , an+1

respectivamente, entonces γn+1 puede expresarse como una composición de
γ1, γ2, . . . , γn (ver figura 3.6).

Figura 3.6: Generadores del grupo fundamental de `∞.

Tal situación también es perceptible desde los exponentes caracteŕısticos
asociados a los puntos singulares en `∞ pues el lazo γ1 ∗γ2 ∗ · · · ∗γn+1 es trivial,
es decir homótopo a un punto, y por tanto la transformación de monodromı́a a
lo largo de tal lazo debe ser la identidad.

Teorema 3.1. Sea

ż = P (z, w)

ẇ = Q(z, w)

una ecuación diferencial polinomial con P (z, w) = Pn(z, w)+· · ·+P0, Q(z, w) =
Qn(z, w) + · · · + Q0, Pj , Qj polinomios homogéneos de grado j, j = 0, 1, ..., n.
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Supongamos que la extensión a CP 2 satisface Rn+1(1, w1) 6≡ 0, es decir la ecua-
ción es no dicŕıtica y degPn(1, w1) = n, entonces los exponentes caracteŕısticos

λ̂1, ..., λ̂n+1 asociados a los puntos singulares (0, a1), ...(0, an+1) satisfacen

n+1∑
j=1

λ̂j = 1

Cabe hacer notar que este teorema contiene algo mucho más profundo de lo
que aparenta. El invariante

∑
λ̂j = 1 nos indica la forma en la que la esfera CP 1

está encajada en el haz normal (que en este caso es lineal por ser CP 2). Este
invariante conocido como el ı́ndice de Camacho-Sad es además como veremos
independiente del campo vectorial que define a la ecuación.

Demostración. Consideremos

f(w1) =
Pn(1, w1)

w1Pn(1, w1)−Qn(1, w1)

=
pnw

n
1 + pn−1w

n−1
1 + · · ·+ p0

w1(pnwn1 + pn−1w
n−1
1 + · · ·+ p0)− (qnwn1 + · · ·+ q0)

.

Para el cálculo de la suma de los residuos
n+1∑
j=1

λ̂j tomemos primero

1

u2
· f
(

1

u

)
=

1

u2
·

pn
1
un + pn−1

1
un−1 + · · ·+ p1

1
u + p0

1
u (pn

1
un + · · ·+ p1

1
u + p0)− (qn

1
un + qn−1

1
un−1 + · · ·+ q0)

=
1

u2
·

1
un (pn + pn−1u+ · · ·+ p0u

n)
1

un+1 [(pn + pn−1u+ · · ·+ p0u)− u(qn + · · ·+ q0un)]

=
1

u
· pn + pn−1u+ · · ·+ p0u

n

pn + pn−1u+ · · ·+ p0u− u(qn + · · ·+ q0un)
.

Aśı las cosas, por el lema 3.1 sólo resta calcular el residuo en u = 0

Res
u=0

1

u2
f

(
1

u

)
= ĺım
u→0

u · 1

u2
f

(
1

u

)
= ĺım
u→0

u · 1

u
· pn + pn−1u+ · · ·+ p0u

n

pn + pn−1u+ · · ·+ p0u− u(qn + · · ·+ q0un)

=
pn
pn

= 1

Veamos algunos ejemplos. Como antes comencemos por una ecuación lineal
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Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuación diferencial dada por[
ż
ẇ

]
=

[
i −3
3 i

] [
z
w

]
(3.7)

y su extensión a CP 2 en la carta (z1, w1).

ż1 =
ż

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
iz − 3w

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
1
z1

[−3w1 + i]

− 1
z21

= −z
2
1

z1
· [−3w1 + i]

ẇ1 =
ẇz − wż

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
w[iz − 3w]− z[3z + iw]

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
izw − 3w2 − 3z2 − izw

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z21
· [−3w2

1 − 3]

− 1
z21

=
z2

1

z2
1

· [3w2
1 + 3],

y para analizar el comportamiento de las curvas solución en el retrato de las
fases en la carta (z1, w1) consideremos el campo de direcciones

V =
dz1

dw1
=
z1[3w1 − i]

3w2
1 + 3

.

Observemos que la ecuación (3.7) es no dicŕıtica. Ésto es fácil de verificar puesto
que el polinomio R2(z, w) = 3w2 + 3z2 6≡ 0. Aśı, la recta `∞ = {z1 = 0} es
invariante por la ecuación extendida. Además sabemos que los puntos singulares
de la ecuación, (0, a1), (0, a2), en la recta al infinito están determinados por las
ráıces de R2(1, w1) = 3[w2

1 + 1], es decir (0, i), (0,−i) son los puntos singulares
en `∞ de la ecuación (3.7), extendida a CP 2. Calculemos ahora los exponentes
caracteŕısticos asociados a ellos. Para realizar el cálculo, consideremos primero
la ecuación de primera variación del campo V = dz1

dw1
a lo largo de z1 = 0[

∂V

∂z1

]
z1=0

=
3w1 − i
3w2

1 + 3
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El exponente caracteŕıstico, λ̂1, asociado al punto singular (0, i) está dado por

λ̂1 = Res
w1=i

3w1 − i
3w2

1 + 3
= ĺım
w1→i

(w1 − i) ·
3w1 − i
3w2

1 + 3

= ĺım
w1→i

3w1 − i
3(w1 + i)

=
2i

6i

=
1

3
.

Ahora calculemos el exponente caracteŕıstico, λ̂2, que cooresponde al punto
singular (0,−i)

λ̂2 = Res
w=−i

3w1 − i
3w2

1 + 3
= ĺım
w1→−i

(w1 + i) · 3w1 − i
3w2

1 + 3

= ĺım
w1→−i

3w1 − i
3(w1 − i)

=
−4i

−6i

=
2

3
.

Para verificar lo obtenido en el teorema 3.1 realicemos la suma λ̂1 + λ̂2

λ̂1 + λ̂2 =
1

3
+

2

3
= 1.

Por último consideremos la ecuación hamiltoniana dada en el ejemplo 2.2.

Ejemplo 3.2. Sea

ż =
ẇ =

3w2

3z2 − 6z + 2

Consideremos su extensión a CP 2 en la carta (z1, w1)

ż1 =
ż

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
3w2

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z21

[3w2
1]

− 1
z21

= −z
2
1

z2
1

[3w2
1]
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ẇ1 =
ẇz − wż

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
w[3w2]− z[3z2 − 6z + 2]

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
3w2 − 3z3 + 6z2 − 2z

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z31

[3w3
1 − 3 + 6z1 − 2z2

1 ]

− 1
z21

= −z
2
1

z3
1

· [3w3
1 − 3 + 6z1 − 2z2

1 ]

y consideremos el campo de direcciones

V =
dz1

dz2
=

z1[3w2
1]

3w3
1 − 3 + 6z1 − 2z2

1

Observemos que esta ecuación es no dicŕıtica y que los puntos singulares en
`∞ = {z1 = 0} son (0, j), (0, j2), (0, j3), donde j es una ráız cúbica de la unidad
distinta de uno. En efecto, pues el polinomio R3(z, w) = w[3w2] − z[3z2] =
3[w3 − z3] el cual no se anula idénticamente, además R3(1, w1) = 3[w3

1 − 1].
Calculemos los exponentes caracteŕısticos asociados a los puntos singulares en
`∞ con uso de la ecuación de primera variación a lo largo de la recta invariante
z1 = 0 [

∂V

∂z1

]
z1=0

=
3w3

1

3[w3
1 − 1]

.

Dado que los puntos singulares son distintos dos a dos podemos calcular el
residuo en ellos de la siguiente forma

λ̂k =
3w2

1
d
dw1

(3w3
1 − 3)

∣∣∣∣∣
w1=jk

, k = 1, 2, 3.

=
3w2

1

9w2
1

∣∣∣∣
w1=jk

, k = 1, 2, 3.

=
1

3

∣∣∣∣
w1=jk

, k = 1, 2, 3.

=
1

3
, k = 1, 2, 3.

Es decir cada punto singular tiene el mismo exponente caracteŕıstico.

En la siguiente sección veremos que el hecho de que la ecuación sea hamil-
toniana tiene directamente como consecuencia esta homogeneidad presentada
en los exponentes caracteŕısticos, de hecho podremos caracterizar las ecuaciones
que tienen dicha propiedad.
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3.1. Los exponentes caracteŕısticos de ecuacio-
nes hamiltonianas en `∞

El siguiente lema nos permite evitar realizar repetidamente algunos cálculos
innecesarios.

Lema 3.2 (Identidad de Euler). Sea P ∈ C [z, w] un polinomio homogéneo de
grado d, entonces

z
∂P

∂z
+ w

∂P

∂w
= d · P

Demostración. Puesto que P es homogéneo de grado d, entonces es de la forma

P =
∑
k+j=d

akz
jwk, ak ∈ C.

Aśı,

z
∂P

∂z
+ w

∂P

∂w
= z

∑
k+j=d

kakz
k−1wj + w

∑
k+j=d

jakz
kwj−1

=
∑
k+j=d

kakz
kwj +

∑
k+j=d

jakz
kwj

=
∑
k+j=d

(k + j)akz
kwj

=
∑
k+j=d

d · akzkwj

= d ·
∑
k+j=d

akz
kwj

= d · P

Observación 3.4. Consideremos la ecuación hamiltoniana polinomial

ż =
ẇ =

Pn(z, w) + Pn−1(z, w) + · · ·+ P0

Qn(z, w) +Qn−1(z, w) + · · ·+Q0.
(3.8)

Afirmamos que la ecuación (3.8) es no dicŕıtica. En efecto, al ser una ecuación
hamiltoniana definida en todo C2 extiste una función H : C2 → C la cual cumple
que

ż =
∂H

∂w
y ẇ = −∂H

∂z

Aún más, H es necesariamente polinomial de grado n + 1 por lo que podemos
escribirla como

H = Hn+1 +Hn + · · ·+H1
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con Hj(z, w) ∈ C[z, w] homogéneo de grado j; en consecuencia Pj =
∂Hj+1

∂w y

Qj = −Hj+1

∂z . Aśı las cosas, el polinomio Rn+1, por medio del cual podemos
saber si la recta z1 = 0 es o no invariante por la ecuación extendida, está dado
por

Rn+1(z, w) = wPn(z, w)− zQn(z, w)

= w
∂Hn+1

∂w
(z, w)− z

[
−∂Hn+1

∂z
(z, w)

]
.

Puesto que Hn+1 es un polinomio homogéneo de grado n+ 1, por el lema 3.2 se
tiene que

Rn+1(z, w) = (n+ 1)Hn+1(z, w).

Por lo que la ecuación (3.8) es no dicŕıtica y por tanto toda ecuación hamilto-
niana extendida a CP 2 siempre tiene como recta invariante a la ĺınea al infinito.

Proposición 3.1. Sea
ż =
ẇ =

P (z, w)
Q(z, w)

(3.9)

una ecuación diferencial polinomial hamiltoniana, con degP = degQ = n.
Supongamos que los puntos singulares en `∞ = {z1 = 0} son distintos dos a
dos, entonces todos ellos tienen igual exponente caracteŕıstico.

Demostración. Por hipótesis la ecuación (3.9) satisface ∂P
∂z = −∂Q∂w y está de-

finida en todo C2 por lo tanto existe una función anaĺıtica H : C2 → C, mis-
ma que por la observación 3.4 es polinomial y puede ser escrita de la forma
H = Hn+1+Hn · · ·+H1 y es tal que Pj =

∂Hj+1

∂w , Qj = −∂Hj+1

∂z , j = 0, 1, . . . , n.
Consideremos la extensión de la ecuación (3.9) a CP 2 en la carta (z1, w1) y sean
(0, a1), (0, a2), . . . , (0, an+1) los puntos singulares en `∞ = {z1 = 0}. Para cada
i = 1, 2, . . . , n+ 1 el exponente caracteŕıstico correspondiente está dado por

λ̂i =
Pn(1, ai)(

d
dw1

Rn+1

)
(1, ai)

=
Pn(1, ai)(

d
dw1

(n+ 1)Hn+1

)
(1, ai)

=
Pn(1, ai)

(n+ 1)Pn(1, ai)

=
1

n+ 1

La proposición anterior prueba de hecho que las transformaciones de mono-
dromı́a calculadas a lo largo de los lazos generadores del grupo fundamental de
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`∞ \{(0, a1), (0, a2), . . . , (0, an+1)} tienen todas ellas parte lineal e
2πi
n+1 . Es decir,

son de la forma ∆(ξ) = e
2πi
n+1 ξ + · · · .

Por la proposición 3.1 sabemos ahora que las ecuaciones hamiltonianas tie-
nen esta peculiaridad sobre sus exponentes caracteŕısticos, en la ĺınea al infinito.
Si reflexionemos un poco sobre tal situación notaremos que a pesar de que los
exponentes caracteŕısticos λ̂j están sujetos a satisfacer la relación que hemos

probado en el teorema 3.1, λ̂1 + λ̂2 + · · · + λ̂n+1 = 1, las posibilidades para
elegir n + 1 números complejos que satisfagan dicha ecuación son demasiadas
¿Será posible que al pedir además que sean todos iguales, podamos asegurar
que la ecuación en cuestión sea también hamiltoniana?

El siguiente ejemplo dará respuesta inmediata a nuestra pregunta.

Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuación dada por

ż =
ẇ =

z2 − 3w2 + z
−2zw + w.

(3.10)

Observemos primero que se trata de una ecuación no dicŕıtica pues el polinomio
R3(z, w) está dado por

R3(z, w) = w[z2 − 3w2]− z[−2zw]

= −3w3 + 3zw2

y éste no es el polinomio cero. Extendamos ahora la ecuación a CP 2 para cal-
cular los puntos singulares en `∞ = {z1 = 0} y sus respectivos exponentes
caracteŕısticos.

ż1 =
ż

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
z2 − 3w2 + z

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z21

[1− 3w2
1 + z1]

− 1
z21

= −z
2
1

z2
1

· [−3w2
1 + 1 + z1]
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ẇ1 =
ẇz − wż

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
w[z2 − 3w2 + z]− z[−2zw + w]

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
z2w − 3w3 + zw + 2z2w − zw

−z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z31

[3w1 − 3w3
1]

1
z21

= −z
2
1

z3
1

· [3w1 − 3w3
1].

Consideremos el campo de direcciones

V =
dz1

dw1
=
z1[−3w2

1 + 1 + z1]

−3w1[w2
1 − 1]

y calculemos la ecuación de primera variación a lo largo de la recta invariante
z1 = 0 [

∂V

∂z1

]
z1=0

=
−3w2

1 + 1

−3w1[w2
1 − 1]

.

Calculemos ahora los exponentes caracteŕısticos que corresponden a los puntos
singulares (0, 0), (0, 1), y (0,−1)

λ̂1 = Res
w1=0

−3w2
1 + 1

−3w1[w2
1 − 1]

= ĺım
w1→0

w1 ·
−3w2

1 + 1

−3w1[w2
1 − 1]

= ĺım
w1→0

−3w2
1 + 1

−3[w2
1 − 1]

=
1

3

λ̂2 = Res
w1=1

−3w2
1 + 1

−3w1[w2
1 − 1]

= ĺım
w1→1

(w1 − 1) · −3w2
1 + 1

−3w1[w2
1 − 1]

= ĺım
w1→1

−3w2
1 + 1

−3w1[w1 + 1]

=
−3 + 1

−3[1 + 1]

=
1

3
.
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No es necesario calcular el tercer exponente caracteŕıstico pues sabemos que
satisface la relación λ̂1 + λ̂2 + λ̂3 = 1 por lo que λ̂3 = 1

3 . Sin embargo, a pesar de
que el campo vectorial está definido en todo C2 que es un abierto simplemente
conexo observemos que

∂ż

∂z
= 2z + 1

∂ẇ

∂w
= −2z + 1

y por lo tanto ∂ż
∂z 6= −

∂ẇ
∂w ; es decir, la ecuación no es hamiltoniana como es-

perábamos.

Si recordamos como están definidos los exponentes caracteŕısticos notaremos
que sólo dependen de la parte principal del campo. Retomando el ejemplo 3.3
veamos que la ecuación que define la parte principal del campo es

ż =
ẇ =

z2 − w2

−2zw

la cual śı es hamiltoniana.

El resultado que encabeza la última sección de este caṕıtulo caracteriza por
completo a las ecuaciones que tienen exponentes caracteŕısticos iguales en `∞.

3.2. La integrabilidad de (Pn, Qn) śı depende de
los exponentes caracteŕısticos

El siguiente resultado prueba que aquellas ecuaciones diferenciales no dicŕıti-
cas definidas por campos vectoriales cuya parte principal está dada por un
campo vectorial conservativo, son las únicas con la propiedad λ̂j = 1

n+1 ∀j =
1, 2, . . . , n+ 1.

Proposición 3.2. Sea

ż = P (z, w)

ẇ = Q(z, w)

Una ecuación diferencial polinomial con degP = degQ = n no dicŕıtica con
puntos singulares (0, a1), (0, a2), · · · (0, an+1) en `∞, ai 6= aj para i 6= j. Si n de
los n+1 exponentes caracteŕısticos son iguales a 1

n+1 , entonces la parte principal
del campo, (Pn, Qn), satisface

∂Pn
∂z

= −∂Qn
∂w

.

Es decir, define una ecuación hamiltoniana.
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Demostración. Sabemos, por el teorema 3.1, que los exponentes caracteŕısticos
de los puntos singulares en la recta invariante `∞ = {z1 = 0} suman 1, es decir,
si (0, a1), (0, a2), ..., (0, an+1) son los puntos sigulares en la ĺınea al infinito y

λ̂1, λ̂2, ..., λ̂n+1 sus respectivos exponentes caracteŕısticos, entonces

λ̂1 + λ̂2 + · · ·+ λ̂n+1 = 1 (3.11)

Ahora bien, por hipótesis, n de ellos son iguales a 1
n+1 ; supongamos sin

pérdida de generalidadad que

λ̂i =
1

n+ 1
, para i = 1, 2, . . . , n.

Entonces de la expresión (3.11) se sigue que

n

n+ 1
+ λ̂n+1 = 1

y por lo tanto

λ̂n+1 =
1

n+ 1
.

Demostraremos ahora que la función H : C2 → C definida como:

H(z, w) =
1

n+ 1
Rn+1(z, w)

es primera integral para la ecuación que define la parte principal del campo.
Donde Rn+1(z, w) = wPn(z, w)− zQn(z, w).

Recordemos también que ai 6= aj ∀ i 6= j y por lo tanto

λ̂i =
Pn(1, ai)(

d
dw1

Rn+1

)
(1, ai)

=
1

n+ 1
.

Aśı las cosas, el polinomio f̃(w1) = (n+ 1)Pn(1, w1)− d
dw1

Rn+1(1, w1) se anula

en a1, a2, . . . , an+1 y puesto que deg f̃ = n entonces se anula idénticamente. En
consecuencia, el polinomio definido por

f(z, w) = (n+ 1)Pn(z, w)− ∂

∂w
Rn+1(z, w)

es también el polinomio cero pues, se anula en cada una de las n + 1 rectas
w = aiz siendo un polinomio homogéneo de grado n. De donde se sigue que

Pn(z, w) =
1

n+ 1

∂

∂w
Rn+1(z, w) =

∂

∂w
H(z, w). (3.12)

Por otra parte H es un polinomio homogéneo de grado n+ 1, entonces por
el lema 3.2

(n+ 1)H = z
∂H

∂z
+ w

∂H

∂w
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y también

(n+ 1)H = Rn+1 = wPn − zQn.

De estas dos igualdades se tiene que

z
∂H

∂z
+ w

∂H

∂w
= wPn − zQn

y de la igualdad (3.12) se sigue que

z
∂H

∂z
+ wPn = wPn − zQn;

en consecuencia

z
∂H

∂z
= −zQn

y por lo tanto

−∂H
∂z

= Qn. (3.13)

Aśı, las ecuaciones 3.12 y 3.13 demuestran que la parte principal del campo
define una ecuación diferencial hamiltoniana.

En conclusión. El hecho de que una ecuación no dicŕıtica tenga sus n + 1
exponentes caracteŕısticos en `∞ iguales, es equivalente a pedir que la parte
principal del campo defina una ecuación diferencial hamiltoniana. Para ecua-
ciones diferenciales definidas por campos vectoriales polinomiales de grado dos
es suficiente una condición extra sobre un punto singular de la parte af́ın para
poder caracterizar a la ecuación como hamiltoniana.

3.2.1. Un resultado que caracteriza ecuaciones hamilto-
nianas cuadráticas

Los ejemplos que presentamos en el caṕıtulo 5, aśı como los resultados que
hemos obtenido sobre ellos, enunciados en la proposición 5.2 fueron vitales para
completar las hipótesis necesarias para asegurar la existencia de una primera
integral para la ecuación diferencial definida por un campo vectorial cuadrático.

Teorema 3.2. Sea
ż =
ẇ =

P (z, w)
Q(z, w)

(3.14)

una ecuación diferencial polinomial cuadrática, degP = degQ = 2, cuya exten-
sión a CP 2 tiene como recta invariante a `∞ (i.e. es no dicŕıtica) Si dos de los
puntos singulares en la ĺınea al infinito tienen exponente caracteŕıstico 1

3 y la
matriz derivada del campo vectorial en algún punto singular tiene valores propios
no nulos λ y − λ, p.a. λ ∈ C, entonces la ecuación (3.14) es hamiltoniana.
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Demostración. Que la ecuación 3.14 esté definida en un abierto simplemente
conexo es inmediato pues al ser polinomial está definida de hecho en todo C2.
Ahora bien, para probar que satisface la condición sobre las parciales vayamos
directamente al cálculo de la divergencia del campo vectorial. Si P (z, w) =
P2(z, w) + P1(z, w) + P0 y Q(z, w) = Q2(z, w) +Q1(z, w) +Q0. Entonces

Pz +Qw = P2z + P1z +Q2w +Q1w. (3.15)

Por hipótesis dos de los exponentes caracteŕısticos al infinito son iguales a
1
3 , consecuentemente, por la proposición 3.2 se tiene que P2z = −Q2w; por lo
que Pz + Qw es constante. Ahora bien, sabemos que existe un punto singular
p ∈ C que satisface que la matriz[

∂v

∂(z, w)

]
(z,w)=p

=

[
Pz(p) Pw(p)
Qz(p) Qw(p)

]

tiene valores propios λ, −λ por lo que
[

∂v
∂(z,w)

]
(z,w)=p

y

[
λ 0
0 −λ

]
son con-

jugadas. Recordemos además que la traza de una matriz es invariante bajo
conjugación, en consecuencia

Pz(p) +Qw(p) = λ− λ = 0

Aśı, Pz +Qw es constante y se anula en un punto. Por lo tanto Pz +Qw ≡ 0, lo
que demuestra el resultado.

El teorema 3.2 tiene especial importancia pues la hipótesis que lo hacen
verdadero las entendemos geométricamente gracias a la transformación de mo-
nodromı́a, contrario a la definición de ecuación hamiltoniana que hasta ahora
hab́ıa sido para nosotros únicamente una condición algebraica. De hecho, co-
mo hemos de ver en el siguiente caṕıtulo, la homogeneidad presentada en los
exponentes caracteŕısticos de una ecuación hamiltoniana nos permitirá ver que
las soluciones se acumulan en los puntos singulares que se encuentran en `∞,
contrario a su comportamiento en C2.
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Caṕıtulo 4

Topoloǵıa de polinomios
transversales al infinito

Con la finalidad de poder analizar las soluciones a una ecuación hamiltonia-
na por medio de su primera integral, en este caṕıtulo realizamos un análisis de la
topoloǵıa de curvas complejas planas definidas por los ceros de un polinomio en
dos variables, las cuales pueden ser vistas también como superficies de Riemann
compactas. Probaremos la conocida fórmula de Riemann-Hurwitz. Definimos la
noción de transversalidad al infinito en polinomios y para las curvas de nivel, no
singulares, de polinomios de esta clase calculamos expĺıcitamente la dimensión
del primer grupo de homoloǵıa de sus curvas de nivel no singulares, en términos
del grado del polinomio.

Para comenzar con el análisis de las curvas de nivel de un polinomio consi-
deremos la ecuación dada en el ejemplo 2.2

Ejemplo 4.1.
ż =
ẇ =

3w2

3z2 − 6z + 2
(4.1)

Recordemos que ésta es hamiltoniana y cuya primera integral es el polinomio
H(z, w) = w3−z3+3z2−2z. Analicemos la curva de nivel 0, es decirH(z, w) = 0.
Por definición la curva de nivel L0 = H−1(0) consta de los puntos (z, w) que
satisfacen

w3 − z3 + 3z2 − 2z = 0

o equivalentemente, la igualdad

w3 = z(z − 1)(z − 2). (4.2)

Podemos observar que en la ecuación (4.2) hemos podido poner a la variable w en
función de z. Sin embargo la potencia que acompaña a la primera convierte esto

63
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en una función multivaluada. Para poder analizar la superficie L0 procedemos
realizando prolongaciones anaĺıticas.
Sacando logaritmo complejo a la ecuación (4.2) se tiene

3 lnw = ln z + ln (z − 1) + ln (z − 2).

Sea c(τ) = reiτ , τ ∈ [0, 2π] una curva contenida en el plano z y restringimos
lnw = 1

3 ln z + 1
3 ln (z − 1) + 1

3 ln (z − 2) a c(τ)

lnw(c(τ)) =
1

3
ln c(τ) +

1

3
ln (c(τ)− 1)

1

3
ln (c(τ)− 2).

Derivando e integrando respecto a τ obtenemos∫ 2π

0

w′(c(τ))c′(τ)

w(c(τ))
dτ =

1

3

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)
dτ+

1

3

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 1
dτ+

1

3

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 2
dτ.

Del lado izquierdo de la igualdad anterior se tiene que∫ 2π

0

w′(c(τ))c′(τ)

w(c(τ))
dτ =

∫ c(2π)

c(0)

1

w
dw = ln c(2π)− ln c(0)

= ln |c(2π)|+ i arg(c(2π))− [ln |c(0)|+ i arg(c(0))]

= i[arg(c(2π))− arg(c(0))].

Es decir, estamos obteniendo la variación del argumento de la coordenada w
como función de z. Aśı las cosas, si r ∈ (0, 1), entonces∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)
dτ = 2πi,

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 1
dτ = 0 y

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 2
dτ = 0

por lo tanto ∫ c(2kπ)

c(0)

1

w
dw =

2kπi

3
, k = 1, 2, 3.

Figura 4.1: Continuación anaĺıtica a lo largo de c(τ), r ∈ (0, 1).
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Si r ∈ (1, 2), entonces

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)
dτ = 2πi,

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 1
dτ = 2πi y

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 2
dτ = 0

en consecuencia

∫ c(2kπ)

c(0)

1

w
dw =

4kπi

3
, k = 1, 2.

Figura 4.2: Continuación anaĺıtica a lo largo de c(τ), r ∈ (1, 2).

Por último, si r > 2 se sigue que

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)
dτ = 2πi,

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 1
dτ = 2πi y

∫ 2π

0

c′(τ)

c(τ)− 2
dτ = 2πi

por lo que

∫ c(2kπ)

c(0)

1

w
dw = 2πi ∀k ∈ N∗.

Es decir, el argumento se mantuvo igual.
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Figura 4.3: Continuación anaĺıtica a lo largo de c(τ), r ∈ (2,∞).

Reunamos ahora la información obtenida.

De los poĺıgonos (1) y (2) se obtiene

Figura 4.4: Pegados por el lado a2.

(~1f, 21f) 

2 b2 1 bg 2 

(1) (2) 

b, x a2 x 
00 00 b, 

~ 

--=J 
1 a, -O 1 ag 
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y este a su vez junto con (3)

Figura 4.5: Pegados por el lado b3.

Por lo que hemos obtenido un toro sin 3 puntos1 que concuerdan con los infi-
nitos de los planos correspondientes a los intervalos de variación del argumento.
Sabemos además que L0 es parametrizada por una solución de la ecuación (4.1).

De hecho L0 es una superficie de Riemann compacta (ver teorema 4.1).

4.1. Superficies de Riemann

Definición 4.1. Una superficie de Riemann X es un espacio topológico
Hausdorff y dos numerable provisto de una cubierta por abiertos

X =
⋃
i∈I

Ui

de tal forma que para cada abierto Ui se tiene un homeomorfismo sobre un
abierto de C

ϕi : Ui → Vi ⊂ C.

Satisfaciendo que para toda interseccion no vaćıa Ui ∩ Uj la función

Φij := ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj)→ ϕj(Ui ∩ Uj)

es anaĺıtica. A la función Φij se le denomina función de transición. Diremos
que el conjunto A = {(Ui, ϕi)|i ∈ I} es un atlas anaĺıtico para X y cuyos
elementos llamamos cartas.

1Como el dado en la figura 5.3.

o a3 1 1 al a3 1 
(3) 

al x b2 b2 x b2 00 00 

2 ~ l?3. 2 2 2 
(1) (2) '" 
bl 

x x bl bl x x bl 00 00 00 00 

1 al o a3 1 1 al o a3 1 
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Figura 4.6: Función de transición.

Si p ∈ Uα decimos que (Uα, ϕα) es una carta en p y zα = ϕα(p) es una
coordenada local2 en p.

Observación 4.1. Nosotros supondremos además a lo largo de este caṕıtulo
que las superficies de Riemann con las que trabajamos son conexas.

Notemos que si (Uα, ϕα) y (Uβ , ϕβ) son cartas en p ∈ X con coordenadas
locales zα y zβ , entonces las funciones de transición nos permiten, de manera
natural, dar un cambio de coordenadas local como:

zβ = Φαβ(zα).

Puesto que muy pronto hablaremos de aplicaciones anaĺıticas entre superfi-
cies de Riemann es necesario decir qué entendemos por éstas sin necesidad de
especificar cada vez un atlas en particular. Aśı, diremos que dos atlas anaĺıticos
A = {(Ui, ϕi)} y B = {(Wj , ψj)} son compatibles si para cada pareja de cartas
(Ui, ϕi) ∈ A y (Wj , ψj) ∈ B tales que Ui ∩Wj 6= ∅ se tiene que

ψj ◦ ϕ−1
i : ϕ(Ui ∩Wj)→ ψ(Ui ∩Wj) (4.3)

resulta ser una función anaĺıtica. En otras palabras A y B son compatibles si
A ∪ B es también un atlas anaĺıtico para X. Es claro que la compatiblidad de
atlas induce una relación de equivalencia y a cada clase de equivalencia se le
denomina estructura compleja.

Ejemplo 4.2. Todo subconjunto abierto U de una superficie de Riemann X es
en śı mismo una superficie de Riemann. Es inmediato que U es nuevamente un
espacio topológico Hausdorff y dos numerable, pues está dotado de la topoloǵıa
relativa. Si {(Ui, ϕi)} es un atlas anaĺıtico en X, entonces AU = {(Ũj , ϕ̃j)} con

2La cual siempre podemos suponer, sin pérdida de generalidad, centrada en cero.
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Ũj = U ∩ Uj 6= ∅ y ϕ̃j = ϕj |U es un atlas anaĺıtico para U . En efecto, pues⋃
j

Ũj =
⋃

Uj∩U 6=∅

(Ui ∩ U)

=
⋃
i∈I

(Uj ∩ U)

=

(⋃
i∈I

Ui

)
∩ U

= X ∩ U

= U

y para cada (Ũj , ϕ̃j), (Ũ`, ϕ̃`) ∈ AU con Ũj ∩ Ũ` 6= ∅ la correspondiente función

de transición Φ̃`j no es más que la restricción de Φ`j a U la cual es por supues-
to anaĺıtica. Aśı, U es también una superficie de Riemann. Un razonamiento
análogo nos permite ver que atlas compatibles en X inducen atlas compatibles
en U y por tanto cada estructura compleja de X induce, también, una única
estructura compleja en U .

Ejemplo 4.3. Sea X = C y A = {(C, id : C→ C)}un atlas para C que con-
siste de una única carta; claramente A es anaĺıtico. Aśı C es una superficie de
Riemann.

El siguiente ejemplo es una de las superficies de Riemann más importantes
y es conocida como la esfera de Riemann.

Ejemplo 4.4. Sea X = CP 1 = C ∪ {∞}. Para construirla, consideremos la
compactificación de Alexandrov de C. Es decir, si τC es la topoloǵıa usual de C
entonces

τCP 1 = τC ∪ {B ⊂ CP 1|∞ ∈ B, CP 1 \B es compacto en C}.

La importancia de esta compactificación radica en que CP 1 dotado de esta topo-
loǵıa es un espacio de Hausdorff. Consideremos ahora las cartas (U1, ϕ1) y (U2, ϕ2),
donde U1 := CP 1 \ {∞} = C y U2 := CP 1 \ {0} = C∗ ∪ {∞} y ϕ1, ϕ2 están
definidas por ϕ1 : U1 → C como la identidad en C y ϕ2 de la siguiente manera

ϕ2(z) =

{
1
z si z ∈ C∗

0 si z =∞
.

Es claro que ϕ1, ϕ2 aśı definidas son homeomorfismos. Resta ver que las cartas
son compatibles, es decir que la función de transición, φ12 := ϕ2◦ϕ−1

1 es anaĺıtica
en U1 ∩ U2 = C∗. Para ello notemos que ϕ1(C∗) = ϕ2(C∗) = C∗, entonces
φ12 : C∗ → C∗ está dada por φ12(z) = 1

z que claramente es anaĺıtica en C∗.
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Figura 4.7: Esfera de Riemann.

Más ejemplos de superficies de Riemann podemos encontrarlos en curvas
planas complejas definidas por los ceros de un polinomio, C = {P = 0}, la
cual denominamos curva algebraica, podemos asociar a cada una de ellas una
superficie de Riemann compacta.

Teorema 4.1. Sea P ∈ C[z, w] un polinomio irreducible; él define la curva
plana compleja

CP := {(z, w) ∈ C2|P (z, w) = 0}.

Entonces, existe una superficie de Riemann compacta XP ⊂ CP 2 que coincide
con CP salvo en un número finito de puntos.

Si bien la demostración a este teorema no será propiamente parte de este
trabajo daremos un bosquejo de ella. La idea de la prueba es expresar a P como
un polinomio en w y coeficientes en el anillo de polinomios en z. Es decir si P
es un polinomio de grado n, entonces

P = anw
n + an−1w

n−1 + · · ·+ a0, aj ∈ C[z], deg aj ≤ n− j

y observemos que para cada z0 ∈ C el polinomio

P = an(z0)wn + an−1(z0)wn−1 + · · ·+ a0(z0)

genéricamente tiene exactamente n ráıces, de hecho los valores de z para los que
esto no sucede son un número finito, por lo que en general para los puntos de
la forma (z0, w) sobre la curva CP es válido el teorema de la función impĺıcita
teniendo aśı, en toda una vecindad V de z0 en C en la que CP puede ser vista
como el producto (w− c1(z))(w− c2(z)) · · · (w− cn(z)), donde cj es una función
anaĺıtica en V para cada j, que parametriza localmente las ramas de CP que se
encuentran por encima de V .
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Figura 4.8: Ramas de CP sobre V .

Luego, en los puntos donde esto no es posible se realizan prolongaciones
anaĺıticas de estas funciones a lo largo de lazos que rodean los puntos en cues-
tión lo que provoca una permutación de las ramas w− cj(z) y por último, como
hemos hecho en el ejemplo 4.1, se construye una superficie con estos abiertos
y se consideran los homeomorfismos que resultan de aplicar el teorema de la
función impĺıcita en los puntos regulares y en el resto se realizan ajustes, que
son en realidad la parte delicada de la prueba, los cuales permiten dar un atlas
anaĺıtico a CP . Los detalles completos se encuentran en [8].

Hablaremos ahora de transformaciones entre superficies de Riemann com-
pactas y algunas de sus caracteŕısticas.

Definición 4.2. Sean X,Y dos superficies de Riemann. Decimos que la trans-
formación f : X → Y es anaĺıtica en x ∈ X si para cualesquiera cartas
(Uα, ϕα) en x y (Ũβ , ψβ) en f(x), la función dada por

f̂ := ψβ ◦ f ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα)→ ψβ(Ũβ)

es anaĺıtica en ϕα(x).
Decimos que f es anaĺıtica si lo es para cada x ∈ X.

Aśı, al considerar una transformación anaĺıtica entre superficies de Riemann,
sabemos que la función f̂ puede ser escrita como su serie de Taylor en toda una
vecindad del cero, es decir

f̂(ξ) =
∞∑
n=k

anξ
n. (4.4)

A la constante k en la serie f̂(ξ) =
∞∑
n=k

anξ
n se le llama orden o ı́ndice de

ramificación y se denota como k = ex(f).

Definición 4.3. Sea f : X → Y una transformación anaĺıtica entre dos super-
ficies de Riemann. Decimos que x ∈ X es un punto de ramificación si y sólo
si ex(f) > 1.

~ (W-.""(Z)) 

. . 
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Observación 4.2. Si x es un punto de orden k = ex(f) ≥ 1, entonces local-

mente f̂ se escribe como f̂(ξ) =
∑∞
n=k anξ

n. Aśı

f̂(ξ) = ξk (ak + ak+1ξ + · · · )︸ ︷︷ ︸
u(ξ)

.

Notemos que u(0) = ak 6= 0, por lo que u es invertible, multiplicativamente, en
una vecindad del cero. En consecuencia es posible definir el cambio

ζ = u
1
k ξ

y observemos que ζk = uξk, por lo que en esta carta f̂ se escribe como

f̂(ζ) = ζk.

Entonces f̂ ′(ζ) = kζk−1 y por tanto f̂ ′(0) = 0 si y sólo si k > 1.

Tenemos ahora el siguiente resultado que nos permite imaginar un esquema
del comportamiento, en general, de aplicaciones anaĺıticas entre superficies de
Riemann compactas.

Teorema 4.2. Sea f : X → Y una transformación anaĺıtica no constante entre
dos superficies de Riemann compactas, entonces

i) f tiene un número finito de puntos de ramificación x1, x2, . . . , xm.

ii) Fuera de las fibras de la forma f−1(f(xj)), f define una cubierta con fibras
finitas de cardinalidad constante n.

iii) Para todo punto y ∈ Y ∑
f(x)=y

ex(f) = n

Demostración. i) Por la observación 4.2 para cada x ∈ X existe una vecindad

Ux de x de tal forma que en ella f̂ se escribe como f̂(ζ) = ζex(f). Aśı, por ser

X compacta existen abiertos Ux1
, Ux2

, . . . , Uxs tales que f̂ ′(ζ) = exi(f)ζexi (f)−1

sólo se anula en el caso que ζ = 0 y ex > 1, es decir en puntos de ramificación y
en ninguno más en dicha vecindad. Notemos además que fuera de los puntos de
ramificación f es un isomorfismo local, pues f̂ ′(0) 6= 0. Por lo tanto f no tiene
más que un número finito de puntos de ramificaicón, digamos x1, x2, . . . , xm.

ii) Puesto queX es una superficie compacta y f es continua, entonces se sigue
que f es una función propia3, es decir f−1(K) es compacto para cada K ⊆ Y
compacto. Aśı, si x1, x2, . . . , xm son los puntos de ramificación de f , se sigue que
para cada y ∈ Y \ {f(x1), f(x2), . . . , f(xm)} la fibra f−1(y) es finita, f−1(y) =

3Pues todo compacto K ⊆ Y es cerrado en Y por ser éste un espacio de Hausdorff y por
continuidad, f−1(K) es cerrado en X (que es un compacto) por lo que f−1(K) resulta ser
también compacto.
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{p1, p2, . . . , pr}. Recordando que fuera de los puntos de ramificación f define un
isomorfismo local, entonces existen vecindades Uj de pj , j = 1, 2, . . . , r y una
vecindad V de y tales que f es un isomorfismo de Uj en V . Ahora consideremos
la imagen del cerrado X \

⋃
j Uj bajof , la cual es nuevamente un cerrado4 y que

no tiene como elemento al punto y. Es por ello que V̂ = V \ f(X \
⋃
j Uj) es un

abierto que contiene a y y tal que f−1(V̂ ) ⊆
⋃
j Uj , en consecuencia

f−1(V̂ ) =
r⊔
j=1

(Uj ∩ f−1(V̂ )) ≈ {p1, p2, . . . , pr} × V̂

Figura 4.9: Cubriente local.

Lo cual implica que f tiene fibras finitas y de cardinalidad localmente cons-
tante. Ahora bien, Y \ {f(x1), f(x2), . . . f(xr)} es también conexo5 y por tanto
la cardinalidad de las fibras es finita.

iii) Sea y ∈ Y y consideremos un punto x ∈ X tal que f(x) = y, U una
vecindad de x de forma que U ∩ f−1(y) = {x}. Podemos suponer además que

en U la transformación f̂ es de la forma ξ 7−→ ξex(f). Por lo que en todo punto
cercano a y hay exactamente ex(f) puntos de U que corresponden a las ráıces
ex(f)−ésimas de y que satisfacen no ser puntos de ramificación de f y por
consiguiente la función g(y) =

∑
f(x)=y

ex(f) es una función localmente constante.

4Por un argumento análogo al anterior usando la compacidad de X, la continuidad de f y
el uso de Y como espacio compacto y de Hausdorff.

5Pues Y es una superficie conexa, por lo que al remover un número finito de puntos no
pierde dicha propiedad.
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Nuevamente, por la conexidad de Y se sigue que g es constante en Y .

El teorema 4.2 prueba que toda transformación anaĺıtica entre superficies
de Riemann compactas es lo que se conoce como un cubriente ramificado. A la
constante

∑
f(x)=y

ex(f) = n se le conoce por grado de f .

Corolario 4.1. Si f es una función meromorfa sobre una superficie de Riemann
X compacta, f : X → C. Entonces el número de ceros y de polos de f coincide
(contados con multiplicidades)

Demostración. Vista f como la transformación f : X → CP 1 es una trans-
formación anaĺıtica entre superficies de Riemann compactas. Por lo tanto los
ceros de f pueden ser contados usando el ı́ndice de ramificación, obteniendo∑
f(x)=0

ex(f). De manera análoga el número de polos de f es
∑

f(x)=∞
ex(f) con-

tados con multiplicidad en ambos casos. Aśı, en virtud del teorema 4.2 se tiene
que ∑

f(x)=0

ex(f) =
∑

f(x)=∞

ex(f)

4.2. La fórmula de Riemann-Hurwitz

Hablaremos ahora de dos invariantes topológicos muy importantes para su-
perficies de Riemann compactas. El primero es el género.

Definición 4.4. Sea X una superficie de Riemann compacta. Decimos que X
tiene género gX si justamente gX es el número máximo de lazos ajenos entre
śı γ1, γ2, . . . , γgX tales que el complemento de su unión, en X, es conexo.

Ejemplo 4.5. Consideremos la esfera de Riemann CP 1. Al remover cualquier
lazo cerrado γ en CP 1, CP 1 \ γ es disconexo. En efecto, CP 1 \ γ puede ser
cubierto por dos abiertos ajenos, a saber CP 1 \γ = intγ ∪ extγ (ver figura 4.10)
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Figura 4.10: Género de CP 1.

Por lo que gCP 1 = 0

Ejemplo 4.6. Consideremos el toro topológico T

Figura 4.11: Lazo en T .

y en él, el lazo γ como se muestra en la figura 4.11. No hay más lazos que
remover sin desconectar antes a T . Cualquier lazo γ̃ ajeno a γ o bien nos permite
remover un disco como en el ejemplo anterior o es homotópico a γ lo cual tiene
como consecuencia que T \ {γ, γ̃} sea disconexo.

Figura 4.12: T \ {γ, γ̃}.

Es decir gT = 1.

Podŕıamos dar una infinidad de ejemplos agregando cada vez un “hoyo” más
a la superficie obteniendo aśı el g−Toro y verificar que éste tiene género g. Este

'Y 'Y 

Cp' \ 11 

, , 
, , 
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invariante es de tal importancia que de hecho con el se puede dar una clasifica-
ción completa de las superficies de Riemann compactas. Es decir, si X es una
superficie de Riemann compacta, entonces X es homeomorfa a CP 1 o bien a
algún g − Toro.

El segundo invariante del que hemos de hablar es también bastante geométri-
co y es posible calcularlo por medio de triangulaciones de la superficie de Rie-
mannX. La triangulación de una superficie de Riemann6 es justo lo que intuimos
del nombre mismo. Definámoslo formalmente.

Definición 4.5. Denotemos por T el triángulo con vértices 0, 1, ei
π
3 en C ≈ R2.

Un triángulo en X es la imagen continua de T bajo una aplicación inyectiva
T ↪→ X.

Figura 4.13: Triángulo ti en X.

Decimos que la superficie X es triangulable si ella admite una triangula-
ción, es decir los triángulos fj : T ↪→ X forman una cubierta de X y son tales
que para todo punto p ∈ X

a) Si p no está en alguna arista, entonces pertenece a un único triángulo
fi(T ) := ti que es a su vez una vecindad de p.

b) Si p está sobre una arista a más no es un vértice, entonces el pertenece
exactamente a dos triángulos ti = fi(T ) y tj = fj(T ), tales que ti ∩ tj = a y
ti ∪ tj es una vecindad de p.

c) Si p es un vértice, entonces él pertenece a un número finito de triángulos
t1, . . . , tk; que lo tienen como vértice y la unión de ellos es una vecindad de p.
Además si ti ∩ tj 6= p entonces ti y tj tienen una arista en común.

Es un hecho conocido que toda superficie (no necesariamente de Riemann)
compacta es triangulable. De hecho al ser compacta admite una triangulación
finita.7

6De hecho este concepto es válido para superficies en general, no necesariamente de Rie-
mann.

7Una prueba de este hecho puede ser consultada en [8].
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Definición 4.6. Sea X una superficie de Riemann compacta y una triangula-
ción de ella que consta de V vértices, A aristas y C caras. Definimos la carac-
teŕıstica de Euler-Poincaré de X como el número entero:

χ(X) = V −A+ C. (4.5)

Es de hacer notar que la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la superficie X
no depende de la triangulación y además se relaciona con el género de X de la
siguiente manera,

χ(X) = 2− 2gX

Por lo que toda superficie de Riemann compacta queda también completamente
determinada por este último invariante, pues hemos observado con anterioridad
que el género de una superficie la determina por completo (salvo homeomorfis-
mos).

Ahora estamos en condiciones de enunciar y dar una prueba del teorema que
le da nombre a esta sección

Teorema 4.3 (Fórmula de Riemann-Hurwitz). Sean X y Y superficies de Rie-
mann compactas y f : X → Y una transformación anaĺıtica no constante y
sobre de grado8 n. Entonces

χ(X) = nχ(Y )−
∑
x∈X

(ex(f)− 1)

Demostración. Consideremos una triangulación de Y que tenga a las imágenes
de los puntos de ramificación x1, x2, . . . , xm bajo f como algunos de sus vértices

Figura 4.14: Triangulación en Y .

Sean V,A y C el número de vértices, aristas y caras, respectivamente, de la
triangulación. Entonces

χ(Y ) = V −A+ C.

8Como cubriente ramificado.
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Consideremos el levantamiento de la triangulación a X. Este levantamiento
induce de manera natural una triangulación en X.

Figura 4.15: Levantamiento de la triangulación a X.

En virtud del teorema 4.2 todo punto y ∈ Y \ {f(x1), f(x2), . . . f(xm)} tie-
ne exactamente n preimágenes, en consecuencia (por como hemos tomado la
triangulación en Y ) el número de caras y aristas de la triangulación en Y se
multiplica en n para la triangulación en X. La misma situación se tiene para
cada vértice que no es imagen de algún punto de ramificación. Para aquellos
que si lo son, observemos que en cada punto de ramificación xi colapsan exac-
tamente exi(f) vértices. Aśı, el vértice f(xi) de la triangulación en Y induce
n−

∑
f(x)=f(xi)

ex(f) vértices en X. Por lo que la caracteŕıstica de Euler de X es

χ(X) =

nV − ∑
f(x)=f(xi)

(ex(f)− 1)

− nA+ nC

= n (V −A+ C)︸ ︷︷ ︸
χ(Y )

−
∑

f(x)=f(xi)

(ex(f)− 1)

= nχ(Y )−
∑

f(x)=f(xi)

(ex(f)− 1).

Dado que para cada punto x ∈ X que no es de ramificación ex(f) − 1 = 0 se
sigue que

χ(X) = nχ(Y )−
∑
x∈X

(ex(f)− 1)

como queŕıamos demostrar.
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4.3. Transversalidad al infinito

Recordemos que todo polinomio de grado d en dos variables, f ∈ C[z, w]
puede escribirse como suma de polinomios homogéneos

f = fd + fd−1 + · · ·+ f0

Definición 4.7. Sea f ∈ C[z, w] un polinomio de grado n + 1 ≥ 2. Decimos
que f es transversal al infinito si se satisface alguna de las siguientes dos
condiciones equivalentes:
a)La parte principal homogénea de f se descompone en n + 1 rectas distintas
dos a dos.
b)La parte principal homogénea de f tiene un punto cŕıtico aislado de multipli-
cidad n2 en el origen.

La definición de transversalidad al infinito sugiere, al menos en el nombre,
una noción más geométrica, la cual tomará todo el sentido en la siguiente pro-
posición.

Proposición 4.1. Sea f ∈ C[z, w] un polinomio de grado n + 1 transversal
al infinito, entonces la compactificación proyectiva Lc de toda curva de nivel
Lc = f−1(c) tiene intersección transversal con la ĺınea al infinito.

Demostración. Sabemos por la observación (2.1) que las curvas de nivel de f
son parametrizadas por las soluciones a la ecuación

ż = fw
ẇ = −fz.

(4.6)

Consideremos la extensión de ésta a CP 2. Por ser una ecuación hamiltoniana,
es no dicŕıtica como hemos observado ya con ayuda de la identidad de Euler.
Además por hipótesis f es transversal al infinito, es decir

fn+1(z, w) = (w − a1z)(w − a2z) · · · (w − an+1z), ai 6= aj ∀i 6= j

Por lo que el polinomio Rn+1 en la carta (z1, w1) definido por la ecuación (3.2)
es

Rn+1(1, w1) = (w1 − a1)(w1 − a2) · · · (w1 − an+1) (4.7)

el cual tiene ráıces simples. Entonces, por la proposición 3.1 los puntos singulares
en `∞ de la ecuación extendida tienen, todos, exponente caracteŕıstico 1

n+1 .
En consecuencia, en vecindades de cada punto singular, salvo un cambio de
coordenadas lineal que fija a la recta `∞ = {z1 = 0}, la ecuación extendida es
de la forma [

ż1

ẇ1

]
=

[
1 0
0 n+ 1

] [
z1

w1

]
+ · · · . (4.8)

Notemos que la pareja de valores propios (1, n + 1) de la parte lineal de la
ecuación (4.8) está en el dominio de Poincaré y es resonante. Aśı, por el teorema
1.8 la ecuación (4.8) es anaĺıticamente equivalente (localmente) a la ecuación[

ż1

ẇ1

]
=

[
1 0
0 n+ 1

] [
z1

w1

]
+

[
0

αzn+1
1

]
, p.a. α ∈ C. (4.9)
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Por el análisis hecho en el ejemplo 1.3 sabemos que las soluciones a esta ecuación
se aproximan al punto singular de manera tangente al eje Z1 = {w1 = 0} y por
lo tanto transversales a la recta `∞ = {z1 = 0}

Figura 4.16: Soluciones transversales a `∞.

Es decir las curvas solución llegan a `∞ paralelas al eje Z1 y por tanto
transversales a la ĺınea al infinito en los puntos (0, a1), (0, a2), ..., (0, an+1) pero
estas curvas son precisamente las curvas de nivel de f .

Dada una curva algebraica plana en CP 2, ésta siempre es conexa. Como
consecuencia de la transversalidad al infinito se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Si f es transversal al infinito, entonces todas las curvas de nivel
afines Lc = f−1(c) ⊂ C2 son conexas.

Demostración. Consideramos la descomposición en curvas irreducibles Cj de la
compactificación proyectiva de Lc = f−1(c), Lc =

⊔
j Cj . Toda componente

irreducible Cj ⊂ CP 2 es conexa y cualesquiera dos componentes irreducibles en
CP 2 necesariamente se intersecan.9 La intersección de componentes diferentes
necesariamente es singular y por la proposición (4.1) no puede vivir en la ĺınea
al infinito `∞ pues ésta no es parte de las curvas de nivel de f y en consecuencia
cualesquiera dos componentes se intersecan en algún lugar de la parte finita
(af́ın) C2 ⊂ CP 2, por lo tanto las curvas de nivel af́ın son conexas.

Como sabemos ya por el teorema 4.1 toda curva algebraica tiene asociada
una superficie de Riemann compacta. Veremos ahora que la transversalidad al
infinito nos permite de hecho decir de que tipo de g − Toro se trata.

Teorema 4.4. Sea f ∈ C[z, w] un polinomio homogéneo de grado n+ 1 trans-
versal al infinito, entonces la dimensión del primer grupo de homoloǵıa de toda
fibra no singular es igual a n2.

9Por el teorema de Bézout, ésto ocurre en tantos puntos como el producto de los grados
de las componentes (contando multiplicidades).
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Demostración. Puesto que f es un polinomio homogéneo, él coincide con su
parte principal fn+1. La superficie Lc = {f = c} es una superficie de Riemann
compacta de algun género gLc el cual podemos calcular haciendo uso de la
fórmula de Riemann-Hurwitz, para ello consideremos la proyección canónica
π(z, w) = z restringida a Lc, ésta define un cubriente ramificado Lc → CP de
multiplicidad n + 1. Para c 6= 0 los puntos de ramificación son aquellos que
satisfacen el sistema de ecuaciones

∂f
∂w = 0
f = c

Por nuestra suposición inicial ∂f
∂w es un polinomio homogéneo de grado n; con-

sideremos pues, su descomposición en rectas por el origen

∂f

∂w
= (w − β1z)

m1(w − β2z)
m2 · · · (w − β`z)ms

donde m1 +m2 + · · ·+ms = n.

La restricción de Lc a cada una de éstas rectas es descrita por una ecuación
polinomial homogénea de grado n+ 1 en una variable

f(z, βjz) = c j = 1, 2, ..., ` (4.10)

que determina los puntos de ramificación del cubriente Lc → CP .

Figura 4.17: Puntos de ramifiación del cubriente.

Notemos que al ser f un polinomio homogéneo y transversal al infinito, no
tiene factores en común con ∂f

∂w y por tanto f(z, βjz) no se anula idénticamente.
Aśı, para cada j fija, la ecuación (4.10) se reescribe como

f(1, βj)z
n+1 = c.

Esto puesto que f es homogéneo de grado n + 1. En tanto que c 6= 0 esta
ecuación tiene exactamente n + 1 soluciones distintas, las cuales determinan
la primer coordenada de los puntos de ramificación que están sobre la recta
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w = βjz. Calculemos ahora su orden de ramificación. Sea α una solución de
(4.10), f(α, βjα) = c

Figura 4.18: Primer coordenada de los puntos de ramificación.

El punto de ramificación correspondiente es (α, βjα). Notemos que el poli-
nomio g(w) = f(α,w)− c satisface g(k)(βjα) = 0 para k = 0, 1, ...,mj , pues

g(βjα) = f(α, βjα)− c
= c− c
= 0

y

g′(w) = f ′(α,w) =
∂f

∂w

∣∣∣∣
z=α

= (w−β1α)m1(w−β2z)
m2 · · · (w−βjα)mj · · · (w−β`α)ms .

Lo que implica que βjα también es ráız de las primeras mj derivadas de g y aśı

g(w) = (w − βjα)mj+1q(w), q(βjα) 6= 0, q ∈ C[w].

Lo mismo ocurre para cada una de las soluciones restantes de la ecuación (4.10).
Por lo tanto cada recta w − βiz, i = 1, ..., ` contribuye con n + 1 puntos de
ramificación cuyo orden es exactamente mi+1. Aśı, por la fórmula de Riemann-
Hurwitz obtenida en el teorema 4.3 se tiene que

χ(Lc) = (n+ 1)χ(CP )− [(n+ 1)(m1 + 1− 1) + · · ·+ (n+ 1)(m` + 1− 1)]

= 2(n+ 1)− (n+ 1)(m1 +m2 + · · ·+m`)

= (n+ 1)(2− n)

(O/,{3jO/) 

e 

O/. 

z 
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Entonces

gLc =
n(n− 1)

2
(4.11)

Figura 4.19: El gLc toro.

El primer grupo de homoloǵıa de Lc es generado por 2gLc lazos canónicos
que forman la base de la homoloǵıa de la compactificación proyectiva Lc y n de
los n+ 1 pequeños lazos alrededor de cada uno de los n+ 1 puntos eliminados
al considerar Lc (se consideran n pues la suma de los n + 1 lazos es homológa
a cero). Todo lazo cerrado en Lc es una combinación lineal, con coeficientes
enteros, de estos ciclos (pues H1(Lc;Z) es un grupo libre generado por lazos
canónicos). Por lo tanto

dimH1(Lc;Z) = 2gLc + n = n(n− 1) + n = n2

Esto prueba el teorema para c 6= 010.

Este teorema es cierto también para polinomios transversales al infinito no
homogéneos. Para ello el siguiente resultado nos permitirá concluir la afirmación
más general.

Denotaremos por Σ el conjunto de valores cŕıticos de f

Σ = {c ∈ C |∃(z, w) ∈ C2 tal que fz = fw = 0 y f = 0 en (z, w)}

Teorema 4.5. Si un polinomio f ∈ C[z, w] es transversal al infinito, entonces
la transformación f : C2 → C define un haz topólogico sobre el conjunto de
todos los valores regulares C \ Σ de f .

10Al ser f un polinomio homogéneo, la curva de nivel cero es un cono.



84 Caṕıtulo 4. Topoloǵıa y transversalidad al infinito

Figura 4.20: f−1(U) ≈ U × f−1(a).

Este teorema es consecuencia de un resultado más general en el que se consi-
dera la familia de polinomios de grado n+1 en C2 con parte principal homogénea
fija, fn+1, transversal al infinito (i.e. fn+1 es factorizable en n+ 1 rectas por el
origen). Describimos a dicha familia como:

Φλ(z, w) = Φ(λ, z, w) = fn+1 +
∑

0≤i+j≤n

λijz
iwj

Esta familia está en correspondencia con él espacio af́ın

Λ = Cr, r =
(n+ 1)(n+ 2)

2
, de coeficientes λij ∈ C.

Consideremos el espacio fibrado Λ×CP 2 sobre Λ y en el consideremos la hiper-
superficie compleja

X = {(λ; z, w) | Φ(λ; z, w) = 0}, dimX = r − 1

La compactificación de ésta la denotaremos por X, X ⊂ Λ × CP 2. Deno-
temos asimismo por π a la proyección canónica π : Λ × CP 2 → Λ y sea
πX = π|X : X → Λ. Las preimágenes π−1

X
(λ) son la compactificación pro-

yectiva de las curvas de nivel cero de los correspondientes polinomios Φλ(z, w)
contenidos en Λ× CP 2.

Sea

ΣΛ =

{
λ ∈ Λ | ∃(z, w) ∈ C2,

∂Φλ
∂z

=
∂Φλ
∂w

= 0 y Φλ = 0 en (z, w)

}
Teorema 4.6. Sea f un polinomio transversal al infinito, entonces la proyección
πX : X → Λ, aśı como la restricción πX |X , son haces topológicos, localmente
triviales en Λ \ ΣΛ.



4.3. Transversalidad al infinito 85

Demostración. Para cada λ 6∈ ΣΛ y todo punto a = (λ; z, w) ∈ X consideremos
el espacio tangente en a a X, TaX. Como πX(a) = λ, el espacio tangente TaX
se proyecta a su vez , (con DπX) suprayectivamente en TλΛ ' Cr

DaπXx = [Idr×r[0, 0]r×2]r×(r+2) ·


x1

...
xr
xr+1

xr+2

 =


x1

x2

...
xr

 (4.12)

Figura 4.21: Proyección de TaX en TλΛ.

Esta afirmación se sigue del hecho de que λ 6∈ ΣΛ pues esto implica que o
bien ∂Φλ

∂z 6= 0 o bien ∂Φλ
∂w 6= 0. Para probar que la proyección es suprayectiva

también para los puntos al infinito X \ X, consideremos el cambio usual de
coordenadas en CP 2 z1 = 1

z , w1 = w
z . En estas coordenadas

Φ

(
λ;

1

z1
,
w1

z1

)
= fn+1

(
1

z1
,
w1

z1

)
+

∑
0≤i+j≤n

λij
1

zi+j1

wj1 = 0

multiplicando esta expresión por zn+1
1 se tiene

Φ(λ; z1, w1) = fn+1(1, w1) + z1g(λ; z1, w1) = 0,

con g(λ; z1, w1) un polinomio en z1, w1. Denotemos por ηj , j = 1, 2, . . . , n + 1
a las n+ 1 ráıces de fn+1(1, w1). Observemos que

∂Φ

∂w1

∣∣∣∣
z1=0

=
∂fn+1

∂w1
+ z1

∂g

∂w1

∣∣∣∣
z1=0

=
∂fn+1

∂w1
(1, w1).

Como las n+ 1 ráıces de fn+1 son simples, entonces ∂fn+1

∂w1
(1, ηj) 6= 0 en la recta

ξ = 0 (para toda λ). Por consiguiente, por el teorema de la función impĺıcita, en
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una vecindad de cada ráız (1, ηj) de fn+1(1, w1) se tiene que Φ(λ; z1, w1(z1)) = 0
(independientemente del valor de λ).

Consideremos un marco de 2r vectores V1, . . . , V2r en TΛ tales que, [Vj , Vk] =
0 ∀j, k j 6= k, j, k ∈ {1, . . . , 2r}. Es decir, conmutan dos a dos (podemos consi-
derar los vectores canónicos en TΛ ∂

∂λij
,
√
−1 ∂

∂λij
)

El hecho de que DπX sea una transformación sobreyectiva de TX a TΛ nos
asegura que la preimagen π−1(U) de un abierto suficientemente pequeño que
tenga intersección vaćıa con ΣΛ, U ∩ ΣΛ = ∅ puede ser cubierto por una unión
de abiertos UXα, UXα ⊂ X, tal que en cada abierto UXα exista un marco en
TUXα ⊂ TX formado por 2r vectores V k,α, k = 1, . . . , 2r que dependen de
manera real anaĺıtica de (λ, z, w) tales que Daπ(V k,α) = Vk, a = (λ, z, w)

Figura 4.22: Daπ(V k,α) = Vk.

Observación 4.3. Destacamos el hecho de que para cada λ fija π−1(λ) es una
superficie definida por Φ(λ; z, w) = 0 que tiene su extensión a CP 2 totalmente
contenida en X

Por la manera que hemos definido a π, se tiene que para cada λ, π−1(λ) es
una curva compacta contenida en Λ×CP 2. Esto significa que π es propia y por
tanto podemos asumir que la cubierta

⋃
α∈{1,...,m}

UXα es finita. Por consiguiente

si consideramos una partición de la unidad {ψα ≥ 0} subordinada a la cubierta
Uα, podemos suponer además que los vectores V k =

∑
ψαV k,α están π relacio-

nados con Vk y son tangentes a X. Como por construcción Vk y Vj conmutan,
entonces su conmutador está contenido en TλΛ para cualquier λ. Por consiguien-
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te para cada λ [Vk, Vj ] es una combinación lineal de {Vkα} y por tanto, [V kV j ]
está en el tangente de la fibra π−1(λ). Esto demuestra que {V 1, . . . V 2r} es una
distribución involutiva en Tπ−1(U) ⊂ TX. Conseguir una combinación lineal de
estos vectores que formen un marco tal que sus elementos conmuten dos a dos
es ahora sencillo. En efecto, si V k y W k están en la distribución generada por
{V 1, . . . , V 2r} y son linealmente independientes en un punto q = (λ, z, w), en-
tonces sin pérdida de generalidad supongamos que el vector V k(q) ∈ TΛ×CP 2 ≈
R2r+4 está dado por V k(q) = (ak1(q), . . . , ak,2r(q), ak,2r+1(q), . . . , ak,2r+4(q)),
entonces

detA(q) = det



a11(q) · · · a2r,1(q) 0 0 0 0

...
. . .

...
...

. . .
...

a1,2r(q) · · · a2r,2r(q) 0 0 0 0
a1,2r+1(q) · · · a2r,2r+1(q) 1 0 0 0

... · · ·
...

...
. . .

...

a1,2r+4(q) · · · a2r,2r+4(q) 0 0 0 1


6= 0

Aśı, la matriz A(λ, z, w) es invertible en una vecindad de q, sea A−1 dicha
inversa . Entonces si denotamos por V̂k := A−1V k, V̂ = ek (o equivalentemen-
te Aek = V k) y por consiguiente, los vectores V̂k están en el tangente a X y
[V̂k, V̂j ] = 0 ∀j, k ∈ {1, . . . , 2r}. Es decir, del marco involutivo {V 1 . . . , V 2r} en

Tπ−1(λ)U ⊂ TX hemos definido un marco conmutativo {V̂1, . . . , V̂2r} generado

por combinaciones lineales de {V 1 . . . , V 2r} y; en Tπ−1U ⊂ TX. Esto nos permi-
te definir un flujo a lo largo del marco conmutativo {V̂1, . . . V̂2r} que transfroma
una fibra en otra y por tanto podemos ver a π−1(U) como un producto directo
π−1(U) ' U × π−1(a)

Figura 4.23: π−1(U) ' U × CP 2.

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 4.4 en el caso general.
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Teorema 4.7. Sea f ∈ C[z, w] un polinomio de grado n + 1 transversal al
infinito, entonces la dimensión del primer grupo de homoloǵıa de toda fibra no
singular es igual a n2.

Demostración. Observemos primero que para c ∈ C suficientemente grande la
superficie Lc = {f = c} es una perturbación de la curva de nivel del polinomio
fn+1 , L̃c = {fn+1 = c}. En efecto pues

fn+1(z, w) + fn(z, w) + · · ·+ f0 = c

zn[fn+1(z, w) +
1

z
fn(z, w) + · · ·+ 1

zn
f0] = c

En la carta (z1, w1)

fn+1(1, w1) + z1fn(1, w1) + · · ·+ zn1 = zn1 c

fn+1(1, w1) +O(z1) = zn1 c.

Aśı las cosas, para c suficientemente grande (y en consecuencia z1 muy pequeño)
las curvas de nivel Lc son perturbaciones de L̃c. En consecuencia, por el teorema
de la función impĺıcita Lc y L̃c son difeomorfas para c ∈ C \ Σ suficientemente
grande.

Por que, en virtud del teorema 4.5 todas las curvas de nivel Lc, c 6∈ Σ son
homeomorfas y por lo tanto dimH1(Lc,Z) = dimH1(L̃1,Z) = n2



Caṕıtulo 5

Una familia emblemática de
ecuaciones diferenciales

En este caṕıtulo presentamos la construcción de una familia de ecuaciones
diferenciales polinomiales que en un principio fue pensada exclusivamente para
dar respuesta a la pregunta que precedió al resultado obtenido en la proposición
3.1. Con el fin de realizar un análisis similar al que hemos hecho en la ĺınea al
infinito para ecuaciones no dicŕıticas es que decidimos incluir rectas invariantes
que nos lo permitieran.

Comenzamos con la familia de ecuaciones (5.1) para la cual hemos obtenido
resultados en el caso genérico. Estos resultados se concentran en la proposición
5.1 y las enunciadas en la proposición 5.3 con las que caracterizamos las ecua-
ciones hamiltonianas que pertenecen a esta familia.

Por último conseguimos generalizar la familia de grado dos dada en (5.1) con
las ecuaciones de la forma (5.10) y mejor aún, logramos nuevamente caracterizar
a todos los miembros hamiltonianos de esta nueva familia de ecuaciones diferen-
ciales, las cuales en el caso genérico nuevamente tienen propiedades similares a
las de el caso cuadrático.

Consideremos primero la ecuación de grado dos dada por

ż = (z − 1)(p0z + p1w)
ẇ = (w − 1)(q0z + q1w)

}
v2 (5.1)

con pj , qj ∈ C∗, j = 0, 1. Analicemos las propiedades de la ecuación (5.1).
Primero notemos que las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes bajo el campo
que define a la ecuación. En efecto, consideremos las funciones f(z, w) = z − 1
y g(z, w) = w− 1. La derivada de Lie de f y g a lo largo del campo vectorial v2

89
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está dada, respectivamente, por

Lv2f = 〈∇f, v2〉 = 〈(1, 0), ((z − 1)(p0z + p1w), (w − 1)(q0z + q1w))

= (z − 1)(p0z + p1w)

= f · (p0z + p1w)

y

Lv2g = 〈∇g, v2〉 = 〈(0, 1), ((z − 1)(p0z + p1w), (w − 1)(q0z + q1w))

= (w − 1)(q0z + q1w)

= g · (q0z + q1w)

Aśı, las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes por la ecuación (5.1). El punto (1, 1)
es singular por ser cruce de curvas invariantes, asimismo (1,− q0q1 ) y (−p1p0 , 1) son
también puntos singulares sobre las rectas z = 1 y w = 1 respectivamente,
además del origen de coordenadas. Veamos bajo qué condiciones es la ecuación
(5.1) no dicŕıtica.

R3(z, w) = wP2(z, w)− zQ2(z, w)

= wz(p0z + q0w)− zw(q0z + q1w)

= zw[(p0 − q0)z + (p1 − q1)w].

Para que R3 6≡ 0 es suficiente que (p0 − q0) · (p1 − q1) 6= 0, por lo que podemos
decir que genéricamente la ecuación (5.1) es no dicŕıtica.

Al ser la recta z = 1 y el eje coordenado W rectas paralelas, ellas se intersec-
tan sobre la ĺınea al infinito ˜̀∞ = {w2 = 0}. Análogamente, el eje coordenado
Z y la recta w = 1 se intersectan en la recta `∞ = {z1 = 0}. Es por ello que
genéricamente los oŕıgenes de las cartas (z1, w1) y (z2, w2) son puntos singulares
de la ecuación extendida, nuevamente por ser cruce de rectas invariantes.

Figura 5.1: Rectas invariantes por la ecuación (5.1).

Al tener las rectas z = 1 y w = 1 invariantes podemos, aśı como lo hemos
hecho para los puntos singulares en `∞, asignar a cada punto singular sobre
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ellas exponentes caracteŕısticos, pensando nuevamente en rescatar información
de la transformación de monodromı́a calculada a partir de transversales a estas
soluciones. En la siguiente proposición reunimos las observaciones hechas y un
par de propiedades más de esta familia de ecuaciones.

Proposición 5.1. La ecuación (5.1) satisface las siguientes propiedades:

Sean λ1, λ2 los exponentes caracteŕısticos asociados a los puntos singulares
(en la recta z = 1) (1, 1) y (−p1p0 , 1) respectivamente. Similarmente, sean µ1, µ2

los exponentes caracteŕısticos de los puntos singulares (1, 1) y (1,− q0q1 ) (en la

recta w = 1). Entonces

a)

µ1 + µ2 =
p1

q1
y λ1 + λ2 =

q0

p0

Al considerar la extensión de la ecuación (5.1) a CP 2 los oŕıgenes de las
cartas (z1, w1) = ( 1

z ,
w
z ) y (z2, w2) = ( zw ,

1
w ) son puntos singulares de la ecuación

extendida con exponentes caracteŕısticos λ∞ y µ∞ respectivamente. Entonces

b)

µ1 + µ2 +
1

µ∞
= 1 y λ1 + λ2 +

1

λ∞
= 1

Demostración. a) Sabemos ya que las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes
por la ecuación (5.1) y por tanto podemos considerar la ecuación de primera
variación a lo largo de cada una de ellas. Sea V el campo de direcciones dado
por V = dz

dw y la ecuación de primera variación del mismo a lo largo de la recta
z = 1, es decir

V =
dz

dw
=

(z − 1)(p0z + p1w)

(w − 1)(q0z + q1w)
.

Aśı, [
∂V

∂z

]
z=1

=
p1w + p0

(w − 1)(q1w + q0)
. (5.2)

Calculemos directamente la suma µ1 + µ2 con ayuda del lema 3.1

µ1 + µ2 = Res
u=0

1

u2
·

p1
1
u + p0

( 1
u − 1)(q1

1
u + q0)

= Res
u=0

1

u2
·

p1+up0
u

( 1−u
u )( q1+uq0

u )

= Res
u=0

1

u
· p1 + p0u

(1− u)(q1 + q0u)

=
p1

q1
.
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De manera análoga podemos considerar el campo de direcciones X = dw
dz y la

ecuación de primera variación a lo largo de la recta invariante w = 1. Donde

X =
dw

dz
=

(w − 1)(q0z + q1w)

(z − 1)(p0z + p1w)
.

En consecuencia [
∂X

∂w

]
w=1

=
q0z + q1

(z − 1)(p0z + p1)
. (5.3)

A partir de esta expresión podemos también calcular directamente la suma
λ1 + λ2

λ1 + λ2 = Res
u=0

1

u2
·

q0
1
u + q1

( 1
u − 1)(p0

1
u + p1)

= Res
u=0

1

u2
·

q0+uq1
u

( 1−u
u )(p0+up1

u )

= Res
u=0

1

u
· q0 + q1u

(1− u)(p0 + p1u)

=
q0

p0

b) Consideremos ahora la extensión de la ecuación (5.1) a CP 2 en la carta
(z1, w1) = ( 1

z ,
w
z ); es decir,

ż1 = − ż

z2
=
−(z − 1)(p0z + p1w)

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=
− 1
z21

(1− z1)(p1w1 + p0)

1
z21

=
z2

1

z2
1

(z1 − 1)(p1w + p0).

Por otra parte,

ẇ1 =
ẇz − wż

z2
=
z(w − 1)(q0z + q1w)− w(z − 1)(p0z + p1w)

z2

∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
z31

[(w1 − z1)(q1w + q0)− w1(1− z1)(p1w + p0)]

1
z21

=
z2

1

z3
1

[(q1 − p1)w2
1 + (q0 − p0)w1 + p1z1w

2
1 + (p0 − q1)z1w1 − q0z1].
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Consideremos ahora el campo de direcciones dado por X̃ = dz1
dw1

para aśı ana-
lizar las curvas solución (en particular para calcular exponentes caracteŕısticos)

X̃ =
dz1

dw1
=

z1(z1 − 1)(p1w1 + p0)

(q1 − p1)w2
1 + (q0 − p0)w1 + z1[p1w2

1 + (p0 − q1)w1 − q0]
.

De aqúı que la ecuación extendida tenga como puntos singulares a (0, 0) y (0.p0−q0q1−p1 )

en la recta `∞ = {z1 = 0}. Realicemos el cálculo de λ∞, el exponente carac-
teŕıstico asociado al punto singular (0, 0). Para ello consideremos primero la
ecuación de primera variación a lo largo de la solución z1 = 0.[

∂X̃

∂z1

]
z1=0

=
−(p1w + p0)

w1[(q1 − p1)w1 + (q0 − p0)]
. (5.4)

Aśı,

λ∞ = Res
w1=0

−(p1w + p0)

w1[(q1 − p1)w1 + (q0 − p0)]
=

p0

p0 − q0
.

Recordemos ahora que por a) sabemos que λ1 + λ2 = q0
p0

y en consecuencia

λ1 + λ2 +
1

λ∞
=
q0

p0
+
p0 − q0

p0
= 1.

Análogamente, consideremos la extensión de la ecuación (5.1) a CP 2 en la
carta (z2, w2) = ( zw ,

1
w ), es decir

ż2 =
żw − zẇ
w2

=
w(z − 1)(p0z + p1w)− z(w − 1)(q0z + q1w)

w2

∣∣∣∣
(z,w)=(

z2
w2
, 1
w2

)

=

1
w3

2
[(z2 − w2)(p0z2 + p1)− z2(1− w2)(q0z2 + q1)]

1
w2

2

=
w2

2

w3
2

[(p0 − q0)z2
2 + (p1 − q1)z2 + q0w2z

2
2 + (q1 − p0)w2z2 − p1w2]

y

ẇ2 = − ẇ

w2
= − (w − 1)(q0z + q1w)

w2

∣∣∣∣
(z2,w2)=( zw ,

1
w )

= −
1
w2

2
(1− w2)(p0z2 + p1)

1
w2

2

=
w2

2

w2
2

(w2 − 1)(p0z2 + p1).

Ahora, para analizar las curvas solución de la ecuación en el espacio de las fases
(z2, w2), consideremos el campo de direcciones

Ṽ =
dw2

dz2
=

w2(w2 − 1)(p0z2 + p1)

(p0 − q0)z2
2 + (p1 − q1)z2 + w2[q0z2

2 + (q1 − p0)z2 − p1]
.
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De aqúı que (0, 0) y ( q1−p1p0−q0 , 0) son puntos singulares de la ecuación extendida,

ambos sobre la recta ˜̀∞ = {w2 = 0}. Pasemos a realizar el cálculo del exponente
caracteŕıstico µ∞ asociado al punto singular (0, 0) con el uso de la ecuación de
primera variación a lo largo de la recta invariante w2 = 0[

∂Ṽ

∂w2

]
w2=0

=
−(q0z2 + q1)

z2[(p0 − q0)z2 + (p1 − q1)]
. (5.5)

De lo que se sigue que

µ∞ = Res
z2=0

−(q0z2 + q1)

z2[(p0 − q0)z2 + (p1 − q1)]
=

q1

q1 − p1
.

Ahora bien, nuevamente por a) sabemos que µ1 + µ2 = p1
q1

y por lo tanto

µ1 + µ2 +
1

µ∞
=
p1

q1
+
q1 − p1

q1
= 1.

En los resultados obtenidos en la parte b) de la proposición 5.1 no es casual
su parecido al obtenido en el lema 3.1. Esto tiene que ver nuevamente con el
espacio ambiente en el que se encuentran las rectas z = 1, w = 1, ˜̀∞ y `∞,
es decir CP 2 y es de hecho el ı́ndice de Camacho-Sad de estas rectas proyectivas.

Puesto que la parte central de este trabajo refiere a las ecuaciones integrables,
es natural que nos preguntemos ¿bajo qué condiciones la ecuación diferencial
(5.1)es una ecuación hamiltoniana?. Veamos el siguiente ejemplo en particular

Ejemplo 5.1.
ż = (z − 1)(z + 2w)
ẇ = (1− w)(2z + w)

(5.6)

Es decir, la ecuación (5.1) tomando p0 = 1, p1 = 2, q0 = −2 y q1 = −1. Esta es
una ecuación bien definida en todo C2 y que además satisface

∂ż

∂z
= (z + 2w) + (z − 1)

= 2z + 2w − 1

y

∂ẇ

∂w
= −(2z + w) + (1− w)

= −2z − 2w + 1.

De donde ∂ż
∂z = −∂ẇ∂w y por lo tanto la ecuación (5.6) es hamiltoniana. Encontre-

mos los puntos singulares en C2 de la ecuación (5.6) que viven sobre las rectas
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invariantes z = 1 y w = 1. Ellos pueden ser evidenciados por las ecuaciones
de primera variación correspondientes a las rectas invariantes. Retomando la
expresión (5.2), consideremos primero[

∂V

∂z

]
z=1

=
p1w + p0

(w − 1)(q1w + q0)
=

2w + 1

(1− w)(w + 2)

De esta expresión es claro que los puntos singulares sobre la recta z = 1 son
(1, 1) y (1,−2). Calculemos sus exponentes caracteŕısticos

µ1 = Res
w=1

2w + 1

(1− w)(w + 2)

= ĺım
w→1

(w − 1)
2w + 1

(1− w)(w + 2)

=
2 + 1

−(1 + 2)

=
3

−3

= −1

µ2 = Res
w=−2

2w + 1

(1− w)(w + 2)

= ĺım
w→−2

(w + 2)
2w + 1

(1− w)(w + 2)

=
−4 + 1

1 + 2

=
−3

3

= −1.

Esto nos dice además, que las transformaciones de monodromı́a calculadas a lo
largo de los lazos que rodean a (1, 1) y (1,−2) en la recta proyectiva z = 1 son
de la forma ∆(ξ) = e−2πiξ + · · · , es decir ∆(ξ) = ξ + · · · tiene parte lineal la
identidad.
Análogamente, para la recta w = 1, consideramos la ecuación de primera varia-
ción (5.3) a lo largo de la recta invariante w = 1[

∂X

∂w

]
w=1

=
q0z + q1

(z − 1)(p0z + p1)
=

−(2z + 1)

(z − 1)(z + 2)
.

Lo que nos permite observar que (1, 1) y (−2, 1) son los puntos singulares sobre
la recta invariante w = 1 y con ellos podemos también calcular de manera
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expĺıcita los correspondientes exponentes caracteŕısticos λ1 y λ2

λ1 = Res
z=1

−(2z + 1)

(z − 1)(z + 2)

= ĺım
z→1

(z − 1)
−(2z + 1)

(z − 1)(z + 2)

=
−(2 + 1)

1 + 2

=
−3

3

= −1

λ2 = Res
z=−2

−(2z + 1)

(z − 1)(z + 2)

= ĺım
z→−2

(z + 2)
−(2z + 1)

(z − 1)(z + 2)

=
−(−4 + 1)

−2− 1

=
3

−3

= −1.

Nuevamente las transformaciones de monodromı́a calculadas desde trasversales
a la recta w = 1 tienen parte lineal la identidad.

Figura 5.2: Transformación de monodromı́a sobre z = 1 y w = 1.

Para estos momentos, tal regularidad en una ecuación hamiltoniana ya no
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debeŕıa parecer extraña. Recordemos que al ser la ecuación (5.6) una ecuación
hamiltoniana sus soluciones parametrizan a las curvas de nivel de su prime-
ra integral la cual podemos rescatar directamente de la expresión del campo
vectorial, pues éste es de la forma

ż = Hw

ẇ = −Hz.

Por lo tanto

H(z, w) =

∫
żdw =

∫
(z − 1)(z + 2w)dw

= (z − 1)(zw + w2) + h1(z)

= z2w + zw2 − zw − w2 + h1(z)

con h1(z) una función anaĺıtica que sólo depende de z. Por otro lado

H(z, w) =

∫
−ẇdz =

∫
(w − 1)(2z + w)dz

= (w − 1)(z2 + zw) + h2(w)

= z2w + zw2 − z2 − zw + h2(w)

donde h2(w) es una función anaĺıtica que sólo depende de la variable w. Por lo
que la función polinomial

H(z, w) = z2w + zw2 − z2 − zw − w2 (5.7)

es primera integral de la ecuación (5.6). Observemos que la primera integral tiene
parte principal H3(z, w) = z2w + zw2 = zw(z + w). Es decir, H es transversal
al infinito. En virtud del teorema 4.7 sabemos que la dimensión del primer
grupo de homoloǵıa de las curvas de nivel no singulares es 22. Más aún son

topológicamente toros de género 2(2−1)
2 = 1 con tres puntos removidos que

corresponden cada una de las direcciones de las rectas z = 0, w = 0 y z+w = 0

Figura 5.3: H−1(c), c 6= 0,−1.
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Veamos ahora que toda ecuación hamiltoniana de esta familia está defini-
da por un múltiplo constante de la ecuación (5.6). En efecto, calculemos las
parciales ∂ż

∂z y ∂ẇ
∂w en la ecuación diferencial (5.1)

∂ż

∂z
= (p0z + p1w) + p0(z − 1)

= 2p0z + p1w − p0

y

∂ẇ

∂w
= (q0z + q1w) + q1(w − 1)

= q0z + 2q1w − q1.

Aśı, ∂ż
∂z = −∂ẇ∂w si y sólo si los complejos p0, p1, q0 y q1 satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones lineales homogéneo

2p0 + q0 = 0
p1 + 2q1 = 0
p0 + q1 = 0

(5.8)

Las soluciones al sistema de ecuaciones (5.8) pueden ser puestas en términos
de p0. Más especificamente p1 = 2p0, q0 = −2p0 y q1 = −p0, p0 ∈ C∗ son todas
las soluciones a este sistema de ecuaciones lineales. Por lo tanto la ecuación (5.1)
es hamiltoniana si y sólo si es de la forma

ż = p0(z − 1)(z + 2w)
ẇ = p0(1− w)(2z + w)

Alo largo de este trabajo nos hemos ocupado de encontrar condiciones bajo
las cuales una ecuación diferencial sea hamiltoniana. En tal dirección la siguiente
proposición da respuesta a nuestra pregunta para las ecuaciones de la familia
(5.1).

Proposición 5.2. Para la ecuación diferencial (5.1) con (p0 +p1)(q0 +q1) 6= 0,
las siguientes condiciones son equivalentes:

a)La ecuación es hamiltoniana.

b)La ecuación (5.1) está definida por un multiplo constante del campo vectorial
que define a la ecuación diferencial (5.6).

c) Los exponentes caracteŕısticos µ1, µ2 y λ2 son iguales a −1.

Demostración. La implicación a) ⇒ b) queda demostrada por la observación
previa al enunciado de la proposición.

b ⇒ c) Hemos calculado ya los exponentes caracteŕısticos de los puntos sin-
gulares para la ecuación (5.6) y por hipótesis la ecuación (5.1) es un múltiplo
constante de ella. Aśı, los puntos singulares coinciden con los de la ecuación
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(5.6) y sus respectivos exponentes caracteŕısticos son iguales a los calculados
anteriormente.

c) ⇒ a) Veamos primero que en general µ1 = 1
λ1

. Calculemos cada uno de
ellos

µ1 = Res
w=1

p1w + p0

(w − 1)(q1w + q0)

= ĺım
w→1

(w − 1)
p1w + p0

(w − 1)(q1w + q0)

=
p1 + p0

q1 + q0
.

Por otro lado

λ1 = Res
z=1

q0z + q1

(z − 1)(p0z + p1)

= ĺım
z→1

(z − 1)
q0z + q1

(z − 1)(p0z + p1)

=
q0 + q1

p0 + p1
.

Aśı, µ1 = 1
λ1

y por lo tanto λ1 = −1. Ahora bien, por la parte b) de la
proposición 5.1 sabemos que

λ1 + λ2 +
1

λ∞
= 1 y µ1 + µ2 +

1

µ∞
= 1.

Consecuentemente, dado que µ1 = λ1 = µ2 = λ2 = −1 se sigue que 1
λ∞

= 3 y
1
µ∞

= 3 o equivalentemente

λ∞ =
1

3
y µ∞ =

1

3
.

Por lo tanto, al ser (5.1) una ecuación cuadrática y en virtud del teorema 3.2 la
ecuación resulta ser hamiltoniana.

La primera integral de esta familia de ecuaciones diferenciales en el caso
hamiltoniano está dada por

H(z, w) = p0[zw2 + z2w − z2 − zw − w2] (5.9)

Los puntos cŕıticos de H son (0, 0), (1, 1), (1,−2) y (−2, 1). Veamos sobre
qué curva de nivel de H vive cada uno de ellos.

H(0, 0) = p0[0 · 02 + 02 · 0− 02 − 0 · 0− 02] = 0

H(1, 1) = p0[1 · 12 + 12 · 1− 12 − 1 · 1− 12] = −p0

H(1,−2) = p0[1 · (−2)2 + 12 · (−2)− 12 − 1 · (−2)− (−2)2] = −p0

H(−2, 1) = p0[−2 · 12 + (−2)2 · 1− (−2)2 − (−2) · 1− 12] = −p0
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Con lo que podemos concluir que las curvas de nivel de H son, salvo las corres-
pondientes a 0 y −p0, toros con tres puntos removidos, ésto debido al teorema
4.7. Más aún la curva de nivel L−p0 = H−1(−p0) está descrita por la ecuación
(z − 1)(w − 1)(z + w + 1) = 0, es decir es la unión de tres rectas complejas.

5.1. La familia crece en grado

Consideremos ahora la ecuación diferencial

ż = (z − 1)(p0z
n + p1z

n−1w + · · ·+ pn−1zw
n−1 + pnw

n)
ẇ = (w − 1)(q0z

n + q1z
n−1w + · · ·+ qn−1zw

n−1 + qnw
n)

(5.10)

Es claro que para la ecuación1 (5.10) las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes2.
Nuevamente haciendo uso de la ecuación de primera variación a lo largo de
dichas rectas podemos detectar los puntos singulares sobre ellas. En efecto, al
considerar el campo de direcciones V = dz

dw y la ecuación de primera variación
a lo largo de la recta z = 1

[
∂V

∂z

]
z=1

=

n∑
k=0

pkw
k

(w − 1)
n∑
k=0

qkwk
. (5.11)

podemos observar que además del punto singular (1, 1) el resto de los puntos
singulares son de la forma (1, bi), i = 1, 2, . . . , n, donde bi es ráız del polinomio
n∑
k=0

qkw
k las cuales son génericamente distintas dos a dos. A dichos puntos sin-

gulares corresponden exponentes caracteŕısticos µi+1 respectivamente.

Similarmente podemos considerar la ecuación de primera variación a lo largo
de la recta invariante w = 1 y el campo de direcciones X = dw

dz

[
∂X

∂w

]
w=1

=

n∑
k=0

qkz
n−k

(w − 1)
n∑
k=0

pkzn−k
(5.12)

Por lo que los puntos singulares sobre la recta w = 1 son (1, 1) y el resto son to-

dos de la forma (ci, 1), i = 1, 2, . . . , n donde ci es ráız del polinomio
n∑
k=0

pkz
n−k;

1La ecuación (5.10) puede ser escrita de manera más compacta como

ż = (z − 1)
n∑
k=0

pkz
n−kwk

ẇ = (w − 1)
n∑
k=0

qkz
n−kwk

2Un cálculo análogo al realizado en el caso n = 1 es suficiente.



5.1. La familia crece en grado 101

a estos puntos asociamos los exponentes caracteŕısticos λi+1.

Aśı como hemos estudiado algunas propiedades de la ecuación (5.1) la si-
guiente proposición enlista las correspondientes para la ecuación diferencial
(5.10).

Proposición 5.3. La ecuación diferencial (5.10) satisface genéricamente las
siguientes propiedades:

Sean λ1, λi+1, i =, 2, . . . , n los exponentes caracteŕısticos de los puntos
singulares (1, 1), (ci, 1) i = 1, 2 . . . , n, respectivamente. Análogamente sean
µ1, µi+1 los exponentes caracteŕısticos de los puntos singulares (1, 1), (1, bi), i =
1, 2 . . . , n, respectivamente. Entonces

a)

λ1 + λ2 + · · ·+ λn+1 =
q0

p0
y µ1 + µ2 + · · ·+ µn+1 =

pn
qn
.

La ecuación (5.10) extendida a CP 2 tiene como puntos singulares a los oŕıge-
nes de las cartas (z1, w1), (z2, w2) cuyos exponentes caracteŕısticos λ∞ y µ∞
respectivamente, satisfacen

b)

λ1 + λ2 + · · ·+ λn+1 +
1

λ∞
= 1 y µ1 + µ2 + · · ·+ µn+1 +

1

µ∞
= 1.

Demostración. a) Retomemos la expresión de la ecuación de primera variación a
lo largo de la recta invariante z = 1 obtenida en (5.11) y calculemos directamente
la suma µ1 + µ2 + · · ·+ µn+1 con ayuda del lema 3.1. A saber,

µ1 + µ2 + · · ·+ µn+1 = Res
u=0

1

u2
·

n∑
k=0

pk
1
uk

( 1
u − 1)

n∑
k=0

qk
1
uk

= Res
u=0

1

u2
·

1
un

n∑
k=0

pku
n−k

1
un+1 (1− u)

n∑
k=0

qkun−k

= Res
u=0

1

u
·

n∑
k=0

pku
n−k

(1− u)
n∑
k=0

qkun−k

=
pn
qn
.
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Análogamente, con uso de la ecuación de primera variación a lo largo de
w = 1, misma que obtuvimos en (5.12), podemos calcular la suma

λ1 + λ2 + · · ·+ λn+1 = Res
u=0

1

u2
·

n∑
k=0

qk
1

un−k

( 1
u − 1)

n∑
k=0

pk
1

un−k

= Res
u=0

1

u2
·

1
un

n∑
k=0

qku
k

1
un+1 (1− u)

n∑
k=0

pkuk

= Res
u=0

1

u
·

n∑
k=0

qku
k

(1− u)
n∑
k=0

pkuk

=
q0

p0
.

b) Consideremos ahora la extensión de la ecuación (5.10) a CP 2 en la carta
(z1, w1) = ( 1

z ,
w
z ). Entonces

ż1 = − ż

z2
= −

(z − 1)
n∑
k=0

pkz
n−kwk

z2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

− 1
zn+1
1

(1− z1)
n∑
k=0

pkw
k
1

1
z21

=
z2

1

zn+1
1

(z1 − 1)

n∑
k=0

pkw
k
1
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y

ẇ1 =
ẇz − wż

z2
=

z(w − 1)
n∑
k=0

qkz
n−kwk − w(z − 1)

n∑
k=0

pkz
n−kwk

z2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(z,w)=( 1

z1
,
w1
z1

)

=

1
zn+2
1

[
(w1 − z1)

n∑
k=0

qkw
k
1 − w1(1− z1)

n∑
k=0

pkw
k
1

]
1
z21

=
z2

1

zn+2
1

[
n∑
k=0

(qk − pk)wk+1
1 + z1

(
n∑
k=0

pkw
k+1
1 −

n∑
k=0

qkw
k
1

)]
.

Consideremos nuevamente el campo de direcciones X̃ = dz1
dw1

y la ecuación de
primera variación a lo largo de la recta invariante z1 = 0. Es decir,

X̃ =

z1(z1 − 1)
n∑
k=0

pkw
k
1

n∑
k=0

(qk − pk)wk+1
1 + z1

[
n∑
k=0

pkw
k+1
1 −

n∑
k=0

qkwk1

]
y por lo tanto la ecuación de primera variación queda de la forma

[
∂X̃

∂z1

]
z1=0

=

−
n∑
k=0

pkw
k
1

w1

n∑
k=0

(qk − pk)wk1

.

De lo anterior es posible deducir que los puntos singulares en la recta `∞ = {z1 =

0} son (0, 0) y los de la forma (0, ai) con ai ráız del polinomio
n∑
k=0

(qk − pk)wk1 .

Aśı, el exponente caracteŕıstico de (0, 0), λ∞ está dado por

λ∞ = Res
w1=0

−
n∑
k=0

pkw
k
1

w1

n∑
k=0

(qk − pk)wk1

= ĺım
w1→0

w1 ·
−

n∑
k=0

pkw
k
1

w1

n∑
k=0

(qk − pk)wk1

=
p0

p0 − q0
.
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En consecuencia, hacuiendo uso de lo obtenido en a) se tiene que

λ1 + λ2 + · · ·+ λn+1 +
1

λ∞
=
q0

p0
+
p0 − q0

p0
= 1.

Similarmente, al considerar la extensión de la ecuación diferencial (5.10) a
CP 2 desde la carta (z2, w2) = ( zw ,

1
w ) obtenemos

ż2 =
żw − zẇ
w2

=

w(z − 1)
n∑
k=0

pkz
n−kwk − z(w − 1)

n∑
k=0

qkz
n−kwk

w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(z,w)=(

z2
w2
, 1
w2

)

=

1
wn+2

2

[
(z2 − w2)

n∑
k=0

pkz
n−k
2 − z2(1− w2)

n∑
k=0

qkz
n−k
2

]
1
w2

2

=
w2

2

wn+2
2

[
n∑
k=0

(pk − qk)zn+1−k
2 + w2

(
n∑
k=0

qkz
n+1−k
2 −

n∑
k=0

pkz2n− k

)]

y

ẇ2 = − ẇ

w2
= −

(w − 1)
n∑
k=0

qkz
n−kwk

w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(z,w)=(

z2
w2
, 1
w2

)

=

− 1
wn+1

2

(1− w1)
n∑
k=0

qkz
n−k
2

1
w2

2

=
w2

2

wn+1
2

(w1 − 1)
n∑
k=0

qkz
n−k
2 .

Ahora para poder examinar las soluciones en el plano de las fases (z2, w2) consi-
deremos el campo de direcciones Ṽ = dw2

dz2
y la ecuación de primera variación a

lo largo de la recta w2, la cual es invariante por la ecuación extendida3. Donde

Ṽ =

w2(w2 − 1)
n∑
k=0

qkz
n−k
2∑n

k=0(pk − qk)zn+1−k
2 + w2

[
n∑
k=0

qkz
n+1−k
2 −

n∑
k=0

pkz2n− k
] .

3En realidad la recta w2 = 0 es la misma que z1 = 0 sólo que vista desde otra carta.
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En consecuencia, la ecuación de primera variación está dada por

[
∂Ṽ

∂w2

]
w2=0

=

−
n∑
k=0

qkz
n−k
2

z2

n∑
k=0

(pk − qk)zn−k2

Aśı, los puntos singulares en la ĺınea al infinito vista desde esta carta son el
origen de coordenadas y los de la forma (bi, 0), i = 1, 2, . . . , n donde bi = a−1

i .
Calculemos µ∞, el exponente caracteŕıstico de (0, 0)

µ∞ = Res
z2=0

−
n∑
k=0

qkz
n−k
2

z2

n∑
k=0

·(pk − qk)zn−k2

= ĺım
z2→0

z2 ·
−

n∑
k=0

qkz
n−k
2

z2

n∑
k=0

(pk − qk)zn−k2

=
qn

qn − pn
.

Por lo tanto, usando lo obtenido en a) se tiene que

µ1 + µ2 + · · ·+ µn+1 +
1

µ∞
=
pn
qn

+
qn − pn
qn

= 1.

Los resultados de la parte b) en las proposiciones 5.1 y 5.3 reflejan nueva-
mente el ı́ndice de Camacho-Sad de estas rectas en el plano proyectivo CP 2.

5.2. Todos los integrantes hamiltonianos de la
familia

Es claro que la familia de ecuaciones (5.10) generaliza la obtenida por la
ecuación (5.1); de hecho lo hace también en el caso hamiltoniano y determina
por completo a las ecuaciones polinomiales hamiltonianas definidas por campos
vectoriales que constan de términos de dos grados consecutivos y que tienen
como rectas invariantes a z = 1 y w = 1.

Proposición 5.4. Sea

ż = Pn+1 + Pn
ẇ = Qn+1 +Qn

(5.13)
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una ecuación diferencial polinomial. Si las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes
bajo el campo que define a la ecuación y ésta es hamiltoniana, entonces ella
está definida por un múltiplo constante de l campo que define a la ecuación

ż = (z − 1)[zn + 2zn−1w + · · ·+ nzwn−1 + (n+ 1)wn]
ẇ = (1− w)[(n+ 1)zn + nzn−1w + · · ·+ 2zwn−1 + wn]

(5.14)

Equivalentemente, podemos decir que la foliación asociada a la ecuación
(5.14) caracteriza a las foliaciones definidas por cualquier ecuación diferencial
polinomial hamiltoniana de la forma (5.13) y que tiene como rectas invariantes
a z = 1 y w = 1.

Demostración. Por hipótesis la ecuación (5.13) tiene a z = 1 como recta inva-
riante y por tanto para f(z, w) = z − 1

Lvf |z=1 ≡ 0.

Es decir,

0 = Lvf |z=1 = (1, 0) · (Pn+1(z, w) + Pn(z, w), Qn+1(z, w) +Qn(z, w))|z=1

= Pn+1(1, w) + Pn(1, w)

Por lo tanto existe un polinomio P̃ ∈ C[z, w] de forma tal que

Pn+1(z, w) + Pn(z, w) = (z − 1)P̃ (z, w).

Análogamente, dado que w = 1 es invariante, existe Q̃ ∈ C[z, w] que cumple

Qn+1(z, w) +Qn(z, w) = (w − 1)Q̃(z, w).

Notemos que como consecuencia de las igualdades anteriores P̃ y Q̃ son
polinomios homogenéneos de grado n, digamos

P̃ (z, w) =
n∑
k=0

pkz
n−kwk

Q̃(z, w) =
n∑
k=0

qkz
n−kwk.

Aśı las cosas, la ecuación (5.13) tiene la forma siguiente:

ż = (z − 1)
n∑
k=0

pkz
n−kwk

ẇ = (w − 1)

n∑
k=0

qkz
n−kwk.

Además por hipótesis sabemos que

∂ż

∂z
+
∂ẇ

∂w
= 0,
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donde

∂ż

∂z
=

n∑
k=0

(n+ 1− k)pkz
n−kwk −

n∑
k=0

(n− k)pkz
n−k−1wk

y

∂ẇ

∂w
=

n∑
k=0

(k + 1)qkz
n−kwk −

n∑
k=0

kqkz
n−kwk−1.

De lo que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

(n+ 1− k)pk + (k + 1)qk = 0 k = 0, 1, ..., n

(n− k)pk + (k + 1)qk = 0 k = 0, 1, ..., n− 1

el cual es un sistema de 2n + 1 ecuaciones lineales y 2n + 2 incógnitas. Es por
esta razón que las soluciones pueden ser puestas en términos de p0, el coeficiente
del termino zn+1 en el polinomio Pn+1 + Pn. Sea a := p0 ∈ C∗ dicho término.
Entonces el sistema tiene como solución:

pk = a(k + 1) k = 0, ..., n

qk = −a(n+ 1− k) k = 0, ...n

y por tanto podemos reescribir la ecuación (5.13) como:

ż = a(z − 1)

n∑
k=0

(k + 1)zn−kwk

ẇ = a(1− w)
n∑
k=0

(n+ 1− k)zn−kwk.

Analicemos ahora las soluciones a la ecuación diferencial hamiltoniana

ż = (z − 1)[zn + 2zn−1w + · · ·+ nzwn−1 + (n+ 1)wn]
ẇ = (1− w)[(n+ 1)zn + nzn−1w + · · ·+ 2zwn−1 + wn]

(5.15)

Por ahora nos interesa solamente conocer la parte principal de su primera in-
tegral para saber si estamos en condiciones de usar el teorema 4.7 y con ello
conocer la topoloǵıa de las curvas de nivel no singulares. Concretamente, nos
interesa saber si la integral primera es un polinomio transversal al infinito y
para ello recordemos que la parte principal de la primera integral coincide en
este caso, salvo un factor constante no nulo, con el polinomio Rn+2(z, w). Es
decir, si H ∈ C[z, w] es el hamiltoniano que define a la ecuación (5.15), entonces
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su parte principal está dada por

(n+ 2)Hn+2(z, w) = Rn+2(z, w)

= wPn+1(z, w)− zQn+1(z, w)

= wz
n∑
k=0

(k + 1)zn−kwk + zw
n∑
k=0

(n+ 1− k)zn−kwk

= (n+ 2)zw
n∑
k=0

zn−kwk.

Para que H sea un polinomio transversal al infinito es necesario que el polinomio

R̃(z, w) =
n∑
k=0

zn−kwk sea factorizable en n rectas distintas dos a dos. Para

verificarlo notemos primero que R̃ es un polinomio homogéneo de grado n y
consideremos R̃ desde la carta (z1, w1) de CP 2, es decir znR̃(1, wz ) = 1

z1
R̃(1, w1).

Aśı

R̃(1, w1) =
n∑
k=0

wk1

y observemos que si α es una ráız (n + 1)−ésima distinta de uno, entonces
R̃(1, α) = 0. Efectivamente, pues

R̃(1, α) = 1 + α+ α2 + · · ·+ αn

Multiplicando ambos lados por α se tiene que

αR̃(1, α) = α+ α2 + · · ·+ αn+1;

puesto que αn+1 = 1, se sigue que

αR̃(1, α) = α+ α2 + · · ·+ αn + 1

y equivalentemente, αR̃(1, α) = R̃(1, α). En consecuencia y dado que α 6= 1 se
tiene que R̃(1, α) = 0. Por lo tanto las ráıces de R̃(1, w1) son distintas dos a
dos pues son las n ráıces (n+ 1)−ésimas de la unidad distintas de uno. Aśı las
cosas, R̃(1, w1) se factoriza como

R̃(1, w1) =
n

Π
j=1

(w1 − rj), r = e
2π
n+1 i

y en consecuencia

R̃(z, w) = znR̃(1, w1)

= zn
n

Π
j=1

(w
z
− rj

)
=

n

Π
j=1

(w − rjz)
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Por consiguiente, el polinomio H es transversal al infinito. En virtud del teorema
4.7 toda curva de nivel no singular tiene por dimensión de su primer grupo de
homoloǵıa (n+ 1)2. Más aún sabemos que topológicamente son toros de género

gLc = (n+1)(n+1−1)
2 = n(n+1)

2 con n + 2 puntos removidos que se corresponden
con los factores de Hn+2.

Para cerrar solo nos gustaŕıa agregar que está familia de ejemplos fue muy
productiva y definitivamente limpió para nosotros el panorama y permitió me-
jorar nuestro entendimiento sobre ecuaciones diferenciales hamiltonianas. Por
ella misma la familia de ecuaciones (5.10) puede también ser considerada con
cualesquiera dos rectas paralelas a las originales y que no sean los ejes coorde-
nados y para la familia resultante los coeficientes son afectados por factores que
dependen del cociente entre las coordenadas del punto de intersección de las rec-
tas invariantes y para ella es posible conseguir resultados totalmente análogos
a los enunciados en las proposiciones 5.3 y 5.10.
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