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Introduccion

Préacticamente de la mano con el nacimiento del célculo infinitesimal en la
segunda mitad del siglo XVII surgen la ecuaciones diferenciales ordinarias. Por
razones obvias Newton y Leibnitz fueron de los matematicos més involucrados
en intentar resolverlas y encontrar un algoritmo con el cual poder dar solucién
a cada una de ellas. Los nombres de estos dos matemaéticos no son los tnicos
importantes que uno puede encontrar en la historia de las ecuaciones diferencia-
les. Durante finales del siglo XVII y buena parte del siglo XVIII més personajes
de gran importancia como Lagrange, Euler, Riccati, D’Alembert, Hamilton, Pi-
card, Cauchy, varios integrantes de la familia Bernoulli y algunos mas también
pretendian resolver cada ecuacion diferencial que se les plantease. Se obtuvie-
ron grandes logros y el desarrollo de diversos métodos para resolver familias
de ecuaciones, sin embargo atun era sélo eso, ejemplos particulares. El teore-
ma 1.1 enunciado en este trabajo asegura la existencia de una solucién a cada
ecuacién diferencial la cual es tnica una vez fijada la condicién inicial. Es en el
siglo XIX cuando al fin Lyapunov y Poincaré sientan las bases de la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Este tltimo propone ademads dar prioridad
al comportamiento geométrico de las soluciones en el espacio de las fases més
que al calculo de ellas y con ello da origen también a la teoria cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Poincaré intenta dar una clasificacion analitica de las
ecuaciones diferenciales estudiando el campo vectorial que las define y por medio
de ello lograr comprender la dinamica que presentan las soluciones a la ecuacion.

Las ecuaciones hamiltonianas (parte central de este trabajo) son ecuaciones
distinguidas desde la 6ptica del estudio cualitativo pues justo para ellas es re-
lativamente sencillo describir las curvas solucién, debido a que éstas pueden ser
vistas como curvas de nivel de una funcién analitica de C? en C.

El presente trabajo es principalmente motivado por el resultado sobre ecua-
ciones hamiltonianas exhibido en la proposicion 3.1, la cual muestra una propie-
dad muy peculiar sobre sus exponentes caracteristicos en la linea al infinito al
extender la ecuacién diferencial al plano proyectivo complejo CP?. La pregunta
natural era ;Es ésta una propiedad nica de ecuaciones hamiltonianas?. Es de-
cir, si una ecuacién diferencial polinomial tiene tal homogeneidad en cuanto a
sus exponentes caracteristicos, nos preguntamos, si es ella una ecuacién hamil-
toniana. Ejemplos como el 3.3 nos permitieron ver que la homogeneidad era una

VII



VIII Introduccion

condicién necesaria, mas no suficiente, pero no sélo eso, también posibilit6 vis-
lumbrar el resultado que caracteriza por completo a las ecuaciones diferenciales
de grado n cuyos exponentes caracteristicos son todos iguales.

La inquietud de no poder auin asegurar la integrabilidad de una ecuacién,
via la informacién obtenida en la linea al infinito, nos llevo a la construccién de
los ejemplos presentados en el capitulo 5 los cuales permitieron encontrar con-
diciones adicionales en la parte affn de CP?; estas condiciones completaron las
hipotesis sobre la ecuacion diferencial para asegurar que ésta fuese hamiltonia-
na. Los esfuerzos rindieron fruto dando lugar al teorema 3.2 el cual caracteriza
a las ecuaciones hamiltonianas de grado 2.

Una vez que los ejemplos desarrollados en el iltimo capitulo cumplieron su
objetivo para con la integrabilidad, decidimos realizar un anélisis de sus cur-
vas soluciéon por medio de su primer integral lo cual nos condujo a la nocién
de transversalidad al infinito y a estudiar algunas de las consecuencias de tan
importante propiedad. En otras palabras, tal situacién motivé el desarrollo del
capitulo 4.

En el capitulo 1 presentamos algunas nociones béasicas en ecuaciones dife-
renciales y realizamos un estudio local de sus soluciones por medio del campo
vectorial que define a cada una de ellas. También dirigido al estudio del com-
portamiento de las soluciones definimos la transformacién de monodromia, la
cual permite estudiar la dindmica transversa de las curvas solucién.

En el capitulo 2 desarrollamos la herramienta pertinente para hablar de
ecuaciones hamiltonianas y es ahi donde las definimos formalmente y exhibimos
su importancia.

En el capitulo 3 abordamos la extension de ecuaciones diferenciales polino-
miales al plano proyectivo complejo CP? junto con las propiedades generales
que esta extension tiene. Es en este capitulo donde exponemos los resultados
que motivaron este trabajo.

En el capitulo 4 definimos a las superficies de Riemann y exponemos breve-
mente dos invariantes topolégicos para ellas: la caracteristica de FEuler-Poincaré y
el género de una superficie. Ademéds probamos la férmula de Riemann-Hurwitz
para aplicaciones analiticas entre superficies de Riemann compactas. Por ultimo
estudiamos la transversalidad al infinito y sus consecuencias sobre las curvas de
nivel de un polinomio en dos variables.

A lo largo del capitulo 5 exponemos algunos ejemplos que hemos construi-
do con el objetivo de completar las hipdtesis necesarias para el enunciado del
teorema 3.2. Asimismo desarrollamos los resultados sobre ellas que surgieron de
analizar sus propiedades en el plano afin de CP2.



Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales
analiticas en C?

En este capitulo introduciremos la nocién de ecuacion diferencial definida
por un campo de vectores, la solucién a ella y lo que geométricamente ésta
representa. Asimismo, enunciamos el teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones y probamos el teorema de rectificacion, este ultimo nos permite rectificar
las soluciones en vecindades de puntos no singulares. Estos conceptos y resulta-
dos son fundamentales para el desarrollo de los capitulos siguientes. Realizamos
un estudio local de ecuaciones diferenciales por medio del campo vectorial que
define a cada una de ellas y probamos el teorema de linealizacion de Poin-
caré en sus versiones formal y analitica. Ademas definiremos la transformacion
de monodromia. Esta transformaciéon permite entender la dindmica transversa
de las soluciones. Finalmente, estrechamente ligada a la transformacién de mo-
nodromia, definiremos la ecuacion de primera variacion. Esta nos proporciona
informacion a primera aproximacion lineal, de soluciones cercanas a una fija.

Definicién 1.1. Un campo vectorial analitico v, en un dominio abierto
U C C? es un par ordenado de funciones analiticas v; : U — C, i = 1,2,

v = (vy,vq) : U — C?.

Denotamos por D(U) el espacio de campos vectoriales analiticos en U.

Geométricamente representamos esta asignacién como el vector v(p) anclado
en el punto p € U.



2 Capitulo 1. Ecuaciones diferenciales en C?

Figura 1.1: Representaciéon de un campo vectorial en U.

Podemos también asociar a cada punto p de U la recta (compleja) cuya
direccién coincide con la dada por el vector v(p). A una asociacién de este estilo
se le conoce como campo de direcciones en U.

Definicién 1.2. Sea U C C? un dominio abierto y v € D(U) un campo vecto-
rial. Definimos la ecuacion diferencial asociada a v como':

z=wv(z) z€U (1.1)
donde z = z—f y z = (21, 22), con t una variable en C.

Una solucidn a la ecuacién diferencial (1.1) es una funcién analitica ¢ =
(¢1,92) : V = U definida en un abierto V' C C, cuya imagen vive en U y que
satisface:

o) =v(pt)) Vie V CC.

Es decir ¢ es una curva compleja plana, parametrizada por la variable ¢, cuyo
vector derivada para cada ¢y € V coincide con el vector v(p(to)). A ésta se le
denomina curva fase o bien curva integral de la ecuacion. A la representacion
grafica de las soluciones en U se le conoce por retrato de las fases. (ver figura
1.2).

Observacién 1.1. Siv(p) # 0, es claro que dado un complejo ¢ € C* := C\{0},
el vector ¢ - v(p) es también tangente a la solucién en p, pues vive en el mismo
subespacio vectorial.

Es importante destacar que al ser ¢ un complejo no nulo, multiplicar por
él resulta en una homotecia y una rotacién del vector v(p). Esto nos permite
observar que hay todo un plano real tangente a la solucién en p, lo cual es
natural puesto que la solucion estd siendo parametrizada por un parametro t
complejo. La mayoria las representaciones que aparecen a lo largo del trabajo
son basadas en lo que conocemos del caso real.

LEl concepto de campo vectorial es valido en dimensién n, para n > 1, considerando una
n-ada ordenada v = (v1,v2,...,Un), de funciones analiticas definidas en un dominio abierto
U C C". Y la ecuacién diferencial definida por él como

Z=wv(z)
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Figura 1.2: Retrato de las fases en C? con punto singular en el origen.

Veamos algunos ejemplos y analicemos (cuando esto sea posible) el compor-
tamiento de sus soluciones.

Ejemplo 1.1. Consideremos la ecuacion diferencial dada por el campo vectorial
constante vg(z1,22) = (1,0)

21:1 2
=0 zeC

En este caso las soluciones pueden ser calculadas explicitamente, resolviendo
por separado

73121 y 2220,

que son dos ecuaciones independientes entre si, quedando

z1 (t)
Zz(t)

t+c

c1,c0 € C.
¢ 1,C2

Es decir, las soluciones a la ecuacién son de la forma ¢(t) = (t 4 ¢1,¢2). Estas
para cada (c1,cz) € C2, son parametrizaciones de rectas complejas paralelas al
eje z1.

(C2 29

5 @(t, p)

21

Figura 1.3: Soluciones de Z = vy(2).
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Ejemplo 1.2. Consideremos ahora la ecuacion diferencial definida por un cam-
po vectorial lineal de la siguiente forma

2:’1 . )\1 0 z1 *
B ] wewee 0

No es dificil convencerse de que todas las soluciones a esta ecuacién son de
la forma (t) = (e*ter, e*?tey), ¢1,co € C. Derivemos con respecto de t para
verificar que en efecto resuelven la ecuacién (1.2)

G(t) = (\eMler, Age?ler) = v(p(t)) Vt € C.

La geometria de las soluciones de este ejemplo debe su comportamiento (lo-
cal) al cociente ﬁ—? Sin embargo, por ahora no contamos atin con la herramienta
suficiente para justificarlo, para ello tendremos que esperar hasta el final de este
capitulo.

Analicemos un ultimo ejemplo.

Ejemplo 1.3. Consideremos la ecuacion dada por

a1 0 21 0
[2'2] B {0 n—l—l} LJJF[M?Hy acC,neN

En este caso la ecuacién Z; = z; es independiente de la variable z5 y podemos
resolverla como en el ejemplo anterior, teniendo

z1(t) = e'cy, ¢ €C.
Asi, la ecuacion en la variable zo se reescribe como
sy =(n+ 1)z + @™Vt a=acit (1.3)

Las soluciones a la ecuacién (1.3) forman un subespacio afin y pueden ser escritas
de la forma o(t) = ¥o(t) + ¥1(t), donde 1o(t) es una solucién particular a la
ecuacion (1.3) y 91(t) es solucién a la ecuacién homogénea 2y = (n + 1)z2, es
decir ¢ (t) = e("tDte, ¢y € C. La demostracién de este hecho es por completo
analoga a la conocida para sistemas de ecuaciones lineales. Para encontrar una
solucién particular proponemos?

1/)0(t) _ f(t)e(n+1)t,

donde f es una funcién analitica. Derivando esta expresién con respecto a t se
tiene

Go(t) = F(E)eTHVI 4 (n 4 1) f(£)eHDE,

2Este método es conocido como variacidn de pardmetros o variacidn de constantes.



Si ) satisface la ecuacién (1.3), entonces
Yo (t) = (n+1)vo(t) + ae™ 1!

F@®e™ TVt 4 (n+ 1) f()e™ D = (n4 1) f(t)e" Dt 4 gent)t
F(t)e Dt = Gelntt

de donde se sigue que

ft)=at+k, keC.
Entonces o(t) = e™tV¥(at + k), k € C, es una solucién particular de la
ecuacién (1.3) y por lo tanto el resto de las soluciones son de la forma

2(t) = eV at + k), k=k+co.

Por ahora nos interesa unicamente el comportamiento de las soluciones cerca
del origen de C?. Notemos que por lo anterior, las soluciones son de la forma

o(t) = et (cy, e (at + k)).

Sin importar el valor de las constantes ¢; y k las soluciones se aproximan al
origen en el tinico caso en que ¢! se aproxima a cero. Es por ello que analizamos
el comportamiento asintético de las soluciones cuando Re(t) tiende a —oo y la
relacién que guardan entre si las coordenadas z1(t) y 22(t), de la solucidn, en el
limite.

(n+)t(~ 1.
lim 22 (t) —  lim e M at + k)
Re(t)——o0 21 (t) Re(t)——o0 etcl
nt(x~ 1.
—  tm ¢ (at+ k)
Re(t)——o0 C1

=0.

Lo que geométricamente representa que las soluciones se aproximan al origen
de manera tangente al eje 2.

Observemos que en todos los ejemplos vistos se tiene que, dado un punto
p = (c1,c¢2) existe una y sélo una solucién a la ecuacién (1.1) que satisface
»(0) = p, tal situacién no es una particularidad de nuestros ejemplos y esto se
ve reflejado en el siguiente teorema, que es uno de los pilares en esta teoria.

Teorema 1.1 (de existencia y unicidad de soluciones). Sea
z=wv(z), (t,2) eV xUCCxC?

una ecuacion diferencial analitica en V- x U. Dado (tg,z9) € V x U ewiste una
vecindad Vo C V de tg y Uy C U de zg tal que para toda z € Uy existe una
solucion ¢ : Vo — Uy, @(t, z) ¢(to,z) = z de la ecuacion y estd definida para
toda t € Vy. Mds ain la solucidn con condicion inicial p(to,z) = z es Unica y
depende analiticamente dicha condicion inicial.
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Este es un resultado que por si solo destaca por su gran importancia. Una
prueba de él puede ser consultada en [6]; gracias a él sabemos que toda ecuacién
diferencial definida por un campo v € D(U) tiene solucién tnica, una vez fija
la condicién inicial p € U. Denotaremos por ¢(t,p) a la solucién con condicién
inicial® p (i.e. que satisface ¢(tg,p) = p).

Asi, el retrato de las fases de una ecuacién diferencial nos provee de una
particién, por curvas solucién, del dominio en donde esté definido el campo vec-
torial por el cual estd dada la ecuacién. Ademds el teorema 1.2 nos permite
entender la geometria local de este objeto llamado espacio foliado o simplemen-
te foliacion. Es decir, el retrato de las fases de una ecuacién, nos permite un
primer acercamiento al concepto de foliacion singular por curvas, que a grandes
rasgos es una particion del espacio fase en curvas conexas, llamadas hojas, que
localmente lucen como planos paralelos entre si*.

No siempre tendremos la fortuna, como en los ejemplos anteriores, de poder
encontrar soluciones explicitas a una ecuacién dada. Es por ello que se convierte
en una necesidad realizar un estudio de las soluciones de una ecuacién a partir
del campo vectorial que la define.

Definicién 1.3. Decimos que p € U es un punto singular del campo vectorial
v € D(U) (o bien, de la ecuacion diferencial que €él define) si v(p) = 0. En otro
caso diremos que p es no singular. Al conjunto de puntos singulares del campo
v lo denotaremos por sing{v}.

Ademds si p es un punto singular definimos la parte lineal del campo vectorial
en p como

v
Dyv = [} (1.4)
r 0z|,_,
donde [%]Z:p es la matriz jacobiana de v, evaluada en el punto® z = p.

Asi, en los ejemplos 1.2 y 1.3 el tinico punto singular es el origen de C?
mientras que en el ejemplo 1.1, se tiene, sing{v} = 0.

El comportamiento de las soluciones en vecindades de los puntos no singu-
lares se entiende bien. Veremos ahora que es relativamente sencillo describirlo
geométricamente por medio de una equivalencia analitica local.

Teorema 1.2 (de rectificacién). Sea 2 = v(z), 2 € U C C?, v € D(U) y sea
zp € U. Entonces en toda vecindad Uy de zg que no tenga puntos singulares del
campo v, existe un difeomorfismo

¢ : Uy — ¢(Up) C C?

3Regularmente consideramos tg = 0.

4Una definicién completa del concepto de foliacion singular por curvas puede ser consul-
tado en [6]

5En el resto del trabajo los teoremas enunciados suponen siempre que p es el origen de
coordenadas, pues en caso contrario es suficiente una traslacién del origen para lograrlo.



tal que D¢ - v = vy, donde vo(z) = (z1,0).

Demostracion. Si zp € Uy es un punto no singular, es decir v(zp) # 0, existe
una transversal local I" a v(zp) basada en zj.

v(20)

Figura 1.4: Transversal local a v(zp).

Supongamos sin pérdida de generalidad que existe una vecindad Bj(zo) de
2g, contenida en U y tal que I' = {z € C?|z; = ¢} N Bs(20) es una transversal
local® en zg.

—

As
=
v

Figura 1.5: Transversal local a v(zg), paralela a z; = 0.

Consideremos ahora la transformacién ¢ : V xI' — C2, V C C definida como

P(t,z) = p(t, 2)

6En otro caso es suficiente considerar un cambio de coordenadas lineal que la lleva local-
mente en un plano paralelo al eje z2.
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donde ¢(t, z) es la tinica solucién de Z = v(z) con condicién inicial p(0,2) = 2
v que estd definida para todo t € V.

Observacion 1.2. Notemos que la expansion en serie de Taylor, en t = 0, de
p es

9
ot

= tL"
z+ t(O,z)Jr

o(t,z) = 0(0,2) + t=—(0,2) + - -

Por el teorema 1.1 sabemos que ¢(t, z) es también diferenciable con respecto
a la variable z. De lo que deducimos que

9%
0z

t=0

Asi las cosas,
ot 0z

Do =[22, 2] = [Ul(z) 0]

y puesto que v1(z9) # 0, pues hemos supuesto que v(zg) € I', entonces D¢ es
invertible para ¢ = 0 y por tanto ¢ es una transformacién analitica con inversa

]

- 1]
Ml/' g

Figura 1.6: Rectificacién local de las soluciones.

analitica en una vecindad de zg. Ademds D¢ - e; = {

O

La prueba del teorema 1.2 nos dice que localmente, en vecindades de puntos
no singulares, las soluciones son en esencia rectas, complejas, paralelas como
las soluciones del ejemplo 1.1 en el que la ecuacion esta definida por un campo
vectorial constante no nulo. Tratando de imitar el analisis local que hemos he-
cho antes, podemos esta vez examinar el comportamiento de las soluciones en
vecindades de puntos singulares. Veremos que la dindmica en éstas es mas rica
en muchos sentidos.
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1.1. Equivalencia formal

Hemos hecho uso ya, antes enunciar el teorema 1.2, de la palabra “equiva-
lencia”sin decir previamente lo que por ella entendemos. Como es usual en las
Matematicas, buscaremos una manera de simplificar nuestro objeto de estudio.
En nuestro caso nos gustaria encontrar una ecuacién diferencial “sencilla”” y una

transformacion que lleve sus soluciones en soluciones de nuestra ecuacién inicial.

Supongamos que v y ¥ son dos campos vectoriales analiticos definidos en
abiertos U y U respectivamente yvaque H : U — U es una transformacién
analitica con inversa analitica, en otras palabras un biholomorfismo de U en
U. Supongamos ademés que H manda soluciones de la ecuacién = v(z) en
soluciones de la ecuacién Z = 9(z), es decir, si ¢, (t,p) es solucién a la ecuacién
diferencial que define v, con condicién inicial ¢(0,p) = p, entonces

H(pu(t,p)) = wa(t, H(p)), Yt (1.5)

donde w5 (t, H(p)) es la solucién a la ecuacién z = 9(z) que al tiempo ¢ = 0 pasa
por H(p). Derivando, con respecto de ¢ la igualdad (1.5), se tiene

S (1)) = 5 eolt, H).

Puesto que ¢, vy 5 son soluciones de 2 = v(z) y 2 = 0(z), respectivamente, se
sigue que

OH -
] st = otste HOD),
Po (t7p)
y como esto es valido para todo ¢, en particular para t = 0 se obtiene
OH -
] o) = st (16)
“lp

La transformacién H que hemos considerado satisface H(0,0) = (0,0) y su

OH

matriz jacobiana [@] en (0,0) es invertible, pues partimos de que H es un
biholomorfismo. A una transformacién como ésta le llamamos cambio de coor-
denadas analitico local.

U

Figura 1.7: Cambio de coordenadas local.

"Esta nocién de sencillez dependera siempre de las propiedades que estemos interesados en
conservar.
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Hagamos ahora un pequeno paréntesis para tratar de entender un poco me-
jor lo que acabamos de hacer con el uso de la transformacién H en el desarrollo
anterior.

Al pensar en una transformacién analitica f, de C? en C, en un punto,
debemos recordar que ella admite una representaciéon como serie de potencias
convergente, a saber, por su serie de Taylor, en toda una vecindad del punto.
Para fijar ideas pensemos que dicho punto es el origen de C? y que f(0,0) =0,
entonces existe una vecindad abierta U del origen de tal forma que para todo
zeU

oo
f(z)= Z aaz®, a€Z%, aq €C
|a]=1

donde

2% =2"257, a = (a1,09) y la| = a1 + .

Decimos ademds que f es de orden k si k = min {|o| | an # 0}.

Ahora bien, si tenemos una serie de potencias arbitraria de este estilo, ésta no
siempre representa una funcién pues la convergencia es un elemento clave para
que ésto suceda. Tal situacion nos conduce a la siguiente definicién.

Definicién 1.4. Una serie formal en el origen de C? es una serie

h(z) = Z aaz", o €Z%),aq €C.

lo]=1

La serie h es formal en el sentido que no se garantiza su convergencia en algu-
na vecindad del origen. El conjunto constituido por todas las series formales en
dos variables es denotado por C[[z] = C[z1, 22]. Este forma un anillo con unidad.

Ya con la nocién de series formales, podemos decir lo que entenderemos por
un cambio de coordenadas formal de C? como:

H(z) = (ln(2), ha(2)),
donde hy = 3 anz®y hy = 5 baz® son series formales en el origen (co-
la=1 =1
mo en la definicién 1.4) y de tal forma que la matriz {%} = {210 201], es
10 bo1

invertible®. Por tltimo, tenemos también la nocién de campo vectorial formal,
definido como la pareja
0(z) = (01(2),02(2)),

donde v, U2 son series formales en dos variables, con término constante nulo.

8Bajo esta suposicién se tiene el teorema de la funcién inversa para series formales, es decir

OH
Oz

coordenadas formal G tal que G(H(z)) = H(G(z)) = 2.

si H es un cambio de coordenadas formal y [ ] es invertible, entonces existe un cambio de
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Observacioén 1.3. Es necesario remarcar la diferencia entre un cambio de coor-
denadas y un campo vectorial, la cual en el caso analitico es clara. Por un lado,
un cambio de coordenadas es una correspondencia biyextiva punto a punto mien-
tras que un campo vectorial va de un abierto U de C? en el espacio vectorial C2,
es decir es una correspondencia punto vector. Es de esta manera que debemos
entender como objetos distintos un cambio de coordenadas y un campo vectorial
formales.

Regresando a nuestro problema inicial. La igualdad (1.6) nos sugiere la si-
guiente definicién de equivalencia entre campos vectoriales asi como de las ecua-
ciones diferenciales que ellos definen.

Definicién 1.5. Sean v y U campos vectoriales analiticos. Decimos que v y U son
analiticamente (formalmente) equivalentes si existe H un biholomorfismo
(serie formal invertible) tal que®

D.H -v(z) = 5(H(2)). (1.7)

En el caso especial en que ©(z) = Dgv - z (i.e. U es la parte lineal de v en el
origen) diremos que v es analiticamente (formalmente) linealizable.

Ademds decimos que las ecuaciones diferenciales definidas como z2 = v(z) y 2 =
0(2z) son analiticamente (formalmene) equivalentes si y solamente siv y v
lo son.

Es claro de la definicién misma, que si dos campos vectoriales v y ¥ son
analiticamente equivalentes, lo son también en el sentido formal. Es decir, si
aspiramos a encontrar una equivalencia analitica entre dos campos vectoriales
dados, es necesario que ellos sean primero formalmente equivalentes. Es por esta
razén que iniciamos la busqueda de condiciones para que la equivalencia en este
ultimo sentido sea posible.

Observacién 1.4. La igualdad (1.7) coincide con la siguiente:
DZHHfl(z) . U(Z)|H_1 = f/(z) (18)
Misma que por comodidad sera la que usemos en los calculos.

Pensemos primero en campos vectoriales en una sola variable!?, pues los
calculos que haremos en este caso son, salvo algunas obstrucciones, muy pare-
cidos a los que posteriormente realizaremos al considerar campos vectoriales en

c2.

Proposicién 1.1. Si H(z) = z + hgz", entonces su inversa respecto a la com-
posicion es de la forma H™1(2) = z — hpz? + -+

9La igualdad en el caso formal se entiende coeficiente a coeficiente.
10T as5 definiciones dadas previamente son vélidas para campos vectoriales en C", paran > 1
realizando los cambios pertinentes.
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Demostracion. Buscamos G(z) = c1z + ¢2™ + -+ que satisfaga la relacién
H(G(2)) = G(H(z)) = z. Desarrollemos la composicién G(H(z))

G(H(Z)) = Cl(Z + hkzk) + Cm(Z + hkzk)m 4o
= 1z + cthez® + e 2™ + mepn 2™ et o+

=12 4 1 hpz® + e 2™ + mephp 2™ 4

Puesto que lo que pretendemos es que se cumpla la identidad z = G(H(z)),
entonces ¢; = 1, hy = —c¢,, y kK = m. Por lo tanto

H'2)=G()=2z— 2"+
O

Consideremos la ecuacién diferencial 2 = v(z), z € C con v(z) = a1z +
azz? 4+ --- ,a; # 0, donde los puntos denotan términos de orden superior al
lineal en z y nos preguntamos si serd o no posible que los campos vectoriales
v(z) y v1(2) = a1z sean equivalentes; es decir, jes la ecuacién z = v(z) linea-
lizable?. Veamos primero bajo qué condiciones es posible encontrar un cam-
bio de coordenadas, formal por el momento, que haga equivalentes a v(z) y
vr(2) = a1z + aps® + - -

Comencemos con v3(z) = a1z + azz® + -+, ag € C, es decir nos gustarfa
eliminar el término cuadratico en v. Consideremos Ho(z) = 2z + hgz2. Si Ho es
el cambio de coordenadas que deseamos, entonces debe satisfacer la igualdad
(1.8).

0H, _
[a] Co(Hy ' (2) = vs(2).
Hy'(2)
Es decir'!,
2 _ ~ 3
(1 +2h22’)|H;1(2) . (a12+ agz + - )|H;1(z) — alz+a32 4.

Desarrollemos el lado izquierdo de esta igualdad, recordando que, por la propo-
sicion 1.1, sabemos de que forma es H{l.

= (14+2ha(z —ha2? + ) - (a1(z — ha2® 4+ ) +ag(z — ha2? + )2 +--+)
= (14 2hoz —2h32% + ) - (@12 — arhe2® +agz® +--+)

= a1z — arhe2® 4 agz® + 2a1hp2® 4 - -

= a1z + (arhy + az)2” + - - .

Puesto que lo que pretendemos es deshacernos del término cuadratico es sufi-
ciente tomar el coeficiente hy = —Z—f, el cual esta bien definido pues a; # 0. Asi,

OHo
oz

Sin embargo decidimos conservar la notacién para futuras generalizaciones.

HPor ser Ho en una sola variable, entonces [ ] no es mas que la derivada Hé () de Ha.
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v(z) es equivalente al campo vs(z) = a1z + @zz + --- para algin az € C (ob-
servemos que en general ag # ag). Pensemos ahora que hemos logrado eliminar
los términos de grado 2,..,k — 1 y veamos que condicién es necesaria para eli-
minar el término de grado k del campo vectorial vy (2) = ajz+apz"+---, k > 2.

Comencemos nuevamente considerando un cambio de coordenadas, polino-
mial, de la forma H(z) = 2+ hy,2* y busquemos, como en el caso k = 2, si existe
alguna obstruccion que nos impida definir un coeficiente adecuado hy de modo
tal que con él podamos eliminar el término deseado. Buscamos que se satisfaga

0H,, _
{ Dz } -vp(Hy ' (2)) = vy (2)
H, ' (=)
con vi41(2) = a1z + azft! + ... Es decir,
(1+ khkzk71)|H;1(z) (arz + a2t + - )|Hk_1(z) =a1z+ by 24

y desarrollemos sdlo el lado izquierdo de la igualdad
= (1 +khp(z — hp2® 4 - ) (a1 (z — hp2® 4+ ) Fan(z — hp2® + - )F 4
= (1+ k2"t +-) (a12 — arhp 2 +apzf +---)
=qiz — alhkzk + &kzk + alkhkzk + .-

=a1z+ (arhr(k — 1)+ ap)2" + ...

Como lo que deseamos es anular el coeficiente del término de grado k, es sufi-
ciente definir hy = Wc‘fl), ésto es siempre posible pues a1 #0y k > 2.

Notemos que hasta el momento todos los cambios de coordenadas Hy que
hemos hecho son polinomiales y puesto que todos ellos tienen parte lineal no
nula, por el teorema de la funcién inversa, sabemos que H, L estd definida y es
analitica en una vecindad del cero. Con esto, pretendemos destacar que podemos
siempre hacer equivalente el campo v(z) = ajz + az? + --- con el campo
vi(2) = a1z + axz® + -+ con un niimero finito de cambios de coordenadas
analiticos, y por tanto la composicién de este niimero finito resulta en un solo
cambio de coordenadas analitico, para k tan grande como deseemos. Y a pesar
de no poder asegurar nada de la analiticidad al eliminar todos los términos de
grados superiores al lineal es posible obtener el siguiente resultado en el sentido
formal.

Teorema 1.3. Sea v(z) = a1z+agz*+--+, 2 € C, a1 # 0, un campo vectorial,
entonces v es formalmente linealizable.

La demostracién estd practicamente concluida con el trabajo que hemos
desarrollado en los parrafos previos. Basta considerar el cambio de coordenadas
que resulta de componer aquellos que eliminaban, uno a uno, los términos de
grados superiores al lineal, esto es:

H:= lim Hpo---0Hy
k—o0
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donde H, = z+ h,z" con h, = ﬁ“jl).m
Es justo en la definicion de H como un limite de composiciones donde ya no
podemos, a priori, asegurar su analiticidad, aunque si sabemos, al menos, que

es un cambio de coordenadas formal.

Una vez que hemos experimentado la bisqueda de condiciones para la equi-
valencia formal en una variable, a nivel de los cédlculos, podemos dar el salto al
problema que en realidad nos interesa. Esto es, para campos vectoriales en dos
variables.

Consideremos la ecuacion diferencial
21 o )\1 0 Z1 alkzk
A1 R =
k

con zF = 2Fzke ¢k = ky1 + ko, como antes.
1 2 9

Como hicimos para campos vectoriales en una variable, trataremos de en-
contrar algunas condiciones bajo las cuales sea posible hallar un cambio de
coordenadas formal mediante el cual v(z) y el campo

_ )\1 O z1
sean equivalentes, con A1, Ay € C.

Procedamoso de igual forma que en una dimension. Deseamos primero eli-
minar el término a,;2*. Para lograrlo proponemos el cambio de coordenadas
H(z) = (21, 22) + (h1x2",0). De manera ansloga a como pasa en dimensién uno,
H; ' (2) = (21,22) + (—h1g2* 4 - -+ ,0). De acuerdo a la definicién de equivalen-
cia formal encontraremos una condicién sobre €l coeficiente hix que nos permita
eliminar el término a;,z*. Obteniendo

{GH;C

} . [akﬂzw +o ]
62’ Hk—l(z)

v(z)lel(z) =Dgv-z+ 0

Notemos primero que,

[3Hk _ 1+If1h1k§ k’2h1k%

0z :|Hk_1(z) 0 1 H)

12Cabe mencionar que cada cambio Hj de coordenadas modificard los términos de orden
mayor que j, por lo que a cada paso, la constante h; se define en relacién con el coeficiente
a; que corresponda (una vez realizado el cambio que elimina el término de grado r — 1).
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Asi, desarrollando [6;;’“]}1,
k

1) ’U(Z)Hk—l(z) se tiene

1

1+ klhlkg kzhlkg
0 1
L H, (2)

] {)\121 + alkzk}
A e

_ [+ kﬂhk%)@\lzl + a1,2¥) + Azzz(kzhlki)]
A
L 272 H'(2)
[(A121 + Mkihipz® + a2’ + Aokohyg 2"

)\22’2 —1
L H, " (z)

[(A1z1 + (a1 + Aik1hig + )\2k2h1k)2k}

L UPES H'(2)

_)\1(21 —hy2F 4 )+ (a1 + har(Ak1 + Aoka)) (21 — hygz® + - )klZ§2
)\22’2

. _)\12’1 — Alhlkzk + (alk + hlk(/\lkl + /\Qkig))zk + - :|
)\222

(X121 4 (a1 4+ ha(Akr + Agka — A1))2P 4 -+
L )\22’2 ’

Pretendemos deshacernos del término de grado k y esto puede lograrse tomando
h1i de forma tal que

alk + hlk(/\lkl + /\2]{12 — )\1) =0.

Es decir,
aig a1k

hiy = = )
TN = (k1 Agka)  A— < Ak >

con < A\, k >= A k1 + Aako. Para que éste quede bien definido es necesario que
A A< N k> (1.10)

Tal situacién serd importante en nuestro estudio de la equivalencia formal y
analitica. Ello motiva a la siguiente definicién.

Definicién 1.6. Dada una pareja (A1, \2) € C? decimos que ésta es resonante,
si existen mq,me € Zy U {0}, con |m| =mq +mo > 2 tales que se satisface

Aj = Aimq + Aamo, para algin j € {1,2}.

En tal caso, dicha pareja tiene asociado al monomio ajmz™ con 2™ = 27" 25"

y al cual denominamos monomsio resonante.
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. .., . . . ki k
Observacién 1.5. Dada esta definicién concluimos que, si el monomio a1,2;" 25*
es no resonante, entonces el coeficiente

a1k

hip = — 8%
TN < Mk >

estd bien definido. Como consecuencia también, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.4 (de Poincaré formal). Sea z = v(z) una ecuacion diferencial
analitica en una vecindad de (0,0), con v(z) = Az +vp,(2) + -+, donde A es
la matriz de la parte lineal en el origen y vy, (2), |m| = my + ma, contiene al
primer término no lineal distinto de cero. Si el espectro™® de A forma una pareja
no resonante, entonces la ecuacion z = v(z) es formalmente linealizable.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que A es una matriz

diagonal
a0
A= {0 )\2]
y supongamos también que v, (2) = (@127 252 + -+ ,0), a1m # 0. Ahora

bien, por hipdtesis la pareja (A1, A2) es no resonante, consecuentemente, por la
observacion 1.5, es siempre posible definir un cambio de coordenadas de la forma

Hyp(2) = (21, 22) + (him21"125"2,0)

con a
1m
hip = —————.
TN = < A m >
Este cambio de coordenadas realiza la equivalencia formal entre los campos
vectoriales v(z) y vg(z) = (A121 + dlszlzém + -, Aazo) con |k| = k1 + ko >
my +mo + 1.

Teniendo asi, nuevamente, la situacién inicial.

Observacion 1.6. Observemos que cada vez que componemos el campo v con
la transformacion Hy,! los términos de grado menor a |m| no se ven afectados
en la primer coordenada y en la segunda esta transformacién se comporta como
la identidad.

Por lo tanto la demostracion a este teorema concluye al considerar la serie
formal que resulta de la composiciéon de todos los cambios de coordenadas que
eliminan, uno a uno, los términos de grado superior al lineal en (21, 22).

H:= lim H1k0~--OH1m.

|k|—o00

Asf definida, H realiza la linealizacién formal'* del campo vectorial v(z). O

13F] espectro de una matriz A es el conjunto cuyos elementos son los valores propios de A.
14E] resultado del limite de composiciones es de la forma z + h(z), 2 € C2 y h € C?[z].
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Es importante resaltar que en la prueba anterior los obstaculos, para conse-
guir la linealizacién formal eran, en caso de aparecer, los monomios resonantes.
Asi, el siguiente resultado es también valido.

Teorema 1.5 (de Poincaré-Dulac formal). Sea z = v(z2), v(z) = Az + ---,
una ecuacion diferencial analitica y supongamos que los valores propios de A
forman una pareja resonante. Entonces Z = v(z) es formalmente equivalente a
la ecuacion z = W(z), donde W(z) = Az + q(z) y q(z) es la serie (o suma)
formada por monomios resonantes.

La prueba de este teorema es practicamente la misma que la dada para el
teorema 1.4. Omitiendo los cambios de coordenadas que no pueden ser definidos
debido a las resonancias presentes.

Veamos ahora, que la posicion de los valores propios A1, A2 en el plano com-
plejo C, determina los casos en los que la cantidad de resonancias en un campo
vectorial es finita o infinita. Supongamos que (A1, A2) € (C*)? es una pareja
resonante y supongamos ademads, sin pérdida de generalidad, que existen dos
enteros my, mg € Zx tales que |m|=mq +mg > 2y

Ay = Aimy + dama.

Entonces
)\2(1 — mg) = )\1m1

0 equivalentemente
Ao my

A l—my

de donde se sigue que si (A1, A2) es resonante, entonces necesariamente ﬁ—f €Q.
Examinemos los distintos tipos de resonancias.

a) Si i—f > 0, entonces my = 0 y por tanto Ay = Aymy con m; > 2. En tal

caso Z = v(z) es formalmente equivalente a

251 o )\1 0 z1 0
[ R 1 G O R
Andlogamente, si \; = A\amo, mo > 2 se tiene equivalencia formal con el campo
251 . )\1 0 z1 ﬁz?zg”
210 R[5 e
debido al teorema 1.5.
b) Si i—? < 0, entonces mg > 1y my # 0, asi, de la igualdad As = Aymq + Aams

obtenemos
0=Ami+ )\Q(mg — 1)
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y por tanto
Ay = n[)\lml + /\Q(mg — 1)] + Ao, Vn € Z+.

De donde, si @ = my y 8 = ms — 1, los monomios resonantes son de la forma
Canz2(2§25)"
Andlogamente, la resonancia \; = A\1k; + Aoks con kg > 1y ko # 0 implica

0= A (k1 — 1) + Aaks

y por lo tanto
)\1 = n[)\l(kl — 1) + )\2](52] + )\1.

Tomando & = k1 — 1 y 8 = ko, los monomios resonantes son de la forma
~ 6% B n
Cinz1 (27 25)".

En conclusion, si (A1, A2) es una pareja resonante y satisface i—f < 0, entonces

la ecuacion diferencial
731 o /\1 0 Z1
2-0 nJE-

es formalmente equivalente a la ecuacién

. e ~ a fé n
Zil M 0 [~ Crnz1 (2§ 25)
|:Z :| B |:O )\ :| |:Z :| + Z a. Byn
2 2 2 n=1 LConz2 (2] 22)
por el teorema 1.5.

c) Si A1 = 0 entonces las resonancias son de la forma
O:A1:)\1m1+)\2~0, le 22

y también
A=Mki+X-1, k>1

Por lo que los monomios resonantes correspondientes son de la forma ¢y, 27
y Egklzflzg, respectivamente. Esto nos permite concluir que la ecuacién

21 o 0 0 Z1
B IHE
es, en virtud del teorema 1.5, formalmente equivalente a la ecuacién

Z1| {0 0] |z +§: C1k2'f+1
Z9 0 A2 [22 Con2lzy |

k=1
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Observacion 1.7. En resumen, si el espectro de la parte lineal, en el punto
singular, forma una pareja resonante hemos observado en a) que esto ocurre

solo cuando el cociente ﬁ—f, o bien /A\—; es un nimero natural y en tal caso se
tiene una inica posible resonancia. Por el contrario en los casos b) y ¢), es decir

si i‘\—f € Q= U{0}, es posible tener una infinidad de resonancias.

Definicién 1.7. Decimos que una pareja X = (A1, A2) estd en el dominio de
Poincaré, \ € P, si el segmento de recta que une A1 y A2 no contiene a 0 € C.

Definicién 1.8. Decimos que una pareja A = (A1, \2) estd en el dominio de
Siegel, A € S, si el segmento de recta que une A\ y A2 pasa por 0 € C.

Los dominios de Poincaré y Siegel rescatan informacién importante respecto
al nimero de resonancias posibles, como hicimos ver en la observacién 1.7.

Proposicién 1.2. Sea zZ = v(z) una ecuacion diferencial analitica. Si el espectro
de la parte lineal del campo en un punto singular estd en el dominio de Poincaré ,
entonces el numero de resonancias es finito.

Mis aiin, el conjunto {\; — (A\,m) #0|i=1,2 m € Z,} tiene una distancia
minima, distinta de cero, con el origen de C2.

Demostracion. Por hipétesis la pareja A = (A1, A2) estd en el dominio de Poin-
caré. En consecuencia existe una recta ¢ en el plano complejo que separa a los
eigenvalores del cero. Consideremos la recta perpendicular a ¢, ¢+ que pasa por
0 € C y consideremos la proyeccién ortogonal de los puntos A;, A2 en dicha
recta (como en la figura 1.8).

Y C
fJ‘
M (A, m)

/AQ

Figura 1.8: A = (A1, A\2) € P.

Cada proyeccién no es menor que la distancia de 0 a £. Por otra parte la
definicién de resonancia estd dada para combinaciones lineales con coeficien-
tes enteros no negativos. Consecuentemente para |m/| suficientemente grande
la proyeccién de < A\,m > en la recta £+ serd mayor que la proyeccién maés
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grande de los valores propios y por lo tanto si |m| es suficientemente grande
Ai— < A,m ># 0. O

1.2. Equivalencia analitica

Hemos encontrado ya condiciones suficientes bajo las cuales es posible linea-
lizar formalmente la ecuacién 2 = v(z), z € C2, donde

v(z) = Az + 0(z2)

con A := Dgv la parte lineal del campo vectorial en el origen y ¢ el campo
vectorial que consta del resto de los términos de la expansion en serie de Taylor
de v alrededor del origen. Ahora buscamos linealizar esta ecuaciéon de manera
analitica. Como antes, supongamos que existe H un cambio de coordenadas
analitico que linealiza la ecuacién. Es decir

[2E] . Az = v(H(z)). (1.11)
Ademads por como sucede en el caso formal es razonable suponer también que

dicho cambio de coordenadas es de la forma H(z) = z + h(z), con h(z) una

funcién analitica tal que [%] (0) = 0. Reescribiendo la ecuacién (1.11) se tiene

Desarrollando obtenemos
Az + {gh} <Az = Az + Ah(z) + 0(z + h(2))
z

y simplificando

[gﬂ - Az — Ah(z) = 9(z + h(2)). (1.12)
Definimos el operador lineal £ 4 como:
Lalh](z) := {g};} <Az — Ah(z) (1.13)

Asi, la igualdad (1.12) se reescribe como:
Lah](z) = 0(z + h(z))
Si L 4 fuese invertible se tendria ademas que
h(z) = L3 [0(z + h(2))]. (1.14)

En conclusién, si S; estd definido como S3(+) := 0(z+ ), entonces la transforma-
cién h que buscamos es necesariamente invariante por el operador Lzl 0S5, en
otras palabras es un “punto fijo” del operador. Este razonamiento nos dice que
nuestro problema puede ser resuelto también, si logramos hallar una funcién h
que satisfaga [%} (0) = 0 y la igualdad (1.14). Para atacar el problema desde
esta Optica recurriremos al teorema de punto fijo de Banach.
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Definicién 1.9. Sea v : M — M una transformacion de un espacio en si mis-
mo. Decimos que x* es un punto fijo de v si p(x*) = z*.

Definicién 1.10. Sea M un espacio dotado de una métrica fi y sea vy : M — M
una transformacion de M en si mismo. Decimos que ¢ es una contraccion si
existe a € (0,1) tal que para cualesquiera x,y en M

(), ¥(y)) < aji(z,y).
Denotemos por ¢* la composicién
wk:¢0"'°¢a k€N, wOZZdM
—_——
k—veces

Teorema 1.6 (del punto fijo de Banach). Sea (M, 1) un espacio métrico com-
pleto y sea v : M — M wuna contraccion. Entonces ¢ tiene un unico punto

figo.

Observacion 1.8. Si x* es un punto fijo para la transformacién ¢ y ésta es
una contraccion, verificar que no hay mas puntos fijos es inmediato. Supongamos
que y* satisface ¥ (y*) = y*, entonces

(", y*) = p(y(a), ¥(y*) < apz”, y"). (1.15)
)7

Dado que a € (0, 1), la desigualdad (1.15) sélo es posible si fi(z*,y*) = 0 y por
tanto cuando z* = y*. Asi ¢ tiene a lo mds un punto fijo.

Una vez hecha esta observacién respecto a la unicidad demostremos que bajo
las hipétesis del teorema tal punto existe.

Demostracion. Sea xg un punto arbitrario de M. Por hipétesis existe un niimero
a € (0,1) tal que

a(Y(y), ¥(xo)) < afi(y, zo), Yy € M.

En particular para y = ¢ (x¢), es decir

(4 (o), ¥(w0)) < afi(th(z0), zo).

Observemos también que

i(Y° (o), *(x0)) < afi(®(w0), ¢(x0)) < a?u(¢(z0), o).

E inductivamente

A" (o), ¥ (x0)) < o*fu((20), 20), k€N,

Consideremos la serie dada por

D AW (o), ¥ (w0))
k=0
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claramente se satisface la desigualdad

o0

Zﬂ (W (o), v* (20)) Z 0)s o)

k=0 =0

y puesto que « € (0, 1) se tiene que

Z akﬁ(ﬂ)(xo)’ $0) = Lﬂ(w(zo), ZL‘0).

l1—«
k=0

o0
Por lo tanto laserie Y. fi(¥o*+1(xg), ¥ (z0)) es convergente. Consideremos ahora
k=0
la sucesion (z3)ren C M, con 3, = ¥ (x0). Afirmamos que ésta es una sucesién
de Cauchy. En efecto, sea ¢ > 0 y sean n, m € N suficientemente grandes y tales
que n > m, por la desigualdad del tridngulo se tiene que

ll(xnv xm) S ,ﬂ/(‘rnv xnfl) + 4+ [L(merla xm)
n—1
= ) iThs1, k)
k=m
n—1 m—1
= (Xp41, k) Z (Tt k).
k=0 k=0

(o)

Puesto que la serie Z g, ) = > p(* i (20), ¥ (20)) es convergente,
k=0

existe un natural N( ) N € N tal que si n,m > N, entonces

n—1

M(Tpy1, k) <€

k=m

Por lo tanto (zx)ken es una sucesién de Cauchy y puesto que M es un espacio
métrico completo, existe z* € M tal que kh'm xr = z*. Notemos ahora que
— 00

como 1 es una contraccién, es también, por definicion, una funcién Lipschitz y
por tanto continua. Asi,
Y(x*) = ( lim xp) = ( lim ¥ (z0)) = lm 1 (zg) = 2.
k—o0 k—o0 k—o00

Lo cual demuestra que z* es un punto fijo de 1 y por la observacion 1.15, el
Unico. O

Con este teorema a nuestra disposicién, situaremos ahora nuestro problema
en un espacio métrico adecuado en el cual el operador E;l estd definido'® y
es poco mas que una contraccién. Como hemos de ver, esto es suficiente para
demostrar la existencia del cambio de coordenadas deseado.

15Bajo algunas hipétesis sobre el espectro de la matriz A.
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Definicién 1.11. Sea C[z] el anillo de series de potencias formales, z € C2.
Definimos el operador mayorante p : C[z] — C[z] como:

1 Z an2® | = Z |an ]z

an"‘ZO an"‘ZO

Definicién 1.12. Si f € C[z] definimos la norma p—mayorante como el
funcional en C[z] dado por:

1£1, := sup |u(f(2)| = lu(f(p)l

|z|<p

Ademds, si F = (f1, f2) con f; € C[z], i = 1,2, definimos
HFHP = Ufl Up + H f2|]p

Definimos el espacio p—mayorante B, como el subespacio de las funciones
vectoriales formales, con norma finita

B,:={FecC?[z]| | F], < oo}

Asimismo denotamos por A, el conjunto de funciones holomorfas en el polidisco
D, = {]z| < p}, continuas en D, y dotado de la norma uniforme

1f1l, = max [f(z)]
lz|<p
Observacién 1.9. La contencion B, C A, es vélida para todo p > 0 pues si
F € B, entonces F' es absolutamente convergente en D,
Lema 1.1. El espacio B, con la norma p—mayorante es un espacio de Banach.

La demostracién a este lema puede ser consultada en [6].

Dadas f = > aqaz%, g = >, baz* € [2] con aq, b, reales positivos, diremos
que f € g siag < by, YVa € ZQZO' Si F,G € C?[z], entonces F < G si pasa
entrada a entrada.

Lema 1.2. Para toda p > 0 se satisfacen las siguientes propiedades:

a) Para cualesquiera f,g € C[7]

0f-9lp <0f0o-0910,-

b) Si F,F son dos series formales en R?[z] tales que F < F y G es una serie
con coeficientes no negativos, entonces Go F < Go F.

c) si F,G € C2[z] son series formales tales que F(0) = G(0) = 0, enton-
ces
[FoGl,<[Fle, o=[G],.
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Demostracion. Supongamos que f = >, an2%, g = Y. bgz’, a,p € Z*U
{0}. No es dificil verificar que f - g es nuevamente una serie formal f - g =
S emz™, m € Z2 U {0}, cuyos coeficientes son de la forma:

Cm = Z aq - bg

a+B=m
y puesto que pu(f) = 3 laal2® y u(g) = X |bgl2” se tiene que u(f) - ulg) =

> Emz™ con
Cm = Z |aal - |bsl-

a+p=m

De esto es claro que |c,,| < |G| Ym € Z2U{0}, por lo que u(f-g) < u(f)-u(g)-
Esta desigualdad se extiende a z = p y por tanto

0f-9lp <0/ 0,090,

b) Un argumento anélogo al anterior, en el que queda excluida la posibilidad
de que algunos términos se cancelen, prueba la segunda propiedad entrada a
entrada.

¢) Para probar esta tltima propiedad, también es suficiente analizar entrada
a entrada. Por el argumento en a) y usando b) tenemos que:

p(fog) < u(f)oulg)

Sea ¢ := [Jg[],, entonces

[u(f o g)(p)| < [u(f)(o)].
En consecuencia [|f o g, < [f[o- O

Definicién 1.13. Decimos que S : B, — B, es una contraccion fuerte si
satisface:

i) [5(0), = O(p*)

ii) S es Lipschitz en la bola B, = {[h[, < p} C B, con constante de Lips-
chitz no mayor que O(p).

1SN0 <elp) 1 fllpr - clp) = OCp), 11, < p-
Es decir S(B,) C B,.

Teorema 1.7 (de Poincaré analitico). Sea Z = v(z) una ecuacion diferencial y
v un campo vectorial analitico tal que el espectro de su parte lineal en el punto
singular z = 0 es no resonante y estd en el dominio de Poincaré. Entonces
2 =wv(2) es analiticamente linealizable.
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Demostracion. Sea A := Dgv'® y por tanto el campo vectorial v se escribe como
v(z) = Az + 9(z), con [%] (0) = 0. Consideremos el operador S; : B, — B,
dado por Sz(-) = ¥(z + ). Afirmamos que S; es una contraccién fuerte en
B,. En efecto, por hipétesis #(z) = O(2?) pues [92] (0) = 0, ademds S5(0) =
9(z +0) = 9(2), por lo que, es inmediato que se satisface [S5[, = O(p?). Ahora
sean hy, hy € B,. Definimos g(z) := S;(hg) — Sz(hs) y consideramos

Y1) =2+ Tha + (1 —7hy), cont € [0,1].

Entonces, por el teorema fundamental del cdlculo

7D T o5
g9(2) =0(z + ha) — 0(z + hq) :/ [8} dry
7(0) Zly

| [,

1 ~
:/ BU} (ha — hy)dr.
0 L%y

Asi, por el lema 1.2 se tiene que

o< [ 0 52] b D=
</01|]Bﬂ lo-Dhe—hal,dr

con o = [y(1)], = |z +7ha + (1 — 7)h1 |, . Dado que hy,hs € B,y [ 2], =
21 [p + [ 220, = 2p, entonces

o<[zlp+0hilp+0hlp<20+p+p=4p

Ademis como [ [22] [, = O(0), existe un escalar k tal que [ [22] [, < ko. Y
dado que o < 4p, entonces | [22] [, < cp, con ¢ = 4kp.
Asi,

[S5(h2) = S5(h1)llp < cplha — b1 [, - (1.16)

Por lo tanto Sj es una contraccién fuerte en B,,.

Ahora bien, recordemos que en las primeras lineas de esta seccién definimos el
operador L4 como, L4[h] = [%Z] -Az— Ah(z) el cual, dado que que A = (A1, A2)
es no resonante, es invertible en el anillo de series formales y puesto que hemos
supuesto a la matriz A diagonal, su inversa, E;ll, estd dada por

0 apm 0
Jore me " —| = .
A %ak - 0z, ;)\k—<)\,m>8zk

16Supondremos ademés que A es una matriz diagonal.
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También por hipétesis (A1, A2) € P y por la proposicién 1.2 existe r > 0 tal que
[Ae— < A,m>|>r Vkm.

’ . o
Asf, si h € B, con h(z) = }_ akm2™ 5., entonces

k,m

IN
S| =
B
=
3
A
.5

Por tanto, /J;xl(h) € B, para cualquier h € B,. Ademas puesto que EZI es una
transformacioén lineal y Sj es una contraccién fuerte en B,, entonces /.3;11 o S;
es también una contraccién fuerte. En efecto, si hq, ho € B,

123" 0 S5(ha) — L7 0 S5(ha)ll, = [£4" © (S5(ha) — Si(h2))],

IN

Por el lema 1.1 sabemos que B, es un espacio métrico completo. Asi, por el
teorema del punto fijo de Banach E;ll o S5 tiene un unico punto fijo, digamos
h € B, es decir

h= L3 0 Sy(h))
L(h) = Sz(h)

Por lo tanto H(z) = z 4+ h(z) es el biholomorfismo que linealiza (localmente) a
la ecuacién diferencial z = v(z).
O

De manera andloga al caso formal el siguiente resultado es valido también
en el sentido analitico.

Teorema 1.8 (de Poincaré-Dulac analitico). Sea 2 = v(z) una ecuacidn dife-
rencial analitica, con v(z) = Az+--- una ecuacion diferencial analitica. Si la
pareja X = (A1, A\2) de valores propios de A estd en el dominio de Poincaré y
es resonante, entonces z = v(z) es analiticamente equivalente a la ecuacidn
2 =W(z) donde W (z) = Az + p(2), p(z) polinomial en ambas coordenadas.

La demostracién de este teorema es nuevamente muy similar a la dada para el
caso sin resonancias. Los detalles de las modificaciones pertinentes se encuentran
en [6].
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1.3. Transformacion de monodromia

Continuaremos con el andlisis local de las soluciones a una ecuacién diferen-
cial en vecindades de sus puntos singulares. Pues recordemos que por el teorema
1.2, en vecindades de los puntos no singulares, las soluciones se rectifican. Desa-
rrollamos en esta seccion una importante herramienta en dicho analisis que nos
permite entender la dindmica trasversa de las soluciones.

Definicién 1.14. Sea ¢(t,q) una solucion a la ecuacion diferencial Z2 = v(z).
Decimos que ¢ es una separatriz (compleja) en el punto singular p si localmente
o(t,q) es el germen de una curva analitica yp € p(t,q).

Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuacion diferencial lineal dada en el ejemplo

2'21 o )\1 O Z1 *

2= R eee
Los ejes coordenados Z1 = {(z1,22) € C?| 29 = 0} tanto como Zs = {(21, 22) €
C?| 21 = 0} son separatrices, de la ecuacioén, en el origen de C2.

Definamos ahora la transformacién de monodromia. Sean z = v(z) una
ecuacién diferencial analitica y ¢(t,¢) una separatriz de la ecuacién en p y
sea a € ¢(t,q) un punto no singular. Consideremos ademds una curva y(7) C
©(t,q), 7 € [0,1] tal que 7(0) = a. Consideremos también una familia, Iy,
de transversales locales a la solucién ¢(t, q) basadas en (7). Notemos que para
todo 7 € [0, 1] se tiene que

dimg T () (¢(t, q)) 4+ dimp T, () (D)) — dimp Ty (0(, ¢) N T () = dimg C?

y recordemos que por la observacién 1.1, dimg 7% (;)(¢(t,q)) = 2. También sa-
bemos que dimgT ;) (L (r)) =2y dimg C* = 4. Por lo tanto

dimg T’Y("’) ((p(t, q) N F'Y(T)) =0. (117)

Es decir, I';(;) intersecta a la solucién ¢(t, ag) inicamente en un punto, digamos
a, el cual se proyecta en (1) a lo largo de I';. Veamos ahora que es siempre
posible definir una transformacién Ar,r_,, que asocia el punto ag en I'; con el
punto a, € I'y(;) para ag suficientemente cercano al punto base a. En efecto, por
el teorema de rectificacién para cada punto de (7) existe una vecindad U, C C?
de tal forma que en ella las soluciones se rectifican. La unién de dichas vecinda-
des forma una cubierta abierta de la curva . Por la compacidad de -y, es posible
extraer una subcubierta finita de | JU,, U, Ur,,Unr,y, ..., U, de modo que con
ella podemos asegurar la validez del teorema de rectificacion en toda una vecin-
dad'” de v. Asi las cosas, para las transversales consecutivas Ly Dy ¥
un punto ar, € Uy, NI'y(,,) suficientemente cercano a () la solucién o(t, ar,)
es rectificable en el abierto Uj Ur; y por la igualdad 1.17 corta una séla vez
a cada transversal, por lo que podemos hacer corresponder a,, con un punto

17Podemos suponer sin pérdida de generalidad 0 =79 < 71 < -+ < 75 = 1
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an., €T
Ly (i) YTy (rig)
da para cualesquiera tres transversales consecutivas I'yr, 1), T'ym) ¥ Ty(mi)
primero definiendo de I'y(;,_,) en I'y(7,) v después de I'y(;,) en I'y(r, ) (ver
figura 1.9). Es decir podemos definir Ap como

es decir, es posible definir una transformacién de I'y ;) en

V(Th+1)?
(ar,) = ar,,,. Esta construccién puede ser repeti-

como Ar

YDy

AFw(rk,anrHl) = AFw(wa(le) SRAS RTINS S (1.18)

Finalmente, es posible as{ definir la trasformacién A, : Ty, — I';(7) componien-
do las transformaciones correspondientes de transversal en transversal, hasta
llegar a I'y(+) lo que requiere componer no mas de un nimero finito de trans-
formaciones. En particular para 7 = 1 queda definida la transformacién A,
como

A, = Ar -0 Ap,r

W(Tk—l)FW(U °©

v(71)

T Lore)

Y(Th41)

Ug41
Uk—1
| o
Y(Tk+1) ‘ | S
T

Figura 1.9: Transformacién de correspondencia.

A la curva descrita por los puntos a, se le conoce como el levantamiento de
a la solucién ¢(t,ag). A su vez a la transformaciéon Ar,r_ ., se le llama trans-
formacion de correspondencia entre las transversales I'y y I'y(;). Ahora
bien, si (1) = 7(0) = a y v estd recorrida en el sentido positivo, entonces la
transformacién A, : I'y; — I'y es la que conocemos por transformacién de
monodromsia.
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Figura 1.10: Transformacién de monodromia.

Es claro que las transformaciones de correspondencia satisfacen

Dy Ty(virpa) = AF’Y(W+1)FV(T;¢+2) © Arwrk)rw(wrl) (1.19)

Observacién 1.10. La igualdad (1.19) nos permite asegurar que A no depende
de las transversales intermedias, asi si 7 es una curva suficientemente cercana a
v, la transformacion de monodromia calculada a lo largo de la curva v coincide
con la primera. Es decir, la transformacion de monodromia depende tinicamente
de la clase de homotopia de (con;_eixktfgmos fijos) v € m1(p(t,q),a).

Sea @ otro punto no singular en (¢, q) y I'z una transversal local a la solucién
basada en a. Las transformaciones A : Ty, — T'y y A : 'z — I'z son conjugadas
por la transformacién de correspondencia Ar,r,, es decir

A = A;;Fa oAo AFaFa
En efecto, consideremos una curva ¥(7) C ¢(t,q) de tal forma que %(0) =

ay (1) = a, entonces Ay = Ar,r, y es claro que Ar,r, = A;l = A5-1 donde
77! es 7 recorrida en el sentido inverso (ver figura 1.11) .

Figura 1.11: Conjugacién de las transformaciones de monodromia.



30 Capitulo 1. Ecuaciones diferenciales en C?

Observacién 1.11. Si y1,79,...7, generan el grupo fundamental de o(t,q),
entonces estos lazos inducen un grupo de transformaciones generado por las
transformaciones de monodromia correspondientes, A1, As ..., A,. A tal grupo
se le conoce como grupo de monodromia. Analizar la dindmica transversa de
las soluciones se traduce en comprender la dinamica generada por los elementos
del grupo de monodromia.

Realicemos un ejemplo para fijar ideas. Consideremos nuevamente la ecua-
cién diferencial dada por

Eﬂ :{%l‘i}{Z], A, Mg € C? (1.20)
Sabemos que los ejes coordenados son separatrices de la ecuacion en el origen
de C2. Consideremos como a el punto a = (1,0) y la trasversal al eje Z; basada
en a, I'y = {(21,22) € C?| 2, = 1}. Si tomamos un punto ¢ € Ty, ¢ = (1,ca),
nos preguntamos para qué valores de ¢t € C la solucién ¢(t,¢) con condicién
inicial ¢(0,c¢) = ¢, intersecta a la transversal I',, ademds de ¢ = 0. Es decir,
para qué valores de t € C se satisface la igualdad

eMt1=1.
Tomando logaritmo complejo a esta expresion se tiene que
At =1n|l| +iarg(l) = 2win, n € Z.

Notemos que el nimero n se corresponde con los valores de las distintas ramas

del logaritmo complejo. Entonces, si ¢t = 2;“%, n € 7Z se tiene que

A1 27in

et =1, nez

y por tanto

211 Ao
A(l,e) =9 (G,c) = (Lezmﬂcz)

y sus iteraciones son de la forma

2min in 2

A1, c0) = ¢ <)\,C> = (1,62mn*§ c2), n € 7.
1

Hagamos ahora el cédlculo explicito de la transformaciéon de monodromia para

justificar lo anterior. Consideremos un lazo alrededor del origen, partiendo de

la transversal I'; y totalmente contenida en la separatriz zo = 0.

v(r) =€, T €[0,2n].

Consideremos también la ecuacién asociada a la ecuacién diferencial (1.20) de-
finida por el campo de direcciones
ng ng dt - /\222

E_E'dzl_Alzl

(1.21)
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Para resolverla multiplicamos ambos lados de la igualdad por z5 1 para z, # 0,

quedando
1 d22 - /\2

zZ9 le /\121 '

Integrando ahora con respecto a z; y evaluando a lo largo de «(7) se tiene

1 1
/ —_— %dzl = & —dzl
) 22 421 M Sy 2
asi \
In (22(7(2m))) — In (22(+(0))) = me'.

Por lo que, si ¢ := 22(7(0)), obtenemos

In (W”))) = 2o,

C2 DY

Por lo tanto .\
AL, ) = zo(y(2m)) = exi iy,

Observemos que si 7 es recorrida varias veces

n

Vt=go oy, nel,
N——

n—veces

entonces se tiene
n n Q2ﬂ'in
A™(1,¢9) = 20(7"(27)) = e™ co, neZl.

Por utlimo recordemos que al ser (1.20) una ecuacién lineal el tinico punto
singular es el origen de C?, en consecuencia v genera al grupo fundamental de la
curva solucién 71 (o(t,a)) = 71 (C\ {0}). Esto, por la observacién 1.11 induce un

/\72 .
grupo de transformaciones generado por A(§) = e™ 2m§ . Lo anterior demuestra

la afirmacién que hicimos para el ejemplo 1.3, pues el cociente i—f determina la
dindmica transversa de las soluciones cerca del punto singular.

1.4. Ecuacion de primera variacion

Para cerrar este capitulo, en esta seccién analizaremos la primera variacién
respecto a una solucién conocida. Esto nos permite dar una expresion de la parte
lineal de la trasformacién de monodromia de una ecuacion diferencial analitica a
lo largo de un lazo contenido en dicha solucién. Consideremos el campo vectorial
€ D(U), U C C? abierto y la ecuacién diferencial

dz

= (z,w) (z,w) € U. (1.22)
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y sea p(w, z) una solucién de ella con condicidén inicial p(wo, z) = z. Si conside-
ramos la expansién en serie de Taylor de ¢ con respecto a z alrededor del punto
(z0,w), se tiene

5} 0%

4
p(w,z) = p(w, 20) + - (z—20) + 5 (z—20)% 4
0z |,_, 0z |,_
=Zz0 Z=Z0

A ;= ‘z,if . se le conoce como la j—ésima variacién de p(w, zg). Por el
momento es de nuestro interés solamente la primera variacién

d¢

p1 = — . (1.23)
0z |,_,.

Lema 1.3. Sea © € D(U), entonces la primera variacion o, satisface la ecua-
cion diferencial lineal

de

p 0. (p(w, z0),w) - &, E(wp) =1 (1.24)

Demostracion. Para probar el lema es suficiente considerar la derivada de ¢
respecto a w y verificar que en efecto satisface la ecuacién.

dor_ 0 (0 o (¢
dw  dw <8z (w,z)))z_zo 0z (811} (w, ) 2o

Puesto que ¢(w, z) es solucién de la ecuacién (1.22) entonces

der 9 -
dw 0= (0(p(w, z),w)

Por lo tanto

Observacién 1.12. Como p(wy, z) = z, entonces g—f‘wo = id, por consiguiente
e1(wo) =1
O

La ecuacién enunciada en el lema 1.3 es conocida como ecuacion de primera
variacion a lo largo de la solucién ¢.

Solucién a la ecuacién de primera variacion

Consideremos la ecuacién

dor

T U (p(w, 20), w) @1. (1.25)
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Esta es una ecuacion lineal en ¢, no auténoma, cuya solucién puede ser calcu-
lada de la manera habitual considerando, para ¢, # 0, la ecuacién

1 dey

S = v (w0 w),

e integrando de wy a w.

/ L d‘p}dw:/ 5. (p(1B, 20), @) dib.

wo 901(11)) dw wo
Es decir,
In 1 (w) — In gy (wo) / Uy 20), W) d.
wo

Puesto que 1 (wp) = 1, entonces In p(wy) = 0 y por consiguiente,
p(w) = el 7= (P(10:20) D) (1.26)

Por medio de la ecuacion de primera variacion podemos obtener informacion so-
bre la transformacién de monodromia. Consideremos una curva -y con extremos
(20,w0) ¥ (21, w1) totalmente contenida en la solucién ¢(zp, w) de la ecuacién
diferencial (1.22). El valor de ¢(z,w;) como funcién de z nos proporciona el
valor final (¢(z,w1),w;) de la solucién que tiene como condicién inicial (z,wp)
cercana a (zg, wp).

((p(zawl)’wl)

/_\/—(Z’w())

(21,w1)

En particular si v es un lazo basado en (zg,wy), entonces ¢(z,w;) nos pro-
porciona el valor de la transformaciéon de monodromia calculada a lo largo del
lazo ~

ol )l = olz0,w) + 9 (a0, w)(z — ) + - (1.27)
(e

p1(w) ~

Asi, la parte lineal de A, estd dada por ¢1(w), es decir la ecuacién de primera
variacion nos proporciona la parte lineal de la transformacién de monodromia.
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Capitulo 2

Ecuaciones integrables

Como mencionamos en el capitulo anterior, encontrar una expresién explici-
ta de las soluciones a una ecuacién diferencial puede no ser inmediato. En este
capitulo definimos el concepto de curva invariante por un campo vectorial con
uso de la derivada de Lie y estudiamos una clase muy especial de ecuaciones
que tiene como curvas invariantes a las curvas de nivel de una funcién analitica.
Analizamos las ecuaciones diferenciales definidas por estos campos vectoriales.
Definimos lo que es una ecuacién diferencial hamiltoniana, damos una caracteri-
zacion de ellas en dominios abiertos simplemente conexos y para ellas definimos
el concepto de Primera integral.

A partir de este capitulo trabajaremos con el espacio complejo C? dotandolo
de las coordenadas (z,w).

2.1. La derivada de Lie de una funcion

Sea f: U C C? — C una funcién analitica en U, p € U y v, un vector
con punto inicial en p. Definimos la derivada de Lie de f en la direccién de
vp = (Up1, Up2) COMO

Lo f 1= o] (21)

donde v : V. C C = U es una curva analitica parametrizada, adaptada a v, es
decir y(t) = (=(t), w())
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U
e V.\r\, c

fox
—._,_‘_‘_‘_'__'__'__,__.-P

Figura 2.1: Derivada de Lie de la funcién f en direccién de v,,.

Es claro que existen muchas curvas vy adaptadas a v, y esto podria ser un
serio problema si la derivada de Lie con respecto a cada una de ellas fuese
distinta, pues no tendriamos una buena definicién. Veamos que ésto no sucede
y para probarlo desarrollaremos la expresién! (2.1).

B g dz g dw

Lo, f = %(fov)(t) Rl Al R IR meIO e

t= 0 0

= L 500)) - 20) + 2 (0) - (0)

= fz(p) * Upl + fw(p) * Up2
= <V;Df’l_}13>

Esto nos permite dar una definicién de la derivada de Lie independiente de la
curva

vaf = <foa T’p> (2.2)

Ahora, sea v € D(U) un campo vectorial y f como antes, una funcién analiti-
caen U. Definimos la derivada de Lie de f alo largo del campo vectorial v como:

L,f:U—=C
va(p) = Lv(p)f
Proposicion 2.1. Sean f,g: U — C funciones analiticas en U y sean vi,vs €

D(U) campos vectoriales, entonces la derivada de Lie de f satisface las siguien-
tes propiedades:

(2.3)

l) LU1+v2f = Lvlf + vaf

1) Loy, = cLy,, YceC
iii)Lgvlf =gL, f

Z'/U)L’Ul (f . g) =9g- LUlf + f : ng

Donde f, y fu denotan las parciales de f respecto de z y w respectivamente.
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Demostracion. Consideremos la derivada de Lie de la funcién f a lo largo del
campo v = gui + vy. Sea p € U

Lo f(p) = (Vf.0)lp
=(Vf,gv1 +v2)lp
= (Vf,g01 + v2)lp
=)V o)l + (Vf,02)lp
9(p) Lo, f(p) + Lo, f(p).

Lo que demuestra i), tomando g = 1; 4i4) al considerar v, = (0,0) y 4i) como
caso particular donde ademds g = ¢. Ahora para demostrar iv), recordemos que
el gradiente satisface la propiedad de Leibnitz para el producto, por lo tanto

Ly, (f-9)(p) =(V(f-9),01)lp
= (gVf + fVg,01)lp
gV, o0l + f()(Vg, v1)lp
9(P) Lo, f(p) + f(P) Ly g(p), VP EU

O

Nos gustaria ahora rescatar la nocién geométrica de ortogonalidad que tenfamos
para el espacio vectorial R?" y traducir tal propiedad en una condicién algebrai-
ca para el producto hermitiano en C". Primero para C ~ R2.

Sean z = a + b, w = u + v dos ndmeros complejos y (a,b), (u,v) €
R? los vectores asociados a ellos. Estos tltimos son ortogonales si satisfacen?
(a,b) - (u,v) =0, es decir

au+bv =0. (2.4)

Por otra parte el producto hermitiano de z con w, (z,w) es
(z,w) = zw

= (a+ib)(u — iv)
= au+ bv + i(bu — av)

Por lo que z y w forman un angulo recto si y sélo si
Re(z,w) = 0.
Este resultado es cierto también en C™.

Lema 2.1. Sean u = uj + iug, v = v1 +iv2 € C*, con u;, v; € R", j=1,2.
Entonces los vectores i = (uy,uz) y 0 = (v1,v2) de R®" son ortogonales si y

solo si
Re(u,v) =0

2Con el producto interior usual en R2.
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Demostracion. Observemos primero que

(u,v) = (uq + fug, v1 + ive)

= (u1,v1) + (uz,v2) + i((u2,v1) — (u1,v2))

por lo que R€<U,'U> — <’U,1,'U1>+<'Uf27v2> — ul-U1+U2-’02. Si u; = (U;jlauj27 .. 7uj71)
y v; = (Vj1,Vj2, ..., Vjn), j = 1,2, entonces

n n
Uy -V + UV = g Uik - Uik + g U2k * V2k-

k=1 k=1
Por otro lado los vectores @, o son de la forma @ = (w11, u12, ..., Utn, U21, U2, . . ., U2y)
y U = (v11,012, .., V1n, V21, Va2, ..., V2,) por lo que el producto interior usual

de R" entre ellos, es nuevamente
n n
ﬂ'f):E Ulk"Ulk"‘E Uk * V2k-
k=1 k=1
Asi 4 - 0 = Re{u,v) lo que demuestra el lema. O

Definicién 2.1. Sea C una curva analitica irreducible®. Si f es una funcion
analitica irreducible* tal que C = {f = 0} decimos que C es invariante bajo el
campo vectorial v € D(U) si se satisface alguna de las dos siguientes condiciones

a) L,f = f-g para alguna funcidn g.

b) L,f|l,=0.

La interpretacién geométrica de la definicién de curva invariante, asi como
su consecuencia sobre la ecuacién diferencial que define el campo vectorial en
cuestién quedaran en evidencia con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Consideremos una funcién analitica H : U — C, con U C C?
abierto y la ecuacion diferencial dada por el campo vectorial vy en U

3= H,
W = _Hz} Vg (25)

Examinemos el comportamiento del campo vectorial, en cada punto, respecto
al vector gradiente de la funcion H.

<VH’ UH> = <(HZ7H’LU)7 (HUH _HZ)>
=H.H,— H,H,
=2iIm(H,H,)

3Es decir, que no puede ser expresada como unién de dos o més curvas.
4Es decir si f = f1 - f2, entonces f1(0) # 0, es decir es una unidad en el anillo de series
convergentes C{z, w}.
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Por lo que
Re(VH,vg) =0.

Asi, por el lema 2.1, el campo vectorial y el vector gradiente son ortogonales en
todo punto. Més atin, consideremos una solucién (t,p) de la ecuacién diferencial
(2.5) y la composicién de funciones (H o ¢)(t). Puesto que o(t,p) es solucidn,
satisface

dy

E = ’UH(QO(tap))

es decir, ¢ es una curva adaptada a vy (¢(t,p)) para cada t. Asi

d
S 0 9)(6) = Ly, H.
Por iltimo, calculemos L, H
L,,H=(VH,vg)
= <(HZ7 Hw)v (va _Hw)>

= HzFIw - walz
— H.H, — H,H.
=0.

Lo que nos permite concluir que (H o ¢)(t) = ¢ para alguna ¢ € C, es decir la
funcién H es constante a lo largo de las soluciones, o dicho de otra manera las
curvas L. = {H — ¢ = 0} son invariantes bajo el campo vectorial vy.

Observacion 2.1. Como resultado del ejemplo 2.1 podemos concluir toda cur-
va invariante por un campo vectorial es parametrizada por una solucién a la
ecuacion diferencial que él define. En el caso particular de la ecuacién (2.5) se
tiene ademds que sus soluciones parametrizan a las curvas de nivel de la fun-
cién H. Esto tltimo nos dota de una amplia familia de ecuaciones diferenciales

analiticas de las cuales conocemos las curvas solucion®.

2.2. Ecuaciones hamiltonianas

Hemos encontrado a partir de una funcién H : U — C, U C C? una ecuacién
diferencial cuyas soluciones parametrizan a las curvas de nivel de la funcién H.
Pensemos en la situacién inversa. Es decir, supongamos que tenemos una ecua-
cién diferencial definida por un campo vectorial v y podriamos preguntarnos si
tenemos una manera de saber si existe una funcién analitica H de tal manera
que sus curvas de nivel estan parametrizadas por las soluciones de la ecuacion
diferencial definida por el campo vectorial v.

El siguiente teorema da respuesta afirmativa a nuestra pregunta, mas aun, carac-
teriza a las ecuaciones diferenciales que estan definidos en dominios simplemente
conexos y que cumplen tal propiedad.

5A pesar de no conocer la parametrizacién para la cual son soluciones a la ecuacién dife-
rencial.
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Teorema 2.1. Sea U C C? un abierto simplemente conezo y

2= A(z,w)
w= B(z,w) ’ (zw) € U
Una ecuacion diferencial analitica en U. Si A, = —B,,, entonces existe una
funcion analitica H : U — C, tal que
A(z,w) = Hy,
B(Z,U)) _Hz

Demostracion. Sea (zg,wp) € U y definimos la funcién H : U — C como

H(zw) = / —B(s, wo)ds + /w A(z, 5)ds.

Z0 wo

Observemos que la funcién H queda asi bien definida, pues al ser U simplemente
conexo las integrales en cuestion sélo dependen de los extremos. Ademsés,

H, = —B(z,w) —l—/wA (z,8)ds

= B(z7w)
y
H, = A(z,w)
O
Observaciéon 2.2. La condicién A, = —B,, es claramente equivalente a la

igualdad A, + B, = 0. Los campos vectoriales que satisfacen esto son también
llamdos campos conservativos y en general la suma A, + B, es conocida como
la divergencia del campo vectorial.

Las ecuaciones diferenciales que caracteriza el teorema 2.1 son el objeto
central de este trabajo, ello mismo motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Sea (2,w) = v(z,w), (z,w) € U, v € D(U) una ecuacion
diferencial analitica. Si ésta satisface las condiciones del teorema 2.1 decimos
que es una ecuacion diferencial hamiltoniana y la funcion H, de la cual el

mismo teorema asequra su existencia, es una primera integral de la ecuacionS.

SLa funcién H recibe también el nombre de hamiltoniano asociado a la ecuacién.
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Ejemplo 2.2. Consideremos la ecuacion diferencial dada por

s 2
5} ;322 ilgz +2 (2.6)
Veamos primero si cumple las condiciones de una ecuacion hamiltoniana.
A(z,w) = 3w?
B(z,w) = 32> — 62+ 2

Entonces, A, = —B,, = 0, ademas el campo vectorial claramente estd definido
en todo C? que es un abierto simplemente conexo. Por lo tanto la ecuacién (2.6)
es hamiltoniana. Calculemos ahora, su primera integral, H. Puesto que se debe
satisfacer H,, = 3w?, entonces

H(z,w) = /3w2dw + hi(z)
=w® + hy(z)
donde hy(z) es una funcién analitica que sélo depende de z. Por otro lado
—H, =322 —6z+2, asf
H(z,w) = —/3z2 — 6z +2dz + ha(w)
= —2% 4+ 322 — 22 + ho(w)
con ho(w) una funcién analitica que sélo depende de w. Por lo que
H(z,w) =w? — 2% +32% — 22
es el hamiltoniano asociado a la ecuacién (2.6).

Analicemos ahora el caso en el que la ecuacién diferencial estd definida por

un campo vectorial lineal.
z . )\1 0 z
ke @

;Puede ser la ecuacion diferencial (2.7) hamiltoniana?. Para responder a esta
pregunta notemos primero que el campo que define a la ecuacion es valido en
todo C? que es un abierto simplemente conexo. Resta verificar si es posible o
no que se satisfaga la condicién sobre las parciales para asegurar la existencia
de la primera integral. Asi, notemos que A(z,w) = Az y B(z,w) = Aw y en
consecuencia

Ejemplo 2.3.

A=\
By = Ao.
Por lo tanto, la ecuacién (2.7) es hamiltoniana si y sélo si \a = —\;. En tal caso

la funcién H(z,w) = Azw es primera integral de la ecuacién diferencial lineal

b=l S
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Para que una ecuacién lineal sea hamiltoniana hemos visto en el ejemplo
anterior que sus valores propios estan forzados a tener una relaciéon muy especial.
Este es el caso para cualquier punto singular de una ecuacién hamiltoniana.

Proposicion 2.2. Sea p un punto singular de la ecuacion hamiltoniana

2= A(z,w)

w = B(z,w)

Entonces la matriz de la parte lineal del campo en p tiene valores propios A y —\,
p.a. A € C.

Demostracion. Supongamos que M = es la matriz jacobiana del campo

b
d

vectorial evaluada en el punto singular p y calculemos su polinomio carateristico.

B R a— [ b
p(p) = det (M md)—det[ . d—,u]
= (a—p)(d—p)—be
=u? —(a+d)p+ad—be
= u? —trMp + det M

Ahora bien, por hipétesis la ecuacién es hamiltoniana y en consecuencia satisface
la identidad A, + B, = 0, por lo tanto a + d = A,(p) + By (p) = 0. Asi, los
valores propios de M son las raices cuadradas de — det M las cuales solo difieren
por un factor menos uno. O

La siguiente es una propiedad muy importante de una ecuacién hamiltoniana
vy que mas adelante pondremos en contraste con el comportamiento que tienen
este tipo de ecuaciones para valores muy grandes de z y w cuando su primera
integral es polinomial.

Proposicién 2.3. Si (2,w) = v(z,w), (z,w) € U es una ecuacion diferencial
hamiltoniana. Entonces sus soluciones no se acumulan en puntos ni a otras
soluciones.

Demostracion. Por hipétesis existe una funcién analitica H : U — C, U C C?
tal que v(z,w) = (Hy,,—H,). Sean p,q € U puntos en distintas curvas de
nivel y supongamos por contradiccién que (¢, p) N (¢, q) # 0. Sabemos por la
observacién 2.1 que H (p(t,p)) = c1y H (p(t,q)) = ca. Sea x € p(t,p) Np(t,q)
y sea € > 0, entonces por la continuidad de H existe d(¢) = d > 0 tal que
H (Bs(x)) C B:(H(x)). Asi |c1 — 2] < € y por tanto ¢; = ¢z, lo que ademds
implica que H es localmente constante y por tanto v tiene una infinidad de
puntos singulares lo cual es una contradiccién. O




Capitulo 3

Extension de ecuaciones

diferenciales polinomiales a
CP?

En este capitulo realizamos la extensién de ecuaciones diferenciales en C?2,
definidas por un campo vectorial polinomial, al proyectivo complejo CP?. Tra-
bajaremos en el caso no dicritico, donde la recta al infinito resulta ser una se-
paratriz de la ecuacién extendida. Asimismo hacemos uso de la transformacién
de monodromia para obtener informacién de las soluciones desde tal recta inva-
riante. Analizamos en especial la extensién a CP? de ecuaciones hamiltonianas
polinomiales y caracterizamos a una familia especial de ecuaciones diferenciales
por medio de sus exponentes caracteristicos en la linea al infinito.

Consideremos la ecuacién diferencial dada por
2= P(z,w)
w = Q(z,w)’

donde P,Q son polinomios en dos variables, P,Q € C[z,w] y supongamos
ademads que deg P = deg @ = n.

(z,w) € C? (3.1)

Observacién 3.1. Dado un polinomio en dos variables f € C[z,w] de grado d,
siempre es posible escribirlo como suma de polinomios homogéneos!

f=fa+tfaar+-+fo, fu= Z ap;Zw', k=0,1,...,d
=k

Decimos, ademas que fg es la parte principal homogénea de f y en el caso de la
ecuacién (3.1) diremos que (P, Q) es la parte principal del campo vectorial.

1E] grado de un monomio z/wk es, por definicién, j + k y decimos que un polinomio

f € C[z,w] tiene grado d si el monomio de grado méximo en f es de grado exactamente d. Un
polinomio homogéneo es aquel que solo consta de monomios de un solo grado.

43
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Toda ecuacién polinomial como en (3.1) tiene una extensién natural a CP2.

A saber, si consideramos el cambio de coordenadas? (z1,w1) = (,%) se tiene
. 2z _P(va)
ATTAT T2
L
(zaw)=(L, 2
 Pu(z,w) 4+ Py_1(z,w) + -+ Pi(z,w) + Py
= _.2
z (zw)=(L, 2L
. AW — 2w
wp = 77’22
_ Raqi(z,w) + Ry(z,w) + -+ + Ry(z,w)
N —z2 1wy
(Z’“)):(Z’Z
Donde

RjJrl(Z?w) = ’UJP]'(Z,IU)—ZQ]‘(Z,’LU) = ijPj(L %)_Zj+1Qj(la %)7 j=0,1,...,n

y por lo tanto

w1 1 1
Rj+1(zaw)|(zl,w1):(g,g) ~ ;Pj(lawl) B ERt Q;(1,wy)
1 1
1

= —77 (Wi Pj(L,w1) — Q;(1,w1)).
21

Observacién 3.2. En especial el polinomio R, 1(z,w), que serd de suma im-
portancia en nuestro estudio de ecuaciones diferenciales en CP?, queda definido

como
Roi1(z,w) = wP,(z,w) — 2Qn (2, w) (3.2)

Yy en la carta (21, wl) como
Rn+1(1,w1) :wan(l,wl) an(l,wl). (33)

Asi, para estudiar el comportamiento de las curvas solucién en el plano de
las fases (z1,w;) consideramos

2
dzy _ dzy dt %[Pn(lﬂwl)+Zan*1(17w1)+"'+Z?llPU]

dw,  dt dw, A ’
i W1 S R (Lwn) + 21 R (1, wr) + -+ 4 27 Ry (1, wy)]
1

es decir
ﬁ _ 21 [Pn(lawl)+Z1Pn—1(1aw1)+"'+z?PO} (3 4)
dw1 Rn+1(1,w1)+21Rn(1,w1)+~~-+sz1(1,w1) '

2Es posible también, de manera andloga, realizar la extensién de la ecuacién a la carta
(z2,w2) = (&, i) del proyectivo complejo CP2.
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De esta ltima expresién es posible distinguir dos casos:

a) Si R,+1 = 0, entonces

ﬁ o Pn(L’wl) + 21Pn71(17w1) 4+ z?PO
dwl Rn(lawl)+"'+Z{L71R1(17w1)

Todas las soluciones intersectan transversalmete a la recta £ = {z3 = 0}
salvo en las raices de P,(1,w;). En dichas raices (genéricamente n distintas)
las soluciones son tangentes a la recta z; = 0. A éste se le conoce como el caso
dicritico.

Figura 3.1: Soluciones a una ecuacién en el caso dicritico.

b) Si R, 11 # 0, entonces larecta l, = {z; = 0} es invariante por la ecuacién
extendida. De hecho la recta I \ {(0,a1),...,(0,a,+1)}, donde ay, ..., ap+1 son
raices del polinomio R, 1, es solucién de la ecuacién (3.4) y los puntos (0, aq),
(0,a3),...,(0,ans1) son puntos singulares de la ecuacién extendida. Este es
llamado el caso no dicritico. Asi, la ecuacién (3.4) tiene la forma

le o Z1A(Z1, wl)

TQIJI o B(zhwl) (35)

Figura 3.2: Recta ¢, invariante por la ecuacion extendida.
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Recordemos que en general encontrar de manera explicita una solucién a una
ecuacion diferencial puede convertirse en un trabajo muy complicado. Es por
ello que trabajar con una ecuacién no dicritica y encontrar, sin mayor esfuerzo,
una solucién que ademas es una recta es realmente sorprendente y tal situacion
debe ser aprovechada.

Conocer una solucién de (3.5) nos permite extraer informacién sobre el com-
portamiento de las soluciones cercanas a ella haciendo uso de la ecuacién de
primera variacién con respecto a la solucién conocida como hemos hecho ver
al final del capitulo 1 via la transformacién de monodromia. A continuacién
calculemos dicha ecuacién. Sea v = j—;ll y calculemos la expresién v,, obtenida
en el lema 1.3

- o (A+21Az1)'B+ZlA'Bz1 - A(O,wl) - Pn(l,wl)
’UZI‘(O,wl) - B2

0wy BO,w1)  Rupi(lwn)’

Recordemos que la informacién que rescata la ecuacién de primera variaciéon
estd directamente ligada a la transformaciéon de monodromia proporcionando-
nos la parte lineal de ésta, misma que permite entender el comportamiento
transverso de las soluciones. Notemos primero que al ser ¢, una recta proyec-
tiva, es de hecho una esfera de Riemann® (ver ejemplo 4.1) cuyo grupo fun-
damental es generado por pequenos lazos que rodean a los puntos singulares

(0,(11), (O,CLQ), ey (0,an+1).

Figura 3.3: Comportamiento de las soluciones cerca de f«.

Sabemos también que la solucién a la ecuaciéon de primera variacién en este
caso estd dada por

Jat 52 (p(@,20) @)

pr(wr) =e

3La cual estd perforada en los puntos singulares.
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Por consiguiente, si 7, es un lazo que rodea tinicamente al punto singular (0, ax)
se tiene entonces que
Pn(1,wy)

Ly, (o) @) _ FTES e

(k) = el

Sean aq, ..., an41 las raices de R,11(1,w;1) y supongamos que son distintas dos
a dos. Entonces,

P,(1 P,(1
Res Polwn) = lim (wy —aj)in( . w1)
wi=a; Ryp1(l,wy)  wiay Rpq1(1,wn)
o ’ Pn(Lwl)
o w}ligzj Rpy1(1,w1)
w1 —aj
_ Pn(l,aj)
Ry 1w, (1, a5)
Denotemos por 5\j = %. Como las raices de R,,+1(1,wq) son distintas
n4lwg VG
dos a dos y deg P,(1,w1) < degR,41(1,w1) = n + 1, el cociente %

puede expresarse en fracciones parciales como

Pn(]-awl) :7§ 5‘j
Rpi1(1,w1) P )

Por lo tanto la transformaciéon de monodromia asociada al lazo v es de la forma

Ag(§) = 2TME 4 - (3.6)
n+1 N
Lema 3.1. Sea f(wy) = >, wl/\ja_. Entonces
j=1 ’

n+1 1 1
2 Jies flw) = Reg () g

n+1 < .
Demostracion. Consideramos f(wy) = Y wl’\ja_ yseayr = {Re', 0 € [0,2n]}
j=1 ’
un circulo de radio R de tal modo que los puntos ay, ..., @, 11 quedan contenidos*
en el disco Dr = {w; € C||wy| < R}. Asf para calcular la suma de los residuos
n+1
> Resf(wi) basta calcular la integral 51~ f'm f(wy)dw.

j=1wi=a;

4Esto es siempre posible pues al ser un nimero finito de puntos podemos elegir una carta
adecuada en la que esto suceda.
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Figura 3.4: a; € Dg, j=1,2,...,n+1.

Por consiguiente

1 / 1 [ o
o [ flw)dw == [ f(Re") iRe"ds.
27 )y, 2mi Jy
Sea u = w%, entonces dwi = —u%du y por tanto,
1 fws)d L/ 1 d _1 Qﬂf 1 -1 m( 1)d
ori |, wi)dwr =5 w2 )M T o )y ree ) \ (reiny? | € «@
conr:%,a:—e, df = —da

Figura 3.5: Tomado desde la carta w%

Finalmente®,

5w1:%éRew: L o R=1 ¢if = ia

reta
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1 1o ~1 o
i [ St =55 [ (755 <<>> (~1jda

1 1\ 1 .
i ). f<u>~u2du, or =re'*, a € |0, 2]

1 1
Z{?_egf(u)m

O

Observaciéon 3.3. Para generar el grupo fundamental de la curva solucion ob-
tenida al extender la ecuacién a CP?, (. \ {(0,a1),(0,a2),...,(0,a,+1)} son
solamente necesarios n lazos independientes entre si. Es decir, si y1,7Y2, .- -, Vn+1
son pequenos lazos, basados en un mismo punto, que rodean a aj,as, ..., Gn+1
respectivamente, entonces 7,41 puede expresarse como una composicion de

V1,725 -+ Vn (ver figura 3.6).

\\\

a,
dn+1

Figura 3.6: Generadores del grupo fundamental de £..

Tal situacién también es perceptible desde los exponentes caracteristicos
asociados a los puntos singulares en £, pues el lazo vy *yg * - - - %y, 41 es trivial,
es decir hométopo a un punto, y por tanto la transformacién de monodromia a
lo largo de tal lazo debe ser la identidad.

Teorema 3.1. Sea
2= P(z,w)
W= Q(z,w)

una ecuacion diferencial polinomial con P(z,w) = P, (z,w)+- -+ Py, Q(z,w) =
Qn(z,w) + -+ Qo, P;,Q; polinomios homogéneos de grado j, j = 0,1,...,n.
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Supongamos que la extension a CP? satisface R,y 1(1,wy) # 0, es decir la ecua-
cion es no dicritica y deg P, (1,wy1) = n, entonces los exponentes caracteristicos

ALy ooy Ang1 asociados a los puntos singulares (0,a1),...(0,an41) satisfacen
n+1
doA=1
j=1

Cabe hacer notar que este teorema contiene algo mucho mas profundo de lo
que aparenta. El invariante > 5\j = 1 nos indica la forma en la que la esfera CP!
estd encajada en el haz normal (que en este caso es lineal por ser CP?). Este
invariante conocido como el indice de Camacho-Sad es ademéas como veremos
independiente del campo vectorial que define a la ecuacién.

Demostracion. Consideremos

Pn(lawl)

flwr) =
( 1) wan(Lwl)_Qn(lawl)
_ Paw} +poawi ™ 4+ po
wl(pnw? +pn71w?71 + - +p0) — (an? 4+ 4+ qo)
n+1
Para el calculo de la suma de los residuos > A; tomemos primero
j=1
1 1 1
u2 u u? Lp, L4+ pit+po) = (Gnom + -1t T + Q)

. L (pn + Prru+ -+ + pou™)
u? =L [(pn + Pro1u+ -+ + pot) — u(gn + -+ + qou)]

Dn + Pn—1u+ -+ pou”
Pn+ Pr—1u+ 4 pott — u(gn + - + qou™)

1
o
Asfi las cosas, por el lema 3.1 sélo resta calcular el residuo en u =0

1 1 ; 1 1
Begal <u) =l e <u)

*h’mu'l. Pn + Pn_1u + -+ + pou”
u—0 u pn+pn71u++p0u_u(qn++q0un)
_
Pn
=1

O

Veamos algunos ejemplos. Como antes comencemos por una ecuacién lineal
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Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuacién diferencial dada por

b=l L) 2

y su extensién a CP? en la carta (z1,w;).

. z 1z — 3w
Zl = — = —
2 2
—Z w —Z w
(zaw)=(L,21) (2 0)=(&, 2
1
_or[3wr + ]
o _ 1
%
2
z
= -2 [-3w; +1]
21
) Wz — w2 wliz — 3w] — z[3z + iw]
wl = =
22 /1 wq 7Z2 1wy
(aw)=(L 1) (aw)=(& 1)

52
z (zw)=(L,41)
7 - [=3wi - 3]
=
1
2
z
= [Bwi + 3],
21

y para analizar el comportamiento de las curvas solucion en el retrato de las
fases en la carta (z1,w1) consideremos el campo de direcciones
)

le z1 [311]1 — Z}
V=-ae=——
dw1 3’[1)1 + 3

Observemos que la ecuacion (3.7) es no dicritica. Esto es ficil de verificar puesto
que el polinomio Ry(z,w) = 3w? + 322 # 0. Asi, la recta {o, = {21 = 0} es
invariante por la ecuacion extendida. Ademads sabemos que los puntos singulares
de la ecuacion, (0,a1), (0,a2), en la recta al infinito estdn determinados por las
raices de Ra(1,wq) = 3[w? + 1], es decir (0,4), (0, —i) son los puntos singulares
en lo, de la ecuacién (3.7), extendida a CP?. Calculemos ahora los exponentes
caracteristicos asociados a ellos. Para realizar el calculo, consideremos primero

la ecuacién de primera variacion del campo V = (‘iiill alo largo de z; =0

87V o 3’(1}1 —1
Oz1], o 3Buwi+3
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El exponente caracteristico, 5\1, asociado al punto singular (0,1) estd dado por

S 3’[1)1 —1 , . 3w1 —1
A= Res 2170 S i Sk
1= Res g T Ao =) e

lm Bwi -1
wi—i 3(wy + 1)
21
6i

Ahora calculemos el exponente caracteristico, 5\2, que cooresponde al punto
singular (0, —4)

L 311)1 —1 . 3w1 —1
Ao = Res ——— = i et EELS
2= Jes grs = (0 H ) g
, 3’(1)1 —1
= lim ———
wi——i 3(wy — 1)
i
- —6i
2
3

Por ltimo consideremos la ecuacién hamiltoniana dada en el ejemplo 2.2.

Ejemplo 3.2. Sea
z= 3w?

W =322 — 62+ 2

Consideremos su extension a CP? en la carta (z1,wy)

. z 3w?
21 = —= _
2 2
(zw)=(3, 7 (zw)=(31,75)
1 2
B 2[3101}
- _1
27
2
z
_ 1 2
= _ﬁ[3w1]
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Wz — wz w[3w?] — 2[32? — 62 + 2]

2 — 2
Z o lew=E g N

210 21 (2771]):(L e

z17 21

3w? — 323 + 622 — 22
2

—Z (1 wi
(zau’)—(qvq

Z%[Bwif — 3+ 62 — 227
1

e
52
= -5 [Bwf — 3+ 621 — 227
21
y consideremos el campo de direcciones
2
_dz z1[3w7]

T dz 3w — 3462 — 222

Observemos que esta ecuacion es no dicritica y que los puntos singulares en
loo = {21 = 0} son (0, j), (0, 52), (0, 33), donde j es una raiz ciibica de la unidad
distinta de uno. En efecto, pues el polinomio R3(z,w) = w[3w?] — 2[32?] =
3[w? — 23] el cual no se anula idénticamente, ademds Rs(1,w;) = 3w — 1].
Calculemos los exponentes caracteristicos asociados a los puntos singulares en
{s con uso de la ecuacion de primera variacion a lo largo de la recta invariante
zZ1 = 0
[8‘/} L
0z z1=0 3[’[0:1)’ - 1] .

Dado que los puntos singulares son distintos dos a dos podemos calcular el
residuo en ellos de la siguiente forma

. 3w?
A = # , k=1,23.
Tm(gwl — 3) wlzjk
3 2
= , k=1,23.
w7 wi=j*
1
= - y k = 172,3.
3 wy=jk
1
= -, k' == 172,3.
3

Es decir cada punto singular tiene el mismo exponente caracteristico.

En la siguiente seccién veremos que el hecho de que la ecuacion sea hamil-
toniana tiene directamente como consecuencia esta homogeneidad presentada
en los exponentes caracteristicos, de hecho podremos caracterizar las ecuaciones
que tienen dicha propiedad.
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3.1. Los exponentes caracteristicos de ecuacio-
nes hamiltonianas en /.,

Fl siguiente lema nos permite evitar realizar repetidamente algunos calculos
innecesarios.

Lema 3.2 (Identidad de Euler). Sea P € C[z,w] un polinomio homogéneo de

grado d, entonces

0P op_
0z " w

Demostracion. Puesto que P es homogéneo de grado d, entonces es de la forma

d-P

P = Z apw®,  ay € C.

k+j=d
Asi,
opP oP b1 i )
il i —1,,J ; k,,j—1
zaz—kwaw—zz:kzakz w—|—wZ]akzw
k+j=d k+j=d
= Z kapz"w’ + Z jakzkwj
k4j=d k+j=d
-5 G st
k+j=d

I
QU
)

Ea
n
Ead
g
S

k+j=d
=d- Z a2t uwl
k+j=d
=d-P
O
Observacién 3.4. Consideremos la ecuacién hamiltoniana polinomial
z2= Py(z,w)+ Pp_1(z,w)+ -+ Py (3.8)

W =Qn(z,w) + Qn-1(z,w) +--- + Qo.

Afirmamos que la ecuacién (3.8) es no dicritica. En efecto, al ser una ecuacion
hamiltoniana definida en todo C? extiste una funcién H : C?> — C la cual cumple
que

. OH . OH
Z=— W =——
ow Y 0z
Aun mads, H es necesariamente polinomial de grado n + 1 por lo que podemos

escribirla como
H=Hp+Hp+- -+ Hy
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2z . . OH ;
con Hj(z,w) € C[z,w] homogéneo de grado j; en consecuencia P; = =5+
H; , : . .
Q; = —=4=. Asf las cosas, el polinomio R, 1, por medio del cual podemos

saber si la recta z; = 0 es o no invariante por la ecuacion extendida, esta dado
por

Roi1(z,w) = wP,(z,w) — 2Qn(z,w)

aHn-{-l aHn-{-l
0 (z,w) — z [— P (z,w)] .

Puesto que H,,+1 es un polinomio homogéneo de grado n+ 1, por el lema 3.2 se
tiene que

=w

Rps1(z,w) = (n+ 1) Hpya(z,w).

Por lo que la ecuacién (3.8) es no dicritica y por tanto toda ecuacién hamilto-
niana extendida a CP? siempre tiene como recta invariante a la linea al infinito.

Proposicion 3.1. Sea
2 =P(z,w)
w :Q(Za w)
una ecuacion diferencial polinomial hamiltoniana, con deg P = deg@Q = n.

Supongamos que los puntos singulares en Ly = {z1 = 0} son distintos dos a
dos, entonces todos ellos tienen igual exponente caracteristico.

(3.9)

Demostracidn. Por hipdtesis la ecuacién (3.9) satisface %—I: = —g—g y esta de-

finida en todo C2 por lo tanto existe una funcién analitica H : C* — C, mis-
ma que por la observacién 3.4 es polinomial y puede ser escrita de la forma
H=Hu1+H, - +H yestalque P = 2t g, = Miwa 1 . p.

ow
Consideremos la extensién de la ecuacién (3.9) a CP? en la carta (z1,w;) y sean
(0,a1),(0,az2),...,(0,ant+1) los puntos singulares en ¢, = {z; = 0}. Para cada
1=1,2,...,n+ 1 el exponente caracteristico correspondiente estda dado por
5\1' _ Pn(]-» ai)
(d;j}an-&-l) (17 ai)
_ Pn(la ai)
(d—il(n + 1)Hn+1) (1,a;)
o Pn(la ai)
C (n+1)P,(1,a)
1
S on+1
O

La proposicién anterior prueba de hecho que las transformaciones de mono-
dromia calculadas a lo largo de los lazos generadores del grupo fundamental de
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oo \{(0,a1),(0,a2),...,(0,a,11)} tienen todas ellas parte lineal 1. Es decir,
son de la forma A(§) = enFTE 4 onn

Por la proposiciéon 3.1 sabemos ahora que las ecuaciones hamiltonianas tie-
nen esta peculiaridad sobre sus exponentes caracteristicos, en la linea al infinito.
Si reflexionemos un poco sobre tal situaciéon notaremos que a pesar de que los
exponentes caracteristicos 5\j estan sujetos a satisfacer la relacién que hemos
probado en el teorema 3.1, M A Ao 4o+ 5\n+1 = 1, las posibilidades para
elegir n + 1 numeros complejos que satisfagan dicha ecuacién son demasiadas
. Sera posible que al pedir ademds que sean todos iguales, podamos asegurar
que la ecuacién en cuestién sea también hamiltoniana?

El siguiente ejemplo dard respuesta inmediata a nuestra pregunta.

Ejemplo 3.3. Consideremos la ecuacion dada por

2=22-3w?+z2
W= —2zw + w.

(3.10)

Observemos primero que se trata de una ecuacion no dicritica pues el polinomio
R3(z,w) estd dado por

R3(z,w) = w[z? — 3w?] — 2[~2zw]

= —3w? + 3zw?

y éste no es el polinomio cero. Extendamos ahora la ecuacién a CP? para cal-

cular los puntos singulares en ¢, = {z1 = 0} y sus respectivos exponentes
caracteristicos.
. z 22 — 3w+ 2
1= —%5 = -
2 2
—z —Zz .
(va):(%vrll (2771)):(%1711

%[1 — 3w? + 2]

2
= -2 [-3wi +1+ 2]
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. Wz — w2 w(z? — 3w? + 2] — 2[-22w + W]
= 22 1wy o _22 1 wi
(wa):(q7;) (z,w)= Z’Z)
22w — 3w® + 2w + 222w — 2w
= — /
o (zw)=(Z&, 2
1 3
2[311)1 — 3’LU1]
- 1
23
2
z
_ 1 3
= L 3wy — 3w,
21

Consideremos el campo de direcciones

v — dz 21 [=3w? + 1+ 2]
Cdwy 3w [w? —1]

y calculemos la ecuacién de primera variacion a lo largo de la recta invariante
zZ1 = 0
[8‘/]  “3Bwi+l

Oz1],,_o —Bwifwi-1]

Calculemos ahora los exponentes caracteristicos que corresponden a los puntos
singulares (0,0),(0,1), y (0,—1)

< —3w? +1
A = Reg — 1 1~
! wl(iso —311}1 [w% — 1]
i —3w?+1
= lim w
w1 —0 ! *3101 [w% — 1}
_ —3w? +1
w0 —3[w? — 1]
1
3
. —3w? +1
Ay = Res — L1~
2 wl(isl —311}1 [w% — 1]
—3w? +1
= i 1) . —= -
wlu—r>ll(w1 ) —3ws [w} — 1]
, —3w? +1
= lim ———
wy—1 —3w1[w1 + ].]
o =3+1
=314 1]
1
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No es necesario calcular el tercer exponente caracteristico pues sabemos que
satisface la relacion A1 + Ao+ A3 = 1 por lo que \3 = % Sin embargo, a pesar de
que el campo vectorial esta definido en todo C? que es un abierto simplemente
conexo observemos que

0z

— =2z+1
0z
Ow
— =-2z+1
ow
y por lo tanto % f%; es decir, la ecuacién no es hamiltoniana como es-

perabamos.

Si recordamos como estan definidos los exponentes caracteristicos notaremos
que sélo dependen de la parte principal del campo. Retomando el ejemplo 3.3
veamos que la ecuacién que define la parte principal del campo es

2 =22 —w?

w= —2zw
la cual si es hamiltoniana.

El resultado que encabeza la tltima seccién de este capitulo caracteriza por
completo a las ecuaciones que tienen exponentes caracteristicos iguales en f..

3.2. La integrabilidad de (P,,Q,) si depende de
los exponentes caracteristicos

El siguiente resultado prueba que aquellas ecuaciones diferenciales no dicriti-
cas definidas por campos vectoriales cuya parte principal estd dada por un
campo vectorial conservativo, son las tnicas con la propiedad A; = n%rl Vj =
1,2,....,n+ 1.

Proposicion 3.2. Sea

Una ecuacion diferencial polinomial con deg P = deg@ = n no dicritica con
puntos singulares (0,a1),(0,a2), - (0,ant1) en foo, a; # aj para i # j. Sin de
los n+1 exponentes caracteristicos son iguales a %ﬂ, entonces la parte principal
del campo, (Pp,Qr), satisface

0P, _ 0Qu

0z ow

Es decir, define una ecuacion hamiltoniana.




3.2. La integrabilidad de (P,,, Q) 59

Demostracion. Sabemos, por el teorema 3.1, que los exponentes caracteristicos
de los puntos singulares en la recta invariante ¢, = {27 = 0} suman 1, es decir,
si (0,a1),(0,a2),...,(0,an+1) son los puntos sigulares en la linea al infinito y
5\1, 5\27 ey 5\n+1 sus respectivos exponentes caracteristicos, entonces

MAfot A =1 (3.11)

Ahora bien, por hipétesis, n de ellos son iguales a
pérdida de generalidadad que

1 . :
P supongarmos S1in

- 1
i:m7 para 1 =1,2,...,n.
Entonces de la expresion (3.11) se sigue que

n

Anp1=1
n+1 + Ant1
y por lo tanto
i 1
n+1 — n+ 1

Demostraremos ahora que la funcién H : C?> — C definida como:

H(z,w) = Ryt1(z,w)

n+1
es primera integral para la ecuacién que define la parte principal del campo.

Donde R, 11(z,w) = wP,(z,w) — 2Qn(z,w).

Recordemos también que a; # a; Vi # j y por lo tanto

5\‘ _ Pn(l,al) 1

(ﬁR”“) (La) n+1

Asi las cosas, el polinomio f(w:) = (n+1)P,(1,w;) — d%]anH(L w1 ) se anula
en ay,as,...,an4+1 y puesto que deg f = n entonces se anula idénticamente. En

consecuencia, el polinomio definido por
0
fz,w) = (n+ 1P, (z,w) — %Rn_ﬂ(z, w)

es también el polinomio cero pues, se anula en cada una de las n + 1 rectas
w = a;z siendo un polinomio homogéneo de grado n. De donde se sigue que

1 0

0

P,(z,w)

Por otra parte H es un polinomio homogéneo de grado n + 1, entonces por

el lema 3.2 SH SH
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y también
(n+1)H = Rpy1 = whP, — 2Q,.

De estas dos igualdades se tiene que
Sy +w8—w =wP, — 2Q,

y de la igualdad (3.12) se sigue que

oOH
z— +wh, = wP, — 2Q;

0z
en consecuencia
O0H
Z— = —Z
az Qn
y por lo tanto
oOH
—_— = . 3.13
0z @n ( )
Asi, las ecuaciones 3.12 y 3.13 demuestran que la parte principal del campo
define una ecuacion diferencial hamiltoniana. O

En conclusion. El hecho de que una ecuaciéon no dicritica tenga sus n + 1
exponentes caracteristicos en ¢, iguales, es equivalente a pedir que la parte
principal del campo defina una ecuacién diferencial hamiltoniana. Para ecua-
ciones diferenciales definidas por campos vectoriales polinomiales de grado dos
es suficiente una condicién extra sobre un punto singular de la parte afin para
poder caracterizar a la ecuacién como hamiltoniana.

3.2.1. Un resultado que caracteriza ecuaciones hamilto-
nianas cuadraticas

Los ejemplos que presentamos en el capitulo 5, asi como los resultados que
hemos obtenido sobre ellos, enunciados en la proposiciéon 5.2 fueron vitales para
completar las hipdtesis necesarias para asegurar la existencia de una primera
integral para la ecuacién diferencial definida por un campo vectorial cuadratico.

Teorema 3.2. Sea
2 =P(z,w)

una ecuacion diferencial polinomial cuadrdtica, deg P = deg Q = 2, cuya exten-

sion a CP? tiene como recta invariante a {o (i.e. es no dicritica) Si dos de los
puntos singulares en la linea al infinito tienen exponente caracteristico % y la

matriz deriada del campo vectorial en algun punto singular tiene valores propios
no nulos Ay — A, p.a. A € C, entonces la ecuacidn (3.14) es hamiltoniana.

(3.14)
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Demostracion. Que la ecuacién 3.14 esté definida en un abierto simplemente
conexo es inmediato pues al ser polinomial estd definida de hecho en todo C2.
Ahora bien, para probar que satisface la condicién sobre las parciales vayamos
directamente al cdlculo de la divergencia del campo vectorial. Si P(z,w) =
Py(z,w) + Pi(z,w) + Py y Q(z,w) = Q2(z,w) + Q1(z,w) + Qo. Entonces

Pz+Qw:P2z+P1z+Q2w+Q1w- (315)

Por hipoétesis dos de los exponentes caracteristicos al infinito son iguales a
%, consecuentemente, por la proposicién 3.2 se tiene que P, = —Q2,; por lo
que P, + Q,, es constante. Ahora bien, sabemos que existe un punto singular
p € C que satisface que la matriz

)=o) @)

tiene valores propios A, —A\ por lo que [%}

A

(z,w)=p Y {0
jugadas. Recordemos ademés que la traza de una matriz es invariante bajo

conjugacion, en consecuencia

P.(p) +Qup) =A—-A=0

son con-

Asi, P, + @, es constante y se anula en un punto. Por lo tanto P, + Q,, =0, lo
que demuestra el resultado. O

El teorema 3.2 tiene especial importancia pues la hipétesis que lo hacen
verdadero las entendemos geométricamente gracias a la transformacion de mo-
nodromia, contrario a la definicién de ecuacién hamiltoniana que hasta ahora
habia sido para nosotros tnicamente una condicién algebraica. De hecho, co-
mo hemos de ver en el siguiente capitulo, la homogeneidad presentada en los
exponentes caracteristicos de una ecuacién hamiltoniana nos permitira ver que
las soluciones se acumulan en los puntos singulares que se encuentran en £,
contrario a su comportamiento en C2.
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Capitulo 4

Topologia de polinomios
transversales al infinito

Con la finalidad de poder analizar las soluciones a una ecuacién hamiltonia-
na por medio de su primera integral, en este capitulo realizamos un analisis de la
topologia de curvas complejas planas definidas por los ceros de un polinomio en
dos variables, las cuales pueden ser vistas también como superficies de Riemann
compactas. Probaremos la conocida férmula de Riemann-Hurwitz. Definimos la
nocién de transversalidad al infinito en polinomios y para las curvas de nivel, no
singulares, de polinomios de esta clase calculamos explicitamente la dimensién
del primer grupo de homologia de sus curvas de nivel no singulares, en términos
del grado del polinomio.

Para comenzar con el andlisis de las curvas de nivel de un polinomio consi-
deremos la ecuacion dada en el ejemplo 2.2

Ejemplo 4.1.
z= 3w?

i =322 — 62 + 2 (4.1)

Recordemos que ésta es hamiltoniana y cuya primera integral es el polinomio
H(z,w) = w3—23+322—2z. Analicemos la curva de nivel 0, es decir H(z,w) = 0.
Por definicién la curva de nivel Ly = H~'(0) consta de los puntos (z,w) que
satisfacen

w =22 322 -22=0

o equivalentemente, la igualdad
w® = 2(z — 1)(z — 2). (4.2)

Podemos observar que en la ecuacion (4.2) hemos podido poner a la variable w en
funcion de z. Sin embargo la potencia que acompana a la primera convierte esto
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en una funcién multivaluada. Para poder analizar la superficie Ly procedemos
realizando prolongaciones analiticas.
Sacando logaritmo complejo a la ecuacién (4.2) se tiene

3nw=lnz+ln(z-1)+1n(z—2).
Sea c(t) = re'™, T € [0,27] una curva contenida en el plano z y restringimos

lnw:%lnz—&—%ln(z—l)-ﬁ-%ln(Z—Q) ac(7)

Inw(c(r)) = %ln e(t)+ %ln (e(r) — 1)% In (e(1) — 2).

Derivando e integrando respecto a T obtenemos

2m wl(C(T))C/(T) 7_71 2 C/(T) . 1 2m 01(7_) . } 2m C/(T) )
L S5l @il aasitha ), qa

Del lado izquierdo de la igualdad anterior se tiene que
27 w' (e(P)e (T c(27)
/0 (w((czj'))()dT = /(0) %dw = In¢(2m) — In¢(0)
= Infc(27)[ 4 i arg(c(2m)) — [In |c(0)] + i arg(c(0))]
= ilarg(c(27)) — arg(c(0))].

Es decir, estamos obteniendo la variacion del argumento de la coordenada w
como funcién de z. Asf las cosas, sir € (0,1), entonces

por lo tanto

c(2km) 1 i

/ Law =" 193
¢(0) w 3

Figura 4.1: Continuacién analitica a lo largo de ¢(7), r € (0,1).



Sir e (1,2), entonces

/OZW Sy =2 /0 Rt /o OEl

en consecuencia

c(2km) 1 4 .
/ L= g
¢(0) w 3

(47,20)
as b
0\_,/1\/—:>2
R (3.4
ao b3
—_—
P
0 as ! by 2 (07§7T)
ay b1
—
S
0 I 1 b2 2
e(7) y
0 1 2

Figura 4.2: Continuacién analitica a lo largo de ¢(7), r € (1, 2).

Por ultimo, si r > 2 se sigue que

/027r CC/((:)) dr = 2mi, /0% C(i_/)(T)ldT =2mi y /027 (;(CT/)(T)sz — o

por lo que

c(2km)
/ —dw = 2mi Vk € N*.
¢(0) w

Es decir, el argumento se mantuvo igual.
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as by €3
a1 1 by 2 C3
/—Fv——.—\
/ b

(4,2n)

Figura 4.3: Continuacién analitica a lo largo de ¢(7

Reunamos ahora la informacion obtenida.

~—

De los poligonos (1) y (2) se obtiene

2 ?2 1 23 )
(1) § 2
bia °><o 01235 c>><o Al
1 a 0 g5 1

Figura 4.4: Pegados por el lado as.

, T € (2,00).
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v este a su vez junto con (3)

0o 43 3 1. G o G
(3)
a1y & thy by v % by
2 b2 1 b3 o L 2 9
(1) 2 |
47 SRS o ‘b blj" 0o o th
1 a 0 as 1 1 a; 0O asg 1

Figura 4.5: Pegados por el lado bs.

Por lo que hemos obtenido un toro sin 3 puntos® que concuerdan con los infi-
nitos de los planos correspondientes a los intervalos de variacion del argumento.
Sabemos ademds que L es parametrizada por una solucion de la ecuacién (4.1).

De hecho Ly es una superficie de Riemann compacta (ver teorema 4.1).

4.1. Superficies de Riemann

Definicién 4.1. Una superficie de Riemann X es un espacio topoldgico
Hausdorff y dos numerable provisto de una cubierta por abiertos

x=Ju

el

de tal forma que para cada abierto U; se tiene un homeomorfismo sobre un
abierto de C

wi:U; =V, CC.
Satisfaciendo que para toda interseccion no vacia U; NUj la funcion
D= pj ot wi(UiNU;) = iU N U;)

es analitica. A la funcion ®;; se le denomina funcion de transicién. Diremos
que el conjunto A = {(U;, i)t € I} es un atlas analitico para X y cuyos
elementos llamamos cartas.

1Como el dado en la figura 5.3.
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P4 %

Figura 4.6: Funcién de transicién.

Sip € U, decimos que (Uy, pa) €s una carta en p y zo = pa(p) es una
coordenada local? en p.

Observacion 4.1. Nosotros supondremos ademas a lo largo de este capitulo
que las superficies de Riemann con las que trabajamos son conexas.

Notemos que si (Uy,9a) v (Us, @g) son cartas en p € X con coordenadas
locales z, y zg, entonces las funciones de transicién nos permiten, de manera
natural, dar un cambio de coordenadas local como:

Z,g = ‘baﬁ(za).

Puesto que muy pronto hablaremos de aplicaciones analiticas entre superfi-
cies de Riemann es necesario decir qué entendemos por éstas sin necesidad de
especificar cada vez un atlas en particular. Asi, diremos que dos atlas analiticos
A={(Ui, i)} vy B={(Wj,v;)} son compatibles si para cada pareja de cartas
(Ui, i) € Ay (Wj, ;) € B tales que U; N W; # (0 se tiene que

Y00, o(Ui NW;) = o(U; N W) (4.3)

resulta ser una funcién analitica. En otras palabras A y B son compatibles si
A U B es también un atlas analitico para X. Es claro que la compatiblidad de
atlas induce una relacién de equivalencia y a cada clase de equivalencia se le
denomina estructura compleja.

Ejemplo 4.2. Todo subconjunto abierto U de una superficie de Riemann X es
en si mismo una superficie de Riemann. Es inmediato que U es nuevamente un
espacio topolégico Hausdorff y dos numerable, pues esta dotado de la topologia

relativa. Si {(U;,¢;)} es un atlas analitico en X, entonces Ay = {(U;, ¢;)} con

2La cual siempre podemos suponer, sin pérdida de generalidad, centrada en cero.
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Uj =UNU; #0y¢; = ©jl; es un atlas analitico para U. En efecto, pues

U= | winv)

U;NU#D

=Jw,;nv)

icl

= <L6J1U> nu

=XNnU
=U

y para cada (U, $;), (Up, ¢e) € Ay con U; NU; # ) la correspondiente funcién
de transicion <f>gj no es mas que la restriccién de ®4; a U la cual es por supues-
to analitica. Asi, U es también una superficie de Riemann. Un razonamiento
analogo nos permite ver que atlas compatibles en X inducen atlas compatibles
en U y por tanto cada estructura compleja de X induce, también, una tinica
estructura compleja en U.

Ejemplo 4.3. Sea X = C y A = {(C,id: C — C)}un atlas para C que con-
siste de una tnica carta; claramente A es analitico. Asi C es una superficie de
Riemann.

El siguiente ejemplo es una de las superficies de Riemann més importantes
y es conocida como la esfera de Riemann.

Ejemplo 4.4. Sea X = CP! = C U {oo}. Para construirla, consideremos la
compactificacion de Alexandrov de C. Es decir, si 7¢ es la topologia usual de C
entonces

Tcpr = 7c U {B C CP'|oo € B, CP'\ B es compacto en C}.

La importancia de esta compactificacién radica en que CP! dotado de esta topo-
logfa es un espacio de Hausdorfl. Consideremos ahora las cartas (U1, 1) ¥ (Us, ¢2),
donde Uy := CP1\ {0} = C y Uy := CP*\ {0} = C* U {0} y ¢1, @2 estdn
definidas por ¢1 : Uy — C como la identidad en C y ¢o de la siguiente manera

% si zeC*
pa(2) = .

0 si z=00

Es claro que @1, @9 asi definidas son homeomorfismos. Resta ver que las cartas
son compatibles, es decir que la funcién de transicion, ¢1o := @2090f1 es analitica
en Uy N Uy = C*. Para ello notemos que p1(C*) = po(C*) = C*, entonces
@12 : C* — C* estd dada por ¢12(z) = % que claramente es analitica en C*.
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oo Nz
; P2
Uy
é
q’lz(.a):%
R

Figura 4.7: Esfera de Riemann.

Mas ejemplos de superficies de Riemann podemos encontrarlos en curvas
planas complejas definidas por los ceros de un polinomio, C = {P = 0}, la
cual denominamos curva algebraica, podemos asociar a cada una de ellas una
superficie de Riemann compacta.

Teorema 4.1. Sea P € Clz,w] un polinomio irreducible; él define la curva
plana compleja

Cp = {(z,w) € C*|P(z,w) = 0}.

Entonces, existe una superficie de Riemann compacta Xp C CP? que coincide
con Cp salvo en un numero finito de puntos.

Si bien la demostracion a este teorema no serd propiamente parte de este
trabajo daremos un bosquejo de ella. La idea de la prueba es expresar a P como
un polinomio en w y coeficientes en el anillo de polinomios en z. Es decir si P
es un polinomio de grado n, entonces

P =a,w" +ap_1w" '+ +ag, a; €C[z], dega; <n—3j
y observemos que para cada zg € C el polinomio
P = a,(20)w" + an—1(20)w™ "+ + ao(z0)

genéricamente tiene exactamente n raices, de hecho los valores de z para los que
esto no sucede son un numero finito, por lo que en general para los puntos de
la forma (zg,w) sobre la curva Cp es valido el teorema de la funcién implicita
teniendo asi, en toda una vecindad V de zg en C en la que Cp puede ser vista
como el producto (w—ci1(2))(w—c2(z)) - - - (w—cn(2)), donde ¢; es una funcién
analitica en V' para cada j, que parametriza localmente las ramas de Cp que se
encuentran por encima de V.
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(w — ca(2))
(w — c2(z))
- (w—eci(2)
Vv

Figura 4.8: Ramas de Cp sobre V.

Luego, en los puntos donde esto no es posible se realizan prolongaciones
analiticas de estas funciones a lo largo de lazos que rodean los puntos en cues-
tién lo que provoca una permutacién de las ramas w — ¢;(z) y por ultimo, como
hemos hecho en el ejemplo 4.1, se construye una superficie con estos abiertos
y se consideran los homeomorfismos que resultan de aplicar el teorema de la
funcién implicita en los puntos regulares y en el resto se realizan ajustes, que
son en realidad la parte delicada de la prueba, los cuales permiten dar un atlas
analitico a Cp. Los detalles completos se encuentran en [8].

Hablaremos ahora de transformaciones entre superficies de Riemann com-
pactas y algunas de sus caracteristicas.

Definicién 4.2. Sean X,Y dos superficies de Riemann. Decimos que la trans-
formacién f : X — Y es analitica en x € X si para cualesquiera cartas
(Uasva) enx y (Usg,vg) en f(z), la funcidn dada por

f=vg0fou:pa(Us) = v5(Us)

es analitica en o, (z).
Decimos que f es analitica si lo es para cada x € X.

Asi, al considerar una transformacién analitica entre superficies de Riemann,
sabemos que la funcién f puede ser escrita como su serie de Taylor en toda una
vecindad del cero, es decir

oo
FO = ant™ (4.4)
n=k
A la constante k en la serie f(ﬁ) = > a,&™ se le llama orden o indice de
n=k

ramificacion y se denota como k = e, (f).

Definicién 4.3. Sea f: X — Y una transformacion analitica entre dos super-
ficies de Riemann. Decimos que x € X es un punto de ramificacion si y solo
st eg(f) > 1.
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Observacién 4.2. Si z es un punto de orden k = e, (f) > 1, entonces local-
mente f se escribe como f(§) = > 07 an&". Asi

F(&) =& (ar + apa€+---).
u(§)

Notemos que u(0) = ay, # 0, por lo que u es invertible, multiplicativamente, en
una vecindad del cero. En consecuencia es posible definir el cambio

1
¢=ukg
y observemos que (¥ = u&*, por lo que en esta carta f se escribe como

F¢Q)y=c¢".

Entonces f'(¢) = k¢*=! y por tanto f'(0) = 0 si y sélo si k > 1.

Tenemos ahora el siguiente resultado que nos permite imaginar un esquema
del comportamiento, en general, de aplicaciones analiticas entre superficies de
Riemann compactas.

Teorema 4.2. Sea f: X — Y una transformacion analitica no constante entre
dos superficies de Riemann compactas, entonces

i) f tiene un ndmero finito de puntos de ramificacidn x1,xa2, ..., Tm.

ii) Fuera de las fibras de la forma f~(f(z;)), f define una cubierta con fibras
finitas de cardinalidad constante n.

Z em(f):n

f(z)=y

iii) Para todo punto y € Y

Demostracion. i) Por la observacién 4.2 para cada x € X existe una vecindad
U, de x de tal forma que en ella f se escribe como f(() = ¢ (), Asi, por ser
X compacta existen abiertos Uy, , Us,, . . ., Us, tales que f'(¢) = eg, (f)¢ei ()1
solo se anula en el caso que ( =0y e, > 1, es decir en puntos de ramificacién y
en ninguno mas en dicha vecindad. Notemos ademaés que fuera de los puntos de
ramificacién f es un isomorfismo local, pues f’ (0) # 0. Por lo tanto f no tiene
mas que un numero finito de puntos de ramificaicén, digamos x1,Ts, ..., Tpy.

i1) Puesto que X es una superficie compactay f es continua, entonces se sigue
que f es una funcién propia®, es decir f~!(K) es compacto para cada K CY
compacto. Asi, si x1, o, ..., T, son los puntos de ramificacién de f, se sigue que
para cada y € Y \ {f(x1), f(x2),..., f(zm)} la fibra f~1(y) es finita, f~1(y) =

3Pues todo compacto K C Y es cerrado en Y por ser éste un espacio de Hausdorff y por
continuidad, f~1(K) es cerrado en X (que es un compacto) por lo que f~1(K) resulta ser
también compacto.
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{p1,p2,...,pr} Recordando que fuera de los puntos de ramificacién f define un
isomorfismo local, entonces existen vecindades U; de p;, j = 1,2,...,7 y una
vecindad V de y tales que f es un isomorfismo de U; en V. Ahora consideremos
la imagen del cerrado X'\ {J; U; bajof, la cual es nuevamente un cerrado? y que
no tiene como elemento al punto y. Es por elloque V-=V\ f(X\U; Uj) es un

abierto que contiene a y y tal que f~1(V) C UU; Uj, en consecuencia

V)= | |07 (V) = {pripas . ope} XV

Jj=1

\
N
=

Figura 4.9: Cubriente local.

Lo cual implica que f tiene fibras finitas y de cardinalidad localmente cons-
tante. Ahora bien, Y \ {f(z1), f(x2),... f(2,)} es también conexo® y por tanto
la cardinalidad de las fibras es finita.

i) Sea y € Y y consideremos un punto z € X tal que f(z) = y, U una
vecindad de z de forma que UnN f~Yy) = {x}. Podemos suponer ademds que
en U la transformacion f es de la forma & — £°=(). Por lo que en todo punto
cercano a y hay exactamente e, (f) puntos de U que corresponden a las raices
ex(f)—ésimas de y que satisfacen no ser puntos de ramificacién de f y por

consiguiente la funcién g(y) = > e (f) es una funcién localmente constante.
f(@)=y

4Por un argumento anélogo al anterior usando la compacidad de X, la continuidad de f y
el uso de Y como espacio compacto y de Hausdorff.

5Pues Y es una superficie conexa, por lo que al remover un nimero finito de puntos no
pierde dicha propiedad.



74 Capitulo 4. Topologia y transversalidad al infinito

Nuevamente, por la conexidad de Y se sigue que g es constante en Y. O

El teorema 4.2 prueba que toda transformacién analitica entre superficies
de Riemann compactas es lo que se conoce como un cubriente ramificado. A la

constante Y, e, (f) =n se le conoce por grado de f.
f(z)=y

Corolario 4.1. Si f es una funcion meromorfa sobre una superficie de Riemann
X compacta, f: X — C. Entonces el nimero de ceros y de polos de [ coincide
(contados con multiplicidades)

Demostracion. Vista f como la transformaciéon f : X — CP! es una trans-
formacién analitica entre superficies de Riemann compactas. Por lo tanto los
ceros de f pueden ser contados usando el indice de ramificacién, obteniendo

> ex(f). De manera andloga el nimero de polos de fes > e,(f) con-
f(z)=0 f(z)=00
tados con multiplicidad en ambos casos. Asi, en virtud del teorema 4.2 se tiene

que
Yooewlf)= Y elf)

f(z)=0 f(@)=00

4.2. La formula de Riemann-Hurwitz

Hablaremos ahora de dos invariantes topoldgicos muy importantes para su-
perficies de Riemann compactas. El primero es el género.

Definicién 4.4. Sea X una superficie de Riemann compacta. Decimos que X
tiene género gx st justamente gx es el niumero mdximo de lazos ajenos entre
8T 91,792, -+, Vgx tales que el complemento de su union, en X, es conezxo.

Ejemplo 4.5. Consideremos la esfera de Riemann CP'. Al remover cualquier
lazo cerrado v en CP', CP' \ v es disconexo. En efecto, CP! \ v puede ser
cubierto por dos abiertos ajenos, a saber CP'\ v = inty U exty (ver figura 4.10)
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CcP CP\ v
T

Figura 4.10: Género de CP*.

Por lo que gcpr =0

Ejemplo 4.6. Consideremos el toro topolégico T'

»
>

L J

Figura 4.11: Lazo en T.

y en €l el lazo v como se muestra en la figura 4.11. No hay mas lazos que
remover sin desconectar antes aT'. Cualquier lazo 7 ajeno a~y o bien nos permite
remover un disco como en el ejemplo anterior o es homotdpico a v lo cual tiene

como consecuencia que T \ {v,7} sea disconexo.

»
fi—® >

A &

Figura 4.12: T'\ {v,7}.

Es decir gr = 1.

Podriamos dar una infinidad de ejemplos agregando cada vez un “hoyo” mas
a la superficie obteniendo asi el g —Toro y verificar que éste tiene género g. Este
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invariante es de tal importancia que de hecho con el se puede dar una clasifica-
cién completa de las superficies de Riemann compactas. Es decir, si X es una
superficie de Riemann compacta, entonces X es homeomorfa a CP! o bien a
algin g — Toro.

El segundo invariante del que hemos de hablar es también bastante geométri-
co y es posible calcularlo por medio de triangulaciones de la superficie de Rie-
mann X . La triangulacién de una superficie de Riemann® es justo lo que intuimos
del nombre mismo. Defindmoslo formalmente.

Definicién 4.5. Denotemos por T el tridngulo con vértices 0,1,¢e'5 en C ~ R2.
Un tridngulo en X es la imagen continua de T bajo una aplicacion inyectiva
T— X.

Figura 4.13: Tridngulo ¢; en X.

Decimos que la superficie X es triangulable si ella admite una triangula-
cion, es decir los tridngulos f; : T — X forman una cubierta de X y son tales
que para todo punto p € X

a) Si p no estd en alguna arista, entonces pertenece a un tnico tridngulo
Ji(T) :=t; que es a su vez una vecindad de p.

b) Si p estd sobre una arista a mds no es un vértice, entonces el pertenece
exactamente a dos tridngulos t; = fi(T) y t; = f;(T), tales que t; Nt; = a y
t; Ut; es una vecindad de p.

c) Sip es un vértice, entonces €l pertenece a un nimero finito de tridngulos
t1,...,tx; que lo tienen como vértice y la union de ellos es una vecindad de p.
Ademds sit; Nt; # p entonces t; y t; tienen una arista en comin.

Es un hecho conocido que toda superficie (no necesariamente de Riemann)
compacta es triangulable. De hecho al ser compacta admite una triangulacion
finita.”

SDe hecho este concepto es vélido para superficies en general, no necesariamente de Rie-
mann.
"Una prueba de este hecho puede ser consultada en [8].
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Definicién 4.6. Sea X una superficie de Riemann compacta y una triangula-
cion de ella que consta de V' vértices, A aristas y C caras. Definimos la carac-
teristica de Euler-Poincaré de X como el nimero entero:

X(X)=V-A+C. (4.5)

Es de hacer notar que la caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie X
no depende de la triangulacién y ademads se relaciona con el género de X de la
siguiente manera,

X(X) =2-2gx
Por lo que toda superficie de Riemann compacta queda también completamente
determinada por este 1ltimo invariante, pues hemos observado con anterioridad
que el género de una superficie la determina por completo (salvo homeomorfis-
mos).

Ahora estamos en condiciones de enunciar y dar una prueba del teorema que
le da nombre a esta seccién

Teorema 4.3 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sean X yY superficies de Rie-
mann compactas y f : X — Y wuna transformacion analitica no constante y
sobre de grado® m. Entonces

X(X) =nx(Y) = Y (e(f) = 1)

Demostracion. Consideremos una triangulaciéon de Y que tenga a las imégenes
de los puntos de ramificacién z1, o, ..., T, bajo f como algunos de sus vértices

X

Figura 4.14: Triangulacién en Y.

Sean V, Ay C el niimero de vértices, aristas y caras, respectivamente, de la
triangulacién. Entonces

XY)=V—A+C,

8Como cubriente ramificado.



78 Capitulo 4. Topologia y transversalidad al infinito

Consideremos el levantamiento de la triangulacién a X. Este levantamiento
induce de manera natural una triangulacién en X.

X

Figura 4.15: Levantamiento de la triangulacién a X.

En virtud del teorema 4.2 todo punto y € Y \ {f(x1), f(x2),... f(zm)} tie-
ne exactamente n preimégenes, en consecuencia (por como hemos tomado la
triangulacién en Y) el ntmero de caras y aristas de la triangulacién en Y se
multiplica en n para la triangulacién en X. La misma situacién se tiene para
cada vértice que no es imagen de algun punto de ramificacién. Para aquellos
que si lo son, observemos que en cada punto de ramificacién x; colapsan exac-
tamente e, (f) vértices. Asi, el vértice f(x;) de la triangulacién en Y induce

n— Y. e(f) vértices en X. Por lo que la caracteristica de Euler de X es
f@)=f(z:)

XX)=|nV— > (elf)—1)| —nA+nC

F(@)=f(x2)
=n(V-A+C)— > (eaf)=1)
T F@)=f (@)
=nx(Y)— > (e(f)—1).
F@)=f(w2)

Dado que para cada punto € X que no es de ramificacién e, (f) —1 = 0 se
sigue que

X(X) =nx(Y) = Y (ealf) = 1)

zeX

como queriamos demostrar. O
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4.3. Transversalidad al infinito

Recordemos que todo polinomio de grado d en dos variables, f € Clz,w]
puede escribirse como suma de polinomios homogéneos

f=fa+t faar+t-+fo

Definicién 4.7. Sea f € Clz,w] un polinomio de grado n + 1 > 2. Decimos
que f es transversal al infinito si se satisface alguna de las siguientes dos
condiciones equivalentes:

a)La parte principal homogénea de f se descompone en n + 1 rectas distintas
dos a dos.

b)La parte principal homogénea de f tiene un punto critico aislado de multipli-
cidad n® en el origen.

La definicién de transversalidad al infinito sugiere, al menos en el nombre,
una nocién mas geométrica, la cual tomara todo el sentido en la siguiente pro-
posicién.

Proposicién 4.1. Sea f € C[z,w] un polinomio de grado n + 1 transversal
al infinito, entonces la compactificacion proyectiva L. de toda curve de nivel
L. = f~1(c) tiene interseccién transversal con la linea al infinito.

Demostracion. Sabemos por la observacién (2.1) que las curvas de nivel de f
son parametrizadas por las soluciones a la ecuacién

co= (4.6)
w = —f,.

Consideremos la extensién de ésta a CP2. Por ser una ecuacién hamiltoniana,

es no dicritica como hemos observado ya con ayuda de la identidad de Euler.

Ademas por hipétesis f es transversal al infinito, es decir

fos1(z,w) = (w—a12)(w — agz) -+ (w — any12), a; #a; Vi j

Por lo que el polinomio R,,+1 en la carta (z1,w;) definido por la ecuacién (3.2)
es

Rn+1(1,w1) = (w1 7@1)(’&)1 7&2)"'(101 7an+1) (47)
el cual tiene raices simples. Entonces, por la proposicion 3.1 los puntos singulares
en f, de la ecuacion extendida tienen, todos, exponente caracteristico n%_l
En consecuencia, en vecindades de cada punto singular, salvo un cambio de

coordenadas lineal que fija a la recta ¢o, = {21 = 0}, la ecuacién extendida es

de la forma
21 |1 0 21
il =l ] ]+ )

Notemos que la pareja de valores propios (1,n + 1) de la parte lineal de la
ecuacién (4.8) estd en el dominio de Poincaré y es resonante. Asi, por el teorema
1.8 la ecuacién (4.8) es analiticamente equivalente (localmente) a la ecuacién

Zz1| |1 0 z1 0
AR A T
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Por el analisis hecho en el ejemplo 1.3 sabemos que las soluciones a esta ecuacién
se aproximan al punto singular de manera tangente al eje Z; = {w; = 0} y por
lo tanto transversales a la recta o, = {21 = 0}

Figura 4.16: Soluciones transversales a £.

Es decir las curvas solucién llegan a f,, paralelas al eje Z; y por tanto
transversales a la linea al infinito en los puntos (0, ay), (0,az), ..., (0, @n4+1) pero
estas curvas son precisamente las curvas de nivel de f. O

Dada una curva algebraica plana en CP?, ésta siempre es conexa. Como
consecuencia de la transversalidad al infinito se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Si f es transversal al infinito, entonces todas las curvas de nivel
afines L. = f~1(¢) C C? son conezas.

Demostracion. Consideramos la descomposicién en curvas irreducibles C; de la
compactificacién proyectiva de L. = f~%(c), L. = || ; Cj. Toda componente
irreducible C; C CP? es conexa y cualesquiera dos componentes irreducibles en
CP? necesariamente se intersecan.? La interseccién de componentes diferentes
necesariamente es singular y por la proposicién (4.1) no puede vivir en la linea
al infinito £, pues ésta no es parte de las curvas de nivel de f y en consecuencia
cualesquiera dos componentes se intersecan en algin lugar de la parte finita
(afin) C? c CP?, por lo tanto las curvas de nivel afin son conexas. O

Como sabemos ya por el teorema 4.1 toda curva algebraica tiene asociada
una superficie de Riemann compacta. Veremos ahora que la transversalidad al
infinito nos permite de hecho decir de que tipo de g — Toro se trata.

Teorema 4.4. Sea f € C[z,w]| un polinomio homogéneo de grado n + 1 trans-
versal al infinito, entonces la dimensidon del primer grupo de homologia de toda
fibra no singular es igual a n?.

9Por el teorema de Bézout, ésto ocurre en tantos puntos como el producto de los grados
de las componentes (contando multiplicidades).
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Demostracion. Puesto que f es un polinomio homogéneo, él coincide con su
parte principal f,11. La superficie L. = {f = ¢} es una superficie de Riemann
compacta de algun género gr. el cual podemos calcular haciendo uso de la
formula de Riemann-Hurwitz, para ello consideremos la proyecciéon candnica
7(z,w) = z restringida a L., ésta define un cubriente ramificado L. — CP de
multiplicidad n + 1. Para ¢ # 0 los puntos de ramificacién son aquellos que
satisfacen el sistema de ecuaciones

of _
w0 =0
;o=c

Por nuestra suposicion inicial % es un polinomio homogéneo de grado n; con-
sideremos pues, su descomposicion en rectas por el origen

of

L (w— Bra)™ (= o)™ (w0 — o)™

donde mi +mg + -+ +mg = n.

La restriccién de L. a cada una de éstas rectas es descrita por una ecuacién
polinomial homogénea de grado n 4 1 en una variable

f(z,B5z) =c i=1,2,..,¢ (4.10)
que determina los puntos de ramificacién del cubriente L. — CP.

w— Bz

Le

w — B2

w — Pz

Figura 4.17: Puntos de ramifiacién del cubriente.

Notemos que al ser f un polinomio homogéneo y transversal al infinito, no
tiene factores en comin con % y por tanto f(z, 8;z) no se anula idénticamente.
Asi, para cada j fija, la ecuacién (4.10) se reescribe como

f(,B)2" T =c

Esto puesto que f es homogéneo de grado n + 1. En tanto que ¢ # 0 esta
ecuacién tiene exactamente n + 1 soluciones distintas, las cuales determinan
la primer coordenada de los puntos de ramificaciéon que estdn sobre la recta
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w = f;z. Calculemos ahora su orden de ramificacién. Sea a una solucién de

(4.10), f(a, Bja) =c
w— Bz

(C!, ﬂja)

Figura 4.18: Primer coordenada de los puntos de ramificacién.

El punto de ramificacién correspondiente es (o, 8ja). Notemos que el poli-
nomio g(w) = f(a,w) — ¢ satisface g(k)(ﬁja) =0 para k=0,1,...,m;, pues

9(Bja) = f(a, Bjar) —

=c—c
=0
y
/ ! af m m m; m
§ W) = Flaw) = 55| = (@=fia)™ (=)™ - (=)™ - (w—Pra) ™

Lo que implica que ;o también es raiz de las primeras m; derivadas de g y asf

g(w) = (w = Bje)™  q(w), q(Bje) # 0, q € Clu].

Lo mismo ocurre para cada una de las soluciones restantes de la ecuacién (4.10).
Por lo tanto cada recta w — B;z, i = 1,...,£ contribuye con n + 1 puntos de
ramificacién cuyo orden es exactamente m;+ 1. Asi, por la férmula de Riemann-
Hurwitz obtenida en el teorema 4.3 se tiene que

X(Le) = (n+1)X(CP) = [(n+1)(m1 +1—=1)+ -+ (n+ 1)(mg + 1 — 1)]
=2(n+1)—(n+1)(mg +mo+ -+ my)
=m+1)(2-n)
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Entonces

(4.11)

Figura 4.19: El g toro.

El primer grupo de homologia de L. es generado por 2¢r,. lazos candnicos
que forman la base de la homologfa de la compactificacién proyectiva L. y n de
los n + 1 pequenos lazos alrededor de cada uno de los n + 1 puntos eliminados
al considerar L. (se consideran n pues la suma de los n + 1 lazos es homol6ga
a cero). Todo lazo cerrado en L. es una combinacién lineal, con coeficientes
enteros, de estos ciclos (pues Hy(L¢;Z) es un grupo libre generado por lazos
canénicos). Por lo tanto

dimH,(Le;Z) = 291, +n = n(n — 1) +n = n?

Esto prueba el teorema para c # 0'9. O

Este teorema es cierto también para polinomios transversales al infinito no
homogéneos. Para ello el siguiente resultado nos permitira concluir la afirmacién
mas general.

Denotaremos por X el conjunto de valores criticos de f

Y={ceC|3(z,w)cC?®talque f. = f, =0y f =0en (z,w)}

Teorema 4.5. Si un polinomio f € Clz,w] es transversal al infinito, entonces
la transformacion f : C2 — C define un haz topdlogico sobre el conjunto de
todos los valores regqulares C\ X de f.

10A] ser f un polinomio homogéneo, la curva de nivel cero es un cono.
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Figura 4.20: f~(U) = U x f~%(a).

Este teorema es consecuencia de un resultado mas general en el que se consi-
dera la familia de polinomios de grado n+1 en C? con parte principal homogénea
fija, fn+1, transversal al infinito (i.e. f,,11 es factorizable en n + 1 rectas por el
origen). Describimos a dicha familia como:

Pa(z,w) = ©(A, 2,w) = frq1 + Z Aij 2w

0<it+j<n
Esta familia estd en correspondencia con €l espacio afin

1 2
A=C", r= %, de coeficientes \;; € C.

Consideremos el espacio fibrado A x CP? sobre A y en el consideremos la hiper-
superficie compleja

X ={N\zw)|®X\zw) =0}, dmX =r—1

La compactificaciéon de ésta la denotaremos por X, X C A x CP2Z. Deno-
temos asimismo por m a la proyeccién candnica m : A x CP? — A y sea
mx = 7|y : X — A. Las preimagenes W%l()\) son la compactificacién pro-
yectiva de las curvas de nivel cero de los correspondientes polinomios ®y(z, w)
contenidos en A x CP2.

Sea

0%, 0D,
j— 2 — T e— =
EA—{/\EA|E|(z,w)€(C, P o Oy ®, 0€n(z,w)}

Teorema 4.6. Sea f un polinomio transversal al infinito, entonces la proyeccion
< : X = A, asi como la restriccion son haces topoldgicos, localmente
triviales en A\ 2.

x>
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Demostracion. Para cada A € ¥ y todo punto a = (\; z,w) € X consideremos
el espacio tangente en a a X, T, X. Como mx(a) = A, el espacio tangente T, X
se proyecta a su vez , (con D7) suprayectivamente en ThA ~ C”

I 1
. xT9
Dyrxx = [Idrxr[070]r><2]r><(r+2) oz, = 1. (4.12)
Tr41 ZL’
LTr42 "

AR

M );’ﬂ'(a):

Figura 4.21: Proyeccién de T, X en ThA.

Esta afirmacién se sigue del hecho de que A € X5 pues esto implica que o
bien % # 0 o bien % # 0. Para Brobar que la proyecciéon es suprayectiva
también para los puntos al infinito X \ X, consideremos el cambio usual de

coordenadas en CP? z; = %, wy = 2. En estas coordenadas

1 w1 1 w1 1
@(A):an(,) > N s =0
1%L 0<i+5<n J

+1

multiplicando esta expresién por 2" se tiene

PN z1,w1) = frg1(L,wr) + 219N 21, w1) =0,

con g(A;z1,wr) un polinomio en z;, wi. Denotemos por n;, j =1,2,...,n+1
a las n + 1 raices de f,,+1(1,w1). Observemos que
oo _ Ofn+1 39 _ Ofat1

= = 1 .
8w1 21=0 8u)1 ta 8101 21=0 8w1 ( ,U)1)

Como las n + 1 raices de f,+1 son simples, entonces f"“ (1,m;) # 0 en la recta
& =0 (para toda A). Por consiguiente, por el teorema de "a funcién implicita, en
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una vecindad de cada raiz (1,7;) de fn11(1,w:) se tiene que ®(A; 21, w1(21)) =0
(independientemente del valor de \).

Consideremos un marco de 2r vectores Vi, ..., Va, en T'A tales que, [V}, Vi] =

0Vij,kj#k, jke{l,...,2r}. Es decir, conmutan dos a dos (podemos consi-

derar los vectores canénicos en TA -2—, /=12 )
rig i

El hecho de que D7+ sea una transformacién sobreyectiva de 7'X a T'A nos
asegura que la preimagen 7~ 1(U) de un abierto suficientemente pequefio que
tenga interseccién vacia con Xx, U N, = () puede ser cubierto por una unién
de abiertos Us,,, Usg, C X, tal que en cada abierto Ug,, exista un marco en
TUx, C TX formado por 2r vectores Vi, k= 1,...,2r que dependen de
manera real analitica de (A, z,w) tales que Dom(V o) = Vi, a = (A, z,w)

Figura 4.22: Dom(Vi o) = Vi.

Observacién 4.3. Destacamos el hecho de que para cada \ fija m=1()\) es una
superficie definida por ®(\; z,w) = 0 que tiene su extensién a CP? totalmente
contenida en X

Por la manera que hemos definido a 7, se tiene que para cada A, 7~ 1(\) es
una curva compacta contenida en A x CP2. Esto significa que 7 es propia y por
tanto podemos asumir que la cubierta U Ux,, es finita. Por consiguiente

a€e{l,...,m}
si consideramos una particién de la unidad {¢, > 0} subordinada a la cubierta
U,, podemos suponer ademéas que los vectores V;, = > %V,W estan 7 relacio-
nados con V}, y son tangentes a X. Como por construccién Vj, y V; conmutan,
entonces su conmutador estd contenido en T\ A para cualquier A. Por consiguien-
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te para cada A [Vj, V;] es una combinacién lineal de {Vi,} y por tanto, [V, V]
estd en el tangente de la fibra 7=1(\). Esto demuestra que {V1,...Va,.} es una
distribucién involutiva en 7w~ (U) C TX. Conseguir una combinacién lineal de
estos vectores que formen un marco tal que sus elementos conmuten dos a dos
es ahora sencillo. En efecto, si V, y W, estdn en la distribucién generada por
{V1,...,Va.} y son linealmente independientes en un punto ¢ = (), z,w), en-
tonces sin pérdida de generalidad supongamos que el vector V,(q) € TAXCP? ~
R estd dado por Vi(q) = (ak1(q),. .., ak2-(q), ak20+1(q), - - -, ak2r+4(q)),
entonces

a11(q) e asr1(q) 0 0 0 07
a1,2r(q) e azr2r(q) 0 0 0 0
det A(q) = det ’ ; 0
© (q) ¢ a‘1727"+1(q) T a2r,2r+1(q) 1 0 0 0 #
—a172’f+4(q) e a2r,2r+4(q) 0 0 0 1_

Asf, la matriz A(), z,w) es invertible en una vecindad de ¢, sea A~! dicha
inversa . Entonces si denotamos por Vi = A7V, V = ey (o equivalentemen-
te Aey, = V) y por consiguiente, los vectores Vi estén en el tangente a X y
Vi, V;] = 04,k € {1,...,2r}. Es decir, del marco involutivo {V;...,Vs,} en
Tr-1(nU C TX hemos definido un marco conmutativo {Vi,...,Va,} generado
por combinaciones lineales de {V1...,Va,.} y;en T, -1 U C TX. Esto nos permi-
te definir un flujo a lo largo del marco conmutativo {Vl, e VQT} que transfroma
una fibra en otra y por tanto podemos ver a 7~ (U) como un producto directo

7Y U) ~U x 77 (a)
ﬂl(;\t rﬂl()\)
"

U

Figura 4.23: 7= 1(U) ~ U x CP2.

O

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema 4.4 en el caso general.
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Teorema 4.7. Sea f € Clz,w] un polinomio de grado n + 1 transversal al
infinito, entonces la dimension del primer grupo de homologia de toda fibra no
singular es igual a n?.

Demostracion. Observemos primero que para ¢ € C suficientemente grande la
superficie L. = {f = c} es una perturbacién de la curva de nivel del polinomio
frt1 s Le = {fn+1 = ¢}. En efecto pues

froo1(z,w) + fu(z,w) +--+ fo=c

1 1
2" [fos1(z,w) + ;fn(sz) +oee Tt ZinfO] =c
En la carta (z1,w)

frr1(Lwr) + 21 fa(L,wr) 4 -+ + 27 = 2f'c
Jne1(L,wy) +O(z1) = 27c.

Asf las cosas, para c suficientemente grande (y en consecuencia z; muy pequeno)
las curvas de nivel L. son perturbaciones de L.. En consecuencia, por el teorema
de la funcién implicita L. y L. son difeomorfas para ¢ € C\ ¥ suficientemente

grande.

Por que, en virtud del teorema 4.5 todas las curvas de nivel L., ¢ ¢ 3 son
homeomorfas y por lo tanto dim Hy (L., Z) = dim Hy(L;,7Z) = n? O



Capitulo 5

Una familia emblematica de
ecuaciones diferenciales

En este capitulo presentamos la construccién de una familia de ecuaciones
diferenciales polinomiales que en un principio fue pensada exclusivamente para
dar respuesta a la pregunta que precedié al resultado obtenido en la proposicién
3.1. Con el fin de realizar un analisis similar al que hemos hecho en la linea al
infinito para ecuaciones no dicriticas es que decidimos incluir rectas invariantes
que nos lo permitieran.

Comenzamos con la familia de ecuaciones (5.1) para la cual hemos obtenido
resultados en el caso genérico. Estos resultados se concentran en la proposicién
5.1 y las enunciadas en la proposicién 5.3 con las que caracterizamos las ecua-
ciones hamiltonianas que pertenecen a esta familia.

Por tltimo conseguimos generalizar la familia de grado dos dada en (5.1) con
las ecuaciones de la forma (5.10) y mejor atin, logramos nuevamente caracterizar
a todos los miembros hamiltonianos de esta nueva familia de ecuaciones diferen-
ciales, las cuales en el caso genérico nuevamente tienen propiedades similares a
las de el caso cuadrético.

Consideremos primero la ecuacién de grado dos dada por

zZ=(z—1)(poz + prw)
W= (w— 1)(50z+q1w>}“2 (5.1)

con pj, ¢; € C*, j = 0,1. Analicemos las propiedades de la ecuacién (5.1).
Primero notemos que las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes bajo el campo
que define a la ecuacién. En efecto, consideremos las funciones f(z,w) =z — 1
y g(z,w) = w —1. La derivada de Lie de f y g a lo largo del campo vectorial vg

89
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estd dada, respectivamente, por

Ly, f=(Vfv2) =((1,0),((z = 1)(poz + prw), (w — 1)(q0z + q1w))
= (2 = 1)(poz + prw)
[ (poz + prw)

Ly,g = (Vg,02) = ((0,1), (2 = )(poz + prw), (w — 1)(qoz + q1w))
w—1)(goz + qrw)

=g (qz + qw)

= (
=

Asi, las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes por la ecuacién (5.1). El punto (1, 1)
es singular por ser cruce de curvas invariantes, asimismo (1, _%) y (_%1]= 1) son
también puntos singulares sobre las rectas z = 1 y w = 1 respectivamente,
ademas del origen de coordenadas. Veamos bajo qué condiciones es la ecuacion

(5.1) no dicritica.
Rs(z,w) = wPs(z,w) — 2Q2(z, w)
= wz(poz + qow) — zw(qoz + qrw)
= zw[(po — q0)z + (p1 — @1 )w].

Para que R3 Z 0 es suficiente que (po — qo) * (p1 — ¢1) # 0, por lo que podemos
decir que genéricamente la ecuacién (5.1) es no dicritica.

Al ser la recta z = 1y el eje coordenado W rectas paralelas, ellas se intersec-
tan sobre la linea al infinito £o, = {w2 = 0}. Andlogamente, el eje coordenado
Z y la recta w = 1 se intersectan en la recta ¢, = {z1 = 0}. Es por ello que
genéricamente los origenes de las cartas (z1,w1) y (22, w2) son puntos singulares
de la ecuacién extendida, nuevamente por ser cruce de rectas invariantes.

z=1 W2 w=1
22

'\) boo

w, Z1

w1
Figura 5.1: Rectas invariantes por la ecuacién (5.1).

Al tener las rectas z = 1 y w = 1 invariantes podemos, asi como lo hemos
hecho para los puntos singulares en /., asignar a cada punto singular sobre
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ellas exponentes caracteristicos, pensando nuevamente en rescatar informacién
de la transformacién de monodromia calculada a partir de transversales a estas
soluciones. En la siguiente proposicién reunimos las observaciones hechas y un
par de propiedades més de esta familia de ecuaciones.

Proposicién 5.1. La ecuacion (5.1) satisface las siguientes propiedades:

Sean A1, Ay los exponentes caracteristicos asociados a los puntos singulares

(en la recta z=1) (1,1) y (=5, 1) respectivamente. Similarmente, sean ji1, po

los exponentes caracteristicos de los puntos singulares (1,1) y ( ,—Z—‘l’) (en la

recta w = 1). Entonces

a)
A ="y a4a=D
q1 Po

Al considerar la extension de la ecuacion (5.1) a CP? los origenes de las

cartas (z1,w1) = (1, 2) y (22,w2) = (£, 1) son puntos singulares de la ecuacién

z? z
extendida con exponentes caracteristicos Ao Y lhoo TESPECtivVaMeEnte. Entonces
b)

1

1
pitpe+—=1 y AM+X+ 1

o0 )\OO
Demostracion. a) Sabemos ya que las rectas z = 1 y w = 1 son invariantes
por la ecuacién (5.1) y por tanto podemos considerar la ecuacién de primera
variacién a lo largo de cada una de ellas. Sea V' el campo de direcciones dado
por V = % y la ecuacion de primera variacién del mismo a lo largo de la recta
z =1, es decir
y_ s (= Doz +pw)

Cdw (w—1)(qz + qw)’

Asi,
2%
[} _ P1w + po _ (5.2)
0z z=1 (w - 1)((]1’&) + QO)
Calculemos directamente la suma 1 + po con ayuda del lema 3.1
1 p1e + Do
p + p2 = Res — - v
w=0u? (4 = 1)(q1y + )
p1tupo
= S VR
- 52‘09 u2 (kTu)(thtbuqo)
1
— Res — . P1 + pou
u=0 u (1 —u)(q1 + gou)
P1
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De manera andloga podemos considerar el campo de direcciones X = ’Z—‘;’ y la
ecuacion de primera variacién a lo largo de la recta invariante w = 1. Donde

P dw  (w—1)(qoz + qw)

S dz =Dz +pw)

En consecuencia

[8XL}1 - qGoz+ ¢ (5.3)

w z—=1)(poz +p1)’

A partir de esta expresion podemos también calcular directamente la suma
A1+ A2

1 QP+ q
Al + A2 = Res — - &
u=0 u? (L —1)(pot + p1)
1 qotugqy

— Res — - +
W (T (et

1 qo + q1u
= Res — -
u=0 u (1 —u)(po+ pru)
_%
Po

b) Consideremos ahora la extensién de la ecuacién (5.1) a CP? en la carta

(z1,w1) = (1, 2); es decir,

.2 —=(z=1)(poz + p1w)
AT T T 22 L w
(z0)=(L, 2

—§(1 — 2z1)(p1w1 + po)

1
-z
21

27
= ?(21 — 1)(p1w —|—p0).
1

Por otra parte,

" wz —wz  z(w—1)(goz + qrw) — w(z — 1)(poz + prw)
1= =
2 2 (mw)=(, 2

%[(wl —z1)(qrw + qo) — w1 (1 — 21)(prw + po)]

3
S

2
z
= Z%[((h _pl)w% + (g0 — po)w1 +P121w% + (po — q1)z1w1 — goz1].
1
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Consideremos ahora el campo de direcciones dado por X = jjjll para asi ana-

lizar las curvas solucién (en particular para calcular exponentes caracteristicos)

o9 _ z1(z1 = 1) (prws + po)

dwy (g1 — p1)w} + (g0 — po)w1 + z1[prwi + (po — q1)w1 — qo)

De aqui que la ecuacién extendida tenga como puntos singulares a (0,0) y (O.ﬁ)
en la recta £o, = {21 = 0}. Realicemos el célculo de A, el exponente carac-
teristico asociado al punto singular (0,0). Para ello consideremos primero la

ecuacion de primera variacién a lo largo de la solucién z; = 0.

[65(1 _ —(prw + po)
z1=0

0z w1 [(q1 — p1)wr + (g0 — po)] (5:4)

Asi,
Ao = Res — (1w + po) =0
w1=0 w1[(£]1 - P1)U/1 + (QO - PO)] Po — 4o

Recordemos ahora que por a) sabemos que A\; + Ay = g—g

y en consecuencia

1 —
MAdpt— =R 0Ty
Aco Po Po

Anilogamente, consideremos la extensién de la ecuacién (5.1) a CP? en la
carta (22, w2) = (£, 1), es decir
2w—zw  w(z—1)(poz + prw) — z(w — 1)(qoz + qrw)

%2 = 2 = 2

v v (mw)=(3%55)
arl(z2 —w2)(poz2 + p1) — 22(1 — w2)(g022 + 1))

= 1
oz

_ w% 2 2

= ﬁ[(po — o)z + (P1 — q1) 22 + qow2z5 + (1 — po)waze — Prws)]

5
y
. (w—=1)(g02 + qw)
2T e T T w?

(ZQ%wQ)Z(%ﬂi)

w%(l — w2)(poz2 + p1)

mgw‘ =

2
_ W3
2

(w2 — 1)(poz2 + p1)-

wa
Ahora, para analizar las curvas solucién de la ecuacion en el espacio de las fases
(22,w3), consideremos el campo de direcciones
dws wz(wg — 1)(poz2 + p1)

‘7 = ——— .
dzs  (po—q0)23 + (p1 — q1)22 + walgo23 + (1 — po)z2 — p1]
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91 —p1

Po—qo’
ambos sobre la recta £o, = {ws = 0}. Pasemos a realizar el cdlculo del exponente
caracteristico p, asociado al punto singular (0,0) con el uso de la ecuacién de

primera variacién a lo largo de la recta invariante w, = 0

De aqui que (0,0) y ( 0) son puntos singulares de la ecuacién extendida,

oV _ —(qoz2 + q1)
— = . (5.5)
Owa 22[(po — qo)z2 + (P1 — q1)]
11)220
De lo que se sigue que
Jioo = Res —(qo022 + q1) 1
2=0 22[(po — qo)z2 + (1 —@1)] @ —p
Ahora bien, nuevamente por a) sabemos que p; + g = % y por lo tanto
1 _
= BTy
Moo q1 q1
O

En los resultados obtenidos en la parte b) de la proposicién 5.1 no es casual
su parecido al obtenido en el lema 3.1. Esto tiene que ver nuevamente con el
espacio ambiente en el que se encuentran las rectas z = 1, w = 1, loo V loo,
es decir CP? y es de hecho el indice de Camacho-Sad de estas rectas proyectivas.

Puesto que la parte central de este trabajo refiere a las ecuaciones integrables,
es natural que nos preguntemos ;bajo qué condiciones la ecuacion diferencial
(5.1)es una ecuacién hamiltoniana?. Veamos el siguiente ejemplo en particular

Ejemplo 5.1.
2=(z—-1)(z 4+ 2w)

i = (1= w)(22 + w) (5.6)

Es decir, la ecuacion (5.1) tomandopy =1, p1 =2, go = -2y ¢ = —1. Esta es
una ecuacién bien definida en todo C? y que ademads satisface

% =(z4+2w)+(z—1)
=2z4+2w—-1
y
glwu =—2z4w)+(1—-w)
=—2z—-2w+1.
De donde % = —% y por lo tanto la ecuacién (5.6) es hamiltoniana. Encontre-

mos los puntos singulares en C? de la ecuacién (5.6) que viven sobre las rectas
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invariantes z = 1 y w = 1. Ellos pueden ser evidenciados por las ecuaciones
de primera variacion correspondientes a las rectas invariantes. Retomando la
expresion (5.2), consideremos primero

C(w-1(aw+q) (1—w)(w+2)

87‘/ B pP1w + Po _ 2w+ 1
0z |,

De esta expresion es claro que los puntos singulares sobre la recta z = 1 son
(1,1) y (1, —2). Calculemos sus exponentes caracteristicos

_n 2w +1

=08 0 —w)(w +2)
2w+ 1

— lim (- 1)—2 L

w1 (1—w)(w+2)

241

C—(1+2)

_3

-3

=-1

2w+1

= Res ———

H2 =025 0 —w)(w + 2)
2w+1

= 1Ii 2)——————

wgrlz(w+ )(1—w)(w+2)

41

142

_ -3

3

=1

Esto nos dice ademas, que las transformaciones de monodromia calculadas a lo
largo de los lazos que rodean a (1,1) y (1,—2) en la recta proyectiva z = 1 son
de la forma A(E) = e 2™¢ + .| es decir A(€) = € + - -+ tiene parte lineal la
identidad.

Anédlogamente, para la recta w = 1, consideramos la ecuacién de primera varia-
cién (5.3) a lo largo de la recta invariante w = 1

[M} _ @zt _ (2241
ow|,_; (z=1poz+p1) (z-1)(2+2)

Lo que nos permite observar que (1,1) y (=2, 1) son los puntos singulares sobre
la recta invariante w = 1 y con ellos podemos también calcular de manera
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explicita los correspondientes exponentes caracteristicos A1 y Aa

e (2241

L P Yy
o 3 —(2z2+1)
= lim (= 1)(2—1)(z+2)
_ —(2+1)

142

=

3

=-1

B —(2z2+1)

A= By 1 9)
L —(22+1)
= Jim, (2 +2) (z—1)(z+2)
_ (=441
21
3
-3
-1

Nuevamente las transformaciones de monodromia calculadas desde trasversales
a la recta w = 1 tienen parte lineal la identidad.

w) 21

w1
Figura 5.2: Transformacién de monodromia sobre z =1y w = 1.

Para estos momentos, tal regularidad en una ecuacion hamiltoniana ya no



97

deberia parecer extrana. Recordemos que al ser la ecuacion (5.6) una ecuacion
hamiltoniana sus soluciones parametrizan a las curvas de nivel de su prime-
ra integral la cual podemos rescatar directamente de la expresion del campo
vectorial, pues éste es de la forma

Z = Hy,

p = —H,.

(z,w) /zdw—/z—l (z + 2w)dw

=(z—1)(zw +w? )—|—h1( )

= 22w 4 zw? — 2w — w? + hy(2)

Por lo tanto

con hy(z) una funcién analitica que sélo depende de z. Por otro lado

H(z,w) = /—ubdz = /(w —1)(2z + w)dz
= (w — 1)(2% + zw) + ha(w)

= 22w + 2w? — 22 — 2w + ho(w)

donde hs(w) es una funcién analitica que sélo depende de la variable w. Por lo
que la funcién polinomial

H(z,w) = 22w + 2w? — 2% — 2w — w? (5.7)

es primera integral de la ecuacion (5.6). Observemos que la primera integral tiene
parte principal H3(z,w) = z?w + zw? = zw(z + w). Es decir, H es transversal
al infinito. En virtud del teorema 4.7 sabemos que la dimension del primer
grupo de homologia de las curvas de nivel no singulares es 22. Mas aiin son
topoldgicamente toros de género @ = 1 con tres puntos removidos que
corresponden cada una de las direcciones de las rectas z =0, w =0y z+w =0

Figura 5.3: H=!(c), ¢ # 0, —1.
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Veamos ahora que toda ecuaciéon hamiltoniana de esta familia estd defini-
da por un miiltiplo constante de la ecuacién (5.6). En efecto, calculemos las
parciales % y % en la ecuacién diferencial (5.1)

0%
9 (Poz + p1w) +po(z — 1)

= 2poz + p1w — po

y
ow
— =(goz+qw)+q(w—-1
ow (90 qw) + q1( )
=qoz+ 21w — q1.
Asi, % = f% si y s6lo si los complejos po, p1, Qo ¥ q1 satisfacen el siguiente

sistema de ecuaciones lineales homogéneo

2po+q =0
n+2a =0 (5.8)
p+qa =0

Las soluciones al sistema de ecuaciones (5.8) pueden ser puestas en términos
de pg. Mas especificamente p1 = 2pg, g0 = —2po y g1 = —po, Po € C* son todas
las soluciones a este sistema de ecuaciones lineales. Por lo tanto la ecuacién (5.1)
es hamiltoniana si y sélo si es de la forma

Z2=po(z —1)(z + 2w)

w=po(l—w)(2z 4+ w)
Alo largo de este trabajo nos hemos ocupado de encontrar condiciones bajo
las cuales una ecuacién diferencial sea hamiltoniana. En tal direccidn la siguiente

proposicién da respuesta a nuestra pregunta para las ecuaciones de la familia
(5.1).

Proposicién 5.2. Para la ecuacidon diferencial (5.1) con (po+p1)(go+4q1) # 0,
las siguientes condiciones son equivalentes:
a)La ecuacion es hamiltoniana.

b)La ecuacion (5.1) estd definida por un multiplo constante del campo vectorial
que define a la ecuacion diferencial (5.6).

¢) Los exponentes caracteristicos p11, lia y A2 son iguales a —1.

Demostracion. La implicacién a) = b) queda demostrada por la observacién
previa al enunciado de la proposicion.

b = ¢) Hemos calculado ya los exponentes caracteristicos de los puntos sin-
gulares para la ecuacién (5.6) y por hipdtesis la ecuacién (5.1) es un miiltiplo
constante de ella. Asi, los puntos singulares coinciden con los de la ecuacion
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(5.6) y sus respectivos exponentes caracteristicos son iguales a los calculados
anteriormente.

c) = a) Veamos primero que en general pq = )\% Calculemos cada uno de
ellos

11 = Res p1w + po
w=1 (w = 1)(q1w + qo)
= lim (w—1) 1w ¥ Po
w1 (w = 1)(qw + qo)
_P1tpo
g1+ qo
Por otro lado
A = Res oz + q1
z=1 (z = 1)(poz + p1)
= lim(z — 1) Qo= + ¢
a1 (z = 1)(poz + p1)
_Dta
Do +p1
Asi, pp = %1 y por lo tanto Ay = —1. Ahora bien, por la parte b) de la
proposicién 5.1 sabemos que
1 1
M+X+—=1 y p1+p2 +— =1
Moo Moo
Consecuentemente, dado que p1 = A1 = o = Ay = —1 se sigue que )\i =3y
t = 3 o equivalentemente
1 1
A - - = —.
© =3 y Moo 3
Por lo tanto, al ser (5.1) una ecuacién cuadratica y en virtud del teorema 3.2 la
ecuacion resulta ser hamiltoniana. O

La primera integral de esta familia de ecuaciones diferenciales en el caso
hamiltoniano estd dada por

H(z,w) = polzw? + 2%w — 2% — 2w — w?] (5.9)

Los puntos criticos de H son (0,0), (1,1), (1,—2) y (—2,1). Veamos sobre
qué curva de nivel de H vive cada uno de ellos.

H(0,0) =po[0-0*+0%-0-02-0-0-0%* =0
H(1,1)=p[l - 17 +1%-1-1>-1-1-1%] = —py

H(1,=2) = po[l- (=2)* +1% (=2) =12 = 1 (=2) = (=2)*] = —po
H(=2,1) = po[-2-1* + (=2)* -1 = (=2)* = (=2) - 1 = 1*] = —po
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Con lo que podemos concluir que las curvas de nivel de H son, salvo las corres-
pondientes a 0 y —pg, toros con tres puntos removidos, ésto debido al teorema
4.7. M4s atin la curva de nivel L_,, = H~!(—pp) estd descrita por la ecuacién
(z—=1)(w—-1)(z+w+1) =0, es decir es la unién de tres rectas complejas.

5.1. La familia crece en grado

Consideremos ahora la ecuacion diferencial

= (2 =1)(poz" + p12" " "w + - + pp_12w™ " 4 ppw™)

. 5.10
W= (w—1)(qoz" + qz" tw+ -+ go_120" ! + g w") ( )

Es claro que para la ecuacién! (5.10) las rectas 2 = 1 y w = 1 son invariantes?.
Nuevamente haciendo uso de la ecuacién de primera variacién a lo largo de
dichas rectas podemos detectar los puntos singulares sobre ellas. En efecto, al
considerar el campo de direcciones V = 3—; y la ecuacién de primera variacién
a lo largo de la recta z =1

Xn:pkw’“
[%V} = k=0 _ . (5.11)
et (w-1) Y gt
k=0

podemos observar que ademds del punto singular (1,1) el resto de los puntos

singulares son de la forma (1,b;), i = 1,2,...,n, donde b; es raiz del polinomio
n

> qrw® las cuales son génericamente distintas dos a dos. A dichos puntos sin-

k=0
gulares corresponden exponentes caracteristicos ;41 respectivamente.

Similarmente podemos considerar la ecuacién de primera variacion a lo largo

de la recta invariante w = 1 y el campo de direcciones X = ‘fi—f
S k
ZTL
0X 2z,
w=l (w—1) 3 pezt Tk
k=0

Por lo que los puntos singulares sobre la recta w = 1 son (1,1) y el resto son to-

n
dos de la forma (c;, 1), i = 1,2,...,n donde ¢; es raiz del polinomio > ppz"~*;

k=0

1La ecuacién (5.10) puede ser escrita de manera méas compacta como
n
p=(z—1) 3 ppanFuk
k=0

n
= (w—1) 3 qpzFuk
k=0

2Un célculo anélogo al realizado en el caso n = 1 es suficiente.
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a estos puntos asociamos los exponentes caracteristicos \;41.

Asi como hemos estudiado algunas propiedades de la ecuacién (5.1) la si-
guiente proposicién enlista las correspondientes para la ecuacion diferencial
(5.10).

Proposicién 5.3. La ecuacidn diferencial (5.10) satisface genéricamente las
siguientes propiedades:

Sean A1, Aiy1, © =,2,...,n los exponentes caracteristicos de los puntos
singulares (1,1), (¢;,1) i = 1,2...,n, respectivamente. Andlogamente sean
p1, piv1 los exponentes caracteristicos de los puntos singulares (1,1), (1,b;), i =
1,2...,n, respectivamente. Entonces

a)
q0 p
Mt det ot A =— Yy prtppt g =
Po dn
La ecuacién (5.10) extendida a CP? tiene como puntos singulares a los orige-
nes de las cartas (z1,w1), (z2,ws) cuyos exponentes caracteristicos oo Y oo

respectivamente, satisfacen

b)

1 1
MFX+ -+ A +—=1 y pm+pu+-Fppp+—=1L

Aso oo

Demostracion. a) Retomemos la expresion de la ecuacién de primera variacién a
lo largo de la recta invariante z = 1 obtenida en (5.11) y calculemos directamente
la suma p1 + pg + - - - + fp41 con ayuda del lema 3.1. A saber,

1 =
u1+u2+~-~+un+1:§:eos?~m—n
(=1 X aeye

1
= Rebs o —
u=
ﬁ(l —u) 3 grunF
k=0
n
1 > prun*
_ REOS* k=0 _
T w3 gt
k=0
DPn
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Andlogamente, con uso de la ecuacién de primera variacién a lo largo de
w = 1, misma que obtuvimos en (5.12), podemos calcular la suma

1
)\1+/\2+'~'—|—)\n+1:RBS—2. kon
uw=0 Uu 1
(u - 1) kzopkun E
1w k
1 un > qru
~ Res L. k=0
=0 u2
“ un+1( ) E pkuk
& k
1 > qku
= Reg Z. k:()—n
u=0 U
(1—wu) > ppu”
k=0
_ D
Po

b) Consideremos ahora la extensién de la ecuacién (5.10) a CP? en la carta

(z1,w1) = (1,%). Entonces
n
(2 —1) Y pranFwk
Z -
=g = k_oz
z z

1 ’“’1

(mw)=(L

n
_Zn1+1 (1=21) > pkw’f
1 k=0

S
A=

= n+1 Zpkwl
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n n
. ) z(w—=1) > 2" Fwk — w(z—1) > PRz Fwk
. Wz —wz k=0 k=0
wy = 2 - 22

(zw)=(, 1)

n n
o (=20 vt - (1= 20 3 prat]
1 k=0 k=0

n
HM‘H

22 n n n
1 k+1 k+1 k
) E (qx — pe)wi™ + 21 E prw; " — E qwy | | -
! k=0 k=0 k=0
Consideremos nuevamente el campo de direcciones X = 3—5}1 y la ecuacién de
primera variacién a lo largo de la recta invariante z; = 0. Es decir,

n
) z21(z1 — 1) Y prwf
X = k=0

n n n
> (gk — pr)wi™ + 21 [Z prwttt = 3 gk
k=0 k=0 k=0
y por lo tanto la ecuacién de primera variacién queda de la forma

k
Prwy

n

0X ="
821 o n k ’
a=0 w1y (qx — Pr)wy
k=0

De lo anterior es posible deducir que los puntos singulares en la recta £, = {21 =
n
0} son (0,0) y los de la forma (0,a;) con a; rafz del polinomio Y (gx — px)w}.
k=0
Asi, el exponente caracteristico de (0,0), A\, estd dado por

n
- > ppwf
Aoo = Res k=0

n

=0 ]
T wr Y (g — pr)wh
k=0

. k
- Prwy
, k=0
= lim ws - -
’wlﬁo k
wr Y (qr — pr)wy
k=0
Po

_pO_QO.
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En consecuencia, hacuiendo uso de lo obtenido en a) se tiene que

1 —_
MAded o A A+ =R Py
Ao Po Po

Similarmente, al considerar la extensién de la ecuacién diferencial (5.10) a
CP? desde la carta (22, ws) = (£, 1) obtenemos

n n
. w1 Y pe" Rk — z(w - 1) Y qrzFwk
. Aw—zw =0 k=0
72 = 2 2

w w

(z0)=(32.25)

wg Y wo
1 - k - k
n— n—
—rz (22 —w2) X przy ™" — 2a(1 —wa) D qrzy
o k=0 k=0
o 1
w3
w2 n n n
2 +1—k +1-k
— E (Pr — ar)zy + wo E Qrzy - 5 przan —k
Wy k=0 k=0 k=0
y
n
(w—1) Y qpz"Fwk
W _w k=0
2 w2 w?
(2aw)=(22, )
1 1 n n—k
n+1( - wl) Z qk29
2 k=0
1
w3
2 n
wy n—=k
=9 (wy — 1) E Qi .
W2 k=0

Ahora para poder examinar las soluciones en el plano de las fases (29, ws) consi-
deremos el campo de direcciones V' = Cfl—i’; y la ecuacién de primera variacién a
lo largo de la recta ws, la cual es invariante por la ecuacién extendida3. Donde

n
wa(wz — 1) 37 qrzy ™"
o k=0
V= n 1—k D -k
> keo(Pk — ar)zy " +ws | Y gyt — > przen—k
k=0 =0

3En realidad la recta ws = 0 es la misma que z; = 0 sélo que vista desde otra carta.
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En consecuencia, la ecuacién de primera variacién esta dada por

n
B _ ank
ov Z, a2

Ow,

n
we=0 22 Y (pk — qr)zy "
5=0

Asi, los puntos singulares en la linea al infinito vista desde esta carta son el
origen de coordenadas y los de la forma (b;,0), i = 1,2,...,n donde b; = a;l.
Calculemos /1, €l exponente caracteristico de (0, 0)

&z k
n_
— > Qkz
k=0

foo = Re% -
Zo= —
D DR (R
k=0
& k
-2 Qrzy
k=0
n

20 > (pr —aqr) 2y F
k=0

= lim z9 -
22*)0

an
dn — Pn

Por lo tanto, usando lo obtenido en a) se tiene que

1 n n ~— Fn
M1+u2+~--+ﬂn+1+7=pf—ﬁ-u:1.

Moo dn qn
O]

Los resultados de la parte b) en las proposiciones 5.1 y 5.3 reflejan nueva-
mente el fndice de Camacho-Sad de estas rectas en el plano proyectivo CP2.

5.2. Todos los integrantes hamiltonianos de la
familia

Es claro que la familia de ecuaciones (5.10) generaliza la obtenida por la
ecuacién (5.1); de hecho lo hace también en el caso hamiltoniano y determina
por completo a las ecuaciones polinomiales hamiltonianas definidas por campos
vectoriales que constan de términos de dos grados consecutivos y que tienen
como rectas invariantes a z =1y w = 1.

Proposicion 5.4. Sea
zZ= Pn+1 + P,

W= Qn+1 + Qn (513)
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una ecuacion diferencial polinomial. Si las rectas z =1 y w = 1 son invariantes
bajo el campo que define a la ecuacion y ésta es hamiltoniana, entonces ella
estd definida por un multiplo constante de | campo que define a la ecuacion

F=(z-D["+22" w4 +nzw" 4+ (n 4+ Dw")

W= (]- - U/)[(TL + 1)2’” —+ nz”flw + o+ 2an,1 + wn] (514)

Equivalentemente, podemos decir que la foliacién asociada a la ecuacion
(5.14) caracteriza a las foliaciones definidas por cualquier ecuacién diferencial
polinomial hamiltoniana de la forma (5.13) y que tiene como rectas invariantes
az=1lyw=1.

Demostracion. Por hipétesis la ecuacién (5.13) tiene a z = 1 como recta inva-
riante y por tanto para f(z,w) =2z —1

L,fl,_, =0.

Es decir,

0= va‘zzl = ) ’ (Pn+1(zaw) + Pn(sz)aQn+l(Zaw) + Qn(zaw))|z:1

(1,0
P’fH-l(la w) + PTL(Lw)

Por lo tanto existe un polinomio P € Clz,w] de forma tal que

Poii1(z,w) + Pp(z,w) = (2 — 1)P(z,w).

Andlogamente, dado que w = 1 es invariante, existe Q € Clz,w] que cumple

Qn+1(sz) + Qn(z7w) = (’LU - 1)Q(va)

Notemos que como consecuencia de las igualdades anteriores P y ) son
polinomios homogenéneos de grado n, digamos

n
P(z,w) = Zpkz"_kwk
k=0
n
Qz,w) = quz”_kwk.
k=0
Asf las cosas, la ecuacién (5.13) tiene la forma siguiente:
n
2=(z-1) Zpkznfkwk
k=0
n
w=(w-—1) Z a2 Fw”,
k=0
Ademaés por hipétesis sabemos que

o: 0w,
8z  ow
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donde
0z - n—k, k - n—k—1, k
5 (n+1—k)pez"""w —Z(n—k‘)pkz w
k=0 k=0
y
N

o (k4 1)grz""Fwk — E kqpz""Fwht
w
k=0

k=0

De lo que se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

(n+1—Fk)pe+(k+1)g =0 k=0,1,..,n
(n—FKpr+(kE+1)g: =0 k=0,1,...,n—1
el cual es un sistema de 2n 4 1 ecuaciones lineales y 2n + 2 incognitas. Es por
esta razon que las soluciones pueden ser puestas en términos de py, el coeficiente

del termino 2"t en el polinomio Po+1+ P,. Sea a := pg € C* dicho término.
Entonces el sistema tiene como solucion:

pr = a(k+1) k=0,..n
qr = —aln+1—k) k=0,..n

y por tanto podemos reescribir la ecuacién (5.13) como:

(k4 1)z" Fwk

M=

Z=a(z—1)

i
3@

w=a(l—w)d (n+1—k)z""Fuk
k=0

Analicemos ahora las soluciones a la ecuacion diferencial hamiltoniana

F=(z-1D"+22" w4+ +nzw" + (n+ Dw"
w=(1-w)[(n+1)z"+nz""tw+- -+ 220" +w"] (5.15)
Por ahora nos interesa solamente conocer la parte principal de su primera in-
tegral para saber si estamos en condiciones de usar el teorema 4.7 y con ello
conocer la topologia de las curvas de nivel no singulares. Concretamente, nos
interesa saber si la integral primera es un polinomio transversal al infinito y
para ello recordemos que la parte principal de la primera integral coincide en
este caso, salvo un factor constante no nulo, con el polinomio R, 42(z,w). Es
decir, si H € C[z, w] es el hamiltoniano que define a la ecuacién (5.15), entonces
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su parte principal estd dada por

(n+2)Hni2(2,w) = Ryga(z,w)

= wpn+1(z7w) - ZQn+1(Z7w)
n n
= wz Z(k + 12"k 4 2w Z(n +1— k)" PP
k=0 k=0

n

=(n+2)zw Z 2Rk,
k=0

Para que H sea un polinomio transversal al infinito es necesario que el polinomio

n
R(z,w) = Y 2" *wF sea factorizable en n rectas distintas dos a dos. Para
k=0
verificarlo notemos primero que R es un polinomio homogéneo de grado n y
consideremos R desde la carta (z1,w1) de CP?, es decir 2" R(1, %) = %R(l, wy).
Asi

]:Z(l,wl) = Zw’f
k=0

y observemos que si a es una raiz (n + 1)—ésima distinta de uno, entonces
R(1, ) = 0. Efectivamente, pues

R(l,a)=1+a+a®+ - +a"
Multiplicando ambos lados por « se tiene que
aR(l,0) =a+a+-- + o™t

n+1

puesto que « =1, se sigue que

aR(l,a)=a+a®+---+a" +1

y equivalentemente, aR(1, ) = R(1,a). En consecuencia y dado que a # 1 se
tiene que R(1,a) = 0. Por lo tanto las raices de R(1,w;) son distintas dos a
dos pues son las n raices (n + 1)—ésimas de la unidad distintas de uno. Asi las
cosas, R(1,w) se factoriza como

R(l, wl) =

J

(wy —19), 7=

I==

y en consecuencia

R(z,w) = z"R(1,w)
n w .
=" pa——
- (5 -r)

1(w —1riz)

I
[N=F!

J
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Por consiguiente, el polinomio H es transversal al infinito. En virtud del teorema

4.7 toda curva de nivel no singular tiene por dimensién de su primer grupo de

homologfa (n + 1)2. Més aiin sabemos que topoldgicamente son toros de género

gr. = (n+1)(n+1-1) _ n(n+1)
e 2

. 5 con n + 2 puntos removidos que se corresponden
con los factores de H,, 4o.

Para cerrar solo nos gustaria agregar que estd familia de ejemplos fue muy
productiva y definitivamente limpié para nosotros el panorama y permitié me-
jorar nuestro entendimiento sobre ecuaciones diferenciales hamiltonianas. Por
ella misma la familia de ecuaciones (5.10) puede también ser considerada con
cualesquiera dos rectas paralelas a las originales y que no sean los ejes coorde-
nados y para la familia resultante los coeficientes son afectados por factores que
dependen del cociente entre las coordenadas del punto de interseccién de las rec-
tas invariantes y para ella es posible conseguir resultados totalmente analogos
a los enunciados en las proposiciones 5.3 y 5.10.
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