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Introducción

Dado E un campo, el subcampo primo F de E es la intersección de todos los subcampos de

E. En este caso se tiene que E es un espacio vectorial sobre F ; si E es un campo finito con q

elementos, su subcampo primo es isomorfo a Zp, para algún primo p, la dimensión de E sobre

F es necesariamente finita, digamos que sea n, siendo E isomorfo a Fn y se tiene entonces

que E consta de pn elementos, esto es, si E es un campo finito y su subcampo primo es Zp,
el cardinal q de E es q = pn. Se prueba que para todo primo p y toda n ≥ 1 existe un campo

con pn elementos y que si K y L son campos con pn elementos, son isomorfos.

Si E es un campo finito y tiene pn elementos, escribimos E = GF (pn). Los campos finitos se

conocen como campos de Galois.

Sea B = {β1, β2, . . . , βn} una base ordenada de GF (pn) sobre GF (p), v1, v2 ∈ GF (pn) y

A =


a1

a2
...

an

 , B =


b1

b2
...

bn


son los vectores de coordenadas de v1 y v2 con respecto de la base B respectivamente. Dado

que E es un campo, tiene sentido considerar el producto v1v2 en E. Surge entonces la

siguiente pregunta: ¿como podemos expresar al vector de coordenadas de v = v1v2 con

respecto de la base B en términos de A y B?

Se tiene que

v = v1v2 = (

n∑
i=1

aiβi)(

n∑
j=1

bjβj)

=

n∑
j=1

n∑
i=1

aibjβiβj . (1)

y supóngase que

βiβj =

n∑
k=1

d
(k)
ij βk, (2)

con d
(k)
ij ∈ GF (p). De (1) y (2) se obtiene que
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v =
n∑
k=1

(
n∑
j=1

n∑
i=1

aibjd
(k)
ij )βk. (3)

Si

C =


c1

c2
...

cn


es el vector de coordenadas de v con respecto de la base B, de (3) se obtiene que

ck =

n∑
j=1

n∑
i=1

aibjd
(k)
ij , para 1 ≤ k ≤ n. (4)

Aśı podemos observar que

ck =
(
a1 a2 . . . an

)
d
(k)
11 . . . d

(k)
1n

...
...

d
(k)
n1 . . . d

(k)
nn



b1
...

bn

 . (5)

Si Dk = [d
(k)
ij ]

ck = [v1]
t
BDk[v2]B

La matriz Dk está determinada por la base B. Es deseable encontrar una base apropiada B

tal que los cálculos a realizar para obtener ck, sean lo más sencillos posibles.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar que si E es una extensión finita de un campo

F , existen bases de E sobre F que cumplen con los requerimientos anteriores, (algunas de

estas son llamadas bases normales). Bajo ciertas condiciones existen bases normales óptimas,

que como dice su nombre optimizan los cálculos para encontrar el vector de coordenadas del

producto de dos elementos de GF (pn).
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Caṕıtulo 1

Bases Normales

Después de definir el concepto de base normal y de dar un ejemplo, recordaremos algunas

definiciones y resultados necesarios para demostrar que existe una base normal para todo

campo de Galois sobre su subcampo primo.

Definición 1 Sea E = GF (pn) y F = GF (p), su subcampo primo. Una base

{v0, v1, . . . , vn−1} de E sobre F es normal si existe α ∈ E tal que

v0 = α, v1 = αp, . . . , vn−1 = αp
n−1

.

Ejemplo. Sea f(x) = x5 + x2 + 1 ∈ Z2[x], f(x) es irreducible en Z2[x]. Es conocido que

existe α ∈ GF (25) tal que f(α) = 0; si β = α3 y

N = {β, β2, β4, β8, β16} = {α3, α3 + α, α3 + α2 + α, α4 + α3 + α2 + α, 1}, se tiene que N es

una base normal de GF (25) sobre GF (2).

Presentamos el teorema principal de este trabajo:

Teorema 1 Para cualquier campo finito, existe una base normal de éste sobre su subcampo

primo.

Con la finalidad de presentar una demostración de este teorema, recordaremos algunos

resultados necesarios.

Definición 2 p(x) ∈ F [x] es irreducible sobre F si grd(p(x)) ≥ 1 y los únicos divisores de

p(x) en F [x] son polinomios de grado cero o del mismo grado que p(x).

Definición 3 Decimos que f(x) ∈ F [x] es reducible sobre F si no es irreducible.

Ejemplos:

(i) x2 − 2 ∈ Q[x] es irreducible sobre Q.

(ii) x2 + 1 ∈ R[x] es irreducible sobre R.

(iii) x2 + 1 ∈ C[x] es reducible sobre C.
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(iv) x2 + 2x+ 1 en F [x] es reducible sobre F [x].

(v) Si f(x) ∈ F [x] y grd(f(x)) = 1, f(x) es irreducible.

Se tiene el siguiente importante hecho:

Teorema 2 Si f(x) ∈ F [x], con grd(f(x)) ≥ 1, existen a ∈ F y

p1(x), p2(x), . . . , ps(x) ∈ F [x] irreducibles mónicos tales que

f(x) = ap1(x)p2(x) . . . ps(x) con s ≥ 1. La descomposición es única salvo el orden de los

factores.

Observacion 1. Sea F un campo. Si f(x) ∈ F [x] y grd(f(x)) ∈ {2, 3}, entonces f(x) es

reducible sobre F si y sólo si f(x) tiene una ráız en F .

Demostración. Supongamos que f(x) es reducible, por lo cual f(x) = g(x)h(x) con

grd(g(x)) < grd(f(x)) y grd(h(x)) < grd(f(x)) y como el grado de f(x) es dos o tres, uno de

los polinomios g(x) o h(x) tiene grado uno y este tiene una ráız en F . Por consiguiente f(x)

tiene una ráız en F . La otra implicación es inmediata en virtud del teorema del factor. �

Observacion 2. Un polinomio de grado mayor o igual a cuatro con coeficientes en el campo

F puede ser reducible y no tener ráıces en F , como el siguiente polinomio

f(x) = (x2 + 1)(x2 − 2) ∈ Q[x], que es claramente reducible pero no tiene ráıces en Q.

Observacion 3. Sea p(x) ∈ F [x] y J := {p(x)a(x)|a(x) ∈ F [x]}, se tiene que:

(i) J 6= ∅.

(ii) Si α, β ∈ J , α− β ∈ J .

(iii) Si b(x) ∈ F [x], y α ∈ J entonces αb(x) ∈ J .

Al conjunto J lo denotaremos como (p(x)).

Se define f(x) + J := {f(x) + g(x)|g(x) ∈ J} y F [x]/J := {f(x) + J |f(x) ∈ F [x]} . Se tiene

que f(x) + J = g(x) + J si y solo si f(x)− g(x) ∈ J .

Lema 1 F [x]/J = {r(x) + J |r(x) ∈ F [x], grd(r(x)) < grd(p(x))}.

Demostración. Por el algoritmo de la división, si f(x) ∈ F [x], existen únicos q(x) y

r(x) ∈ F [x] con grd(r(x)) < grd(p(x)) tales que f(x) = p(x)q(x) + r(x) y por consiguiente

f(x) + J = r(x) + J , lo que implica que

F [x]/J = {r(x) + J |r(x) ∈ F [x], grd(r(x)) < grd(p(x))}. �

Observación 4. En el caso que p(x) ∈ F [x] sea irreducible, F [x]/J es un campo con las

siguientes operaciones (f(x) + J) + (g(x) + J) = (f(x) + g(x)) + J y

(f(x) + J)(g(x) + J) = f(x)g(x) + J , con idénticos aditivo y multiplicativo 0 + J y 1 + J

respectivamente.
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Definición 4 Sean F y F ′ campos con idénticos multiplicativos 1 y 1′ respectivamente. Un

homomorfismo de F en F ′ es una función no cero ϕ : F → F ′ tal que

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) y ϕ(1) = 1′.

Definición 5 Sean F y F ′ campos, un isomorfismo de F en F ′ es un homomorfismo

biyectivo entre ellos.

Sea p(x) ∈ F [x] irreducible y J = (p(x)), si consideramos la función ϕ : F → F [x]/J tal que

ϕ(a) = a+ J , se tiene que ϕ es un homomorfismo inyectivo y de esta manera se puede

pensar a F como un subcampo de F [x]/J .

Teorema 3 Si p(x) ∈ F [x] es irreducible sobre F , existe un campo E que contiene como

subcampo a F en donde p(x) tiene una ráız.

Demostración. Si grd(p(x)) = 1, E = F . Si p(x) es irreducible sobre F y grd(p(x)) > 1,

p(x) no tiene ráıces en F . Sin embargo, si a p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ asx
s lo consideramos

como un polinomio con coeficientes en F [x]/J con J = (p(x)), esto es,

p(x) = (a0 + J) + (a1 + J)x+ · · ·+ (as + J)xs, se observa que α = x+ J ∈ F [x]/J es una

ráız de p(x) ya que

p(α) =(a0 + J) + (a1 + J)(x+ J) + · · ·+ (as + J)(x+ J)s

=(a0 + a1x+ · · ·+ asx
s) + J

=p(x) + J = J.�

Corolario 1 (Teorema de Kronecker) Si f(x) ∈ F [x], con grd(f(x)) ≥ 1, existe un

campo E que contiene a F como subcampo donde f(x) tiene una ráız.

Demostración. Si f(x) = ap1(x)p2(x) · · · pr(x) es la descomposición del teorema 2 como

producto de polinomios mónicos irreducibles y E = F [x]/(p1(x)), E contiene a F y

α = x+ (p1(x)) es una ráız de p1(x) y por consiguiente α es una ráız de f(x).

Corolario 2 Si f(x) ∈ F [x] es mónico de grado s ≥ 1, existe un campo Σ que contiene a F

como subcampo tal que f(x) = c(x− α1)(x− α2) · · · (x− αs) con c ∈ F y α1, α2, . . . , αs ∈ Σ.

Demostración. Por inducción sobre el grado de f(x). Si grd(f(x)) = 1, es inmediato.

Supongamos que grd(f(x)) > 1. Por el teorema de Kronecker existe un campo E que

contiene a F y donde f(x) tiene una ráız α; f(x) = c(x− α)h(x) con h(x) ∈ E[x]. Como el

grd(h(x)) < grd(f(x)), por hipótesis de inducción existe un campo Σ que contiene a E como

subcampo tal que h(x) se descompone como producto de polinomios de grado uno con

coeficientes en Σ; es decir h(x) = (x− α2)(x− α3) · · · (x− αs) y Σ resulta ser el campo

buscado. �
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Definición 6 Decimos que un campo E es una extensión del campo F y escribimos E : F si

existe un homomorfismo σ : F → E.

Ejemplos de extensiones: R es una extensión de Q y C es una extensión de R.

Definición 7 Sea p(x) ∈ F [x] irreducible, p(x) es separable si p(x) no tiene ráıces repetidas.

Definición 8 Si f(x) ∈ F [x] y f(x) = αp1(x)p2(x) . . . ps(x) es la descomposición en

polinomios irreducibles sobre F , f(x) es separable si pi(x) es separable para cada i, 1 ≤ i ≤ s.

Definición 9 Si E es una extensión de F , se dice que α ∈ E es algebraico sobre F si existe

un polinomio f(x) ∈ F [x] diferente del polinomio cero tal que f(α) = 0.

Definición 10 Si E : F y α ∈ E es algebraico sobre F , al polinomio p(x) ∈ F [x] que se

anula en α, de grado mı́nimo y mónico se le llama el polinomio mı́nimo de α sobre F .

Observacion 5. Sea E : F una extensión de campos, α ∈ E algebraico sobre F y p(x) el

polinomio mı́nimo de α sobre F , entonces p(x) es irreducible sobre F .

Demostración Si p(x) = g(x)h(x) con g(x), h(x) ∈ F [x], se tiene que g(α) = 0 o h(α) = 0

y como grd(g(x)) ≤ grd(p(x)) y grd(h(x)) ≤ grd(p(x)) se tiene que grd(g(x)) = grd(p(x)) o

grd(h(x)) = grd(p(x)), es decir, p(x) es irreducible. �

Observacion 6. Si E es un campo, la intersección de una familia no vaćıa de subcampos de

E es un subcampo.

Demostración. Sea {El} una familia no vaćıa de subcampos de E y K = ∩El la

intersección de todos ellos.

Se tiene que K 6= ∅ pues todos los El contienen a la identidad aditiva y multiplicativa.

Si a, b ∈ K, a, b ∈ El para todo El, por lo que a+ b, ab, −a ∈ El lo que implica que

a+ b, ab,−a ∈ K. Si a ∈ K con a 6= 0, por el mismo argumento, a−1 está en K. �

Definición 11 Sea E una extensión del campo F y S un subconjunto de E. La intersección

de todos los subcampos de E que contienen a F y S se llama el subcampo generado por F y

S, y se denota por F (S).

De aqúı en adelante en lugar de escribir F ({α}) escribiremos F (α).

A partir de resultados elementales se prueba lo siguiente.

Lema 2 Sea E : F y α ∈ E. Se tiene que F (α) = {f(α)g(α) |f(x), g(x) ∈ F [x], g(α) 6= 0}.

Teorema 4 Sea E : F una extensión de campos, α ∈ E algebraico sobre F y p(x) ∈ F [x] el

polinomio mı́nimo de α sobre F . Se tiene que

F (α) = {f(α)|f(x) ∈ F [x], grd(f(x)) < grd(p(x))}.
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Demostración. Sea M = {f(α)|f(x) ∈ F [x], grd(f(x)) < grd(p(x))}. Es claro que

M ⊂ F (α).

Por otro lado, si y ∈ F (α), y = f(α)/g(α) con f(x), g(x) ∈ F [x] y g(α) 6= 0. Como p(x) no

divide a g(x), entonces se tiene que (p(x), g(x)) = 1 y 1 = p(x)a(x) + g(x)b(x) con

a(x), b(x) ∈ F [x]. Luego f(x)/g(x) = f(x)p(x)a(x)+f(x)g(x)b(x)
g(x) = f(x)p(x)a(x)

g(x) + f(x)b(x).

Además por otro lado, f(x)b(x) = p(x)q(x) + r(x) con grd(r(x)) < grd(p(x)). Por lo tanto

f(α)/g(α) = r(α) ∈M . �

Teorema 5 Si E : F es una extensión de campos, α ∈ E es algebraico sobre F y

p(x) ∈ F [x] es el polinomio mı́nimo de α sobre F , existe un isomorfismo ϕ de F (α) en

F [x]/(p(x)) tal que ϕ(α) = x+ (p(x)).

Demostracion. Como F (α) = {f(α)|f(x) ∈ F [x], grd(f(x)) < grd(p(x))} y

F [x]/(p(x)) = {r(x) + (p(x))|r(x) ∈ F [x], grd(r(x)) < grd(p(x))}, si definimos

ϕ : F (α)→ F [x]/(p(x)) como ϕ((f(α)) = f(x) + (p(x)), no es dif́ıcil ver que ϕ es un

isomorfismo y que ϕ(α) = x+ (p(x)). �

Teorema 6 Sea E : F una extensión, α ∈ E algebraico sobre F , p(x) el polinomio mı́nimo

de α sobre F y grd(p(x)) = n. Se tiene que F (α) es un espacio vectorial de dimensión n

sobre F .

Demostración. Del teorema 4 se sigue que 1, α, α2, . . . , αn−1 genera a F (α) sobre F .

Cualquier polinomio diferente de cero de grado menor al de p(x) evaluado en α no se anula,

por lo que el conjunto {1, α, α2, . . . , αn−1} es linealmente independiente y tiene n elementos

por lo tanto {1, α, α2, . . . , αn−1} es una base de F (α) sobre F . �

Definición 12 Si E : F es una extensión de campos, el grado de E : F es la dimensión de

E sobre F como espacio vectorial y lo denotaremos por [E : F ]. En el caso de que [E : F ] sea

finito se dice que la extensión es finita, en caso contrario decimos que es infinita.

Observacion 7. Si E : F es finita y α ∈ E, se tiene que α es algebraico sobre F .

Demostración. Supóngase que [E : F ] = n. La lista 1, α, α2, α3, . . . , αn de elementos de E

es linealmente dependiente, por lo cual existe una combinación lineal de la lista igual a cero

con no todos los escalares cero. Lo que implica que existe f(x) ∈ F [x], f 6= 0, tal que

f(α) = 0, esto es, que α es algebraico sobre F . �

Teorema 7 Sean K : F y E : K extensiones finitas de campos. Se tiene que

[E : F ] = [E : K][K : F ].

Demostración. Sea B1 = {β1, β2, . . . βr} base de K sobre F y B2 = {α1, α2, . . . αs} base

de E sobre K, no es dif́ıcil hacer ver que B3 = {βiαj : βi ∈ B1 y αj ∈ B2} es base de E

sobre F . �
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Definición 13 Sea f(x) ∈ F [x] de grado mayor o igual a uno. Un campo de descomposición

de f(x) sobre F , es una extensión E de F tal que f(x) es producto de polinomios de grado

uno en E[x] y si K es un subcampo propio de E que contiene F , f(x) no es producto de

polinomios de grado uno con coeficientes en K.

Ejemplo. Sea x2 − 2 ∈ Q[x]. E = Q(
√

2) es un campo de descomposición de x2 − 2 sobre Q.

Teorema 8 Sea f(x) ∈ F [x], con grd(f(x)) ≥ 1, si E es una extension de F y f(x) se

descompone como producto de polinomios de grado uno con coeficientes en E, existe un

campo de descomposición de f sobre F contenido en E.

Demostración Sea Σ la intersección de todos los subcampos K de E que contienen a F y

f(x) es producto de polinomios de grado uno en K[x]. No es complicado ver que Σ es un

campo de descomposición de f(x) sobre F . �

Lema 3 Sean F y F ′ campos y σ un isomorfismo de F en F ′. Si se define σ∗ : F [x]→ F ′[x]

como σ∗(
∑s

i=1 aix
i) =

∑s
i=1 σ(ai)x

i, se tiene que σ∗ es un isomorfismo de F [x] en F ′[x].

Demostración. Se sigue de la definicion de σ∗ que esta es homomorfismo. Se verá que σ∗ es

biyectiva.

Sean f(x), g(x) ∈ F [x], con f(x) =
∑s

i=0 aix
i y g(x) =

∑s
i=0 bix

i, tal que

σ∗(f(x)) = σ∗(g(x)).

Se tiene que
∑s

i=0 σ(ai)x
i =

∑s
i=0 σ(bi)x

i lo que implica que σ(ai) = σ(bi) para todo

i = 0, 1, . . . s y como σ es inyectivo, tenemos que f(x) = g(x).

Ahora veamos que σ∗ es sobre.

Sea g(x) ∈ F ′[x], g(x) =
∑s

i=1 bix
i. Como σ es isomorfismo de F en F ′, σ es sobre por lo que

cada bi = σ(ai) para algún ai ∈ F . Por lo tanto existe f(x) ∈ F [x] tal que σ∗(f(x)) = g(x), a

saber f(x) =
∑s

i=1 aix
i. �

Notación. Con las condiciones del lema 3, para cada f(x) ∈ F [x], en lugar de σ∗(f(x)) se

escribirá f∗(x).

Lema 4 Sean E : F y E′ : F ′ extensiones de campos, σ un isomorfismo de F en F ′,

p(x) ∈ F [x] irreducible sobre F , α ∈ E una ráız de p(x) y β ∈ E′ una ráız de p∗(x).

Entonces existe un único isomorfismo σ̂ : F (α)→ F ′(β) tal que σ̂(a) = σ(a) para todo a ∈ F
y σ̂(α) = β.

Demostración. Como p(x) es irreducible sobre F , p∗(x) es irreducible sobre F ′, p(x) es el

polinomio mı́nimo de α sobre F y p∗(x) es el polinomio mı́nimo de β sobre F ′.

Sea σ̂ : F (α)→ F ′(β) dada por σ̂(f(α)) = (σ∗f)(β). σ̂ es un isomorfismo, que σ̂(α) = β.
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Veamos ahora la unicidad de σ̂. Supongamos que ϕ es un isomorfismo de F (α) en F ′(β) con

ϕ(a) = σ(a) para toda a ∈ F y ϕ(α) = β, si f(α) = a0 + a1α+ · · ·+ as−1α
s−1,

ϕ(f(α)) = ϕ(a0) + ϕ(a1)ϕ(α) + · · ·+ ϕ(as−1)ϕ(α)s−1

= ϕ(a0) + ϕ(a1)β + · · ·+ ϕ(as−1)β
s−1

= σ(a0) + σ(a1)β + · · ·+ σ(as−1)β
s−1

= σ̂(f(α)).

Por lo tanto ϕ = σ̂. �

Teorema 9 Si σ es un isomorfismo entre los campos F y F ′, f(x) ∈ F [x], con

grd(f(x)) ≥ 1, E es campo de descomposición de f(x) sobre F y E′ es campo de

descomposición de f∗(x) sobre F ′, se tiene que

(i) Existe un isomorfismo σ̃ : E → E′ que extiende a σ.

(ii) Si f(x) es separable, para cada isomorfismo σ : F → F ′, existen exactamente [E : F ]

isomorfismos como en (i).

Demostración de (i). Se procede por inducción sobre [E : F ]. Si [E : F ] = 1, entonces

E = F y f(x) es un producto de factores lineales en F [x]; de esto se sigue que f∗(x) es

también un producto de factores lineales en F ′[x], aśı E′ = F ′. Por lo tanto se cumple (i)

con σ̃ = σ.

Supongamos que [E : F ] > 1. Existe p(x) ∈ F [x] un factor irreducible de f(x) con grado

d > 1. Sea α ∈ E una ráız de p(x) y si β ∈ E′ una ráız de p∗(x), por el lema 4 existe un

único isomorfismo σ̂ isomorfismo de F (α) en F ′(β) que extiende a σ. Si además E = F (α),

se tiene que E′ = F (α) y entonces se cumple (i) con σ̃ = σ̂.

Supongamos que F (α) es un subcampo propio de E. Por lo que 1 < [E : F (α)] < [E : F ].

Ahora, E es campo de descomposición de f(x) sobre F (α), aśı como E′ es un campo de

descomposición de f∗(x) sobre F ′(β). Por hipótesis de inducción existe σ̃ que extiende a σ̂ y

como σ̂ extiende a σ entonces σ̃ extiende a σ.

Demostración de (ii). Si [E : F ] = 1, E = F y F es campo de descomposición de f(x)

sobre F . Consecuentemente E′ = F ′, F ′ es campo de descomposición de f∗(x) sobre F ′ y

σ̃ = σ es la única extensión de σ y por lo tanto se cumple (ii).

Si [E : F ] > 1, f(x) tiene un factor irreducible p(x) con grd(p(x)) = d > 1. Si α ∈ E es una

ráız de p(x), en virtud del lema 4, para cada β ∈ E′ ráız de p∗(x), existen exactamente d

extensiones de σ de este tipo, ya que p∗(x) es separable sobre F ′.

Por hipótesis de inducción, cada σβ se puede extender a un isomorfismo de E en E′ de [E:F ]
d

formas diferentes y por consiguiente σ se puede extender de ( [E:F ]
d )d maneras diferentes de la

forma indicada.

Para terminar la demostración del teorema es necesario hacer ver que σ̃ : E → E′ es una

extensión de σ, σ̃ es una de las extensiones de σ que se obtiene como en el párrafo anterior.
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Si σ̃ lo restringimos a F (α), se obtiene un isomorfismo de F (α) en F ′(σ̃(α)) y σ̃(α) es una

ráız de p∗(x). Por lo tanto existe un isomorfismo de F (α) en F ′(σ(α)) que extiende a σ, pero

σ̃|F (α) = σσ̃(α) es decir es una de las extensiones mencionadas anteriormente. �

Corolario 3 Si E y E′ son campos de descomposición de f(x) ∈ F [x] sobre F , se tiene que

E y E′ son isomorfos.

Demostración. Es consecuencia inmediata del inciso (i) del teorema 9, considerando

F = F ′ y σ = Id. �

Definición 14 Sea F un campo y f(x) ∈ F [x] con f(x) =
∑n

i=0 aix
i. El polinomio derivada

de f(x) es el polinomio f ′(x) =
∑n−1

i=0 (i+ 1)a(i+1)x
i.

Teorema 10 Sea F un campo, f(x) ∈ F [x] y f ′(x) ∈ F [x] el polinomio derivada de f(x).

f(x) no tiene ráıces repetidas si y sólo si el máximo común divisor de f(x) y f ′(x) es uno.

Demostración. Sea E un campo de descomposición de f(x) sobre F , y d(x), el máximo

común divisor de f y f ′. Supóngase que d(x) 6= 1 y sea α ráız de d(x). Entonces α es ráız

común de f(x) y f ′(x), por lo que, si α es ráız de multiplicidad k ≥ 1 de f ′(x), se tiene que α

es de multiplicidad k + 1 de f(x), y como k + 1 ≥ 2, se tiene que f(x) tiene ráıces repetidas.

Supongamos ahora que f(x) tiene una ráız repetida en alguna extensión de F . Entonces

f(x) = (x− α)kg(x) con k > 1 y f ′(x) = (x− α)kg′(x) + k(x− α)k−1g(x), lo que implica que

(x− α) divide a f ′(x) y por consiguiente (x− α) divide a (f(x), f ′(x)) y (f(x), f ′(x)) 6= 1. �

Ahora demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 11 (Pequeño Teorema de Fermat) Si a ∈ Zp, se tiene que ap = a.

Demostración. Sea a 6= 0, como Zp − {0} es un grupo multiplicativo de orden p− 1,

ap−1 = 1 y ap = a.

Si a = 0, es claro que ap = a. �

Teorema 12 Si m = pn con p un primo, n ≥ 1, existen campos con m elementos.

Demostración. Sea f(x) = xp
n − x ∈ Zp[x], E un campo en donde f(x) se descompone

como producto de factores de grado uno y K = {α ∈ E|α es ráız de f(x)}. Se tiene que

Zp ⊂ K en virtud del pequeño teorema de Fermat, K tiene pn elementos porque f(x) no

tiene ráıces repetidas debido al teorema 10 y K resulta ser un subcampo de E. �

Observemos que un campo E con pn elementos es campo de descomposición de

f(x) = xp
n − x sobre F , con F el subcampo primo de E:

Si a ∈ E − {0} , ap
n−1 = 1, aśı ap

n
= a, por lo que α es ráız de f(x) = xp

n − x ∈ F [x].

Por otro lado 0p
n − 0 = 0 lo que implica que todo elemento de E es ráız de f(x) y por

consiguiente E es campo de descomposición de f(x) sobre F .

También se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 13 Si p es un primo, n ∈ Z, n ≥ 1, E y E′ campos con pn elementos, se tiene que

E y E′ son isomorfos.

Demostración. Como E y E′ son campos de descomposición de f(x) = xp
n − x ∈ Zp[x]

sobre Zp, se sigue que son isomorfos. �

Definición 15 Si E es un campo, un automorfismo de E es un isomorfismo de E en E.

Se tiene que el conjunto aut(E) formado por todos los automorfismos del campo E, es un

grupo con la operación composición de funciones.

Sea E : F una extensión de campos. Es fácil hacer ver que

Gal(E : F ) := {σ ∈ aut(E) | σ(a) = a para toda a ∈ F}

es un subgrupo de aut(E).

Definición 16 Si E : F es una extensión de campos, a Gal(E : F ) se le llama el grupo de

Galois de E : F .

Observacion 8. Si σ ∈ Gal(E : F ), σ es un operador lineal de E sobre F .

Lema 5 Si σ : GF (pn)→ GF (pn) es tal que σ(a) = ap, σ ∈ Gal(GF (pn) : GF (p)) .

Demostración. σ(ab) = (ab)p = apbp = σ(a)σ(b), σ(a+ b) = (a+ b)p = ap + bp porque

GF (pn) es de caracteŕıstica p, es fácil ver que σ es inyectiva y en consecuencia dado que el

conjunto GF (pn) es finito es un automorfismo. En virtud del teorema (pequeño) de Fermat

se tiene que σ ∈ Gal(GF (pn) : GF (p)). �

Definición 17 Al automorfismo σ del lema anterior se le llama el automorfismo de

Frobenius de GF (pn).

Teorema 14 Si f(x) ∈ F [x] es separable y E es el campo de descomposición de f(x) sobre

F , se tiene que Gal(E : F ) es de orden [E : F ].

Demostración. Es una consecuencia inmediata del inciso (ii) del teorema 9 al considerar

F = F ′, E = E′ y σ = Id. �

Lema 6 La dimensión de GF (pn) sobre GF (p) es n, es decir [GF (pn) : GF (p)] = n.

Demostración. Como GF (pn) es finito, [GF (pn) : GF (p)] es finita, digamos que sea s.

GF (pn) es isomorfo a (GF (p))s, y como GF (p) tiene p elementos, (GF (P ))s tiene ps, por

consiguiente pn = ps y n = s. �

Recordemos la siguiente caracterización de los grupos ćıclicos finitos.

Un grupo finito es ćıclico si y solo si para cada divisor del orden del grupo, este tiene a lo

más un subgrupo de ese orden.

Usando la caracterización anterior, se prueba el siguiente resultado.
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Teorema 15 Si F es un campo y G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo F , G es

ćıclico.

Demostración. Sea m un divisor del orden de G, si H y K son dos subgrupos diferentes de

orden m, H ∪K tiene más de m elementos y todos ellos son ráıces del polinomio xm − 1, lo

que es imposible, por que un polinomio de grado m, con coeficientes en un campo, tiene a lo

más m ráıces en el campo, de donde se sigue que G es ćıclico.

Teorema 16 Para todo n ≥ 1, existe un polinomio irreducible de grado n sobre el campo

F = GF (p).

Demostración. Como el grupo multiplicativo H de GF (pn) es ćıclico, si α es un generador

de H, se tiene que GF (pn) = H ∪ {0} = F (α). Como [F (α) : F ] = grd(p(x)) con p(x) el

polinomio mı́nimo de α sobre F , que es irreducible sobre F , y ya que n = [GF (pn) : GF (p)]

se sigue que p(x) es de grado n. �

Teorema 17 Si E = GF (pn), el grupo de Galois G = Gal(E : F ) es un grupo ćıclico de

orden n y el automorfismo de Frobenius es un generador.

Demostración. E = F (α), con α un generador de E − {0}. Si p(x) ∈ F [x], es el polinomio

mı́nimo de α y con grd(p(x)) = n, E contiene a lo más n ráıces de p(x).

Si ϕ ∈ G, h ∈ E − {0}, h = αk para alguna k ∈ Z, ϕ(h) = ϕ(αk) = ϕ(α)k, lo que implica que

ϕ esta determinado por ϕ(α).

Como α es ráız de p(x), ϕ(α) también es ráız de p(x), por lo tanto |G| ≤ n.

Si σ es el automorfismo de Frobenius de E : F , < σ >≤ G. Si probamos que el orden de σ es

n, se tendŕıa que G =< σ >, que es lo que se quiere demostrar.

Como σ(a) = ap, σk(a) = ap
k

para toda a ∈ E, en particular σn(a) = ap
n
. Como cada

elemento de E es ráız de xp
n − x, se tiene que σn(a) = ap

n
= a para toda a ∈ E, es decir

σn = Id.

Si l es el orden de σ y l < n, σl = Id. Entonces, para toda a ∈ E, a = σl(a) = ap
l
, lo que

implica que el polinomio g(x) = xp
l − x de grado pl < pn tiene más ráıces que su grado, lo

que es una contradicción por lo tanto el orden de σ es n. �

Notacion. Si F es un campo, Mn(F ) es el conjunto de todas las matrices de n× n con

entradas en el campo F .

Observacion 9. Si A ∈Mn(F ), entonces como F ⊂ F [x], se tiene que A ∈Mn(F [x]).

Definición 18 Si A ∈Mn(F ), la matriz caracterist́ıca de A, es la matriz

xI −A ∈Mn(F [x]).

Definición 19 Si A ∈Mn(F ), el polinomio caracteŕıstico de A es el determinante de

xI −A.
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Observacion 10. Si A ∈Mn(F ), de la definición de determinante se sigue que el polinomio

caracteŕıstico de A es un polinomio p(x) de la forma

xn − (a11 + a22 + · · ·+ ann)xn−1 + g(x)

con g(x) ∈ F [x] de grado menor que n− 1 y con término constante igual a (−1)ndet(A).

p(x) = |xI −A| = xn − (a11 + a22 + · · ·+ ann)xn−1 + · · ·+ (−1)ndet(A).

Definición 20 Sea F un campo, f(x) = asx
s + as−1x

s−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F [x] y

A ∈Mn(F ). Definimos f(A) como:

f(A) = asA
s + as−1A

s−1 + · · ·+ a1A+ a0I.

Definición 21 Si A ∈Mn(F ) y f(x) ∈ F [x], se dice que f anula a A si f(A) es la matriz

cero y escribimos f(A) = 0.

Teorema 18 Si F es un campo y B ∈Mn(F ), existe un polinomio no cero f(x) con

coeficientes en F tal que f anula a B.

Demostración. Si B es diferente de la matriz cero se tiene que la lista de matrices

I,B,B2, . . . , Bn2
es linealmente dependiente sobre F porque la dimensión de Mn(F ) es n2.

Entonces existen α0, α1, . . . , αn2 ∈ F no todos cero tales que α0I + α1B + . . . ,+αn2Bn2
= 0

lo que nos dice que el polinomio f(x) = α0 + α1x+ . . . ,+αn2xn
2
, que es diferente de cero,

anula a B. �

Definición 22 Si B ∈Mn(F ), al polinomio m(x) ∈ F [x] de grado mı́nimo y mónico que

anula a B se le llama el polinomio mı́nimo de B sobre F .

Observacion 11. Sean f(x) ∈ F [x], B ∈Mn(F ) y m(x) ∈ F [x] el polinomio mı́nimo de B.

Si f(B) = 0 entonces m(x) divide a f(x).

Demostración. Por el algoritmo de la división tenemos que f(x) = m(x)q(x) + r(x); con

q(x), r(x) ∈ F [x] y gr(r(x)) < gr(f(x)). Como 0 = f(B) = m(B)q(B) + r(B) = r(B) y m(x)

es el polinomio mı́nimo de B, se sigue que r(x) = 0. �

Definición 23 Sea A ∈Mn(F ). Aij es la matriz de (n− 1)× (n− 1) que se obtiene de A

eliminando el renglón i y la columna j de A.

Se recuerda que el determinante de A = (aij) es

(−1)i+1ai1det(Ai1)+(−1)i+2ai2det(Ai2)+ · · ·+(−1)i+jaijdet(Aij)+ · · ·+(−1)i+naindet(Ain),

y que el cofactor de aij es (−1)i+jdet(Aij), y se denota por a′ij , por lo que

det(A) = ai1a
′
i1 + ai2a

′
i2 + · · ·+ aija

′
ij + · · ·+ aina

′
in
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Definición 24 Si A ∈Mn(F ), la matriz de cofactores de A es la matriz C = (cij) ∈Mn(F )

con cij = a′ij

Definición 25 La matriz adjunta de A es la matriz transpuesta de C y se denota por

adj(A).

Teorema 19 Si A ∈Mn(F ) se tiene que A(adj(A)) = det(A)In = adj(A)A.

Demostración. El elemento (i, j) de A(adj(A)) es el producto del renglón i de A con la

columna j de adj(A), es decir,

(
ai1 ai2 . . . ain

)

a′j1
a′j2
...

a′jn

 = ai1a
′
j1 + ai2a

′
j2 + · · ·+ aina

′
jn.

Si j = i, esta expresión es el determinante de A; y si j 6= i, es el determinante de una matriz

con dos renglones iguales.

Luego,

A(adj(A)) =


det(A) 0 . . . 0

0 det(A) . . . 0
...

...

0 0 . . . det(A)

 = det(A)I.

Análogamente, adj(A)A = det(A). �

Teorema 20 (Cayley - Hamilton) Si A ∈Mn(F ), y p(x) ∈ F [x] es su polinomio

caracteŕıstico, entonces p(A) = 0.

Demostración. Sea B = (bij) la matriz adjunta de xI −A. Cada bij es un polinomio de

grado menor o igual a n− 1, con coeficientes en F de la forma

bij = c
(0)
ij + c

(1)
ij x+ · · ·+ c

(n−1)
ij xn−1 y sea B(k) = (c

(k)
ij ) ∈Mn(F ) para 1 ≤ k ≤ n− 1. Se tiene

que B = B(0) + xB(1) + · · ·+ xn−1B(n−1), que se puede ver como elpolinomio

B = B(0) +B(1)x+ · · ·+B(n−1)xn−1 dando el siguiente isomorfismo

ϕ : Mn(F [x])→Mn(F )[x] dado por ϕ(xiA) = Axi.

Por el teorema 19 tenemos que B(xI −A) = |xI −A|I = p(x)I.

Si p(x) = a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + xn, (B(0) + xB(1) + · · ·+ xn−1B(n−1))(xI −A)

= B(xI −A) = |xI −A|I = p(x)I = (a0 + xa1 + · · ·+ xn−1an−1 + xn)I

= a0I + (a1x)I + · · ·+ (an−1x
n−1I) + xnI, de donde se obtiene que

−B(0)A+ (B(0) −B(1)A)x+ (B(1) −B(2)A)x2 + · · ·+ (B(n−2) −B(n−1)A)xn−1 +B(n−1)xn

14



= a0I + (a1I)x+ · · ·+ (an−1I)xn−1 + Ixn

y en consecuencia

−B(0)A = a0I

B(0) −B(1)A = a1I

B(1) −B(2)A = a2I

...

B(n−2) −B(n−1)A = an−1I

B(n−1) = I

lo que implica que

−B(0)A = a0I

B(0)A−B(1)A2 = a1A

B(1)A2 −B(2)A3 = a2A
2

...

B(n−2)An−1 −B(n−1)An = an−1A
n−1

B(n−1)An = An

de lo anterior tenemos que

p(A) = a0 + a1A+ · · ·+ an−1A
n−1 +An

= −B(0)A+ (B(0)A−B(1)A2) + (B(1)A2 −B(2)A3) + · · ·+ (B(n−2)An−1 −B(n−1)An) +B(n−1)An

= (−B(0)A+B(0)A) + (−B(1)A2 +B(1)A2) + · · ·+ (−B(n−1)An +B(n−1)An) = 0.�

Corolario 4 El polinomio mı́nimo de una matriz A divide al polinomio caracteŕıstico de A.

Definición 26 Sean V un espacio vectorial sobre el campo F , T un operador lineal de V y

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ asx
s ∈ F [x]. Se define f(T ) como el operador lineal

a0I + a1T + a2T
2 + · · ·+ asT

s.

Definición 27 Con la notación del párrafo anterior, si v ∈ V se define f · v = f(T )v.

Es fácil verificar que si f, g ∈ F [x], T un operador lineal de V , u, v ∈ V y α ∈ F se tiene que

f · (u+ v) = f · u+ f · v, (f + g) · u = f · u+ g · u, (fg) · u = f · (g · u) y que

α(f · u) = (αf) · u = f · (αu).
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Observacion 12. Si V es un espacio vectorial sobre el campo F , T un operador lineal de V

y v ∈ V , se tiene que el conjunto Z(v;T ) = {g · v|g ∈ F [x]} es un subespacio de V . A este

subespacio se le llama el T−subespacio ćıclico de V generado por v.

Definición 28 Sean V un espacio vectorial sobre el campo F , T un operador lineal en V y

v ∈ V . Si el T−subespacio ćıclico de V generado por v es todo V , se dice que v es un vector

ćıclico de T .

Definición 29 Si V es un espacio vectorial sobre el campo F , T un operador lineal en V y

v ∈ V , al conjunto M(v;T ) := {f ∈ F [x]|f · v = 0} se le llama el T -anulador de v.

Lema 7 Si V es un espacio vectorial sobre el campo F y T un operador lineal en V se tiene

que

(i) 0 ∈M(v;T ).

(ii) Si f, g ∈M(v;T ) entonces f + g ∈M(v;T ).

(iii) Si f ∈M(v;T ) y h ∈ F [x] entonces hf ∈M(v;T ).

Demostración.

(i) 0 · v = 0(T )v = 0.

(ii) Como f, g ∈M(v;T ) y (f + g) · v = f · v + g · v, entonces

(f + g) · v = f · v + g · v = 0 + 0 = 0 por lo tanto f + g ∈M(v;T ).

(iii) Como f ∈M(v;T ), (gf)(x) = g(x)f(x) y (gf) · v = g(f · v), entonces

(gf) · v = g · (f · v) = g · 0 = 0 por lo tanto gf ∈M(v;T ). �

Observacion 13. Si V es un espacio vectorial sobre el campo F de dimensión finita y

v ∈ V , se tiene que M(v;T ) 6= {0}, ya que el polinomio mı́nimo de T está en M(v;T ).

Definición 30 Al polinomio mónico de grado mı́nimo que está en M(v;T ) también se le

llama el T -anulador de v y se denota por pv.

Lema 8 Si M(v;T ) 6= {0} y f(x) ∈M(v;T ), se tiene que pv divide a f(x).

Demostración. Por el algoritmo de la división se tiene que f(x) = q(x)pv(x) + r(x) con

grd(r(x)) < grd(pv(x)), aśı 0 = f · v = (qpv + r) · v = q · vpv · v + r · v = r · v, lo que implica

que r(x) = 0 y por lo tanto pv divide a f(x). �

Observacion 14. Z(v;T ) = {r · v|grd(r(x)) < grd(pv(x))}.
Demostración. Es suficiente probar que Z(v;T ) ⊂ {r · v|grd(r(x)) < grd(pv(x))}. Sea

u ∈ Z(v;T ), por lo cual u = f · v con f(x) ∈ F [x]. Por el algoritmo de la división se tiene

que f(x) = pv(x)q(x) + r(x) con q(x), r(x) ∈ F [x] y grd(r(x)) < grd(pv(x)), por lo tanto

f · v = qpv · v + r · v = q · (p · v) + r · v = q · 0 + r · v = r · v �
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Observacion 15. Si pv(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ak−1x
k−1 + xk, el conjunto

B = {v, Tv, T 2v, . . . , T k−1v} es una base de Z(v;T ).

Demostración. Sea u ∈ Z(v;T ), u = r · v con r ∈ F [x] y s = grd(r) < k. Si

r(x) = c0 + c1x+ · · ·+ csx
s, u = (c0I + c1T + · · ·+ csT

s)v = c0v+ c1T (v) + . . .+ csT
s(v) por

lo que B genera a Z(v;T ). Si B fuera linealmente dependiente, existiŕıa un polinomio r no

cero de grado menor que s tal que r · v = 0, lo que es una contradicción porque pv es el

T−anulador de v y es de grado s. �

Lema 9 Z(v;T ) es invariante bajo T .

Demostración. Sea u ∈ Z(v;T ), u = r · v = a0v + a1T (v) + · · ·+ ak−1T
k−1(v),

T (u) = a0T (v) + a1T
2(v) + · · ·+ ak−1T

k(v) ∈ Z(v;T ). �

Observacion 16. Como Z(v;T ) es T -invariante, la restricción U de T a Z(v;T ) es un

operador lineal de Z(v;T ).

Teorema 21 Con la notación usada en los párrafos anteriores, pv es el polinomio mı́nimo

de U .

Demostración. Sea z ∈ Z(v;T ), z = r · v y pv(U)z = pv(U)(r · v) = pv(T ) · r · v = (pvr) · v
= rpv · v = r · (pvv) = 0, lo que quiere decir que pv anula a U . Ahora, si 0 = f(U),

f(U)v = f(T )v = 0, lo que implica que pv divide a f(x), por lo tanto pv es el polinomio

mińımo de U . �

Corolario 5 Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre el campo F , T un

operador lineal en V y v ∈ V un vector ćıclico de T , se tiene que el polinomio mı́nimo de T

coincide con pv y pv es el polinomio caracteŕıstico de T .

Demostración. Como V = Z(v : T ), por el teorema 21 pv es el polinomio mı́nimo de T .

Además, dim(V ) = grd(pv) y si p(x) es el polinomio carateŕıstico de T , grd(p(x)) = grd(pv)

y por lo tanto p(x) = pv(x). �

La propiedad anterior caracteriza a los operadores lineales sobre un espacio vectorial de

dimensión finita que tienen un vector ćıclico de T .

Teorema 22 Sea T un operador lineal de un espacio vectorial V de dimensión finita sobre

el campo F . Se tiene que existe v ∈ V tal que Z(v, T ) = V si y sólo si el polinomio mı́nimo

de T y el polinomio caracteŕıstico de T coinciden.

Demostración. Por el corolario anterior, si V tiene un vector ćıclico de T , los polinomios

mı́nimo y caracteŕıstico de T coinciden. La otra implicación puede consultarse en [1].

Definición 31 Si G es un grupo y E es un campo, un carácter de G en E es un

homomorfismo ϕ : G→ E∗, con E∗el grupo multiplicativo de E.
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Cada carácter de un grupo G en E se puede pensar como un elemento del espacio vectorial

de funciones de G en E.

Definición 32 Se dice que un conjunto {σ1, . . . , σn} de caracteres de un grupo G en un

campo E es linealmente independiente si es linealmente independiente en el espacio de

funciones de G en E.

Lema 10 (Lema de Dedekind). Todo conjunto {σ1, σ2, . . . , σn} de caracteres distintos de

un grupo G en un campo E es linealmente independiente.

Demostración. Por inducción sobre n. Si n = 1, como σ1 es un caracter σ1 no es cero,

aśı {σ1} es linealmente independiente.

Sea n > 1 y supongamos que

a1σ1(x) + a2σ2(x) + . . .+ an−1σn−1(x) + anσn(x) = 0. para toda x ∈ G (1.1)

con al menos una ai 6= 0. Entonces a1 6= 0, ya que de otra forma, por hipótesis de inducción,

toda ai seŕıa igual a cero, lo que contradice que los ai no son todos cero.

Como σ1 6= σn, existe y ∈ G tal que σ1(y) 6= σn(y). Multiplicando la ecuación (6) por σn(y)

obtenemos:

(a1σn(y))σ1(x) + (a2(σn(y))σ2(x) + . . .+ (anσn(y))σn(x) = 0 (1.2)

luego

a1σn(y)σ1(x) + a2σn(y)σ2(x) + . . .+ anσn(y)σn(x) = 0 (1.3)

para toda x ∈ G.

Por otro lado, evaluando la ecuación (6) en xy, se obtiene:

a1σ1(xy) + a2σ2(xy) + . . .+ anσn(xy) = 0 (1.4)

a1σ1(x)σ1(y) + a2σ2(x)σ2(y) + . . .+ anσn(x)σn(y) = 0 (1.5)

Aśı de (8) y (10) tenemos que

a1(σn(y)− σ1(y))σ1(x) + . . .+ an−1(σn(y)− σn−1(y))σn−1(x) = 0, (1.6)

por inducción se tiene que ai(σn(y)− σi(y)) = 0 para toda 1 ≤ i ≤ n− 1 en (11), en

particular a1[σn(y)− σ1(y)] = 0, puesto que a1 6= 0 implica que σn(y) = σ1(y) y esto

contradice que son diferentes, aśı todos los ai son cero . �

Corolario 6 Todo conjunto β = {σ1, . . . , σn} de automorfismos de un campo F diferentes,

es linealmente independiente.
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Demostración. Un automorfismo de un campo F restringido al grupo multiplicativo F ∗ es

un carácter, por lo que β es linealmente independiente. �

Con lo anterior ya se tiene lo necesario para demostrar el teorema 1.

Teorema 1. Sea E = GF (pn) y F = GF (p), entonces existe una base normal de E sobre F .

Demostración. Si G = Gal(E : F ), se tiene que G =< σ >, con σ el automorfismo de

Frobenius y el orden de σ es n. Como σn = Id, se tiene que σ es anulado por el polinomio

f(x) = xn − 1 ∈ F [x]. Dado que Id, σ, . . ., σn−1 son linealmente independientes, no existe

un polinomio g(x) ∈ F [x] no cero de grado menor que n tal que g(σ) = 0, por lo que

f(x) = xn − 1 es el polinomio mı́nimo de σ sobre F .

Como el polinomio caracteŕıstico de σ es de grado n y es dividido por el polinomio mı́nimo,

se tiene que f(x) = xn − 1 es el polinomio caracteŕıstico de σ, por lo que existe v ∈ F tal

que β = {v, σ(v), σ2(v), . . . , σn−1(v)} es base de E en virtud del teorema 19, lo que implica

que β = {v, vp, . . . , vpn−1} es una base normal de E sobre F . �

Ahora podemos generalizar la definición de base normal y dar un corolario del teorema

anterior.

Definición 33 Si E : F es una extension finita de grado n, se dice que E : F tiene una base

normal si existe v ∈ E y ϕ ∈ Gal(E : F ) tal que {v, ϕ(v), ϕ2(v), . . . , ϕn−1(v)} es base de E

sobre F y ϕn(v) = v.

Corolario 7 Si E es una extensión finita de un campo finito F , existe una base normal de

E sobre F .

Demostración. Si K es el subcampo primo de F , K < F < E. El grado de F sobre K y el

grado de E sobre K son m y n respectivamente, se tiene que el grado de E sobre F es n
m = s.

|E| = pn y |F | = pm con p la caracteŕıstica de K.

E es campo de descomposición del polinomio separable f(x) = xp
n − x sobre K, por lo que

E : K es de Galois. El grupo de Galois de F : K es un grupo ćıclico de orden n. Pongamos

que G =< ϕ >. Como Gal(E : F ) < Gal(E : K), Gal(E : F ) es ćıclico y

|Gal(E : F )| = [E : F ] porque [E : F ] es de Galois y n = [E : K] = [E : F ][F : K], luego

Gal(E : F ) =< ϕm >.

El polinomio mı́nimo de ϕm sobre F es h(x) = xs − 1, ya que xn − 1 es el polinomio mı́nimo

de ϕ sobre K. Como [E : F ] = s, se tiene que h(x) es también el polinomio caracteŕıstico de

ϕm sobre F , lo que implica que E : F tiene una base normal. �
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Caṕıtulo 2

Propiedades de bases normales

Observacion 17. Si E es una extensión finita de un campo finito F , σ es el automorfismo

de Frobenius de E sobre GF (p), Gal(E : F ) =< τ >, con τ = σm, y

N = {v, τ(v), τ2(v), . . . , τ l−1(v)} una base normal de E sobre F , se tiene que si

X =



a1

a2

a3
...

al


es el vector de coordenadas de w ∈ E con respecto a la base N , el vector de coordenadas de

τ j(w) con respecto a la base N es 

al−(j−1)
...

al

a1

a2
...

al−j


1 ≤ j ≤ l − 1 .

Demostración. Si A es la matriz que representa a τ con respecto a la base N se tiene que
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A = [τ ]N =



0 0 0 · · · 0 0 1

1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0

0 0 1 · · · 0 0 0
... · · ·

...

0 0 0 · · · 1 0 0

0 0 0 · · · 0 1 0


=

(
0 1

Il−1 0

)

por lo que

A2 = [τ2]N =



0 0 0 · · · 0 1 0

0 0 0 · · · 0 0 1

1 0 0 · · · 0 0 0

0 1 0 · · · 0 0 0
... · · ·

...

0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 · · · 1 0 0


=

(
0 I2

Il−2 0

)

y

Aj = [τ j ]N =

(
0 Ij

Il−j 0

)
para cada 1 ≤ j ≤ l − 1.

Si w ∈ E y X es el vector de coordenadas de w con respecto a la base N

X =



a1

a2
...

al−3

al−2

al−1

al


.

por lo que

[τ j ]N [w]N = AjX =

(
O Ij

Il−j 0

)


a1

a2
...

al−3

al−2

al−1

al


=



al−(j−1)
...

al

a1

a2
...

al−j


.�
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Sea E = GF (pn) una extensión de un campo F , por el corolario 8 E admite una base

normal N de E sobre F . Si a, b ∈ E, el producto de a con b está en E y los coeficientes del

vector que representa al producto de a con b se obtienen con la igualdad (5) de la

introducción. Lo que se hará en esta parte es calcular el número máximo de ceros en la

matriz (d
(k)
ij ) con respecto a una base normal.

Definición 34 Si E es un campo y G es un subconjunto no vaćıo del grupo de

automorfismos de E, al conjunto {α ∈ E|σ(α) = α para todo σ ∈ G} se le denota como EG.

Observacion 18 EG es un subcampo de E y es conocido como el subcampo fijo por G.

Demostración. Sean a, b ∈ EG. Se tiene que para σ ∈ G, σ(a+ b) = σ(a) + σ(b) = a+ b,

σ(ab) = σ(a)σ(b) = ab. Finalmente, si a ∈ EG y σ ∈ G,

1 = σ(1) = σ(aa−1) = σ(a)σ(a−1) = aσ(a−1), esto implica que σ(a−1) = a−1, por lo tanto

EG es un subcampo de E. �

Lema 11 Si G = {σ1, . . . , σn} es un subconjunto de los automorfismos de E, se tiene que

[E : EG] ≥ n.

Demostración. Supongamos que [E : EG] = r < n; sea {α1, . . . , αr} una base de E sobre

EG. Consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones lineales con n indeterminadas con

coeficientes en E.

σ1(α1)x1 + · · ·+ σn(α1)xn = 0

σ1(α2)x1 + · · ·+ σn(α2)xn = 0 (2.1)

...

σ1(αr)x1 + · · ·+ σn(αr)xn = 0

Puesto que r < n, el sistema tiene una solución no trivial (s1, . . . , sn), por lo que

σ1(α1)s1 + · · ·+ σn(α1)sn = 0

σ1(α2)s1 + · · ·+ σn(α2)sn = 0 (2.2)

...

σ1(αr)s1 + · · ·+ σn(αr)sn = 0

Sea b ∈ E, b =
∑r

i biαi con bi ∈ EG. Para todo σ ∈ G, σ(b) =
∑r

i=1 biσ(αi).

De (2.3) obtenemos;
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b1σ1(α1)s1 + · · ·+ b1σn(α1)sn = 0

b2σ1(α2)s1 + · · ·+ b2σn(α2)sn = 0 (2.3)

...

brσ1(αr)s1 + · · ·+ brσn(αr)sn = 0

de donde obtenemos s1(b1σ1(α1) + · · ·+ brσ1(αr)) + · · ·+ sn(b1σn(α1) + · · ·+ brσn(αr)) = 0,

esto es, s1σ1(b) + · · ·+ snσn(b) = 0, y como b es un elemento arbitrario en E, tenemos que

s1σ1 + s2σ2 + · · ·+ snσn = 0, lo que es una contradicción, ya que {σ1, σ2, . . . , σn}, en virtud

del lema de Dedekind, es linealmente independiente. Por lo tanto [E : EG] ≥ n. �

Teorema 23 (Lema de Artin). Si G = {σ1, . . . , σn} es un subgrupo de Aut(E), se tiene

que

[E : EG] = |G|.

Demostración. Sea G = {σ1, σ2, . . . , σn} subgrupo de Aut(G), con σ1 = Id. Supongamos

que [E : EG] > n.

Sean w1, w2, . . . , wn, wn+1 ∈ E linealmente independientes sobre EG. Considerese el

siguiente sistema de n ecuaciones lineales en n+ 1 indeterminadas con coeficientes en E.

w1x1 + w2x2 + · · ·+ wn+1xn+1 = 0

σ2(w1)x1 + σ2(w2)x2 + · · ·+ σ2(wn1)xn+1 = 0

... (2.4)

σn(w1)x1 + σn(w2)x2 + · · ·+ σn(wn+1)xn+1 = 0

Sea S = (y1, y2, . . . , yn, yn+1) ∈ En+1 una solución no trivial del sistema con el mı́nimo

número de componentes no cero.

Supongamos que la última componente no cero es yl , R = y−1l S es también una solución al

sistema con su componente l igual a uno, es decir R = (y′1, y
′
2, . . . , y

′
l−1, 1, 0, . . . , 0); como

y′1w1 + y′2w2 + · · ·+ y′l−1wl−1 + wl = 0, algún yk /∈ EG para alguna 1 ≤ k ≤ l − 1, por lo que

existe σ ∈ G tal que σ(y′k) 6= y′k.

Como R es solución del sistema (15), para cada 1 ≤ j ≤ n, se tiene que

σj(w1)y
′
1 + σj(w2)y

′
2 + · · ·+ σj(wl−1)y

′
l−1 + σj(wl) = 0, de donde para cada σ ∈ G

σ(σj(w1)y
′
1 + σj(w2)y

′
2 + · · ·+ σj(wl−1)y

′
l−1 + σj(wl)) = 0 y

(σσj)(w1)σ(y′1) + (σσj)(w2)σ(y′2) + · · ·+ (σσj(wl−1)σ(y′l−1) + (σσj)(wl) = 0

para toda j = 1, 2, . . . , n, aśı (σ(y′1), σ(y′2), . . . , σ(y′l−1), 1, 0, . . . , 0) es solución de (15), por lo

que T = R− (σ(y′1), σ(y′2), . . . , σ(y′l−1), 1, 0, . . . , 0) =

(y′1 − σ(y′1), y
′
2 − σ(y′2), . . . , y

′
l − σ(y′l−1), 0, 0, . . . , 0) es una solución no trivial de (15) por que
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y′k − σ(y′k) 6= 0 y tiene menos elementos no cero que R y que S, lo que es una contradicción.

Por lo tanto [E : EG] ≤ n. �

Teorema 24 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita E : F

con grupo de Galois G = Gal(E : F ).

(i) F = EG.

(ii) Todo polinomio irreducible p(x) de F [x] con una ráız en E es separable y todas sus

ráıces están en E, esto es, p(x) se descompone como producto de factores lineales sobre

E.

(iii) E es un campo de descomposición de algún polinomio separable f(x) ∈ F [x].

Demostración (i) implica (ii). Sean G = {σ1, σ2, . . . , σn}, p(x) ∈ F [x] irreducible con una

ráız α ∈ E, α1, α2, . . . , αr ∈ E los diferentes elementos de la lista σ1(α), σ2(α), . . . , σn(α) y

g(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αr) ∈ E[x]. Observemos que g(x) ∈ E[x] no tiene ráıces

repetidas y cada coeficiente de g(x) es dejado fijo por cada elemento de G, es decir, que cada

coeficiente esta en EG = F , por lo que g(x) ∈ F [x].

Como G es un grupo, α ∈ E es una ráız común de g(x) y p(x), lo que implica que

(g(x), p(x)) 6= 1 y como p(x) es irreducible sobre F [x], se tiene que p(x) divide a g(x), lo que

implica que p(x) se descompone como producto de factores lineales diferentes sobre E.

(ii) implica (iii): E : F es una extensión finita, por lo que E = F (α1, α2, . . . , αr) y cada

αi ∈ E es algebraico sobre F .

Sea pi(x) ∈ F [x] el polinomio mı́nimo de αi. Si g(x) = p1(x)p2(x) · · · pr(x) ∈ F [x] y K es el

campo de descomposición de g(x) sobre F ,

K = F (α1, α2, . . . , αr, . . .) ⊂ E = F (α1, α2, . . . , αr) por lo tanto K = E y E resulta ser

campo de descomposición de g(x) ∈ F [x], que es separable.

(iii) implica (i). Si G = Gal(E : F ), |G| = [E : F ] por el teorema 14. Por otro lado, en

virtud del lema de Artin, |G| = [E : EG]; como F ⊂ EG ⊂ E, se tiene que

[E : F ] = [E : EG][EG : F ], lo que implica que [EG : F ] = 1 y por lo tanto EG = F . �

Lema 12 Sea E : F una extensión finita de grado m de un campo finito F , τ un generador

de Gal(E : F ), G = {1, τ, τ2, . . . , τm}. Tr : E → E es la función tal que Tr(v) =
∑m

i=1 τ
i(v).

Se tiene que Tr(v) ∈ F para toda v ∈ E.

Demostración. Para ver que
∑m

i=1 τ
i(v) ∈ F es suficiente probar que

τ(
∑m

i=1 τ
i(v)) =

∑m
i=1 τ

i(v), pero τ(
∑m

i=1 τ
i(v)) =

∑m
i=1 τ(τ i(v)) =

∑m
i=1 τ

i(v). �

Definición 35 La función anterior Tr se llama la traza de E sobre F .

Observacion 19. Sea E una extensión normal de F , la función traza es un funcional lineal

de E sobre F .
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Demostración. La traza es suma de transformaciones lineales y por lo tanto es lineal. �

En el siguiente teorema, dada una base normal, se dará una cota superior para el número

máximo de ceros en la matriz Dk que aparece en (5) dada una base normal.

Teorema 25 Sea E una extensión de grado l de un campo finito F , si N es una base

normal de E sobre F , se tiene que el número máximo de ceros en la matriz Dk de la

ecuación (5) que aparece en la introducción, es menor o igual a (l − 1)2.

Demostración. Si N es una base normal de E sobre F , N = {v, τ(v), τ2(v), . . . , τ l−1(v)},
para algún v ∈ E y τ un generador de Gal(E : F ). En virtud de la ecuación (2) que aparece

en la introducción, se tiene que v = β1, τ(v) = β2, τ
2(v) = β3, . . . , τ

l−1(v) = βl, por lo que

vv = vv = d
(1)
11 v +d

(2)
11 τ(v) +d

(3)
11 τ

2(v) + . . .+ d
(l)
11τ

l−1(v)

τ(v)v = vτ(v) = d
(1)
12 v +d

(2)
12 τ(v) +d

(3)
12 τ

2(v) + . . .+ d
(l)
12τ

l−1(v)
...

...

τ l−1(v)v = vτ l−1(v) = d
(1)
1l v +d

(2)
1l τ(v) +d

(3)
1l τ

2(v) + . . .+ d
(l)
1l τ

l−1(v)

(2.5)

de donde se obtiene que

Tr(v)v = (
l∑

j=1

d
(1)
1j )v + (

l∑
j=1

d
(2)
1j )τ(v) + (

l∑
j=1

d
(3)
1j )τ2(v) + · · ·+ (

l∑
j=1

d
(l)
1j )τ l−1(v). (2.6)

Como Tr(v) ∈ F y Tr(v) 6= 0, porque N es base de E sobre F , se tiene que∑l
j=1 d

(1)
1j = Tr(v) y

∑l
j=1 d

(k)
1j = 0 para toda 2 ≤ k ≤ l, en (2.6).

Por otro lado, B1 = {vv, vτ(v), vτ2(v), . . . , vτ l−1(v)} es base de E sobre F ya que N es

base de E. En virtud de (2.5), la matriz

A1 =



d
(1)
11 d

(1)
12 d

(1)
13 · · · d

(1)
1m

d
(2)
11 d

(2)
12 d

(2)
13 · · · d

(2)
1m

d
(3)
11 d

(3)
12 d

(3)
13 · · · d

(3)
1m

...
...

d
(m)
11 d

(m)
12 d

(m)
13 · · · d

(m)
1m


es la matriz cambio de base B1 a la base N . Puesto que las columnas de A1 son linealmente

independientes, ninguna es cero y al sumar las columnas de A1 se obtiene la matriz

B1 =



∑l
j=1 d

(1)
1j∑l

j=1 d
(2)
1j∑l

j=1 d
(3)
1j

...∑l
j=1 d

(l)
1j


∈ F l. (2.7)
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Se observa que B1 es el vector de coordenadas de Tr(v)v con respecto a la base N , que

aparece en (2.6). De lo anterior se tiene que el número de d
(1)
1j iguales a cero en

∑l
j=1 d

(1)
1j es

a lo más l − 1, y en las sumas
∑m

j=1 d
(2)
1j ,

∑l
j=1 d

(3)
1j , . . .,

∑
j=1 d

(l)
ij es a lo mas l − 2 ceros, lo

que implica que en A1 hay a lo más (l − 1)2 = (l − 1) + (l − 1)(l − 2) = (l − 1)(l − 1) ceros.

Si para 0 ≤ i ≤ l − 1, Bi+1 = {τ i(v)v, τ i(v)τ(v), τ i(v)τ2(v), . . . , τ i(v)τ l−1(v)}, Bi+1 también

es base de E, y la matriz

Ai+1 =



d
(1)
(i+1)1 d

(1)
(i+1)2 d

(1)
(i+1)3 · · · d

(1)
(i+1)l

d
(2)
(i+1)1 d

(2)
(i+1)2 d

(2)
(i+1)3 · · · d

(2)
(i+1)l

d
(3)
(i+1)1 d

(3)
(i+1)2 d

(3)
(i+1)3 · · · d

(3)
(i+1)l

...
...

d
(l)
(i+1)1 d

(l)
(i+1)2 d

(l)
(i+1)3 · · · d

(l)
(i+1)l


es la matriz de cambio de base Bi+1 a la base N . Si Bi+1 ∈ F l es la matriz que se obtiene

de sumar las columnas de Ai+1, se observa en forma análoga que Ai+1 tiene a lo mas (l− 1)2

entradas cero. En virtud de que τ i(Tr(v)v) = Tr(v)τ i(v), Ai+1 y A1 tienen los mismos

renglones, pero en diferente orden y el primer renglón de A1 es el rengón i+ 1 de la matriz

Ai+1.

Por último se obsérva que el renglón k de Ai+1 es el renglón i+ 1 de Dk y por lo arriba

mencionado, se tiene que todas las matrices Dk tienen el mismo número de entradas ceros y

son a lo más (l − 1)2, para toda 1 ≤ k ≤ n. �

Definición 36 Sea E una extensión de grado l de un campo finito F . Decimos que una base

normal de E sobre F es óptima, si el número máximo de entradas ceros en Dk es igual a

(l − 1)2, para toda 1 ≤ k ≤ l.

Ejemplo. Sea E = GF (25) y F = GF (2). Si consideramos a f(x) = x5 + x2 + 1, se tiene

que f(x) es irreducible sobre F y su campo de descomposición es E.

Sea α ∈ E una ráız de f(x) y v = α3, se tiene que N = {v, v2, v4, v8, v16} es una base

normal de E sobre F .

En la siguiente tabla podemos ver a los productos de los elementos de la base normal N

expresados como combinación lineal de los elementos de N .
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v2
i

v2
j

v v2 v4 v8 v16

v v 0 1 0 0 0

v v2 0 1 1 1 0

v v4 1 1 1 0 1

v v8 1 0 1 1 1

v v16 1 1 1 0 0

v2 v 0 1 1 1 0

v2 v2 0 0 1 0 0

v2 v4 0 0 1 1 1

v2 v8 1 1 1 1 0

v2 v16 1 1 0 1 1

v4 v 1 1 1 0 1

v4 v2 0 0 1 1 1

v4 v4 0 0 0 1 0

v4 v8 1 0 0 1 1

v4 v16 0 1 1 1 1

v8 v 1 0 1 1 1

v8 v2 1 1 1 1 0

v8 v4 1 0 0 1 1

v8 v8 0 0 0 0 1

v8 v16 1 1 0 0 1

v16 v 1 1 1 0 0

v16 v2 1 1 0 1 1

v16 v4 0 1 1 1 1

v16 v8 1 1 0 0 1

v16 v16 1 0 0 0 0

Como podemos observar en las columnas de los productos de la tabla anterior, el número de

elementos no cero de los d
(k)
ij es 15.

Ejemplo. Sea α ráız de f(x) = x5 + x2 + 1, como en el ejemplo anterior y sea v = α5, se

tiene que N = {v, v2, v4, v8, v16} es de nuevo una base normal de E sobre F , por la misma

razón que en el ejemplo anterior.

En la siguiente tabla podemos observar los productos de los elementos de la base normal N

expresados en términos de la misma base.
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v2
i

v2
j

v v2 v4 v8 v16

v v 0 1 0 0 0

v v2 1 0 0 1 0

v v4 0 0 0 1 1

v v8 0 1 1 0 1

v v16 0 0 1 0 1

v2 v 1 0 0 1 0

v2 v2 0 0 1 0 0

v2 v4 0 1 0 0 1

v2 v8 1 0 0 0 1

v2 v16 0 0 1 1 0

v4 v 0 0 0 1 1

v4 v2 0 1 0 0 1

v4 v4 0 0 0 1 0

v4 v8 1 0 1 0 0

v4 v16 1 1 0 0 0

v8 v 0 1 1 0 0

v8 v2 1 0 0 0 1

v8 v4 1 0 1 0 0

v8 v8 0 0 0 0 1

v8 v16 0 1 0 1 0

v16 v 0 0 1 0 1

v16 v2 0 0 1 1 0

v16 v4 1 1 0 0 0

v16 v8 0 1 0 1 0

v16 v16 1 0 0 0 0

Se puede observar que el número de elementos no cero de los d
(k)
ij es 9, es decir que la matriz

Dk representada respecto a la base N , tiene m2 − 2m+ 1 = 16 de los d
(k)
ij = 0. Por lo que es

una base normal óptima de E sobre F .
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