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Introduccion

Dado E un campo, el subcampo primo F' de E es la interseccién de todos los subcampos de
E. En este caso se tiene que E es un espacio vectorial sobre F'; si F/ es un campo finito con ¢
elementos, su subcampo primo es isomorfo a Z,, para algin primo p, la dimensién de E sobre
F' es necesariamente finita, digamos que sea n, siendo F isomorfo a F™ y se tiene entonces
que E consta de p" elementos, esto es, si E es un campo finito y su subcampo primo es Z,,
el cardinal ¢ de E es ¢ = p™. Se prueba que para todo primo p y toda n > 1 existe un campo
con p" elementos y que si K y L son campos con p" elementos, son isomorfos.

Si E es un campo finito y tiene p™ elementos, escribimos E = GF(p™). Los campos finitos se
conocen como campos de Galois.

Sea # = {f1,P2,...,0n} una base ordenada de GF(p") sobre GF(p), vi,ve € GF(p") y

a1 by

a b
s 2 B .2

an, by,

son los vectores de coordenadas de v1 y v9 con respecto de la base % respectivamente. Dado
que E es un campo, tiene sentido considerar el producto vive en E. Surge entonces la
siguiente pregunta: ;como podemos expresar al vector de coordenadas de v = viv2 con
respecto de la base % en términos de A y B?

Se tiene que
n n
V= V102 = (Z aiﬁi)(z bjﬁj)
i=1 Jj=1

j=1i=1
y supdngase que

n

BiBj = d§f)6k, (2)

k=1

con dl(-f) € GF(p). De (1) y (2) se obtiene que



k=1 j=1i=1
Si
1
C2
C =
Cn

es el vector de coordenadas de v con respecto de la base &£, de se obtiene que

ck = ZZaibjdgf), para 1 <k <n. (4)
j=1i=1
Asi podemos observar que
k k
U AN A
oo=(a1 ar . a)| HIENE (5)
k k
d® o dl ) \b,

. k
Si Dy = [d{}]

ck = [v1]5Di[vo) 2

La matriz Dy, estd determinada por la base . Es deseable encontrar una base apropiada 4
tal que los calculos a realizar para obtener cg, sean lo mas sencillos posibles.

El objetivo principal de esta tesis es mostrar que si F es una extensién finita de un campo
F, existen bases de F sobre F' que cumplen con los requerimientos anteriores, (algunas de
estas son llamadas bases normales). Bajo ciertas condiciones existen bases normales ptimas,
que como dice su nombre optimizan los calculos para encontrar el vector de coordenadas del

producto de dos elementos de GF(p").



Capitulo 1
Bases Normales

Después de definir el concepto de base normal y de dar un ejemplo, recordaremos algunas
definiciones y resultados necesarios para demostrar que existe una base normal para todo

campo de Galois sobre su subcampo primo.

Definicién 1 Sea E = GF(p") y F = GF(p), su subcampo primo. Una base

{vo,v1,...,0n—1} de E sobre F' es normal si existe o € E tal que
n—1

v =a,v1=aP,...,v,_1 =af

Ejemplo. Sea f(x) = 2% + 22 + 1 € Zs[x], f(x) es irreducible en Zs[x]. Es conocido que
existe o € GF(2%) tal que f(a) =0;si B =03y

N ={B, 5% 5% 58,810 = {a®,a® + a,a® + o + a,a* + a® + o + a, 1}, se tiene que A es
una base normal de GF(2°) sobre GF(2).

Presentamos el teorema principal de este trabajo:

Teorema 1 Para cualquier campo finito, existe una base normal de éste sobre su subcampo

Primo.

Con la finalidad de presentar una demostracién de este teorema, recordaremos algunos

resultados necesarios.

Definicién 2 p(z) € F|x] es irreducible sobre F si grd(p(xz)) > 1 y los unicos divisores de

p(z) en F[z] son polinomios de grado cero o del mismo grado que p(x).
Definicién 3 Decimos que f(x) € Fx] es reducible sobre F' si no es irreducible.
Ejemplos:

(i) 22 —2 € Qlx] es irreducible sobre Q.

(ii) 2?4+ 1 € R[x] es irreducible sobre R.

(iii) 22 + 1 € C[z] es reducible sobre C.



(iv) 224 2z + 1 en F[z] es reducible sobre F[z].
(v) Si f(z) € Flz] y grd(f(z)) =1, f(x) es irreducible.
Se tiene el siguiente importante hecho:

Teorema 2 Si f(x) € Flx|, con grd(f(z)) > 1, existen a € F' y
p1(x),p2(z),...,ps(x) € Flz] irreducibles monicos tales que
f(z) = ap1(z)p2(z)...ps(x) con s > 1. La descomposicion es iunica salvo el orden de los

factores.

Observacion 1. Sea F' un campo. Si f(z) € F[z] y grd(f(z)) € {2, 3}, entonces f(x) es
reducible sobre F' siy sélo si f(x) tiene una raiz en F'.

Demostracién. Supongamos que f(x) es reducible, por lo cual f(x) = g(x)h(z) con
grd(g(z)) < grd(f(z)) y grd(h(z)) < grd(f(x)) y como el grado de f(z) es dos o tres, uno de
los polinomios g(x) o h(x) tiene grado uno y este tiene una raiz en F. Por consiguiente f(x)

tiene una raiz en F'. La otra implicacion es inmediata en virtud del teorema del factor. l

Observacion 2. Un polinomio de grado mayor o igual a cuatro con coeficientes en el campo
F puede ser reducible y no tener raices en F', como el siguiente polinomio

f(x) = (2% + 1)(2? — 2) € Q[z], que es claramente reducible pero no tiene raices en Q.

Observacion 3. Sea p(z) € Flz] v J := {p(z)a(z)|a(z) € F[z]}, se tiene que:
() J#£0D.
(i) Sia,BeJ, a—BeJ.
(iii) Sib(z) € Fla], y o € J entonces ab(x) € J.

Al conjunto J lo denotaremos como (p(z)).
Se define f(x) + J :={f(x) + g(z)|g(x) € J} y Flz]|/J :={f(x) + J|f(x) € F[z]} . Se tiene
que f(z)+J =g(x)+ Jsiysolosi f(x) —g(x) € J.

Lema 1 Flz|/J = {r(x) + J|r(z) € Flz], grd(r(x)) < grd(p(z))}.

Demostracién. Por el algoritmo de la divisién, si f(x) € F|x], existen unicos ¢(x) y
r(z) € F[z] con grd(r(x)) < grd(p(x)) tales que f(z) = p(zx)

f(x)+ J =r(x) + J, lo que implica que

Fla]/J ={r(z) + J|r(z) € F[z], grd(r(z)) < grd(p(z))}. B

q(z) + r(z) y por consiguiente

Observacion 4. En el caso que p(z) € F[z] sea irreducible, F[z]/J es un campo con las
siguientes operaciones (f(x) + J) + (g(x) +J) = (f(x) + g(x)) + J y
(f(x)+ J)(g(z) + J) = f(x)g(z) + J, con idénticos aditivo y multiplicativo 0+ J y 1+ J

respectivamente.



Definicién 4 Sean F y F' campos con idénticos multiplicativos 1 y 1’ respectivamente. Un

homomorfismo de F en F' es una funcién no cero ¢ : F — F' tal que
p(a+b) = p(a) + @(b), e(ab) = e(a)p(b) y ¢(1) =1".

Definicién 5 Sean F y F' campos, un isomorfismo de F en F' es un homomorfismo

biyectivo entre ellos.

Sea p(x) € F[x] irreducible y J = (p(z)), si consideramos la funcién ¢ : F' — F[z]/J tal que
p(a) = a+ J, se tiene que ¢ es un homomorfismo inyectivo y de esta manera se puede

pensar a F' como un subcampo de Fz]/J.

Teorema 3 Si p(x) € F|x] es irreducible sobre F, existe un campo E que contiene como

subcampo a F en donde p(x) tiene una raiz.

Demostracién. Si grd(p(z)) =1, E = F. Si p(x) es irreducible sobre F'y grd(p(z)) > 1,
p(x) no tiene raices en F'. Sin embargo, si a p(z) = ag + a1z + - - - + as2° lo consideramos
como un polinomio con coeficientes en F[z]/J con J = (p(x)), esto es,

p(z) = (a0 +J)+ (a1 + J)x + -+ (as + J)z*, se observa que a = z + J € Fz]|/J es una
raiz de p(x) ya que

pla) =(ao +J) + (a1 + ) (@ + J) + -+ (as + J)(z + J)°
=(ap + a1z + -+ + asx®) + J
=p(z)+J=J1

Corolario 1 (Teorema de Kronecker) Si f(x) € F[z], con grd(f(z)) > 1, eziste un

campo E que contiene a F' como subcampo donde f(x) tiene una raiz.

Demostracién. Si f(x) = api(x)p2(x) - - - pr(x) es la descomposicién del teorema 2 como
producto de polinomios ménicos irreducibles y E = F[z]/(pi(x)), E contiene a F'y

a =z + (p1(x)) es una raiz de pi(x) y por consiguiente « es una raiz de f(x).

Corolario 2 Si f(z) € F[x] es mdnico de grado s > 1, existe un campo X que contiene a F

como subcampo tal que f(z) =c(z —aq)(x —ag) - (x —ag) conc € F yaj,ag,...,as € 3.

Demostracién. Por induccién sobre el grado de f(z). Si grd(f(x)) = 1, es inmediato.
Supongamos que grd(f(z)) > 1. Por el teorema de Kronecker existe un campo F que
contiene a F'y donde f(z) tiene una raiz «; f(x) = ¢(x — a)h(x) con h(z) € E[z]. Como el
grd(h(x)) < grd(f(x)), por hipétesis de induccion existe un campo 3 que contiene a E como
subcampo tal que h(z) se descompone como producto de polinomios de grado uno con
coeficientes en ¥; es decir h(z) = (x — ag)(z — ag) - - - (x — a) y 2 resulta ser el campo
buscado. B



Definicion 6 Decimos que un campo E es una extension del campo F y escribimos E : F' si

existe un homomorfismo o : FF — F.
Ejemplos de extensiones: R es una extension de Q y C es una extensién de R.
Definicién 7 Sea p(z) € F[z] irreducible, p(z) es separable si p(x) no tiene raices repetidas.

Definicién 8 Si f(z) € Flz] y f(x) = api(x)p2(x)...ps(x) es la descomposicion en

polinomios irreducibles sobre F', f(x) es separable si p;(x) es separable para cada i, 1 < i < s.

Definicion 9 Si E es una extension de F', se dice que o € E es algebraico sobre F' si existe

un polinomio f(xz) € Flx| diferente del polinomio cero tal que f(a) = 0.

Definicién 10 Si E : F y o € E es algebraico sobre F, al polinomio p(x) € Fx] que se

anula en «, de grado minimo y monico se le llama el polinomio minimo de o sobre F'.

Observacion 5. Sea E : F una extensién de campos, a € E algebraico sobre F'y p(x) el

polinomio minimo de « sobre F', entonces p(x) es irreducible sobre F'.

Demostracién Si p(z) = g(x)h(z) con g(x), h(x) € F[z], se tiene que g(a) =00 h(a) =0

y como grd(g(x)) < grd(p(x)) y grd(h(z)) < grd(p(z)) se tiene que grd(g(z)) = grd(p(r)) o
grd(h(z)) = grd(p(x)), es decir, p(z) es irreducible. B

Observacion 6. Si E es un campo, la interseccién de una familia no vacia de subcampos de
FE es un subcampo.

Demostracién. Sea {E;} una familia no vacia de subcampos de E y K = NE] la
interseccién de todos ellos.

Se tiene que K # () pues todos los E; contienen a la identidad aditiva y multiplicativa.
Sia,be K, a,be E; para todo Ej, por lo que a + b, ab, —a € E; lo que implica que

a+b,ab,—a € K. Siac K cona0, por el mismo argumento, a~! estd en K. B

Definicion 11 Sea E una extension del campo F' y S un subconjunto de E. La interseccion
de todos los subcampos de E que contienen a F' y S se llama el subcampo generado por F y
S, y se denota por F(S).

De aqui en adelante en lugar de escribir F'({a}) escribiremos F'(«).

A partir de resultados elementales se prueba lo siguiente.

Lema 2 Sea E: F ya € E. Se tiene que F(a) = {%]f(m),g(:c) € Flz],g(a) # 0}.

Teorema 4 Sea E : F una extension de campos, o € E algebraico sobre F y p(x) € F[x] el

polinomio minimo de o sobre F'. Se tiene que

Fla) = {f(a)|f(z) € Flz], grd(f(x)) < grd(p(z))}-



Demostracién. Sea M = {f(«a)|f(z) € Flx],grd(f(z)) < grd(p(z))}. Es claro que
M C F(a).
Por otro lado, si y € F(«a), y = f(a)/g(a) con f(z),g(x) € Fz] y g(a) # 0. Como p(z) no
divide a g(x), entonces se tiene que (p(z),g(x)) =1y 1 = p(x)a(z) + g(z)b(z) con
a(z),b(z) € Flz]. Luego f(z)/g(z) = f(x)l?(x)a(ﬂﬁ)('H;(ﬂﬁ)g(z)b(ﬂ?) _ f(x)sgga(w) + f(z)b(x).

)

T

Ademis por otro lado, f(@)b(x) = p(@)g(z) + r(z) con grd(r(z)) < grd(p(a)). Por lo tanto
fla)/g(@) =r(@)e M. B

Teorema 5 Si E : F' es una extension de campos, o € E es algebraico sobre F' y

p(x) € F[z] es el polinomio minimo de a sobre F', existe un isomorfismo ¢ de F(«) en

Flz]/(p(x)) tal que o(a) =z + (p(x)).

Demostracion. Como F(«a) = {f(a)|f(x) € Flx|,grd(f(x)) < grd(p(z))} y
Fla]/(p(x)) = {r(z) + (p(2))|r(z) € Flz], grd(r(z)) < grd(p(z))}, si definimos
¢ : F(a) = Flz]/(p(x)) como o((f()) = f(z) + (p(x)), no es dificil ver que ¢ es un
isomorfismo y que p(a) =z + (p(z)). A

Teorema 6 Sea E : F' una extension, a € E algebraico sobre F, p(z) el polinomio minimo
de o sobre F' y grd(p(x)) = n. Se tiene que F(«) es un espacio vectorial de dimension n
sobre F.

n—1

Demostracién. Del teorema 4 se sigue que 1,a,0?,...,« genera a F'(«) sobre F.
Cualquier polinomio diferente de cero de grado menor al de p(z) evaluado en « no se anula,
por lo que el conjunto {1,a,a?,...,a" !} es linealmente independiente y tiene n elementos

por lo tanto {1,a,a?,...,a" '} es una base de F(a) sobre F. B

Definicion 12 Si E : F es una extension de campos, el grado de E : F' es la dimension de
E sobre F' como espacio vectorial y lo denotaremos por [E : F]. En el caso de que [E : F] sea

finito se dice que la extension es finita, en caso contrario decimos que es infinita.

Observacion 7. Si E : F' es finita y a € E, se tiene que «a es algebraico sobre F.

Demostracién. Supéngase que [E : F] = n. La lista 1, a, a2, a3, ..

.,a" de elementos de F
es linealmente dependiente, por lo cual existe una combinacién lineal de la lista igual a cero
con no todos los escalares cero. Lo que implica que existe f(z) € Flx], f # 0, tal que

fla) =0, esto es, que « es algebraico sobre F. B

Teorema 7 Sean K : F y E : K extensiones finitas de campos. Se tiene que
[E:F)=[F:KI|K:F|.

Demostracién. Sea % = {1, 52, ... B} base de K sobre F'y $Bs = {a1,aq,... as} base
de E sobre K, no es dificil hacer ver que %3 = {Bia; : i € B1y oj € B} es base de E
sobre F. R



Definicién 13 Sea f(z) € F[z] de grado mayor o igual a uno. Un campo de descomposicion
de f(x) sobre F, es una extension E de F tal que f(x) es producto de polinomios de grado
uno en Elx] y si K es un subcampo propio de E que contiene F', f(x) no es producto de

polinomios de grado uno con coeficientes en K.
Ejemplo. Sea 2% — 2 € Q[z]. E = Q(+/2) es un campo de descomposicién de 22 — 2 sobre Q.

Teorema 8 Sea f(z) € Flx|, con grd(f(x)) > 1, si E es una extension de F' y f(x) se
descompone como producto de polinomios de grado uno con coeficientes en E, existe un

campo de descomposicion de f sobre F' contenido en E.

Demostracion Sea X la intersecciéon de todos los subcampos K de E que contienen a F'y
f(x) es producto de polinomios de grado uno en K[z]. No es complicado ver que ¥ es un

campo de descomposicién de f(z) sobre F. B

Lema 3 Sean F y F' campos y o un isomorfismo de F en F'. Si se define o* : Flz] — F'[z]

como o* (Y iy aiz’) = i, o(a;)xt, se tiene que o* es un isomorfismo de Flz] en F'[x].

Demostracion. Se sigue de la definicion de ¢* que esta es homomorfismo. Se verd que o* es
biyectiva.

Sean f(x),g(x) € Flz], con f(z) =7 ,ax’y g(x) =Y ;_,biz’, tal que

o* (f()) = 7*(9()).

Se tiene que Y ;_qo(a;)z’ = > ;_yo(b;)z' lo que implica que o(a;) = o(b;) para todo
i=0,1,...s y como o es inyectivo, tenemos que f(z) = g(z).

Ahora veamos que o* es sobre.

Sea g(z) € F'[z], g(x) = Y_;_, bjz’. Como o es isomorfismo de F en F’, o es sobre por lo que
cada b; = o(a;) para algin a; € F. Por lo tanto existe f(x) € Fz] tal que o*(f(x)) = g(z), a
saber f(z) =Y ;_; a;z'. B

Notacién. Con las condiciones del lema 3, para cada f(x) € F[z], en lugar de o*(f(x)) se

escribira f*(x).

Lema 4 Sean E : F y E' : F' extensiones de campos, o un isomorfismo de F en F’,
p(x) € F[z] irreducible sobre F, o € E una raiz de p(x) y 8 € E' una raiz de p*(x).

Entonces existe un inico isomorfismo o : F(a) — F'(B) tal que 5(a) = o(a) para todo a € F

yo(a)=p.

Demostracién. Como p(z) es irreducible sobre F, p*(z) es irreducible sobre F’, p(z) es el
polinomio minimo de a sobre F' y p*(z) es el polinomio minimo de § sobre F’.
Sea 7 : F(a) — F'(B) dada por o(f(«)) = (6*f)(8). & es un isomorfismo, que 7(a) = f.



Veamos ahora la unicidad de . Supongamos que ¢ es un isomorfismo de F(«) en F’'(8) con

s—1
7

p(a) =o(a) paratoda a € F'y p(a) = S, si f(a) =ap+a1a+ -+ + as_1x

(a)p(a) + -+ p(as-1)p(a)* ™

)+
ag) + (a)) B+ -+ p(as_1)p°?
)+o(a)B+---+olas1)p*?

Por lo tanto p = 7. B

Teorema 9 Si o es un isomorfismo entre los campos F' y F', f(x) € F[z], con
grd(f(xz)) > 1, E es campo de descomposicion de f(x) sobre F' y E' es campo de

descomposicion de f*(x) sobre F', se tiene que

(i) Existe un isomorfismo o : E — E’ que extiende a o.

(i1) Si f(x) es separable, para cada isomorfismo o : F — F', existen exactamente [E : F]

isomorfismos como en (7).

Demostracién de (i). Se procede por induccién sobre [E : F]. Si [E : F|] = 1, entonces

E =Fy f(x) es un producto de factores lineales en F[x]; de esto se sigue que f*(z) es
también un producto de factores lineales en F’[z], asi E' = F’. Por lo tanto se cumple (7)
con o =o.

Supongamos que [F : F| > 1. Existe p(x) € F[z]| un factor irreducible de f(z) con grado

d > 1. Sea o € FE una raiz de p(z) y si f € E' una raiz de p*(x), por el lema 4 existe un
tnico isomorfismo & isomorfismo de F(a) en F'(f) que extiende a o. Si ademds E = F(a),
se tiene que E' = F(«) y entonces se cumple (i) con 7 = 7.

Supongamos que F'(a) es un subcampo propio de E. Por lo que 1 < [E': F(a)] < [E : F].
Ahora, E es campo de descomposicién de f(z) sobre F(«), asi como E’ es un campo de
descomposicién de f*(x) sobre F’(8). Por hipétesis de induccién existe o que extiende a 7 y
como o extiende a o entonces ¢ extiende a o.

Demostracién de (ii). Si[E: F]=1, E=Fy F es campo de descomposicién de f(z)
sobre F. Consecuentemente E' = F'| F' es campo de descomposicién de f*(z) sobre F' y
0 = o es la unica extensién de o y por lo tanto se cumple (7).

Si [E: F] > 1, f(x) tiene un factor irreducible p(x) con grd(p(xz)) =d > 1. Si a € E es una
raiz de p(x), en virtud del lema 4, para cada 8 € E’ raiz de p*(z), existen exactamente d
extensiones de o de este tipo, ya que p*(z) es separable sobre F”.

Por hipétesis de induccién, cada og se puede extender a un isomorfismo de E en E' de @

. .. E.F .
formas diferentes y por consiguiente o se puede extender de ( %)d maneras diferentes de la
forma indicada.

Para terminar la demostracién del teorema es necesario hacer ver que o : £ — E’ es una

extension de o, ¢ es una de las extensiones de o que se obtiene como en el parrafo anterior.
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Si ¢ lo restringimos a F'(«), se obtiene un isomorfismo de F(«) en F'(c(a)) y o(a) es una
raiz de p*(x). Por lo tanto existe un isomorfismo de F(a) en F'(o(«)) que extiende a o, pero

al F(a) = Og(a) s decir es una de las extensiones mencionadas anteriormente. ll

Corolario 3 Si E y E' son campos de descomposicion de f(x) € Flx] sobre F, se tiene que

E y E’ son isomorfos.

Demostracién. Es consecuencia inmediata del inciso (i) del teorema 9, considerando
F=Fyo=1I1d 1

Definicién 14 Sea F un campo y f(x) € Flz] con f(x) = Y1 ,a;x’. El polinomio derivada
de f(x) es el polinomio f'(x) = 2?2—01 (i + 1)agsn'.

Teorema 10 Sea F' un campo, f(z) € Fz] y f'(z) € F[z] el polinomio derivada de f(x).

f(z) no tiene raices repetidas si y sélo si el mdrimo comin divisor de f(x) y f'(x) es uno.

Demostracién. Sea E un campo de descomposiciéon de f(x) sobre F, y d(z), el maximo
comun divisor de f y f’. Supéngase que d(z) # 1 y sea « raiz de d(x). Entonces « es raiz
comin de f(z)y f'(x), por lo que, si « es raiz de multiplicidad k¥ > 1 de f/(z), se tiene que «
es de multiplicidad k£ + 1 de f(x), y como k + 1 > 2, se tiene que f(x) tiene raices repetidas.
Supongamos ahora que f(z) tiene una raiz repetida en alguna extension de F'. Entonces
f(z) = (x—a)fg(z) conk > 1y f'(z) = (v — a)kg'(z) + k(z — a)k~1g(z), lo que implica que
(z — «) divide a f'(z) y por consiguiente (x — a) divide a (f(z), f'(z)) v (f(x), f'(z)) #1. R

Ahora demostraremos el siguiente resultado.
Teorema 11 (Pequeno Teorema de Fermat) Si a € Z,,, se tiene que o’ = a.

Demostracién. Sea a # 0, como Z;, — {0} es un grupo multiplicativo de orden p — 1,
a'=1ya’ =a.

Sia =0, es claro que a? = a.
Teorema 12 Sim = p" con p un primo, n > 1, existen campos con m elementos.

Demostracién. Sea f(z) = 2" — x € Zy[x], E un campo en donde f(z) se descompone
como producto de factores de grado uno y K = {a € E|a es raiz de f(x)}. Se tiene que
Zy C K en virtud del pequeno teorema de Fermat, K tiene p™ elementos porque f(z) no

tiene raices repetidas debido al teorema 10 y K resulta ser un subcampo de £. B

Observemos que un campo E con p" elementos es campo de descomposicion de

f(z) = 2P" — x sobre F, con F el subcampo primo de E:

Siac E—{0},a”" ' =1, asi a?" = a, por lo que «a es raiz de f(z) = 2" — 2z € F[z].
Por otro lado 0P" — 0 = 0 lo que implica que todo elemento de E es raiz de f(x) y por
consiguiente E es campo de descomposicién de f(z) sobre F'.

También se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 13 Sip es un primo, n € Z, n > 1, E y E' campos con p" elementos, se tiene que

E y E’ son isomorfos.

Demostracién. Como E y E’ son campos de descomposicién de f(x) = 2P" — z € Zy[7]

sobre Z,, se sigue que son isomorfos. W
Definicion 15 Si E es un campo, un automorfismo de E es un isomorfismo de E en E.

Se tiene que el conjunto aut(E) formado por todos los automorfismos del campo E, es un
grupo con la operacién composicién de funciones.

Sea E : F una extensién de campos. Es facil hacer ver que
Gal(E : F):={o €aut(E) | o(a)=a paratodaac F}
es un subgrupo de aut(F).

Definicién 16 Si E : F' es una extension de campos, a Gal(E : F) se le llama el grupo de
Galois de E : F.

Observacion 8. Si 0 € Gal(E : F), o es un operador lineal de E sobre F.
Lema 5 Sio:GF(p") — GF(p") es tal que o(a) = aP, o € Gal(GF(p") : GF(p)) .

Demostracién. o(ab) = (ab)? = aPb? = o(a)o(b), o(a +b) = (a + b)P = aP + bP porque
GF(p™) es de caracteristica p, es ficil ver que o es inyectiva y en consecuencia dado que el

conjunto GF'(p™) es finito es un automorfismo. En virtud del teorema (pequeno) de Fermat
se tiene que o € Gal(GF(p") : GF(p)). &

Definicion 17 Al automorfismo o del lema anterior se le llama el automorfismo de
Frobenius de GF(p").

Teorema 14 Si f(x) € F[z] es separable y E es el campo de descomposicion de f(x) sobre
F, se tiene que Gal(E : F) es de orden [E : F.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del inciso (i7) del teorema 9 al considerar
F=F E=FEyo=1Id 1

Lema 6 La dimension de GF(p™) sobre GF (p) es n, es decir [GF(p") : GF(p)] = n.

Demostracién. Como GF(p™) es finito, [GF(p") : GF(p)] es finita, digamos que sea s.
GF(p™) es isomorfo a (GF(p))*, y como GF(p) tiene p elementos, (GF(P))* tiene p°, por

consiguiente p" =p*yn=s. N

Recordemos la siguiente caracterizacién de los grupos ciclicos finitos.
Un grupo finito es ciclico si y solo si para cada divisor del orden del grupo, este tiene a lo
mas un subgrupo de ese orden.

Usando la caracterizacién anterior, se prueba el siguiente resultado.
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Teorema 15 Si F' es un campo y G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo F, G es

ciclico.

Demostracién. Sea m un divisor del orden de G, si H y K son dos subgrupos diferentes de
orden m, H U K tiene mas de m elementos y todos ellos son raices del polinomio 2™ — 1, lo
que es imposible, por que un polinomio de grado m, con coeficientes en un campo, tiene a lo

ma&s m raices en el campo, de donde se sigue que G es ciclico.

Teorema 16 Para todo n > 1, existe un polinomio irreducible de grado n sobre el campo

F =GF(p).

Demostracién. Como el grupo multiplicativo H de GF(p™) es ciclico, si a es un generador
de H, se tiene que GF(p") = HU {0} = F(«). Como [F(«) : F] = grd(p(x)) con p(z) el
polinomio minimo de « sobre F', que es irreducible sobre F', y ya que n = [GF(p") : GF(p)]

se sigue que p(x) es de grado n. A

Teorema 17 Si E = GF(p"), el grupo de Galois G = Gal(E : F) es un grupo ciclico de

orden n y el automorfismo de Frobenius es un generador.

Demostracién. E = F(«), con a un generador de E — {0}. Si p(z) € F[z], es el polinomio
minimo de a y con grd(p(z)) = n, E contiene a lo mas n raices de p(x).

Sip € G, heE—{0}, h=a" para alguna k € Z, ¢(h) = ¢(c*) = p(a)*, lo que implica que
¢ esta determinado por ¢(«).

Como « es raiz de p(z), ¢(a) también es raiz de p(z), por lo tanto |G| < n.

Si o es el automorfismo de Frobenius de E : F', < o0 >< (G. Si probamos que el orden de o es
n, se tendria que G =< ¢ >, que es lo que se quiere demostrar.

Como o(a) = aP, o¥(a) = a?" para toda a € E, en particular 0"(a) = a”". Como cada
elemento de E es raiz de 2" — z, se tiene que o"(a) = aP" = a para toda a € E, es decir

o" = Id.

Siles el orden de o y I < n, o' = Id. Entonces, para toda a € E, a = o'(a) = apl, lo que
implica que el polinomio g(x) = 2P —z de grado p! < p" tiene més raices que su grado, lo

que es una contradiccién por lo tanto el orden de o es n. B

Notacion. Si F' es un campo, M, (F') es el conjunto de todas las matrices de n x n con
entradas en el campo F'.
Observacion 9. Si A € M,,(F'), entonces como F' C F[z], se tiene que A € M, (F[z]).

Definicién 18 Si A € M, (F), la matriz caracteristica de A, es la matriz
xl — A € M,(F[z]).

Definicién 19 Si A € M, (F), el polinomio caracteristico de A es el determinante de
xl — A.
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Observacion 10. Si A € M, (F), de la definicién de determinante se sigue que el polinomio

caracteristico de A es un polinomio p(z) de la forma

2" — (a1 + agy + -+ + apn)z" L + g(2)

con g(z) € Flx] de grado menor que n — 1 y con término constante igual a (—1)"det(A).

p(@) = |zl — Al = 2" — (a11 + a2 + -+ + app)z™ 1 + - + (—1)"det(A).

Definicién 20 Sea I un campo, f(z) = asx® +as 1251 4+ -+ a1z +ag € Flz] y
A € M, (F). Definimos f(A) como:
f(A) = asA® +as 1A+ + a1 A+ aol.

Definicién 21 Si A € M, (F) y f(x) € F[z], se dice que f anula a A si f(A) es la matriz

cero y escribimos f(A) = 0.

Teorema 18 Si F' es un campo y B € M, (F), existe un polinomio no cero f(x) con

coeficientes en F' tal que f anula a B.

Demostracién. Si B es diferente de la matriz cero se tiene que la lista de matrices
I,B,B2,...,B" es linealmente dependiente sobre F porque la dimensién de M, (F) es n?.
Entonces existen ag, a1, ...,q,2 € F no todos cero tales que agl + a1 B + ..., +anzB”2 =0
lo que nos dice que el polinomio f(z) =ap+ a1z +..., +an2x”2, que es diferente de cero,

anula a B. R

Definicién 22 Si B € M, (F), al polinomio m(x) € F[z] de grado minimo y mdnico que

anula a B se le llama el polinomio minimo de B sobre F'.

Observacion 11. Sean f(z) € Flz|, B € M,(F) y m(x) € F[x] el polinomio minimo de B.
Si f(B) = 0 entonces m(x) divide a f(z).

Demostracién. Por el algoritmo de la divisién tenemos que f(x) = m(z)q(z) + r(x); con
a(2), 7(z) € Fla] y gr(r(z)) < gr(f(x)). Como 0 = f(B) = m(B)g(B) +r(B) = r(B) y m(x)
es el polinomio minimo de B, se sigue que r(z) = 0. W

Definicién 23 Sea A € M, (F). A;j es la matriz de (n — 1) x (n — 1) que se obtiene de A

eliminando el renglén i y la columna j de A.

Se recuerda que el determinante de A = (a;;) es
(—l)i"'la“det(Ail) + (—1)i+2ai2det(A2-2) +-- 4+ (—1)i+jaijdet(Aij) +-- 4+ (—1)i+”amdet(Am),

/

y que el cofactor de a;; es (—1)"Idet(A;;), y se denota por ai;, por lo que

det(A) = aﬂagl + aizagg + -+ aijaéj + -+ ama;n
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Definicién 24 Si A € M, (F), la matriz de cofactores de A es la matriz C = (c¢;;j) € M, (F)

r

con ¢ij = aj;

Definicion 25 La matriz adjunta de A es la matriz transpuesta de C y se denota por
adj(A).

Teorema 19 Si A € M, (F) se tiene que A(adj(A)) = det(A)I, = adj(A)A.

Demostracién. El elemento (7, j) de A(adj(A)) es el producto del renglén ¢ de A con la

columna j de adj(A), es decir,

a
j2 / ’ /
(aﬂ a;p ... am) K = aﬂajl + aigajz + -+ amajn.

in
Si j =i, esta expresion es el determinante de A; y si j # i, es el determinante de una matriz

con dos renglones iguales.

Luego,
det(A) 0 e 0
0 det(A) ... 0
Aladj(4)) = | . .| =det(A)L.
0 0 ... det(A)

Anélogamente, adj(A)A = det(A). B

Teorema 20 (Cayley - Hamilton) Si A € M,,(F), y p(z) € F[z] es su polinomio

caracteristico, entonces p(A) = 0.

Demostracién. Sea B = (b;;) la matriz adjunta de I — A. Cada b;; es un polinomio de
grado menor o igual a n — 1, con coeficientes en F' de la forma

bij = cﬁ?) + cl(-Jl.)x +oF cz(;-l_l)x"*1 y sea B = (cgf)) € M, (F) paral <k <n—1. Se tiene
que B=BO 4 2BM 4 ... 4 zn=1B(=1) que se puede ver como elpolinomio

B=BO + BWg ... + Br=Ygn—1 dando el siguiente isomorfismo

@ : My (F[z]) = M, (F)[z] dado por p(z°A) = Az’

Por el teorema 19 tenemos que B(xI — A) = |xI — A|I = p(z)1.

Sip(x) =ag+arz+...+a, 12"+ 27, (BO +2BW ... 4 gn-1BO=D) (2] — A)

= Bzl — A) = |2l — A|I = p(z)] = (ag +za; +---+ 2" La,_ 1 +2™)I

=agl + (a12)I + - + (ap—12"1I) + 2™1, de donde se obtiene que

~BOA+ (BO - BW Az + (BY - BAA)z? + ... 4 (B2 — Bv=b g)gn=t 4 pn=byn

14



=apl + (a1 )z + -+ (@p_1 2"t + Iz"

y en consecuencia

—BOA = g1
BO — BWA =1
BW — B A = gy

B2 _ gl — o T
Bm=Y =

lo que implica que

~BOA = g0l
BOA_BMWAZ = g4
BW A2 _ B2 g3 — 4, A2

B(n—Q)An—l - B(n—l)An _ CLn_lAn_l
B(nfl)An — A"

de lo anterior tenemos que

p(A) :a0+a1A+...+an71An—1+An
= -—BYA+ (BOA-BMA%) 1 (BWA2 - B 43) ... 4 (B2 gn—1 _ Bn=D gny 4 pn=1) yn
= (=B A+ BOA)+ (-BMA* + BWA%) + ... + (=B VA" + B DAY = 0.0

Corolario 4 El polinomio minimo de una matriz A divide al polinomio caracteristico de A.

Definicion 26 Sean V un espacio vectorial sobre el campo F, T un operador lineal de V' y
f(z)=ap+ a1z + -+ asx® € Flz]. Se define f(T) como el operador lineal
aol + a1 T+ asT? + - -+ aT".

Definicién 27 Con la notacién del pdrrafo anterior, siv € V se define f-v = f(T)v.

Es fécil verificar que si f,g € F[z], T un operador lineal de V, u,v € V' y a € F se tiene que
frlutv)=futf-v,(f+g) u=f-utg-u (fg)u=[f-(g-u)yaque
a(f-u) = (af) -u=f-(au).
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Observacion 12. Si V' es un espacio vectorial sobre el campo F', T un operador lineal de V
y v € V, se tiene que el conjunto Z(v;T) = {g - v|g € F[z]} es un subespacio de V. A este

subespacio se le llama el T'—subespacio ciclico de V' generado por v.

Definicion 28 Sean V un espacio vectorial sobre el campo F, T un operador lineal en V y
v € V. Si el T—subespacio ciclico de V' generado por v es todo V', se dice que v es un vector

ciclico de T.

Definicion 29 Si V' es un espacio vectorial sobre el campo F, T un operador lineal en V y
v eV, al conjunto M(v;T) :={f € Flz]|f -v =0} se le llama el T-anulador de v.

Lema 7 51V es un espacio vectorial sobre el campo F y T un operador lineal en V' se tiene

que
(i) 0.€ M(v;T).
(ii) Si f.g € M(v;T) entonces f +g € M(v;T).

(iii) Si f € M(v;T) y h € F[z] entonces hf € M(v;T).

Demostracién.

3 0-v=0(T)v=0.

(ii) Como f,ge M(v;T)y (f+9g)-v=f-v+g-v, entonces
(f+g)-v=f-v+g-v=0+0=0 porlo tanto f +g € M(v;T).

(iif) Como f € M(5;T), (gf)(x) = 9(x)f(2) ¥ (gf) v = g(f - v), entonces
(9f) - v=g-(f-v)=9g-0=0por lo tanto gf € M(v;T). R

Observacion 13. Si V es un espacio vectorial sobre el campo F' de dimensién finita y

v €V, se tiene que M (v;T) # {0}, ya que el polinomio minimo de T estd en M (v;T).

Definicién 30 Al polinomio mdnico de grado minimo que estd en M (v;T) también se le

llama el T-anulador de v y se denota por p,.
Lema 8 Si M(v;T) # {0} y f(z) € M(v;T), se tiene que p, divide a f(x).

Demostracién. Por el algoritmo de la divisién se tiene que f(z) = q(z)py(x) + r(z) con
grd(r(x)) < grd(py(x)),asi0=f-v=(qpy+7r)-v=q-vp,-v+71-v=r-v,lo que implica
que r(x) = 0 y por lo tanto p, divide a f(z). B

Observacion 14. Z(v;T) = {r - v|grd(r(z)) < grd(p,(x))}.

Demostracién. Es suficiente probar que Z(v;T) C {r - v|grd(r(z)) < grd(p,(x))}. Sea
u € Z(v;T), por lo cual u = f-v con f(x) € F|x]. Por el algoritmo de la divisién se tiene
que £(2) = po(x)a(x) + r(z) con q(x), 7(z) € Fla] y grd(r(z)) < grd(ps(z)), por lo tanto
frv=gpy-v+r-v=q-(p-v)+r-v=q-0+r-v=r-v R
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Observacion 15. Si p,(z) = ag + arz + - - - + ap_12° ! + z*, el conjunto

B = {v,Tv, T?v,...,T* v} es una base de Z(v;T).

Demostracién. Sea v € Z(v;T), u=7r-vconr € Flx]y s = grd(r) < k. Si
r(@)=co+cx+--+ecz®,u=(col +c1T+ - +csT%)v=cov+c1T(v)+ ...+ csT*(v) por
lo que & genera a Z(v;T). Si A fuera linealmente dependiente, existiria un polinomio r no
cero de grado menor que s tal que r - v = 0, lo que es una contradiccién porque p, es el

T—anulador de v y es de grado s. B
Lema 9 Z(v;T) es invariante bajo T'.

Demostracién. Sea u € Z(v;T), u =1 -v = agv + ayT(v) + - - - + ap_1T* 1 (v),
T(u) = agT(v) + a1 T2(v) + - - + ax_1T*(v) € Z(v; T). M
Observacion 16. Como Z(v;T) es T-invariante, la restriccién U de T a Z(v;T) es un

operador lineal de Z(v; T).

Teorema 21 Con la notacion usada en los pdrrafos anteriores, p, es el polinomio minimo

de U.

Demostracién. Sea z € Z(v;T), z=1-vy py(U)z = ppy(U)(r-v) = pu(T) -7 v = (pyr) - v
=7rpy-v =1-(pyw) =0, lo que quiere decir que p, anula a U. Ahora, si 0 = f(U),
fU)v = f(T)v =0, lo que implica que p, divide a f(z), por lo tanto p, es el polinomio

minimo de U. R

Corolario 5 Si V es un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo F, T un
operador lineal en V' y v € V. un vector ciclico de T, se tiene que el polinomio minimo de T

cotncide con p, Y Py es el polinomio caracteristico de T'.

Demostracién. Como V = Z(v : T'), por el teorema 21 p, es el polinomio minimo de 7.
Ademas, dim (V') = grd(py) y si p(x) es el polinomio carateristico de T', grd(p(x)) = grd(py)
y por lo tanto p(z) = py(x). B

La propiedad anterior caracteriza a los operadores lineales sobre un espacio vectorial de

dimension finita que tienen un vector ciclico de T'.

Teorema 22 Sea T un operador lineal de un espacio vectorial V' de dimension finita sobre
el campo F. Se tiene que existe v € V tal que Z(v,T) =V si y sdlo si el polinomio minimo

de T y el polinomio caracteristico de T coinciden.

Demostraciéon. Por el corolario anterior, si V' tiene un vector ciclico de T, los polinomios

minimo y caracteristico de T' coinciden. La otra implicacién puede consultarse en [I].

Definicion 31 Si G es un grupo y E es un campo, un cardcter de G en E es un

homomorfismo ¢ : G — E*, con E*el grupo multiplicativo de E.
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Cada caracter de un grupo G en E se puede pensar como un elemento del espacio vectorial

de funciones de G en E.

Definicién 32 Se dice que un conjunto {o1,...,0,} de caracteres de un grupo G en un
campo E es linealmente independiente si es linealmente independiente en el espacio de

funciones de G en E.

Lema 10 (Lema de Dedekind). Todo conjunto {o1,09,...,0,} de caracteres distintos de

un grupo G en un campo E es linealmente independiente.

Demostracién. Por induccién sobre n. Si n = 1, como 07 es un caracter o1 no es cero,
asi {01} es linealmente independiente.

Sea n > 1 y supongamos que

a101(z) + agoa(z) + ... + apn—10p—1(x) + anon(z) = 0. para toda = € G (1.1)

con al menos una a; # 0. Entonces a; # 0, ya que de otra forma, por hipétesis de induccion,
toda a; serfa igual a cero, lo que contradice que los a; no son todos cero.
Como 0 # oy, existe y € G tal que o1(y) # o, (y). Multiplicando la ecuacién (6) por o, (y)

obtenemos:

(a10n(y))o1(2) + (az(on(y))oa(z) + - .. + (anon(y))on(z) = 0 (1.2)

luego
a10n(y)o1(z) + ason(y)oz(x) + ... + apon(y)on(z) =0 (1.3)

para toda z € G.

Por otro lado, evaluando la ecuacién (6) en xy, se obtiene:

a101(zy) + ago2(zy) + ... + apop(zy) =0 (1.4)
aro1(x)o1(y) + agoa(x)oe(y) + ... + anop(z)on(y) =0 (1.5)

Asi de (8) y (10) tenemos que
ai (Un(y) - 0'1(3/))0'1($) +..t an—l(an(y) - Un—1<y))0n—1(x) =0, (1'6)

por induccién se tiene que a;(on(y) — 0i(y)) = 0 para toda 1 <i<mn—1en (11), en
particular a1[o,(y) — 01(y)] = 0, puesto que a; # 0 implica que o, (y) = 01(y) y esto

contradice que son diferentes, asi todos los a; son cero . B

Corolario 6 Todo conjunto 5 = {o1,...,0,} de automorfismos de un campo F diferentes,

es linealmente independiente.
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Demostracién. Un automorfismo de un campo F' restringido al grupo multiplicativo F™* es
un cardcter, por lo que 3 es linealmente independiente. Il

Con lo anterior ya se tiene lo necesario para demostrar el teorema 1.

Teorema 1. Sea E = GF(p") y F = GF(p), entonces existe una base normal de E sobre F'.
Demostracién. Si G = Gal(E : F), se tiene que G =< ¢ >, con o el automorfismo de
Frobenius y el orden de o es n. Como ¢” = Id, se tiene que o es anulado por el polinomio
f(x) =2" — 1 € Flx]. Dado que Id, o, ..., 0" ! son linealmente independientes, no existe
un polinomio g(z) € F|z| no cero de grado menor que n tal que g(o) = 0, por lo que

f(x) = 2™ — 1 es el polinomio minimo de o sobre F.

Como el polinomio caracteristico de o es de grado n y es dividido por el polinomio minimo,
se tiene que f(z) = x™ — 1 es el polinomio caracteristico de o, por lo que existe v € F' tal
que 8 = {v,0(v),0%(v),...,0" *(v)} es base de E en virtud del teorema 19, lo que implica

n—1
que 8 ={v,vP,...,vP "} es una base normal de F sobre F'. B

Ahora podemos generalizar la definiciéon de base normal y dar un corolario del teorema

anterior.

Definicion 33 Si E : F' es una extension finita de grado n, se dice que E : F' tiene una base
normal si existe v € E y ¢ € Gal(E : F) tal que {v, p(v), 0*(v),...,0" 1 (v)} es base de E
sobre F' y ¢"(v) = v.

Corolario 7 Si E es una extension finita de un campo finito I, existe una base normal de
FE sobre F'.

Demostracién. Si K es el subcampo primo de ', K < F < E. El grado de F' sobre K y el
grado de E sobre K son m y n respectivamente, se tiene que el grado de E sobre F'es - = s.
|E| =p™y |F|=p™ con p la caracteristica de K.

E es campo de descomposicién del polinomio separable f(z) = 2P" — z sobre K, por lo que
E : K es de Galois. El grupo de Galois de F': K es un grupo ciclico de orden n. Pongamos
que G =< ¢ >. Como Gal(E : F) < Gal(E : K), Gal(E : F) es ciclico y

|Gal(E : F)| = [E : F] porque [E : F| es de Galois y n=[E : K| = [E : F][F : K], luego
Gal(E : F) =< o™ >.

El polinomio minimo de ¢™ sobre F' es h(x) = z° — 1, ya que ™ — 1 es el polinomio minimo
de ¢ sobre K. Como [E : F] = s, se tiene que h(z) es también el polinomio caracteristico de

™ sobre F', lo que implica que E : F' tiene una base normal. B
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Capitulo 2

Propiedades de bases normales

Observacion 17. Si F es una extension finita de un campo finito F', o es el automorfismo
de Frobenius de E sobre GF(p), Gal(E : F) =<1 >,con T =0,y

N ={v,7(v),72(v),..., 7" (v)} una base normal de E sobre F, se tiene que si
a
a
X=]as
ay

es el vector de coordenadas de w € E con respecto a la base .4, el vector de coordenadas de

7J(w) con respecto a la base A es
A—(j-1)
ai

ay

a2

al_j

1<j<l—1.

Demostraciéon. Si A es la matriz que representa a 7 con respecto a la base .4 se tiene que
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0 0 0 0
1 00 0
010 0
00 1
0 0
por lo que
0 00 0
0 0 0 0
1 00 0
0 00 0
0 00 1
y
. . 0
Al =[], =
I

o O O O

e}

o O O

as}

o O o =

o o “ee

o O = O

(o0 1
S\ 0

I,
0j> paracada 1 <j<[—1.

Siw e Fy X es el vector de coordenadas de w con respecto a la base A

a

a2

aj—3
aj—2
aj—1

aj

por lo que
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a2

a;—3
aj—2
aj—1

aj

a1—(j-1)

ap
al |

a2

al_j



Sea F = GF(p") una extensién de un campo F', por el corolario 8 E admite una base

normal .4 de F sobre F. Si a,b € E, el producto de a con b estd en E y los coeficientes del

vector que representa al producto de a con b se obtienen con la igualdad (5) de la

introduccion. Lo que se hard en esta parte es calcular el niimero méaximo de ceros en la

(k)
)

matriz (dij con respecto a una base normal.

Definicion 34 Si E es un campo y G es un subconjunto no vacio del grupo de

automorfismos de E, al conjunto {a € Elo(a) = « para todo o € G} se le denota como EC.

Observacion 18 E¢ es un subcampo de E y es conocido como el subcampo fijo por G.
Demostracién. Sean a,b € E¢. Se tiene que para o € G, o(a +b) = o(a) + o(b) = a + b,
o(ab) = o(a)o(b) = ab. Finalmente, si a € E€ y 0 € G,

1=0(1)=0c(aa ') = o(a)o(a™!) = ac(a™'), esto implica que o(a~!) = a~!, por lo tanto

ES es un subcampo de E. B

Lema 11 Si G = {o01,...,0,} es un subconjunto de los automorfismos de E, se tiene que
[E: E%] > n.
Demostracién. Supongamos que [E : E€] = r < n; sea {ay,...,q,} una base de F sobre

E¢. Consideremos el siguiente sistema de 7 ecuaciones lineales con n indeterminadas con

coeficientes en E.

oi(ar)ry + -+ op(ag)x, =0
or(ag)ry + -+ op(ag)x, =0 (2.1)

o1(a)xy + -+ op(ap)z, =0

Puesto que 7 < n, el sistema tiene una solucién no trivial (si,...,s,), por lo que

o1(a1)s1 + -+ op(ar)s, =0
o1(ag)sy + -+ op(ag)s, =0 (2.2)

o1(ap)s1+ -+ op(ay)s, =0

Sea b € F, b= bja; con b; € EY. Para todo o € G, o(b) = >_I_, bijo(a).
De (|2.3]) obtenemos;
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bioi(a)sy + -+ biop(ag)s, =0
bgdl(ag)sl + -+ bQUn(ag)Sn =0 (2.3)

broi(ar)sy + -+ + brop(ay)s, =0

de donde obtenemos s1(bioi(a1) + -+ bror(ar)) + - + sp(brop(ar) + -+ + brop(ar)) =0,
esto es, s101(b) + -+ + spon(b) =0, y como b es un elemento arbitrario en E, tenemos que
8101 + S209 + -+ + sp0,, = 0, lo que es una contradiccion, ya que {o1,09,...,0,}, en virtud
del lema de Dedekind, es linealmente independiente. Por lo tanto [E : E] > n. B

Teorema 23 (Lema de Artin). Si G = {o1,...,0,} es un subgrupo de Aut(E), se tiene

que
[E: EC =G|

Demostracién. Sea G = {01, 09,...,0,} subgrupo de Aut(G), con o1 = Id. Supongamos

que [E : B¢ > n.

Sean wi,wa, ..., Wn, Wp+1 € F linealmente independientes sobre ECS. Considerese el

siguiente sistema de n ecuaciones lineales en n + 1 indeterminadas con coeficientes en E.

w1T1 + w2 + -+ + Wpy1Tpy1 =0

oo(wr)z1 + o2(we)xe + - - - + g2(Wn, )Tny1 =0

(2.4)

on(wr)z1 + on(we)r2 + - 4+ op(Wni1)Tng1 =0

Sea S = (y1,Y2, - - Yn, Yn+1) € B! una solucién no trivial del sistema con el minimo
numero de componentes no cero.

Supongamos que la tltima componente no cero es y; , R =y, 1S es también una solucién al
sistema con su componente [ igual a uno, es decir R = (v}, %5,...,%,_1,1,0,...,0); como
Yiwr + vhwa + -+ y,_ w1 +w, = 0, algin yx, ¢ EC para alguna 1 < k <[ — 1, por lo que
existe o € G tal que o(y},) # Y.

Como R es solucién del sistema (15), para cada 1 < j < n, se tiene que

oj(w)y] + oj(w2)yy + - - + oj(wi—1)y,_; + oj(w;) = 0, de donde para cada 0 € G
o(oj(w)yy + oj(w2)yy + -+ + oj(wim1)y_y + oj(w)) =0y

(00,)(wn)o(4h) + (00,) (w2)o(yh) + - + (003 (wi—1)o(yf_y) + (00,)(wr) = O

para toda j =1,2,...,n, asi (6(y}),0(v5),...,0(y;_1),1,0,...,0) es solucién de (15), por lo
que T =R —(0(y1),0(3),---,0(y_1),1,0,...,0) =

(i — o)) v —o(ys),....y, —o(y;_1),0,0,...,0) es una solucién no trivial de (15) por que
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Y, — 0(yp) # 0 y tiene menos elementos no cero que R y que S, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto [E : E€] < n. B

Teorema 24 Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita E : F
con grupo de Galois G = Gal(E : F).

(i) F = EC“.

(ii) Todo polinomio irreducible p(x) de F|x] con una raiz en E es separable y todas sus
raices estan en E, esto es, p(x) se descompone como producto de factores lineales sobre
E.

(i1i) E es un campo de descomposicion de algin polinomio separable f(x) € Fx].

Demostracién (i) implica (i7). Sean G = {01, 02,...,0,}, p(x) € F|x] irreducible con una
raiz a« € E, ag, o, ...,q, € E los diferentes elementos de la lista 01 (), o2(0), ..., on(a) y
g(z) = (x —a1)(x —a2) -+ (x — ) € E[x]. Observemos que g(x) € E[z] no tiene raices
repetidas y cada coeficiente de g(z) es dejado fijo por cada elemento de G, es decir, que cada
coeficiente esta en E¢ = F, por lo que g(x) € F[z].

Como G es un grupo, « € E es una raiz comun de g(z) y p(z), lo que implica que
(9(x),p(z)) # 1 y como p(zx) es irreducible sobre F[z], se tiene que p(z) divide a g(x), lo que
implica que p(z) se descompone como producto de factores lineales diferentes sobre E.

(7i) implica (iii): E : F' es una extension finita, por lo que F = F(aj, a9, ..., q,) y cada

a; € E es algebraico sobre F.

Sea p;(x) € Fx] el polinomio minimo de «;. Si g(x) = p1(z)p2(z) - - pr(z) € Flz] y K es el
campo de descomposicién de g(x) sobre F,

K =F(ay,a9,...,0p,...) C E=F(a1,ay,...,a,) por lo tanto K = E y F resulta ser
campo de descomposicién de g(x) € F[x], que es separable.

(#31) implica (7). Si G = Gal(E : F), |G| = [E : F] por el teorema 14. Por otro lado, en
virtud del lema de Artin, |G| = [E : E®]; como F C E® C E, se tiene que

[E: F]=[E: E%][E® : F], lo que implica que [E® : F] =1 y por lo tanto E€ = F. R

Lema 12 Sea E : F una extension finita de grado m de un campo finito F, T un generador
de Gal(E: F), G={1,7,72,...,7™}. Tr : E — E es la funcién tal que Tr(v) = > 1, 7(v).
Se tiene que Tr(v) € F para toda v € E.

Demostracién. Para ver que > v, 7%(v) € F es suficiente probar que

T(CL T () = X 7 (v), pero (L T(v) = L 7(7(v) = XL 7 (v). W
Definicion 35 La funcion anterior T'r se llama la traza de E sobre F.

Observacion 19. Sea E una extension normal de F', la funcion traza es un funcional lineal
de E sobre F.
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Demostracion. La traza es suma de transformaciones lineales y por lo tanto es lineal. B

En el siguiente teorema, dada una base normal, se dard una cota superior para el ntimero

méaximo de ceros en la matriz Dy, que aparece en (5) dada una base normal.

Teorema 25 Sea E una extension de grado | de un campo finito F', si N es una base
normal de E sobre F', se tiene que el numero mdximo de ceros en la matriz Dy, de la

ecuacion que aparece en la introduccion, es menor o igual a (I — 1)2.

Demostracién. Si .4 es una base normal de E sobre F, A = {v,7(v),72(v), ..., 77 (v)},
para algin v € F'y 7 un generador de Gal(E : F'). En virtud de la ecuacién (2)) que aparece
en la introduccién, se tiene que v = By, 7(v) = B2, 72(v) = B3,..., 7" (v) = B, por lo que
v = v = dgll)v +d§21)7'(v) +dﬁ)72(v) +...+ d(l) =1(y)
o= wrw)= dYv +dyr() +dy2w) ...+ d(l) =1 (v) o)

=t = vrl=l(v) = d%)v +d§?7’(v) +d5’)72(v) +...+ dgll)rl_l(v)
de donde se obtiene que

l l

! !

N

Tr(vyw = (Y diDyo+ " d2)rw) + O d)r2 @)+ + O d)rYw).  (2.6)
j=1 j=1 j=1 j=1

Como Tr(v) € F'y Tr(v) # 0, porque .4 es base de E sobre F, se tiene que

S dl =Trw) y S, d(k = 0 para toda 2 < k <, en (2.6).
Por otro lado, % = {vv,v7(v),v7%(v),...,v7'"1(v)} es base de E sobre F ya que .4 es
base de E. En virtud de ([2.5)), la matriz

1 1 1 1
ol
N
A= |dY dfy df ey
diy diy) dyy )

es la matriz cambio de base %; a la base .. Puesto que las columnas de A; son linealmente

independientes, ninguna es cero y al sumar las columnas de A; se obtiene la matriz

2
S
3
B =X 1d§J) 3 (2.7)

l
S d)
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Se observa que Bj es el vector de coordenadas de T'r(v)v con respecto a la base 4, que

aparece en (2.6). De lo anterior se tiene que el nimero de d%) iguales a cero en Zé’:1 d%-)
alomds [ — 1, y en las sumas Z;”Zl dﬁ), Zé’:1 dg‘;’-), N ijl dz(;) es a lo mas [ — 2 ceros, lo
que implica que en A; hay alomés (I —1)2=(I—-1)+ (I —-1)(I —2) = (I — 1)(I — 1) ceros.

Sipara 0<i<Il—1, Bi1 = {7°(v)v, 7 (v)T(v), 7 (V)72 (v), ..., 7 (V)T (v)}, Biy1 también

es base de F, y la matriz

€S

1) (1) 1 1
dirnyn Qg d(i—)&—l)3 d(i—)‘rl)l
i A A 4
g g G 2
A= | diiyn Qg ditns i1y
w0 0 0
diy dhye irs diy

es la matriz de cambio de base %;41 a la base 4. Si B;1 € F' es la matriz que se obtiene
de sumar las columnas de A;,1, se observa en forma andloga que A;,; tiene a lo mas (I — 1)?
entradas cero. En virtud de que 7¢(Tr(v)v) = Tr(v)7*(v), Aix1 y Ap tienen los mismos
renglones, pero en diferente orden y el primer renglén de Ay es el rengén i 4+ 1 de la matriz
Aiyr.

Por tdltimo se obsérva que el renglén k de A;41 es el renglén ¢ + 1 de Dy y por lo arriba
mencionado, se tiene que todas las matrices Dy, tienen el mismo ntmero de entradas ceros y
son a lo méas (I — 1)%, paratoda 1<k <n. R

Definicion 36 Sea E una extension de grado | de un campo finito F'. Decimos que una base
normal de E sobre F' es dptima, si el nimero mazrimo de entradas ceros en Dy es igual a
(I —1)2, para toda 1 < k < 1.

Ejemplo. Sea F = GF(2°) y F = GF(2). Si consideramos a f(x) = 2° + 2% + 1, se tiene

que f(x) es irreducible sobre F'y su campo de descomposicién es E.

3 4

Sea a € E una rafz de f(z) y v = o3, se tiene que A = {v,v?,v* v8 10} es una base

normal de E sobre F'.

En la siguiente tabla podemos ver a los productos de los elementos de la base normal A4

expresados como combinacién lineal de los elementos de .A".
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Como podemos observar en las columnas de los productos de la tabla anterior, el niimero de
elementos no cero de los dz(;?) es 15.

Ejemplo. Sea «a raiz de f(z) = 2° + 22 + 1, como en el ejemplo anterior y sea v = o, se

4 18,019} es de nuevo una base normal de E sobre F', por la misma

tiene que A = {v,v?,v
razon que en el ejemplo anterior.
En la siguiente tabla podemos observar los productos de los elementos de la base normal A4

expresados en términos de la misma base.
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0. Por lo que es

(k) _
ij

Dy, representada respecto a la base .4, tiene m? —2m + 1 = 16 de los d;

Z(f) es 9, es decir que la matriz

Se puede observar que el nimero de elementos no cero de los d;

una base normal 6ptima de E sobre F.
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