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INTRODUCCION

Introduccion

Las neuronas son células que tiene un potecial eléctrico intracelular distinto al potencial eléctrico
extracelular. La diferencia de los potenciales intra y extra celular es llamada voltaje transmebranal.
Una neurona en estado basal presenta voltaje transmebranal constante en el tiempo. Cuando la neu-
rona es estimulada (usalmente el estimulo puede ser representado por una inyeccion de correiente
eléctrica), se presenta un cambio en el voltaje transmebranal. Algunos estimulos producen cambios
abrubtos en el voltaje transmebranal, cambios que duran poco tiempo y viajan a través de la mem-
brana neronal. Estos cambios son conocidos como potenciales de accién. Células que presentan este
tipo de comportamiento son deominadas células exitables.

Es de particular interés estudiar cémo se comprtan los potenciales de accién (que tipo de estimulos
genera un potencial, como se propaga un potencial de accién, cuando se generan varios potenciales de
accion seguidos, etc...) porque es a través de los potenciales de accién que la neuronas se comunican
entre si.

El modelo que Hodgkin y Huxley desarrollaron en 1952 (Hodgkin and Huxley, 1952d) describe, como
funcién del tiempo, el voltaje transmembranal de una neurona cuando a esta se le aplica un estimulo.
El modelo original consiste de un sistema no lineal de cuatro ecuaciones ordinarias de primer orden.
En el mismo articulo, Hodgkin y Huxley proponen una generalizacién del modelo en donde el voltaje
transmembranal es considerado como funcién del tiempo y el espacio dando lugar a un sistema no
lineal de cuatro ecuaciones parciales de segundo orden.

El sistema de Hodgkin y Huxley fue el primero modelo matématico en representar fielemente la
dinamica neuronal; modela la genraciéon y propagacién de potenciales de accién a traves de la mem-
brana celular. Algunas de las cosas que se han demostrado sobre el modelo, por ejemplo, es que los
potenciales de accién viajan como ondas que pueden ser solitones, trenes de ondas o pulsos multiples
(Diner et al., 1986).

Esta tesis se limita a estudiar el sitema de Hodgkin y Huxley de ecuaciones ordinarias. Especifi-
camente se busca enteder las diferencias en el comportamiento del sistema cuando:

= El estimulo aplicado al sistema es una constante en el tiempo, es decir el sistema es auténomo.
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INTRODUCCION

= El estimulo aplicado al sistema es una funcién lineal del tiempo, es decir el sistema es no
aunténomo

Cuando el estimulo es una constante se hace un estudio de los puntos fijos del sistema usando técni-
cas de linearizacién. Para los parametros utilizados aqui, se encuentra que el sistema tiene un tnico
punto fijo para cada valor del estimulo y que el sistema tiene una bifurcacion de Hopf en donde el
punto fijo pasa de ser estable a ser inestable. Cuando el punto fijo es inestable, las soluciones del
sistema, presentan oscilaciones que tienen amplitud creciente. El valor del estimulo en donde cambia
la estabilidad del punto fijo es denominado valor de bifurcacién.

Cuando el sistema es no auténomo se estudian estimulos que son funciones lineales de tiempo que
crecen muy lentamente. Se muestra que el sistema presenta un fenémeno conocido como paso lento
por Hopf que consiste en que el cambio lento del estimulo produce un retraso en las oscilaciones
de la solucién, las cuales se presentan después de que el estimulo alcanza el valor de bifurcacion.
Esto se puede interpretar como una “extension” en la estabilidad del sistema. Experimentalmente el
fenémeno de paso lento por Hopf se ha observado en reacciones quimicas (Tsotsis et al., 1988), ex-
perimentos con laseres (Scharpf et al., 1987), y en células como las neuronas del nervio trigémino en
roedores (Del Negro et al., 1998). Tedricamente el fenémeno de paso lento por Hopf se ha reportado
en modelos excitables, por ejemplo, en el articulo de Baer et al. (1989), se hace un estudio analitico
del fenémeno en el modelo de Fitz-Hugh (Fitz-Hugh, 1961). También se han realizado estudios en
sistemas maéas genrales donde se analiza el retraso en la estabilidad a través de diferentes tipos de
bifurcaciones (no sélo bifurcaciones de Hopf) debido al cambio lento en un pardmetro (Haberman,
1979)

En objetico princial de esta tesis es entender porqué se da el retraso en las oscilaciones de la solu-
ciénel del sistema de Hodgkin y Huxley reducido a dos dimensiones. Para esto se hace un estudio
geométrico con ayuda de simulaciones numéricas y se usan técnicas similares a las encontradas en
Haberman (1979).

En el primer capitulo de la tesis se desglosa el articulo que Hodgkin y Huxley presentaron en 1952
(Hodgkin and Huxley, 1952d). Debido a que el sistema original de Hodgkin y Huxley es un sistema
en 4 dimensiones, es dificil hacer un estudio analitico o inclusive geométrico del fenémeno de paso
lento por Hopf que permita enteder por que se da el retraso en las oscilaciones de la solucién. Por lo
que se presenta (también en el capitulo 1) una reduccién del sistema a uno de sélo dos dimensiones.
Esta reduccién fue basada en una observacién en Fitz-Hugh (1961), que consiste en notar que dos de
las variables del sistema original de Hodgkin y Huxley estan fuertemente relacionadas. La reduccion
es llevada a cabo en Rinzel et al. (1985) y refinada en Av-Ron et al. (1991). Este nuevo sistema en
dos dimensiones es el que se estudia en el resto de la tesis.

En el capitulo 2 se estudian los puntos fijos del sistema de Hodgkin y Huxley en dos dimensiones.
Se hace una clasificacién precisa de la cantidad y los tipos de puntos fijos que se pueden presentar.
En el capitulo 3 se usa lo obtenido en el capitulo 2 junto con simulaciones numéricas para estudiar
como cambia le comportamiento de las soluciones del sistema a través de las bifurcaciones.
Finalmente en el capitulo 4 se hace el estudio del fenémeno de paso lento por Hopf. Se explica el
comportamiento de algunas soluciones que presentan este fenémeno. La informacién obtenida en los
capitulos anteriores permite hacer una comparacién entre las soluciones del sistema auténomo y las
soluciones que presentan un paso lento por Hopf.

La tesis también contiene dos apéndices, en el primero se muestra teoria que se encuentra en An-
dronov et al. (1973). Esta teorfa es la que fue usada en el capitulo 2 para el estudio de la versién
auténoma del sistema reducido de Hodgkin y Huxley. El segundo apéndice contiene los codigos de
las simulaciones numéricas usadas en los capitulos 2,3 y 4.
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1.1. HODGKIN Y HUXLEY CAPITULO 1. PRELIMINARES

Capitulo 1

Preliminares

En la primera parte de este capitulo se derivan las ecuaciones de Hodgkin y Huxley que modelan
la dindmica neuronal y que consisten en un sistema de ecuaciones ordinarias en cuatro dimensiones.
En la segunda parte del capitulo se hace la reduccién del sistema a uno de dos dimension. El sistema
reducido es con el que se trabajara en el resto de la tesis.

1.1. Excitabilidad y el modelo de Hodgkin y Huxley

En 1952 Hodgkin y Huxley publicaron un modelo que describe el voltaje transmembranal V!,
como funcién del tiempo, generado en el axén gigante de un calamar (Loligo) (Hodgkin and Hux-
ley, 1952d). El razonamiento con el que se construye el modelo estd descrito en esta seccién. La
importancia de un modelo que describa el voltaje transmembranal es que una de las maneras en
que una célula excitable, en particular una neurona, se comunica con otras, es a través de pulsos de
voltaje llamados potenciales de accion. Estos potenciales de accion son rapidos aumentos del voltaje
transmembranal de corta duracién (figura 1.1). Estos pulsos viajan a través del axén de la neurona
y activan mecanismos (eg. sinapsis quimica o eléctrica) que permiten a la neurona estimular células
adyacentes que pueden ser otras neuronas, musculos, etc. Se dice que una célula dispara cuando
produce un potencial de accion.

El potencial de accién comienza cuando entran cationes a la célula (principalmente sodio en el caso
de las neuronas, pero el catién también puede ser calcio como ocurre en musculos y pancreas). Cuan-
do el incremento en el voltaje transmembranal es lo suficientemente grande, debido a la entrada de

1V = V; — V. donde V; y V. representan los voltajes intra y extracelulares



CAPITULO 1. PRELIMINARES 1.1. HODGKIN Y HUXLEY

los cationes, se activan mecanismos que permiten que salgan iones de potasio, causando un retorno
del potencial hacia sus valores originales. En resimen, un potencial de accién en una neurona se
puede pensar, en términos muy generales, como una sucesiéon de eventos en los que primero entran,
y después salen cationes.

Cuando cationes entren o aniones salgan de la célula se dird que hay una corriente hacia dentro. De
manera similar, corriente hacia afuera quiere decir cationes saliendo, (o aniones entrando). De modo
que un efecto causado por una corriente hacia adentro es incrementar la diferencia entre el potencial
intracelular y el potencial extracelular. Una corriente hacia afuera tiene el efecto contrario

Figura 1.1: Potencial de accion.

En células excitables (eg. cardiocitos, misculos, células 8 en el pancreas, glia, neuronas, etc), la
estructura fosfolipidica de la membrana aisla eléctricamente al interior de la célula de su exterior.
Sin embargo existen proteinas que atraviesan la membrana y son permeables a iones especificos. Dis-
tintos tipos de proteinas (canales iénicos, bombas, etc), usan distintos mecanismos para transportar
iones a través de la membrana, (Endresen et al., 2000). Cuando los iones atraviesan la membrana a
través de los canales i6nicos u otras proteinas se genera una corriente I, llamada corriente trans-
membranal, ademas la membrana actia como una capacitancia porque separa cargas dentro y fuera
de la célula, esto sugiere que las propiedades eléctricas de la neurona pueden ser representadas por
un circuito eléctrico (ver figura 1.2). Hodgkin y Huxley supusieron que la corriente total a través
de la membrana es la suma de la corriente debida al movimiento de iones alrededor de la membrana
(corriente capacitiva) més las corrientes debidas al movimiento de los distintos iones a través de los
distintos tipos de canales i6nicos u otras proteinas (corriente transmembranal) (Hodgkin and Huxley,
1952b,a,c). Asi pues la corriente total I que pasa a través de la membrana puede ser descrita por:

av

[=Cn"
di

+ I, (1.1)
donde C, es la capacitancia de la membrana, t el tiempo, I, el total de las corrientes que pasan a
través de los canales i6nicos u otras proteinas y V el voltaje transmembranal. Una corriente positiva
representa cationes saliendo de la célula (o aniones entrado) y una corriente negativa representa
cationes entrando a la célula (o aniones saliendo).

Para algunas neuronas existe un valor V= V;, en el cual la célula se encuentra en un estado basal
(en reposo). Para los fines de esta tesis, se entiende como un estado en el que V(t) = V es una
constante. En muchas neuronas, el valor de Vj es aproximadamente —60 mV aunque hay algunas
neuronas que nunca se relajan, como las neuronas motoras, que controlan musculos de respiracion.
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Esas neuronas todo el tiempo estédn disparando (Kandel et al., 2000).

En este modelo I,,, la corriente debida al paso de iones a treavés los canales iénicos u otras
proteinas, se compone de tres corrientes, una debida al paso de sodio a través de canales de sodio:
Inq, otra debida al paso de potasio a través de canales de potasio: I y otra debida al paso de otros
iones a través de canales u otras proteinas: I;, es decir

Im:INa+IK+Ilv (12)

Hay dos fuerzas que actiian en los iones. Una es la fuerza del campo eléctrico debido al voltaje trans-
membranal, la otra es la fuerza del gradiente de concentracién (movimiento Browniano causado por
colisiones entre iones), debida a las distintas concentraciones de los iones en el liquido extra-celular
e intracelular (Endresen et al., 2000). En el modelo Hodgkin y Huxley la fuerza debida al gradiente
de concentracién se considera constante debido, en parte, al gran volumen del liquido extracelular
ademads de que existen mecanismos a través de los cuales las células restauran la concentracién ori-
ginal del liquido intracelular (Endresen et al., 2000).

En la gran mayoria de las células animales la concentracion de sodio es mayor fuera de la célula
mientras que la de potasio es mayor dentro, (Hodgkin and Huxley, 1952a). Una consecuencia de esto
es que si V < 0, el flujo de iones de sodio es hacia dentro de la célula. Esto porque los iones de
sodio tienen carga positiva y entonces tanto el campo eléctrico debido al voltaje transmembranal
como el gradiente de concentracion los fuerza hacia dentro de la célula. Por otro lado aunque los
iones de potasio también tienen carga positiva puede suceder que aunque V < 0 el flujo de estos
iones sea hacia afuera de la célula. Esto debido a que puede darse el caso en que la magnitud de la
fuerza debida al gradiente de concentracién sea mayor a la magnitud de la fuerza debida al voltaje
transmembranal, y como la concentracién de potasio es mayor dentro de la célula, la fuerza debida
al gradiente de concentracion tendrd direccién opuesta a la fuerza debida al voltaje transmembranal
lo que resultara en un flujo de iones de potasio hacia afuera de la célula.

Para cada tipo de i6n las ecuaciones de Nernst-Plank describen el flujo a través de la membrana,
tomando en cuenta las fuerzas debidas al potencial transmembranal y a la diferencia de concen-
traciones de dicho i6n en las soluciones intra y extracelular. El potencial de Nernst, o potencial de
equilibrio para una familia de iones (eg. potasio), es el valor del voltaje transmembranal que hace
que haya un flujo neto igual a cero de estos iones. Dicho de otra forma, el potencial de Nernst para
una familia de iones es el valor de V' que equilibra las fuerzas eléctricas sobre ese i6n con las fuerzas
debidas al gradiente de concentracién (Fick, 1855; Boltzmann, 1868; Einstein, 1905). El potencial
de Nernst para un ién x estd dado por:

_RT | la.

Vo=l 2]

donde R es la constante del gas ideal, T' la temperatura en grados Kelvin, F' la constante de Fa-
raday, z la carga del ién z, [z]. la concentracién del ién en el compartimento extracelular y [z]; la
concentracién del ién en el compartimento intracelular. Como el ién de sodio tiene carga positiva y
su concentracion es mayor afuera de la célula se puede deducir entonces que Vi, es positivo mien-
tras que como la concentracién del potasio (cuya carga también es positiva) es mayor dentro de la
célula, Vi es negativo. Hodgkin y Huxley supusieron que las corrientes pueden ser representadas
por corrientes Shmicas, (Hodgkin and Huxley, 1952a), se tiene entonces que las corrientes tienen la
forma:

INa :gNa(V_VNa)7 (13)
Ik = g (V — Vi), (1.4)
I =gV -W), (1.5)

con gy, 9K, las conductancias de los canales de sodio y potasio respectivamente y ¢; la conductancia
de los canales iénicos y otras proteinas a través de los cuales pasa la corriente I;. Vg, Vi los
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potenciales de equilibrio, del sodio y potasio respectivamente y V; el potencial de equilibrio de los
iones que producen la corriente I;. La conductancia g; es considerada constante como funcién de V.
La apertura y cerrado de los canales de sodio y potasio durante estimulacién a la célula hace a gy,
y gi funciones de V', que a su vez es una funcién del tiempo. Existen otros modelos en donde se
toma en cuenta la difusién de los iones a lo largo de los canales, lo que produce expresiones distintas
para las corrientes transmembranales (Endresen et al., 2000). De hecho, cada una de las corrientes
1.3 — 1.5 es una aproximacién lineal de una expresién general que incluye difusién (Herrera-Valdez,
2012)
A partir de las ecuaciones (1.1) a (1.5), tenemos que el voltaje V en la neurona debido a la corriente
I obedece la ecuacion:
dv
I:Cmﬁ +gNa(V_VNa)+gK(V_VK)+gl(V_W)~ (16)
Esta ecuacién puede pensarse como la ecuacion del circuito de la figura 1.2.

A la célula también se le puede aplicar una corriente externa I.s; (un estimulo), ya sea artificialmente
a través de un electrodo, o naturalmente debido a algiin proceso bioldgico como la sinapsis. Esta
situacién en donde se aplica un estimulo (I.s;) puede pensarse como la situacién representada por
el circuito de la figura 1.2. Se peude ver en la figura 1.2 que debido a la conservacién de cargas
se tiene que 0 = I + I.4, es decir I = —I.4. Aunque estrictamente hablando la corriente debida al
estimulo es —1I, con el objetivo de simplificar explicaciones y resultados, en lo que sigue de esta tesis
se considerara que el estimulo esta representado por 1.

Figura 1.2: Circuito que representa las propiedades eléctricas de la membrana neuronal.

El resto del capitulo se dedicara a describir cémo se comportan gy, y gx en funcién de V.

Las conductancias de sodio y potasio

Hodgkin y Huxley observaron que la conductancia para cada tipo de ién cambia conforme cambia
el voltaje transmembranal. Para poder estudiar como se comporta la conductancia para un ién
especifico, Hodgkin y Huxley hicieron una serie de experimentos en los que se mantenia un voltaje
transmembranal constante y se medfa la corriente transmembranal resultante (Hodgkin and Huxley,
1952d). La conductancia se obtiene entonces, suponiendo una relacién hmica como las descritas en
(1.2) — (1.4). Para medir una corriente debida a un ién especifico, la célula es colocada en soluciones
que sélo tienen el i6n de interés lo que permiten aislar la corriente producida por este tipo de ion.
(Hodgkin and Huxley, 1952b).
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En el caso del potasio, Hodgkin y Huxley hicieron un experimento en donde se tenia una neurona que
estaba en su estado basal Vj y se le aplicaba un voltaje transmembranal que se mantenia constante
a un valor V7. En tales circunstancias, la conductancia del potasio como funcién del tiempo describe
una curva que tiene un comportamiento asintético hacia un valor gx . (V1) que depende del voltaje
aplicado (Hodgkin and Huxley, 1952d) (ver figura 1.4a). Asi ajustaron a los datos experimentales
una curva de la forma:

9K (1) =gK (V1) + (9K 00 (Vo) — 9K oo (V1)) exp[—t/ (T4, (V1))]

Donde 74, (V1) es un pardmetro y gx .. (Vo) es el valor inicial de la conductancia (cuando la neurona
estd en su estado basal). Se puede notar que esta curva es la solucién a una ecuacién diferencial
lineal.

Hodgkin y Huxley observaron que gx .. (V1) se aproximaba a un valor méximo conforme V; aumen-
taba y supusieron que este valor era el valor de la maxima conductancia que se podia presentar en
la neurona, y lo denotaron por g . Escribieron entonces a gg (t) como:

9K (t) =g N(t)
donde
N(t) =Noo (V1) + (Noo (Vo) = Noo (V1)) exp[—t/(7n (V1))]

Ik Noo (Vo) =9k 5 (V0),
7o (V1) =7n (V1).

N(t) es la proporcién del total de canales que permiten el flujo de iones en el tiempo ¢. La dindmica
de N (t) describe lo que se llama proceso de activacién. Observe que N (¢) € [0, 1].

Expresar la conductancia de esta forma parecia prometedor, sin embargo, habia una discrepancia en-
tre la curva experimental y la curva tedrica gx (t): para tiempos cortos, la curva tedrica crecia mucho
mas rapido que la curva experimental, (Hodgkin and Huxley, 1952d). Para arreglar la discrepancia
Hodgkin y Huxley escribieron la conductancia como:

g (t) =grn* (t) = Txc[noe (Vi) + (100 (Vo) — 0o (V1)) expl—t/ (7 (V1)]]*

donde n(t) es una funcién de la misma forma que N(t) (los pardmetros ne(Vo), noo(V1), 7 (V1) se
ajustaron a partir de datos experimentales). Debido a la potencia cuarta, las curvas experimentales
y tedricas tiene una mejor concordancia (Hodgkin and Huxley, 1952d).

Finalmente por construccién n(t) es la solucién de la ecuacién:

dﬁ _Neo(V1) =m0
dt o Tn(vl) ’
n(0) =no (Vo)

Entonces, para cualquier valor del voltaje transmembranal V' (¢), la conductancia del potasio satisface:

9K (t) =grn’ (1), (1.7)
dn  ne(V)—n
i —7%(‘/) . (1.8)

Las graficas de noo (V) y 7,(V) que encontraron Hodgkin y Huxley en su articulo de 1952 (Hodgkin
and Huxley, 1952d) se muestran en la figura 1.3.
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Figura 1.3: Arriba se muestra no (V) y abajo 7,,(V). Las graficas son las que se encontraron en
Hodgkin and Huxley (1952d).

Hodgkin y Huxley dieron en su articulo posibles interpretaciones sobre el exponente 4 y la variable
n en términos de un proceso de apertura de puertas que en general es mas complicado, y no ocurre
de manera discreta.
La conductancia de sodio es un poco mss complicada que la conductancia de potasio. Cuando se fija
un voltaje transmembranal constante V7 a la neurona, la conductancia del sodio aumenta hasta un
valor méximo y luego disminuye asintéticamente hacia un valor gya.. (V1) (Hodgkin and Huxley,
1952d,c).
Lo que ocurre es que algunos canales de sodio, como los modelados por Hodgin y Huxley, estdn sujetos
a dos procesos que afectan el paso de iones a través del canal (la apertura del canal). Uno de estos
procesos es llamado activacién, como en el caso de los canales de potasio descritos anteriormente.
El otro proceso es llamado inactivacién, y ocurre de manera més lenta que la activacién. El proceso
de activacién abre los canales y permite el paso de iones mientras que el proceso de inactivacién
cierra los canales e impide el paso de iones. Cuando una neurona esta en estado basal, la mayoria
de los canales de sodio estdn no activados, y por lo tanto cerrados. En este punto no se permite
el paso del sodio. Cuando se aplica un voltaje transmembranal, los canales de sodio se activan
permitiendo el paso de iones y aumentando la conductancia del sodio. De manera simultanea, el
proceso de inactivacién de los canales comienza, pero como es mas lento, permite que pasen iones
de sodio (debido a la activacién) antes de cerrar los canales, impedir el paso de iones y disminuir la
conductancia (ver figura 1.4b).
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(a) (b)

Figura 1.4: En (a) se muestra muestra una simulacién de cémo cambia la corriente de potasio
cuando se fija un voltaje transmembranal Vi en una membrana que estaba en estado basal. Cada
curva representa la corriente de potasio cuando el valor del voltaje Vi es le indicado en el cédigo de
color. En (b) se muestra la misma configuracién pero para la corriente de sodio. Estas figuras fueron
generadas con los pardmetros del articulo Hodgkin and Huxley (1952d)

Hodgkin y Huxley representaron el proceso de apertura descrito por activacién e inactivacién
como el producto de dos variables, M y h llamadas variables de activacion e inactivacién. Ambas
variables toman valores entre 0 y 1. Asi que si g, es el maximo de la conductancia posible de sodio
en la neurona entonces gy, (t) se puede expresar como:

gna(t) =gnaM()h(1)

donde h(t) es la proporcién del total de la canales no inactivados (si no hay canales no inactivados
(todos los canales estdn no inactivados) h = 0 y la conductancia es 0), y M(t) la proporcién del
total de canales activados al tiempo t.

Hodgkin y Huxley hicieron una serie de experimentos, que involucran fijar un voltaje (V1), dichos
experimentos les permitieron concluir que la dindmica de h puede ser representada por la siguiente
ecuacién (Hodgkin and Huxley, 1952¢):

dh hoo(Vi) = h

a ()
h(0) =hoo (Vo)

Donde Vj es el valor del voltaje transmembranal cuando la neurona esta en estado basal y hoo(V1),
7h(V1) ¥ hoo (Vo) son pardmentros que se determinaran experimentalmente, y estdn dados en funcién
del voltaje transmembranal.

Luego con otra serie de experimentos, en donde también se fija un voltaje (V) concluyeron que M
puede ser descrita por (Hodgkin and Huxley, 1952¢):

% M (Vi) - M
dt TM(V1)
M(0) =Moo (Vo)

Similar a cémo sucedié con la conductancia de potasio, las curvas tedricas y experimentales presen-
taban una discrepancia, lo que también se arreglo con una potencia. Asi la conductancia de sodio

7
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para cualquier valor de V', obedece:

gNa(t) :gNamg(t)h(t)’ (19)
dh  heo(V) —h
a —T‘/)’ (1.10)
dm  me(V)—m
G ) (111)

Donde los coeficientes hoo (V), Th(V'), Mmoo (V'), T (V) se encontraron experimentalmente. En la figura
1.5 se muestran las graficas de hoo(V), 7 (V), Moo (V) v 7in(V) que encontraron Hodgkin y Huxley
en su articulo de 1952 (Hodgkin and Huxley, 1952d).

(a) (b)

Figura 1.5: (a): Arriba se muestra mq (V) y abajo 7., (V). (b): Arriba se muestra ho(V) y abajo
71(V'). Las grificas son las que se encontraron en Hodgkin and Huxley (1952d).

Hay que recalcar que cuando un canal de sodio esta en un estado no activado o en un estado
inactivado, no permite el paso de iones. Sin embargo estos estados son esencialmente distintos pues
uno se debe a que m ~ 0 y otro a que h ~ 0.

Ya con las ecuaciones para las conductancias del sodio y el potasio ((1.7), (1.8), (1.9), (1.10), (1.11)),
y junto con la ecuacién (1.6) se describe el voltaje de la neurona generado por el estimulo I con el
siguiente sistema de ecuaciones:

dv

CmE =1 —Gn,hm*(V = Vya) — gen* (V = Vi) — qi(V = V), (1.12a)
CclT?Z B % (1.12b)
CiTT B W (1.12¢)
% - W (1.12d)

Las variables m, n y h son llamadas variables de apertura.
Nétese que el lado derecho de las ecuaciones de la forma dr/dt = “3* se puede escribir como
¢(l1 — x) — sz donde:

b=1/(c+s) y a=cd

Por tanto, las conductancias se pueden reescribir usando dos funciones o, Bn, Qm, Bm, @n Y Bh

8
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como sigue:

dn
E _an(l - n) - Bnna
dm
E _am(l m) - ﬁmmv
% :ah(l — h) - th
donde:
_ an(V)
(V) =1/(an(V) + Ba(V)),
_ am(V)
1o V) = ) + B (V)
T (V) = 1/(am (V) + Bm(V)),
_ an(V)
hoo(V) = an(V)+ Bn(V)’
(V) = 1/(an(V) + Ba(V)).

CAPITULO 1. PRELIMINARES

(1.13)
(1.14)

(1.15)

Las funciones a y 8 de cada variable de apertura se pueden pensar como tasas de una reaccion
reversible que describa una puerta que se abre a una tasa « y se cierra a una tasa 3. Dicha concep-
tualizacién del proceso de apertura constituyd la hipétesis original postulada por Hodgkin y Huxley

sobre el mecanismo que da lugar al movimiento de iones a través

de la membrana.
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Conclusiones sobre el modelo

Para resumir, las ecuaciones de Hodgkin y Houxley son:

I = cm% + InahmP(V = Viva) + G (V = Vi) + a(V = W), (1.22a)
Z—T; = ay(1—n)—Bun, (1.22b)
%‘ = am(l—m) — B, (1.22c)
dh
E = Oéh(l — h) — ﬂhh, (122(1)
0.01(—V — 50
onv) = VS0 (1.220)
exp| —— | — 1
(%)
Ba(V) = 0.125exp (‘/8060> , (1.22f)
0.1(—V — 35
an(V) = £V735 ) ; (1.22¢)
exp| —— | — 1
(%)
Bm(V) = dexp <_V1g60) : (1.22h)
ap(V) = 0.0Texp <_V2660) , (1.22i)
Ba(V) = ! . (1.22))

-V -30 1
exp < 10 ) +

Aunque el sistema (1.22) fue obtenido con datos de experimentos en donde a la neurona se le
inyectaba corriente para mantener un voltaje constante, el modelo predice fenémenos observados
bajo diversas circunstancias que no involucran entrada constante de corriente.
Las variables m?, n* y h como funciones de V son conceptualmente muy importantes. Represen-
tan mecanismos que determinan cémo se comporta la conductancia que a su vez determina cémo se
comporta el voltaje transmembranl. Esto ofrece una nocién de la naturaleza de la dindmica neuronal
y proporciona explicaciones para mecanismos como la generacion de potenciales de accién, periodos
refractarios, etc.
A continuacién se mencionan algunos de estos mecanismos los cuales son observados experimental-
mente y pueden ser interpretados a través del modelo, en este caso bajo el régimen de los pardmetros
que se encuentran en el articulo de Hodgkin y Huxley (1952d), y que se pueden ver en el cuadro 1.1.
Lo primero es observar cémo son los flujos de iones y cémo, segun el modelo se da el potencial de
accion.
Supéngase que la neurona esta en estado basal y se aplica un estimulo constante tal que la corriente
total T es positiva y constante. De la ecuacién (1.12a) se ve que entonces dV/dt es positivo (pues
la suma de las corrientes iénicas en estado basal es cero) lo que implica que V es creciente. Este
aumento en V hace que los procesos de activaciéon de los canales de sodio y potasio comiencén.
De manera simultanea el aumento en V' también hace que el proceso de inactivacién de los canales
de sodio comience. Sin embargo como el coeficiente 7,,, (V') es ordenes de magnitud menor que los
coeficientes 7, (V) y 7,(V)) (figura 1.6), de las ecuaciones (1.12b), (1.12¢), (1.12d) se puede observar
que la variable m que describe el proceso de activaciéon de los canales de sodio, aumenta antes que
las variables h y n (si 7, (V) < 7 (V), o(V) de (1.12b), (1.12¢), (1.12d) se ve que dm/dt > dn/dt,
dh/dt).
En este punto la corriente de sodio es hacia adentro de la célula (negativa) y las corrientes de potasio

10
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y otros iones son despreciables. Si I es lo suficientemente grande el aumento en la conductancia de
sodio se traduce en un aumento en dV/dt que eventualmente incrementa V' hacia un valor compa-
rable a 100 mV por arriba del voltaje de reposo. Para valores tan altos de V', h es practicamente 0
lo que detiene la corriente de sodio. Los canales de potasio que también comenzaron a activarse al
inicio del potencial de accién alcanzan su activacién maxima al punto que la corriente de potasio
(que es positiva) es mayor que la corriente total I. Entonces para que la ecuacién (1.12a) se cumpla
es necesario que dV/dt sea negativa, sto reduce V' y asi la neurona regresa a su estado basal.

Figura 1.6: Gréficas de 7, (azul), 7, (verde) y 7, (rojo).

Después de que la neurona dispara se presenta el periodo refractario absoluto que es un lapso de
tiempo donde no importa que tan fuerte sea estimulada la neurona, esta no responde. Este periodo
refractario absoluto sucede en el modelo porque durante este tiempo h tiene valores bastante bajos
y gk valores bastante altos (Hodgkin and Huxley, 1952d), lo que por una parte inactiva los canales
de sodio y por otra parte permite el flujo de iones de potasio hacia afuera de la neurona evitando
aumentos en el voltaje transmembranal.

1.2. Reduccion de las ecuaciones de Hodgkin y Huxley a dos
variables

El modelo de Hodgkin y Huxley descrito en la seccién anterior describe la dindmica de una
neurona, sin embargo el hecho de que es un sistema de cuatro ecuaciones hace que se complique su
analisis. En 1985 Rinzel et al., basado en una observacién hecha por Fitz-Hugh en 1961 enocontré una
forma de simplificar el modelo a dos dimensiones sin perder las propiedades del modelo original.
Posteriormente en 1991 E Av-Ron, H Parnas y LA Segel simplificarén esta reduccién sustituyendo
funciones de la reduccién original por funciones equivalentes pero mas sencillas y cercanas a una
derivacién macroscépica de la dindmica de apertura en los canales (Av-Ron et al., 1991).

En esta seccién voy a describir cémo se hizo esta reduccion.
Primero se hace una reduccion de estado cuasi estable para la variable m y posteriormente se reducen
las variables n y h en una sola variable W. El nuevo sistema tiene dos variables: V' y W.

11
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Reduccién de estado cuasi estable de la variable m

La idea detras de la reduccion de la variable m, es la de una reduccién de estado quasi estable. Se
observoé la dindmica de m(t) es parecida a la dindmica de mo (V (t)). Esto debido a que el coeficiente
Tm (V') es un orden de magnitud mayor que los coeficientes 7,, (V') ,7, (V) (Av-Ron et al., 1991).
Entonces sustituyendo el valor de m(t) por el valor valor m.,(V (t)) para cada V (¢) y eliminando la
ecuacién para m se obtiene la redaccién.

A continuacién se presenta una funcién que ajusta los datos obtenidos experimentalmente para m,
como funcién de V' (figura 1.5a):

Mmoo (V) :=m(V) = !

1+ exp|—2am(V — Vl(/";'))

(1.23)

donde a,, y Vl(/"g) son pardmetros (Av-Ron et al., 1991).

Reduccién de las variables n y h

La reduccién de estas dos variables a una sola se basa principalmente en la observacién de Fitz-
Hugh (Fitz-Hugh, 1961). Esta observacién consiste en que en la soluciones del sistema (1.12) cuando
V varia en un potencial de accién, n y h cumplen aproximadamente la relacién:

sn=1—h:=H (1.24)
para una constante s. Esta constante s, se tomé como el valor que da la igualdad exacta:
SnOZH():].*ho,

donde ng y hg, son los valores de n y h en el estado estable del sistema con I = 0. La variable W,
se define como sigue:

Para cada t se supone que sn(t) = H(t). Ahora considere el plano cartesiano en las variables n y
H. Se define a W como la distancia d del punto (n, H) al origen, normalizada por la distancia del
punto (1/s,1) al origen. En otras palabras:

d sd

S TGy e PER T (1.25)

La razén de normalizar la distancia d es para que W € [0, 1].
Ahora se pondrd a W en términos de H y n. Como d = (n? + H2)1/27 se observa que:

d?(1+s%) = (n® + H*)(1 +5%)

= (sH)? +n? + H? 4 (sn)*

= (sH)* +n? 4+ 2(sHn) pues H =sn
= (sH +n)?

de donde se concluye que:

sH+n

y sustituyendo (1.26) en (1.25) se tiene que

82 S

= H 1.27
1+ 52 +1+52n ( )

12
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Para reducir el sistema, de la suposicién de que H = ns, y de (1.27) se sigue que:

= 1.28
n=-—, (1.282)

h=1-W, (1.28b)

valores que se sustituyen en la ecuacién (1.12a), con lo que solo resta encontrar una ecuacién para
w.
De (1.27) se tiene que:

dWﬁ s dH s dn

_—_———  — 1.29
dt 1+ s2 dt+1+82dt ( )

pero

dH d(1—h) 1—he(V)—(1—h)

E o dt B Th(V) ’
dn _n(V)—n
at (V)

donde 1o (V), 7 (V), hoo(V) v 7h(V) son los coeficientes obtenidos en las secciones anteriores.
Entonces:

aw s2 1—ho(V)—H s ne(V)—n
dt 1+ 2 (V) 1+s2  7,(V)

(1.30)

Para terminar se usa una funcién 7(V') que ajusta de manera simultanea los valores experimentales
obtenidos 7, v 7x:

1

(V)= , (1.31)
<)\eaw (v=v{i) e (va/;))
(Av-Ron et al., 1991). Y se aproxima min{lj_%(l = hoo(V)) + 1555 (nee(V)), 1} por
W (V) = ! (1.32)
oo : Lo+ 6_2'0%’ (V—Vl(/“;) ) .
donde A, a,, y Vl(/u;) son pardmetros (Av-Ron et al., 1991). Con lo que se obtiene:
AW W (V) -W
=WeolV) =W (1.33)

7

Notas sobre el sistema reducido.

El sistema reducido permite hacer un estudio geométrico del sistema original de Hodgkin y Hux-
ley, sin alterar la variable V' que es la variable de interés.

13
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El nuevo sistema es entonces:

B = G2 (V)= W)V = Viva)
dt
e (1.34a)
_4h(<é;> (V = Vi) =GV = Vi)lez,
dW W (V) -W
o el W (1.34b)
1
e (V) = : 1.34c¢
v <1+e‘2am(v‘vl(7§)>> o
1
W (V) = : 1.34d
() (1_+6_m%(v_vﬁﬁ)> (1.34d)
(V) = 1 (1.34e)

(Ae“w (v=y) e (VoW ) |

que es con el que se trabajar en el resto de esta tesis. Para terminar este capitulo hago una tabla
con el valor de las constantes utilizadas:

Cuadro 1.1: Pardmetros del sistema

Parametro Valor

Cm 1 ,chmQ

Vi —49.4 mV
VK =72 mV
VNa 55 mV

a9 0.3 mS/em?
Tk 36 mS/em?
INa 120 mS/em?
mp 3

wp 4

Am 0.055

Ay 0.045

A 0.2

vy 33

v —55

s 1.3
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CAPITULO 2. BIFURCACIONES INSTANTANEAS

Capitulo 2

Bifurcaciones en el modelo reducido
de Hodgkin y Huxley debidas a un
cambio instantaneo en el estimulo.

En este capitulo se considera a I en el sistema (1.34), como una constante. Se encuentran los
puntos fijos del sistema y se clasifican usando la metodologia tradicional, que se expone en el apéndice
L.

En este capitulo los valores de variables que representan voltaje estan dados en mV, y los valores
de variables que representan corrientes estan dados en pA.

Para estudiar cémo se comportan las soluciones del sistema (1.34) para distintos valores de I se
prosigue de la siguiente manera:

= Se muestra que para cada valor de I € [—15,609] el sistema (1.34) tiene un tnico punto fijo.
= Para cada valor de I € [—15,609] se determina de qué tipo es el punto fijo.

Los valores de I usados son los que tienen sentido biolégico: estan en el rango en el que se encuentran
los estimulos que generan respuestas en el modelo que tienen relevancia biolggica (Kandel et al., 2000;
Av-Ron et al., 1991).

El sistema (1.34) puede escribirse como:
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donde

AV, W) =TI = gnem (V)1 =W)(V = VNa)

“ac () V- Vi v - e, 2
f2(V.W) =W°°%)/)_W, (2.3b)

1
oo (V) =< - ) (2.30)
1.0 4 ¢~ 200m (v—v{72)
1
1.0 4 ¢~ 200w (V—Vl/2 )

(V) = !

(O s pe )

(2.3e)

Debido a la complejidad de las funciones (2.3) es necesario apoyarse de cdlculos numéricos para
poder determinar la existencia y el tipo de los puntos fijos del sistema (2.1).
Para mantener claridad en la tesis, en este capitulo sélo se presentan los resultados de los calculos
numéricos utilizados para determinar la existencia y el tipo de los puntos fijos del sistema (2.1).
Los célculo y el manejo de los errores numéricos se pueden encontrar en el apéndice II.

2.1. Existencia de puntos fijos

Para comenzar el andlisis se prueba primero que el sistema (2.1) tiene un tnico punto fijo para
cada valor de I € [—15,609].

Proposicién 2.1.1. Para cada I € [—15,609] el sistema (2.1) tiene un tdnico punto fijo.

Demostracion. Los puntos fijos del sistema (2.1) son aquellos valores (V*, W*) que cumplen
fV W) =0,

es decir aquellos valores (V*, W*) que cumplen:

SL(VE W)

0, (2.4a)
LV W) =0,

Entonces para encontrar los puntos fijos de (2.1) hay que resolver el sistema de ecuaciones (2.4) para
V*y WH.
De (2.4b) y (2.3b) se sigue que:

W* =W (VF), (2.5)
Sustituyendo (2.5) en (2.4a) se obtiene:

0=fi(V", Wx(V7)), (2.6)
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usando (2.6) y la definicién de f; en (2.3a) se tiene que:
0=Ff1 (V"W (V")
=l = Gnams (V) (1 = Woo (V) (V" = Viva)

9k (WW)> (V* — Vi) = 3oV — W)l

S
que implica
I =gnamZP (V)1 = Woe(V))(V" = Via)

v () T v v - v

Entonces si se define a fo(V*) como:

Jo(V™) =gname (V) (1 = Woeo (V) (V' = Viva)

Woo (VHON? . (2.7)
+ 9K <i)> V" =Vk)+g(V' = V)
se tiene que los puntos fijos del sistema (2.1) son los puntos (V*, W*) que cumplen
V=1
v : 28)
W* =W (V™)

Demostrar que el sistema (2.1) tiene un tnico punto fijo para cada I € [—15,609], es entonces
demostrar que para cada I € [—15,609] existe un dnico V* tal que fo(V*) = 1.

Demostrar que para cada I € [—15,609] existe un tnico V* tal que fo(V*) = I es equivalente
a demostrar que existe un intervalo [Vi, V5], donde la funcién fo(V*) : [V4, V2] — [—15,609] es
biyectiva. De hecho resulta ser creciente.

En la figura 2.1 se puede observar como efectivamente en el intervalo [—100, —11] la funcién
fo(V*)[—100, —11] — [—15,609] es biyectiva.

Figura 2.1: Arriba se muestra fo(V*). Se puede observar como fo(V) es creciente y por lo tanto
biyectiva en [—100, —11]

Entonces la funcién fo(V*) : [-100, —11] — [—15,609] es biyectiva, por lo tanto para cada

I € [—15,609] existe un tnico V* tal que fo(V*) = I y por lo tanto para cada I € [—15,609] el
sistema (2.1) tiene un dnico punto fijo.

O
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Nota: Observe que la relacién fo(V*) = I puede pensarse de la siguiente manera:
Dado (V*, W (V*)), la relacién fo(V*) dice cudl tiene que ser el valor de I para que el sistema (2.1)
tenga como punto fijo al punto (V*, W (V*)). Dicho de otra manera el sistema (2.1) con I = fo(V*)
tendrd como punto fijo precisamente al punto (V*, Wo (V*)).

Ya establecida la existencia y unicidad de los puntos fijos para cada valor de I € [—15,609] se
procede a demostrar de qué tipo es cada uno de estos puntos fijos.

2.2. Tipos de puntos fijos

Para determinar de qué tipo es un punto fijo del sistema (2.1) se necesita saber cémo son las
partes reales e imaginarias de los valores propios de la matriz jacobiana de f evaluada en el punto
fijo.

Por lo tanto, el primer paso para poder determinar de qué tipo es un punto fijos del sistema (2.1)
es calcular la matriz jacobiana de f.

Jacobiano del sistema

La matriz jacobiana de f, en el sistema (2.1) esta dada por:

of  ofi
ov ow
Df((V.W)) = (2.9)
ofs  0fs
ov ow
donde:
oh _
oV
1 m W\ “P
g1~ gva (mao (V)™ (1= W) = gi (8> (2.100)
— 2amgNamp (moo (V))merl (1 - W) (V - VNa) Em(V)]7
ofr _
ow
1 wp—1 (2.10b)
2 [gm (e (V)™ (V= Vi)~ gion (£) (V= Vi),
of _
oV
(W + Woe (V) (auhEG (V) = auhEY* (V) (2.100)
| 200 B0 (V) (Weo (V))*
(V) ’
f 1
con F,, y F,, dadas por:
E(V) =e 20 (VViE), (2.11a)
Ew(V) :6—2aw(V—Vl(/u;))7 (211b)

El siguiente lema dice como encontrar los valores propios de una matriz de dos por dos en términos
de su traza y su determinante:
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Lema 2.2.1. Sea A € Myy2(R) entonces los valores propios de A estdn dados por:
\ tr(A) +/[tr(A)]2 — 4det(A)
1 =

5 (2.12a)
tr(A) — /[tr(A)]2 — 4det(A
o = 1) = A= e o1om)
y también se tiene que
det(A) = /\1/\2 (2.13)
Demostracion. Sea A € Mayo(R), A = “ Z .
Los valores propios A1, Ay de A estan dados por la soluciones a la ecuacion:
det(A— X)) =

donde I es la matriz identidad. Pero
det(A—X)=(a—N)(d—X) —cdb
=N 4+ \~d—a)+ad—cb

y la ecuaciéon A2 + A\(—d — a) + ad — cb tiene como soluciones precisamente A\; y Ag en (2.12).

Finalmente si se multiplica la ecuacién (2.12a) por (2.12b) se obtiene que det(A) = A1 \o O
Denotamos:

LV, W) =tr(Df((V,W))), (2.14)

AV, W) = det(Df((V,IW))). (2.15)

En vista del lema 2.2.1 se tiene que:
» Los valores propios de D f((V,W)) son reales y tiene signo distinto si A(V, W) < 0.

= Los valores propios de Df((V,W)) son reales y positivos si A(V, W) > 0, (V,W) > 0 y
[0 —4A|(V, W) >0

» Los valores propios de D f((V,W)) son reales y negativos si A(V,W) > 0, T(V,W) < 0y
[[2 —4A)(V, W) > 0

» Los valores propios de Df((V,W)) son complejos y con parte real positiva si A(V, W) > 0,
T(V,W) >0y [[?—-4A}(V,W) <0

= Los valores propios de Df((V,W)) son complejos y con parte real negativa si A(V,W) > 0,
T(V,W) <0y [[2 —4A](V, W) < 0.

Por lo tanto si (V*, W (V*)) es un punto fijo del sistema (2.1) con I = fo(V*) se tiene la siguiente
clasificacién:

n (V*, W (V*)) es un punto silla si A(V*, W (V*)) <0
(VW (V*)) es un nodo inestable si A(V*, W (V*)) >0

DV, W (V) > 0y [[? —4A)(V*, Wee (V7)) > 0

- (V7 Woo(V*)) es un nodo asintc’)ticamente estable si A(V*, Weo (V")) > 0,
D(V*, Wee (V) < 0y [[2 = 4A)(V*, Wag (V¥)) > 0.

w (V* W (V*)) es un foco inestable si A(V* Woo(V*)) >0,
L(V*, Woo(VF)) > 0y [I2 = 4AJ(V*, W (V7)) <

= (V*, W (V¥)) es un foco asintéticamente estable si A(V*, Weo (V7)) > 0,
L(V*, Wao(V¥)) <0y [[2 — 4A|(V*, Wao (V) <0 .
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Clasificacion de puntos fijos

De la proposicién 2.1.1 se tiene que para cada V* € [—100,—11] el punto (V*, (W (V*)) es un
punto fijo del sistema (2.1) con I = fo(V*).
En lo que resta de este capitulo se sobreentiende que cuando se dice que (V*, W (V*)) es un punto
fijo, se quiere decir que (V*, W, (V*)) es un punto fijo del sistema (2.1) con I = fo(V*).
Para determinar de qué tipo son los puntos fijos (V*, W (V*)) se procede de la siguiente manera:

= En la proposicién 2.2.1 se muestra qué para todo V* € [—100, —11] se tiene que
A(V* W (V*)) > 0 y por lo tanto para todo V* € [—100,—11] se tiene qué el punto fijo
(V*,Wso(V*)) no es un punto silla.

» En la proposicién 2.2.2 se determina para qué valores de V* € [—100,—11] se tiene que
L(V*, W (V*)) > 0y para qué valores de V* € [-100, —11] se tiene que I'(V*, W (V*)) < 0.

= En la proposicién 2.2.3 se determina para qué valores de V* € [—100, —11] se tiene que
[[2 —4A](V,W) > 0 y para qué valores de V* € [~100, —11] se tiene que [['> — 4A](V, W) < 0.

= Finalmente se usan las proposiciones 2.1, 2.2.2, 2.2.3 y la clasificaciéon de puntos fijos dada al
final de la seccién anterior para demostrar la proposiciéon 2.2.4 en donde se concluye:
para qué valores de V* € [—100,—11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) es un nodo
asintéticamente estable,
para qué valores de V* € [—100,—11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) es un nodo
inestable,
para qué valores de V* € [—100,—11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) es un foco
asintéticamente estable,
para qué valores de V* € [—100,—11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) es un foco
inestable.

A continuacién se muestra que para todo V* € [—100, —11] se tiene que A(V*, W (V*)) >0y
por lo tanto para todo V* € [—100, —11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) no es un punto
silla.

Proposicién 2.2.1. Para cada V* € [—100, —11] se tiene que A(V*, Woo(V*)) > 0 y por lo tanto
para cada V* € [—100, —11] se tiene que el punto fijo (V*, W (V*)) no es un punto silla.

Demostracion. En la figura 2.2 se observa como A(V*, W (V*)) > 0 para todo V* € [—-100, —11].

Figura 2.2: En azul A(V*, W (V*)) y en verde la constante 0. Se observa como A(V*, W (V*)) es
positiva en [—100, —11].

Por lo tanto para cada V* € [—100, —11] se tiene que el punto fijo (V*, W, (V*)) no es un punto
silla. 0
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Nota: El las siguientes proposiciones se estudia el cambio de signo en las funciones [['? —
AA|(V* W (V*)) y T(V*, W (V*)) para V* € [—100,—11]. Estrictamente hablando, debido a
la precision de los célculos numéricos, no es posible determinar exactamente en que punto se dan
los cambios de signo de dichas funciones. Es por ésto que en lugar de encontrar puntos, se encuen-
tran intervalos pequenos, (pequenos comprados con [—100, —11]) en donde se puede asegura que
T2 —4A}(V* W (V*)) y T(V*, Woo (V*)) tienen un cambio de signo.

A continuacién se prueba para qué valores de V* € [—100, —11] se tiene que I'(V*, W (V*)) > 0
y para que valores se tiene que I'(V*, W, (V*)) < 0.

Proposicién 2.2.2. Sea I'(x,y) la traza del jacobiano del sistema (2.1). Ezisten v < vy < vz < vy
tales que

T(V*, Wao(V*)) <0 si V* € [—100, 1] (2.16a)
D(V*\ W (V")) >0 si V* € [, v3] (2.16b)
D(V*, W (V¥)) < 0 i V* € |1, —11] (2.16¢)

Demostracion. En la figura 2.3 se pude apreciar como I'(V*, W (V*)) < 0 en [—100, 1],
T(V*, Wao(V*)) > 0 en [va, 5] y T(V*, Wao(V*)) < 0 en [va, —11].

Figura 2.3: En azul I'(V*, W, (V*)) v en verde la constante 0. Se observa como I'(V*, W (V*))
cruza el cero en los intervalos (v1,vs) = (—52.411, —=52.407) y (vs,v4) = (—21.243, —21.240).

O

Proposicién 2.2.3. Sea I'(z,y) la traza y A(z,y) el determinante del jacobiano del sistema (2.1).
Ezxisten py < po < pg < g < ps < g tales que

T2 — 4A|(V*, Wao (V*)) > 0 si V* € [-100, 1] (2.17a)
T2 — 4A](V*, Woo (V*)) < 0 si V* € [ua, 3] (2.17b)
T2 — AANV*, Woo(V*)) > 0 si V* € [pa, p15) (2.17c)
T2 — 4A](V*, Woo (V*)) < 0 si V* € [ug, —11] (2.17d)

Demostracion. En la figura 2.4 se pude apreciar como [['? — 4A](V*, W (V*)) > 0 en [—100, 1],
[[2 — 4A)|(V*, W (V*)) < 0 en [ua, p3], T2 —4A](V*, Woo (V*)) > 0 en [ua, ps] y
02 — 4A)|(V*, W (V*)) < 0 en [ug, —11].

21



CAPITULO 2. BIFURCACIONES INSTANTANEAS 2.2. CLASIFIACION

Figura 2.4: En azul [['? — 4A](V*, W (V*)) y en verde la constante 0. Se observa como
[[2 — 4A)(V*, W (V*)) cruza el cero en los intervalos (i1, p2) = (—69.684, —69.678),
(13, pa) = (—45.945, —45.937) v (us, ps) = (—25.447, —25.443).

O

Ahora se muestra para que valores de V* € [—100, —11] el punto fijo (V*, W (V*)) es un nodo
asintéticamente estable, un nodo inestable, un foco asintéticamente estable o un foco inestable.

Proposiciéon 2.2.4. Se tiene que vy, v, Vs, Vg, [41, [2, 143, fa, 45 Y L SO cOmo en las proposiciones
2.2.2 y 2.2.3, entonces

El punto fijo (V*, W (V™)) es un nodo asintdticamente estable si V* € [—100, p1], (2.18a)
El punto fijo (V*,W(V*)) es un foco asintdticamente estable si V* € [ug,11], (2.18b)
El punto fijo (V*, W (V™)) es un foco inestable si V* € [va, ps], (2.18c¢)
El punto fijo (V*, W (V™)) es un nodo inestable si V* € |4, us], (2.18d)
El punto fijo (V*, W (V™)) es un foco inestable si V* € [ug, V3], (2.18e)
El punto fijo (V*, W (V™)) es un foco asintdticamente estable si V* € [vg, —11], (2.18f)

Demostracion. El resultado se sigue directamente de las proposiciones 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3 y la clasifi-
cacion de puntos fijos al final de la seccién anterior. O

Hasta ahora se demostré que dado V* € [—100, —11] el punto (V*, W (V*)) es un punto fijo del
sistema (2.1) con I = fo(V*). Se mostré de qué tipo es este punto fijo.

Sin embargo el objetivo del capitulo es determinar de qué tipo es el punto fijo del sistema (2.1) si se
sabe de antemano el valor de I, con I € [—15,609].

Para poder completar el objetivo del capitulo se demuestra la siguiente proposicién:

Proposicion 2.2.5. Ezisten i1 < ig < i3 < g < i5 < ig < i7 < ig < ig < i1¢ tales que

st I € [—15,41], el dnico punto fijo del sistema (2.1) es un nodo asintdticamente estable (2.19a)
st I € [ia, i3], el dnico punto fijo del sistema (2.1) es un foco asintdticamente estable (2.19b)
st I € [ia,i5], el unico punto fijo del sistema (2.1) es un foco inestable (2.19¢)
si I € [ig,i7], el dnico punto fijo del sistema (2.1) es un nodo inestable (2.19d)
st I € [ig,i9], el unico punto fijo del sistema (2.1) es un foco inestable (2.19e)
si I € [i10,609], el dnico punto fijo del sistema (2.1) es un foco asintdticamente estable  (2.19f)
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La afirmacion anterior puede resumirse en el diagrama de bifurcacidn del sistema (figura 2.5).

Figura 2.5: En esta grafica se muestra como va cambiando el tipo y localizaciéon del punto fijo del
sistema (2.1) conforme cambia I. En el eje horizontal se presenta la corriente I y en el eje vertical
el valor del voltaje donde se da el punto fijo.

De izquierda a derecha los cuadrados azules estdn en el intervalo [—15,4;] y representan nodos
asintéticamente estables, los circulos rojos estdn en el intervalo [ig, i3] v representan focos asintéti-
camente estables, los circulos blancos estén en el intervalo [i4, 5] y representan focos inestables, los
cuadrados negros estdn en el intervalo [ig,i7] ¥ representan nodos inestables, los circulos blancos
estdn en el intervalo [ig,i9] y representan focos inestables y los circulos rojos estédn en el intervalo
[i10,609] y representan focos asintGticamente estables.

Demostracion. De la proposicién 2.2.4 se tiene que si V* € [—100, p1] el punto (V*, W (V*)) es un
nodo asintdticamente estable del sistema (2.1) con I = fo(V*).

El intervalo [—15,41] es la imagen del intervalo [—100, u1] bajo fo por lo tanto si I € [—15,i1] el
punto fijo del sistema (2.1) es un nodo asintéticamente estable.

De manera andloga, usando la proposicién 2.2.4, se sabe de qué tipo es el punto fijo (V*, W (V*))
del sistema (2.1) con I = fo(V*), si V* esta en los intervalos [usa, 1], [V2,ps], [pa, ps], [pe,vs] o
[1/4, 711].

Los intervalos [is, i3], [i4, 5], [i6,%7], [¢8,%9] ¥ [i10, 609] son la imagen de los intervalos [ua, 11], [va, 3],
[pea, ps], (16, v3] v [va, —11] bajo fo, por lo tanto si I esta en los intervalos [is, i3], [ia, 5], [i6, i7], [is, t9]
o [i10,609] se sabe de qué tipo es el punto fijo del sistema (2.1). O

Con la proposicién 2.2.5 se tiene una clasificacién de puntos fijos del sistema (2.1) para distintos
valores de I.
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En este capitulo se estudia, con ayuda de simulaciones numéricas, como es el comportamiento
de las soluciones del sistema (2.1) cuando I esta en cada uno de los intervalos encontrados en el
capitulo anterior.
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3.1. PLANOS FASE CAPITULO 3. ANALISIS

Capitulo 3

Analisis de la clasificacién de puntos
fijos

3.1. Simulaciones y planos fase

En este capitulo se retoma la terminologia usada en el capitulo 1.
El sistema (2.1) se piensa como un modelo que describe la dindmica neuronal donde V' representa el
voltaje transmembranal, W es una variable de apertura e I se piensa como un estimulo que se aplica
a la neurona. Uno de los objetivos de este capitulo es, para cada tipo de punto fijo que presente el
sistema (2.1), estudiar las propiedades cualitativas de las soluciones.
Se dan un par de definiciones que se usan durante el capitulo.

Definicién 3.1.1. Considere el sistema (2.1). El valor basal del voltaje transmembranal se define
como el valor de V donde se da el punto fijo del sistema.

Nota: Observe que para distintos valores de I el punto fijo del sistema (2.1) es distinto y por lo
tanto el valor basal también es distinto.
Hay que notar que el hecho de que V tenga el valor basal no significa que la solucién del sistema
esté en su punto fijo. Para que la solucién del sistema esté en su punto fijo se necesita que V tenga
el valor basal y que W = W (V).

Definicién 3.1.2. En el sistema (2.1) las curvas en el plano fase que cumplen f1(V,W) =0 y
f2(V,W) =0 son llamadas nulclinas.

La curva que cumple f1(V,W) = 0 es la nulclina de V' y la curva que cumple fo(V,W) =0 es la
nulclina de W.
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Nota: En el sistema (2.1) fi(V,W) =V y fo(V,W) = W.

Los puntos (V*, W*) = (V*, W (V*)) que estdn en la nulclina de V' y en la nulclina de W
simultdneamente cumplen que f1(V*, W*) = fo(V*, W*) = 0, lo que quiere decir que f(V*,W*) = 0.
Es decir si un punto (V*, W*) estd en la nulclina de V' y en la nulclina de W se tiene que este punto es
un punto fijo del sistema. Cabe mencionar que la nocién de punto fijo se puede definir sin necesidad
de mencionar nulclinas, como se hace en el apéndice I.

Al igual que en el capitulo 2 los valores de variables que representan voltaje estdn en mV, y los
valores de variables que representan corrientes estan en pA. En el capitulo 2 se mostré que el siste-
ma (2.1) tiene un unico punto fijo para cada valor de I € [—15,635]. También se demostré que las
caracteristicas de su punto fijo dependen del valor de I (figura 3.1).

Soluciones numéricas del sistema (2.1) se calcularon para mostrar gréficas de las trayectorias como
funcién del tiempo, asi como algunos planos fase para distintos valores del estimulo I. Los algoritmos
y programas usados en este capitulo se encuentran en el apéndice II. Las figuras de las soluciones
como funcién del tiempo muestran varias graficas de colores distintos. Cada color representa un
valor de I. Supdngase el color azul representa el valor I = ¢, entonces que la gréfica de la soluciéon
sea de color azul significa que la solucién satisface el sistema (3.1) con el valor de I = ¢. El c6digo
de color se encuentra a la derecha de las grafica y los valores iniciales se indican en el pie de foto.
Los diagramas de plano fase muestran la nulclina de W en color morado, la de V' en color negro, y
una érbita en naranjado o azul con las coordenadas del valor inicial en la esquina superior derecha.
Las flechas del campo vectorial presentan un cédigo de color de azul a rojo, la norma del vector
derivada correspendiente a una flech azul es menor a la norma del vector derivada correspendiente a
una flecha roja. Las soluciones fueron calculadas usando el método scipy.integrate.odeint de Python
(The Scipy community, 2008a). Los valores de constantes son dados con tres digitos significativos.

Para comenzar el estudio del sitema (2.1) se muestra la tabla 3.1 donde se clasifican los puntos fijos
del sistema (2.1) pata los distintos valores de I € [—15,609].
Los valores en la tabla son los obtenidos en el capitulo 2.

Cuadro 3.1: Tipos de Puntos fijos. La primera columna es el valor del voltaje tal que el punto
(V,Ws(V)) es un punto fijo del sistema (2.1). La segunda columna es el valor de I en el sistema
(2.1). La tercera columna especifica le tipo de punto fijo.

V dado en (mV) I dado en (pA) Tipo de Punto Fijo

V € [-100.000, —69.685] I € [—15.000,—6.090] Nodo Asintéticamente Estable
V € [-69.680,—52.411) I € [—6.088,16.300] Foco Asintéticamente Estable
V € [-52.407,—-45.946] I € [16.315,49.690] Foco inestable

V € [-45.939,—25.448] I €[49.734,241.565]  Nodo inestable
Vel ] Ie]
Vel- | Ie]

25.445, —21.243 241.624336.800]  Foco inestable
21.241,-11.000 336.850,609.000] Foco Asintdticamente Estable

El diagrama de bifurcacion correspondiente a la tabla anterior muestra como va cambiando el
tipo y localizacién del punto fijo conforme cambia I en el sistema (2.1) (Fig. 3.1). En el eje horizontal
se presenta la corriente I y en el eje vertical el valor del voltaje V' donde se da el punto fijo.

A continuacidn se estudia cémo es el comportamiento del sistema (2.1) para valores de I en cada
uno de los intervalos mostrados en la tabla 3.1.

Primer intervalo: Nodo asintéticamente stable

La soluciones del sistema para I € [—15,—6.09], comenzando con condiciones iniciales cercanas
al punto fijo para I = 0, muestran una convergencia en menos de 20 ms al punto fijo que es un
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Figura 3.1: De izquierda a derecha
los cuadrados azules representan nodo
asintoticamente estable, los circulos ro-
jos representan foco asintéticamente es-
table, los circulos blancos representan
foco inestable, los cuadrados negros re-
presentan nodo inestable, los circulos
blancos representan foco inestable y los
circulos rojos representan foco asintéti-
camente estable.

nodo asintéticamente estable en todos los casos (Figura 3.2(a)). Tanto el valor basal del voltaje
transmembranal V*, como el valor de Weo(V*) aumentan conforme aumenta I.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Soluciones del Sistema (3.1) para I de —15 a —6 pA, las condiciones iniciales para
todas las soluciones son las mismas:(—60, .38), que es aproximadamente el punto fijo cuando I = 0.
Arriba se presenta V(t) y abajo W (t). (b) Plano fase con I = —10pA. La curva negra representa la
nulclina de V' y la curva morada la nulclina de W. La curva naranja es la orbita de la solucién con
valor inicial: (Vp, Wy) = (—60,—39).

En el plano fase (Figura 3.2(b)) se observa que las trayectorias tienden al punto fijo y que
conforme crece I el punto fijo se desplaza en diagonal hacia arriba, de acuerdo con lo observado en
la figura 3.2(a).

Si el valor inicial es tal que Vj > —53, para Wy fija, se genera un potencial de accién. Esta
nueva condicion inicial se puede pensar como un aumento instantaneo en el voltaje transmembranal
que aumenta la actividad en los canales de sodio lo suficiente para que se produzca un potencial de
accién. No obstante la solucién termina por regresar al punto fijo (figuras 3.3(a) y 3.3(b)).

Es digno de recalcar, que para generar un potencial de accion utilizando valores menores de I,
es necesario incrementar el valor inicial V4. Lo anterior ocurre porque la nulclina de V' se mueve a
la derecha conforme I disminuye y el potencial de accién se genera si el valor inicial de V est4 a la
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(a) (b)

Figura 3.3: Solucién del sistema (3.1) con valor inicial (Vp, Wy) = (—50,.08), I = —10pA. (a) Arriba
se presenta V' (t) y abajo W (t). (b) Plano fase. La curva negra representa la nulclina de V' y la curva
morada la nulclina de W. La curva naranja es la orbita de la solucién.

derecha de la nulclina de V' (figuras 3.4(a) y 3.4(b)). Por ejemplo, la condicién inicial (—54,.058)
no genera un potencial de accién (figura 3.4(a)), mientras que en la misma condicién inicial si lo
hace (figura 3.4(b)).

Figura 3.4: Plano fase. (a) I = —15. (b) I = —6.1. Las curvas negras representan la nulclina de V'
y las curvas moradas la nulclina de W, las curvas naranjas son la orbita de la solucién con valor
inicial: (Vh, Wy) = (—54,.058).

Finalmente, note que las soluciones se acercan al punto fijo sin hacer espirales (figura 3.5).
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Figura 3.5: Plano Fase con I = —10uA.
La curva negra representa la nulclina
de V y la curva morada la nulclina de
W. La curva naranja es la orbita de la
solucién con valor inicial: (Vp, Wp) =

(=60, .39).

Cuando I € [—15.18,—6.09], el punto fijo es un nodo asintGticamente estable. Como se pudo ver
en el ejemplo anterior la dindmica del sistema es sencilla. En los siguientes casos en donde el punto
fijo es un foco se observa que pasan cosas mas complicadas.

Segundo intervalo: Foco asintéticamente estable

Cuando I € [—6.088, 16.3] el punto fijo es un foco asintGticamente estable. En este caso se obser-
van dos configuraciones distintas del plano fase. Para los valores mas pequenos de I en el intervalo
[—6.088, 16.3] la configuracién es muy similar a la del caso anterior en que I € [—15.18, —6.09], con
la tnica diferencia que cuando las érbitas de las soluciones se acercan al punto fijo, lo hacen con
espirales (figura 3.6). Los planos fase son iguales en el sentido que todas las érbitas de la soluciones
tienden al punto fijo, y donde algunas condiciones iniciales producen potenciales de accién. De hecho,
los nodos y los focos estables son topolégicamente equivalentes (Izhikevich, 2007). Sin embargo, la
convergencia del voltaje transmembranal hacia el punto fijo de forma espiral corresponde a oscila-
ciones, mientras que la convergencia hacia un nodo estable corresponde a crecimiento o decaimiento
exponencial hacia el voltaje basal. Estos dos modos de convergencia tienen impactos distintos en la
integracién de senales en una neurona (Bevan et al., 2000), por lo que es importante distinguir entre
nodos y focos para el andlisis de dindmica neuronal (Herrera-Valdez et al., 2013).

Figura 3.6: Plano fase cerca del punto
fijo con I = 4uA. La curva negra repre-
senta la nulclina de V' y la curva morada
la nulclina de W. La curva naranja es la
orbita de la solucién con valor inicial:

(Vo, Wo) = (—60,.39).
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Las soluciones con condiciones iniciales en la esquina superior izquierda del plano fase no generan
potenciales de accién, pues en esta regién el voltaje es bajo, la inactivacién de los canales de sodio es
grande y la activacién de los canales de potasio es grande (1 — W es cercano a cero porque el valor
de W es cercano a 1), lo que previene que el voltaje transmembranal aumente mucho més alla de su
estado basal (figura 3.7a).

Conforme la corriente I aumenta es mas facil producir potenciales de accién (figura 3.7b), y
sélo las condiciones iniciales cercanas al punto fijo, o en la esquina superior izquierda del plano fase
no lo hacen. También disminuciones instantaneas en el voltaje transmembranal, representadas por
condiciones iniciales con voltajes menores al del punto fijo pueden producir potenciales de accién. A
este fendmeno se le conoce como excitacién de rompimiento de dnodo o rebote post-inhibicién (Rush
and Rinzel, 1995). El rompimiento de dnodo sucede porque, para valores suficientemente pequenos
de Vp, es posible encontrar trayectorias largas (potenciales de accién) hacia el punto fijo. Lo anterior
nunca ocurre al rededor de un nodo asintéticamente estable porque todas las trayectorias a partir
de (Vo, Wy) con Vy < V* son tales que V crece de manera exponencial hacia V*, lo cual impide el
crecimiento observable durante un potencial de accién.

(a) (b)

Figura 3.7: Plano fase con I = 5pA. (a) La condicién inicial de la solucién representada por la curva
naranja es (Vo, Wy) = (—91,.83). (b) La condicién inicial de la solucién representada por la curva
naranja es (Vo, Wo) = (—80, .20).

En cuanto a la dependencia de las soluciones con respecto al tiempo, observe cémo las soluciones
presentan oscilaciones que disminuyen su amplitud en el tiempo (figura 3.8). Las condiciones iniciales
son (—60,.38). Arriba se muestra V(t) y abajo W (¢).

Para los valores més grandes de I en el intervalo [—6.088, 16.3] el sistema es biestable, es decir,
hay coexistencia de dos atractores para las trayectorias. FEstos atractores pueden ser puntos fijos
asintéticamente estables pero también pueden ser ciclos limite estables. Cada uno de estos atractores
tiene un dominio de estabilidad, que consiste en lo siguiente: si P; es un atractor, el dominio de
estabilidad de P, denotado por Ap,, es el conjunto de puntos en el plano fase tales que si Yy € Ap,
entonces la trayectoria que comienza en Yj tiende a P; cuando ¢ tiende a infinito.

Los atractores en este sistema son un ciclo limite estable y un foco estable. El ciclo limite estable
encierra al foco estable. El dominio de estabilidad del foco asintéticamente estable es una region
contenida al interior del ciclo limite estable. Esta regién esté delimitada por un ciclo limite inestable
(que también encierra al punto fijo). El dominio de estabilidad del ciclo limite estable son los puntos
del plano fase dentro del ciclo limite estable pero fuera del ciclo limite inestable. El dominio de
estabilidad del ciclo limite estable también incluye los puntos fuera de la regién contenida por el
ciclo limite estable (figura 3.9ay 3.9b).

El fenémeno de rebote post-inhibicién sigue presente en el régimen biestable, y puede producir
trayectorias que convergen hacia el ciclo limite. Note que todavia existen perturbaciones del punto
fijo suficientemente pequenas en magnitud que no producen potenciales de accién.
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Figura 3.8: Dindmica al rededor de un foco estable
para distintas condiciones iniciales.

Figura 3.9: Plano fase con I = 13pA. (a) La curva naranja es la orbita de la solucién con valor
inicial (Vo, Wp) = (—90,.52) que se encuentra fuera del ciclo limite estable. (b) La curva naranja
es la orbita de la solucién con valor inicial (Vp, Wy) = (—57,.58) que se encuentra dentro del ciclo
limite estable pero fuera del dominio de estabilidad del foco estable. La curva azul es la orbita de la
solucién con valor inicial (Vy, W) = (=55, .56) que esta en el dominio de estabilidad del foco estable.

Tercer intervalo: Foco inestable

Para los valores de I en el intervalo [16.315,49.69], el plano fase presenta un ciclo limite estable
que ahora encierra un punto fijo inestable (figura 3.10a y 3.10b).

Cuando I pasa del intervalo [—6.088,16.3] al intervalo [16.315,49.69] el punto fijo, que es un
foco, cambia de asintdticamente estable a inestable. Cuando esto sucede, ocurre una bifurcacién de
Andronov-Hopf (AH), que para fines précticos se observa cuando los valores propios de la matriz
Jacobiana tienen partes imaginarias distintas de cero, y la parte real de los valores propios cambia
de signo'. M4s atin, como en la bifurcacién desaparece el ciclo limite inestable que delimita los
dominios de estabilidad del punto fijo asintéticamente estable y el ciclo limite estable, se dice que la
bifurcacién es subcritica (Izhikevich, 2007).

Existen otras configuraciones en sistemas similares a éste que permiten observar bifurcaciones
de AH supercriticas (Sachdeva et al., 2010; Suckley and Biktashev, 2003; Herrera-Valdez, 2012), en
las que en lugar de perder un ciclo inestable se gana un ciclo estable a cambio de la estabilidad del
foco. Las bifurcaciones de AH subcriticas se pueden asociar con sistemas que muestran biestabilidad.
En cambio, las bifurcaciones de AH supercriticas ocurren para sistemas monoestables, (Izhikevich,

1Es posible checar numericamente que las tres condiciones para una bifurcacién de Hopf se cumplen.
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(a) (b)

Figura 3.10: Plano fase con I = 30uA, la curva naranja es la érbita de la solucién con valor inicial
(Vo, Wo) = (—49, .62). La figura (b) es un acercamiento de la figura (a).

2007).

Otra observacién que se puede hacer es que, desde que aparecen los ciclos limite, el periodo de la
oscilacién disminuye conforme el estimulo decrese hasta valores de I cercanos al punto donde cambia
la estabilidad del punto fijo (figura 3.11).

Figura 3.11: Ciclos limite para distintos valores de
I (barra de color). Las condiciones iniciales son
(—60, .38). Arriba se muestra V(¢) y abajo W (t).

Cuarto y quinto intervalo: Nodo y foco inestables

Los planos fase con I en [49.734,241.565] y [241.624,336.8] son simplemente un ciclo estable
encerrando un punto fijo inestable. Cuando I € [49.734,241.565] el punto fijo es un nodo y cuando
I € [241.624, 336.8] el punto fijo es un foco (figura 3.12).

Sexto intervalo: Foco asintéticamente estables

Cuando I estd en el intervalo [336.85,619.978] se dejan de observar ciclos limite y solo se observa
un foco asintéticamente estable (figura 3.13a, 3.13by 3.14).

Desde los dos intervalos anteriores, la amplitud del ciclo limite va disminuyendo conforme au-
menta el estimulo I. Es posible observar una bifurcacion supercritica de Hopf, donde un ciclo estable
que encierra un punto fijo inestable se va encogiendo hasta que los dos colapsan en un punto fijo
estable (figura 3.14).
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Figura 3.12: Plano fase con I = 200uA. La curva
naranja es la 6rbita de la solucién con valor inicial
(Vo, Wo) = (—60, .39).

Figura 3.13: Plano fase con I = 360 A. La curva naranja es la 6rbita de la solucién con valor inicial
(Vo, Wo) = (—60,.39). La figura (b) es un acercamiento de la figura (a).

Los valores tan elevados de I hacen que el valor basal del voltaje transmembranal sea muy alto,
lo que hace que la inactivacién de los canales de sodio tenga valores cercanos a 0 por lo que los
canales de sodio tienen poca probabilidad de apertura y por lo tanto la amplitud de los potenciales
de accién se reduce drasticamente hasta que estos dejan de existir por completo. Este fenémeno se
conoce como bloqueo de depolarizacién.

3.2. Simulaciones con el estimulo no constante

El analisis realizado hasta ahora muestra cémo una neurona que cumpla con los supuestos del
sistema (2.1) responde a estimulos constantes. En otras palabras, se sabe cémo se comportan las solu-
ciones del sistema (2.1) cuando I es una constante. En los ejemplos que se presentan a continuacion,
el estimulo es una funcién lineal del tiempo. Se podra observar que en este caso, el comportamiento
de las soluciones del sistema (2.1) es cualitativamente distinto al comportamiento de las soluciones
cuando el estimulo es una constante.

Ejemplo 1

En el primer ejemplo se estudia la solucién del sistema (2.1) con I = f(¢) donde

f(t) = 5t (3.1)
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Figura 3.14: Los valores iniciales son (—60,.38).
Arriba se muestra V' (t) y abajo W(t).

con condiciones iniciales (Vp, Wy) = (—60.0,.3893) cercanas al punto fijo cuando I = 0.

Se puede observar que para cuando f(¢) = 7.5 no se ha producido ningin potencial de accién (figura
3.15a). Sin embargo si se resuelve el sistema (2.1) con las mismas condiciones iniciales, pero con
estimulo constante I = 7.5, se observa que se producen oscilaciones (figura 3.15a).

(a) (b)

Figura 3.15: (a) en rojo estd la solucién del sistema con I = f(t) y en azul con I = 7.5, las
condiciones iniciales para las dos son [—60.0,.3893]. (b) se grafican los puntos Y (t) = (V(¢), W(¢))
de las soluciones del sistema, en rojo para cuando I = f(t) y en azul cuando I = 7.5. El campo
vectorial es el del sistema con I = 7.5.

La razén de que el sistema (2.1) no produzca potenciales de accién para I = f(t) como en la

ecuacién (3.2), pero si produzca potenciales de accién cuando I es constante (I = 7.5), se puede
explicar de la manera siguiente:
Sea Y (t) = (V(t), W(t)) la solucién del sistema (2.1) con I = f(¢t) y condicién inicial (—60.0,.3893).
Para cada t sea I; una constante con valor f(t). Para cada ¢ sea (V*(t),W*(¢)) el punto fijo del
sistema (2.1) con I = I; (recuerde que I; es una constante). Para cada ¢ la solucién Y (¢) tiende al
punto (V*(¢t), W*(¢t)). Como f(t) aumenta lentamente, la solucién Y (¢) nunca se aleja demasiado de
la curva (V*(t), W*(t)). Para cuando ¢ > 15, f(t) = 7.5. En este momento, la solucién Y (¢) sigue
estando cerca del punto fijo (W*(t), V*(t)), por lo que no se produce ningtin potencial de accidn.
En el plano fase, es posible observar cémo Y (t) avanza siempre cerca del la nulclina de W (curva
roja, figura 3.15b), y cerca de la curva (W*(¢t), V*(¢)). Sin embargo, en el caso en que el estimulo
I es constante (I = 7.5), la condicién inicial estd lo suficientemente lejos del punto fijo del sistema
para producir un potencial de accién (figura 3.15b).
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Ejemplo 2: Paso lento a través de la bifurcacion de Hopf

Ahora I = ¢(t) donde:
g(t) = .25t (3.2)

Como en el ejemplo anterior, sea Y (t) = (V(t), W(t)) la solucién del sistema (2.1) con I = g(t)
y con las condiciones iniciales utilizadas anteriormente. Para cada t sea I; una constante con valor
g(t). Para cada t sea (V*(t), W*(¢)) el punto fijo del sistema (2.1) con I = I; (recuérdese que I
es una constante). Si ¢ € [0,65.2] entonces I; € [0,16.3]. Por lo tanto si ¢ € [0,65.2], el punto fijo
(V*(t), W*(t)) es un foco asintGticamente estable. Si ¢t > 65.26 entonces I; € [16.315,30]. Por lo
tanto si t > 65.26, el punto fijo (V*(t), W*(t)) es un foco inestable. En este caso, se observa un
fenémeno conocido como “paso lento por la bifurcacion de Hopf” (figura (3.16)), que sucede cuando
el valor de g(t) pasa del intervalo [0,16.3] al intervalo [16.315, 30], aproximadamente.

Figura 3.16: La linea roja es la solucién del sis-
tema con I = g(t). La linea punteada azul es la
curva (V*(t), W*(t)). Se indica dénde los puntos
fijos dejan de ser asintoticamente estables y se ob-
serva que la solucién no se aleja de los puntos fijos
inestables inmediatamente, sino hasta un tiempo
después.

Si t € [0,65.2] el punto fijo (V*(¢), W*(t)) es un foco asintéticamente estable y como g aumenta

lentamente, al igual que en el ejemplo anterior, la solucién Y (t) no se aleja demasiado de la curva
(V*(t), W*(t)). El fenémeno de paso lento por la bifurcacién de Hopf, o simplemente, paso lento por
Hopf, consiste en lo siguiente:
Cuando t > 65.26 el punto fijo (V*(¢),W*(t)) deja de ser asintdticamente estable y pasa a ser
asintéticamente inestable. Se esperaria entonces que cuando t > 65.26, la solucién Y (¢) se aleja de
la curva (V*(t), W*(t)). Sin embargo, como se observa en la figura 3.16, es hasta mucho después
(t > 105) que la solucién Y (t) se empieza a alejar de la curva (V*(t), W*(t)).
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En este tdltimo capitulo se hace un analisis mas profundo sobre el paso lento por Hopf y se explica
por qué sucede este fenémeno.
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Capitulo 4

Paso lento por la bifurcacién de Hopf

Para poder entender cémo sucede la integracion de informacién en neuronas, necesitamos poder
describir cémo el sistema (2.1) responde a cualquier estimulo. Como un primer paso hacia este
objetivo, se revisita el fenémeno de paso lento por Hopf (presentado en el tiltimo ejemplo del capitulo
anterior) con el fin de comenzar a estudiar las respuestas del sistema cuando el estimulo no es
constante, y describir las diferencias con respecto al caso constante.

4.1. Paso lento por Hopf

Considere un sistema de la forma

day
e+ Y =),

que, para cada valor del pardmetro I, tiene un dnico punto fijo ¢(I). Suponga también que el sistema
tiene una bifurcacién de Hopf en el valor I = I donde si I < I el punto fijo del sistema es estable y
si I > Iy es inestable. Ahora considere una versién no auténoma del sistema, en donde I = €t, con €
constante, y sea Ty = Iy/e, llamaremos a Tj el tiempo de bifurcacion. Finalmente considere la curva
formada por los puntos fijos de la versién auténoma del sistema, dada por @¢(t) := ¢(I(et)).

El fenémeno de paso lento por Hopf consiste en que para algunos valores de € se observa un intervalo
de tiempo alrededor del tiempo de bifurcacién en el cual las soluciones del sistema no auténomo no se
alejan de la curva de puntos fijos ¢.(t), aun cuando t > Ty (y por lo tanto et > Ij) y en consecuencia
los puntos fijos en la curva ¢(t) son inestables, contradiciendo asi la intuicién generada la estudiar
sistemas auténomos.
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Las técnicas usadas para estudiar sistemas auténomos mostradas en el apéndice I no son de utilidad
para estudiar sistemas no auténomos, y no sélo porque la intuiciéon generada por el estudio de
sistemas auténomos falla, como recién se describié en el fenémeno de paso lento por Hopf, sino
también porque hay situaciones donde se muestra como estas técnicas fallan. Por ejemplo, un sistema
no auténomo en el que, aunque la parte real de los valores propios sea negativa, la solucién presenta
oscilaciones crecientes es:

& =M(t)x,

_ (=1 —2cos(4t) 2+ 2sin(4t)
M(t) = (-2 +2sin(4t) —1+ 2cos(4t))

M (t) tiene como valores propios {—1} para todo t pero la funcién:

o(t) =t (sin(2t)>
cos(2t)

es una solucién (Coppel and Coppel, 1978).
En este capitulo, el estudio del fenémeno de paso lento por Hopf se apoya con observaciones numéri-
cas. Una aclaracién que hay que hacer es que, aunque del capitulo 2 y 3 se sabe que el sistema (2.1)
tiene una unica bifurcaciéon de Hopf, la precisién numérica impide encontrar el punto exacto donde
dicha bifurcacién sucede. Es por esto que para fines préacticos se trabaja con un intervalo, en vez de
un valor exacto, donde se sabe que sucede la bifurcacién, pero este intervalo se utiliza por razones
meramente préacticas, y en términos tedricos conviene pensarlo como un punto.
A continuacién se presenta de una manera més formal el fendmeno de paso lento por Hopf, con-
cretamente se da nombre a variables, funciones, intervalos, etc.. lo cual facilitara el analisis en las
siguientes secciones.
Para comenzar, consideremos la parte auténoma del sistema (2.1), escrita en forma genérica como

s = (20) (@)
donde
AVLIW) = [GaamiZ (V)L = W)V~ Vi)
~ac () 0 v - - vl .
flvow) = FEL (4.20)
y sea

Entonces consideremos el sistema

y el caso particular en el que I = et

donde € es una constante positiva.
Sea Y (t) = (V.(t), W(t)) la solucién del PVI con Y (0) = (—60.0,.3893). Note que la condicién
inicial (—60.0,.3893) estd cercana al punto fijo del sistema (4.4) cuando I = 0. Para cada t sea
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It = et. Consideraremos dos versiones del sistema (4.4): una versién auténoma en la que utilizaremos
distintos valores de I; como estimulo constante,

-+ (1) (46)

y otra en la que I cambie con el tiempo como en (4.5). La variable 7 es simplemente una variable
auxiliar para enfatizar que If es una constante en (4.6).

Para t fija sea Y, = (V;, W) el punto fijo del sistema auténomo (4.6) con estimulo If. Obsérvese
que para todo t, el punto Y} satisface la siguiente ecuacion:

s+ () =0 (4.7

Note que es posible construir una curva ¢, = (¢¥,¢!V) : t — Y asociando cada tiempo ¢ con el
punto fijo del sistema auténomo con estimulo I;.

Sean i, i3, i4 € i5 como en la proposicion 2.2.5 del capitulo 2. Es decir, tales que el sistema
auténomo (4.6) tiene una bifurcacién de Hopf en el intervalo [is, i4] v si If € [i2, 3], €l punto fijo del
sistema auténomo (4.6) es un foco asintéticamente estable, y si If € [i4, 5], el punto fijo es un foco
inestable!. Sean

TE =2 (4.8a)
€

Ts=2 (4.8b)
€

Te=4 (4.8¢)
€

Te=5 (4.8d)
€

De la definicién de las constantes I se sigue que si t € [T, T5] entonces If € [i2, i3] y por lo tanto
el punto fijo Y} del sistema (4.6) es un foco asintéticamente estable. Andlogamente si ¢t € [T, Tf]
entonces Iy € [ig,i5] y por lo tanto el punto fijo Y del sistema (4.6) es un foco inestable. Al
intervalo [T, T%] se le llamard intervalo de estabilidad, al intervalo [T}, T¥] se le llamard intervalo
de inestabilidad y al intervalo [T%, Ts] se le llamard intervalo de bifurcacién.

Si ¢ esta en el intervalo de estabilidad [Ts,T%], la solucién Y.(¢) de la versién no auténoma del
sistema (I(tf) = et) con condiciones iniciales Y(0) = (—60.0,.3893) permanece siempre cerca de
la curva de puntos fijos ¢.(t) = Y (figura 4.1). Esto va de acuerdo con la intuicién generada al
estudiar sistemas auténomos pues, como para cada t € [Ts,T5] el punto Y} es un foco asintéticamente
estable, es razonable pensar que para cada t € [T5, T%] la solucién Y¢(¢) es atraida al punto Y.

Cuando t pasa al intervalo [T}, T¢], el punto fijo Y} es un nodo asintéticamente inestable. La
intuicién generada al estudiar la versién auténoma del sistemas sugiere que si t € [T, T¢], la solucién
Y.(t) se “aleja” o “diverge” del punto Y. Cuando hay un paso lento por Hopf existe un tiempo
T¢ € (Tg,T¢) tal que cuando t € [Ty, T¢], la solucién Y (t) no se aleje o no diverge de la curva ¢(t).
De hecho, veremos en los siguientes parrafos que la solucién Y, (t) permanece cercana a la curva ¢ (t)
para algunos valores de €. Alternativamente se puede decir que el fenémeno de paso lento por Hopf
sucede si existe T € (T5,T%) tal que si t € [T, T€], entonces (t, V.(t)) “no se aleja” o “no diverge”
de la curva formada por los puntos (¢, V), v (t, We(t)) “no se aleja” o “no diverge” de la curva
formada por los puntos (¢, W).

El trabajo que se hard a continuacién servird para entender mejor por qué sucede el fenémeno
de paso lento por Hopf. En el articulo de Baer et al. (1989) se observa el fenémeno de paso lento

1Serfa ideal poder determinar el punto donde se da la bifurcacién de Hopf, sin embargo la precisién numérica del
estudio del sistema (4.6) en el capitulo 2 solo permite determinar el intervalo donde ocurre la bifurcacién de Hopf.
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Figura 4.1: Las lineas rojas representan
las componentes de la solucién Y (¢) del
sistema (4.5) con € = .25. La linea pun-
teada azul es la curva ¢.(t) = Y. La
flecha que dice “Bifurcacién” esta en el
tiempo T e indica donde los puntos fijos
Y dejan de ser asintéticamente estables
y se vuelven inestables.

por Hopf en el sistema de Fitz-Hugh. Debido a la forma mas simple del sistema de de Fitz-Hugh,
se puede hacer un estudio analitico. Lo que se hace en esta tesis con el sistema (4.5) es un anélsis
geométrico basado en evidencia numérica.

La notacién usada en estd seccion se seguird usando en el resto del capitulo.

4.2. QObservaciones numeéricas

Cuando t estd en [Tg,T¢] (y por lo tanto los puntos fijos Y} son inestables), las escalas de V'y
W no permiten ver con detalle cémo se comportan (¢, V.(t)) y (¢, We(t)) con respecto a las curvas
formadas por los puntos (¢, V.5) y (t, WZ) (figura 4.1).

Sin embargo sucede que existe T¢ € [Ts, T¢] tal que V(¢) y V2 no se alejan cuando ¢ € [T5, T].
De hecho, se observa cémo la distancia entre V.(t) y Vi representada por V(t) — V., disminuye
conforme ¢ avanza en el intervalo [T§, T.] (figuras 4.2(a) y 4.3(a)).

Otra cosa que salta a la vista es que la funcién V() — V} se puede ver como

Ve(t) = Vi =AY () + b7 (2) (4.9)

donde bY (t) es una funcién decreciente y AY (t) es una funcién que oscila, de amplitud creciente
antes del intervalo de bifurcacion y decreciente después del intervalo de bifurcacion.
Se observa que para |[W,(t) — WZ| pasa algo similar:

(We(t) = Wi| =AY (1) + b7 (2) (4.10)

donde AY (t) también es una funcién que oscila y cuya amplitud es decreciente antes del intervalo de
bifurcacién y creciente después. Sélo que en este caso b!¥ no es siempre decreciente (figuras 4.2(b)

y 4.3(b)).
Finalmente se observa que para ||Y.(t) — Y|| se tiene que

IYe(t) = Yiill =AY (1) + b (1) (4.11)

donde bY (t) es una funcién decreciente y AY () es una funcién que oscila, de amplitud creciente
antes del intervalo de bifurcacién y decreciente después del intervalo de bifurcacién (figuras 4.2(c)
y 4.3(c) ).

El resto del capitulo se enfoca en la variable V.

Precisar qué significa que V.(¢) no se aleja o no diverge de la curva V7, es complicado, pues la
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(a) (b)

Figura 4.2: V (t) — V4, |[W.(t) = W2y
[|Ye(t) —YZ|| con € = .25. La condicién inicial
de las orbitas en las gréficas es Y.(0) ~ Y.
La flecha que dice “Bifurcacion” estd en el
tiempo Tj. Los péneles inferiores muestran
un acercamiento de los paneles superiores.

distancia entre Vi (t) y V%, es decir la funcién V.(t) — V%, no es estrictamente decreciente (figuras
42y 4.3).
Sin embargo, al escribir a V() — Vi como en (4.9):

Ve(t) = Vi =AL () + b (¢)

se observa que la funcién bY () es decreciente y que la amplitud de AY (t) es despreciable para t
cercanos al intervalo de bifurcacién. Por lo tanto la funcién V.(t) — Vi que representa la distancia
entre V¢ (t) y Vi pueden considerarse como decreciente cerca del intervalo de bifurcacién, si se ignoran
las aportaciones de AY (t).

La evidencia recabada sugiere que si en (4.9) la amplitud de la funcién AY (¢) es despreciable entonces
la naturaleza decreciente de la funcién b (¢) es la responsable de que aun cuando ¢ esté en el intervalo
de inestabilidad (y por lo tanto el punto fijo Y.§ sea inestable) V.(t) y V4 no se alejen dando lugar
a que suceda lo que se conoce como paso lento por Hopf.

De acuerdo con la intuicién desarrollada al estudiar sistemas auténomos, deberia suceder que cuando
t esté en el intervalo de inestabilidad, la solucién V. (¢) se aleje de la curva V. En otras palabras va
de acuerdo con la intucion desarrollada al estudiar sistemas auténomos qué:

Vi(t) -V =AY (1), (4.12)

donde AY (t) es una funcién que oscila, de amplitud creciente antes del intervalo de bifurcacién y
decreciente después del intervalo de bifurcacién.

Sin embargo, como ya se vio este no es el caso. Precisamente porque existe la funciéon decreciente
bY () y se tiene que:

Ve(t) = V(1) =bY (1) + AL (1),
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(a) (b)

Figura 4.3: V.(t) — V4, [W.(t) — W2y
[|Ye(t) — Y| con € = .4. La condicién inicial
de las orbitas en las graficas es Y (0) =~ Y.
La flecha que dice “Bifurcacion” esta en el
tiempo Tj. Los paneles inferiores muestran
un acercamiento de los paneles superiores.

Dos cosas mds saltan a la vista, primero, cuando € es muy pequeiio (€ = .01) el fenémeno de paso

lento por Hopf es casi imperceptible pues la solucién V,(t) parece alejarse de la curva V; justo depués
del intervalo de bifurcacién (figura 4.4(b)), y segundo, cuando € es muy grande (e = 1) el fenémeno
de paso lento por Hopf parece no presentarse ya que justo después del intervalo de bifurcacién se
presentan potenciales de accién (figura 4.4(a)).
En la siguiente seccién se hace un analisis que ayuda a entender de dénde sale la funcién bY (t),
por qué las oscilaciones de la funcién AY (¢) son de amplitud decreciente antes del intervalo de
bifurcacién, y creciente después del intervalo de bifurcacién, por qué cuando € = .01 el fenémeno de
paso lento por Hopf es casi imperceptible y por qué cuando € = 1 el fenémeno no se presenta.

4.3. Analisis geométrico

En esta seccién se hace un andlisis geométrico que permitird dar una explicacion intuitiva de
qué es lo que sucede durante el paso lento por Hopf.
Recuerde que se denoté como ¢ (t) = (¢ (), ¢"V (t)) a la funcién que asocia a cada valor de ¢ con
el punto fijo Y*(t) = (V*(t), WZ(t)) del sistema auténomo con estimulo If.
Sea ¢ > 0. La evidencia recabada en la seccién anterior sugiere que se debe estudiar con mas atenciéon
la funcién Y (t) — ¢.(t) que se denotard como:

5 (1) i= Ye(t) — 6. (1) (4.13)
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(a) (b)

Figura 4.4: Vo (t) = V2, |[We(t) = W2 y ||Ye(t) = Y| cone =1 (a) y e = .01 (b). La condicidn inicial
de las orbitas en las graficas es Y.(0) = Y. En (b) el tiempo estd medido a partir del ms 1500. La
flecha que dice “Bifurcacion” estd en el tiempo T7.

Para estudiar §Y" lo primero es encontrar una ecuacién que la describa. Si se deriva la ecuacién (4.13)
con respecto al tiempo y luego se sustituye en la ecuacién (4.5) se obtiene que:

SY (1) = Yi(t) — de(t)
et

= sy + (5 ) - 90

et

= o)+ 570 + (5 ) - 9

Aplicando el teorema de Taylor a f al rededor de ¢.(t) y usando (4.7):

5 (0) = 1(6.(0) + )1+ DI@0)3Y () + 0(1av12) - )

= Df($c(t))8Y (£) + O(|[5Y||%) — de(t)

(4.14)

Por otro lado, derivando (4.7) con respecto al tiempo se tiene que:

Df@0)do) + (§) =0

Obsérvese que si el estimulo et estd en el intervalo de interés [i2,i5], como se vié en el capitulo 2,
los puntos fijos Y,; del sistema (4.6) son hiperbdlicos, que implica que det(Df(Y.*(t))) # 0 y por lo
tanto [Df(dc(t))] ™! existe.

Entonces se tiene que

60 = ~prtoon™ (5) (1.15)

Sustituyendo (4.15) en (4.14) se obtiene
5 (0) = DF60)5Y () + O13YIP) + D16 () (4.16)
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Como se quiere estudiar el comportamiento de 0¥ cuando Y es cercano a ¢.(t), y por lo tanto §Y
es pequeno, se estudia el sistema despreciando los términos de orden superior:

5 () = D6 0)Y (0 + D160 () (4.17)

La ecuacién (4.17) es la ecuacién que describe 0Y. La funcién Y (t) — Y que se observé en la
seccién anterior serd aproximada por las soluciones de la ecuacién (4.17) con condiciones iniciales
dY (0) =~ (0,0):

0¥ () = DY (0 + DFG ™ (7). (4.182)
5Y (0) =~ (0,0) (4.18b)
La solucién de (4.18) se denotard por 0Yc(t) = (6V(t), dW,(t)).
La solucién Y (¢) del problema de valores iniciales (4.18) aproxima la forma y la magnitud de las

funciones V (t) — V.*(t) obtenidas en la seccién anterior (figuras 4.5, 4.6), excepto en el caso € = 1.
El caso en que € = 1 se discutird mas adelante.

(a) (b)

Figura 4.5: V.(t) — V*(t) en azul y la solucién 0Y,(¢) de la ecuacién (5.18) en verde. (a) con € = .25
y (b) con € = 4.

Ahora se estudiaran las soluciones de la ecuacién obtenida para para JY.
Para cada € sea §¢.(t) = (66 (t),66% (t)) la funcién que hace que el lado derecho de la ecuacién
(4.17) sea cero, es decir d¢.(t) es tal que:

Df(@.(0)d0.(t)+ D160 (5) =0 (419)

para todo t.
De (4.19) se sigue que:

56.0) = ~Dr(6.0)* () (1.20)

Sea §2Y (t) = (62V (t),62W (t)) tal que:

SY (t) =66 (t) + 62Y (t) (4.21)
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(a) (b)

Figura 4.6: V.(t) — V*(¢) en azul y la solucién 0Y,(t) de la ecuacién (5.18) en verde. (a) con € = .01
y (b) con € = 1.

Si se deriva le ecuacién (4.21) con respecto al tiempo y se sustituye la ecuacién (4.17) se obtiene que
§2Y (t) cumple:

§2Y (t) =6Y (t) — 8¢, (t)

€

~D(6.0)Y (0 + DS 00 (§) - 50,00
~DF(6)060) + Y (1) + DA™ (§) - 9610
Usando (4.19) se obtiene que

0%Y (1) =D f($(1))8°Y () — 66.(t) (4.22)

Como se quiere estudiar la solucién del PVI (4.18), cuyas condiciones iniciales son

§Y (0) =~ (0,0), son de interés las soluciones de (4.22) con condiciones iniciales 62Y (0) ~ —d¢.(0).
(Asf de (4.21) si 62Y(0) ~ —6¢.(0), entonces §Y (0) = (0,0)).

Se observé a través de varios experimentos numéricos que en los intervalos de tiempo de interés
t € [T, T¢], 1a funcién d¢,(t) es al menos un orden de magnitud menor que d¢(t) y Y (), inclusive
para el caso € = 1. Por lo que:

53V (1) ~Df(.())62Y (1) (4.23)
y por lo tanto se considera el problema de valores iniciales:

7Y (t) =D f(¢(t))5°Y (t), (4.24a)
62Y (0) = — 6Y.*(0). (4.24b)

cuya solucién es denotada por 62Y,(t) = (62Vi(t), 62W.(t)).
Por lo tanto si §Y,(¢) es la solucién de (4.18) y si §2Y,(t) es la solucién (4.24), de (4.21) se tiene que:

SY.(t) =02Y.(t) + 66 (t) (4.25)

si se sustituye (4.20) en (4.25) se obtiene:

oY.(6) = v.(0) - D160 () (4.26)
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(a) (b)

Figura 4.7: En la gréfica superior se observa en azul la primera coordenada de la solucién de (4.18) y
en verde la aproximacion (4.24). En la grafica de en medio se muestra en azul la primera coordenada
de la soucién de (4.18) y en verde §¢Y (). En la grafica de abajo se observa §2V,(t) .(a) con € = .25
y (b) con e = 4.

La aproximacion (4.23) es bastante buena inclusive cuando € = 1 (figuras 4.7 y 4.8).

La ecuacién (4.26) es la clave para entender el comportamiento de §Y,(¢) =~ Y.(t) — ¢(t) y poder
precisar qué es el fenémeno de paso lento por Hopf.
La ecuacién (4.26) permitird entender por qué, como se vio en la seccién anterior, V.(t) — ¢Y, es de
la forma V.(t) — ¢Y, = AV (t) +bY(t) con bY (t) una funcién decreciente y AY (t) una funcién que
oscila, de amplitud decreciente antes del intervalo de bifurcacion, y creciente después del intervalo
de bifurcacién. Permitirda entender por qué cuando € = .01 el fenémeno de paso lento por Hopf es
casi imperceptible y por qué cuando € = 1 el fenémeno no se presenta.

¢ Por qué para algunos valores de € sucede que V. (t) — @Y, es de la forma V(t) — ¢Y, = AV (t) +bY (t)
en el intervalo [Ts, T.], con bY (t) una funcién decreciente y AY (t) una funcién que oscila, de ampli-
tud decreciente antes del intervalo de bifurcacion, y de amplitud creciente después del intervalo de
bifurcacion?

Como se vio en (4.26):
Y (t) =0°Yc(t) + 6opc(t)

donde d¢.(t) := (6¢Y (t), 60 (t)) = —[Df(¢c(t))] 2 (S) La funcién §¢Y (t) es decreciente (graficas
de en medio de las figuras 4.7(a), 4.7(b) y 4.8(a)) y al resolver numéricamente (4.24) se observa
que la funcién 62V, (t) tiene oscilaciones de amplitud decreciente antes del intervalo de bifurcacién y
crecientes depués (figura 4.9).

Antes de continuar es importante hacer la siguiente observacién: la ecuacién (4.24a) es una ecua-
cién lineal pero no auténoma. Sabemos ademas que para los tiempos en el intervalo de estabilidad
t € [Ts,T5], la matriz Df(¢(t)) tiene valores propios de parte real negativa (pues que ¢ esté en el
intervalo de estabilidad quiere decir precisamente que los puntos ¢.(t) son equilibrios estables del
sistema auténomo de estimulo If), y que para los tiempos en el intervalo de inestabilidad ¢ € [T, T¢],
la matriz D f(¢.(t)) tiene valores propios de parte real positiva (pues que t esté en el intervalo de
inestabilidad quiere decir precisamente que los puntos ¢.(¢) son equilibrios inestables del sistema
auténomo de estimulo If). Sin embargo, el hecho de que las oscilaciones de la solucién sean crecien-
tes en el intervalo de inestabilidad y decrecientes en el intervalo de estabilidad no es necesariamente
consecuencia del signo de la parte real de los valores propios de la matriz D f(¢.(t)) como se espe-
rarfa que suceda si se sigue la intuicién desarrollada al estudiar sistemas auténomos. Al principio
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(a) (b)

Figura 4.8: En la gréfica superior se observa en azul la primera coordenada de la solucién de (4.18) y
en verde la aproximacion (4.24). En la grafica de en medio se muestra en azul la primera coordenada
de la solucién de (4.18) y en verde ¢} (t). En la grafica de abajo se observa 62V, (¢) .(a) con e = .01
y (b) cone=1.

del capitulo se mostré un ejemplo donde de un sistemas no auténomos en los que aunque la parte
real de los valores propios sea negativa la solucién presente oscilaciones crecientes. Y aunque existen
algunos resultados concernientes a ecuaciones de este tipo (¢ = M (t)z, M una matriz), que pueden
servir para dar mas informacién sobre la solucién 62Y, () en términos de las propiedades de la matriz
Df(¢e(t)) (Coppel and Coppel, 1978) en esta tesis nos limitamos a observar las soluciones numéricas
de 62Y,(t) para describir su comportamiento.

sPor qué para algunos € pequenos (¢ = .01) el fendmeno de paso lento por Hopf es casi imper-
ceptible?
Como se vio en la ecuacién (4.26)

oY1) = v.(0) - D100 ().

Como [Df(pe(t))] 2 (6) — 0 si € — 0 entonces para € pequeiios [Df(¢p(t))] 2 <(€)) es despreciable
y por lo tanto §Y,(t) es practicamente igual a 62Y,(t) que es un funcién que oscila, de amplitud
decreciente antes del intervalo de bifurcacién, y de amplitud creciente después del intervalo de bi-
furcacién como se observé al resolver numéricamente (4.24).

La intuicién generada al estudiar sistemas auténomo sugiere que V(t) — V*(¢) es igual a una funcién
A(t) que oscila con amplitud decreciente antes del intervalo de bifurcacién y con amplitud creciente
después del intervalo de bifurcacién. En otras palabras nos dice que V,(t) = V*(¢) + A(¢) presenta
oscilaciones al rededor de V.*(t) que son de amplitud decreciente antes del intervalo de bifurcacién y
de amplitud creciente después del intervalo de bifurcacion, lo que se interpreta como que la funcién
Ve(t) se acerca a la curva V*(t) antes del intervalo de bifurcacién y se aleja después.

Sin embargo, de la ecuacién (4.13) se tiene que V,(t) = ¢Y + 3V, y de (4.25) y (4.26) que 6V, =

€

PV.(0) + 861 () = 2Y.00) - [D1(60)]* §)

Para algunos valores de ¢, §¢) (¢) es una funcién decreciente mientras que soluciones numéricamente
de (4.24) muestran que la funcién §2V,(t) tiene oscilaciones de amplitud decreciente antes del inter-
valo de bifurcacién y crecientes depués.

Por lo tanto se tiene que V(t) — V*(¢) es en realidad la suma de una funcién decreciente y una
funcién que oscila de amplitud decreciente antes del intervalo de bifurcacién y creciente después del
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(a) (b)

Figura 4.9: 62V,(t) (a) con € = .25 y (b) con
e =.4y (c) e =.01. La flecha que dice “Bi-
furcacion” esta en el tiempo T}.

intervalo de bifurcacién.

Puesto de otra manera, las oscilaciones que presenta V. (t) = ¢ (t) + d¢Y (t) + 62V.(t) son alrededor
de la curva ¢ (t) + 6¢Y (t) y no alrededor de la curva ¢! (t) como sugiere la intuicién desarrollada
al estudiar sistemas auténomos.

Es precisamente el hecho de que la oscilaciones de V,(t) sean alrededor de ¢Y (t) + 6@} (t) la razén
de que se produzca el paso lento por Hopf, pues la naturaleza decreciente de la funcién d¢Y (¢) hace
que ain después del intervalo de bifurcacién la distancia entre V.(t) y V*(¢), que esta dada por
Vo(t) — oY (t) = 5¢Y (t) + 62V (t), disminuya y por lo tanto la funcién V,(t) se siga acercando a la
curva @Y (t).

El fenémeno de paso lento por Hopf se deja de observar para tiempos mayores, porque la funcién
§¢Y (t) tiende a cero conforme t crece, por lo que las oscilaciones de amplitud creciente de V,(t)
comienzan a presentarse alrededor de ¢) () (y no de ¢Y (t) + d¢Y (t)) y la funcién V() empieza a
“alejarse” de la curva ¢V (t).

Las observaciones precedentes muestran que la funcién d¢Y (¢) es clave en el fenémeno de paso lento
por Hopf, asi que recordemos de dénde sale esta funcion.

Esta funcién es la definida implicitamente por (4.19):

Df (@030t + D160 (5) =0,

de (4.15) se tiene que —[Df(¢(t))] ! (8) = $.(t) por lo tanto

80(t) = [Df($e(t)] ™" (e (t))

por lo que §¢} (t) depende directamente de be(t).
¢c(t) puede interpretarse como la velocidad a la que cambian los puntos fijos ¢.(t) del sistema
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auténomo (4.6) conforme el estimulo If va cambiando de acuerdo a la relacién I = et.

Esto sugiere que el fenémeno de paso lento por Hopf es consecuencia de la “velocidad” de cambio
en la estructura del plano fase del sistema no auténomo. Esta velocidad qge(t) es intrinseca de la
constitucién no auténoma del sistema (4.5) y no tiene andlogo en el estudio del sistema auténomo
(4.6) inclusive cuando se hace un anélisis de bifurcaciones para distintos valores de estimulo. Razén
por la que la intuicién desarrollada en el estudia del sistema auténomo no sirve para explicar le
fenémeno de paso lento por Hopf.

Las ideas planteadas en los parrafos anteriores en conjunto con la derivacién del ecuacién (4.26) in-
dican que la naturaleza decreciente de la funcién §¢Y (t) es una parte esencial en el fenémeno de paso
€

0

A continuacién se resume lo que se ha observado en este capitulo sobre por qué sucede el paso lento
por Hopf:

lento por Hopf. Recuerde de (4.20) que §¢Y () es la primera componente de —[D f(Y.*(t))] 2

Sean € > 0 y sean ig < i3 < iy < i5. Para t fija, sea If = et (constante). Sean

Te Y

F= je{2345)

donde si t € [T5,Ts] entonces If € [ia,is] y sit € [T, T5] entonces If € [ia,i5]. Sea Y = (V,W) y
f:R? = R2, continuamente diferenciable. Para un valor de t fijo, considere el sistema auténomo:

dY If

— =f(Y t D1

=10+ () (D1)
Suponga que para cada t, el sistema (D1) tiene un tnico punto fijo, denotado por Y. Suponga
también que si If € [iz, i3] entonces Y es un foco asintdticamente estable y si If € [iq,i5] se tiene

que Y., es un foco inestable y mds ain, que para algin valor de t con If en el intervalo [ig,i4], €l
sistema (D1) tiene una bifurcacion de Hopf. Considere el sistema no auténomo

- 4

v =)+ (5) (D2)
Sea to € (T5,Ts) y sea Y(t) la solucion al problema de valores iniciales Y (0) = Y = (es decir, la
condicién inicial del sistema (D2) es el punto fijo del sistema (D1) para el valor t = tg).

Entonces se dice que la solucion Y (t) sufre un paso lento por Hopf en la direccion de V si
existe un T € (T, T§) tal que la primera componente de

w2 [ €
s o) ;)
es una funcidn decreciente sit € [to, T¢], y si la solucion 0Y(t) del PVI:

0Y =Df(Y(£)0Y =Y (),
Y (0) =0
es una aprozimacion razonable de la funcidn Y (t) — Y.*(t) cuando t € [to, T¢].
La condicién que pide que la solucién §Y(t) sea una buena aproximacion es la que permite excluir
comportamientos como los observados cuando € = 1 (4.4(a)), en donde potenciales de accién suceden

justo después del intervalo de bifurcacién.

Pero sPor qué para estos € grandes (e = 1) V.(t) no presentan el fendmeno de paso lento por
Hopf
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CAPITULO 4. PASO LENTO POR HOPF 4.3. ANALISIS GEOMETRICO

El pedir que la aproximacién JY,(¢) sea una aproximacién razonable de Y (t) — ¢.(t), es en realidad
pedir que los valores de ||§Y,(t)|| sean lo suficientemente chicos para que O(||6Y||?) sea despreciable
y la ecuacién (4.17) sea una buena aproximacién de (4.16).

Si € es lo suficientemente grande, sucede que O(||0Y||?) deja de ser despreciable y para t en el inter-
valo de inestabilidad la solucién Y (t) = ¢(t) + 0Y.(t) pasa a ser parte de un potencial de accién.
Obsérvese entonces que la condicién de que 6Y¢(¢) sea una buena aproximacién de Y.(t) — ¢.(t) se
podria parafrasear por la condicién de que:

La solucion de:
v =)+ ()
Y (0) = (to)

no sea parte de un potencial de accidn para t € [to, T€].

Para concluir el capitulo se usa le ecuacién (4.26) para calcular el retraso en las oscilaciones de la solu-
cién a (4.18). Dado que 6V, (t) = 62V.(t) —e([Df(de(t))]72)1.1 v la oscilaciones son debidas a 62V (t),
entonces la funcién dV,(t) presentard oscilaciones de amplitud creciente cuando —e([D f(de(t))]™2)1.1
y 62V, (t) sean de la misma magnitud. Para encontrar el tiempo en que esto sucede se busca el primer
valor de ¢, después del intervalo de bifurcacién, para el cual |62V, (t)/e([Df(¢(t))]72)1.1] = 1, (tabla
41).

Cuadro 4.1: ¢
€ Retraso(ms)
.01 7211
.25 49.69
4 30.55
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Apéndice 1

En este apéndice se desarrolla teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales
que permitird estudiar como son las propiedades de las soluciones del sistema (1.34) cuando I es
una constante, a través del estudio de los puntos fijos de dicho sistema.

La teoria desarrollada en este apéndice se aplica en concreto en el capitulo 2 al sistema (1.34), y los
resultados podran observarse en el capitulo 3.
Para empezar hay que dar algo de notacién y algunas definiciones:

A.1. Definiciones

Notacién A.1.1. Sea f € C1(R?,R).
Se denota a la derivada parcial de f con respecto a su primera variable como O1f y a la derivada
parcial con respecto a su sequnda variable como 01 f, es decir

alf = %(l',y)
an = %(l',y)

Notacién A.1.2. Sea A € May2(R) se denota la entrada (i,5) de A por A; ;, es decir
Ain Ay 2>
A= ’ ’
(A2,1 Az
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Notacién A.1.3. Sea § € R y uy € R?, se denota a la bola abierta de radio § y centro ug como
Bs(uo)-

Definicion A.1.1. Considere el sistema:

W= f(u). (1.1)

Donde u = u(t) € C*(R,R?), f € C*(R* R?) y 4 denota la derivada con respecto a la variable t.
Sea ug € R%. La parte lineal de (1.1) en el punto ug es el sistema:

i = Au, (1.2)

donde A = %|ue := Df(ug) es la matriz jacobiana de f evaluada en ug.

Definicién A.1.2. Sea A € My 5(R), se dice que A es una matriz hiperbdlica si para todo A, A
valor propio de A se tiene que Re(\) # 0

Definicién A.1.3. Considere el sistema (1.1) y sea ug € R? tal que f(ug) = (0,0), entonces se dice
que ug es un punto fijo del sistema (1.1).

Definicién A.1.4. Sea ug € R? un punto fijo del sistema (1.1), se dice que ug es un punto fijo
hiperbdlico si %\uo es una matriz hiperbolica.

Definicién A.1.5. Sea ug € R? un punto fijo hiperbélico del sistema (1.1), se dice que ug es un
nodo asintoticamente estable si los valores propios de %“0 son reales y negativos y se dice que
es un nodo inestable si los valores propios son reales y positivos.

Definicién A.1.6. Sea ug € R? un punto fijo hiperbélico del sistema (1.1), se dice que ug es un
foco asintoticamente estable si los valores propios de %Mo son complejos con parte real negativa
y se dice que es un foco inestable si los valores propios son complejos con parte real positiva.

Definicién A.1.7. Sea ug € R? un punto fijo hiperbélico del sistema (1.1), se dice que ug es un
punto silla si los valores propios de %ho son reales y de signo distinto.

El objetivo del apéndice es mostrar como se comportan las soluciones del sistema (1.1) cerca de
un punto fijo hiperbdlico.
Especificamente demostrar que si el punto fijo hiperbdlico es un nodo asintéticamente estable o un
foco asintoticamente estable entonces las soluciones del sistema tienden a este punto fijo conforme
t — 00.
Y demostrar que si las soluciones del sistema estan cerca de un punto fijo hiperbdlico que es un
nodo inestable o un foco inestable entonces estas soluciones se alejan de dicho punto fijo conforme ¢
aumenta.
Estas afirmaciones se precisan en los enunciados de las proposiciones A.2.2-A.2.5. Se excluye el caso
en que el punto fijo hiperbdlico es un punto silla pues este caso, como se podrd ver en el capitulo 2,
no lo presenta el sistema que queremos estudiar, el sistema (1.34).
Las demostraciones aqui presentadas son un caso particular del teorema de Hartman-Grobman
(Grobman, 1959, 1962; Hartman, 1960), y son demostraciones que se encuentran en el libro de An-
dronov (Andronov et al., 1973).
Estas demostraciones son especificas de sistemas de dos dimensiones y estan basadas en ideas ge-
moétricas.
La idea general que se sigue en esté apéndice es:
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= Se considera un sistema de dos dimensiones de la forma @ = f(u), con un punto fijo hiperbdlico.

= Se usa el lema A.2.1 para probar la proposicion A.2.1 en la que se le aplica un cambio de
coordenadas al sistema @ = f(u) que facilita las demostraciones consecuentes.

= Loslemas A.2.2 y A.2.3 se usan para probar las proposiciones A.2.2-A.2.5 en donde se establece
los distintos tipos del comportamiento de las soluciones del sistema @ = f(u) en las nuevas
coordenadas, cerca del punto fijo hiperbdlico.

= Finalmente usando los resultados de las proposiciones A.2.2-A.2.5, se demuestra la proposicién
A.2.6 en donde se establece los distintos tipos del comportamiento de las soluciones del sistema
@ = f(u) en sus coordenadas originales.

Ahora se procede con las demostraciones formales.

A.2. Estudio de sistemas no lineales alrededor de sus puntos
fijos hipérbolicos

Lema A.2.1. Sea A € Myya(R) hiperbdlica y sean A1 y Ao los valores propios de A.
Entonces hay 3 posibilidades.

1. Si ambos valores propios son reales y A es diagonalizable entonces existe una matriz de cambio
de base Q tal que:
A0

Q7'AQ =
0 Ao

2. Si ambos valores propios son complejos A puede ponerse en su forma candnica real, es decir
existe una matriz de cambio de base Q tal que:

a b
Q1AQ =
b a
donde los valores propios de A son a+1ib ya—ib (A1 =a+ib y A\ =a —1ib).

3. Finalmente si los valores propios son iguales (\1 = o) y A no es diagonalizable A puede
ponerse en su forma canonica de Jordan, es decir existe una matriz de cambio de base @ tal
que:

A1
Q7'AQ =
0 A

Demostracion. La existencia de las matrices @ es un hecho de algebra lineal cuya demostracion
puede encontrarse (Friedberg and Insel, 2003). O

Proposicién A.2.1. Sea (0,0) € R? es un punto fijo hiperbdlico del sistema (1.1)
i =f(u)

con f € CH(R% R?), u = (z,y). Entonces existe una matriz de cambio de coordenadas Q, tal que si
= Q tu, (= (Z,7)) entonces el sistema en las nuevas coordenadas se ve como:

Iy Tg1 () + yg2()
u=Al+ (ihl(ﬂ) n ghg(a)> , (1.3)

donde A es una matriz diagonal, en su forma candnica de Jordan o en su forma candnica real y
hi,ha,g1 y g2 son funciones continuas que cumplen hy(0,0) = h2(0,0) = g1(0,0) = ¢2(0,0) = 0.
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Observe que pedir que el valor fijo sea (0,0) no es ninguna restriccién pues si el sistema (1.1)
tiene como punto fijo hiperbdlico el punto ug se hace le cambio de coordenadas U = u — uyg.

Demostracion. Como f := (f1, f2) es continuamente diferenciable, la expansién de Taylor alrededor
del (0,0) dice que:

f(u) =£((0,0)) + Df((0,0))u + p(u)

donde ¢ := (1, p2) es una funcién continuamente diferenciable.
Sin embargo como (0,0) es un punto fijo hiperbdlico del sistema (1.1) se tiene que f(0,0) = 0 por
lo que

f(u) =Df((0,0))u + ¢(u) (1.4)

Note que evaluando la expresién (1.4) en u = (0,0) se obtiene que ¢(0,0) = (0,0).

El hecho de que (0,0) es un punto fijo hiperbdlico también implica, por el lema anterior, que existe
una matriz de cambio de base @ tal que A :== Q~*Df((0,0))Q es diagonal, esta en su forma canénica
de Jordan o en su forma canénica real. Entonces si se sustituye (1.4) en (1.1) y se aplica el cambio
de coordenadas @ = Q 'u, (& = (&, 7)) se tiene que

= f(u)

& Qu= f(Qu)

& Qu=Df((0,0)Qu+ ¢(Qu)

& u=Q 'Df((0,0)Qu+Q  p(Qu)

& u= A+ ¢(a), (1.5)
donde @(@1) = (¢1(a), p2(@)) se define como @(i) := Q1 (Q1).
Ahora, como ¢ es continuamente diferenciable y ¢(0,0) = (0,0) se tiene que @ es continuamente
diferenciable y ¢(0,0) = (0,0) por lo que para i = 1,2

?i(Z,7) =@i(%,9) — $i(0,0)
Fdp
- (tz, t§)dt
o/ ar (1.6)

1 1
— / 00315 1)t + 7 / 05 (17, 1) dt
0 0

Si se define:

1

gl(j>g) :/81¢1(ti‘at§)dta (173’)
0
1

02(3,9) = / B (7, 1) dt, (1.7b)
0
1

h(3,) = / 01 6o (15, 1), (1.7¢)
0
1

hg(:i',ﬂ) Si/agcﬁg(tf,tg)dt, (17d)
0
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de (1.5), (1.6) y (1.7) se concluye (1.3). Falta demostrar que g1, g2, h1 y ha son continuas y que
hl(ovo) = h2(07 O) = 91(07 O) = 92(07 0) =0.

Que ¢1, g2, h1 vy ho son continuas se sigue directamente de su definicién en (1.7) y de que @ es
continuamente diferenciable.

Finalmente se demuestra que ¢1(0,0) = 0 (las demostraciones de que que h;(0,0) = ha(0,0) =
92(0,0) = 0 son andlogas).

Como

1
91(Z,7) 12/31951 (tz,tg)dt
0
basta demostrar que 9;¢1(0,0) = 0.
Se tiene que

o(a) = (p1(a), pa(a))
=Q 'p(Qu)

(@ M1a (Q_l)m) ((Qm Q1,2) (Ui‘))
= ¢
(@ Y21 (@ Ma2 Q21 Q22) \¥
Y11 (Q_l)l,z) (<P1(Q1,15? + Q1,29, Q2,17 + Q2,237))

(@~
Q@ N2 (@7 1)22 ©2(Q117 + Q1,27, Q217 + Q2,27)
(@ )1101(Q11% + Q1,20, Q21% + Q2.27) + (Q71)1,202(Q11% + Q1,27, Q21T + Q2,2§))

(@ M)21901(Q11Z + Q1,20, Q21% + Q2,20) + (Q71)2,202(Q11% + Q1,27, Q21T + Q2,27)

por lo que

o _ 0 . _ _ _
N1(E,9) =(Q M1 5;1 (Q11Z + Q1,27, Q21T + Q2,29)

(Q M2 (’222 (Qi1Z+ Q1,27, Q217 + Q2,2)

=[(Q 111Q1,1]0101(Q11% + Q1,27, Q2,17Q2,27) (1.8)
+[(Q71)11Q2,1]0201(Q11F + Q1,27, Q217 + Q2,27)

+ [(Q™N1,2Q1,1]01902(Q1,1% + Q1,27, Q2,17 + Q2,27)
+[(Q

(Q™1)1.2Q2110202(Q1,17 + Q1.27, Q217 + Q2.27)

_|_

De (1.4) también se tiene que

f(u) = (f1(u), f2(u))
= Df((0,0))u+ ¢(u)

Df((0,0))1,1 Df((O,O))Lz) (fﬂ) (@1(%2/))
= +
Df((0,0))le Df((07 0))2,2 Yy (PQ(x’y)
01f1(0,0) anl(OaO)) (1’) (901(1’731))
= +
01/2(0,0) 02£2(0,0)) \y pa2(7,y)

01f1(0,0)x + 02 £1(0,0)y + ¢1(x, y))

01£2(0,0)z + 92 f2(0,0)y + @2(z,y)
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si se deriva f(u) = f(z,y) = (f1(z,y), f2(x,y)) con respecto a x y y y se evalia en (z,y) = (0,0) se
obtiene que:

01£1(0,0) = 01 f1(0,0) + 01¢1(0,0) = 01¢1(0,0) =0,
02f1(0,0) = 02£1(0,0) + 0201(0,0) = D2¢1(0,0) =0,
(1.9)
01£2(0,0) = 01 f2(0,0) + 0192(0,0) = 0192(0,0) =0,
02f2(0,0) = 02f2(0,0) + 02¢02(0,0) = D2¢2(0,0) =0,
De (1.9) y (1.8) se sigue que
9161(0,0) =[(Q™")11Q1.1]01¢1(0,0) + [(Q)1.1Q2,1]02¢1(0,0)
+ Q7 1)1.2Q1.1]0192(0,0) + [(Q™1)1,2Q2,1]9242(0,0) = 0
Esto concluye la demostracion. O

El cambio de variable realizado en la proposicién anterior transformé el sistema (1.1) en el sistema
(1.3). Este cambio de variables es para facilitar las demostraciones de las siguientes proposiciones.
En la siguientes proposiciones se muestra como es el comportamiento de las soluciones del sistema
(1.3) cerca de su punto fijo hiperbdlico.

Se demuestra por separado los casos en que la matriz A en (1.3) es diagonal, estd en su forma
canonica real o estd en su forma canénica de Jordan.
Para comenzar se necesita el siguiente lemma:

Lema A.2.2. Considere el sistema (1.1)

i =f(u)

con f € C*(R%,R?), u = (x,v).

Sea Q C R? un conjunto cerrado y acotado y sea ug € Q. Sea 1(t,ug) la solucion al problema de
valores iniciales u(0) = ug del sistema (1.1).

Si (t,ug) € Q para todo t > 0 para el cual (t,ug) esta definida, entonces 1(t,ug) esta definida
para todo t > 0.

Demostracion. La prueba de este lemma se puede encontrar en (Andronov et al., 1973). O

Ahora se demostrara el caso en que A es diagonal y sus valores propios son ambos menores que
cero.

Proposicién A.2.2. Si en el sistema (1.3), A es una matriz diagonal:

A0
A= (1.10)
0 X

con A1 < Ag < 0, entonces existe un § > 0 tal que para todo ug = (xg,yo) € Bs((0,0)), ug # (0,0),
la solucion del problema de valores iniciales (PVI) u(0) = wug del sistema (1.3), denotada por:

¢1 (t’ uO)
t =
¢( aUO) <¢2(t7 UO)
eziste para todo t > 0 y cumple que:

lim (¢, up) = (0,0) (1.11)

t—+oo

Si existe t1 < 0 tal que ||(t1,u0)|| > & entonces sit < t1 se cumple ||(t, ug)|| > 0 (1.12)
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Demostracion. Si en el sistema (1.3) A es como en (1.10) se tiene que:

W =(2,9) = Au+ <x}!ﬁ(u) + 3222(“)>

)\1 0 X
_ xg1(z,y) + yga(w,y)
B (0 A2) (y) * (xhl(%y) +yh2(x,y)>
_ (Alw +zg1(z,y) + yga(a, y))

A2y + xhy(x,y) + yhe (2, y)

de donde se obtiene el siguiente par de ecuaciones

T =Mz +x91(2,y) + y92(T,y) (1.13a)
U =Xy + zhi(z,y) + yha(z,y), (1.13b)

Sea r = ||(z,v)]]-
e (1.13) se sigue que:

drt_d(a () + (1)

dt dt
=2rx(Mz + 291(2,y) + yga(,y)) + 2y(A2y + zhy (2, y) + yha(z,y)).

Sustituyendo a coordenadas polares = = rcos(#), y = rsin(f) se obtiene:

2
dcTt =27 cos(0)[A17r cos(0) + 1 cos(0) g1 (r cos(d), rsin()) + rsin(0)ga(r cos(8), rsin(0))]
+ 2rsin(0)[Agrsin(f) + r cos(0)h(r cos(0), rsin()) + rsin(f)ha(r cos(8), rsin(f))] (1.14)
=2r2[\; cos?(0) + Ay sin?(0) + b(r cos(f), rsin(6))]
donde

b(r cos(0),rsin(f)) = cos?(0)gy (r cos(8), rsin(f))
+ sin?(0)hy (7 cos(8), 7 sin(h)) (1.15)
+ sin(0) cos(0)[h1(r cos(8), rsin(f)) + ga2(r cos(), rsin(6))]

Como A\ < Ay < 0, existen constantes 0 < m < M tales que
—M < A\ cos?(6) + Mg sin?(0) < —m (1.16)
De la proposicén anterior (proposicién A.2.1) se sabe que g1, go, b1, hg son continuas y que g1 (0,0) =

92(0,0) = h1(0,0) = h2(0,0) = 0, esto implica que, dado € < m/2 existen 1, ds, d3, 64 mayores que
cero tales que:

2}
=
<
~
IN
=7
=

=)
)
&
<
A

>
=
&
@
A

[N e NS e TSN e VS Y

)
)
(1.17)
)
)

=
)
&
<
A
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Sir < §:=min{d1,d2,03,04} y se sustituyen las desigualdades (1.17) en (1.15) se obtiene
|b(r cos(0), 7 sin(f))| =|cos?(8) g1 (1 cos(h), rsin(8))

+ sin?(0) ho(r cos(0), 7 sin(f))

rs

+ sin(6) cos(8) [ (r cos(0), rsin(0)) + g2 (r cos(8), rsin())]|

(1.18)
207 S 1 sin2(0) S 1 si A
< |cos (0)4 + sin (0)4 + sin(#) cos(6) [4 + 4]
e e e,
4 4 4 4
Si ahora se sustituye (1.18) y el lado derecho de la desigualdad (1.16) en (1.14) se tiene que
d 2
% = 2r2[\1 cos?(#) + Mg sin(0) + b(r cos(h), rsin(8)))
< 2r?[—m + |b(r cos(6), r sin(6))|]
< 2r%[—m + ¢ (1.19)
2[_ m m
< 2r [ m + 2} pues € < 3
= (m)r?
y si se sustituye (1.18) y el lado izquierdo de la desigualdad (1.16) en (1.14) se tiene que
d 2
% = 2r2[\; cos®() + Agsin?(0) + b(r cos(0), 7 sin(6))]
> 2r2[—M + b(r cos(f), rsin(0))]
> 2r2[—M — |b(r cos(8),7sin(6))|]
, (1.20)
> 2r° [—M — ¢
M M
> 2r? [M} pues € < — < —
2 2
> —3Mr?
Juntando (1.19) y (1.20) se obtiene la siguiente desigualdad:
d 2
—3M7r? < S < —r? (1.21)

dt

que es valida si r(t) < 4.

Sea ug # (0,0), up € B5((0,0)) y sea 9(t,up) la solucién del PVI ug = u(0) del sistema (1.3) con A
como en (1.10).

Sea p(t) = [l(t, uo)||.

La desigualdad (1.21) permitird probar la existencia de (¢, ug) para todo t > 0 y las afirmaciones
(1.11) y (1.12).

Primero se prueba la existencia de Y(t,ug) para todo t > 0.
Sea B)y,((0,0)), la bola cerrada con centro en (0,0) y de radio ||ug]|.

Al sustituir p(t) = [|¢(¢, uo)|| en la desigualdad (1.21) se tiene que para todo ¢ > 0
0
dt
i
dt

dp
= 2p— <0
Par =
dp

= — <0
dt

< —mp? <0

<0
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Entonces para t > 0 se tiene que p(t) es decreciente.

Por lo tanto si ¢ > 0 se tiene que p(t) < p(0) = ||1(0, uo)|| = [|uol|-

Es decir si t > 0 entonces (t, ug) € By, ((0,0)).

Por lo tanto como B, ((0,0)) es cerrado y acotado y ¥ (¢, ug) € Bjju,|((0,0)) para todo ¢ > 0, por
el lema A.2.2 se concluye que ¥(t, ug) existe para todo t > 0.

Ya con la existencia de ¥(t,ug) para todo ¢t > 0 establecida se pasa a demostrar las afirmaciones
(1.11) y (1.12).

Al sustituir p(t) = ||1(¢, uo)|| en (1.21) se sigue que

d2
—3Mp? < dipt < —mp?

t t t
21
= /—3Mdt</di—dt</—mdt
dt p?
0 0 0

= —3Mt<In (5;58) < -mt

= p(0)e M < p2(t) < p?(0)e™™ (1.22)

Para demostrar que lim;_, o (¢, ug) = (0,0) hay que demostrar que

lim_[[t(t.uo)l| = lim_p(t) =0

t—+oo

Para demostrar que lim;_, 1, p(t) = 0 simplemente hay que tomar el limite cuando ¢ — oo en la
desigualdad derecha de (1.22):

0< p2(t) < p(0) ™
< 1 200 < i 2
- 0 - t—l)nlloop (t) - ti}?oop (0)6

—mt

< 1 2(1) <

= lim p(t)=0

t——+oo
Finalmente se demuestra que p(t) = ||t)(¢, up)|| cumple que
Si existe t; < 0 tal que p(t1) > J entonces si t < to se cumple p(t) > &

Se procede por contradiccién.
Supdngase que existe t; tal que p(t1) > & pero que tembién existe tg < t1 tal que p(tg) < 4.
Como p(t) es continua, entonces existe T tal que to <T <ty y p(T) =94.
Se puede suponer sin perdida de generalidad que T es el primer tiempo menor que 1 en el que p es
igual a d, es decir p(T) =0 y p(t) > d para todo t € (T, ;).
Entonces p(T) = d y p(t) > ¢ para todo t € (T,t1), esto quiere decir que debe haber un intervalo
(T, T1) donde la p(t) tiene que ser estrictamente creciente. Es decir
dp(t)

W >0 para te (T,Tl)

lo que implica que

dp(t
dp(t) >0 parate[T,T1]
dt
en particular
dp(t
gy =20 5y (1.23)
=T

Pero (1.23) es una contradiccién con (1.21) pues:
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» p(T) =4 por lo que p(T) satisface (1.21) que dice que:

dPQ(t) < _me(T)
dt|,_p
dp(t
= 2 PO < gy
t=T

S )

tl,_p 2
= (7)< 7%6 <0
= p(T)<0 (1.24)

» De (1.23) se tiene que p'(T) > 0.

Por lo que se da la contradiccén 0 > p/(T') > 0.
Por lo tanto si existe 1 tal p(t;) > ¢ no puede existir ¢y < t1 tal que p(tg) < d, lo que prueba (1.12).
Con esto se concluye la prueba de la proposicién. O

Nota: En la proposicién anterior se demostré de manera implicita que el dnico punto fijo de el
sistema (1.3) en Bs((0,0)) es el punto (0,0).
Sin embargo este resultado también se peude deducir directamente del teorema de la funcién implici-
ta:
Se denota al lado derecho del sistema (1.3) por F

e [ T91(u) + yga(u)
Fri=Au+ (:Eli(u) + zgz(u)) ’

El jacobiano de F' evaluado en el punto fijo (0,0) es simplemente la matriz A.

Como (0,0) es un punto fijo hiperbélico la parte real de los valores propios de A (A1, A2) es distinta
de cero por lo que el determinante de A, cumple que: det(A) = A\ A2 # 0.

Como A es el jacobiano de F evaluado en (0,0) y det(A) # 0 se puede aplicar el teorema de la
funcién implicita a F' que dice que hay una vecindad alrededor (0,0) donde F' # 0, es decir donde el
sistema (1.3) no tiene puntos fijos.

Ahora se demostrara el caso en que A es diagonal y sus valores propios son ambos mayores que
cero.

Proposicién A.2.3. Si en el sistema (1.3), A es una matriz diagonal:

A0
A= (1.25)
0 A

con A1 > Ag > 0, entonces existe un § > 0 tal que para todo ug = (xg,yo) € Bs((0,0)), uo # (0,0),
la solucion del problema de valores iniciales u(0) = ug del sistema (1.3), denotada por:

Y1(t, uo)
t, = 1.26
¥l wo) (%(tﬂto) (1.26)
eziste para todo t < 0 y cumple que:
t_l}r_noow(t,uo) = (0,0) (1.27)

Si existe t1 > 0 tal que ||(t1,uo)|| > & entonces sit > t1 se cumple ||(t, ug)|| > 0 (1.28)
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Demostracion. En la proposicién A.2.2 a partir del sistema (1.3) con A como en (1.10) se obtienen
las ecuaciones (1.13).

De forma andloga a partir del sistema (1.3) pero con A como en (1.25) se pueden obtener las
ecuaciones:

& =Mz +zg1(z,y) + yg2(z,y)
y :/\Qy + l'hl (Jf, Zl) + yh’Q(Iv y)a

En este caso A1 > Ay > 0.
Usando la regla de la cadena se obtiene:

d(dft) % :/\13: + 33‘91(.’1}, y) + ygg(CU, y)
d(d_yt)d(d—tﬂ =2y + zhi(z,y) + yha(z,y),
lo que implica que:
d(dxt) =— Mz +2(—g1(z,y)) +y(—g2(x,y))
dy (1.29)
a—n Aoy + x(—ha(z,y)) + y(=ha(z,y)),

donde 0 > —Xy > —)q.

En la proposicién A.2.2, de las ecuaciones (1.13) se llegd a que existen § > 0 tal que si r < § entonces
la desigualdad (1.21) se cumple.

De manera andloga, a partir de (1.29) se puede mostrar que existen M > m > 0y § > 0 tal que si
r = ||(z,y)]| < § entonces la siguiente desigualdad se cumple:

d(—1)

A aprtir de la desigualdad (1.21) se prob6 proposicién A.2.2.

De manera andloga, de la desigualdad (1.30) se pueden probar esta proposicién.

Los detalles de la prueba se omiten pues son idénticos a los detalles de la prueba de la proposicién
A.2.2. O

—3Mr? < < —mr? (1.30)

Ahora se estudiara el caso en que los valores propios de la matriz A tienen parte imaginaria
distinta de cero.

Proposicién A.2.4. Si en el sistema (1.3), A es una matriz en su forma candnica real:

a b
A= (1.31)
—b a

con a <0 (a>0), entonces existe un § > 0 tal que para todo ug = (xo,y0) € Bs((0,0)), ug # (0,0),
la solucion del problema de valores iniciales (PVI) uw(0) = ug del sistema (1.3), denotada por:

Wb(t,ug) = (g;giggg) (1.32)

existe para todo t >0 (t <0) y cumple que:

t_lfgloow(t,uo) =(0,0) (1.33)
Si existe t1 < 0 tal que ||Y(t1,uo)|| > 6 entonces sit <ty se cumple ||(t, ug)|| > 0 (1.34)
(,1m _¢(t,u) = (0,0)) (1.35)

(1.36)

(Si existe t1 > 0 tal que |1 (t1,uo)|| > 0 entonces sit > t1 se cumple || (¢, up)|| > )
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Demostracion. Del sistema (1.3) con A como en (1.31) se obtienen las siguientes ecuaciones:

& =ax + by + xg1(z,y) + yg2 (2, )

1.37
§=—bx+ay+zhi(z,y) + yha(z,y), (37
Sea r = ||(z,y)||- De (1.37)
dr? _d(@*(t) +y*(t))
dat dt
=2z(azx + by + xg1(2,y) + yg2(w,y)) + 2y(=bx + ay + xhi (2,y) + yha (2, y))
=2(a(@® + %) + 2?g1 (2, y) + yxga(,y) + yrhi(z,y) + y*ha(z,y)).
Y sustituyendo a coordenadas polares x = r cos(f), y = rsin(f) se obtiene:
dr? 2 2.2
e =2(a(r*) + r* cos*(0) g1 (r cos(d), r sin(h))
+ 72 sin(#) cos(8) gz (r cos(6), rsin(8))
+ 72 sin(6) cos(0)hy (r cos(0), 7 sin(6)) (1.38)

+ 72 sin%(0) hy (r cos(8), 7 sin(h)))
=2r?[a + b(r cos(6), 7 sin(0))]

donde

b(r cos(0),rsin(f)) = cos?(0)gy (r cos(8), rsin(6))
+ sin?(0)hy (7 cos(8), 7 sin(h)) (1.39)
+ sin(0) cos(0)[h1(r cos(8), rsin(f)) + ga2(r cos(), rsin(6))]

Si a < 0 existen constantes positivas m < M tales que
M <a<-m (1.40)

De la proposicén A.2.1 se sabe que g1, go, h1, ho son continuas y que g1(0,0) = g2(0,0) = h1(0,0) =
h2(0,0) = 0, esto implica que, dado € < —m/2 existen 41, d2, d3, 04 mayores que cero tales que:

N

lg1(z,y)|

N

(1.41)

A

)
lg2(, )]
(2, y)|

)

n
—-
<
/—\ —~ —~ /—\

A
,J;\mq;\mq;\mq;\m

|h2 (337 Yy ‘
Sir < §:=min{dy,da,03,04} y se sustituyen las desigualdades (1.40) en (1.39) se obtiene

|b(r cos(), 7 sin(f))| =|cos?(0) g1 (1 cos(h), r sin(8))
+ sin?(0) ho(r cos(0), 7 sin(h))
+ sin(6) cos(8) [ (r cos(8), rsin(0)) + g2 (r cos(8), rsin())]|

(1.42)
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Si ahora se sustituye (1.42) y el lado derecho de la desigualdad (1.40) en (1.38) se tiene que

dr? 9 .
i 2r<[a + b(r cos(f), r sin(h))]
< 2r?[—m + |b(r cos(6), rsin(6))|]
< 2r%[—m + ¢ (1.43)
2[_ m m
<2r[m—|—2} puese<2

= (~m)r?

y si se sustituye (1.42) y el lado izquierdo de la desigualdad (1.40) en (1.38) se tiene que

dr’

— = 2r2[a + b(r cos(8), rsin(f))]

> 22— M + b(r cos(0), rsin(0))]
> 2r2[— M — |b(r cos(6), rsin(0))|]

1.44
> 2r% [-M — €] (1.44)

M M

> 2r? {—M—z] puese<%<?

> —3Mr?
Juntando (1.43) y (1.44) se obtiene la siguiente desigualdad:
d 2

—3M7r? < T < (1.45)

dt

que es valida si r(t) < 4.

A aprtir de la desigualdad (1.21) se prob6 proposicién A.2.2.

De manera andloga, de la desigualdad (1.45) se pueden probar esta proposicién en el caso en que
a < 0.

La demostracién del caso a > 0 es andloga a la demostracién de la proposicion A.2.3. O

Finalmente se estudia el caso en que los valores propios de A son iguales y A no es diagonalizable.
Para esto se necesita un lema de algebra lineal que se demuestra a continuacién.

Lema A.2.3. Sea A <0, entonces para todos x,y existe k > 0 tal que

e + kxy + Mky? < 0 (1.46)
Demostracion. Sea
k
A3
A=
k
5 kA
observa que:
A2+ kpxy + Mey? =(2,y)A <;) (1.47)

De (1.47) se observa que (1.46) se cumple si A es una matriz negativa definida.

Para demostrar que existe k > 0 tal que (1.46) se cumple basta entonces demostrar que existe k > 0
tal que A es negativa definida.

Demostrar que una matriz es negativa definida es equivalente a ver que todos sus valores propios
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son negativos (Friedberg and Insel, 2003).

A continuacién se demuestra que existe k > 0 tal que todos los valores propios de A son negativos.
Los valores propios de A estan dados por las soluciones de su polinomio caracteristico. Las soluciones
del polinomio caracteristico de A estan dadas por:

A+ EX) £ (kX — A% 4 k2)1/2 (1.48)
Sea v el valor propio mas grande de A. De (1.48) se sigue que
v =(A+EA) + (kX = N)? + E2)1/?

Para demostrar que existe k > 0 tal que todos los valores propios de A son negativos, basta demostrar
que existe k£ > 0 tal que v < 0 pero

v <0

A EA+ (A =22+ EHY2 <0

A kX < —((BXA = N2 + E2)Y/?

A+ kN2 > (kA= N2+ K2

4N —k* >0

& k>0y4N >k

K

Entonces si k > 0y 4)\? > k todos los valores propios de A son negativos y por lo tanto A es negativa
definida y por lo tanto (1.46) se cumple. O

Proposicién A.2.5. Sien el sistema (1.3), A es una matriz en su forma candnica de Jordan:

A1
A= (1.49)
0 A

con A < 0 (A >0), entonces existe un § >0 y un k > 0 tal que para todo ug = (xo,yo) que cumple
que kz? + y2 < 8, ug # (0,0), la solucion del problema de valores iniciales u(0) = ug del sistema
(1.3), denotada por:

it = (105 20)) (1.50)

existe para todo t >0 (t <0) y cumple que:

im0t ug) = (0,0) (151)
Si existe t; < 0 tal que kx*(t1) +y*(t1) > & entonces sit < t, se cumple kx*(t) +y*(t) > &
(1.52)
(ltm_ (t,up) = (0,0)) (1.53)
t——o0
(Si existe t; > 0 tal que kx?(t1) +y*(t1) > & entonces sit > t; se cumple kx*(t) + y(t) > 6
(1.54)
Demostracion. Del sistema (1.3) con A como en (1.49) se obtienen las siguientes ecuaciones:
& =Ar+y+zg1(2,y) +yg2(2,y) (1.55)
=Xy + zhi(2,y) + yha(z,y), '
Si A < 0, por el lema anterior existe £ > 0 tal que
M? + kpvw + Mew? < 0 para todo v, w (1.56)
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Sea o = kx? + y? entonces:

do  d(kz?(t) + y*(t))

dt dt
=2kx(Ax +y + xg1 (7, y) + yg2(x,y)) + 2y(A\y + zhi(z,y) + yha(z,y))
=2[kAz” + kay + My® + k2’ g1 (2, y) + v ha(z,y) + 2y (ha (2, y) + kga(z,1))].

Sustituyendo a coordenadas polares & = rcos(d), y = rsin(f) se obtiene:

do =212 (kX cos?(0) 4 k cos(6) sin(f) + Asin? ()

dt
+ kcos?(0) g1 (r cos(8), rsin(6)) + ksin(0) cos(0)gz(r cos(d), rsin(0))
+ sin(#) cos(8)hy (r cos(8), rsin(h)) + sin? () ha(r cos(h), rsin(8)))
=2r2[a((cos(#),sin(f))) + b(r cos(f), rsin(6))]
donde:
a(cos(f),sin(0)) =k cos?(0) + k cos(6) sin(8) + Asin?(6)
b(r cos(8),7sin()) =k cos?(8) gy (r cos(6), rsin(8)) + sin?(0) ha(r cos(6), r sin(6))
+ sin(6) cos(0)[h1 (r cos(0), rsin(f)) + kga(r cos(), rsin(6))]
Si se divide y multiplica (1.57) por o = ka? + y? = r2(k cos?(#) + sin?(#)) se obtiene:

do oy a((cos(0),sin(0)))  b(rcos(), rs1n(9))
dt kcos2() +sin?(0)  kcos2(6) + sin?(6)

Sean mj < M; constantes positivas tales que
my < kcos®(f) +sin?(9) < M,

Si A < 0de (1.56) y (1.58) se sigue que existen constante positivas m < M tales que
—M < a(cos(8),sin(f)) < —m

De la definicién de o, 0 = ka? + y? se tiene que

c—-0 & rz—-0yy—0 <& r—0

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

De la proposicén A.2.1 se sabe que g1, g2, h1, ho son continuas y que ¢1(0,0) = g2(0,0) = h1(0,0) =
h2(0,0) = 0, esto junto con (1.63) implica que, dado € < —m//2 existen 41, da, d3, 64 mayores que cero

tales que:
l91(2, )l < o7

l92(z, y)| < oL

ha(z, y)| <
|ha(z, y)| <
Si o < §:=min{d1,02,03,d4} y se sustituyen las desigualdades (1.64) en (1.59) se obtiene

|b(r cos(), rsin(0))| =|k cos?(0)g1 (r cos(0), rsin(h)) + sin?()hy(r cos(d), r sin(6))
+ sin(6) cos(8)[h1(r cos(8), rsin(8)) + kga(r cos(8), r sin(6))]]

cos2(9) + sin?(0 )4 + sin(6) cos(6) [f + f}
+

4 4

€
=1 4+4+1

(1.64)

(1.65)
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Si ahora se usa la desigualdad (1.61) y se sustituye (1.65) y el lado derecho de la desigualdad (1.62)
en (1.60) se tiene que

do . {a((cos( )sin(6))  [b (rcos(@),rsin(@))q

dt kcos2(6) +sin?(8)  kcos2(f) + sin?(0)
<% a((cos(0),sin(0))) n b(rcos(@),rsin(@))]
L ma mi
caoom ] 160
L m 771;011
< 20 ;Zl—l—nil] puese<%
= (=m/m1)o

y si e usa la desigualdad (1.61) y se sustituye (1.65) y el lado izquierdo de la desigualdad (1.62) en
(1.60) se tiene que

do - a((cos(0),sin(0)))  b(rcos(d), rsin(9))
dt =2 [k:cosQ( 0) + sin?(0) * k cos?(60 )+Sin2(0)]

S % a((cos(0),sin(d))) n b(r cos(),rsin(h))
L M1 Ml
S 95 -M |b(rcos(t9),7‘sm(9))|}
L M1 m (1.67)
[—M € ]
>20 | — — —
mi my
M "24] m M
>20 | — — = pues € < — < —
my my 2 2
= (—?)M/Ml)U
Juntando (1.66) y (1.67) se obtiene la siguiente desigualdad:
(—3M/M))o < % < (=m/m1)o (1.68)

A aprtir de la desigualdad (1.21) se probd proposicién A.2.2.

De manera andloga, de la desigualdad (1.68) se pueden probar esta proposicién en el caso en que
A <0.

La demostracion del caso A > 0 es anédloga a la demostracién de la proposicién A.2.3. O

Nota: En la demostracion de la proposicién A.2.5 se hacen algunas manipulaciones algebraicas
distintas a las que aparecen en las proposiciones A.2.4, A.2.3, A.2.2. Sin embargo la idea geométrica
de las demostraciones es la misma.

Para fijar ideas concentremos en el caso que la matriz A en (1.3) tiene valores propios con parte real
negativa. La idea geométrica de las demostraciones es:

Tomar una curva simple cerrada C que encierra al punto fijo (0, 0).

Observar que si dist(C, (0,0)) es lo suficientemente pequefia y ug # (0,0) esta en el drea encerrada
por la curva C entonces la solucién ¥ (t, ug) del PVI «(0) = ug del sistema (1.3) cumple que:

df[9 (¢, uo)l

at <0

para todo t > 0. Lo que quiere decir que para ¢t > 0 la solucién siempre se acerca al punto fijo.
La tnica diferencia entre las demostraciones de las proposiciones A.2.4, A.2.3, A.2.2 y la proposicion

68



APENDICE T

A.2.5 es que en las proposiciones A.2.4, A.2.3, A.2.2 la curva C es un circulo y en la proposicién
A.2.5 es una elipse.

Finalmente, usando lo aprendido del sistema (1.3) en las proposiciones A.2.2-A.2.5, se mostrara
como es el comportamiento del sistema original 1.1 cerca de un punto fijo hiperbdlico.

Proposicién A.2.6. Sea (0,0) € R? es un punto fijo hiperbdlico del sistema (1.1)
i =f(u)

con f € CLR%,R?), u=(z,y).

Si la parte real de los valores propios de la matriz jacobiana de f es negativa (positiva), entonces
existe un conjunto 0 € R? con (0,0) € Q, Q abierto y acotado, tal que para todo ug = (xo,yo) € 2,
ug # (0,0), la solucion del problema de valores iniciales (PVI) u(0) = ug del sistema (1.1), denotada
por:

Y1 (t, uo)
t,ug) = 1.69
Wl o) <¢2(t7uo) (1.69)
existe para todo t >0 (t <0) y cumple que:

im_(tu0) = (0.0) (1.70)

Si existe t1 < 0 tal que ¥(t1,up) &  entonces si t <ty se cumple Y(t1,ug) € (1.71)
(,lim_1é(t, up) = (0,0)) (1.72)

(Si existe t1 > 0 tal que P(t1,uo) & Q entonces sit > t1 se cumple P(t1,up) & Q) (1.73)

Demostracion. Se prueba el caso en que la parte real de los valores propios de la matriz jacobiana
de f es negativa. El caso en que la parte real de los valores propios de la matriz jacobiana de f es
positiva es andlogo.

La expansién de Taylor alrededor del (0,0) de f dice que:

u=Df((0,0))u + o(u)

La proposicién A.2.1 dice que existe una matriz de cambio de coordenadas @, tal que si se aplica el
cambio de coordenadas % = Q" 'u, @ = (Z,§) al sistema (1.1) se obtiene que

= f(u) (1.74a)
& Qu= f(Qu) (1.74b)
& a=Q ' f(Qu) (1.74c)
& u=Q 'Df((0,0)Qi+Q 'p(Qu) (1.74d)
& 0= A+ p(1), (1.74e)

donde @(@) = (p1 (1), P2(1)) se define como H(1) := Q 1¢(Qu) y donde A es una matriz diagonal
en su forma candnica real o en su forma candnica de Jordan.

Sea 1)(t, 7g) la solucién al PVI #(0) = @ del sistema (1.74e).

Las proposiciones A.2.2, A.2.4, A.2.5 dicen que existe un conjunto Q (una bola abierta en el caso
en que A es diagonal o esta en su forma candnica real y el interior de una elipse en el caso en que
A esta en su forma canénia de Jordan) con (0,0) € Q, tal que si @ € €, @ # (0,0), (¢, 7o) existe
para todo ¢ > 0 y cumple que:

Jim_(t, 7o) = (0,0) (1.75)
Si existe t; < 0 tal que ¥(t,7) &  entonces si t < t; se cumple $(t,vg) & (1.76)
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Sea Q := Q(Q).

Como @ es una matriz de cambio de coordenadas, la transformacién @ es continua y biyectiva con
inversa continua.

Como (0,0) € Q, Q es abierto y acotado y @ es continua y biyectiva con inversa continua entonces
(0,0) € Q y Q es abierto y acotado.

Sea ug # (0,0), ug € Q y sea ¥(t,up) la solucién del PVI ug = u(0) del sistema (1.1).

Se demostrara la existencia de (¢, up) para todo t > 0 y las afirmaciones (1.70) y (1.71).

Sea g = Q tug.

Como ug € Q' y = Q(Q) entonces iy € €.

Como iy € Q las proposiciénes A.2.2, A.2.4, A.2.5 dicen que la solucién 1(t, o) al PVI @(0) = g
del sistema (1.74e) existe para todo t > 0 y cumple (1.75) y (1.76).

Sea

Wb (t, u0) = Q(t, Go)) (1.77)

Primero se prueba que ¢(t, up) definida como en (1.77) es efectivamente la solucién del PVI ug = (0)
del sistema (1.1), y esta definida para todo ¢ > 0.

= Primero se observa que 1(t, uo) esta definida para todo ¢ > 0: R
Como (0, p) esta definida para todo t > 0 entonces 9 (t, ug) = Q(¢(t, ug)) esta definida para
todo t > 0.

= Ahora se observa que (0, ug) = uo:
Como (0, ) = iy ya que (0, o) es solucién al PVI @(0) = i del sistema (1.74e), se tiene
que

¥(0,up) = Qw?(o 0))
Q(iio)

:uo

Qr

= Finalmente se observa que (¢, uo) es solucién del sistema (1.

1):
Como es 1)(t, ) solucién del ssitema 1.74c se tiene que 1;( o)) = Q1 f(Qu(t, p)) por lo
que

Por lo que 9(t, ug) es efectivamente solucién al PVI ug = u(0) del sistema (1.1), y esta definida para
todo t > 0.

Ahora se prueba que lim;_, 1o ¥(t, up) = (0,0).

Como limy_, 4 o0 ¥(t, iig) = (0,0) se tiene que:

Am 9(tug) = lm Q((0,0)) = (0,0)

Finalmente se demuestra que
Si existe t1 < 0 tal que ¥(t1,up) € € entonces si t < t1 se cumple ¥ (t1,ug) &€

Supéngase que existe t1 tal que 9 (t1,uo) € Q.
Como ¥(t1,up) = Q(¥(t1, o)) se tiene que Q(Y(t1,0)) & Q.
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Q((t1,u0)) & 2 = ¥(t1,10)) € Q2 ) )
Como 1(t, tg) satisface (1.76), entonces si t < t; se cumple ¥(t,ug) €
Y(t,ug) & Q= Q(t, 1)) € Q.

Por lo tanto si t < t1, Q(¥(t,10)) & 2.

Como (t1,ug) = Q(¥(t1,Uo)) se tiene que si t < t1 entonces (¢, ug) & .
Por lo tanto 9 (¢, up) cumple (1.71).

Con esto se concluye la prueba de la proposicién. O

Nota: En la proposicién A.2.6 se establece si las soluciones del sistema (1.1) se acercan o se
alejan del punto fijo hiperbdlico. Sin embargo hay resultados mas generales que no solo hablan de
si las soluciones se acercan o se alejan del punto fijo sino que dicen como se acercan o se alejan del
punto fijo (Andronov et al., 1973).

En general lo que sucede (como se vio en la proposiciones A.2.1-A.2.6) es que suficientemente cerca
de un punto fijo hiperbdlico, la aportacién del termino no lineal en el sistema (1.1) (la funcién ¢ en
(1.4)) es despreciable, por lo que se puede obtener informacién de como es el comportamiento de las
soluciones del sistema con tan solo estudiar la parte lineal del sistema.

De hecho se puede mostrar que las soluciones del sistema (1.1) cerca de un punto fijo hiperbélico
se comportan de la misma manera que se comportan las soluciones de la parte lineal del sistema en
dicho punto fijo.

A la técnica usada para estudiar un sistema auténomo, no lineal cerca de un punto fijo hiperbdlico
a partir del estudio de su parte lineal se llama lineraizacién.
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Apéndice 11

A continuacién se presenta el cédigo usado para generar las graficas y hacer los experimentos
numéricos presentados en la tesis. El codigo usado es python, con las librerias scipy, numpy, sympy
y matplotlib. El cédigo es en general original a excepcion de un par de subrutinas:

= odeint de la librerfa scipy.integrate para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (The Scipy
community, 2008a)

= brentq y fsolve de la libreria scipy.optimize que permite encontrar ceros de funciones continuas
(The Scipy community, 2008b) y (The Scipy community, 2008c).

Primero se presenta el cédigo de las clases donde se guardan los pardmetros del sistema (2.1):
cuadro 1.1. Estas clases se usan lo programas de los capitulos 2 y 3.
Las clases usadas para las graficas del capitulo 4 son distintas pues el parametro I es ahora una
funcién del tiempo. Las clases para los programas del capitulo 4 que se presentan junto con el cédigo
mostrado en A.3.

from __future__ import division

from sympy import =

import scipy as sci

sci.test( ) #force inclued all de sci functions
from numpy import arange

from sympy import latex

import numpy as np

import pylab as gr

class membrane () :
def __init__(self):

73




APENDICE II

self . tmin=0.0; self.tmax=100.0; self.tstep=le—3
self .CI=[—60.0,.3893] #condiciones iniciales
self .updateParameters ()

#Paramentros de Reinzel (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self . Vmh=-33.0; self.am=0.055;
self . Vwh=—-55.0; self.aw=0.045;
self .s=1.3; self.lamb=0.2;
self .mp=3; self.wp=4; #exponentes

#Parametros de HH (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self .cm=1.0; #microF /cm#x*2
self .Vna=>55.0; self.Vk=-—72.0; self.V1=-—49.4; #mV
self .gna=120.0; self.gk=36.0; self.gl = 0.3; #mmho/cm#**2 (mho=1/ohm)

#Estimulo (1)
self .I=0.0 #microA
return

def updateParameters(self):
self .sampTimes=sci.arange (self.tmin,6 self.tmax,self.tstep); #Arreglo de tiempo <
para la solucion numerica
return

def infi(self,v,v0,a):
return 1.0/(1.0+ sci.exp((v—v0)*(—2.0%a)))

def tau(self ,v,lamb,Vwh,aw):
return 1.0/(lamb*sci.exp((v—Vwh)*aw)+lamb*sci.exp((v—Vwh)*(—aw)))

def HH2D(self ,Z,t):
v, W=z
tauV = self.tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh, aw=self.aw)
Winf = self.infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = self.infi(v=V,vO0=self.Vmh, a=self.am)
dv =(self.I—self.gna*(1.0—W)x*(minf**self.mp)*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s)xx+
self .wp)*(V—self.Vk)—self.gl*(V—self.V1l))/self.cm
dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw

AR AR c lase simbolica

class symmembrane () :

sci.exp=exp
def __init__(self ,nrntype):
#Variables
self .V = symbols( )
self .W = symbols( )
#Paramentros de Reinzel (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)

self .Vmh = Symbol ( ); self.am= Symbol ( ) ;
self .Vwh= Symbol ( ); self.aw= Symbol( E
self.s= Symbol ( ); self.lamb = Symbol( B

self .mp= Symbol ( ); self.wp= Symbol( ); #exponentes

#Parametros de HH (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)

self.cm = Symbol( ); #microF /cm*%2
self .Vna= Symbol ( ); self.Vk= Symbol( ); self.Vl= Symbol ( ); #mV
self .gna= Symbol ( ); self.gk= Symbol( ); self.gl = Symbol( ); #mmho/cm*x2 <

(mho=1/0ohm)

#Estimulo (1)
self .I= Symbol( ) #microA

#funciones simbolicas

self .minf = Function( )
self .Winf = Function( )
self .taul = Function|( )
self . Ew=Function ( )

self .Em=Function ( )

#diccionarios
self . func={self.infi(self.V,self.Vmh,self.am):self.minf(self.V),self.infi(self.V,«
self .Vwh,self.aw):self.Winf (self.V),1/self.tau(self.V,self.lamb,self.Vwh,6self.aws>
):1/self.taul(self.V),—1/self.tau(self.V,self.lamb,self.Vwh,self.aw):—1/self .«
taul(self.V) ,exp(—2.0xself.awx(self.V — self.Vwh)):self.Ew(self.V),exp(—2.0xself«+
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.am*(self.V — self.Vmh)):self.Em(self.V)}

self . funcl={self.infi(self.V,self.Vmh,self.am):self.minf (self.V),self.infi(self.V, <«
self .Vwh,self.aw):self.Winf (self.V),exp(—2.0xself.awx*(self.V — self.Vwh)):self .«
Ew(self.V),exp(—2.0%self.am*(self.V — self.Vmh)):self.Em(self.V)}
self.funcinv={self .minf (self.V):self.infi(self.V,self.Vmh,self.am),self.Winf (self.V)«+
:self.infi(self.V,self.Vwh,self.aw)}
self .valores={self.Vmh:nrntype.Vmh,self.am:nrntype.am,self.Vwh:nrntype.Vwh,self.aw:<>
nrntype.aw,self.s:nrntype.s,self.lamb:nrntype.lamb,self . mp:nrntype.mp,self.wp:<>
nrntype.wp,self.cm:nrntype.cm,self.Vna:nrntype.Vna,self.Vk:nrntype.Vk,self.V1l:<>
nrntype .Vl ,self.gna:nrntype.gna,self.gk:nrntype.gk,self.gl:nrntype.gl,self.I:<
nrntype.I}
return
def infi(self,v,v0,a):
return 1.0/(1.04+ sci.exp((v—v0)x*(—2.0%xa)))
def tau(self ,v,lamb,Vwh,aw):
return 1.0/(lamb*sci.exp((v—Vwh)s*aw)+lambksci.exp((v—Vwh)*(—aw)))
def HH2D (self ,Z,t):
v, W=z
tauV = self.tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh,h aw=self.aw)
Winf = self.infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = self.infi(v=V,vO0=self.Vmh,a=self.am)
dv =(self.I—self.gna*(1.0—W)x*(minf**self.mp)x*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s)**<>
self .wp)*(V—self.Vk)—self.gl*x(V—self.V1l))/self.cm
dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw
def WO(self ,V):
WO0=self .infi (v=V,v0=self.Vwh,h a=self.aw)
return WO
from __future__ import division
from sympy import =*
import scipy as sci
sci.test ( ) #force inclued all de sci functions
from numpy import arange
from sympy import latex
import numpy as np
import pylab as gr
import matplotlib.cm as cm

import matplotlib as mpl
import scipy.optimize as op

#HHReinzel model

class membrane () :
def __init__(self):
self .tmin=0.0; self.tmax=100.0; self.tstep=le—3
self .CI=[—-60.0,.3893] #condiciones iniciales
self .updateParameters ()

#Paramentros de Reinzel (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self .Vmh=-33.0; self.am=0.055;
self . Vwh=—-55.0; self.aw=0.045;
self .s=1.3; self.lamb=0.2;
self .mp=3; self.wp=4; #exponentes

#Parametros de HH (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self.cm=1.0; #microF /cmxx2
self .Vna=>55.0; self.Vk=—-72.0; self.V1l=-49.4; #mV
self.gna=120.0; self.gk=36.0; self.gl = 0.3; #mmho/cm=**2 (mho=1/ohm)

#Estimulo (1)
self .I=0.0 #microA

return

def updateParameters(self):
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self .sampTimes=sci.arange(self.tmin,6 self.tmax,self.tstep); #Arreglo de tiempo <
para la solucion numerica
return
def infi(self,v,v0,a):
return 1.0/(1.0+4sci.exp((v—v0)=*(—2.0%a)))
def tau(self ,v,lamb,Vwh,aw):
return 1.0/(lamb*sci.exp((v—Vwh)*aw)+lamb*sci.exp((v—Vwh)*(—aw)))
def HH2D (self ,Z,t):
v, W=z
tauV self .tau(v=V, lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh,6 aw=self.aw)

Winf = self.infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)

minf = self.infi(v=V,vO0=self.Vmh,a=self.am)

dv =(self.I—self.gna*(1.0—W)x*(minf**self .mp)*(V—self.Vna)—self.gk*((W/self.s)xx¢
self .wp)*(V—self.Vk)—self.gl*(V—self.V1l))/self.cm

dw =(Winf—W)/tauV

return dv, dw

def f0(self ,V,t):
Winf = self.infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = self.infi(v=V,v0=self.Vmh,a=self.am)
f0=+self.gna*(1.0—Winf)*(minfx+self.mp)*(V—self.Vna)+self.gkx*((Winf/self.s)**<+>
self .wp)*(V—self.Vk)+self.glk(V—self.V1l)
return £0

B.1. Cébdigo usado para el capitulo 2

El cédigo para demostrar que la ecuacion (3.6) que es % es positiva en el intervalo [VyV;]

from membrane import x

nrnl=membrane ()
nrn=symmembrane (nrnl)

#f_{0}

Pfijos=nrn.HH2D ([nrn.V,nrn.WO0(nrn.V)],0.0) [0]
f_0=Pfijos.subs({nrn.I:0.0,nrn.cm:1.0})
df _0dV=diff (£_0,nrn.V)

#Encontrar los valores minimo de df_{0} en cada intervalo [Vi,Vi+41]

df _0dVred=df_0dV.subs (nrn.func) #df_.0dV reducido al maximo (con las substituciones de <«
Winf, Ew, etc)

df_OdVrednum:df_OdVred.subs(nrn‘valores) #redicido pero las constantes son valores <
numericos

x=Symbol ( )

y=Symbol ( )

#Se aplican los lemas 3.0.1 y 3.0.2

gred1=0.3 + 120.0*nrn.minf (x)*%3%(1.0 — nrn.Winf(y)) + 4.53765624452925%nrn.Winf (y)«
#*%5%(72.0 + x)*nrn.Ew(x) + 10.8xnrn.Winf (x)#**2%nrn.minf (x)**3%(55.0 — y)*nrn.Ew(y) ++
39.6xnrn.minf (y)**4%(1.0 — nrn.Winf (x))*(—55.0 + x)*nrn.Em(x) + 12.6046006792479x%<«—
nrn.Winf (x) **4

gred2=0.3 + 120.0*nrn.minf (x)**3%(1.0 — nrn.Winf(y)) + 4.53765624452925%nrn.Winf (x)«
*%5%(72.0 + x)*nrn.Ew(y) + 10.8xnrn.Winf (x)#**2%nrn.minf (x)**3%(55.0 — y)*nrn.Ew(y) ++
39.6xnrn.minf (y)**4%(1.0 — nrn.Winf (x))*(—55.0 + x)*nrn.Em(x) + 12.6046006792479x%<«—
nrn.Winf (x) **4

xyfuncinv={nrn.minf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vmh,nrnl.am) ,nrn.Winf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vwh,nrnl«
.aw),nrn.minf (y):nrn.infi(y,nrnl.Vmh ,nrnl.am) ,nrn.Winf(y):nrn.infi(y,nrnl.Vwh,nrnl. <>
aw) ,nrn.Ew(x):exp(—2.0%nrnl.awx(x — nrnl.Vwh)) ,nrn.Em(x):exp(—2.0%nrnl.am*(x — nrnl.<
Vmh)) ,nrn . Ew(y):exp(—2.0%nrnl.aw*(y — nrnl.Vwh)) ,nrn.Em(y):exp(—2.0%nrnl.amx*x(y — <«
nrnl.Vmh))}

gl=gredl.subs (xyfuncinv)
g2=gred2.subs (xyfuncinv)
gnumi=lambdify ((x,y),gl)
gnum2=lambdify ((x,y) ,g2)

Vi=sci.arange(—100,—71.9999,.001)
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V2=sci.arange(—72,—9.9999,.001)
Vmini=sci.empty (len (V1)—1)
Vmin2=sci.empty(len (V2)—1)

for i in range(0,len(Vminl)):

Vmini [i]=gnuml (V1[i],V1i[i+1]) #Vmin[i]<df_0/dV para todo V en [V[i],V[i+1]]
for i in range(0,len(Vmin2)):

Vmin2 [i]=gnum2 (V2 [i],V2[i+1]) #Vmin[i]<df_-0/dV para todo V en [V[i],V[i
mi=min (Vmin1) #si min(Vmin)>0 entonces df_0/dV>0 para todo v en [—100,—9]
m2=min (Vmin2)
m=min ([ml,m2])

El siguiente c6digo es el usado para calcular simbélicamente el jacobiano de (3.1) y para obtener
el signo de la traza de este jacobiano I'(V, W, (V) con V € [Vp, V1]
from membrane import x*
nrni=membrane ()
nrn=symmembrane (nrnl)

#iHHH I ACBIANOIEEAHHHHAHE
K=nrn.HH2D ([nrn.V,nrn.W],0.0)

X = Matrix ([K[0], K[1]])

Y = Matrix ([nrn.V, nrn.W])
K1=X.jacobian (Y)

#tau es la traza del jacobiano

K2=K1.subs (nrn.funcl)

K2=K2.subs (nrn.W,nrn.Winf (nrn.V))
taufase2=K2[0,0]+K2[1,1]
taufasenum=taufase2.subs (nrn.valores)

x=Symbol ( )
y=Symbol ( )

#Encontrar los valores minimo y maximos de tau en cada intervalo [Vi,Vi+1]
#—0.3 — 120.0xminf (V) *x3%(1.0 — Winf(V)) + 39.6xminf (V) *x4%(1.0 — Winf(V))*(55.0 — V)*Em+
(V) — 12.6046006792479% Winf (V) *%x4 — 0.2%xEw(V)*%0.5 — 0.2+%Ew(V)**x—0.5

LU g )
THHAT AT i 11111 1

L
7

#minimo x<y

gtaured = —0.3 + (—120.0%nrn.minf (y)**3)*(1.0 — nrn.Winf(x)) + 39.6xnrn.minf (x)**4%(1.0 <
— nrn.Winf (y))*(55.0 — y)*nrn.Em(y) + (—12.6046006792479nrn.Winf (y)**x4) \

+ (—0.2%nrn.Ew(x)*%0.5) + (—0.2%nrn.Ew(y)=*%*—0.5)

#Si [x,y]entonces g(x,y) es menor que g(v,v) para todo v en [x,y]
#si [y,x] entonces g(x,y) es magor que g(v,v) para tod v en [y,x]

#Diccionario que sistiyuye al as funciones Winf, minf Ew, y Em por su forma funcional

xyfuncinv={nrn.minf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vmh,nrnl.am) ,nrn.Winf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vwh,nrnl<>
.aw),nrn.minf (y):nrn.infi(y,nrnl.Vmh,nrnl.am) ,nrn.Winf(y):nrn.infi(y,nrnl.Vwh,nrnl .«
aw) ,nrn.Ew(x):exp(—2.0%nrnl.awx(x — nrnl.Vwh)),nrn.Em(x):exp(—2.0%nrnl.am*(x — nrnl.<+>
Vmh)) ,nrn . Ew(y):exp(—2.0%nrnl.aw*(y — nrnl.Vwh)) ,nrn.Em(y):exp(—2.0xnrnl.amx*x(y — <«
nrnl.Vmh))}

gtau=gtaured.subs (xyfuncinv)

#H#calculo de los minimos y maximops de tau en cad aintervalo [Vi, Vi+41]
gtaunum=lambdify ((x,y),gtau)
V=sci.arange(—100,—9.9999,.001)

taumin=sci.empty (len (V)—1
taumax=sci.empty (len(V)—1

~——

for i in range(0,len (taumin)):
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53 taumin [i]=gtaunum (V[i],V[i+1]) #Vmin[i]<tau(V) para todo V en [V[i],V[i+1]]

54

55| for i in range(0,len (taumax)):

56 taumax [i]=gtaunum (V[i+1],V[i]) #Vmax[i]>tau (V) para todo V en [V[i],V[i-+1]]

57

58| ####Calculo en que puntos taumax Y taumin cambian de signos, recuerde que taumin[i] es <«
el minimo de tau en el intervalo [V[i],V[i+41]]

59

60| tauminsgn =[]

61| taumaxsgn =[]

62

63| for i in range(0,len (taumin)—1):

64 if np.sign(taumin[i]) != np.sign(taumin[i+1]):

65 tauminsgn.append (i)

66 if np.sign(taumax[i]) != np.sign(taumax[i+1]):

67 taumaxsgn.append (i)

68

69

70| #taumaxsgn[i] es tal que taumax|[taumaxsgn[i]]<0 y taumax[taumaxsgn[i]+1]>0

71| #tauminsgn[i] es tal que taumin|[tauminsgn[i]]<0 y taumin[tauminsgn[i]+1]>0

72

73|#si taumaxl es negativo como tau(V)<taumaxl para todo V en [V[0],V[taumazsgn[0]+1]] «
entonces tau es negativo en ese intervalo.

74| taumaxl=max(taumax [0: taumaxsgn [0]+1]) # el arreglo taumax[0:taumaxsgn[0]+1] va de taumax<>
[0] a taumax[taumaxsgn[0]]

75| taumax2=max( taumax [ taumaxsgn[l]+1:len (taumax) —1])#si taumax2 es negativo entonce tau (V)<
taumax2 es negativo para V en [V[taumaxsgn[1l]+1],V[1]]

76

77|#si tauminl es positivo como tau(V)>tauminl para todo V en [V[tauminsgn[0]+1],V[+
tauminsgn [1]] entonces tau es positivo en ese intervalo.

78| taumini=min (taumin [tauminsgn [0]+1:tauminsgn[1]+1])

79

80|#el arreglo va hasta tauminsgn[l] pero para esto la sinatxis es taumin[tauminsgn[0]+1:<
tauminsgn[1]+1], sin embargo el intervalo donde tau e spositiva es [V[tauminsgn<>
[0]4+1],V[tauminsgn [1]+1] pues taumin(tauminsgn[1]) es el minimo en el intervalo [V[<+>
tauminsgn [1]] ,V[tauminsgn [1]+1]]

81

82| #entonces tau es negativa en [V[0],V[taumazsgn[0]+1]]=[V[0],V[47589]]=[—100,—52.411]

83| # tau es positiva en [V[tauminsgn[0]+1],V[tauminsgn[1]+1]=[V[47594],V+
[78757]]=[-52.407, —21.243]

84| # tau es negativa en [V[taumaxsgn[1]+1],V[90000]] = [V[78760],V«+
[90000]]=[—21.240, —10]

El siguiente cédigo es el usado para calcular el signo del determinante y del discriminante del
polinomio caracteriztico del jacobiano de (3.2) con V € [V, V4].

1| from membrane import =

2

3| nrni=membrane ()

4| nrn=symmembrane (nrnl)

5

6| x=Symbol( 'x")

7| y=Symbol ('yv ")

8

O | FHHHEHHH AR AGHHE AR

10| #minimo x<y

11| gtaured = —0.3 + (—120.0*nrn.minf (y)#*%*3)*(1.0 — nrn.Winf(x)) + 39.6%nrn.minf (x)**4%(1.0 <«
— nrn.Winf (y))=*(55.0 — y)*nrn.Em(y) + (—12.6046006792479*nrn.Winf (y)**x4) \

12|+ (—0.2%xnrn.Ew(x)*%0.5) + (—0.2%nrn.Ew(y)*x—0.5)

13

14| #Si [x,y]entonces g(x,y) es menor que g(v,v) para todo v en [x,y]

15|#si [y,x] entonces g(x,y) es magor que g(v,v) para tod v en [y,x]

16

17

18| #HHHEHHHHEHOEL L SRR )

19

20| #gdell V em v0,—72 entopnce 72+v es negativo

21

22| gdelredl= \

23| (0.2%nrn .Ew(x)*%x0.5 + 0.2%nrn.Ew(y)**—0.5)%39.6+%nrn.minf (y)**4%(1.0 — nrn.Winf (x))+
#(—55.0 + x)*nrn.Em(x) \

24|+ (0.2%nrn.Ew(y)**0.5 + 0.2%*nrn.Ew(x)*%*—0.5)%(0.3 + 120.0%nrn.minf (x)*%*3%(1.0 — nrn.Winf<«

(y)) + 12.6046006792479%nrn.Winf (x)*x*4) \
+ (0.2%nrn.Ew(y)*%0.5 + 0.2%nrn.Ew(x)*x%x—0.5)%(0.09%nrn.Winf (x)*%2)%(120.0%nrn.minf (x)<
*%x3%(55.0 — y))*nrn.Ew(y) \
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+ (0.2%nrn.Ew(x)*%0.5 + 0.2+*nrn.Ew(y)**x—0.5)%(0.09%nrn.Winf (y)*%2)x50.4184027169917*nrn .«
Winf (y)*%3%(72.0 4+ x)*nrn.Ew(x)

#gdel2 V em —72,V]1 entopnce 724V es positivo

gdelred2= \

(0.2%xnrn.Ew(x)*%0.5 + 0.2xnrn.Ew(y)**x—0.5)%39.6*xnrn.minf (y)**4%(1.0 — nrn.Winf (x))<
#(—55.0 + x)*nrn.Em(x) \

4+ (0.2%nrn.Ew(y)*%0.5 + 0.2%nrn.Ew(x)**%x—0.5)%(0.3 + 120.0%nrn.minf (x)**3%(1.0 — nrn.Winf<«
(y)) + 12.6046006792479%nrn.Winf (x)*x*4) \

+ (0.2%nrn.Ew(y)*%0.5 + 0.2%nrn.Ew(x)*%x—0.5)*(0.09%nrn.Winf (x)*%2)%(120.0*%nrn.minf (x)<
#x3%(55.0 — y))*nrn.Ew(y) \

+ (0.2%nrn.Ew(y)*%0.5 + 0.2%nrn.Ew(x)*%x—0.5)*(0.09*nrn.Winf (x)*%2)=x50.4184027169917*nrn .+
Winf (x) **%3%(72.0 + x)*nrn.Ew(y)

ITRIRTRIRIRTRIT LU ) NIRRT IR
7 T i1t 1t THA AT 1A 11 1 11 111 1111 1171

#DIccionario que sistiyuye A LAS FUNCIONES Winf, minf Ew, y Em por su forma funcional

xyfuncinv={nrn.minf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vmh,nrnl.am) ,nrn.Winf (x):nrn.infi(x,nrnl.Vwh,nrnl<«
.aw),nrn.minf (y):nrn.infi(y,nrnl.Vmh,nrnl.am) ,nrn.Winf(y):nrn.infi(y,nrnl.Vwh,nrnl. .«
aw) ,nrn.Ew(x):exp(—2.0%nrnl.aw*(x — nrnl.Vwh)),nrn.Em(x):exp(—2.0%nrnl.am*(x — nrnl.<>
Vmh)) ,nrn.Ew(y):exp(—2.0%nrnl.aw*(y — nrnl.Vwh)) ,nrn.Em(y):exp(—2.0%nrnl.amx*x(y — <«
nrnl.Vmh))}

#HA.0 tengo que cambiar a la calse symmebrane#

NI LUy ) ) T
T i 1 1111 T i 111717

gtau=gtaured.subs (xyfuncinv)
gtaunum=lambdify ((x,y),gtau)

gdell=gdelredl.subs (xyfuncinv)
gdel2=gdelred2.subs (xyfuncinv)
gdelnumi=lambdify ((x,y) ,gdell)
gdelnum2=lambdify ((x,y) ,gdel2)

TTRIRINTNI

TRTRIRTR IR IRTNTRIT)
1

L) i
THHT 11117 T 177

#HH#calculo de los minimos y maximops de tau en cad aintervalo [Vi,Vi+41]
V=sci.arange(—100,—9.9999,.001)

taumin=sci.empty(len(V)—1)
taumax=sci.empty(len(V)—1)

for i in range(0,len (taumin)):
taumin [i]=gtaunum (V[i] ,V[i+1]) #Vmin[i]<tau(V) para todo V en [V[i],V[i-+1]]

for i in range(0,len (taumax)):
taumax [i]=gtaunum (V[i+1],V[i]) #Vmax[i]>tau(V) para todo V en [V[i],V[i+1]]

tauminsgn =[]
taumaxsgn =[]

for i in range(0,len(taumin)—1):
if np.sign(taumin[i]) != np.sign(taumin[i+1]):
tauminsgn.append (i)
if np.sign(taumax[i]) != np.sign(taumax[i+1]):
taumaxsgn.append (i)

##H#calculo de los minimos y maximops de delta en cad aintervalo [Vi, Vi+41]

delmin=sci.empty(len(V)—1)

for i in range(0,len(delmin)):
if V[i4+1] <= —72.0:
delmin [i]=gdelnuml (V[i],V[i+1]) #delmin[i]<delta (V) para todo V en [V[i],V[i+1]]
elif V[i+1] > —72.0:
delmin [i]=gdelnum2 (V[i],V[i+1]) #delmin[i]<delta (V) para todo V en [V[i],V[i+1]]

delmax=sci.empty(len(V)—1)

for i in range(0,len(delmax)):
if V[i4+1] <= —72.0:
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delmax [i]=gdelnuml (V[i+4+1],V[i]) #delmax[i]>delta (V) para todo V en [V[i],V[i+1]]
elif V[i+1] > —72.0:
delmax [i]=gdelnum2 (V[i+1],V[i]) #delmax[i]>delta (V) para todo V en [V[i],V[i+1]]
HHHHHH#H#ODtener max y min de tauxx2
taucuadmax=sci.empty (len (V)—1)

taucuadmin=sci.empty (len (V)—1)

for i in range(0,len (taucuadmax)):

if i >= 0 and i <= taumaxsgn [0]: #cuando tau es negativo tau**2<(min tau)*%*2 en [V[i+

1, V[i+1]]
taucuadmax [i]=(taumin [i]) *x%2

elif i > taumaxsgn[0] and i <= tauminsgn[0]: #cuando no se sabe si tau es positivo o<«

negativo tau*xx2>0
taucuadmax [i]=0.0

elif i > tauminsgn[0] and i <= tauminsgn[1l]: #caundo tau es positiva taux*2<(max tau<

)*%2 en [V[i],V[i+1]]
taucuadmax [i]=(taumax [1i]) *x*2

elif i > tauminsgn[l] and i <= taumaxsgn[l]: #cuando no se sabe si tau es positivo «

o negativo tauxx2>0
taucuadmax [1i]=0.0

elif i > taumaxsgn[l] and i <= len(taucuadmin)—1:#cuando tau es negativo taux*2<(min<«

tau)**2 en [V[i],V[i+1]]

taucuadmax [i]=(taumin [i]) *x%2
for i in range(0,len (taucuadmin)):
if i >= 0 and i <= taumaxsgn [0]: #cuando tau es negativo taux*2>(max tau)=**2 en [V[i«>
], V[i+1]]

taucuadmin [i]=(taumax [i]) *x%2

elif i > taumaxsgn[0] and i <= tauminsgn[0]: #cuando no se sabe si tau es positivo o+

negativo tauxx2>0
taucuadmin [i]=0.0

elif i > tauminsgn[0] and i <= tauminsgn[1l]: #caundo tau es positiva taux*2>(min tau<+>

)**2 en [V[i],V[i+1]]

taucuadmin [i]=(taumin [i]) *x%2

elif i > tauminsgn[l] and i <= taumaxsgn[l]: #cuando no se sabe si tau es positivo <«

o negativo tauxx2>0
taucuadmin [i]=0.0

elif i > taumaxsgn[l] and i <= len (taucuadmin)—1l:#cuando tau es negativo taux*2>(max<>

tau)**2 en [V[i],V[i+1]]
taucuadmin [i]=(taumax [1]) x*2

A Hobtener min y max de tauxx2—4xdel

tau2menddelmin=sci.empty (len (V)—1)
tau2menddelmax=sci.empty (len (V)—1)

for i in range(0,len (tau2mend4delmin)):
tau2mend4delmin [i]=taucuadmin[i] —4.xdelmax [i]

for i in range(0,len(tau2mend4delmax)):
tau2menddelmax [i]=taucuadmax [i] —4.xdelmin[i]

#H##Calculo en que puntos tau2menddelmin Y tau2menddelmax cambian de signos, recuerde <
que tau2menddelmin[i] es el minimo de tauxx2—4xdel en el intervalo [V[i],V[i+1]]

tau2mend4delminsgn =]
tau2mend4delmaxsgn =]

for i in range(0,len(tau2mend4delmin)—1):
if np.sign(tau2men4delmin[i]) != np.sign(tau2menddelmin[i+1]):
tau2men4delminsgn.append (i)
if np.sign(tau2mend4delmax[i]) != np.sign(tau2menddelmax[i+1]):
tau2mend4delmaxsgn.append (i)
#si tau2menddelminl es positivo como taux*2—4xdel(V)>tau2menddelminl para todo V en [V
[0] ,V[tau2med4delminsgn [0]] entonces taux*2—4xdel es positivo en ese intervalo.
tau2mend4delmini=min(tau2mend4delmin [0: tau2menddelminsgn [0]+1])
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Error numérico
En el capitulo 2 en la ecuacién 3.5 se dice que el error numérico e es:
le] <1x107°. (2.1)

Efectivamente, los cédlculos efectuados son de doble precisién por lo que el error por una operacién
aritmética es:

zey=(roy)(l+=z) (2.2)

donde z e y es el valor real de la operacién entre z y y, (x o y) es el valor numérico de la operacién
entre z y y. |z| < €, con €, el .°Psilén de la maquina”. Como el cdlculo es de doble precision €y,
cumple:

€m = 2.22¢ — 16 (2.3)

(Python Software Foundation, 2013).
Esto implica que si se hacen un millén de operaciones se tiene que:

T1®To - ® L1106 :(le Oxg:-++0 $1I106)(1 —|— 2)193106 (24)
(w102 0 wip00) (1 + €m)™" (2.5)

Lo que implica que el calculo numérico conserva ocho cifras significativa.
Los célculos de la proposicién 3.1.1 y 3.3.1 y de los lemas 3.3.1 y 3.3.2 se basan simplemente en evaluar
las funciones dfy/dV, T(V, W (V)) v A(V, W (V) en ciertos puntos. Dado que estas funcione no se

componen de mas de 100 operaciones aritméticas, se concluye que efectivamente el error numérico
cumple (2.1).

B.2. (Cdédigo usado para el capitulo 3

Cddigo de las figuras de plano fase que se encuentran en el capitulo 3. Los parametros I y los
valores iniciales se piden en tiempo de ejecucién al usuario,

from membranel import x*
nrni=membrane ()

#Parametros del tiempo usuado
nrnl.tstep=.0001

nrnl. tmax=100

nrnl.updateParameters ()

#Interfas para uqe el usartion introduzca los calores de I y los valores iniciales <«

deseados
x=0
while x!=1 and x!=2:
print
print
x=input ( )
i se==llg
nrnl.I=input ( )

def RAVAtO (v):
RdVdtO=nrni.HH2D (Z=[v,nrnl.infi (v=v,vO=nrnl.Vwh,a=nrnl.aw)],t=0.0)[0]
return RdVdtO

Vfijo=op.brentq(RdVdt0o,—100.,60.)

Wfijo=nrnl.infi(v=Vfijo,vO=nrnl.Vwh,a=nrnl.aw)

print

print %(Vfijo ,Wfijo)

elif x==2:
Viijo=input ( )
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Wfijo=nrnl.infi(v=Vfijo,vO=nrnl.Vwh,a=nrnl.aw)
nrnl.I=nrnl.f0(Vfijo ,0.0)
print
print %(Vfijo ,WEfijo)
print
print Y%rni.I
y=0
while y!=1 and y!=2:

print
print

y=input ( )

if y==1:
nrnl.CI=input ( )

#Define el color de las flechas del campo vectorial

my_cmap = mpl.colors.LinearSegmentedColormap.from_list ( N s 1)
cm.register_cmap (name= ,cmap=my_cmap )
d=cm.get_cmap (
z=1
if z==0:
xrange = np.linspace(Vfijo —10., Vfijo+10.,30)
yrange = np.linspace(Wfijo—.04, Wfijo+.04,30)
V, W = np.meshgrid(xrange ,yrange)
Cvect = nrnil.HH2D (Z=[V,W],t=0.0) #campo vectoria
CvectNorml, CvectNorm2= nrnl.HH2D(Z=[V,W],t=0.0) #campo vectorial a normalizar
Norma = np.hypot (CvectNorml, CvectNorm2)
Norma| Norma == 0] = 1. #Si Norma es 0 lo deja como 1 para en el siguietne paso al «
normalizar no haya problema
CvectNorml/=Norma
CvectNorm2/=Norma
elge 3
###dibuja el campo vectorial
xrange = np.linspace(—100.0, 60.0, 30)
yrange = np.linspace (0.0, 1.00,30)
V, W = np.meshgrid(xrange ,yrange)
Cvect = nrnl.HH2D (Z=[V,W],t=0.0) #campo vectoria
CvectNorml , CvectNorm2= nrnl.HH2D(Z=[V,W],t=0.0) #campo vectorial a normalizar
Norma = np.hypot(CvectNorml, CvectNorm2)
Norma | Norma == 0] = 1. #Si Norma es 0 lo deja como 1 para en el siguietne paso al <
normalizar no haya problema
CvectNorml/=Norma
CvectNorm2/=Norma
#nulclinas
delta = 0.01
xrangenul = arange(—100.0, 60.0, delta)
yrangenul = arange (0.0, 1.01, delta)
Vnul, Wnul = np.meshgrid(xrangenul ,yrangenul)
Knul=nrnil.HH2D (Z=[Vnul ,Wnul],t=0.0)
#Orbitas
zorbit = sci.integrate.odeint(nrnl.HH2D ,nrnl1.CI, ,nrnl.sampTimes) #Funcion, Condiciones <
Iniciales , Tiempo
#escupe V y W zorbit [:,0]=V, zorbit[:,1]=W

if z==b:
zorbitl = sci.integrate.odeint (nrnl.HH2D ,[ —55.45,.56] ,nrnl.sampTimes)
#grafica
fig = gr.figure ()
gr.ioff ()
gr.xlabel ( )
gr.ylabel ( )
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gr.title( % nrnl . I)
gr.quiver (V, W, CvectNorml , CvectNorm2, Norma, pivot= , angles= ,cmap=d) #dibuja <
le campo vectorial
gr.contour (Vnul, Wnul, Knul[O],[0],colors= ,linewidths=1.5)#nulclina de V (Knul+
(o])
gr.contour (Vnul, Wnul, Knul[1l], [0],colors= ,linewidths =1.5)#nulclina de W (Knul+
[1])
gr.plot (zorbit [:,0], zorbit[:,1],lw=1.5,color= , label=
% ( nrn1.CI[0], nrnl.CI[1]))
if z==5:
gr.plot (zorbitl [:,0], zorbitl[:,1],lw=1.5,color= , label=
% (—55.4, .56))
gr.legend ()
gr.legend (bbox_to_anchor=(1.1, 1.05))
gr.ion ()
gr.draw ()
Ahora se presenta el c6digo de las figuras que presentan varias soluciones como funcién del
tiempo. Los valores de I se tienen que cambiar dentro del cédigo.
from membranel import x*
#Condicion inicial para W con V0=—60mV (es .3893)
#print infi(v=-60.0,v0=nrn.Vwh,a=nrn.aw) ,
#print nrn.gna*(1.0—.38)x(infi(v=—60.0,v0=nrn.Vmh,a=nrn.am)**nrn.mp)*(—60.0—nrn.Vna)—nrn<>
.gk*((.38/nrn.s)**nrn.wp)*(—60.0—nrn.Vk)—nrn.gl*(—60.0—nrn.VIl),
nrn = membrane ()
#valores del parametro I
Imin=-10.0
Imax=-9.9
Istep=.1
Irange = sci.arange (Imin,Imax,Istep)
vorbits=list ()

worbits=list ()

#graficas y codigos de color

fig gr.figure ()

gr.ioff ()
vaxis=fig.add_subplot (2,1,1)
waxis=fig.add_subplot (2,1,2)

plt.subplots_adjust (left=0.10, bottom=0.10, right=0.85, top=0.90, wspace=0.05)
my_cmap = mpl.colors.LinearSegmentedColormap.from_list ( N s 1)
cm.register_cmap (name= ,cmap=my_cmap)
d=cm.get_cmap ( )
for n in range(0,len (Irange)):
nrn.I=Irange [n]
nrn.zorbit = sci.integrate.odeint(nrn.HH2D ,nrn.CI,nrn.sampTimes) #Funcion, <
Condiciones Iniciales , Tiempo
vorbits.append (nrn.zorbit [: ,0]) #agrega nrn.zorbit [:,0] al final en la lista vorbits
worbits.append (nrn.zorbit [:,1])

c=d(n/float (len(Irange)),l) #colores para cmap
vaxis.plot (nrn.sampTimes, vorbits[n],color=c)
waxis.plot (nrn.sampTimes ,worbits[n],color=c)

#barra de color

s = plt.cm.ScalarMappable ()
s.set_clim(Imin, Imax)
s.set_cmap (d)
s.set_array(Irange)

cax fig.add_axes ([0.9,
fig.colorbar (s, cax=cax)

0.1, 0.03, 0.8])

#titulos y ejes de la grafica
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gr.suptitle ( % (Imin, Imax —.1))
vaxis.set_ylabel ( )

waxis.set_ylabel ( )

waxis.set_xlabel ( )

gr.ion ()

gr.draw ()

#gr . show ()

Cédigo de las tdltimas tres gréaficas del capitulo 3, en donde el sistema ya no es auténomo. Aqui se
usa una clase distinta a las del principio del capitulo pues se debe poner a I como funcién del tiempo.
La nueva clase esta incluida en el cédigo. Los pardmetro de I también se cambian dentro del codigo.
La primera parte del c6digo general la gréfica del paso lento por Hopf (figura 4.18). La segunda
parte del cédigo general las figuras 4.17a y 4.17b.

import matplotlib.cm as cm
import scipy as sci

import pylab as gr

import matplotlib as mpl

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from numpy import arange

import matplotlib.cm as cm
import matplotlib as mpl

import scipy.optimize as op
#from pylab import x*

sci.test ( ) #force inclued all de sci functions

H#HHCALSE

def infi(v,v0,a):
return 1.0/(1.0+ sci.exp((v—v0)*(—2.0xa)))

def tau(v,lamb,Vwh,aw):
return 1.0/(lamb*sci.exp((v—Vwh)*aw)+lamb*sci.exp((v—Vwh)*(—aw)))

class membrane () :
def __init__(self):
self . tmin=0.0; self.tmax=120.0; self.tstep=le—3
self .CI=[—60.0,.3893] #condiciones iniciales
self .updateParameters ()

#Paramentros de Reinzel (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self . Vmh=-33.0; self.am=0.055;
self . Vwh=—-55.0; self.aw=0.045;
self .s=1.3; self.lamb=0.2;
self .mp=3; self.wp=4; #exponentes

#Parametros de HH (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self .cm=1.0; #microF /cm#x*2
self .Vna=>55.0; self.Vk=—-72.0; self.V

.V1=-49.4; #mV
self .gna=120.0; self.gk=36.0; self.g

1
1 = 0.3; #mmho/cm#**2 (mho=1/ohm)
#Estimulo (1)
self .mu=1.
self . Tgrande=1.0
self .I=0.
return

def updateParameters(self):
self .sampTimes=sci.arange(self.tmin,6self.tmax,self.tstep); #Arreglo de tiempo <
para la solucion numerica
return

def Ic(self,t):
if t<self.Tgrande:
Ic=self .muxt
elif t>=self.Tgrande:
Ic=self .muxself.Tgrande
return Ic

def HH2Dcte (self ,Z,t):
v, W=z
tauV = tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh,aw=self.aw)
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Winf = infi(v=V,vO=self.Vwh,6a=self.aw)
minf = infi(v=V,vO=self.Vmh,a=self.am)
dv =(self.I—self.gna*(1.0—W)x*(minf*+self.mp)=*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s)xx+
self .wp)*(V—self.Vk)—self.gl*(V—self.V1l))/self.cm

dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw

def HH2D(self ,Z,t):
v, W=z
tauV = tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh, aw=self.aw)
Winf = infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = infi(v=V,vO=self.Vmh,a=self.am)
dv =(self.Ic(t)—self.gnax(1.0—W)*(minfxxself.mp)*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s«>

)**self .wp)*(V—self.Vk)—self.glx(V—self.V1l))/self.cm

dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw

def WO(self ,V):

WOo=infi (v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)

return WO

nrn = membrane ()
FHHHHHHHHHHHGRAFICA DE PASO LENTO POR HOPF

#Graficas y mapas de color

fig = gr.figure (0)

gr.ioff ()

vaxis=fig.add_subplot (2,1,1)

waxis=fig.add_subplot (2,1,2)

plt.subplots_adjust (left=0.10, bottom=0.10, right=0.85, top=0.90, wspace=0.05)

#Parametros del estimulo
nrn.mu=.25

nrn.Tgrande =120.
nrn.I=10.

#Gerera las soluciones

nrn.zorbit = sci.integrate.odeint(nrn.HH2D ,nrn.CI,nrn.sampTimes) #Funcion, Condiciones <
Iniciales , Tiempo

vorbits=(nrn.zorbit [:,0]) #agrega nrn.zorbit [:,0] al final en la lista vorbits

worbits=(nrn.zorbit [:,1])

nrn.zorbitcte = sci.integrate.odeint(nrn.HH2Dcte ,nrn.CI,nrn.sampTimes) #Funcion, <
Condiciones Iniciales , Tiempo

vorbitscte=(nrn.zorbitcte [:,0]) #agrega nrn.zorbit [:,0] al final en la lista vorbits

worbitscte=(nrn.zorbitcte [:,1])

vaxis.plot(nrn.sampTimes , vorbits,h color= )

waxis.plot(nrn.sampTimes ,worbits ,color= )

Vbif=sci.empty(len (nrn.sampTimes))
for i in range(0,len (Vbif)):
Vbif [i]=—52.4

#genera la grafica del estado quasi—estable

Isamp=sci.empty(len(nrn.sampTimes))
for i in range(0,len (nrn.sampTimes)):
Isamp [i]=nrn.Ic(nrn.sampTimes [i])

def RdAVdtO(v):
RdVdtO=nrn.HH2Dcte (Z=[v,nrn.WO(v)],t=0.0)[0]
return RdVdtO

s2=sci.empty(len(nrn.sampTimes))
Wi=sci.empty(len (nrn.sampTimes))

for i in range(0,len(nrn.sampTimes)):
nrn.I=Isamp [1i]

s2[i]=op.brentq (RdVdto,—100.,60.)

for i in range(0,len(nrn.sampTimes)):
Wi[i]=nrn.WOo(s2[i])
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#Grafica

vaxis.plot (nrn.sampTimes ,s2, )

waxis.plot(nrn.sampTimes ,Wi,

vaxis.annotate ( ,xy=(65.25,—-52.27) ,xytext =(60,—70) ,arrowprops=dict (+
arrowstyle= ))

waxis.annotate ( ,xy=(65.25,.558) ,xytext =(60,.40) ,arrowprops=dict (arrowstyle=«

i GRAFICA DE PLANO FASE Y GRAFICAS DE VY W VS T

xrange = np.linspace(—100.0, 60.0, 30)

yrange = np.linspace (0.0, 1.00,30)

V, W = np.meshgrid(xrange,yrange)

Cvect = nrn.HH2Dcte (Z=[V,W],t=0.0) #campo vectoria

CvectNorml, CvectNorm2= nrn.HH2Dcte (Z=[V,W],t=0.0) #campo vectorial a normalizar
Norma = np.hypot (CvectNorml, CvectNorm2)

Norma| Norma = 0] = 1. #Si Norma es 0 lo deja como 1 para en el siguietne paso al <«

normalizar no haya problema
CvectNorml/=Norma
CvectNorm2/=Norma

#nulclinas
delta = 0.01

xrangenul = arange(—100.0, 60.0, delta)
yrangenul = arange (0.0, 1.01, delta)

Vnul, Wnul = np.meshgrid(xrangenul ,yrangenul)

Knul=nrn.HH2Dcte (Z=[Vnul ,Wnul] ,t=0.0)

vaxis.set_ylabel ( )

waxis.set_ylabel ( )

waxis.set_xlabel ( )

#grafica del plano fase

my_cmap = mpl.colors.LinearSegmentedColormap.from_list ( N s 1)

cm.register_cmap (name= ,cmap=my_cmap)

d=cm.get_cmap ( )

gr.draw ()

figl = gr.figure (1)

gr.quiver (V, W, CvectNorml , CvectNorm2, Norma, pivot= , angles= ,cmap=d) #dibuja <
le campo vectorial

gr.contour (Vnul, Wnul, Knul[O0],[0],colors= ,linewidths =1.5)#nulclina de V (Knul«
[0])

gr.contour (Vnul, Wnul, Knul[l], [0],colors= ,linewidths =1.5)#nulclina de W (Knul+
[11)

gr.plot(nrn.zorbitcte[:,0], nrn.zorbitcte [:,1] =1.5,color= , label=

% ( nrn.CI[0], nrn.CI[1]
gr.plot (nrn.zorbit [:,0], nrn.zorbit[:,1],1lwu=2.5
% ( nrn.CI[0], nrn.CI[1]

olor= , label=

gr.xlabel ( )
gr.ylabel ( )

gr.figure (1)
gr.ion ()
gr.draw ()

gr . show ()

B.3. (Cbdigo usado para el capitulo 4

Cédigo usado para las figuras del capitulo 4. Los pardmetros de la funcién I(t) se cambian en
el codigo. El resultado del cédigo son arreglos que tienen la informacién a graficar, sin embargo el
programa no grafica automaticamente. Las graficas se hacen en otro cédigo que se muestra depués
de éste.
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import matplotlib.cm as cm
import scipy as sci

import pylab as gr

import matplotlib as mpl

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from numpy import arange

import matplotlib.cm as cm
import matplotlib as mpl

import scipy.optimize as op
#from pylab import x*

from scipy.interpolate import interpld

sci.test( ) #force inclued all de sci functions
#CLASE
def infi(v,v0,a):

return 1.0/(1.04+ sci.exp((v—v0)x*(—2.0%xa)))

def tau(v,lamb,Vwh,aw):
return 1.0/ (lambx*sci.exp((v—Vwh)*aw)+lamb*xsci.exp((v—Vwh)*(—aw)))

class membrane () :
def __init__(self):
self .tmin=0.0; self.tmax=120.0; self.tstep=le—3
self .CI=[—-60.0,.3893] #condiciones iniciales
self .updateParameters ()

#Paramentros de Reinzel (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self .Vmh=—-33.0; self.am=0.055;
self . Vwh=—-55.0; self.aw=0.045;
self .s=1.3; self.lamb=0.2;
self .mp=3; self.wp=4; #exponentes

#Parametros de HH (Articulo de: Av.Rom, Minamal Model)
self .cm=1.0; #microF /cmxx*2
self .Vna=>55.0; self.Vk=-—72.0; self.V1l=-49.4; #nV
self .gna=120.0; self.gk=36.0; self.gl = 0.3; #mmho/cm=**2 (mho=1/ohm)

#Estimulo (1)
self .mu=1.;
self . Tgrande=1.0;
self .I=0.;
self .Istart =0.;
return

def updateParameters(self):
self .sampTimes=sci.arange(self.tmin,6 self.tmax,self.tstep); #Arreglo de tiempo <
para la solucion numerica
return

def Ic(self,t):
Ic=self muxt+self.Istart
return Ic

def HH2Dcte (self ,Z,t):
v, W=z
tauV = tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh,6 aw=self.aw)
Winf = infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = infi(v=V,vO0=self.Vmh,a=self.am)
dv =(self.I—self.gna*(1.0—W)x*(minf**self.mp)x*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s)**<>
self .wp)*(V—self.Vk)—self.glx(V—self.V1l))/self.cm
dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw

def HH2D (self ,Z,t):
v, W=z
tauV = tau(v=V,lamb=self.lamb,Vwh=self.Vwh,aw=self.aw)
Winf = infi(v=V,vO=self.Vwh,a=self.aw)
minf = infi(v=V,vO=self.Vmh,a=self.am)
dv =(self.Ic(t)—self.gnax(1.0—W)*(minfx+xself.mp)*(V—self.Vna)—self.gkx*((W/self.s<+>
)xxself .wp)*(V—self.Vk)—self.gl*(V—self.V1l))/self.cm
dw =(Winf—W)/tauV
return dv, dw

def WO(self ,V):
Wo=infi(v=V,vO0=self.Vwh,a=self.aw)
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return WO
def £0(self ,V):
Winf = infi(v=V,vO=self.Vwh,6a=self.aw)
minf = infi(v=V,vO=self.Vmh,a=self.am)
fO0=+self.gna*(1.0—Winf)*(minfx+self.mp)*(V—self.Vna)+self.gkx*((Winf/self.s)**<+>
self .wp)*(V—self.Vk)+self.glx(V—self.V1)
return £0
gr.ion ()
HHHHHHHHPARAMETROS DE I(t) y tiempo usado
nrn = membrane ()
nrn.I=0.;

nrn.Istart=0.;
nrn.mu=1.;
nrn.tmin=0.0;
nrn.Tgrande =90.0;
nrn.tmax=90.0;
nrn.tstep=le —3;
nrn.updateParameters ()

#Inicializacion

mifunc = lambda v: nrn.I—nrn.f0(v)

vstar=sci.optimize.fsolve(mifunc, —60.0)[0] #fsolve regresa un arreglo, al ponerle [0] <«
ya regresa un float

wstar = infi(vstar ,nrn.Vwh,nrn.aw)

print vstar, wstar

print len (nrn.sampTimes)

orbita = sci.integrate.odeint(nrn.HH2D, (vstar ,wstar),nrn.sampTimes)
orbitav2=orbita[:,0]
orbitaw2=orbita[:,1]

Icarreglo=sci.empty(len(nrn.sampTimes));
for i in range(0,len (nrn.sampTimes)):
Icarreglo[i] = nrn.Ic(nrn.sampTimes[i])

vs=sci.empty(len (nrn.sampTimes)); #obtiene los valores de V_x
for i in range(0,len(nrn.sampTimes)):

nrn.I = Icarreglo [i]
mifunc = lambda v: nrn.I—-nrn.f0(v)
vs [i]=sci.optimize.fsolve (mifunc,orbitav2[—1])[0]

ws= infi(vs,nrn.Vwh,nrn.aw)
#Defino la funcion Y_x

VO = lambda t: interpld(nrn.sampTimes ,vs)(t)
WO = lambda t: interpld(nrn.sampTimes ,ws)(t)

#Jacobiano en funcion del tiempo

def Df11(V,W):
Df11 = (—nrn.gl—nrn.gna*(1/(1.0+ sci.exp(—2.0%nrn.am*(V—nrn.Vmh))))**nrn.mp*(1.0—W) \
— nrn.gk*(W/nrn.s)*xnrn.wp — 2.0xnrn.am*nrn.gna*nrn.mp*(1/(1.0 + sci.exp(—2.0%<+
nrn.am*(V — nrn.Vmh))))s*knrn.mpx(1.0 — W)x* \
(V — nrn.Vna)xsci.exp(—2.0%nrn.am*(V — nrn.Vmh)) /(1.0 + sci.exp(—2.0xnrn.am*(V — nrn<>
.Vmh))))/nrn.cm
return Df11
def DE12(V,W):
Df12=(nrn.gnax(1/(1.0 + sci.exp(—2.0xnrn.am*(V — nrn.Vmh))))*xnrn.mp*(V — nrn.Vna) —<¢
nrn.gk*nrn.wp*(W/nrn.s)**(nrn.wp—1)*%(V — nrn.Vk))/nrn.cn
return Df12

def Df21(V,W):

Df21=(—W + 1/(1.0 + sci.exp(—2.0xnrn.aw*(V — nrn.Vwh))))s*(nrn.awsnrn.lamb*sci.exp (>
nrn.aw*(V — nrn.Vwh)) \

— nrn.aw*nrn.lamb*sci.exp(—nrn.awx(V — nrn.Vwh))) + 2.0%nrn.aw*(nrn.lamb*sci.exp(nrn¢+
.aw*(V — nrn.Vwh)) \

+ nrn.lambxsci.exp(—nrn.aw*(V — nrn.Vwh)))xsci.exp(—2.0%nrn.aw*(V — nrn.Vwh)) /(1.0 +<«
sci.exp(—2.0%nrn.aw*(V — nrn.Vwh)))xx*2

return Df21

def D£22(V,W):
Df22=—nrn.lambxsci.exp(nrn.aw*(V — nrn.Vwh)) — nrn.lambxsci.exp(—nrn.aw*(V — nrn.Vwh<>
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))

return Df22

#El lambdify no me grafica asi que voy a hacer un arreglo con los valores de
para cad t en samtimpes y definir otra funcion interpolando.

Df110=lambda
Df120=lambda
Df210=lambda
Df220=lambda

Df11(VOo(t) ,Wo(t))
Df12(VOo(t),Wo(t))
Df21(VO(t),Wo(t))
D£22(VO(t),Wo(t))

o o o o

#Defina las inversas

detDf0= lambda t: Df110(t)*Df220(t)—Df120(t)*D£f210(t)
Dfi1i10inv=lambda t: D£f220(t)/detDf0(t)

Df120inv=lambda —Df120(t)/detDfO(t)
Df210inv=lambda —Df210(t)/detDf0O(t)
Df220inv=lambda Df110(t)/detDfO(t)

ct o ot ot

#La ecuacion a resolver (deltaY)

#dvs=sci.diff (vs)

#dx=sci.diff (nrn.sampTimes)

#dvs=dvs/dx

#xd=(nrn.sampTimes[1:]+ nrn.sampTimes[: —1]) /2.
#dV0 = lambda t: interpld (xd,dvs)(t)

#dws=sci.diff (ws)
#dws=dws/dx
#IWO0 = lambda t: interpld (xd,dws)(t)

def deltadt(deltaZ ,t):
deltaV ,deltaW=deltaZ
ddeltaVdt = Df110(t)=*deltaV4Df120(t)*deltaW+Df110inv (t)*nrn.mu
ddeltaWdt = Df210(t)*deltaV+Df220(t)*deltaW+Df210inv (t)*nrn.mu
return ddeltaVdt , ddeltaWdt

#Se resuelve (delta*x2Y)
sampTimesl=sci.arange(nrn.tmin ,nrn.tmax —50.,nrn.tstep);

deltaorbita = sci.integrate.odeint(deltadt, (0.,0.),sampTimes1)
deltaorbitav2=deltaorbita [:,0]
deltaorbitaw2=deltaorbita [:,1]

def deltadtA(deltaZA ,t):
deltaVA ,deltaWA=deltaZA
ddeltaVdtA = Df110(t)xdeltaVA+Df120(t)*deltaWA
ddeltaWdtA = Df210(t)xdeltaVA+Df220(t)*deltaWA
return ddeltaVdtA , ddeltaWdtA

APENDICE II

Df110(t) <«

fijo2V=lambda t: —Df110inv (t)*(Df110inv (t)*nrn.mu)—Df120inv (t)*(Df210inv(t)*nrn.mu)
fijo2W=lambda t: —Df210inv (t)*(Df110inv(t)*nrn.mu)—D£f220inv(t)*(Df210inv(t)*nrn.mu)

deltaorbitaA = sci.integrate.odeint (deltadtA, (—£fijo2V(0),—fijo2W (0)) ,sampTimes1)

deltaorbitav2A=deltaorbital [:,0]
deltaorbitaw2A=deltaorbital [:,1]

Este c6digo son las instrucciones para construir las graficas del capitulo 4 usando la informacién

generada por el programa anterior.

fig = gr.figure(0)

gr.ioff ()
axisl=fig.add_subplot (2,1,1)
axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

H#HH#EPSILON=.25
HV-Vx

axisl.plot (nrn.sampTimes, orbitav2—vs)
axis2.plot (nrn.sampTimes, abs(orbitav2—vs))
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fig.text (0.06, 0.5,
rotation= )
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle (
axisl.annotate (

))

axis2.annotate (

))
AN

fig gr.figure (0)

gr.ioff ()
axisl=fig.add_subplot (2,1,1)
axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

axisl.plot (nrn.sampTimes,
axis2.plot (nrn.sampTimes,

fig.text (0.06, 0.5,
rotation= )
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle (
axisl.annotate (
arrowstyle=
axis2.annotate (
arrowstyle=

))

))
Y-V
fig = gr.figure (0)

gr.ioff ()
axisl=fig.add_subplot (2,1,1)
axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

axisl.plot (nrn.sampTimes,
axis2.plot (nrn.sampTimes,

fig.text (0.06, 0.5,
rotation= )
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle (
axisl.annotate (

))

axis2.annotate (

))
H##H#EPSILON =25

HV—Vx

fig = gr.figure(0)

gr.ioff ()
axisl=fig.add_subplot (2,1,1)
axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

axisl.plot (nrn.sampTimes,
axis2.plot(nrn.sampTimes ,

fig.text (0.06, 0.5,
rotation= )
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle(
axisl.annotate (

))

axis2.annotate (

))
ANV

fig = gr.figure(0)
gr.ioff ()
axisl=fig.add_subplot (2,1,1)

axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

axisl.plot(nrn.sampTimes ,

sci
sci
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va= ,
)
,xy=(65.25,.167) ,xytext =(60,20) ,arrowprops=dict (arrowstyle=

,xy=(65.25,.167) ,xytext =(60,.05) ,arrowprops=dict (arrowstyle=«>

abs (orbitaw2—ws))
abs (orbitaw2—ws))

ha= va= 5

)
,xy=(65.25,5.4e—05) ,xytext =(60,.05) ,arrowprops=dict (+

,xy=(65.25,5.4e—05) ,xytext =(60,.002) ,arrowprops=dict («

.sqrt ((orbitav2—vs)**2+(orbitaw2—ws ) *x%2))
.sqrt ((orbitav2—vs)**2+(orbitaw2—ws ) *x*2))

, ha= , va= B
)

,xy=(65.25,.169) ,xytext =(60,10.) ,arrowprops=dict (arrowstyle=«

,xy=(65.25,.169) ,xytext =(60,.1) ,arrowprops=dict (arrowstyle=

orbitav2—vs)
orbitav2—vs)

va= ,
)
)
,xy=(40.78,.275) ,xytext =(35,20) ,arrowprops=dict (arrowstyle=

,xy=(40.78,.275) ,xytext =(35,.35) ,arrowprops=dict (arrowstyle=«>

abs(orbitaw2—ws))
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axis2.plot (nrn.sampTimes,

fig.text (0.06,
rotation=
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle (
axisl.annotate (
arrowstyle—=
axis2.annotate (
arrowstyle=

HY—Y %

fig = gr.figure(0)
gr.ioff ()

0.5,

))

)

abs (orbitaw2—ws))

, ha=

va=

APENDICE II

)
,xy=(40.78,.00011) ,xytext =(35,.05) ,arrowprops=dict («

,xy=(40.78,.00011) ,xytext=(35,.002) ,arrowprops=dict (+

axisl=fig.add_subplot (2,1,1)
axis2=fig.add_subplot (2,1,2)

axisl.plot (nrn.sampTimes, sci.
axis2.plot (nrn .sampTimes , sci.

fig.text (0.06,
rotation=
axis2.set_xlabel(
fig.suptitle(
axisl.annotate (
arrowstyle=
axis2.annotate (
arrowstyle=

H4HEPSILON=1

#FV-—Vx, WWx y Y-Yx*

fig = gr.figure(0)
gr.ioff ()

0.5,

))
))

)

sqrt ((orbitav2—vs)**2+(orbitaw2—ws) xx2)
sqrt ((orbitav2—vs)**2+(orbitaw2—ws) *%2)

, ha=

)
)

, va=

,xy=(40.78,.272) ,xytext =(40.78,4.) ,arrowprops=dict («

,xy=(40.78,.272) ,xytext =(40.78,.375) ,arrowprops=dict («

axisl=fig.add_subplot(3,1,1)
axis2=fig.add_subplot (3,1,2)
axis3=fig.add_subplot (3,1,3)

axisl.plot (nrn.sampTimes,
axis2.plot (nrn.sampTimes,
axis3.plot (nrn.sampTimes , sci.

axisl.set_ylabel(
axis2.set_ylabel(
axis3.set_ylabel(
axis3.set_xlabel(
fig.suptitle (

axisl.annotate (
arrowstyle=
axis2.annotate (
arrowstyle=
axis3.annotate (
arrowstyle=

))
))
))

####DeltaV y Deltax*x2V

gr.plot (nrn.sampTimes ,
deltaorbitav2)

gr.plot (sampTimes1 ,

gr.xlabel (
gr.ylabel (

fig = gr.figure(0)
gr.ioff ()

(orbitav2—vs))
abs (orbitaw2—ws))
sqrt ((orbitav2—vs)**2+(orbitaw2—ws) *%2))

,xy=(131.5,.007) ,xytext=(120,.0082) ,arrowprops=dict (+

,xy=(131.5,3.2e—06) ,xytext =(120,.000015) ,arrowprops=dict (>

,xy=(131.5,.007) ,xytext=(120,.0082) ,arrowprops=dict (+

(orbitav2—vs))

)

axisl=fig.
axis2=fig.
axis3=fig.

add_subplot (3,1,1)
add_subplot (3,1,2)
add_subplot (3,1,3)

axisi.
.plot(sampTimes1i
.plot (sampTimes1i
axis2.
.plot (sampTimes1

axisl
axis?2

axis3

plot (sampTimes1

plot (sampTimes1i

deltaorbitav2)

fijo2V (sampTimesl)t+deltaorbitav2A)

deltaorbitav2)

fijo2V (sampTimes1))
deltaorbitav2A)
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axisi.
axis2.
axis3.
axis3.

fig =

set_ylabel (1 '$mV$")
set_ylabel (r '$mV$')
set_ylabel (r '$mV$ ')
set_xlabel (r 'Tiempo $(ms)$')

gr.figure (0)

gr.ioff ()

gr .plot (sampTimesl, deltaorbitav2A)
gr.xlabel (r 'Tiempo $(ms)$"')
gr.ylabel(r'$\delta " {2} V_{\epsilon}$")

gr . annotate ( 'Bifurcacion

)

',xy=(16.3,.02) ,xytext=(12.5,.75) ,arrowprops=dict (arrowstyle='

>4
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