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• Dr. José Ŕıos Montes.

• Dr. Alejandro Alvarado Garćıa.
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Introducción

Este trabajo consta de seis caṕıtulos en los que se desarrolla el art́ıculo Essentially

compressible modules and rings de P. F. Smith y M. R Vedadi, el cual se encuentra en

Journal of Algebra 304 (2006) 812-831. El trabajo está organizado de la siguiente ma-

nera: en el caṕıtulo 1 se encuentran los conceptos y resultados básicos que utilizaremos

en los caṕıtulos siguientes. En el caṕıtulo 2 se define un módulo M como esencialmente

comprimible si M se sumerge en cada submódulo esencial de M y se prueba que cada

módulo M esencialmente comprimible y nosingular es isomorfo a un submódulo de un

módulo libre. Posteriormente, en el caṕıtulo 3 se estudian los módulos esencialmente

comprimibles sobre ciertos anillos y se muestra que la afirmación rećıproca del enuncia-

do anterior se tiene cuando R es un anillo goldiano derecho y semiprimo. En el caṕıtulo

4 se estudia la propiedad de ser esencialmente comprimible en las clases de R-módu-

los ćıclicos, co-ćıclicos e inyectivos. Se define una clase de módulos como esencialmente

comprimible cuando cada uno de sus miembros es esencialmente comprimible y se carac-

terizan los anillos R para los cuales la clase Mod-R de todos los R-módulos derechos es

esencialmente comprimible. En el caṕıtulo 5 se estudia la clase de anillos esencialmente

comprimibles derechos y se demuestra que R es esencialmente comprimible derecho si y

sólo si existen un entero positivo n e ideales primos Pi con 1 ≤ i ≤ n tales que
n⋂
i=1

Pi = 0

y el anillo primo
R

Pi
es esencialmente comprimible para cada 1 ≤ i ≤ n. Finalmente,

en el caṕıtulo 6 se citan algunos anillos que son extensiones de anillos esencialmente

comprimiblesn y se prueba que un anillo R es semiprimo y artiniano si y sólo si es

directamente finito y su cápsula inyectiva es un R-módulo esencialmente comprimible

7



8

derecho.



Índice general

1. Preliminares 11
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se verán los conceptos y resultados básicos que utilizaremos en los

caṕıtulos siguientes. La mayoŕıa de ellos no se demuestran, el lector interesado podrá

encontrar las demostraciones en alguna de las siguientes referencias [1, 6, 5, 7, 11].

Todos los anillos que aparecen en este trabajo tienen elemento unitario y los módulos

son derechos y unitarios, a menos que se indique otra cosa.

Anuladores

Definición 1.1 El anulador derecho de un R-módulo M es el conjunto and (M) =

{r ∈ R | mr = 0 para todo m ∈ M} y el anulador derecho de un elemen-

to m ∈M es el conjunto and (m) = {r ∈ R | mr = 0}. Definimos respectivamente

los anuladores izquierdos ani (M) = {r ∈ R | rm = 0 para todo m ∈ M} y

ani (m) = {r ∈ R | rm = 0}.

Notemos que and (m) es un ideal derecho de R, en tanto que and (M) es un ideal de R.

Definición 1.2 Un elemento c ∈ R se llama regular derecho si and (c) = 0 y regular

izquierdo si ani (c) = 0. Un elemento c ∈ R se llama regular si es regular derecho e

izquierdo.

11



12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.3 Un R-módulo M es fiel si and (M) = 0.

Observemos que M es un módulo fiel sobre
R

and (M)
.

Ideales primos

Definición 1.4 Un ideal primo en un anillo R es un ideal propio P de R tal que

para cualesquiera dos ideales I y J de R que cumplen que IJ ≤ P se tiene que I ≤ P

ó J ≤ P . Un anillo primo es un anillo en el cual 0 es un ideal primo.

Proposición 1.1 Para un ideal propio P en un anillo R, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

a) P es un ideal primo.

b)
R

P
es un anillo primo.

c) Si I y J son ideales derechos de R tales que IJ ≤ P , entonces I ≤ P ó J ≤ P .

d) Si I y J son ideales izquierdos de R tales que IJ ≤ P , entonces I ≤ P ó J ≤ P .

e) Si x, y ∈ R son tales que xRy ⊆ P , entonces x ∈ P ó y ∈ P .

Definición 1.5 Un ideal primo mı́nimo en un anillo R es cualquier ideal primo de

R que no contiene propiamente a ningún otro ideal primo.

Notemos que si R es un anillo primo, entonces 0 es el único ideal primo mı́nimo de R.

Proposición 1.2 Cualquier ideal primo en un anillo R contiene un ideal primo mı́ni-

mo.
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Ideales semiprimos

Definición 1.6 Un ideal semiprimo en un anillo R es un ideal que es una intersec-

ción de ideales primos. Un anillo semiprimo es un anillo en el cual 0 es un ideal

semiprimo.

Notemos que un ideal P en un anillo R es semiprimo si y sólo si
R

P
es un anillo

semiprimo.

Proposición 1.3 Para un ideal I en un anillo R, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) I es un ideal semiprimo.

b) Si J es cualquier ideal de R tal que J2 ≤ I, entonces J ≤ I.

c) Si J es cualquier ideal derecho de R tal que J2 ≤ I, entonces J ≤ I.

d) Si J es cualquier ideal izquierdo de R tal que J2 ≤ I, entonces J ≤ I.

e) Si x ∈ R es tal que xRx ⊆ I, entonces x ∈ I.

Definición 1.7 Un ideal derecho ó izquierdo en un anillo R es nilpotente si Jn = 0

para algún entero positivo n.

Proposición 1.4 Sea R un anillo. Entonces R es semiprimo si y sólo si el único ideal

derecho (izquierdo) nilpotente es 0.

Demostración

Sea R un anillo semiprimo y supongamos que U es un ideal derecho (izquierdo) de R

tal que Un = 0 para algún n ∈ N. Probaremos por inducción sobre n que U es igual a

cero.

Si n = 1, no hay nada que probar.
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Sea n > 1. Como n ≥ 2, entonces 2n − 2 ≥ n y por lo tanto (Un−1)
2

= U2n−2 ⊆

Un = 0. Como R es semiprimo, se tiene que Un−1 = 0 y por la hipótesis de

inducción, se tiene que U = 0.

Ahora supongamos que R no tiene ningún ideal derecho (izquierdo) nilpotente distinto

de cero, se sigue de la Proposición 1.3 que cero es un ideal semiprimo y por lo tanto R

es un anillo semiprimo. �

Definición 1.8 El radical primo de un anillo R es la intersección de todos los ideales

primos.

Notemos que si R es distinto de cero, entonces R tiene al menos un ideal máximo, el

cual es primo. Aśı el radical primo de un anillo distinto de cero es un ideal propio.

Proposición 1.5 Sea R un anillo. Entonces:

a) El radical primo de R es la intersección de los ideales primos mı́nimos de R.

b) R es semiprimo si y sólo si su radical primo es cero.

Demostración

a) Por la Proposición 1.2, cada ideal primo contiene un ideal primo mı́nimo. Aśı la

intersección de todos los ideales primos contiene a la intersección de todos los

ideales primos mı́nimos. La otra contención es clara.

b) Supongamos que R es un anillo semiprimo. Entonces 0 es un ideal semiprimo, luego

0 es una intersección de ideales primos por lo que contiene al radical primo.

Ahora supongamos que el radical primo de R es 0. Entonces 0 es la intersección

de todos los ideales primos. Aśı 0 es un ideal semiprimo y por lo tanto R es un

anillo semiprimo. �
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Submódulos esenciales

Definición 1.9 Sea M un R-módulo. Un submódulo N de M se llama esencial en

M , lo que se denota por N EM , si N ∩K 6= 0 para cada submódulo distinto de cero

K de M .

Proposición 1.6 Sean K y N submódulos de M . Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:

a) N EM si y sólo si N ∩mR 6= 0 para todo 0 6= m ∈M .

b) Si K es un submódulo de N , entonces K EM si y sólo si K EN y N EM .

c) Si N EM , entonces N ∩K EK.

d) Si N y K son esenciales en M , entonces N ∩K EM .

e) Si K es un submódulo de N y
N

K
E
M

K
, entonces N EM .

f) Si N EM y m ∈ M , entonces Nm−1 = {r ∈ R | mr ∈ N} es un ideal derecho

esencial de R.

g) Si M = ⊕
λ∈Λ

Mλ es una suma directa de módulos Mλ con λ ∈ Λ y NλEMλ para cada

λ ∈ Λ, entonces ⊕
λ∈Λ

Nλ EM .

h) Sean K, L y M R-módulos. Si f : K −→M es un homomorfismo y LEM , entonces

f−1 (L)EK.

Definición 1.10 Un monomorfismo f : L −→M se llama esencial si Imf EM .

Lema 1.1 Un monomorfismo f : L −→ M es esencial si y sólo si para cada ho-

momorfismo g : M −→ N tal que g ◦ f es un monomorfismo se tiene que g es un

monomorfismo.
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Seudocomplementos

Definición 1.11 Sea M un R-módulo. Un submódulo K de M es cerrado en M si

K no tiene extensiones esenciales propias en M , es decir, si L es un submódulo de M

tal que K es esencial en L, entonces K = L.

Definición 1.12 Sea N un submódulo de M . Un submódulo N ′ de M es un seudo-

complemento de N en M si N ′ es máximo en la colección de submódulos K de M

tales que K ∩N = 0.

Proposición 1.7 Sea M un R-módulo. Entonces cada submódulo N de M tiene un

seudocomplemento. Si N ′ es un seudocomplemento de N en M , entonces se cumple lo

siguiente:

a) N ⊕N ′ EM .

b)
N ⊕N ′

N ′
E
M

N ′
.

Proposición 1.8 Sea K un submódulo de un módulo M . Entonces K es cerrado en

M si y sólo si K es un seudocomplemento de uno de sus seudocomplementos.

Módulos semisimples

Definición 1.13 Sea M un R-módulo. Definimos el zoclo de M como

Zoc (M) =
∑
{K ≤M | K es simple} .

Se sabe que que Zoc (M) = ∩{L ≤M | LEM}

Proposición 1.9 Sean M , K y N R-módulos. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:

a) Si f : M −→ N es un homomorfismo, entonces f (Zoc (M)) 6 Zoc (N).
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b) Si K es un submódulo de M , entonces Zoc (K) = K ∩ Zoc (M). En particular,

Zoc (Zoc (M)) = Zoc (M).

c) Si K es un submódulo esencial de M , entonces Zoc (K) = Zoc (M).

d) Si {Mλ}λ∈Λ es una familia de R-módulos, entonces Zoc

(
⊕
λ∈Λ

Mλ

)
= ⊕

λ∈Λ
Zoc (Mλ).

Definición 1.14 Un R-módulo M es semisimple si es una suma de submódulos sim-

ples.

Proposición 1.10 Sea M un R-módulo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) M es semisimple.

b) Cada submódulo de M es un sumando directo de M .

c) M no contiene ideales propios esenciales.

d) Zoc (M) = M .

Proposición 1.11 Un anillo R es semisimple si es una suma directa de ideales mı́ni-

mos.

Módulos y anillos artinianos

Definición 1.15 Un módulo M es artiniano si M satisface la condición de cadena

descendente sobre sus submódulos. Un anillo R es artiniano derecho si el módulo

derecho RR es artiniano.

En caṕıtulos posteriores utilizaremos el siguiente resultado de E. Noether.

Proposición 1.12 Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalentes:

a) R es artiniano derecho y semiprimo.
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b) R es artiniano izquierdo y semiprimo.

c) R es semisimple.

Dimensión uniforme

Definición 1.16 Un R-módulo M 6= 0 se llama uniforme si cualesquiera dos submódu-

los distintos de cero de M se intersecan no trivialmente, equivalentemente, si cualquier

submódulo distinto de cero de M es esencial en M .

Por ejemplo, para cualquier anillo R, un R-módulo simple es uniforme y si R es con-

mutativo, el R-módulo
R

P
es uniforme para cualquier ideal primo P . Además, todo

submódulo no nulo y toda extensión esencial de un módulo uniforme son también uni-

formes.

Definición 1.17 Un R-módulo M tiene dimensión uniforme n (dimu (M) = n)

si tiene un submódulo esencial V que es una suma directa de n submódulos uniformes.

De lo contrario, M tiene dimensión uniforme infinita (dimu (M) =∞).

Proposición 1.13 Un R-módulo M tiene dimensión uniforme finita si y sólo si no

contiene sumas directas infinitas de submódulos distintos de cero.

Proposición 1.14 Sea K un submódulo de un R-módulo M y supongamos que M

tiene dimensión uniforme finita. Entonces K es cerrado en M si y sólo si K y
M

K

tienen dimensión uniforme finita y dimu (M) = dimu (K) + dimu

(
M

K

)
.

Módulos singulares y nosingulares

Definición 1.18 El submódulo singular de M está definido por

Z (M) = {x ∈M | and (x)ER} = {m ∈M | mA = 0 para algún AER}

Se dice que M es singular si Z (M) = M y nosingular si Z (M) = 0.
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Proposición 1.15 Un módulo es singular si y sólo si M ∼=
L

N
para algún módulo L y

algún submódulo esencial N de L.

Proposición 1.16 Se cumplen las siguientes afirmaciones:

a) Todos los submódulos, módulos cocientes y sumas directas de módulos singulares

son singulares.

b) Todos los submódulos, productos directos y extensiones esenciales de módulos no-

singulares son nosingulares.

c) Sea N un submódulo de un módulo M . Si N y
M

N
son ambos nosingulares entonces

M es nosingular.

Definición 1.19 Un anillo R es nosingular derecho si el módulo derecho RR es

nosingular.

Proposición 1.17 Sea R un anillo nosingular derecho. Entonces se cumplen las si-

guientes afirmaciones:

a) Para todo R-módulo M , el módulo cociente
M

Z (M)
es nosingular.

b) Si N es un submódulo del R-módulo M tal que N y
M

N
son singulares, entonces M

es singular.

c) Todas las extensiones esenciales de R-módulos singulares son singulares.

Anillos goldianos

Definición 1.20 Un anillo R es goldiano derecho si R tiene dimensión uniforme

derecha finita y R cumple la condición de cadena ascendente en anuladores derechos.

Lema 1.2 Si R es un anillo semiprimo con condición de cadena ascendente en anula-

dores derechos, entonces R es un anillo nosingular derecho.
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Demostración

Sea Z = Z (RR). Queremos demostrar que Z = 0. Como R es semiprimo, basta de-

mostrar que Z es nilpotente. Observemos que and (Z) ≤ and (Z2) ≤ . . .. Como R tiene

condición de cadena ascendente sobre anuladores derechos, and
(
Zk
)

= and
(
Zk+1

)
para

algún k ∈ N. Afirmamos que Zk = 0.

En caso contrario, podemos tomar x ∈ R \ and
(
Zk
)

tal que and (x) sea máximo. Si

a ∈ Z, entonces and (a) ∩ xR 6= 0 ya que and (a) E R. Luego existe s ∈ R tal que

axs = 0 pero xs 6= 0. Entonces and (x) < and (ax) y por la maximidad de and (x), se

tiene que ax ∈ and
(
Zk
)
, de donde Zkax = 0. Como esto vale para todo a ∈ Z, se tiene

que x ∈ and
(
Zk+1

)
= and

(
Zk
)
, lo que contradice la elección de x. Luego Zk = 0. �

Lema 1.3 [6, Lema 5.8] Si R es un anillo semiprimo y goldiano derecho, entonces R

tiene condición de cadena descendente en anuladores derechos.

Proposición 1.18 [6, Proposición 5.9] Sean R un anillo semiprimo y goldiano derecho

e I un ideal derecho de R. Entonces I es un ideal esencial derecho de R si y sólo si I

contiene un elemento regular.

Teorema 1.1 [7, Teorema 11.13] Para un anillo R los siguientes enunciados son equi-

valentes:

a) R es semiprimo y goldiano derecho.

b) R es semiprimo, nosingular derecho y tiene dimensión uniforme derecha finita.

Módulos y anillos neterianos

Proposición 1.19 Para un módulo M , las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) M cumple la condición de cadena ascendente sobre sus submódulos.

b) Cada familia distinta del vaćıo de submódulos de M tiene un elemento máximo.
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c) Cada submódulo de M es finitamente generado.

Definición 1.21 Un módulo M es neteriano si cumple alguna de las condiciones

equivalentes de la proposición anterior. Un anillo R es neteriano derecho si el módulo

derecho RR es neteriano.

Proposición 1.20 Sea N un submódulo de un R-módulo M . Entonces M es neteriano

si y sólo si N y
M

N
son ambos neterianos.

Proposición 1.21 Si R es un anillo neteriano derecho, entonces cada R-módulo de-

recho finitamente generado es neteriano.

Proposición 1.22 Todo anillo neteriano derecho es un anillo goldiano derecho.

Demostración

Sea R un anillo neteriano derecho. Basta probar que dimu (RR) <∞. Supongamos lo

contrario. Entonces R contiene una suma directa infinita de ideales derechos no nulos.

Luego R contiene una familia independiente numerable {An}n∈N de ideales derechos no

nulos. Pero entonces A1 < A1 ⊕ A2 < A1 ⊕ A2 ⊕ A3 < . . . es una cadena estrictamente

ascendente de ideales derechos no nulos de R, lo cual es una contradicción. �

La categoŕıa σ [M ]

Definición 1.22 Sea M un R-módulo. Un R-módulo N es M-generado si existe

un epimorfismo desde una suma directa de copias de M a N . Se denota como σ [M]

la subcategoŕıa plena de Mod-R cuyos objetos son todos los R-módulos isomorfos a

submódulos de módulos M-generados.

Definición 1.23 Un R-módulo U se llama M-inyectivo si para cada monomorfismo

f : K −→ M y cada homomorfismo γ : K −→ U hay un homomorfismo γ̄ : M −→ U

tal que el siguiente diagrama conmuta.
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K
f−→ M

↓γ ↙γ̄

U

Un módulo U en σ [M ] se llama inyectivo en σ [M ] si U es N -inyectivo para cada

N ∈ σ [M ]. El módulo U es inyectivo en σ [M ] si y sólo si es M -inyectivo.

Proposición 1.23 Sean M un R-módulo y A un submódulo de M el cual es M-

inyectivo. Entonces A es un sumando directo de M .

Demostración

Sea ι : A −→ M la inclusión. Entonces el siguiente diagrama con renglón exacto

conmuta.

0 −→ A
ι−→ M

↓1 ↙γ

A

Por lo tanto M = Imι⊕Nuγ = A⊕B, donde B = Nuγ. �

Definición 1.24 Si N es un submódulo esencial de un módulo M-inyectivo E en

σ [M], entonces E es la cápsula M-inyectiva de N y usualmente se denota como

N̂ . La cápsula inyectiva de N en Mod-R es la R-cápsula inyectiva y se denota por

E (N) .

Proposición 1.24 Sea M un R-módulo. Entonces se cumple lo siguiente.

a) Cada módulo N en σ[M ] tiene una cápsula inyectiva N̂ en σ[M ].

b) Cada módulo N en Mod-R tiene una cápsula inyectiva E (M) en Mod-R. Si N ∈

σ[M ] entonces N̂ = tr (M,E (N)) =
∑
{f (M) | f ∈ Hom (M,E (N))}.

c) La cápsula inyectiva de un módulo en σ[M ] ó Mod-R es única salvo isomorfismo.



Caṕıtulo 2

Módulos esencialmente

comprimibles

Sea R un anillo. Recordemos que un R-módulo M se llama comprimible si para todo

submódulo distinto de cero N de M existe un monomorfismo θ : M −→ N .

Definición 2.1 Un R-módulo M se llama esencialmente comprimible si para

cada submódulo esencial N de M existe un monomorfismo θ : M −→ N .

Claramente cada módulo comprimible es esencialmente comprimible.

Definición 2.2 Un R-módulo M es subisomorfo a un R-módulo M ′ si existen mo-

nomorfismos α : M −→ M ′ y β : M ′ −→ M . En este caso diremos que los R-módulos

M y M ′ son subisomorfos.

Se comenzará este trabajo caracterizando los módulos esencialmente comprimibles.

Proposición 2.1 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-módulo M .

a) M es esencialmente comprimible.

b) M es subisomorfo a un módulo esencialmente comprimible.

23
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c) M contiene un submódulo esencialmente comprimible N tal que existe un mono-

morfismo ϕ : M −→ N .

d) Hay un monomorfismo esencial ψ : M −→ M ′, para algún módulo esencialmente

comprimible M ′.

Demostración

a) =⇒ b) M es esencialmente comprimible y subisomorfo a śı mismo.

a) =⇒ d) 1M es un monomorfismo esencial.

b) =⇒ c) Sean M ′ un R-módulo esencialmente comprimible subisomorfo a M y α :

M −→ M ′ y β : M ′ −→ M monomorfismos. Entonces β (M ′) ⊆ M y β (M ′)

es isomorfo a M ′. Si N = β (M ′) entonces N es un submódulo esencialmente

comprimible de M y β |N α : M −→ N es un monomorfismo.

c) =⇒ a) Sea L un submódulo esencial de M . Por hipótesis, existe un submódulo

esencialmente comprimible N de M y un monomorfismo ϕ : M −→ N . Entonces

L ∩ N es un submódulo esencial de N , por lo que existe un monomorfismo θ :

N −→ L ∩ N . Sea ι : L ∩ N −→ L la inclusión. Entonces ιθϕ : M −→ L es un

monomorfismo y por lo tanto M es esencialmente comprimible.

d) =⇒ b) Sea M ′ un R-módulo esencialmente comprimible tal que ψ : M −→ M ′ es

un monomorfismo esencial. Entonces N = ψ (M) es un submódulo esencial de M ′,

por lo que existe un monomorfismo θ : M ′ −→ N . Luego (ψ |N)−1 θ : M ′ −→ M

es un monomorfismo y por lo tanto M es subisomorfo a M ′. �

Proposición 2.2 Cada suma directa de módulos esencialmente comprimibles es esen-

cialmente comprimible.

Demostración

Sean I un conjunto de ı́ndices distinto del vaćıo y {Mi}i∈I una familia de módulos esen-

cialmente comprimibles. Si M = ⊕
i∈I
Mi y L es un submódulo esencial de M , entonces
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para cada i ∈ I, L∩Mi es un submódulo esencial de Mi, por lo que existen monomorfis-

mos θi : Mi −→ L∩Mi. Definimos θ : M −→ L como θ (x) =
∑
i∈I
θi (xi), donde x =

∑
i∈I
xi.

Notemos que θ (x) =
∑
i∈I
θi (xi) ∈

⊕
i∈I
L ∩Mi, aśı que si θ (x) = 0 entonces θi (xi) = 0

para todo i ∈ I. Luego xi = 0 para todo i ∈ I, es decir, θ es un monomorfismo y por lo

tanto M es esencialmente comprimible. �

Recordemos que dos anillos R y S son equivalentes de Morita si sus categoŕıas de

módulos ModR y ModS son equivalentes. Si F : ModR −→ModS es una equivalencia

y f : M −→ M ′ es un homomorfismo de R-módulos, entonces f es un monomorfismo

si y sólo si F (f) es un monomorfismo. Más aún, f es un monomorfismo esencial si y

sólo si F (f) es un monomorfismo esencial [1, Proposiciones 21.6 y 21.7].

Proposición 2.3 Ser esencialmente comprimible es una propiedad invariante de Mo-

rita.

Demostración

Como un móduloM es esencialmente comprimible si y sólo si para cualquierN ∈ModR

con un monomorfismo esencial de N en M , hay un monomorfismo de M en N , el

resultado se sigue de lo dicho en el párrafo anterior. �

Definición 2.3 Se dice que un módulo M es co-hopfiano si cada endomorfismo in-

yectivo de M es un isomorfismo.

La siguiente proposición contiene más propiedades de los módulos esencialmente com-

primibles.

Proposición 2.4 Sea M un R-módulo no nulo esencialmente comprimible. Entonces

se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) Si N es un submódulo esencial de M ó N es un submódulo invariante bajo endomor-

fismos inyectivos de M , entonces N es un submódulo esencialmente comprimible.
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b) Si N es un submódulo de M tal que θ (N) + θ−1 (N) ⊆ N para cada monomorfismo

θ : M −→M , entonces
M

N
es un módulo esencialmente comprimible.

c) M es semisimple y co-hopfiano si y sólo si M tiene un submódulo esencialmente

comprimible y co-hopfiano que es esencial en M .

d) and (M) es un ideal semiprimo de R.

e) La cápsula M-inyectiva M̂ de M no contiene submódulos esenciales totalmente

invariantes.

f) Si M es finitamente generado, entonces M no contiene sumas directas infinitas de

submódulos totalmente invariantes distintos de cero.

Demostración

a) Supongamos primero que N es un submódulo esencial de M . Se demostrará que N

es esencialmente comprimible. Sea L un submódulo esencial de N , entonces L es

un submódulo esencial de M . Por hipótesis, existe un monomorfismo θ : M −→ L.

Sea ι : N −→ M la inclusión. Entonces θι : N −→ L es un monomorfismo y por

lo tanto N es esencialmente comprimible.

Supongamos ahora que N es invariante bajo endomorfismos inyectivos de M . Se

demostrará que N es esencialmente comprimible. Sean K un submódulo esencial

de N y N ′ un seudocomplemento de N en M . Entonces N ⊕N ′ es un submódulo

esencial de M y K ∩N ′ = 0. Como K es un submódulo esencial de N y N ′ es un

submódulo esencial de N ′, entonces K ⊕N ′ es esencial en N ⊕N ′. Aśı K ⊕N ′ es

esencial en M y existe un monomorfismo θ : M −→ K⊕N ′. Sea ι : K⊕N ′ −→M

la inclusión, entonces ιθ : M −→M es un endomorfismo inyectivo. Por hipótesis,

θ (N) = ιθ (N) ⊆ N , de donde θ (N) ∩N ′ = 0.

Por otro lado, consideremos la proyección ρ : K⊕N ′ −→ K ⊕N ′

N ′
. Se demostrará

que ρθ |N es un monomorfismo. Sea x ∈ N tal que ρθ (x) = 0. Entonces θ (x) ∈ N ′

y aśı θ (x) ∈ θ (N) ∩ N ′ = 0. Luego x ∈ Nuθ, por lo que x = 0. Aśı ρθ |N es
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un monomorfismo. Además,
K ⊕N ′

N ′
∼=

K

K ∩N ′
∼= K. Sea ϕ :

K ⊕N ′

N ′
−→ K el

isomorfismo anterior. Entonces ϕρθ |N : N −→ K es un monomorfismo y por lo

tanto N es esencialmente comprimible.

b) Sean N ⊆ L ⊆ M y supongamos que
L

N
es un submódulo esencial de

M

N
. Por

la Proposición 1. 6 e), L es esencial en M por lo que existe un monomorfismo

θ : M −→ L. Además, por hipótesis θ (N) ⊆ N . Luego existe un homomorfismo

θ̄ :
M

N
−→ L

N
tal que el siguiente diagrama con renglones exactos conmuta.

0 −→ N
ι−→ M

ρ−→ M
N
−→ 0

↓θ|N ↓θ ↓θ̄

0 −→ N
ι′−→ L

ρ′−→ L
N
−→ 0

Como θ−1 (N) ⊆ N se tiene que θ̄ es un monomorfismo, demostrando aśı que
M

N
es un módulo esencialmente comprimible.

c) La condición necesaria se cumple porque M es un submódulo esencial de śı mismo

y por hipótesis, M es esencialmente comprimible y co-hopfiano.

Supongamos queN es un submódulo esencialmente comprimible deM , co-hopfiano

y esencial en M . Primero se demostrará que N es semisimple. Sea L un submódu-

lo esencial de N , entonces existe un monomorfismo θ : N −→ L. Si consideramos

la inclusión ι : L −→ N se tiene que ιθ : N −→ N es un monomorfismo que

por hipótesis, es un isomorfismo. Luego ι es suprayectivo y por lo tanto N = L,

esto es, N no contiene submódulos esenciales propios. Consecuentemente N es

semisimple y N = Zoc (N).

Por otro lado, como N es un submódulo esencial de M , por la Proposición 1.9 c),

Zoc (M) = Zoc (N) = N . Luego Zoc (M) es un submódulo esencial en M , por

lo que existe un monomorfismo θ : M −→ Zoc (M). Considerando la inclusión

ι : Zoc (M) −→ M , se tiene que θι : Zoc (M) −→ Zoc (M) es un monomorfismo

y por hipótesis, θι es un isomorfismo. Sea x ∈ M , entonces θ (x) ∈ Zoc (M), por
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lo que existe un único m ∈ Zoc (M) tal que θι (m) = θ (x). Luego θ (m) = θ (x)

y por lo tanto x = m ∈ Zoc (M). Esto implica que M ⊆ Zoc (M) y por lo tanto

M es semisimple y co-hopfiano.

d) Sea A = and (M). Como M 6= 0 entonces A es un ideal propio de R. Sea B un

ideal de R tal que B2 ⊆ A y consideremos el submódulo L de M definido por

L = {m ∈M | mB = 0}. Si 0 6= m ∈M entonces se tienen dos casos.

1. Si m ∈ L entonces mB = 0 y mR 6= 0.

2. Si m 6∈ L entonces mB 6= 0 y mB2 ⊆ mA = 0.

Si hacemos B0 = R, entonces existe n ∈ {0, 1} tal que mBn 6= 0 y mBn+1 = 0.

Luego 0 6= mBn ⊆ mR ∩ L, lo que implica que existe r ∈ R tal que 0 6= mr ∈ L.

Esto demuestra que L es un submódulo esencial de M . Por hipótesis, existe un

monomorfismo θ : M −→ L. θ es tal que θ (MB) = θ (M)B ⊆ LB = 0. Entonces

MB = 0 y aśı B ⊆ A. Por la Proposición 1.3, A es un ideal semiprimo de R.

e) Sea N un submódulo totalmente invariante y esencial de M̂ . Entonces N ∩M es

un submódulo esencial de M , por lo que existe un monomorfismo θ : M −→

N ∩M. Sea L = θ (M). Entonces L es un submódulo de N que es isomorfo a M .

Consideremos (θ |N)−1 : L −→ M . Como M̂ es M -inyectivo entonces existe un

homomorfismo ϕ : M̂ −→ M̂ tal que el siguiente diagrama con renglón superior

exacto conmuta.

0 −→ L
ι−→ M̂

↓θ−1 ↓ϕ

M
ι′−→ M̂

Aśı θ−1 se puede extender a un endomorfismo ϕ : M̂ −→ M̂ . Entonces M =

θ−1 (L) = ϕ (L) ⊆ ϕ (N) ⊆ N . Se sigue que EndR

(
M̂
)
M ⊆ EndR

(
M̂
)
N ⊆ N .

Por otro lado, M̂ = tr (M,E (M)) =
∑
{f (M) | f ∈ Hom (M,E (M))}. Demos-

traremos que M̂ ⊆ End
(
M̂
)
M . Sea g ∈ Hom (M,E (M)), entonces g (M) ⊆
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∑
{f (M) | f ∈ Hom (M,E (M))} = M̂ . Como M̂ es M -inyectivo, M̂ es inyec-

tivo en σ [M ], por lo que existe h : M̂ −→ M̂ tal que el siguiente diagrama con

renglón superior exacto conmuta.

0 −→ g (M)
ι−→ M̂

↓ι ↙h

M̂

Aśı g (M) = h (M) = h · M con h ∈ End
(
M̂
)

. Se tiene entonces que M̂ ⊆

EndR

(
M̂
)
M ⊆ EndR

(
M̂
)
N ⊆ N . Luego N = M̂ .

f) Sea N = N1⊕N2⊕ . . . una suma de submódulos totalmente invariantes de M . Sea K

un seudocomplemento de N en M . Entonces N∩K = 0 y N⊕K es un submódulo

esencial de M . Luego hay un monomorfismo θ : M −→ N ⊕ K. Como M es

finitamente generado entonces θ (M) ⊆ N1⊕ . . .⊕Nt⊕K para algún t ≥ 0. Por la

hipótesis θ (Nt+1 ⊕Nt+2 ⊕ . . .) ⊆ Nt+1⊕Nt+2⊕ . . .; luego θ (Nt+1 ⊕Nt+2 ⊕ . . .) ⊆

θ (M) ∩ (Nt+1 ⊕Nt+2 ⊕ . . .) ⊆ (N1 ⊕ . . .⊕Nt ⊕K) ∩ (Nt+1 ⊕Nt+2 ⊕ . . .) = 0.

Aśı Nt+1 ⊕Nt+2 ⊕ . . . ⊆ Nuθ = 0 y por lo tanto la suma es finita. �

Corolario 2.1 Sea M un módulo finitamente generado y esencialmente comprimible

sobre un anillo conmutativo R. Si S = EndR (M), entonces la dimensión uniforme de

SM es finita.

Demostración

Sean N un S-submódulo de M y r ∈ R. Definimos θr : M −→ M como θr (m) = mr.

Como R es conmutativo θr es un homomorfismo y por lo tanto θr ∈ S. Como N es un

S-submódulo de M entonces θr (N) ⊆ N ; esto implica que Nr = θr (N) ⊆ N para todo

r ∈ R. Entonces N es un R-submódulo de M y además es totalmente invariante. Aśı

todo S-submódulo de SM es un R-submódulo totalmente invariante de MR.

Si (V1 ⊕ V2 ⊕ . . .) es un submódulo esencial de SM , donde cada Vi es uniforme, entonces

(V1 ⊕ V2 ⊕ . . .) ⊆ MR es una suma directa de R-submódulos totalmente invariantes.
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Como M es finitamente generado, por la Proposición 2.4 (f), la suma directa es finita

y por lo tanto dimu (SM) = n <∞. �

Definición 2.4 Se dice que un R-módulo M distinto de cero es primo si and (M) =

and (N) para todo submódulo N distinto de cero de M .

La siguiente proposición da información de los módulos finitamente generados y esen-

cialmente comprimibles.

Proposición 2.5 Sean MR un módulo esencialmente comprimible y finitamente gene-

rado y S = EndR (M) . Si SM es un módulo primo, entonces para cada submódulo

U distinto de cero de MR, existen un entero positivo n y fi ∈ HomR (U,M), para

1 ≤ i ≤ n, tales que M se puede sumergir dentro de
n∑
i=1

fi (U) . Además, si MR es

nosingular, entonces MR tiene dimensión uniforme finita si y sólo si MR tiene un

submódulo uniforme.

Demostración

Sean U un submódulo distinto de cero de M y N =
∑
{f (U) | f ∈ HomR (U,M)}.

Consideremos el homomorfismo inclusión ι : U −→ M que es distinto de cero. En-

tonces ι (U) ⊆ N y por lo tanto N 6= 0. Se demostrará que N es un submódu-

lo totalmente invariante de M . Sea g : MR −→ MR un homomorfismo, entonces

g (N) = g

( ∑
f∈Hom(U,M)

f (U)

)
=

∑
f∈Hom(U,M)

gf (U). Como gf ∈ Hom (U,M) enton-

ces los sumandos de g (N) son algunos de los sumandos de N , esto es, g (N) ⊆ N y por

lo tanto N es totalmente invariante.

Sea K un seudocomplemento de N en M . Entonces N ⊕K es un submódulo esencial

de M , por lo que existe un monomorfismo θ : M −→ N ⊕K. Sean π : N ⊕K −→ K

la proyección e i : K −→ M la inclusión. Entonces ϕ = ιπθ es un endomorfismo de

M y como N es un submódulo totalmente invariante de M se tiene que ϕ (N) ⊆ N .

También ϕ (N) = ιπθ (N) ⊆ ιπ (N ⊕K) = ι (K) = K y aśı ϕ (N) ⊆ N ∩K = 0. De

aqúı se sigue que ϕ ∈ ani (SN) = ani (SM) ya que SM es primo. Luego ϕ (M) = 0, lo
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que implica que π (θ (M)) = ιπθ (M) = ϕ (M) = 0. Entonces θ (M) ⊆ N =
∑
{f (U) |

f ∈ HomR (U,M)}. Por hipótesis M es finitamente generado, aśı que existen n ∈ Z+ y

fi ∈ HomR (U,M) con 1 ≤ i ≤ n tales que θ (M) ⊆ f1 (U) + · · ·+ fn (U). Por lo tanto

M puede sumergirse en f1 (U) + · · ·+ fn (U).

Ahora, sea MR nosingular y supongamos que U es un submódulo uniforme de M .

Definamos φ : U (n) −→ f1 (U)+ · · ·+fn (U) como φ (u1, · · · , un) = f1 (u1)+ · · ·+fn (un)

para todo ui ∈ U con 1 ≤ i ≤ n. Claramente φ es un homomorfismo. Notemos que

φ es un epimorfismo y que U (n) tiene dimensión uniforme n. Aśı
U (n)

Nuφ
es isomorfo

a
n∑
i=1

fi (U) ⊆ M , lo que implica que
U (n)

Nuφ
es nosingular. Ahora demostraremos que

Nuφ es cerrado en U (n). Sea B un submódulo de U (n) tal que Nuφ es un submódulo

esencial de B. Por la Proposición 1.15,
B

Nuφ
es singular. Como

B

Nuφ
es un submódulo

de
U (n)

Nuφ
, por la Proposición 1.16,

B

Nuφ
es nosingular. Por lo tanto B = Nuφ y Nuφ

es cerrado en U (n). Entonces, por la Proposición 1.14, la dimensión uniforme de
U (n)

Nuφ

es finita. Luego la dimensión uniforme de
n∑
i=1

fi (U) y en consecuencia la de M también

son finitas.

La afirmación rećıproca es clara. �

Lema 2.1 Sean M un R-módulo e I un conjunto de ı́ndices distinto del vaćıo tales

que M = ⊕
i∈I
Mi, donde Mi es un módulo uniforme para todo i ∈ I. Sea 0 6= N ⊆ M .

Entonces existen I ′ ⊆ I y un monomorfismo esencial θ : N −→ ⊕
i∈I′

Mi.

Demostración

1. Supongamos que N ∩ Mi 6= 0 para todo i ∈ I. Se demostrará que N es un

submódulo esencial de M . Por hipótesis, Mi es un módulo uniforme para todo

i ∈ I, lo que implica que 0 6= N ∩ Mi es un submódulo esencial de Mi. Aśı

⊕
i∈I

(N ∩Mi) es un submódulo esencial de ⊕
i∈I
Mi. Sea 0 6= x̄ ∈ ⊕

i∈I
Mi. Entonces

existe r ∈ R tal que 0 6= x̄r ∈ ⊕
i∈I

(N ∩Mi). Luego x̄r =
∑
i∈I
xir con xir ∈ N ∩Mi
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para todo i ∈ I y xir = 0 para casi todo i ∈ I. En particular, xir ∈ N para todo

i ∈ I, por lo que 0 6= x̄r =
∑
i∈I
xir ∈ N . Por lo tanto N es un submódulo esencial

de ⊕
i∈I
Mi y la inclusión ι : N −→ ⊕

i∈I
Mi es un monomorfismo esencial.

2. Supongamos ahora que N ∩ Mj = 0 para algún j ∈ I. Sea F = {J ⊆ I |

N
⋂
⊕
j∈J
Mj = 0}. Entonces {j} ∈ F y F 6= φ. Con la relación de orden ” ⊆ ”,

F es un conjunto parcialmente ordenado. Sean C ⊆ F una cadena y K =
⋃
J∈C

J .

Entonces K es una cota superior de C. Se demostrará que K ∈ F . Sea x̄ ∈

N
⋂
⊕
j∈K

Mj, luego x̄ ∈ N y x̄ =
∑
j∈K

xj con xj ∈Mj y xj = 0 para casi todo j ∈ K.

Como sólo hay un número finito de sub́ındices j para los cuales xj 6= 0 y C es

una cadena entonces existe J ′ ∈ C tal que J ′ contiene a todos estos sub́ındices.

Luego x̄ ∈ ⊕
j∈J ′

Mj

⋂
N = 0. Por lo tanto x̄ = 0 y aśı N

⋂
⊕
j∈K

Mj = 0, lo que

implica que K ∈ F . Por el Lema de Zorn, F tiene un elemento máximo I ′′

tal que N
⋂
⊕
i∈I′′

Mi = 0. Como N
⋂
⊕
i∈I
Mi = N 6= 0 entonces I ′′ & I. Sea I ′ =

I\I ′′ 6= φ. Consideremos la proyección π : ⊕
i∈I
Mi −→ ⊕

i∈I′
Mi. Sea π |N la restricción

sobre N , esto es, π |N : N −→ ⊕
i∈I′

Mi. Entonces Nu (π |N) = (Nuπ)
⋂
N =

⊕
i∈I′′

Mi

⋂
N = 0, por lo que π |N es un monomorfismo. Sea k ∈ I ′, entonces

N ∩
{
Mk

⊕(
⊕
i∈I′′

Mi

)}
6= 0 por la maximidad de I ′′; luego π (N) ∩ Mk 6= 0.

Se sigue que π (N) ∩Mi 6= 0 para todo i ∈ I ′. Por una demostración análoga a

la realizada en el caso anterior se tiene que π (N) es un submódulo esencial de

⊕
i∈I′

Mi. Aśı se concluye que π |N : N −→ ⊕
i∈I′

Mi es un monomorfismo esencial. �

Proposición 2.6 Sea M = ⊕
i∈I
Mi, donde Mi es un R-módulo uniforme y comprimible

para todo i ∈ I. Entonces cualquier submódulo N distinto de cero de M es un R-módulo

esencialmente comprimible.

Demostración

Por el lema anterior, existen I ′ ⊆ I y un monomorfismo esencial θ : N −→ ⊕
i∈I′

Mi.

Como cada Mi es comprimible entonces Mi es esencialmente comprimible para todo

i ∈ I ′. Por la Proposición 2.2, ⊕
i∈I′

Mi es esencialmente comprimible. Ya que θ (N)
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es un submódulo esencial de ⊕
i∈I′

Mi, por la Proposición 2.4 a), θ (N) es esencialmente

comprimible. Finalmente, como N es isomorfo a θ (N), N es esencialmente comprimible.

�

Lema 2.2 Sean M un R-módulo esencialmente comprimible, Z = Z (M) el submódulo

singular de M y S = Zoc (M) el zoclo de M . Entonces se cumplen las siguientes

proposiciones:

a) Z es esencialmente comprimible.

b) S es esencialmente comprimible.

c)
M

Z
es esencialmente comprimible.

d)
M

S
es esencialmente comprimible.

Demostración

a) Sabemos que f (Z) ⊆ Z para cualquier homomorfismo f : M −→ M , en particular

para los endomorfismos inyectivos. Por la Proposición 2.4 a), Z es esencialmente

comprimible.

b) Sabemos que f (S) ⊆ S para cualquier homomorfismo f : M −→ M , en particular

para los endomorfismos inyectivos. Por la Proposición 2.4 a), S es esencialmente

comprimible.

c) Sabemos que si θ : M −→ M es un monomorfismo se cumple que θ (Z) ⊆ Z.

Además, θ−1 (Z) = {m ∈ M | θ (m) ∈ Z} = {m ∈ M | and (θ (m)) es un ideal

esencial de R}. Como θ es un monomorfismo se tiene que and (m) = and (θ (m)).

De aqúı θ−1 (Z) = {m ∈M | and (m) es un ideal esencial de R} = Z. Por lo tanto

θ (Z) + θ−1 (Z) ⊆ Z. Por la Proposición 2.4 b),
M

Z
es esencialmente comprimible.

d) Sea θ : M −→ M un monomorfismo, entonces M ∼= θ (M). Luego S ∼= θ (S)

y θ−1 (S) ∼= S, lo que implica que θ−1 (S) es un submódulo semisimple de M .

Además
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θ−1 (S) = θ−1 (∩{L | LEM}) = ∩{θ−1 (L) | LEM}.

Por la Proposición 1.6 h), θ−1 (L) es un submódulo esencial de M . Entonces

S ⊆ θ−1 (S) y como S es el submódulo semisimple más grande de M se tiene que

S = θ−1 (S). Por lo tanto θ (S) + θ−1 (S) ⊆ S. Por la Proposición 2.4 b)
M

S
es

esencialmente comprimible. �

Proposición 2.7 Supongamos que la cápsula M-inyectiva M̂ de M es esencialmente

comprimible. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) M es un módulo semisimple ó M tiene una cadena descendente infinita B1 ⊃ A1 ⊃

B2 ⊃ A2 ⊃ · · · tal que cada Ai es un submódulo esencial de Bi y cada Bi es un

submódulo de M isomorfo a M̂ .

b) Si M cumple la condición de cadena descendente sobre sumandos directos, entonces

M es un módulo semisimple.

c) M̂ = Z
(
M̂
)
⊕ L para algún submódulo esencialmente comprimible L.

Demostración

a) Supongamos que M no es semisimple. Entonces M contiene un submódulo esen-

cial propio N . Como M es un submódulo esencial de M̂ se tiene que N es un

submódulo esencial propio de M̂ y por lo tanto M̂ no es semisimple. Además,

existe un monomorfismo θ : M̂ −→ N . Sea B1 = θ
(
M̂
)
⊆ N ⊆ M . Entonces

B1 es isomorfo a M̂ y por lo tanto B1 es M -inyectivo y no es semisimple. Aśı B1

contiene un submódulo esencial propio A1.

Como B1 es isomorfo a M̂ entonces es esencialmente comprimible y existe un

monomorfismo θ1 : B1 −→ A1. Sea B2 = θ1 (B1) ⊆ A1. Entonces B2 es isomorfo

a B1, aśı que B2 es M -inyectivo y no es semisimple. Por otro lado, se demostrará

que A1 no es M -inyectivo. Supongamos que śı lo es, entonces A1 = Â1. Además,

A1 es un submódulo esencial de B1, lo que implica que Â1 = B̂1 y por lo tanto
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A1 = Â1 = B̂1 = B1. Esto contradice el que A1 sea un submódulo propio de B1.

Luego A1 no es M -inyectivo y aśı B2 es un submódulo propio de A1 isomorfo a

M̂ . Continuando este procedimiento obtenemos una cadena descendente infinita

B1 ⊃ A1 ⊃ B2 ⊃ A2 ⊃ · · · con las propiedades requeridas.

b) Si M cumple la condición de cadena descendente sobre sumandos directos, entonces

por a), M debe ser semisimple pues en caso contrario existe la cadena descendente

infinita en la que cada Bi es un sumando directo de M ya que Bi es M -inyectivo.

c) Sean Z ′ = Z
(
M̂
)

y K un seudocomplemento de Z ′ en M̂ . Entonces N = Z ′⊕K es

un submódulo esencial de M̂ . Por hipótesis, existe un monomorfismo θ : M̂ −→ N .

Sea A = θ
(
M̂
)

, entonces A es un submódulo de N isomorfo a M̂ , de donde A

es M-inyectivo. Por la Proposición 1.23, N = A ⊕ B para algún submódulo B

de N . Además, Z (Z ′) = Z
(
Z
(
M̂
))

= Z
(
M̂
)

= Z ′ y Z (K) = K ∩ Z
(
M̂
)

=

K ∩ Z ′ = 0. Aśı Z (N) = Z (Z ′ ⊕K) = Z (Z ′) ⊕ Z (K) = Z ′ ⊕ 0 = Z ′, por lo

que Z ′ = Z (N) = Z (A⊕B) = Z (A) ⊕ Z (B) y por lo tanto N = Z ′ ⊕ K =

Z (A) ⊕ Z (B) ⊕ K. Sea C = Z (B) ⊕ K. Entonces A ⊆ N = Z (A) ⊕ C, de

donde A = Z (A) ⊕ (C ∩ A). Como A es isomorfo a M̂ se tiene que Z (A) ∼= Z ′.

Entonces M̂ = Z ′ ⊕ L para algún submódulo L de M̂ . Por otro lado,
M̂

Z ′
=

Z ′ ⊕ L
Z ′

∼=
L

L ∩ Z ′
∼= L. Por el Lema 2.2 c),

M̂

Z ′
es esencialmente comprimible y

por lo tanto L también lo es. �

El siguiente teorema muestra que el estudio de módulos esencialmente comprimibles se

reduce al estudio de tales módulos cuando éstos son singulares o nosingulares.

Teorema 2.1 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-módulo M.

a) M es esencialmente comprimible.

b) M ∼= M1⊕M2, donde M1 es un módulo semisimple y M2 es un módulo esencialmente

comprimible con zoclo cero.
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c) M es subisomorfo a M1 ⊕M2, donde M1 es un módulo nosingular esencialmente

comprimible y M2 es un módulo singular esencialmente comprimible.

Demostración

b) =⇒ a) Si M1 es semisimple, entonces M1 es esencialmente comprimible. Por la

Proposición 2.2, M1⊕M2 es esencialmente comprimible y por lo tanto M también

lo es.

c) =⇒ a) La Proposición 2.2 implica que M1⊕M2 es esencialmente comprimible. Por

la Proposición 2.1 b), M es esencialmente comprimible.

a) =⇒ b) Sean M un módulo esencialmente comprimible, S = Zoc (M) y K un seu-

docomplemento de S en M . Entonces N = S ⊕ K es un submódulo esencial de

M y por hipótesis, existe un monomorfismo θ : M −→ N . Sea U = Zoc (θ (M)),

entonces U ⊆ Zoc (N) = S. Como S es semisimple entonces S = U ⊕ L para

algún submódulo L de S. Luego U ⊆ θ (M) ⊆ N = S ⊕K = U ⊕ L⊕K, por lo

que U es un sumando directo de θ (M).

Como M es isomorfo a θ (M) se tiene que U = θ (S) ∼= S. Luego M = S ⊕ N ′

para algún submódulo N ′ de M . Además,
M

S
=
S ⊕N ′

S
∼=

N ′

N ′ ∩ S
∼= N ′. Por el

Lema 2.2 d),
M

S
es esencialmente comprimible y por lo tanto N ′ es esencialmente

comprimible.

a) =⇒ c) Sean Z = Z (M) el submódulo singular de M y L un seudocomplemen-

to de Z en M . Entonces Z ⊕ L es un submódulo esencial de M . Como M es

esencialmente comprimible, la Proposición 2.4 a) implica que Z ⊕L es esencial-

mente comprimible. Además, existe un monomorfismo θ : M −→ Z ⊕ L. Como

la inclusión ι : Z ⊕ L −→ M también es un monomorfismo se tiene que M es

subisomorfo a Z⊕L. Más aún, por el Lema 2.2 a) y c), se tiene que tanto Z como
Z ⊕ L
Z

∼=
L

Z ∩ L
∼= L son esencialmente comprimibles. �
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El siguiente teorema da información sobre módulos nosingulares esencialmente compri-

mibles.

Teorema 2.2 Para cualquier anillo R, cada R-módulo nosingular, esencialmente com-

primible es isomorfo a un submódulo de un R-módulo libre.

Demostración

Sean M 6= 0 un módulo nosingular y esencialmente comprimible y F = {{mjR}j∈J |

mj ∈M para cada j ∈ J y {mjR}j∈J es independiente }. Claramente, F es un conjunto

no vaćıo que está parcialmente ordenado con la inclusión.

Como la familia F es de carácter finito por el Lema de Tukey, tiene un elemento máximo

{miR}i∈I . Entonces
∑
i∈I
miR es directa y es esencial en M . De no ser aśı, ⊕

i∈I
miR tiene

un seudocomplemento N en M , el cual contiene un submódulo ćıclico distinto de cero

de M . Esto contradice la maximidad de {miR}i∈I .

Sean i ∈ I y Ai = and (mi). Entonces Ai es un ideal derecho de R que no es esencial

pues M es nosingular. Sea Bi un seudocomplemento de Ai en R, entonces Ai⊕Bi es un

ideal derecho esencial de R. Sea r ∈ R tal que 0 6= mir. Por la Proposición 1.6 f), existe

un ideal derecho esencial E de R tal que rE ⊆ Ai⊕Bi. Como M es nosingular, el único

elemento m ∈ M tal que mA = 0 para algún ideal derecho esencial A de R es m = 0.

Esto implica que 0 6= mirE ⊆ mi (Ai ⊕Bi) = miBi. Aśı miBi es un submódulo esencial

de miR, por lo que ⊕
i∈I
miBi es un submódulo esencial de ⊕

i∈I
miR y por lo tanto de M .

Como M es esencialmente comprimible hay un monomorfismo θ : M −→ ⊕
i∈I
miBi.

Consideremos ahora la función ϕi : Bi −→ miBi definida como ϕi (b) = mib para todo

b ∈ Bi. Claramente ϕi es un isomorfismo. Sea ϕ = ⊕
i∈I
ϕi : ⊕

i∈I
Bi −→ ⊕

i∈I
miBi la función

dada por ϕ ({bi}i∈I) = {ϕi (bi)}i∈I . Entonces ϕ es un isomorfismo y por lo tanto

M
θ−→ ⊕

i∈I
miBi

ϕ−1

−→ ⊕
i∈I
Bi ⊆ R(I)

es un monomorfismo. �

Definición 2.5 Sea M 6= 0 un R-módulo. Se dice que M tiene suficientes unifor-

mes si cada submódulo distinto de cero de M contiene un submódulo uniforme.
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Teorema 2.3 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-módulo M 6= 0.

a) M es nosingular, esencialmente comprimible y tiene suficientes uniformes.

b) M es subisomorfo a ⊕
i∈I
Ai, donde para cada i ∈ I, Ai es un ideal derecho de R,

nosingular, uniforme y tal que no contiene ningún ideal derecho nilpotente distinto

de cero.

c) M es nosingular y se sumerge en una suma directa de R-módulos uniformes y com-

primibles.

Demostración

a) =⇒ b) Sea F = {{Uj}j∈J | Uj es un submódulo ćıclico y uniforme de M y {Uj}j∈J
es independiente}. Como M tiene suficientes uniformes, M tiene un submódulo

uniforme U . Sea 0 6= x ∈ U . Entonces xR es un submódulo ćıclico uniforme de

M y 0 6= {xR} ∈ F . Por lo tanto F es distinto del vaćıo. Con la relación de

orden ” ⊆ ”, F es un conjunto parcialmente ordenado. Sean C ⊆ F una cadena

y K =
⋃
C∈C

C = {Uj}j∈J . Entonces K es una cota superior de C. Se demostrará

que K está en F . Sea y ∈ Ui
⋂ ∑

j∈J j 6=i
Uj. Entonces y = xi para algún xi ∈ Ui y

y =
∑

j∈J j 6=i
xj, donde xj ∈ Uj y para casi todo j ∈ J , salvo una cantidad finita,

xj = 0. Como C es una cadena, existe C ′ = {Ul}l∈L en C que contiene a xi y

a los xj’s y como C ′ es independiente, se tiene que y = 0. Luego K = {Uj}j∈J
es independiente, lo que implica que K ∈ F . Por el Lema de Zorn, F tiene un

elemento máximo {Ui}i∈I .

Notemos que ⊕
i∈I
Ui es un submódulo esencial deM , pues en caso contrario podemos

tomar un seudocomplemento N de ⊕
i∈I
Ui en M , el cual contiene un submódulo

ćıclico uniforme. Esto contradice la maximidad de {Ui}i∈I .

Sea U = Ui para algún i ∈ I y sea 0 6= x ∈ U tal que xR = U . Por hipótesis, M

es nosingular, luego U es nosingular. Esto implica que C = and (x) no es un ideal

derecho esencial de R, por lo que existe un ideal derecho A distinto de cero de R



39

tal que A ∩ C = 0. Consideremos la función f : A −→ xA dada por f (r) = xr

para todo r ∈ A, que es claramente un isomorfismo. Como A ∼= xA, A es un ideal

derecho de R, nosingular y uniforme. Sea B un ideal derecho de R tal que B2 = 0

y B ⊆ A. Notemos que MB2 = 0, de donde B2 ⊆ and (M). Por la Proposición 2.4

d), and (M) es semiprimo, entonces B ⊆ and (M). Aśı MB = 0, lo cual implica

que xB = 0 y por lo tanto B ⊆ A∩C = 0. Concluimos que A no contiene ideales

derechos, nilpotentes, distintos de cero de R.

Consecuentemente, para todo i ∈ I existe un ideal derecho Ai de R, uniforme,

nosingular y tal que no contiene ideales derechos, nilpotentes, distintos de cero de

R. Más aún, Ai es isomorfo a xiAi para algún 0 6= xi ∈ Ui. De aqúı se concluye

que ⊕
i∈I
Ai, es isomorfo a ⊕

i∈I
xiAi que es un submódulo esencial de ⊕

i∈I
Ui. Ya que

⊕
i∈I
Ui es un submódulo esencial de M y M es esencialmente comprimible se sigue

que existe un monomorfismo θ : M −→ ⊕
i∈I
Ai.

b) =⇒ c) Sea I un conjunto de ı́ndices distinto del vaćıo y para cada i ∈ I sea Ai

un ideal derecho de R, nosingular y uniforme tal que no contiene ningún ideal

derecho, nilpotente, distinto de cero de R. Supongamos que M es subisomorfo

a ⊕
i∈I
Ai. Entonces existe un monomorfismo θ : M −→ ⊕

i∈I
Ai. Luego θ (M) es un

submódulo de ⊕
i∈I
Ai isomorfo a M . Como cada Ai es nosingular, se tiene que ⊕

i∈I
Ai

es nosingular. Por lo tanto θ (M) y M son nosingulares.

Se demostrará que Ai es un R-módulo comprimible para cada i ∈ I. Sea A = Ai

para algún i ∈ I y sea B 6= 0 un submódulo de A. Por hipótesis, 0 6= BB ⊆ BA,

por lo que existe b ∈ B tal que bA 6= 0. Consideremos la función θb : A −→ B

definida por θb (a) = ba para todo a ∈ A. Entonces θb es un homomorfismo distinto

de cero. Como A es nosingular, B es nosingular y por lo tanto
A

Nuθb
∼= Im θb

es también nosingular. Supongamos que Nuθb es un submódulo de A distinto de

cero. Entonces Nuθb es un submódulo esencial de A pues A es uniforme. Luego
A

Nuθb
es singular, lo que implica que

A

Nuθb
es singular y nosingular. Por lo tanto

Nuθb = 0 y aśı θb es un monomorfismo, lo que prueba que A es comprimible.
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c) =⇒ a) Por hipótesis, M es nosingular y por la Proposición 2.6, M es isomorfo a

un módulo esencialmente comprimible; luego M es esencialmente comprimible.

Ahora se demostrará que M tiene suficientes uniformes. Sea 0 6= x ∈M , entonces

xR es un submódulo distinto de cero de M . Sabemos que existe un monomorfismo

θ : M −→ ⊕
i∈I
Ui, donde Ui es un R-módulo uniforme y comprimible para todo

i ∈ I. Notemos que θ (xR) es un submódulo distinto de cero de una suma directa

finita de módulos uniformes. Por [5, 5.7 y 5.1], θ (xR) contiene un submódulo

uniforme. Como lo mismo le ocurre a xR, hemos probado que M tiene suficientes

uniformes. �

Definición 2.6 Se dice que un R-módulo M distinto de cero es cŕıticamente com-

primible si es comprimible y no se puede sumergir en ningún módulo cociente propio.

Proposición 2.8 Los módulos comprimibles, uniformes y nosingulares son cŕıticamen-

te comprimibles.

Demostración

Sean M un módulo comprimible, uniforme y nosingular y N un submódulo distinto de

cero deM . EntoncesN es un submódulo esencial deM y aśı
M

N
es singular. Supongamos

que hay un monomorfismo g : M −→ M

N
. Entonces Img ∼= M , por lo que Img es

nosingular. Además Img ≤ M

N
implica que Img es singular. Por lo tanto Img = 0,

esto es, g es el homomorfismo cero, con lo que concluimos que M es cŕıticamente

comprimible. �



Caṕıtulo 3

Módulos esencialmente

comprimibles sobre ciertos anillos

En este caṕıtulo estudiaremos los módulos esencialmente comprimibles sobre anillos

hereditarios derechos y anillos totalmente acotados, neterianos derechos. Además ca-

racterizaremos los módulos esencialmente comprimibles, nosingulares sobre anillos se-

miprimos y goldianos derechos.

Definición 3.1 Un anillo R es semiartiniano derecho si
R

A
tiene un zoclo distinto

de cero para cada ideal derecho propio A de R.

Proposición 3.1 Sobre un anillo semiartiniano derecho cada módulo esencialmente

comprimible es semisimple.

Demostración

Sean R un anillo semiartiniano derecho y M un R-módulo esencialmente comprimible.

Por el Teorema 2.1, existe un isomorfismo ϕ : M →M1 ⊕M2, donde M1 es un módulo

semisimple y M2 es un módulo esencialmente comprimible tal que Zoc (M2) = 0. Sea

0 6= x ∈ M , entonces existen y ∈ M1 y z ∈ M2 únicos tales que ϕ (x) = y + z. Aśı zR

es un submódulo de M2, lo que implica que Zoc (zR) = Zoc (M2)
⋂
zR = 0. Por otro

lado, zR ∼=
R

and (z)
, aśı que Zoc

(
R

and (z)

)
= 0. Como R es semiartiniano derecho,

41
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and (z) = R; luego z = 0 y por lo tanto ϕ (x) = y. Aśı M ∼= M1, de donde M es

semisimple. �

Definición 3.2 El anillo R es hereditario derecho si cada ideal derecho de R es

proyectivo.

Se sabe que un anillo R es hereditario derecho si y sólo si cada cociente de un R-

módulo inyectivo es inyectivo si y sólo si cada submódulo de un R-módulo proyectivo

es proyectivo [2, Teorema 5.4].

Proposición 3.2 Los anillos hereditarios derechos son anillos nosingulares derechos.

Demostración

Sean R un anillo hereditario derecho y r ∈ Z (RR). Entonces rR ∼=
R

and (r)
. Por hipóte-

sis, rR es proyectivo. Entonces
R

and (r)
también lo es y por lo tanto existe un homo-

morfismo ϕ tal que el siguiente diagrama con renglón exacto conmuta.

R

and (r)
ϕ ↙ ↓1

R
ρ−→ R

and (r)
−→ 0

Aśı R = and (r)⊕ Imϕ, lo que implica que and (r)∩ Imϕ = 0. Ahora, como and (r) es

un ideal esencial de R entonces Imϕ = 0. Esto implica que R = and (r), de donde se

deduce que r = 0. Por lo tanto Z (RR) = 0 y R es nosingular derecho. �

Proposición 3.3 Sobre un anillo hereditario derecho R, un R-módulo M es esencial-

mente comprimible si y sólo si M = M1⊕M2, donde M1 es un submódulo esencialmente

comprimible, singular y M2 es un submódulo esencialmente comprimible, proyectivo.

Demostración

Supongamos que M = M1 ⊕M2 y que Mi es esencialmente comprimible para i = 1, 2.

Por la Proposición 2.2, M = M1 ⊕M2 es esencialmente comprimible.
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Supongamos ahora que M es esencialmente comprimible y denotemos por Z = Z (M)

el submódulo singular de M . Por hipótesis, R es hereditario derecho y por la Proposi-

ción 3.2, R es nosingular derecho. Entonces, por la Proposición 1.17
M

Z
es nosingular.

Además, el Lema 2.2 implica que
M

Z
es esencialmente comprimible. Aśı, por el Teorema

2.2,
M

Z
se sumerge en un módulo libre. Como R es hereditario derecho y cada R-módulo

libre es proyectivo, se tiene que
M

Z
es proyectivo. Entonces existe un homomorfismo ϕ

tal que el siguiente diagrama con renglón exacto conmuta.

M

Z
ϕ ↙ ↓1

M
ρ−→ M

Z
−→ 0

Luego M = Z⊕imϕ. Ya que ϕ es un monomorfismo, imϕ es isomorfo a
M

Z
. Aśı imϕ es

proyectivo y esencialmente comprimible. Además, por el Lema 2.2, Z es esencialmente

comprimible y claramente es singular. �

Proposición 3.4 Sea R un anillo con dimensión uniforme derecha finita. Entonces se

cumplen los siguientes enunciados.

a) Un R-módulo nosingular M es esencialmente comprimible si y sólo si M se sumerge

en una suma directa de R-módulos uniformes, comprimibles.

b) Cada submódulo de un R-módulo esencialmente comprimible, nosingular es esen-

cialmente comprimible.

c) Si M es un R-módulo esencialmente comprimible, nosingular entonces
R

and (M)
es

un anillo semiprimo, goldiano derecho.

Demostración

a) Supongamos que M es un R-módulo nosingular y esencialmente comprimible. De-

mostraremos que M se sumerge en una suma directa de R-módulos comprimibles

y uniformes. Por el Teorema 2.3 , basta probar que M tiene suficientes uniformes.
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Sean 0 6= m ∈M y A = and (m), entonces mR ∼=
R

A
. Como M es nosingular, mR

también lo es. Por lo tanto
R

A
es nosingular. Probaremos que A es esencialmente

cerrado en R. Supongamos que B es un ideal derecho de R en el que A es esencial.

Entonces
B

A
es singular y como también es nosingular,

B

A
= 0. Por lo tanto B = A

y A es esencialmente cerrado. Por la Proposición 1.13, la dimensión uniforme

derecha de
R

A
es finita y por lo tanto la de mR también lo es. Aśı mR tiene un

submódulo uniforme y consecuentemente M tiene suficientes uniformes.

La afirmación rećıproca se sigue del Teorema 2.3, c) implica a).

b) Sean M un módulo esencialmente comprimible, nosingular y N un submódulo de

M distinto de cero. Entonces N es nosingular. Por a), existen un conjunto de

ı́ndices I distinto del vaćıo y módulos comprimibles, uniformes {Ui}i∈I tales que

existe un monomorfismo ϕ : M −→ ⊕
i∈I
Ui. Consideremos la inclusión ι : N −→M ,

entonces se tiene el monomorfismo ϕι : N −→ ⊕
i∈I
Ui. Por a), N es esencialmente

comprimible.

c) Sea A = and (M) y supongamos que B es un ideal derecho de R en el cual A es

esencial. Entonces
B

A
es singular, por lo que si tomamos x+ A ∈ B

A
se tiene que

existe un ideal esencial derecho E de R tal que xE ⊆ A. Entonces MxE ⊆MA =

0, lo que implica que Mx ⊆ Z (M) = 0. Aśı x ∈ A y por lo tanto B = A, esto es,

A es esencialmente cerrado en R. Por la Proposición 1.14 y [1, Corolario 2.12],

dimu

(
R

A R
A

)
= dimu

(
R

AR

)
es finita.

Ahora mostraremos que
R

A
es un anillo nosingular derecho. Sea x+A ∈ Z

(
R

A R
A

)
.

Entonces, por la Proposición 1.6 f), existe un ideal esencial derecho E de R tal

que xE ⊆ A. Luego MxE ⊆ MA = 0, de donde Mx ⊆ Z (M) = 0. Por lo tanto

x ∈ A y Z

(
R

A R
A

)
= 0.

Por la Proposición 2.4 d), A es un ideal semiprimo de R, aśı que
R

A
es un anillo

semiprimo. Finalmente, por el Teorema 1.1,
R

A
es un anillo semiprimo, goldiano



45

derecho. �

Teorema 3.1 Sea R un anillo semiprimo, goldiano derecho. Entonces un R-módulo M

es nosingular y esencialmente comprimible si y sólo si M se sumerge en un R-módulo

libre.

Demostración

La condición necesaria se cumple por el Teorema 2.2.

Supongamos que M se puede sumergir en un R-módulo libre F . Por hipótesis, R es un

anillo goldiano derecho, aśı que cumple la condición de cadena ascendente en anuladores

derechos. Además R es semiprimo, aśı que por el Lema 1.2, R es un anillo nosingular

derecho. Entonces el producto directo de copias de R es no singular. Como R(A) ⊆ RA

para cualquier conjunto A, se sigue que cualquier suma directa de copias de R es

nosingular. En particular, F es nosingular y por lo tanto M también lo es.

Ya que R es un anillo goldiano derecho, R tiene dimensión uniforme derecha finita,

es decir, existen m ∈ N e ideales derechos uniformes Ui (1 ≤ i ≤ m) de R tales que
m⊕
i=1

Ui es un ideal esencial de R. Por la Proposición 1.18, se cumple que
m⊕
i=1

Ui contiene

un elemento regular c de R. Además, R ' cR ⊆
m⊕
i=1

Ui. Aśı F , y por lo tanto M , se

sumergen en una suma directa ⊕
i∈I
Ai de ideales derechos uniformes Ai con i ∈ I de R.

Por el Teorema 2.3, M es esencialmente comprimible. �

Corolario 3.1 Se cumplen las siguientes proposiciones:

a) Sobre un anillo semiprimo y goldiano derecho cada módulo proyectivo es esencial-

mente comprimible.

b) Sobre un anillo semiprimo y goldiano derecho e izquierdo cada módulo nosingular,

finitamente generado es esencialmente comprimible.
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Demostración

a) Sea R un anillo semiprimo, goldiano derecho y P un R-módulo proyectivo. Entonces

P es isomorfo a un sumando directo de un módulo libre F . Aśı existe un mono-

morfismo de P en F . Por el teorema anterior, P es esencialmente comprimible.

b) Sea M un R-módulo nosingular, finitamente generado. Por [6, Proposiciónes 6.9 y

6.19], M se sumerge en un R-módulo libre, finitamente generado. Finalmente, por

el teorema anterior, M es esencialmente comprimible. �

Definición 3.3 Definimos la dimensión de Krull de un módulo M sobre un anillo

R por inducción transfinita y la denotamos por dim K (M).

1. La dimensión de Krull de M es −1 para M = 0.

2. Consideremos un ordinal α ≥ 0 y supongamos que hemos definido cuáles módu-

los tienen dimensión de Krull igual a β para ordinales β < α. Diremos que

dimK (M) = α si:

a) no hemos definido dimK (M) = β para algún β < α y

b) para cada cadena descendente numerable M0 ≥M1 ≥M2 ≥ . . . de submódu-

los de M , tenemos que dimK

(
Mi

Mi+1

)
< α para todos, salvo una cantidad

finita de ı́ndices i.

En caso de que dimK (M) = α no valga para ningún ordinal α, diremos que dimK (M)

no está definida o que M no tiene dimensión de Krull.

Lema 3.1 Sea M un R-módulo. Entonces dimK (M) = 0 si y sólo si M es artiniano,

distinto de cero.

Demostración

Si M es un R-módulo, entonces dimK (M) = 0 si y sólo si M 6= 0 y para cada cadena

descendente M0 ≥ M1 ≥ . . . de submódulos de M , tenemos que
Mi

Mi+1

= 0 para todos,
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salvo una cantidad finita de ı́ndices i, esto es, M satisface la condición de cadena des-

cendente sobre sus submódulos. Entonces dimK (M) = 0 si y sólo si M 6= 0 y M es

artiniano.�

En [6, Lema 13.1] se prueba que si M es un módulo con dimensión de Krull y N es un

submódulo de M , entonces dimK (N) y dimK

(
M

N

)
existen. Además,

dimK (M) = max

{
dimK (N) , dimK

(
M

N

)}
. (3.1)

Lema 3.2 Si M es un módulo neteriano, entonces tiene dimensión de Krull.

Demostración

Supongamos que la dimensión de Krull de M no está definida. Por inducción neteriana

[6, Página 26], podemos suponer que todos los cocientes propios de M tienen dimensión

de Krull. Sea α = sup{dimK

(
M

N

)
| 0 6= N < M}. Enseguida demostraremos que

dimK (M) ≤ α + 1, con lo cual obtendremos una contradicción.

SeaM0 ≥M1 ≥ . . . una cadena de submódulos deM . Probaremos que dimK

(
Mi

Mi+1

)
≤

α para casi todo i. Si algún Mn = 0, entonces dimK

(
Mi

Mi+1

)
= −1 para todo i ≥ n y

aśı la condición se cumple para este caso. Si todo Mi 6= 0, entonces dimK

(
Mi

Mi+1

)
≤

dimK

(
M

Mi+1

)
≤ α para todo i. De la definición de dimensión de Krull se sigue que

dimK (M) ≤ α + 1. �

Definición 3.4 Sea α un ordinal, α ≥ 0. Un módulo M se llama α- cŕıtico si

dimK (M) = α y dimK

(
M

N

)
< α para todo submódulo N 6= 0 de M . Un módu-

lo M se llama cŕıtico si éste es α-cŕıtico para algún ordinal α.

Notemos que los módulos 0-cŕıticos son los módulos simples, mientras que un módulo

M con dimensión de Krull es 1-cŕıtico si y sólo si M no es artiniano, pero todos sus

módulos cocientes propios son artinianos.

Lema 3.3 Si M es un módulo cŕıtico, entonces M es uniforme.
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Demostración

Supongamos que M es α-cŕıtico para algún ordinal α ≥ 0. Probaremos primero que

todo submódulo N 6= 0 de M es α-cŕıtico. Sea 0 6= N < M . Como dimK

(
M

N

)
< α,

por la ecuación 3.1, dimK (N) = α. Además, si L es un submódulo distinto de cero de

N , entonces dimK

(
N

L

)
≤ dimK

(
M

L

)
< α. Luego N es α-cŕıtico.

Probaremos ahora que M es uniforme. Supongamos lo contrario. Entonces existen N1

y N2 submódulos distintos de cero de M tales que N1 ∩ N2 = 0. Aśı N1 ⊕ N2 es un

submódulo no nulo de M . Por el párrafo anterior, N1, N2 y N1 ⊕ N2 son α-cŕıticos.

Luego dimK (N1) = dimK (N2) = dimK (N1 ⊕N2) = α. Por otro lado,
N1 ⊕N2

N1

∼=
N2

N1 ∩N2

= N2, por lo que dimK (N2) = dimK

(
N1 ⊕N2

N1

)
< α. La contradicción

anterior muestra que M es uniforme. �

Lema 3.4 Si M 6= 0 es un módulo con dimensión de Krull, entonces M tiene un

submódulo cŕıtico, distinto de cero.

Demostración

Escojamos un submódulo N0 de M con dimensión de Krull mı́nima (esto se puede hacer

porque los ordinales satisfacen la condición de cadena descendente). Sea dimK (N0) =

α. Si N0 no es α-cŕıtico, entonces N0 contiene un submódulo distinto de cero N1 tal que

dimK

(
N0

N1

)
= α. Notemos que dimK (N1) ≤ dimK (N0) y como α es la dimensión

de Krull más pequeña para cualquier submódulo distinto de cero de M , se tiene que

dimK (N1) = α. Aśı podemos construir una cadena de submódulos de M distintos

de cero N0 ≥ N1 ≥ . . . ≥ Nk tales que dimK (Ni) = dimK

(
Ni−1

Ni

)
= α para

i = 1, . . . , k. Supongamos que Nk no es cŕıtico. Entonces hay un submódulo distinto de

cero Nk+1 ≤ Nk tal que dimK (Nk+1) = dimK

(
Nk

Nk+1

)
= α. Como dimK (N0) = α,

este proceso no puede continuar indefinidamente. Por lo tanto existe un submódulo Nk

de M que es cŕıtico. �

Lema 3.5 Un módulo comprimible M con dimensión de Krull es cŕıtico.
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Demostración

Sea M un módulo comprimible con dimensión de Krull. Como M 6= 0, por el Lema 3.4,

M tiene un submódulo cŕıtico y distinto de cero N . Entonces N es α-cŕıtico para algún

ordinal α ≥ 0. Ya que M es comprimible, existe un monomorfismo θ : M −→ N . Aśı

M ∼= θ (M) ⊆ N y por lo tanto M es α-cŕıtico. �

Los lemas anteriores y el siguiente (que no tiene que ver con los módulos cŕıticos) nos

serán de utilidad en la demostración del último resultado de este caṕıtulo.

Lema 3.6 Sea U un ideal derecho uniforme de un anillo primo, goldiano derecho R.

Entonces U es comprimible.

Demostración

Sea V 6= 0 un ideal derecho de U . Por [8, 3.3.3], V contiene una copia isomorfa de U , es

decir, existe un ideal derecho U ′ de R tal que U ∼= U ′ ⊆ V . Llamemos ϕ al isomorfismo

de U en U ′. Entonces U
ϕ−→ U ′

ι−→ V , donde ι : U ′ −→ V es la inclusión, es un

monomorfismo. Por lo tanto U es comprimible. �

En particular,
R

P
es comprimible para cualquier ideal primo P de un anillo conmutativo

y neteriano R.

Definición 3.5 Un anillo primo R se llama acotado derecho si cada ideal derecho

esencial de R contiene un ideal bilateral distinto de cero.

Definición 3.6 Un anillo R es totalmente acotado derecho si
R

P
es acotado dere-

cho para cada ideal primo P de R.

Notemos que cada anillo conmutativo es totalmente acotado.

Teorema 3.2 Sea R un anillo totalmente acotado y neteriano derecho. Entonces un

R-módulo no nulo M es esencialmente comprimible si y sólo si M se sumerge en una

suma directa de R-módulos comprimibles y cŕıticos.
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Demostración

Primero supongamos que M es un R-módulo no nulo tal que existe un monomorfismo de

M en ⊕
i∈I
Mi, donde Mi es un módulo comprimible y cŕıtico para todo i ∈ I. Por el Lema

3.3, cada Mi es comprimible y uniforme y por la Proposición 2.6, M es esencialmente

comprimible.

Ahora supongamos que M es esencialmente comprimible. Consideremos 0 6= x ∈ M .

El submódulo ćıclico xR es finitamente generado, luego es neteriano y tiene dimensión

de Krull por el Lema 3.2. El Lema 3.4 implica que xR tiene un submódulo cŕıtico

U distinto de cero. Consecuentemente, cada submódulo no nulo de M contiene un

submódulo cŕıtico no nulo.

Sea F = {{Uj}j∈J | Uj es un submódulo cŕıtico de M y {Uj}j∈J es independiente}. Por

el parrafo anterior, M tiene un submódulo cŕıtico no nulo U . Claramente {U} ∈ F ,

lo que implica que F es distinto del vaćıo. Con la relación de orden ” ⊆ ”, F es un

conjunto parcialmente ordenado. Como la familia F es de carácter finito, por el Lema

de Tukey, existe un conjunto máximo {Ui}i∈I con Ui cŕıtico para todo i ∈ I.

Notemos que ⊕
i∈I
Ui es un submódulo esencial de M , pues en caso contrario existiŕıa un

submódulo N de M tal que ⊕
i∈I
Ui⊕N es esencial en M ; pero N contiene un submódulo

cŕıtico, lo que contradice la maximidad de {Ui}i∈I .

Sean i ∈ I y U = Ui. Definamos P = {r ∈ R | V r = 0 para algún submódulo distinto

de cero V de U}. Del hecho de que U es uniforme se sigue que P es un ideal de R. Por

otro lado, como R es neteriano derecho, P es un ideal derecho finitamente generado.

Sea {x1, . . . , xn} un conjunto de generadores. Entonces existen submódulos distintos de

cero V1, . . . , Vn de U tales que Vixi = 0 para todo i = 1, . . . , n. Como U es uniforme

entonces U ′ =
n⋂
i=1

Vi es un submódulo distinto de cero de U . Ahora probaremos que

P = and (U ′). Sea r ∈ P , entonces existen r1, . . . , rn ∈ R tales que r =
n∑
i=1

xiri. Aśı

U ′r = U ′

(
n∑
i=1

xiri

)
⊆
∑n

i=1 (U ′xi) ri = 0; luego r ∈ and (U ′). Ahora sea s ∈ and (U ′),

entonces U ′s = 0. Por la definición de P se tiene que s ∈ P , mostrando aśı que
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P = and (U ′).

Enseguida demostraremos que P es un ideal primo de R. Sean I y J ideales derechos

de R tales que IJ ⊆ P .

Supongamos que I * P . Entonces 0 6= U ′I ⊆ U ′ ⊆ U . Luego U ′I es un submódulo

distinto de cero de U tal que (U ′I) J ⊆ U ′P = 0. Por la definición de P se tiene

que J ⊆ P .

Supongamos que J * P y que U ′IJ = 0. Entonces U ′I = 0, de lo contrario U ′I es

un submódulo distinto de cero de U tal que U ′IJ = 0, lo que implica que J ⊆ P .

Por lo tanto U ′I = 0 y aśı I ⊆ and (U ′) = P .

De aqúı concluimos que P es un ideal primo de R, aśı que
R

P
es un anillo primo. Por

hipótesis,
R

P
es un anillo acotado derecho. Ya que R es neteriano derecho,

R

P
también

lo es y por lo tanto
R

P
es un anillo goldiano derecho. Como and (U ′) = P entonces

U ′ tiene estructura de
R

P
-módulo y cumple que anR

P
(U ′) = 0̄, luego U ′ es fiel como

R

P
-módulo. Por [6, 8.3], U ′ es un

R

P
-módulo nosingular. Además, U ′ 6= 0 implica que

Z (U ′) 6= U ′, por lo que U ′ no es singular. Por [6, 6.17], U ′ tiene un
R

P
-submódulo

uniforme Y isomorfo a un ideal derecho distinto de cero L de
R

P
. Aśı L es uniforme. Por

el Lema 3.6, L es comprimible. Por otro lado, como
R

P
es neteriano derecho, L también

lo es y por el Lema 3.2, L tiene dimensión de Krull. Finalmente, por el Lema 3.5, L

es cŕıtico. Esto implica que Y es un
R

P
-submódulo comprimible y cŕıtico de U ′. Por [1,

Corolario 2.12 y 4.3], Y es un R-módulo comprimible y cŕıtico.

Aśı para todo i ∈ I, Ui contiene un submódulo comprimible, cŕıtico y distinto de cero

Yi. Como ⊕
i∈I
Ui es uniforme y ⊕

i∈I
Yi es un submódulo distinto de cero de ⊕

i∈I
Ui, entonces

⊕
i∈I
Yi es un submódulo esencial de ⊕

i∈I
Ui, que a su vez es un submódulo esencial de M .

Por lo tanto ⊕
i∈I
Yi es un submódulo esencial de M y como M es esencialmente compri-

mible existe un monomorfismo θ : M −→ ⊕
i∈I
Yi. �

El teorema anterior aplica para anillos neterianos, conmutativos.
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Teorema 3.3 Sea R un anillo conmutativo y neteriano. Entonces un R-módulo M es

esencialmente comprimible si y sólo si M se sumerge en una suma directa de R-módulos

de la forma
R

P
, donde P es un ideal primo de R.

Demostración

Primero supongamos que M se sumerge en una suma directa de R-módulos de la forma
R

P
, donde P es un ideal primo de R. Por hipótesis, R es conmutativo y neteriano, aśı

que
R

P
es comprimible. Además como

R

P
es neteriano, tiene dimensión de Krull. Por el

Lema 3.5,
R

P
es cŕıtico. Aśı M se sumerge en una suma directa de R-módulos cŕıticos

comprimibles. Por el teorema anterior, M es esencialmente comprimible.

Ahora supongamos que M es esencialmente comprimible. Por hipótesis, R es conmu-

tativo y neteriano, luego R es un anillo neteriano, totalmente acotado. Como en la

demostración del teorema anterior, existe un monomorfismo θ : M −→ ⊕
i∈I
Yi, donde

Yi es un submódulo cŕıtico comprimible de M que es isomorfo al ideal derecho Li del

dominio entero
R

Pi
. Aśı se tiene el siguiente monomorfismo

M
θ−→ ⊕

i∈I
Yi ∼= ⊕

i∈I
Li

ι−→ ⊕
i∈I

R

Pi
,

donde ι : ⊕
i∈I
Li −→ ⊕

i∈I

R

Pi
es la inclusión. �



Caṕıtulo 4

Clases esencialmente comprimibles

En este caṕıtulo estudiaremos la propiedad de ser esencialmente comprimible en las

clases de R-módulos ćıclicos, co-ćıclicos e inyectivos. Además, caracterizaremos los ani-

llos R para los cuales la clase Mod-R de todos los R-módulos derechos es esencialmente

comprimible.

Definición 4.1 Una clase C de módulos se llama esencialmente comprimible si

todos sus miembros son esencialmente comprimibles.

Definición 4.2 Un R-módulo M distinto de cero se llama co-semisimple ó V-

módulo si cada módulo simple en σ [M ] es M-inyectivo. Un anillo R es un V-anillo

derecho si el módulo derecho RR es co-semisimple.

Definición 4.3 Un anillo R en el cual cada elemento a ∈ R puede ser escrito en la

forma axa, para algún x ∈ R, se llama regular de von Neumann.

Se sabe que un anillo conmutativo R es un V-anillo derecho si y sólo si R es un anillo

regular de von Neumann [7, Corolario 3.73] y [11, Propiedades 23.5].

Definición 4.4 Un R-módulo se llama co-ćıclico si éste contiene un submódulo sim-

ple esencial.

53
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Proposición 4.1 Sea R cualquier anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

para un R-módulo M .

a) M es co-semisimple.

b) En σ [M ] cada R-módulo co-ćıclico es esencialmente comprimible.

c) En σ [M ] cada R-módulo ćıclico y co-ćıclico es esencialmente comprimible.

Demostración

a) =⇒ b) Sean M un R-módulo co-semisimple y N ∈ σ [M ] un R-módulo co-ćıclico.

Entonces N tiene un submódulo simple esencial S que pertenece a σ [M ]. Por

hipótesis, S es M -inyectivo, lo que implica que S es N -inyectivo. Aśı el siguiente

diagrama con renglón exacto conmuta.

0 −→ S
ι−→ N

↓1 ↙f

S

Por lo tanto N = S ⊕ Nuf . Como S ∩ Nuf = 0 implica que Nuf = 0 entonces

N es simple. Luego N es esencialmente comprimible.

b) =⇒ c) Por hipótesis, todo R-módulo co-ćıclico en σ [M ] es esencialmente compri-

mible. En particular, los R-módulos co-ćıclicos y ćıclicos son esencialmente com-

primibles.

c) =⇒ a) Sea S un R-módulo simple en σ [M ]. Demostraremos que S es M -inyectivo.

Consideremos la cápsula M -inyectiva Ŝ de S. Sea 0 6= x ∈ Ŝ entonces 0 6= xR

es un módulo ćıclico. Probaremos que xR es un módulo co-ćıclico. Ya que S es

un submódulo esencial de Ŝ, entonces existe r ∈ R tal que 0 6= xr ∈ S. Aśı

0 6= xr ∈ S ∩ xR ⊆ S. Como S es simple, S ∩ xR = S y por lo tanto S ⊆ xR.

Además, S = S ∩ xR es un submódulo esencial de Ŝ ∩ xR = xR, probando

aśı que xR es un módulo ćıclico y co-ćıclico. Por hipótesis, xR es esencialmente
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comprimible, luego existe un monomorfismo θ : xR → S. Como θ (xR) es un

submódulo no nulo de S y S es simple, θ (xR) = S. Además, xR es isomorfo a

θ (xR), por lo que xR es simple. Luego S = xR y entonces x ∈ S. Por lo tanto

Ŝ = S. �

Definición 4.5 Una serie de composición para un módulo M es una cadena de

submódulos

0 = M0 < M1 < · · · < Mn = M

tal que cada uno de los cocientes
Mi

Mi−1

es un módulo simple. Se dice que la longitud de

la serie es n, mientras que los cocientes
Mi

Mi−1

se llaman factores de composición

de M. Un módulo de longitud finita es cualquier módulo que tiene una serie de

composición.

Proposición 4.2 Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo R.

a) R es un V-anillo derecho.

b) Cada R-módulo co-ćıclico es esencialmente comprimible.

c) Cada R-módulo ćıclico y co-ćıclico es esencialmente comprimible.

Además, si R es un anillo hereditario y neteriano, a)-c) son equivalentes a

d) Cada R-módulo finitamente generado y distinto de cero es esencialmente compri-

mible.

Demostración

a) ⇐⇒ b) ⇐⇒ c) Se siguen de la proposición anterior tomando M = R.

d) =⇒ c) Sea M un R-módulo ćıclico y co-ćıclico. Entonces M es finitamente generado

y por d), M es esencialmente comprimible.

Ahora sea R un anillo hereditario y neteriano.
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a) =⇒ d) Supongamos que M 6= 0 es finitamente generado. Sean Z = Z (M) y 0 6=

x ∈ Z. Entonces and (x) es un ideal esencial de R. Por [8, 5.4.5],
R

and (x)
tiene

longitud finita. Consideremos la siguiente serie de composición de
R

and (x)
∼= xR:

0 =
J0

and (x)
≤ J1

and (x)
≤, . . . , Jn−1

and (x)
≤ Jn
and (x)

=
R

and (x)
∼= xR.

Como
J1

and (x)
es simple, xR contiene un submódulo simple S isomorfo a

J1

and (x)
.

Aśı existe r ∈ R tal que 0 6= xr ∈ S ⊆ xR ⊆ Z. Ya que S es un submódulo simple

de Z se tiene que 0 6= xr ∈ S ⊆ ⊕{L | L es un submódulo simple de Z} = Zoc (Z).

Por lo tanto Zoc (Z) es un submódulo esencial de Z. Ahora, por hipótesis, R es un

V -anillo, luego por [5, 2.13], cada submódulo simple de Z es inyectivo y como la

suma directa de inyectivos es inyectivo se concluye que Zoc (Z) es inyectivo. Aśı

Z = Zoc (Z) ⊕ T para algún submódulo T de Z. Pero Zoc (Z) es un submódulo

esencial de Z, lo cual implica que T = 0. Luego Z = Zoc (Z) y por lo tanto

M = Z ⊕L para algún submódulo L de M . Además, L ∼=
L

L ∩ Z
∼=
L+ Z

Z
=
M

Z
.

Ya que R es hereditario, por la Proposición 3.2, R es nosingular y entonces por la

Proposición 1.17,
M

Z
es nosingular. Luego L es nosingular y finitamente generado.

Ahora demostraremos que R es un anillo semiprimo. Ya que R es un V -anillo,

por [5, 2.13], cada ideal derecho de R es idempotente. Por inducción matemática

probaremos que R no contiene ideales derechos nilpotentes. Sea J un ideal derecho

de R tal que Jn = 0.

Si n = 1, entonces J = 0.

Si n = 2, entonces 0 = J2 = J .

Supongamos que para k ≥ 3, si Jk = 0, entonces J = 0. Si 0 = Jk+1 =

J2Jk−1 = JJk−1 = Jk, por hipótesis de inducción, J = 0.

Por lo tanto el único ideal derecho nilpotente de R es cero. Por la Proposición 1.5,

R es semiprimo. Más aún, por la Proposición 1.21, R es un anillo goldiano. Aśı
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por el Corolario 3.1 b), L es esencialmente comprimible. Además, Z = Zoc (Z) es

un submódulo semisimple, luego es esencialmente comprimible. Por la Proposición

2.2, M es esencialmente comprimible. �

Definición 4.6 Un R-módulo M se llama localmente neteriano si cada submódulo

finitamente generado de M es neteriano.

Proposición 4.3 Sea M un R-módulo. Si cada R-módulo ćıclico X ∈ σ [M ] es esen-

cialmente comprimible entonces M es localmente neteriano y co-semisimple.

Demostración

Por hipótesis, cada R-módulo ćıclico en σ [M ] es esencialmente comprimible. Entonces

por la Proposición 4.1, M es co-semisimple.

Sean N cualquier módulo semisimple en σ [M ], N̂ la cápsula M -inyectiva de N y 0 6=

x ∈ N̂ . Entonces xR es un módulo ćıclico en σ [M ] y por hipótesis, xR es esencialmente

comprimible. Sea S = Zoc (xR) = Zoc
(
N̂
)
∩ xR. Como N es esencial en N̂ , entonces

N = Zoc (N) = Zoc
(
N̂
)

y aśı S = N ∩ xR. Además, S = N ∩ xR es un submódulo

esencial de xR; luego existe un monomorfismo θ : xR −→ S. Como xR 6= 0 entonces

0 6= θ (xR) ⊆ S, lo que implica que θ (xR) es un módulo semisimple. Además, xR es

isomorfo a θ (xR), por lo que xR también es semisimple y consecuentemente xR =

Zoc (xR) = N ∩ xR. Entonces x ∈ N y por lo tanto N = N̂ . Concluimos que cada

módulo semisimple en σ [M ] es M -inyectivo.

Sean I un conjunto numerable de ı́ndices y {Si}i∈I una familia de módulos simples tales

que Si ∈ σ [M ] para todo i ∈ I. Si Ŝi es la cápsula M -inyectiva de Si entonces Ŝi = Si

ya que M es co-semisimple. Aśı ⊕
i∈I
Ŝi = ⊕

i∈I
Si es un módulo semisimple. Por el parrafo

anterior, ⊕
i∈I
Ŝi es M - inyectivo. Por lo tanto cada suma directa numerable de cápsulas

M -inyectivas de módulos simples en σ [M ] es un módulo M -inyectivo. Por [5, 2.5], M

es localmente neteriano.�

Corolario 4.1 Un anillo conmutativo R es semiprimo y artiniano si y sólo si cada

R-módulo ćıclico es esencialmente comprimible.
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Demostración

Primero supongamos que R es semiprimo y artiniano. Por la Proposición 1.12, R es

semisimple. Sabemos que para cualquier ideal I de R se cumple que
R

I
es semisimple.

Sea xR un R-módulo ćıclico. Como xR es isomorfo a
R

and (x)
entonces xR es semisimple.

Aśı xR es esencialmente comprimible.

Ahora supongamos que cada R-módulo ćıclico es esencialmente comprimible. Entonces

por la Proposición 4.3, R es un V -anillo localmente neteriano. Por [7, Corolario 3.73],

R es regular de von Neumann y localmente neteriano y por [11, 37.5], R es semisimple.

Luego, por la Proposición 1.12, R es semiprimo artiniano. �

Lema 4.1 Sean U un R-módulo uniforme y Û su cápsula M-inyectiva. Entonces Û es

uniforme.

Demostración

Sean K y L submódulos distintos de cero de Û . Demostraremos que K∩L 6= 0. Como U

es un submódulo esencial de Û entonces U ∩K y U ∩L son submódulos de U distintos

de cero. Ya que U es uniforme, (U ∩K) ∩ (U ∩ L) 6= 0. Pero (U ∩K) ∩ (U ∩ L) =

U ∩ (K ∩ L). Luego K ∩ L 6= 0, lo que implica que Û es uniforme. �

Proposición 4.4 Los siguientes enunciados son equivalentes para un R-módulo M .

a) M es semisimple.

b) La clase σ [M ] es esencialmente comprimible.

c) En σ [M ] cada módulo inyectivo es esencialmente comprimible.

d) Para todo K ∈ σ [M ], la cápsula M-inyectiva K̂ puede sumergirse en K.

e) Para todo M1,M2 ∈ σ [M ], si M̂1 es isomorfo a M̂2 entonces M1 es subisomorfo a

M2.

f) En σ [M ] cada R-módulo ćıclico y cada R-módulo uniforme es esencialmente com-

primible.
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Demostración

a) =⇒ b) Sea N ∈ σ [M ], entonces N es M -generado. Aśı existen un conjunto de

ı́ndices I y un epimorfismo ϕ : M (I) −→ N . Luego N = ϕ
(
M (I)

)
. Por hipótesis,

M es semisimple, lo que implica que M (I) también lo es. Entonces N es semisimple

y por lo tanto N es esencialmente comprimible.

b) =⇒ c) Por hipótesis, cada módulo en σ [M ] es esencialmente comprimible. En par-

ticular, cada módulo inyectivo es esencialmente comprimible.

c) =⇒ d) Sea K ∈ σ [M ]. Si K̂ es su cápsula M -inyectiva, entonces por hipótesis, K̂

es esencialmente comprimible. Como K es un submódulo esencial de K̂ entonces

existe un monomorfismo θ : K̂ −→ K.

d) =⇒ e) Sean M1,M2 ∈ σ [M ] tales que M̂1 y M̂2 son isomorfos. Sea ϕ : M̂1 −→ M̂2

el isomorfismo. Consideremos la inclusión ι : M1 −→ M̂1. Por hipótesis, hay

un monomorfismo θ : M̂2 −→ M2. Aśı θϕι : M1 −→ M2 es un monomorfismo.

Similarmente se construye un monomorfismo φ : M2 −→M1.

e) =⇒ f) Sea U ∈ σ [M ] un R-módulo uniforme. Demostraremos que U es esencial-

mente comprimible. Sea K un submódulo esencial de U , entonces Û es isomorfo a

K̂. Por hipótesis, K es subisomorfo a U . Aśı existe un monomorfismo θ : U −→ K.

Por lo tanto U es esencialmente comprimible.

Procedemos de manera análoga si xR es un R-módulo ćıclico en σ [M ].

f) =⇒ a) Por la Proposición 4.3, M es localmente neteriano. Supongamos ahora que U

es un R-módulo uniforme en σ [M ]. Probaremos que U es M -inyectivo. Por el lema

anterior, Û también es uniforme y por hipótesis, Û es esencialmente comprimible.

Como U es un submódulo esencial de Û , entonces existe un monomorfismo θ :

Û −→ U . Luego 0 6= θ
(
Û
)

es isomorfo a Û . Esto implica que θ
(
Û
)

es un

submódulo M - inyectivo de U , por lo que U = θ
(
Û
)
⊕A para algún submódulo
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A de U . Pero θ
(
Û
)
∩A = 0 implica que A = 0 ya que U es uniforme. Por lo tanto

U = θ
(
Û
)

. Concluimos que en σ [M ] cada módulo uniforme es M -inyectivo.

Ahora demostraremos que U es un módulo simple. Sea K 6= 0 un submódulo

de U . Entonces K es un submódulo esencial de U y como por hipótesis U es

esencialmente comprimible, existe un monomorfismo ϕ : U −→ K. Luego 0 6=

ϕ (U) es isomorfo a U , lo que implica que ϕ (U) es un submódulo M - inyectivo

de K. Entonces K = ϕ (U) ⊕ B para algún submódulo B de K. Como ϕ (U) es

esencial en K pues K es uniforme, se tiene que B = 0. Por lo tanto K = ϕ (U).

Aśı K es un submódulo M -inyectivo de U , de donde U = K ⊕ C para algún

submódulo C de U . Pero K ∩ C = 0 implica que C = 0 ya que U es uniforme.

Por lo tanto U = K. Concluimos que en σ [M ] cada módulo uniforme es simple y

M -inyectivo.

Ya que M es localmente neteriano, por [5, Corolario 5.4], cada módulo distinto de

cero en σ [M ] contiene un submódulo esencial que es suma directa de submódulos

uniformes. En particular, para M existe una familia de submódulos uniformes

{Ui}i∈I tales que ⊕i∈IUi es un submódulo esencial de M . Sabemos que Ui es M -

inyectivo para todo i ∈ I, luego por [5, 2.5], ⊕
i∈I
Ui también es M -inyectivo. Aśı

M = ⊕
i∈I
Ui
⊕

A para algún submódulo A de M . Como ⊕
i∈I
Ui es un submódulo

esencial de M se tiene que A = 0. Por lo tanto M = ⊕
i∈I
Ui que es semisimple. �

Corolario 4.2 Para un anillo R los siguientes enunciados son equivalentes.

a) R es semiprimo y artiniano.

b) Cada R-módulo es esencialmente comprimible.

c) Cada R-módulo inyectivo es esencialmente comprimible.

d) Cada R-módulo ćıclico y cada R-módulo uniforme es esencialmente comprimible
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Demostración

Se sigue de la equivalencia entre (a), (b), (c) y (f) de la proposición anterior tomando

M = R ya que, por la Proposición 1.12, el que R sea semisimple es equivalente a que

R sea artiniano y semiprimo. �
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Caṕıtulo 5

Anillos esencialmente comprimibles

En este caṕıtulo estudiaremos la clase de anillos esencialmente comprimibles derechos

cuya definición daremos a continuación.

Definición 5.1 Sea R un anillo. Decimos que R es un anillo esencialmente com-

primible derecho si R como R-módulo derecho es esencialmente comprimible.

Claramente, cualquier dominio es un anillo esencialmente comprimible derecho.

Recordemos que un elemento c ∈ R se llama regular derecho si and (c) = 0 y regular

izquierdo si ani (c) = 0. Un elemento c ∈ R se llama regular si es regular derecho e

izquierdo.

Lema 5.1 Un anillo R es esencialmente comprimible derecho si y sólo si cada ideal

derecho esencial contiene un elemento regular derecho de R.

Demostración

Supongamos que R es esencialmente comprimible derecho y sea I un ideal derecho

esencial de R. Entonces existe un monomorfismo f : R −→ I. Notemos que f (1) ∈ I.

Además, f (1) s = 0 si y sólo si f (s) = 0 si y sólo si s ∈ Nuf si y sólo si s = 0. Por lo

tanto and (f (1)) = 0. Aśı f (1) es un elemento regular derecho de R.

Ahora supongamos que cada ideal derecho esencial de R contiene un elemento regular

derecho. Sea I un ideal esencial derecho de R y x ∈ I un elemento regular derecho

63
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de R. Como and (x) = 0, entonces R ∼= xR. Llamemos ϕ al isomorfismo anterior y

consideremos la inclusión ι : xR −→ I. Entonces ιϕ : R −→ I es un monomorfismo y

por lo tanto R es esencialmente comprimible. �

Proposición 5.1 Cualquier anillo semiprimo y goldiano derecho es esencialmente com-

primible derecho.

Demostración

Sean R un anillo goldiano derecho y semiprimo e I un ideal derecho esencial de R. Por

la Proposición 1.18, existe un elemento regular derecho x en I. Por el Lema 5.1, R es

esencialmente comprimible derecho. �

Lema 5.2 Sean R un anillo semiprimo y U un ideal de R. Entonces and (U) = ani (U)

Demostración

Sabemos que and (U) y ani (U) son ideales de R. Notemos que [Uani (U)]2 = [Uani (U)]

[Uani (U)] = U [ani (U)U ] ani (U) = 0. Por la Proposición 1.4, Uani (U) = 0. Esto

implica que ani (U) ⊆ and (U). Similarmente, and (U) ⊆ ani (U). Por lo tanto and (U) =

ani (U). �

Corolario 5.1 Sea R un anillo semiprimo que satisface las condiciones de cadena as-

cendente y descendente en anuladores derechos. Entonces cada R-módulo derecho (iz-

quierdo) libre es esencialmente comprimible.

Demostración

Sea I un ideal derecho (izquierdo) esencial de R. Por el Lema 5.2 y [4, Teorema 1.19],

para cada x ∈ R se cumple que x+ I contiene un elemento regular de R. En particular,

si x ∈ I, entonces I = x+ I contiene un elemento regular de R. Por el Lema 5.1, R es

esencialmente comprimible derecho (izquierdo). Por la Proposición 2.2, cada R-módulo

derecho (izquierdo) libre es esencialmente comprimible. �

Corolario 5.2 Sea R un anillo semiprimo y goldiano izquierdo. Entonces cada R-

módulo derecho libre es esencialmente comprimible.
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Demostración

Se sigue del Lema 1.3 y el Corolario 5.1. �

Proposición 5.2 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones.

a) Cada ideal de R es un R-módulo derecho esencialmente comprimible.

b) Cada submódulo esencial de un R-módulo libre es esencialmente comprimible.

c) Si A es un ideal propio de R tal que A2 6= A, entonces
R

A2
no es un R-módulo

esencialmente comprimible.

Demostración

a) Sea I un ideal de R. Demostraremos que I es invariante bajo endomorfismos inyec-

tivos de R. Sean f : R −→ R un monomorfismo y y ∈ f (I), entonces existe x ∈ I

tal que y = f (x). Aśı y = f (x) = f (1)x ∈ I ya que I es un ideal de R. Por

lo tanto f (I) ⊆ I. Por la Proposición 2.4 a), I es un R-módulo esencialmente

comprimible.

b) Sea F un R-módulo libre, entonces F es una suma directa de copias del anillo. Por

la Proposición 2.2, F es esencialmente comprimible. Sea I un submódulo esencial

de F . Por la Proposición 2.4 a), I es un R-módulo esencialmente comprimible.

c) Sea A un ideal propio de R tal que A2 6= A. Supongamos que
R

A2
es un R-módulo

esencialmente comprimible. Por la Proposición 2.4 d), anR

(
R

A2

)
es un ideal

semiprimo de R. Notemos que A2 ⊆ anR

(
R

A2

)
= {r ∈ R | (x+ A2) r = 0̄ para

todo x+A2 ∈ R

A2
}. Luego A ⊆ anR

(
R

A2

)
. Sean a ∈ A y 1 +A2 ∈ R

A2
. Entonces

a+A2 = (1 + A2) a = 0̄, de donde a ∈ A2. Como A2 ⊆ A, entonces A = A2, lo que

contradice la hipótesis A 6= A2. Por lo tanto
R

A2
no es un R-módulo esencialmente

comprimible. �
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Proposición 5.3 Cada anillo esencialmente comprimible derecho es un anillo semi-

primo y nosingular derecho.

Demostración

SeaR un anillo esencialmente comprimible derecho. Por la Proposición 2.4 d), and (R) =

0 es un ideal semiprimo de R. Entonces R es un anillo semiprimo. Por el Teorema 2.1,

existe un monomorfismo θ : R −→ Z ⊕A, donde Z es un R-módulo singular y A es un

R-módulo nosingular. Sea θ (1) = c, entonces existen x ∈ Z y a ∈ A únicos tales que

c = x + a. Notemos que cr = 0 si y sólo si θ (1) r = 0 si y sólo si θ (r) = 0 si y sólo

si r = 0. Por lo tanto and (c) = 0. Además, and (c) = and (x) ∩ and (a). Como x ∈ Z

entonces and (x) es un ideal derecho esencial de R, lo que implica que and (a) = 0. Aśı

R ∼= aR ⊆ A. Sabemos que A es un R-módulo no singular, luego su submódulo aR

también es nosingular. Por lo tanto R es nosingular derecho. �

Proposición 5.4 Cada anillo esencialmente comprimible derecho no contiene sumas

directas infinitas de ideales distintos de cero.

Demostración

Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Demostraremos que cada ideal

distinto de cero de R es un ideal derecho totalmente invariante. Sean I un ideal de R

distinto de cero y f : R −→ R un homomorfismo. Tomemos un elemento y ∈ f (I),

entonces existe x ∈ I tal que y = f (x) = f (1)x ∈ I. Por lo tanto f (I) ⊆ I. Luego cada

ideal distinto de cero de R es un ideal derecho totalmente invariante. Ya que R como

R-módulo derecho es finitamente generado, por la Proposición 2.4 f), R no contiene

ninguna suma directa infinita de ideales distintos de cero. �

Corolario 5.3 Un anillo conmutativo R es esencialmete comprimible si y sólo si R es

un anillo goldiano y semiprimo.

Demostración

Primero supongamos que R es un anillo semiprimo y goldiano. Por la Proposición 5.1,

R es esencialmente comprimible.
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Ahora supongamos que R es esencialmente comprimible. Por la Proposición 5.3, R es

semiprimo y nosingular y por la Proposición 5.4, R no contiene ninguna suma directa

infinita de ideales distintos de cero. Luego la dimensión uniforme de R es finita. Por el

Teorema 1.1, R es semiprimo y goldiano. �

Definición 5.2 Sea R un anillo. Un elemento e ∈ R es idempotente si e2 = e.

Observemos que un anillo tiene al menos dos elementos idempotentes, el 0 y el 1.

Definición 5.3 Sea R un anillo. Un elemento c ∈ R es central si cx = xc para todo

r ∈ R.

Notemos que si R es un anillo esencialmente comprimible derecho, entonces por la

Proposición 5.3, R es un anillo semiprimo. Recordemos que en anillos semiprimos el

zoclo derecho coincide con el zoclo izquierdo, por eso simplemente nos referiremos a él

como el zoclo.

Teorema 5.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces Zoc (R) =

eR para algún idempotente central e ∈ R. Consecuentemente, R es suma directa de un

anillo semiprimo y artiniano y un anillo esencialmente comprimible derecho con zoclo

derecho cero.

Demostración

Sean R un anillo esencialmente comprimible derecho y S = Zoc (R). Por el Teorema 2.1

b), S es un sumando directo de R. Por [1, Proposición 7.1], S = eR para algún elemento

idempotente e ∈ R y R = eR ⊕ (1− e)R. Como e ∈ S y S es un ideal entonces Re ⊆

S = eR, lo que implica que (1− e)Re ⊆ (1− e) eR = 0. Aśı re = ere para todo r ∈ R.

Además, [eR (1− e)R]2 = [eR (1− e)R] [eR (1− e)R] = eR [(1− e)Re]R (1− e)R =

0. Probaremos que eR (1− e)R = 0. Supongamos que eR (1− e)R 6= 0, entonces

eR (1− e)R 6= [eR (1− e)R]2. Por la Proposición 5.2 c),
R

[eR (1− e)R]2
=
R

0
∼= R no

es esencialmente comprimible, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto eR (1− e)R =

0. Luego eR (1− e) ⊆ ani (R) = 0. Aśı eR (1− e) = 0, lo que implica que er = ere = re
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para todo r ∈ R. Concluimos que e es un elemento central. Como eR es un anillo

semisimple, por la Proposición 1.12, eR es un anillo artiniano y semiprimo.

Ahora, por el Lema 2.2 d),
R

S
es esenciamente comprimible como R-módulo dere-

cho y por lo tanto es esencialmente comprimible como
R

S
-módulo derecho. Luego

R

S
es un anillo esencialmente comprimible derecho. Además,

R

S
=

Re+R (1− e)
Re

∼=
R (1− e)

Re ∩R (1− e)
=
R (1− e)

0
∼= R (1− e). Por lo tanto R (1− e) es un anillo esencial-

mente comprimible derecho. �

Lema 5.3 Sean I un ideal de un anillo semiprimo R y S el conjunto de ideales primos

mı́nimos de R que no contienen I. Entonces an (I) = ∩{P | P ∈ S}.

Demostración

Sea B = ∩{P | P ∈ S}. Notemos que I ∩B está contenido en la intersección de todos

los ideales primos mı́nimos de R, que es el radical primo de R. Como R es semiprimo

entonces I ∩ B = 0. Además, IB ⊆ I e IB ⊆ B porque I y B son ideales de R. Aśı

IB ⊆ I ∩B = 0, lo que implica que B ⊆ an (I).

Por otro lado, Ian (I) = 0 ⊆ P para cualquier P ∈ S. Como P es primo entonces I ⊆ P

ó an (I) ⊆ P . Sabemos que I * P porque P ∈ S, luego an (I) ⊆ P para todo P ∈ S.

Esto implica que an (I) ⊆ B. Por lo tanto an (I) = B. �

Definición 5.4 Sean R un anillo e I un ideal de R. Definimos al conjunto

C ′ (I) =

{
c ∈ R | c+ I es un elemento regular derecho del anillo

R

I

}
El siguiente resultado muestra que el estudio de anillos esencialmente comprimibles

derechos se reduce al estudio de tales anillos cuando éstos son primos.

Teorema 5.2 Un anillo R es esencialmente comprimible derecho si y sólo si existen

un entero positivo n e ideales primos Pi de R con 1 ≤ i ≤ n tales que
n⋂
i=1

Pi = 0 y el

anillo
R

Pi
es esencialmente comprimible derecho, para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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Demostración

Supongamos que R es esencialmente comprimible derecho. Entonces, por la Proposición

5.3, R es semiprimo. La Proposición 5.4 implica que la dimensión uniforme de RRR es

finita. Por [7, Teorema 11.43], el número de ideales primos mı́nimos de R es finito. Sean

P1, . . . , Pn los ideales primos mı́nimos de R. Por el lema anterior Pi = an

(
n⋂

j=1 j 6=i

Pj

)
.

Aśı cada Pi (1 ≤ i ≤ n) es un ideal primo mı́nimo y un anulador. Por [7, 11.41], Pi =

an (Ui), donde Ui es un ideal uniforme de R para i = 1, . . . , n. Como R es semiprimo

entonces el radical primo de R es cero, esto es,
n⋂
i=1

Pi = 0.

Sean i ∈ {1, . . . , n}, P = Pi y U = Ui. Consideremos un ideal derecho E de R tal que
E

P
sea un ideal derecho esencial de

R

P
. Entonces E es un ideal derecho esencial de R.

Por la proposición 5.1, E contiene un elemento regular derecho c ∈ R. Demostraremos

que c+ P es un elemento regular derecho de
R

P
. Notemos que and (c+ P ) = {r + P ∈

R

P
| (c+ P ) (r + P ) = P}. Ahora cr + P = P si y sólo si cr ∈ P si y sólo si crU = 0

si y sólo si rU ∈ and (c) = 0 si y sólo si rU = 0 si y sólo si r ∈ ani (U). Como R es

semiprimo, ani (U) = and (U) = P . Luego cr + P = P si y sólo si r + P = P . Por lo

tanto c+P es un elemento regular derecho de
R

P
. Por el Lema 5.1,

R

P
es esencialmente

comprimible.

Rećıprocamente, supongamos que
n⋂
i=1

Pi = 0 para algún entero positivo n y para ideales

primos Pi tales que
R

Pi
es un anillo esencialmente comprimible para 1 ≤ i ≤ n. Sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que Pi * Pj para 1 ≤ i 6= j ≤ n. Sea F

un ideal derecho esencial de R. Queremos demostrar que

[
F ∩

n⋂
i=2

Pi

]
+ P1

P1

es un ideal

derecho esencial de
R

P1

. Sea A un ideal derecho de R tal que
A

P1

∩

[
F ∩

n⋂
i=2

Pi

]
+ P1

P1

= 0̄.

Entonces A∩F ∩
n⋂
i=2

Pi ⊆ P1. Consecuentemente F ∩

[
A ∩

n⋂
i=2

Pi

]
⊆

n⋂
i=1

Pi = 0, de donde
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A∩
n⋂
i=2

Pi = 0 ⊆ P1 ya que F es esencial en R. Pero P1 es un ideal primo, lo que implica

que A ⊆ P1 ó
n⋂
i=2

Pi ⊆ P1. Supongamos que
n⋂
i=2

Pi ⊆ P1. Como P1 es primo, entonces

Pj ⊆ P1 para algún 2 ≤ j ≤ n, lo que contradice el hecho de que Pj * Pi para

1 ≤ i 6= j ≤ n. Por lo tanto A ⊆ P1 y
A

P1

= 0̄. Concluimos que

[
F ∩

n⋂
i=2

Pi

]
+ P1

P1

es

un ideal derecho esencial de
R

P1

. Por el lema 5.1, existe un elemento regular derecho

d1 + P1 ∈

[
F ∩

n⋂
i=2

Pi

]
+ P1

P1

. Aśı d1 ∈ C ′ (P1) ∩ F ∩
n⋂
i=2

Pi.

De manera similar, para 2 ≤ i ≤ n existe di ∈ C ′ (Pi) ∩ F ∩
n⋂

j=1 i6=j

Pj. Entonces

d = d1 + · · · + dn ∈ F . Probaremos que d es un elemento regular derecho de R. Sea

s ∈ R tal que 0 = ds = d1s+ · · ·+ dns. Entonces d1s = −d2s− · · · − dns. Notemos que

para 2 ≤ i ≤ n se tiene que dis ∈ F ∩
n⋂

j=1 j 6=i

Pj ⊆ P1. Por lo tanto −d2s−· · ·−dns ∈ P1,

lo que implica que d1s ∈ P1. Entonces P1 = d1s+P1 = (d1 + P1) (s+ P1). Como d1 +P1

es regular derecho, se tiene que s+ P1 = P1, esto es, s ∈ P1. De manera similar, s ∈ Pi

para 2 ≤ i ≤ n. Concluimos que s ∈
n⋂
i=1

Pi = 0. Por lo tanto and (d) = 0, lo que

demuestra que d ∈ F es un elemento regular derecho de R. Por el Lema 5.1, R es

esencialmente comprimible derecho. �

Teorema 5.3 Para un anillo R los siguientes enunciados son equivalentes.

a) R es un anillo primo y goldiano derecho.

b) R es un anillo primo y esencialmente comprimible derecho con al menos un ideal

derecho uniforme.

Demostración

a) =⇒ b) Supongamos que R es un anillo primo y goldiano derecho. Entonces,R es un

anillo semiprimo y goldiano derecho. Luego por la Proposición 5.1, R es esencial-
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mente comprimible derecho. Además, por ser R goldiano derecho, tiene dimensión

uniforme derecha finita; luego contiene al menos un ideal derecho uniforme

b) =⇒ a) Ahora supongamos que R es un anillo primo y esencialmente comprimible

derecho con al menos un ideal derecho uniforme. Como R es esencialmente com-

primible, por la Proposición 5.3, R es un anillo semiprimo y nosingular derecho.

Probaremos primero que RR es un módulo primo(ver definición 2.4). Sea U 6= 0

un ideal derecho de R y sea I = and (U). Entonces UI = 0 y como R es un

anillo primo, I = 0. Entonces por la Proposición 2.5, R tiene dimensión uniforme

derecha finita. Aśı R es un anillo semiprimo y goldiano derecho. �
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Caṕıtulo 6

Anillos extensiones de anillos

esencialmente comprimibles

En este caṕıtulo estudiaremos algunos anillos que son extensiones de anillos esencial-

mente comprimibles.

Proposición 6.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces el ani-

llo de polinomios R [x] también es un anillo esencialmente comprimible derecho.

Demostración

Sea A un ideal derecho esencial de R [x]. Definimos l (A) = {l (f) | f ∈ A} donde l (f)

es el coeficiente principal de f . Demostraremos que l (A) es un ideal derecho esencial

de R.

Primero veamos que l (A) es un ideal derecho de R. Convenimos en que l (0) = 0.

Sean l (f) , l (g) ∈ l (A) y r ∈ R. Supongamos que f (x) = anx
n + · · · + a0 y g (x) =

bmx
m + · · ·+ b0, donde an, bm 6= 0.

Si n = m entonces

l (f)− l (g) =

 l (f − g) si an 6= bm

0 si an = bm

En cualquier caso l (f)− l (g) ∈ l (A).

73



74CAPÍTULO 6. ANILLOS EXTENSIONES DE ANILLOS ESENCIALMENTE COMPRIMIBLES

Si n > m, sea h (x) = xn−m. Entonces l (gh) = l (g) y hg ∈ A, por lo que

l (f) − l (g) ∈ l (A) como en el caso anterior. Procedemos de manera análoga si

m > n. Por lo tanto l (f)− l (g) ∈ l (A).

l (f) r = l (fr) ∈ l (A).

Sea 0 6= a ∈ R ⊆ R [x]. Como A es un ideal derecho esencial de R [x], existe h ∈ R [x] tal

que 0 6= ah ∈ A. Si h (x) = cnx
n+ · · ·+ c0, entonces debe haber un ck con 0 ≤ k ≤ n tal

que ack 6= 0. Luego 0 6= l (ah) ∈ aR. Aśı 0 6= l (ah) ∈ l (A)∩aR, lo que prueba que l (A)

es un ideal derecho esencial de R. Por el Lema 5.1, l (A) contiene un elemento regular

derecho de R, l (f) con f ∈ A. Probaremos que f es un elemento regular derecho en

R [x]. Sea h ∈ R [x] tal que fh = 0. Entonces l (f) l (h) = 0, de donde l (h) = 0 ya que

l (f) es regular derecho. Por lo tanto h = 0, lo que prueba que f ∈ A es un elemento

regular derecho de R [x]. Por el Lema 5.1, se tiene que R [x] es un anillo esencialmente

comprimible derecho. �

Proposición 6.2 Sea R un anillo conmutativo tal que R [x] es esencialmente compri-

mible. Entonces R es esencialmente comprimible.

Demostración

Por hipótesis, R [x] es un anillo conmutativo y esencialmente comprimible. Luego, por

el Corolario 5.3, R [x] es un anillo semiprimo y goldiano y por [7, Corolario 11.19], R

también lo es. Aplicando el Corolario 5.3 nuevamente, se tiene que R es esencialmente

comprimible. �

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3, Proposición 5.1].

Proposición 6.3 Supongamos que R es un álgebra sobre un campo no numerable K

con dimKR < |K|. Entonces f (x) ∈ R [x] es regular derecho si y sólo si existe λ ∈ K

tal que f (λ) es un elemento regular derecho de R.
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Proposición 6.4 Supongamos que R es un álgebra sobre un campo no numerable K

con dimKR < |K|. Si R [x] es un anillo esencialmente comprimible derecho entonces R

también lo es.

Demostración

Sea I un ideal derecho esencial de R. Demostraremos que I [x] es un ideal derecho

esencial de R [x]. Sea 0 6=
m∑
i=0

aix
i = f (x) ∈ R [x]. Como In es un R-submódulo

derecho esencial de Rn para n ≥ 1, dado 0 6= (a0, . . . , am) ∈ Rm+1 existe r ∈ R

tal que 0 6= (a0, . . . , am) r ∈ Im+1. Aśı air ∈ I y air 6= 0 para algún 1 ≤ i ≤ m.

Entonces 0 6= f (x) r ∈ I [x]. Por lo tanto I [x] es un ideal derecho esencial de R [x].

Por el Lema 5.1, existe un elemento regular derecho f (x) =
m∑
i=0

aix
i ∈ I [x] y por la

Proposición 6.3, existe λ ∈ K tal que f (λ) es un elemento regular derecho de R. Como

f (λ) =
m∑
i=0

aiλ
i ∈ I, el Lema 5.1 implica que R es un anillo esencialmente comprimible

derecho. �

Definición 6.1 Un R-módulo P se llama casi proyectivo si es P -proyectivo, es decir,

si para cada epimorfismo ρ : P −→ N y cada homomorfismo ϕ : P −→ N existe

γ ∈ EndR (P ) tal que el siguiente diagrama conmuta.

P

γ ↙ ↓ϕ

P
ρ−→ N

Lema 6.1 Sea M un R-módulo distinto de cero tal que HomR (M,N) 6= 0 para todo

submódulo distinto de cero N de M y sea S = EndR (M).

a) Si J es un ideal derecho esencial de S, entonces JM es un submódulo esencial de

M .

b) Si M es casi proyectivo y N es un submódulo esencial de M , entonces HomR (M,N)

es un ideal derecho esencial de S.
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Demostración

a) Supongamos que JM no es un submódulo esencial deM . Entonces existe un submódu-

lo distinto de cero N de M tal que JM ∩ N = 0. Por hipótesis, existe 0 6= f ∈

HomR (M,N) para el cual ocurre que JM ∩ f (M) ⊆ JM ∩N = 0.

Ahora supongamos que J ∩ fS 6= 0. Entonces existe g ∈ S tal que 0 6= fg ∈ J .

Luego, para algún 0 6= m ∈ M se tiene que fg (m) 6= 0. Entonces fg · m =

fg (m) = f (g (m)) ∈ f (M) ya que g ∈ S = EndR (M). Como además fg ·m ∈

JM , se tiene que 0 6= fg · m ∈ JM ∩ f (M), lo cual es una contradicción. Por

lo tanto J ∩ fS = 0, lo que contradice la hipótesis de que J es un ideal derecho

esencial de S. Concluimos con esto que JM es un submódulo esencial de M .

b) Sean N un submódulo esencial de M , 0 6= g ∈ S e I = HomR (M,N). Como g (M)

es un submódulo distinto de cero de M y N es un submódulo esencial de M ,

entonces N ∩ g (M) 6= 0. Luego, por la hipótesis, 0 6= HomR (M,N ∩ g (M)) ⊆

I ∩ HomR (M, g (M)) ⊆ I ∩ HomR (M, (gS)M). Como M es casi proyectivo

y gS es un ideal derecho finitamente generado de S, por [5, 3.4], se tiene que

HomR (M, (gS)M) = gS. Por lo tanto I ∩ gS 6= 0, lo que implica que I es un

ideal derecho esencial de S. �

Proposición 6.5 Supongamos que M es casi proyectivo y HomR (M,N) 6= 0 para

todo submódulo distinto de cero N de M y sea S = EndR (M). Entonces se cumplen

las siguientes afirmaciones.

a) Si M es finitamente generado y esencialmente comprimible entonces S es un anillo

esencialmente comprimible derecho.

b) Si S es un anillo esencialmente comprimible derecho entonces M es esencialmente

comprimible.
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Demostración

a) Sea I un ideal derecho esencial de S. Por el Lema 6.1 a), IM es un submódulo

esencial de M . Como M es esencialmente comprimible, existe un monomorfismo

f : M −→ IM y como M es finitamente generado, por [5, 3.4], HomR (M, IM) =

I. Ya que f ∈ I es un monomorfismo, and (f) = 0, esto es, f es un elemento

regular derecho de S. Por el Lema 5.1, S es un anillo esencialmente comprimible

derecho.

b) Sea N un submódulo esencial de M . Por el Lema 6.1 b), I = HomR (M,N) es un

ideal derecho esencial de S. Como S es esencialmente comprimible, por el Lema

5.1, I contiene un elemento regular derecho f de S. Entonces 0 = and (f) =

HomR (M,Nu f). Luego Nuf = 0, esto es, f es un monomorfismo y por lo tanto

M es esencialmente comprimible. �

Corolario 6.1 Sea n ≥ 1. Si R es un anillo esencialmente comprimible derecho, en-

tonces también lo es el anillo de matrices Matnxn (R).

Demostración

Aplicando la Proposición 6.5 a) para M = Rn
R. �

Teorema 6.1 Sea R un anillo esencialmente comprimible derecho que es subanillo de

un anillo S y tal que R es un submódulo esencial del R-módulo derecho S. Entonces S

es un anillo esencialmente comprimible derecho.

Demostración

Sea A un ideal derecho esencial del anillo S. Demostraremos que A ∩ R es un ideal

derecho esencial de R. Sea B un ideal derecho de R tal que (A ∩R)∩B = A∩(R ∩B) =

A∩B = 0. Ahora consideremos a ∈ A∩BS. Entonces a = b1s1 + · · ·+bnsn para algunos

n ∈ N, bi ∈ B y si ∈ S con 1 ≤ i ≤ n. Como RR es un submódulo esencial de SR,

existen ideales esenciales derechos Ei de R tales que siEi ⊆ R para 1 ≤ i ≤ n. Sea E =

E1∩· · ·∩En. Entonces aE = (b1s1 + · · ·+ bnsn)E ⊆ B pues bisiE ⊆ bisiEi ⊆ biR ⊆ B.
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Además, aE ⊆ A, por lo que aE ⊆ A ∩ B = 0; luego a ∈ Z (SR). Por hipótesis, R es

esencialmente comprimible y por la Proposición 5.3, R es nosingular derecho. Luego,

por la Proposición 1.17 c), S es un R-módulo nosingular derecho, mostrando aśı que

a = 0. Entonces A ∩ BS = 0 y como A es un ideal derecho esencial de S, se tiene que

BS = 0. Por lo tanto B = 0, lo que prueba que A ∩ R es un ideal derecho esencial de

R. Como R es esencialmente comprimible, por el Lema 5.1, existe un elemento regular

derecho c de R tal que c ∈ A. Entonces se tiene que 0 = anR (c) = {r ∈ R | cr =

0}. Por otro lado, anS (c) = {s ∈ S | cs = 0} es un R-submódulo de SR tal que

RR ∩ anS (c) = {r ∈ R | cr = 0} = 0. Como RR es un submódulo esencial de SR, se

tiene que anS (c) = 0, mostrando aśı que c es un elemento regular de S. Por el Lema

5.1, S es un anillo esencialmente comprimible derecho. �

Definición 6.2 Sean R un anillo y E un R-módulo que contiene a RR como submódulo

de ER. Una estructura de anillo sobre E es compatible con su estructura de R-

módulo si:

1. La suma en el anillo E es la misma que la suma en el R-módulo E.

2. Para cualesquier x ∈ E y r ∈ R, su producto en el anillo E es igual a su producto

en el R-módulo de E.

Corolario 6.2 Si R es un anillo nosingular derecho y esencialmente comprimible dere-

cho entonces la cápsula inyectiva E (RR) de R es un anillo esencialmente comprimible

derecho.

Demostración

Como R es nosingular derecho, por [6, Proposición 4.26], se tiene que E (RR) tiene una

única estructura de anillo compatible con su estructura de R-módulo. Por el teorema

anterior, se tiene que E (RR) es un anillo esencialmente comprimible derecho. �

Definición 6.3 Un R-módulo M se llama finito de Dedekind si la condición M ∼=

M ⊕ N en Mod-R implica que N = 0. Un anillo R es directamente finito si el R-
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módulo RR es finito de Dedekind. Equivalentemente, si para cualesquier x, y ∈ R tales

que xy = 1, se tiene que yx = 1 [7, página 5].

Lema 6.2 Sea R un anillo neteriano. Entonces R es directamente finito.

Demostración

Sean x, y ∈ R tales que xy = 1. Definimos el endomorfismo ϕ : R −→ R por ϕ (r) = ry

para todo r ∈ R. Notemos que si r ∈ R entonces

r = r1 = r (xy) = (rx) y = ϕ (rx).

Por lo tanto ϕ es un epimorfismo.

Por otro lado, Nuϕn = {r ∈ R | ϕn (r) = 0} = {r ∈ R | ϕϕn−1 (r) = 0} para n ∈ N.

Aśı se tiene una cadena ascendente infinita

Nuϕ ⊆ Nuϕ2 ⊆ . . ..

Por hipótesis, R es neteriano, lo que implica que existe m ∈ N tal que Nuϕm =

Nuϕm+1.

Ya que ϕ es un epimorfismo, entonces ϕm también lo es y como yx − 1 ∈ R, existe

s ∈ R tal que yx− 1 = ϕm (s). Luego

ϕm+1 (s) = ϕϕm (s) = ϕ (yx− 1) = (yx− 1) y = y (xy)− y = y − y = 0.

Aśı s ∈ Nuϕm+1 = Nuϕm, lo que implica que 0 = ϕm (s) = yx−1. Por lo tanto yx = 1

y R es directamente finito. �

Definición 6.4 Un anillo R es autoinyectivo si el R-módulo RR es inyectivo.

Teorema 6.2 Sea R un anillo. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

a) R es un anillo artiniano y semiprimo.

b) R es un anillo directamente finito tal que E (RR) es un R-módulo esencialmente

comprimible.
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Demostración

a) =⇒ b) Sea R un anillo artiniano y semiprimo. Por la Proposición 1.12, R es semi-

simple, lo que implica que R es un anillo esencialmente comprimible derecho. Por

la Proposición 5.3, R es nosingular derecho y por el Corolario 6.2, E (RR) es un

anillo esencialmente comprimible derecho.

Por otro lado, como R es artiniano, por [6, Teorema 3.15], R es neteriano. Por el

lema anterior, R es directamente finito.

b) =⇒ a) Sea Q = E (RR). Como QR es esencialmente comprimible, por la Proposi-

ción 2.4 a), R es un anillo esencialmente comprimible derecho. Entonces, por la

Proposición 5.3, R es un anillo semiprimo y nosingular derecho. Por [6, Proposi-

ción 4.26], Q adquiere una estructura de anillo que es compatible con su estructura

de R-módulo. De hecho, la función f −→ f (1) da un isomorfismo de EndR (Q)

sobre Q y aśı Q ∼= Qmax el anillo de cocientes derecho máximo del anillo nosin-

gular derecho R [10, Caṕıtulo XII Corolario 2.3]. Luego, por el Corolario 6.1, Q

es un anillo esencialmente comprimible derecho. Por otro lado, por la Proposición

1.14 b), QR es nosingular y por [7, Proposición 13.1] Q es un anillo autoinyectivo

derecho.

Probaremos ahora que Q es un anillo directamente finito. Ya que QR es esencial-

mente comprimible e inyectivo hay un monomorfismo escindible θ : QR −→ R

pues QR es inyectivo. Aśı Q es isomorfo a un sumando directo de R, esto es,

Q ∼= eR para algún idempotente e ∈ R. Supongamos que Q = X ⊕ Y para algu-

nos Q-módulos X y Y con Q ∼= X. Como R-módulos, Q = X ⊕ Y con Q ∼= X

y por lo tanto eR ∼= eR ⊕ Y , de donde R = eR ⊕ (1− e)R ∼= R ⊕ Y . Como R

es directamente finito se tiene que Y = 0, probando aśı que Q es directamente

finito.

Notemos que QQ es cohopfiano. En efecto, si ϕ : Q −→ Q es un monomorfismo,

este se escinde pues QQ es inyectivo. Luego Q ∼= Q ⊕ L para algún Q-módulo L

y como Q es directamente finito, L = 0, esto es, ϕ es un isomorfismo.
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Ahora, ya que QQ es cohopfiano y esencialmente comprimible, por la Proposición

2.4 c), QQ es semisimple. Entonces, por [10, Caṕıtulo XII Teorema 2.5], R tiene

dimensión uniforme derecha finita y por lo tanto es un anillo goldiano derecho.

Luego, por el Lema 1.3, R tiene condición de cadena descendente en anuladores

derechos. Como cada sumando directo de R es de la forma eR = and (1− e) para

algún idempotente e ∈ R, se tiene que R tiene condición de cadena descendente

en sumandos directos. Aśı, por la Proposición 2.7 b), R es un anillo semisimple y

por lo tanto es semiprimo y artiniano. �
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