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1. ANTECEDENTES

En la naturaleza existen aleaciones metalicas con distintas propiedades mecanicas y termodinami-
cas interesantes que son la base de los materiales inteligentes. Un ejemplo de este tipo de materiales
es el InTl, una aleacién metdlica que presenta estructura cristalina del tipo cibica centrada en
la cara (FCC) para temperaturas mayores a cierta temperatura critica (6.). Esta fase cristalina
simétrica se conoce como el estado Austenitico. Si el material es enfriado por debajo de la tempera-
tura critica ocurre una transformacion no difusiva y reversible conocida como la fase Martensitica,
donde la estructura cristalina cambia a tetragonal centrada en la cara. Esta fase final resulta ser
menos simétrica que la austenita y por lo tanto tendremos varias variantes martensiticas. El nime-
ro de estas depende de la nueva simetria de la red cristalina (nuestro ejemplo tiene tres variantes
martensiticas). Una consecuencia de la existencia de varias variantes martensiticas es la formacién
de un gran nimero de patrones que son observables experimentalmente. Explicar dichos patrones
es un reto interesante tanto desde el punto de vista de la ciencia de materiales, como del punto de
vista matematico.
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1.1. El modelo variacional.

Este tipo de sistemas cristalinos se pueden estudiar por medio de un modelo variacional, donde
se tiene un funcional de energfa positivo (o acotado por abajo) no convexo, el cual se anula en los
estados que corresponden a la austenita y a las variantes martensiticas. De forma maés precisa, sea
Q) C R? abierto acotado y conexo un dominio de referencia que describe a una muestra del material,
sea y € WH2(Q,R?) la funcién que modela la deformacién de la muestra y F' = Vy(x) su gradiente.
La energia de deformacién a una temperatura 6 estd dada por el siguiente funcional de energia

H(F.0) = /Qf(Vy,G)dx, F€.Z = {F € Msy3(R)| DetF > 0}.

Donde f satisface la siguiente condicién de crecimiento
(1) a(lFPP=1) < f(F0) < co(|F|7 = 1), 2<q<6

Dado que la energia no depende del sistema de referencia de laboratorio, ¢ debe tener una
simetria rotacional (la simetria traslacional esta implicita al tomar derivadas de y), es decir

(2) ¢(RF,0)=¢(F,0) paratoda R e SO(3).

Por el teorema de descomposicién polar de Cauchy, podemos escribir a F = RA donde R € SO(3)
y A= (FTF)1/2)T entonces

(3) o(F,0) = ¢((FTF)Y/2,6) para toda F admisible.

Por otro lado, debido a la simetria en la red cristalina existe un grupo finito de rotaciones D en
el cual ocurre que

#(FP,0) = ¢(F,0) para todo P e D C SO(3).

Es inmediato que 1 representa al estado austenitico. Si Uy es un estado martensitico, los demés
quedan determinados por transformaciones de similitud via los elementos de D, es decir

U, = Pl-TUOPZ- para todo P; € D.
Entonces podemos definir el conjunto de estados martensiticos como
A ={U; € &| existe P; € D tal que U; = PZ-TUOPi}.

Dado que el estado austenitico y los estados martensiticos son fases estables, se debe satisfacer que
¢ se minimiza localmente en dichos estados; en términos del modelo

(4) P(F,0) > ¢(U0) paratoda Fe.FyUeK,
donde
SO(3)1 si 0> 6,
(5) Ko=< SOB)AUSOB3)1 si =46,
SO(3)A si 0 <6,

Dado que FT F es simétrica y positiva definida (pues DetF > 0) todos sus valores propios son positivos, entonces
existe P € SO(3) tal que PTFTFP = D donde D diagonal de valores propios. Decimos que (FT F)1/2 = ppt/2pT
con D/2 la matriz diagonal de la raiz cuadrada de los valores propios.
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es el espacio de todos los posibles estados que minimizan la energia a una temperatura 6. Por ello es
claro que el funcional de energfa es no convexo y por (2) resulta tener una no linealidad geométrica.
De lo anterior, el problema genérico de calculo de variaciones que queremos estudiar es
min ¢(Vy,0
Judn 6(Vy.0),

Ky

donde ¢ satisface las propiedades anteriores y Ky es el espacio de matrices mencionado en (5).

Este modelo es complejo y su estudio requiere considerar de forma separada distintos aspectos
del mismo. Una forma para reducir dicha complejidad es quedarnos con la esencia no convexa
del problema dada por los diferentes pozos, elementos deA U {1} y eliminar la invariancia bajo
rotaciones descrita por (2). Para esto consideraremos la linealizacién del problema respecto a las
rotaciones cercanas a la identidad. En este caso, la simetria rotacional queda reemplazada por la
invarianza del funcional de energia ante sumas de matrices antisimétricas, mientras que el gradiente
de deformacién Vy se remplaza por su parte simétrica F(Vy) = (Vy + V7 y)/2. Esta reduccién se
conoce como el modelo de elasticidad geométrica lineal (ver [10]) y serd detallada lineas abajo .

1.2. Rigidez a energia elastica nula.

El problema més simple a estudiar consiste en caracterizar al conjunto Ky en (5). Evidentemente
los estados U; y sus rotaciones son soluciones admisibles, sin embargo estos no son los tnicos estados
posibles, Ball y James probaron en [1] el siguiente resultado

Proposicién 1. Sea Q abierto y conezo. Siy € WH(Q, R™) satisface que

A cd enQy

(6) Vyle) = {B c.d. en Qp

donde A,B € M,xn(R) y Qa, Qp son conjuntos disjuntos medibles tal que Q@ = Q4 U Qp con
meas Q4 >0 y meas Qg > 0. Entonces

(7) A—B=a®n
Para algin o € R™, |n| = 1. Ademds
(8) y(z) =yo+ Bz + B(z)a, x€Q

donde yo € R™, yo-a = 0, B € WH(Q,R) y B8 satisface VB(z) = xan c.d. (xa es la funcion
indicadora de Q). Si ademds 2 es convexo entonces 5(x) = Br(x-n) con Bg lipschitz con derivada
001 cd. enf.

Esta proposicién sugiere la existencia de estructuras mixtas, por ejemplo las juntas doblest o
simples que resultan ser el caso mas simple.

Corolario 1. Sean A, B € M, xm,  abierto y conexo tal que existen Qa,Qp C Q disjuntos de
medida positiva que satisfacen que O NONp es un segmento de recta perpendicular a n € S? y
0 =Q4UQp. Si estos conjuntos, matrices y vector satisfacen (6) y (7), entonces

A st x-n>0
Vy(z) = ara toda x € Q)
y(@) {B st z-n<O0 b
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a)

FIGURA 1. a) Regidn tedrica Q. b) Twin en InTl. ¢) Laminado cruzado

Por la propiedad (2) paran = m = 3, A = Q1U; y B = Q2U; dos estados minimizantes del
funcional, este resultado es aplicable. Iterando estas estructuras, esto es tomado copias periddicas
en la direccién n es posible formar los laminados simples o “twins”, que han sido ampliamente
observados en los experimentos. En el caso no lineal para transiciones ctibico tetragonal, las U; son
bien conocidas [11] y han sido ampliamente revisadas por Ball y James en [1] donde encontraron
que existen ciertas estructuras (en el sentido de curvas generalizadas) que también son soluciones
a energia eléastica cero.

Existen tipos de transiciones de fase (cubico-tetragonal) donde se puede demostrar que (local-
mente) los twins son el tinico tipo de patrones que existe (vease Dolzmann y Miiller [4]), mientras
que en otro tipo de transiciones (ej. ctibico-ortorémbico) existen estructuras més complejas que
involucran juntas cuddruples, estas generalizan a las juntas simples y también son tnicas (ver [6]).
A este tipo de resultados de “unicidad” (en el tipo de estructuras admisibles) es lo que se conoce
como un resultado de rigidez.

1.3. Perturbaciones de la energia y la enegia de superficie.

Los resultados descritos hasta ahora tratan sobre la existencia y clasificacién de los estados (o
patrones) con energia eldstica cero. En el caso de las sucesiones minimizantes, o estados de baja
energia elastica es bien sabido que los resultados de rigidez no son vélidos y existen muchos estados
con estructuras muy complejas. Esto se debe a que la energia eldstica no es débilmente semiconti-
nua inferiormente de modo que sucesiones de deformaciones cuyos gradientes oscilan rapidamente
pueden bajar la energia. Para arreglar esto se introduce un término de energia de superficie el cual
penaliza las oscilaciones y permite recuperar la compacidad. El problema prototipo es en este caso

o) win | dvnol elnol={o [ 10Tl +ovi0))
YyEW == (Q,R%) Q
VyeKy

donde el primer término representa la norma de variacién acotada de Vy que esencialmente mide
el area o la superficie de las transiciones entre los pozos de energia, y n > 0 es un pardmetro que
mide el peso relativo entre la energia eldstica y la de superficie.

Esta estrategia mds la hipétesis de elasticidad lineal fue usada en [2, 3] para un modelo con
transiciones ctibico a tetragonal y en [6, 7] para un modelo reducido con transiciones de fase ciibico
a ortorémbico. En el primer caso se demostré la rigidez de los laminados simples (es decir soluciones

*En este caso las juntas dobles se conocen también como conexion de rango uno (ver (7))
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uno dimensionales), en tanto que en el segundo se demostraron resultados similares para patrones
mds complejos como son los laminados cruzados 6 “crossing twins” (ver Figura 1c).

1.4. Peliculas delgadas.

Dado que esta teoria ha resultado ser fructifera, se han usado herramientas de cédlculo de varia-
ciones (I'—convergencia) para estudiar casos limites en los pardmetros de la teorfa. Un ejemplo de
mucho interés para nosotros resulta ser el caso de pelicula delgada, donde a partir de la teoria de
cuerpo descrita anteriormente se toma ell" -limite cuando el espesor tiende a cero (ver [5] y [11]).
La teoria resultante es una relajacién de la teoria de cuerpo y por lo tanto sus estados de energia
cero cambian. Dicho resultado se enuncia a continuaciéon:

Proposicién 2. Sea {e!,e? e?} base ortonormal de R y Qp = Q x [0,h], con Q C< el,e? >, si f
satisface (1) y y" € W22(Qy,R3) un minimo de (9) para Q, con condiciones de frontera y(x) = Az
sobre 90 x (0,h) y A = (at|a%|a?), entonces existe una subsucesion de minimizantes de (9) (llamada
igual) tal que si h — 0
2, h 25

ll)/%% h : gp% L?(Q

h1 ;%y,B p en ( )

zYs3 —0

Donde Dyy" = (yﬁ,y@()) (andlogo para los demds). (,b) no dependen de x3 y minimizan la
stguiente energia limite
(1,5) € W22(Q,R?) x W' 2(Q,RY)
ely,0] = / (|1 D2y1*+2|Dpbl*)+ £ (y1]y2|b) derdze,  y(ar,22) = alay + a’as (z1,72) € 0
Q b(zy,z5) = a3

Al despreciar la energia superficial en pelicula delgada, el funcional a resolver es

o1y ly.16], 6] = /Q F(waly

Este funcional limite sigue minimizandose por los elementos de Ky, ya que estos minimizan el
problema con dominiof2 ;, para todo h > 0. Por ello (y,b) es minimo de ¢; si D,y + b ® €3 € Kj.
De este modo, si A, B € Ky por la proposicion 1 el siguiente resultado es inmediato.

b) dIldl‘Q.

Proposicién 3. Sea Q C R? abierto, conexo. Si (y,b) € WhH(Q, R?) x L*°(, R3) satisface que

A QA c.d.

Vy(@)lb] = {B o

donde A, B € Msx3(R) y Qa, Qp son conjuntos disjuntos medibles tal que Q = Q4 U Qp con
meas Q4 >0 y meas Qp > 0. Entonces

(10) A-B=a®@n+c®e

Para algunos a,c € R?, n € S2 N {e3}*, ademds

(11) y(@) =yo + [B'|B*|z + B(z)a, z€Q
(12) b= (B*+cxa)®@e®

donde yo € R3, yo-a =0, B € WH(Q,R) tal que VB(x) = xan, casi donde sea en Q.
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[Vy bl =4

Con esto resulta claro que las juntas dobles y los laminados simples siguen existiendo, pero al ser
(10) menos restrictiva que (7), pueden existir extructuras més complejas en pelicula delgada que
en la teoria de cuerpo ya que la tercera fila de los elementos de Ky no tiene relacién con la primera
y segunda como pasaba en la teorfa de cuerpo, esto es evidente en la condicién (12).

2. MODELO

Partiendo de las ideas anteriores proponemos ahora el modelo concreto a estudiar. Primero supon-
dremos que estamos en el régimen de elasticidad lineal en pelicula delgada, es decir propondremos
deformaciones pequenas'! y rotaciones infinitesimales

(13) F=1+H, |Hl <<l

(14) Para toda @ € SO(3), Q ~1+4+W, con W matriz antisimétricay , |[W|<<1

Asi, los funcionales para la densidad de energia que se usaran en el caso lineal deben satisfacer
du(H+W,0)=¢y(H,0) paratoda W antisimétrica,

(15) Por lo tanto ¢y (H,0) = ¢y (E(H),0), E(H) 5

El papel del conjunto de los estados martensiticos A se reemplaza por
A= {A S ngg(R)| existe U; € A t.q. A = E(Uz) — 1}

El estado Austenitico se representa ahora por la matriz nula y Ky se sustituye por

(16) Ko = {A € M343(R)| exista C € Ly y W antisimétrica t.q. A =C + W}
con
0 sif > 6.
Ly = AIU{O} sif =20,
0 sif <6,

Definicién 1. Liamemos 9B al conjunto de estados minimizantes contenido en -Iy tal que para todo
M € B existe N € B con el que forman una transicion en pelicula delgada.

2 tiene un numero finito de elementos. Ademds se identificara la regién ocupada por el estado
U; € # dentro de Q2 por una funcién indicadora, es decir

() — 1 st E(Vy(z))=U; - ‘
Xz()_{o SlE(Vy(x));é L eQ, U, € A

T Al referirnos el valor absoluto de una matriz o un vector, estamos pensando en la norma de Frobenius es decir,
la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de cada una de las entradas.
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Por (15) y (16) proponemos el funcional de energia eldstica (ver [2] y [3]) como

2
(17) ¢tz(F,X)=2M/ ‘E(F)— Z xiU'| dy paratodo F € .Z.
Q

UteR

Donde p es una constante del material (médulo de corte). Por consistencia con la teorfa de la
elasticidad geométrica lineal pediremos que

(18) F = {F € Ms3y3

DetF > 0, y E(F) satisface (en sentido distribucional) }
ORE(F)2 + 03 E(F)11 — 20102 E(F)12 =0 -

Es facil ver que esta propuesta satisface la condicién de crecimiento (1), la propiedad de simetria
(15) y ademds se minimiza en & C Ky;. Para estudiar las perturbaciones de la energia proponemos
a la energia superficial como

vies’?

donde cada sumando es la norma de variacién acotada de la funcién caracteristica, o el perimetro de
O{x; = 1} para U; € By k es la energia por unidad de longitud interfacial. Asi, nuestro problema se
reduce a estudiar la existencia y propiedades de los estados (y,x) € Wh>(Q,R3) x [BV(Q,R)]#%
tal que Vy € .% y minimizan al funcional

(19) e[ya Xva] = ¢tl(E(Vy)7 X) + Esurf(X)

donde E(Vy) es la parte simétrica de Vy.

3. JUNTAS DOBLES EN PELICULA DELGADA

En los resultados anteriores se muestran las condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de juntas dobles en la teorfa de cuerpo. Ahora se estudiard el caso de pelicula delgada (elasticidad
lineal) para obtener resultados andlogos.

Si consideramos una base ortonormal {e!,e?, e} de R donde €3 es perpendicular al plano de la
pelicula delgada, dadas U, U? € M3x3(R) tal que Det U? > 0, decimos que forman una transicién
en pelicula delgada si existe Q € SO(3), a,b € R® y n € S?N < e!,e? > tal que

(20) QU'-U?=a@n+bxe

Se puede probar que esta condicién es equivalente a encontrar Q@ € SO(3) y e € 2N < el,e? >
tal que

(21) (QU —U?)e=0, e-e*=0, e-n=0

Entonces si existen (@, e) como antes tal que (21) es satisfecha decimos que existe una junta simple
en pelicula delgada bajo el régimen de elasticidad geométrica no lineal. La solucién a este problema
se encuentra con gran detalle en el libro de Battacharya [11].
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3.1. Condiciones necesarias y suficientes para la existencia de juntas simples.

Usando las restricciones (13) y (14) en (20) llegamos a que si H!, H? € % y forman una junta
simple® entonces

(22) H'-H*+W=a@n+boe

Por estar en el régimen de elasticidad geométrica lineal resulta importante la parte simétrica de los
tensores, por ello de manera equivalente

(23) El_E2:a®n+n®a+b®e3+63®b
2 2
- b@ed—e3®b
(24) S’l—SQ—i—W:a@n n®a+ ®e e’ ®

2 2
Donde E = (H' + H'T) /2y S§' = (H' — H'T) /2,

Proposicién 4. Sean E', E? € M3y3(R) simétricas y AE = E* — E?, entonces E' y E* forman
una transicion en pelicula delgada (elasticidad geométrica lineal) si y sdlo si

DetoAE = (e! T AEe!) (2T AEe?) — (e! T AE€*)? <0.

Demostracion. Supongamos a = Z§:1 ae’, b= Zle bie! v e = ae! + Be? v que las matrices E?
estdn dadas respecto a la base {ej, e, e3}). Con esto (23) se escribe como
aa+ ain + bied | Ba + asn + bee® | agn + byed + b]
2 2 2

donde cada uno de los tres términos dentro de los corchetes cuadrados es el vector columna corres-
pondiente y en conjunto forman la matriz respectiva. Asi el sistema de ecuaciones serd

EI_E2:

aap = AEll
(25) ﬁaz = AEQQ
b3 = AE33

Bay + asa = 2AF5
(26) aaz + by = 2AFEq3
5&3 + b2 = 2AE23.

Donde (AE)W = (El — E2)ij-

Multiplicando por a3 la primera ecuacién de (26) y usando las primeras dos ecuaciones de (25)
tendremos

(27) B2AE; — 2BaAFE s + a?AEy = 0, o+ 52 =1.
Por ser a, soluciones reales de las ecuaciones (271) y (272) se sigue que el discriminante (Det2 AE)

de (271) necesita ser menor o igual a cero.

Ahora bien, si el discriminante de (271) se anula es por queA Ej; = 0 6 AFEsy = 0; sin pérdida
de generalidad supongamos queA Fso se anula, en este caso se tiene que

$Las juntas simples en pelicula delgada se conocen conexiones de rango dos (ver (22))
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AFEy
a=aiel +aze3, n= (Tll 2AE12 |, a1 =+\/4AE?% + AE}
0
AEz =0= AEy
a=|2AE;; | +aze?, n=e¢l.
0

Cuando el discrimimante es estrictamente menor a cero podemos usar (27) junto con (25) para
determinar los valores de a y n, de donde

Sbu a az = \/(AFEa)? + k?
«
AE.; #0= (a= as + (L363, n= | A2z . aay = k, .

a

0 0 ) k= (AE12 + \/—Detg(AE))
En cualquiera de los casos anteriores
b= (2AE13, 2AE23, AE33)T — a37’LT
|

Notemos que Dety(AE) es el determinante de la submatriz de 2 X 2 generada al quitar la ter-
cera fila y columna de la matrizA E. Por lo tanto en el pegado de pelicula delgada en elasticidad
geométrica lineal es conveniente trabajar con las respectivas submatrices de 2 x 2 de E;.¥

Notemos de la demostracién anterior que a,b y W se pueden reescribir como

(28) b= (ZAEL;, 2AE23, AEJ&)T — a3nT = I;T — agnT

(29) a= (a1,a2,0)T + aze®T =a’ +azeT

d@n—n®d+5®e3—e3®5

2 ol
5 5 +5°-5

(30) W=W-asnoe*—e@n), W=
y que

a@n+boe=aon+b@e —as(n®e® —e* @n)
Una solucién admisible se obtiene al escoger a = a, b=by W = W como en (28), (29) y (30). No-
temos que el término eliminado (—as(n®e3 —e3®@n)) es la versién lineal (rotacién infinitesimal) de
una matriz de rotacién por un angulo ag con eje e (recordemos que n, e, €2 es base ortonormal de R?).

4. DETERMINACION DE ESTADOS MARTENSITICOS DADA UNA DIRECCION DE CORTE

En esta seccién se determinardn las matrices que representan a los estados martensiticos (y
austenitico) desde otro sistema de coordenadas determinado parcialmente por la direccién en la que
se “cortard” el material para obtener la pelicula delgada. Posteriormente se encontrard que fases
que pueden formar juntas simples y a partir de esto determinar al conjunto .

YEsto no puede extenderse al caso de elasticidad geométrica no lineal pues la relacién que determina la existencia
de juntas simples es una expresiéon cuadratica de los tensores U; y aunque sélo nos interese una submatriz de dicha
expresion cuadratica, los elementos de las tercera fila de U; si estdn involucrados en la submatriz.
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4.1. Representantes martensiticos y austeniticos 2-D.

Lo primero por hacer es suponer que dado un material podemos cortarlo (o desbastarlo) en
alguna direccién predeterminada para obtener una pelicula delgada. Para ello considere {e*, e¥, e*}
base ortonormal de R3 “paralela” a los vectores de la red cristalina del material’® y e3 € §2 vector
normal al plano de corte. Con este vector es posible construir una matriz de rotacién @Q tal que
mande e en e?; note que e* x e3 es paralelo al eje de rotacién de la matriz Q, y que la base

z 3
1.2 3 1 e xe 2 3. 1
e e, e cone = ———— e“=e’xe
{ } [e* x &3] Y
es ortonormal derecha (en el sentido estandar de dlgebra lineal). Asi una** de las matrices buscadas
es Q = [e']e?]e?].

Usando coordenadas polares esféricas con eje polar y azimutal iguales a e* y e* respectivamente,

63 Se€ expresa como

sinw cos ¢ —sinp —coswcosp sinwcosp
e3 = | sinwsingp = Q= cos¢ —coswsing sinwsing |, (w,p) € (0,7] x [0,27)
Ccos w 0 sin w Ccos w

Los estados martensiticos en la transformacion ctibico a tetragonal estan dados por
(31) U=(1+el -3¢'®@e = H =¢l-3" @)

donde €’ son los elementos de la base candnica. Observemos que H* + HY + H* = 0. Adem4s el
estado austenitico se representa por

Ut=1 = H*'=0.
La transformacién de similitud de H? generada por @ es
H=QTH Q=c(I-3Q72QTe).
Por ser una transformacion de similitud de matrices simétricas se sigue cumpliendo que
H® 4+ HY+ H* =0, & H'T =H' paratodaic {z,y,z, A}.
Con esto las ecuaciones (23) y (24) se reducen a

G o mid 1 il & i i & 03 1 o3 & hid
(32) Hi_Hj:aJ(@nj—;-nJ@aj b ®e —;—e ® b

(33) Wil a' @ ni g ndQad b Red ; e’ ® bl

parai# jei,j€G={x,y,z A}.

Si tomamos la submatriz de 2 x 2 adecuada (por la proposicién 4) de cada H' tendremos que los
representantes’ 1T de las fases martensiticas y austenitica para la direccién de corte e® son

TTEsta base serd llamada base canénica.
#Q no es tnica pues cualquier rotacién con eje de giro e3 aplicada a esta matriz sigue teniendo la misma funcién.
Tt Para facilitar la escritura dichas submatrices se llamaran H*.
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H* — ¢ 1-—- 3s'in2 %) —3 cosw sin ¢ cos HY — ¢ 1-— 3.cos2 %) SCoswsinga(?oz(p
—3coswsinpcosy 1—3cos?wcos?p )’ Jcoswsinpcosy 1—3cos?wsin®p)’

1 0 A 0 0
z __ _
" _6<0 1—3sin2w)’ H _<0 O)
4.2. Determinacién de juntas dobles y el conjunto Z.
Resulta claro que los estados martensiticos tienen conexion en pelicula delgada con el estado

austenitico cuando el determinante de los representantes martensiticos es menor a cero pues H4 = 0,
i.e. existe conexién entre la fase martensitica H® con la austenitica H* si

. 2
Je? - i)l < \[
3

3n

25

20

=&
in

10

05

oo

FIGURA 2. a) La regién sombreada representa los valores de los 4ngulos w,¢ donde
las tres fases martensiticas tienen conexién con la fase austenitica. b) Cada punto
en esta region representa la direccién de corte dada por los angulos w,p de la
imagen a).

Es facil probar que todos los estados martensiticos tienen conexién de rango uno entre ellos para
cualquier direccién de corte. Con ello concluimos que el conjunto de estados que pueden formar
transiciones en pelicula delgada es

(AN si 0> 0,
%= (A Bv, 87, A 6=,
(", HY, {7} 56 <6,

Por ello a partir de ahora en todo el andlisis posterior se considerard 6 < 6. pues en el caso
0 > 6. sélo tenemos una fase que al menos en teoria geométrica lineal no da mas estructuras que
las triviales.
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4.3. Ecuacion para soluciones elasticas.

Por la forma en que se propuso al funcional ¢4 en (17) la energfa eldstica puede desacoplarse en
dos contribuciones, una debida a la tercera columna de F que esta asocida al vector de Cosserat
y otra asociada a la deformacién 2D de modo que

2

E(F)s. — Z xiUi| dy paratodo F € .F
Uic %

2
L(F) = 3 L) dy+du |

Uie% @
Con L : ngg(R) — MQXg(R) dado por L(M)Zj = (sz + Mﬂ)/2 para ¢,j € {1,2} y M €
M3y 5(R). Mientras que la notacién My, representa al k-ésimo vector columna de M. De este modo
los minimizantes de la energia elastica son aquellos donde

(34) LF) = Y xiL(U),
Ute#

(35) E(F)s. = > xiUi
UieR

du(F,x) = 2”/9

Por la proposiciéon 4 sabemos que la condicién de pegado depende tnicamente de las matrices
L(U%) y no de la tercera columna de U’ entonces resolver el problema a energfa eldstica cero es
determinar las funciones indicadoras x; para cada estado U’ € % de la ecuacién (34), y con ellas
E(F)3. queda completamente determinado. Para transiciones ciibico tetragonal las matrices L(U?)
son las matrices H*; ademés

(36) Xo.(0)xa + Xa + Xy T Xz =1
(37) H*+HY+H* =0
donde xg,(6:) =1y xp,(0) =0 para 6 < §.. Con esto resulta que
L(F) = (2H" + H")xo + (2H" + H")xy + (H" + H")xaxo.(0) — (H" + H).

Dado que F € Z (ver (18)), a una temperatura 6 < 0. las soluciones al problema de energia
elastica nula satisfacen en sentido de distribuciones

8]?1L(F)22 + 6222L(F)11 - 28182L(F)12 = 0
Al sustituir las expresiones de H? tenemos
(sin By — cosw cos pdy )Xz + (cos pda + coswsin pd; )2 x, — sin® wd?, (xa + Xy)
(38)
—%ch (0) [(2 —3cos?w)0 — 8%2] xa =0.

Las soluciones a la ecuacién (38) determinan todos los posibles patrones admisibles al proble-
ma para las distintas direcciones de corte determinadas por w y ¢. A pesar de que (38) es una
ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden, el problema es altamente no lineal pues las

funciones incégnitas son funciones indicadoras, de modo que la suma de dos soluciones al problema
no necesariamente es una solucién.

8§Ver [14] para una definicién precisa de este concepto.
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4.4. Resultado de rigidez parcial.

Algunas direcciones de corte “ficiles” de analizar es la familia {110} = {[110], [101],[011],[110],
[101],[011]} 79 Notemos que en esta familia, las fases martensiticas se unen con la austenitica. Se-
parando en casos tenemos

¢[011],[011]. En estas direcciones ¢ = Fyw=73o0 %", esto implica que H? = H3 = —2H', es

decir los estados martensiticos 2 y 3 son “indistinguibles” (a este nivel) y con ello

1 1
(38) — [332 - 28121} (Xac + 3 X6 (Q)XA) = 0.

e[101], [101]. En este caso ¢ =0y w = Z 0 3 | esto implica que H' = H? = —2H?, es decir los
estados martensiticos 1 y 3 son “indistinguibles”, entonces

[ | 1
(38) = |03, — 0%, (Xy + 3X96(9>XA> =0.

*[110], [110]. Aqui ¢ = T 0 %T y w = %; usando esto y el hecho que x. =1 —xz — Xy — X0.(0)xa
se tiene

[ 1., ] 1
@) o~ 308 (x: + O ) =

En este caso sucede algo andlogo pues H' = H? = —2H?3, i.e. los estados martensiticos 1 y 2 son
“indistinguibles”.

En cualquiera de los tres casos tenemos ecuaciones de onda en sentido distribucional. Con la
proposicién 4 es inmediato ver que las caracteristicas en cada ecuaciéon son perpendiculares a las
transiciones (el vector n de las transiciones es paralelo a las caracteristicas) entre la fase martensiti-
ca distinguible ¢ y cualquiera de las otras dos fases martensiticas indistinguibles. El hecho de que
haya a lo més dos caracteristicas justifica el que existan a lo méas dos direcciones normales en las
cuales se pueden formar juntas simples entre dos fases.

Sobre esta familia de direcciones de corte se pueden determinar resultados de rigidez parcial.
Como ejemplo analicemos el tercer caso, para esto probaremos un resultado que nos serd de utilidad.

Lema 1. Sea f : Q C R? = R funcion no constante, g1,g2 : R — R y Pe, P, las proyecciones en las

coordendas € y 1 tales que {0} U S [{1}] = Q y f(€.1) = g10 Pe(Em) + g2 0 Py(£,n) entonces
g1 0 go son constantes.

Demostracion. Supongamos que la conclusion es falsa, es decir g1 y go no son constantes, entonces
cada una de ellas toma al menos dos valores i.e. existen c4,c_,d4,d_ € R tal que

QN (97 le+] Vg [e-) xR) =@, QN [(g5'[d+]U gy '[d-]) x R) =

Entonces
(39) groPe(&n) = C+Xan(g; et ] XR) &m) + C=Xan(g; *e-]xR) (&m)
(40) g2 0 Py(§m) = d+XQﬁ(Rxg;1[d+])(§7’rl) + d—XQm(Rxg;I[d,])(f,n)

I9Esta clase de equivalencia se hereda de la simetria ciibica del problema. Para facilitar la notacién se usara
1 = —1, adem&s de que se considera que la direccién [110] = [110] pues son paralelos, algo andlogo sucede en los
demads casos.
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De este modo
FEm) = (er +di)Xan(gr ey xmn@xgyas]) T (E+ +4=)Xan(gr e xR)n@x g5 [ ])

+ (= +d4)Xon(gr e xR)N®x g5 Hdi]) T (E= T 8=)Xan(gr e |xR)n(Rx g5 [ ])
Como f toma los valores 0 y 1, al menos uno de los factores de las funciones indicadoras debe
ser 0 pero al anularse s6lo una, la funcién puede tomar cuatro valores. Para reducir el nimero es
necesario que dos factores de las indicadoras se anulen, ademés como g; y ¢go no son constantes

tenemos que {c¢y = —dy, c- = —d_} o {e; = —d_, c- = —d}, en ambos casos, es inmediato ver
que los valores que toma f son 0, dy —d_ y d_ —d4 i.e. f es idénticamente cero o toma 3 valores
que en cualquier caso es una contradiccién. O

Proposicién 5. Sean 2 C R? abierto y conexo y e* (direccion de corte) paralela al vector [110]. Si
existen conjuntos disjuntos Qzy, 2, C Q de medida positiva y Qa C Q (disjunto a los dos conjuntos
anteriores) con Qa # 0 sdlo si 0 = 0. tal que satisfacen Qg UQ, UQa = Q. Entonces los patrones
de energia eldstica nula son localmente laminados simples multiples.

Con laminados simples miiltiples nos referimos a que las soluciones son estructuras que dependen
unicamente de una direccién y que pueden tomar (en este caso) a lo mds cuatro valores.

H™ Ay 5

FicurA 3. Posibles configuraciones minimas sugeridas por la proposicién anterior.

Demostracion. Sea (29, 29) € Q y defina el cambio de variables dado por € = z1 + v2x3 y n =
x1 — V224, con este cambio la ecuacién (38) se ve como

060, (1 + B0, 00 ) €)= 0.

3
Si (€9,n%) = (&(29,29),n(2?,29)) por ser Q abierto exite § > 0 tal que Bs(£%,7°) C Q, entonces

podemos escoger he y h, mayores a cero tal que h? + hf, < h2. Integrando sobre la direccién & una
longitud h¢ y sobre n una cantidad h,, desde el punto (£°,7°) encontramos:

h 1
(1) 000l (xe+ 0. O ) (€0 =0
donde la diferencia finita 625]”(5,7]) = f(é+he,n) — f(&,n) para toda f medible. Es decir x.(&,n)+
2x0.(0)xa(&,n) satisface (localmente) la igualdad del paralelogramo para la ecuacién de onda (ver

[12]). Por ser (29, 29) arbitrario esta propiedad se satisface para todo punto en €. Por otra parte
(41) se puede escribir como
(

h 1 h
42) 8558,7")(2 = —gxgc(ﬁ)agﬁﬁg"x,q.



TRANSICIONES DE FASE EN TEORfA GEOMETRICA LINEAL DE PELICULA DELGADA. 15

Dado que
Xov Xa €{0,1} = 0)"xa, O"x: €{— 1,0,1} = 90,7 X, 90y xa €{— 2,-1,0,1,2}

y el factor 1/3 del segundo miembro de (42) implican que la tnica solucién admisible es que por
separado ., y Xxa sean soluciones de la ecuacién de onda homogénea. Mds aun, dado que x, se
escribe en términos de Xz, Xy ¥ x4 concluimos que

h h h h
O X =0,  xo.(0)000xa=0, IO (Xa+ Xy) = O O (Xaty) =0

Donde X, es la indicadora de la fase = y y que son indistinguibles (a este nivel)TT. Por ser ., Xy
¥ x0.(0)xa soluciones a la ecuacién de onda en sentido distribucional, es bien sabido que cada una
de ellas satisface la formula de d’Alambert es decir

(43) Xz(&”) = fz(g) + gz(”)
(45) xa&mn) = fa€)+gan)

Por el lema 1
X=(6m) = f2(6) o x2(&n) =g:(n)
X:vy(gvn) = fmy(g) o Xzy(gvn) = gzy(n)
xa(§m) =rfa§) o xal&n)=gan)
El tipo de conjuntos donde cualquier indicadora toma el valor 1 6 0 (i.e. juntas admisibles) se
obtienen a partir de las caracteristicas £ = & y n = 19 y sus cruces, pero debido al lema 1 ¢ la
igualdad del paralelogramo el tnico tipo de juntas admisibles son las simples

L£3 = =2

oy =0
x =1

Asf queda determinada la forma de las funciones indicadoras; con ello y las ecuaciones (34) y (35)
se puede determinar la parte simétrica de las estructuras minimas de ¢y;. O

4.5. Estabilidad de laminados simples ante perturbaciones pequenas de la energia.

Hasta este momento hemos estudiado la energia eldstica para la familia de corte {110} y se en-
contré el tipo de estructuras que la anulan (recordemos que ¢y no es semicontinuo inferiormente).
En esta seccidon mostraremos que este tipo de estructuras son estables ante perturbaciones pequenas
de la energia siempre y cuando consideramos el término de energia superficial. Esta demostracién
es una adaptacién de las ideas utilizadas en [3] y [6].

Lo primero por hacer serd adimensionalizar la expresion para la energia. Por ser () acotado
llamaremos [ al didmetro de la muestra 2. Ademads notemos que la deformacién estd dada en
términos de € i.e. lo usaremos como unidad de medida de la deformacién. Con esto es claro que

= 2u€? tiene unidades de energia por unidad de &rea.
» £ tiene unidades de energia por unidad de longitud.

TT1En este caso la suma de dos indicadoras es una indicadora pues son sobre conjuntos disjuntos.



16 TRANSICIONES DE FASE EN TEORIA GEOMETRICA LINEAL DE PELICULA DELGADA.

Por tanto

Kl K . .
= es adimensional.

T 2ue2l?  2ue?l

Kohn y Miiller [13] mostraron que si v << 1¥¥ las estructuras admisibles para pequefias energfas
son aquellas donde existen ramificaciones (un ejemplo de estas estructuras puede verse en [2] [6]).
En este caso la energfa escala como e[y, x,0] ~ (k1%)%/3(2¢2131) para la teorfa de cuerpo, por ello
proponemos el siguiente re-escalamiento en las variables de (19).

=1z E(F) = eE(F) ely, x,0] = v¥*2ue1? €y, x,0]

bu = 2#'52[2&1% Esury = ’ilEsu'rf

De lo anterior es claro que e[y, x,0] << 1 pues la energfa del sistema €[y, x,0] es acotada, v << 1,
€ << 1y uL? son fijos para una muestra del material a analizar.

Si omitimos las tildes en cada término (19) se reescribe como

(46) ey, X,0) = V3 Egurp + 7o

Donde
2

E(F)— > xiU'| dv, # ={c'M:M e 3}

Utes'

By = Y | IVxildw¢ tl(FaX):/Q

view '

Al igual que en la subseccién 4.3, el funcional de energia elastica se puede dividir en dos contri-
buciones, una debida al vector de Cosserat y otra asociada a la deformacién 2D; esta separacién
no afecta a la energia de superficie pues ella sélo depende las funciones indicadoras.

2
dx—l—v_z/?f

Q

2

E(Vy)s. =Y xiU4|dx
Uics

ely, x.01 =" /Iinld:vﬂ‘Q/?/

Utes' °q Q

L(Vy) — Z XiL(U")

Uie%

Observe que los primeros dos sumandos representan al problema 2D y que una vez que se
determine la estructura y estabilidad de dicho problema, el término debido al vector de Cosserat
queda completamente determinado. En base a esto llamaremos

—2/3
€elast = 7Y / /
Q

Para empezar el andlisis probaremos una serie de resultados que nos aseguran que en energias
pequenas las soluciones tipo onda (es decir laminados simples), prevalecen a primer orden para
perturbaciones de la energia.

2
dx

L(Vy)— > xLU)

Uics’

Lema 2. Para todo (x1,x2) € Q existen h > 0, he, h,y > 0 con h? +h2 < h* ((&n) dadas como en
la proposicion 5) y funciones p11, p12, p22 : Br(§,n) — R tal que

1 -
(3121 - 23§2> X = 011 pa2+055p11+0102p12  en D'(Br(&m)) vy / Pratpl+Piade S ecast
Bn(&§,m)

1y << 1 es el régimen donde la energfa por unidad de longitud contribuye mucho menos que la energfa eldstica.
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Demostracion. Observemos que en la direccién de corte [110] se cumple

x O -1 1
> xiL(Ui) = ) e = st xa— D) =xe — = (e xw)
U,e%’ 0 2X 2 2

Por la ecuacién de consistencia (Vy € %) tenemos
1 . L(V +2x \Y
(8121 - 23§2> X =04 ((y);2x> + 03, ((1/)2> 9102 L(Vy)12

Al escoger 2p22 = L(Vy)az + 2X, 2p11 = L(Vy)11 — X ¥ p12 = —L(Vy)12 la afirmacién se sigue
trivialmente pues e[y, x,0] << 1. O

Con esto tenemos un control H~2 sobre la funcién ¥. Podemos mejorar este control hasta H~*
en términos de diferencias finitas de la funcién indicadora.

Lema 3. Para todo (x1,12) € Q existen h > 0, he, hy > 0 con hi +hy < h* ((&,n) dadas como en
la proposicion 5) y funciones ji1,j22,7 : Br(§,n) — R tal que

h ~ . . . . . .
O ON Y = Ocjir + Onjoa +  en D'(Bu(&m)) y / ( )3121 + jzo + 57dx S ectast
Br(§m

Demostracion. Sea (z9,29) € €, al usar el cambio de variables (£,1) descrita en la proposicién 5,
el punto se transforma en (£°,7°). En una vecindad del punto suficientemente pequefia tendremos

O¢Oy (X-I-Pn—*) € +&n’+n) =

P22 +2p11 — V2p12 paz +2p11 + V2p12
<3§g ( 1 +0;, n (€ +&n° +n)

Por la proposicién 5 podemos integrar sobre una distancia h¢ en la direccién £ y una cantidad h,,
en la direccion n de donde

EON (R +pn — ) = 0 [y Ol (L2en=Yme ) (0 4 )dny
+a j’hi an (pzz+2p1i+fp1z) (§O+€7.)d§_

Terminamos la demostracion al definir

h'r/
) he [ P2z +2p11 — V2p12 ) h P22
Jin = /0 O ( 1 (o0 +m)dn, j =080, (7 - pn) :

h
j22:/0 aano <p22+2,011+\[p12> (€0 4 &, )de

4

pues el que [|711]13 + ||l722]13 + 117113 < €ctast se sigue de la desigualdad de Jensen (renormahzando
la integral de linea en las expresiones de ji11 y j22) ¥ el hecho de que ||p11]|3 + [|p22|3 + ||l p12]13 <
€elast- U

El siguiente paso es usar una desigualdad de interpolacién para acotar la norma ||8§ ¢ 87}; "Xl (B,
con 0 < r < h donde h < 1; esto se logra con el lema 4 de [6] (probada previamente en [3]), la
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prueba no se realizara pues en ambos trabajos estd hecha con detalle, inicamente hacemos notar
que la prueba se basa en la siguiente desigualdad de interpolacién

/ s < / V£l sup || + / V] de
B, B1 B; B4

Lema 4. Sea v < 1. Existe un radio h > 0 tal que

h ~ _
sup / |8§§87};l77X| dé.dn 5 v 2/3eela8t + 71/3Esurf
|hel,|hn|<h J B

mostrada [15].

Lo siguiente por hacer es notar que este tipo de control por medio de la energia se hereda para
las funciones indicadoras x, y x4, el siguiente resultado lo hace més evidente

Lema 5. Para cada (x1,22) € Q existe un radio h > 0 tal que si |he|, |hy| < h se tiene
h h _
[ ool dedn+ [ joianxal dedn S 5+ 4 By
Bh Bh
La demostracién de este lema es idéntica a la de la proposicién 5 de este trabajo! T,

El siguiente lema es la demostracién de que una funciéon f que cumple la igualdad del paralelo-
gramo se puede expresar como la suma de dos funciones donde cada una depende de una direccién
caracteristica. Mas aun, si f no satisface la igualdad del paralelogramo pero las segundas diferencias
cruzadas son pequenas entonces f se aproxima por dos funciones que dependen de una séla variable.
De manera precisa

Definicién 2. Sea {a,b} C R? una base y {a*,b*} la base dual. Para cada f : R — R definimos
far = fla* - x).
Lema 6. Sean {a,b} C R%. Para toda funcion f : B2(0) C R? — R, existe h > 0 y funciones
Ja*, gu+ tal que

[ 1= —grlde<Clobir) s [ joheofrslas
B [hal,|hp <1 By
La demostracién de este lema se encuentra en detalle en [3] y [6].

Con los lemas anteriores es claro que para energia pequena tanto y 4 como X, se pueden aproxi-
mar por la suma de dos funciones donde cada una dependen de una de las direcciones caracteristicas
y esta aproximacién se controla en L' por la energia.

La siguiente coleccion de resultados son con el fin de mostrar que los laminados simples siguen
persistiendo a energias pequenas. Por simplicidad denotaremos nuevamente al simbolo dédn = dx
dentro de cada integral.

Lema 7. Existen funciones go«, go+ : B1(0) C R? — R tales que o~ € {a1,a1+1}, gp- € {az,az+1}
para algunas a1,a2 € R y

/ ‘ga* — Jar|dx S E, |gb* _gb*lderEv
By, Bp,

f11111Si se desea mds detalle remitimos al lector a la referencia [3].
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La demostracién es andloga a la presentada en [3]§§§ Este teorema se puede interpretar como el
hecho de que las funciones g,« y gy« se pueden aproximar por otras dos que toman dos valores.

El siguiente resultado hace clara la dicotomia que presentan el estado martensitico x, y el
austenitico x4, pues menciona que alguna de las dos funciones bivaludas encontradas en el lema
anterior es casi constante, lo cual implica que los laminados simples existen sobre la direccion
determinada por la funcién restante.

Lema 8. Para gq~ y gp+ podemos encontrar a € R tal que:

1/2
mfn{/ o —alda, [ gb*adx}g(/ |xgb*aa*|) < B2
By Bp By,

La demostracién de este lema es bédsicamente la misma que la presentada en [3] y [6], con la
diferencia que x € {0, 1}“”. Con estos tultimos resultados podemos concluir lo siguiente

Proposicién 6. Sea x = x. (6 x = xa). Entonces existe un radio h > 0 y funciones fq, fp € {0,1}
tal que

/\x—faldx§E1/2 s / X — fol de < BV
Bh Bh,

Demostracion. Por los lemas 2, 3, 4, 5 y 6 tenemos que

/ IX — Ga* — Go*
By

Por el lema 1 alguna de las dos funciones g,+« 0 gy~ es cero, supongamos sin pérdida de generalidad
g = 0y que a,b € R? (ver lema 6) son los vectores e!,e? (respectivamente), de manera que
e' -z = x;. Con esto y los lemas 7 y 8 tenemos

/ (@1, 22) — gos (a1)| d < BV
Bh

dr < E con x=x406 X=X

Si cambiamos la regién de integracién By, por (—h, )21 y usamos que |g.1| < 1 (por lema 7)
tendremos

[ e - gt do S B2
(7h7h)

De andlisis funcional sabemos que dada f € L?((—h,h)) la mejor aproximacién que le podemos
dar en el subespacio de funciones constantes es el promedio. Usando este hecho y el que la funcién
ger(71) (constante como funcién de x3) aproxima a x(z1,22) en L2((—h,h)) en dicho subespacio
implica

/(l"uh)2

Definiendo

1
x(w1, 22) — Qh/( hh)X(ffl»m/z)dfﬂlz

o= / (1, 22) = ger (1) P dz < EV2
(=h,h)?

1 / / 1
V= L sigy f(—h,h) x(z1,75) dry > 2
0 otro caso
$88Ge basa en que si f € L! existe un punto = € § tal que f(z) es menor que el promedio de la funcién sobre € .
999En [6] x5 € { 1,1} pero la prueba de este lema se basa en que la funcién toma dos valores i.e. puede aplicarse
a este caso.
1{Bs(z) : 6 > 0,z € R?} y {(=§ + z,2 + )% : § > 0,z € R?} generan la misma topologia en RZ.
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y notando que |x(z1,z2) — 5 f(_h ) x(x1,xh) dxh| > 1/2 sobre {x # x*} tenemos

1

1

552({X # X"} N (=h,h)?) < / X(w1, T2) — %/ x(z1,2h) daty| de < EY2,
“h,h

{x#x*IN(=h,h)? ) )

Con esto es inmediato que

JoonexPa= [ e - )P < 230cA 0 (G S B2
e {x#X" 1N (=h.h)?
Al escoger f, = x* y notar que la estimacién en L' se sigue de que el dominio es acotado, la

afirmacién es inmediata. O

Hemos probado que en la direccién de corte [110] existe un resultado de rigidez parcial (un
resultado andlogo se tiene para la familia de direcciones {110}), pues para energias pequefias, a
primera aproximacién siguen siendo laminados simples.

5. JUNTAS TRIPLES

Un resultado importante en esta teoria es la existencia de las juntas triple pues en la teoria de
cuerpo dos dimensional se sabe que si las deformaciones (pequefias) U%, U, U? preservan volumen
a primer orden?™* no existe este tipo de juntas. Aqui probamos un resultado més general.

Proposicién 7. Sea Q' C R? abierto y conexo. Si U, U, U? € May2(R) son tres deformaciones
tal que dos a dos estan conectadas por rango uno i.e.

(47) Ul—UM =a™2@n™2 cond® e R*\ {0}, n* € S', ieN mod3
con {n',n? n3} linealmente independientes dos a dos y a'™2 = Qn'*2 para i = 0,1,2 y Q €

Msy2(R) invertible, entonces no existen juntas triples.

Demostracion. Procedamos por contradiccién y supongamos que existen las juntas triples, entonces
podemos sumar (47) para i € {0,1,2}, de donde

dont+deni+adont =0, = nPend+nen+ntent=0
La tltima igualdad se tiene por hipétesis pues @ es invertible. Por ser n',n? linealmente indepen-
dientes, podemos escribir n® = ae! + Be? de modo que

(48) (1+a®)nten' + 1+ @n®+afn' @n’*+n*@n') =0

Esto es una contradiccién, pues al ser n',n? linealmente independientes, los productos n' ® n',
n'®n2, n?®@n' y n?2®@n? son linealmente independientes, por tanto los coeficientes que acompanan
a estos términos en (48) deben ser cero, pero esto no sucede para o, € R. O

Como se comentd, la situacién en pelicula delgada es distinta pues la proposicién 8 nos dard
condiciones necesarias y suficientes para que haya este tipo de juntas.

#1115i 1a deformacién es pequeia entonces el gradiente de deformacién a primer orden se escribe como Vy = 1+eH
y el cambio de volumen se determina a travéz de Det(Vy) = 1+ eT'r(H) + O(€?), por ello si las deformaciones

U® U',U? preservan volumen a primer orden su traza es cero, y dado que la traza es lineal Tr(a’t2 @ nit2) =
att2 . pit2 — Q.
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Definicién 3. Decimos que en pelicula delgada (elasticidad geométrica lineal) existe junta triple
si dadas H', H?, H3 € M3zy3(R), W12 W32 matrices antisimétricas, a'?,b'2 a3, %% € R3\ {0} y

n'2,n3? € S2, existen a,b € R\ {0} y n € S? tal que las siguientes relaciones son satisfechas:
(49) H' —H*+W"? =ad®@n”+b"?@é
(50) H3—H>+W2 =2 an2 +p2 e
(51) H—H' '+ W32 W2 =a@n+bxc’
12

y los vectores n*2,n3% y n son linealmente independientes dos a dos y dependientes entre los tres.

Proposicién 8. Existen juntas triples si y solo si los vectores a'? y a®? son linealmente dependien-
tes.

Demostracion. Por hipétesis las ecuaciones (49) y (50) son satisfechas.

<) Restando (49) a (50) y usando que a2 = ka'? para algtin k € R\ {0} tenemos
kn32 — pl2
Tl 7]

=) Se sigue de la ortogonalidad de e3 con {n,n'? n3?}, la independencia lineal (2 a 2) de los
elementos de dicho conjunto y de restar (50) a la suma de (49) y (51).

H3 o Hl + W32 o W12 _ ||]€’ﬂ32 o leHalQ ® + (b32 o b12) ® 63

12

O

Notemos que si en pelicula delgada, existe Q € M3x3(R) invertible tal que a® = Qn* entonces
no existen juntas triples entre las fases H', H? y H3, pues por hipétesis los vectores unitarios n'
son independientes dos a dos pero los vectores a* son todos paralelos.

Con un poco de esfuerzo esta proposiciéon puede generalizarse para la teoria de cuerpo en dos
dimensiones pero no se incluird pues no serd de utilidad.

5.1. Juntas triples en pelicula delgada entre estados martensiticos.

Usando las ideas de la subseccién anterior, las expresiones de n y a (determinada por la propo-
sicién 4 y la ecuacién (28)) y las de H*, HY y H*, se puede determinar por un célculo directo pero
extenso que los dngulos de corte donde existen juntas triples formadas por estas tres fases estan
determinadas por alguna de las siguientes tres ecuaciones

2 cos? 2¢p 2 cos? 2¢p
cos” 0 = , cos“ 0= - )
cos? 2p + (sin 3¢ F cos )2 cos? 2p + (cos 3¢ + sin )2

cot? w = (cos asin p)?.

Notemos que la familia {110} usada en la subseccién 4.4 satisface las tres ecuaciones y eso se debe
a que dos fases martensiticas en esa direccién de corte resultan ser indistinguibles. Una direcciéon
de corte donde podemos determinar ficilmente las juntas triples es cuando e® es paralelo al vector
[112]7. Sobre esta direccién los estados martensiticos se ven como

1 3 1 3
Ve () e )
Jioo - 0

H'=

[\SI[98)
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F1GURA 4. Esquema sobre la esfera unitaria de las direcciones en las cuales existen
juntas triples.

Para este caso tenemos

o B () (1), 2L (V) S (Y ()

FIGURA 5. Posibles juntas triples que podemos formar al cortar en la direccién [112].

Note que a partir de estas juntas es posible formar patrones mas complejos que los laminados
simples.

6. LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION.
Como hemos notado en las piginas anteriores, este es un problema muy extenso, rico y complejo.
A continuacién enunciamos algunas lineas futuras de investigacién.

= Un proyecto de investigacién muy interesante emerge en las primeras secciones y consiste
en probar rigurosamente la condicién sobre el conjunto admisible .# (ver (18)). Como es
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bien sabido, una solucién a un problema de elasticidad lineal 3D debe satisfacer en sentido
distribucional las ecuaciénes de compatibilidad de Saint-Venant

VxVxEWVy =0
Notemos que una de esas seis ecuaciones es justo
8%1E(Vy)22 + 8§2E(Vy)11 — 28132E(Vy)12 =0

v es esta la condicién que determina al conjunto .%. El objetivo de este proyecto es determi-
nar rigurosamente vial' —limites que estas seis ecuaciones para el problema 3D se reducen
en el caso 2D a la ecuacién anterior mas algunas otras restricciones.

Como se vi6 en la parte de los antecedentes, nuestro modelo de pelicula delgada en elastici-
dad geométrica lineal se obtuvo primeramente de unI’ —limite de elasticidad geométrica no
lineal 3D a pelicula delgada en el régimen no lineal y posteriormente con respaldo en las refe-
rencias [9] y [10] se linealizé el problema; aqui es donde surge otra rama de investigacién pues
resultaria interesante determinar via unl’ —limite el régimen de parametros donde el modelo
de elasticidad geométrica lineal en pelicula delgada se deriva de la elasticidad geométrica no
lineal 3D.

Notemos que la maquinaria desarrollada en las proposiciones 4 y 8 y subseccién 4.1 es
facilmente aplicable a cualquier otro tipo de transformaciones de fase (por ejemplo las tras-
formaciones cubico-ortorémbico) sélo necesitamos escribir los estados martensiticos en una
forma similar a (31). Esto es interesante pues en base a los resultados de [6] es posible obtener
estructuras mas complejas.

Otra posibilidad es estudiar la ecuacién (38) con el fin de encontrar més direcciones de corte
donde exista algiin otro tipo de rigidez, un posible candidato es la direccién [111] por su alta
simetria.

El resultado de rigidez parcial (seccién 4.4) resulta ser muy interesante pues de la estructura
interna entre las fases indistiguibles no se tiene informacién. Por lo tanto, un reto matemaético
interesante es determinar las posibles ¢ estructuras internas” que se pueden presentar en las
regiones donde se localizan los estados indistinguibles (regiones H'? en la Figura 3). Cabe
notar que la informacién de la estructura interna se perdié al evaluar la ecuacién (38) en
los dngulos criticos (w,p) = (/2,7 /4). Por ello resulta factible analizar este problema por
medio de unI" —limite a la energia adecuadamente renormalizada cuando (w,p ) — (7/2, 7 /4).

Como se noté en la ultima seccion, nuestro estudio acerca de juntas triples es aun incipiente,
pues tenemos antecedentes de que al menos en el ejemplo visto para la direccion de corte
[112] existen estructuras mds complejas como juntas sextuples y nos gustaria saber si son las
Unicas estructuras posibles o existen méas. Otra posible idea es tratar de caracterizar depen-
diendo la direccién de corte si existen o no juntas sextuples o estructuras tipo panal de abejas.

En vista de los resultados de [6] resulta factible estudiar direcciones de corte donde puedan
formarse juntas cuadruples y estructuras iteradas tipo laminados cruzados buscando los
correspondientes resultados de rigidez para estas estructuras.
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