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Estabilidad hidrodinamica de una capa liquida de fluido
viscoelastico que fluye hacia abajo por una pared cilindrica:
casos isotérmico y con gradiente de temperatura

Instituto de Investigaciones en Materiales
UNAM
M. Moctezuma-Sanchez

Resumen
En este trabajo de investigacion se estudia la estabilidad hidrodindmica de flujos de
capas viscoelasticas sobre superficies cilindricas. Se investigan dos casos principales, la
estabilidad de capas viscoelasticas sin calentamiento de la superficie o caso isotérmico y la
estabilidad de capas con calentamiento de la superficie cilindrica o caso no isotérmico. La
estabilidad de flujos de capas viscoelasticas con calentamiento, considerando los modos
azimutales no ha sido completamente estudiada. EI andlisis se realiza resolviendo las
ecuaciones de momento y de energia para un fluido de Oldroyd B, por un método de
perturbacion lo que da como resultado una ecuacion de evolucion de onda no lineal. En el
caso isotérmico el aumento de la elasticidad del fluido incrementa la inestabilidad del flujo
y aparecen mds modos azimutales. En el caso no isotérmico la solucion depende del
nimero de Marangoni, y de un nimero de crispaciéon. En este caso la inestabilidad
aumenta con la elasticidad del fluido, y aparecen méas modos azimutales que dependen del
radio del cilindro, del nimero de Deborah, y Marangoni en cada caso.
Capitulo 1. Introduccién

1.1 Introduccion

El estudio de la estabilidad hidrodindmica de capas delgadas que fluyen en superficies
planas y cilindricas ha sido un tema de investigacion por décadas. . Recientemente el
estudio de la estabilidad de flujos viscoelasticos sobre paredes planas y cilindricas ha
tomado mayor relevancia. Las aplicaciones industriales que involucran este tipo de flujos
incluyen el recubrimiento de superficies con pinturas y el recubrimiento de cables con
diferentes materiales plasticos. El problema de la estabilidad hidrodindmica en
recubrimientos ha sido estudiado por Ruschak (1985). Investigacion mas reciente ha sido
presentada por Weinstein y Ruschak (2004). Otra motivacién importante para realizar esta
investigacion es el recubrimiento de fibras o cables con una capa de polimero o una
solucion polimérica. El didmetro de algunas de estas estructuras cilindricas sugiere que en

ocasiones se manejen espesores pequenios de recubrimiento.
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Algunos de los pioneros en estudiar la estabilidad de flujos de capas liquidas en
cilindros fueron Lin y Liu (1975b). Estos autores estudiaron la estabilidad lineal de la
superficie libre de una capa de fluido que se aplica a un cable conforme este se jala desde
un depdsito con una solucion polimérica. Sus resultados fueron usados para comparar el
resultado de su analisis con experimentos realizados previamente. Homsy y Gayling
(1977) también calcularon la estabilidad de una capa que se deposita sobre un cable
conforme este se jala desde un depdsito lleno con un recubrimiento. Su objetivo era
calcular el espesor maximo de recubrimiento.

Otra aplicacion también puede ser el flujo en el interior o exterior de tubos de
intercambiadores de calor donde los tubos son enfriados por capas liquidas y la
transferencia de calor depende del area superficial de las capas liquidas expuestas al aire o a
un gas. Las condiciones de frontera en la superficie libre de enfriamiento pueden influir en
la estabilidad del flujo de la capa liquida lo cual puede modificar el area superficial de la
capa liquida expuesta al aire. (Radhia et al., 2011) realizaron un estudio numérico de
evaporacion de un flujo tipo anular que circula en el interior de una pared cilindrica.

El acabado final de las superficies o alambres recubiertos por una capa de un
material viscoelastico, dependerd de los pardmetros de estabilidad del flujo durante el
proceso de recubrimiento. Para este caso es méas conveniente reducir la inestabilidad lo cual
conduce a una superficie mas tersa y libre de perturbaciones. También el enfriamiento de
los tubos dentro de un intercambiador de calor dependera de la estabilidad del flujo, ya que
el enfriamiento depende de la superficie total de la capa liquida en cuestion. En este caso es
mas conveniente, incrementar la inestabilidad del flujo para que el area de superficie libre
expuesta al aire exterior se incremente.

Uno de los objetivos de este trabajo es hacer el estudio tridimensional de la estabilidad
hidrodinamica del flujo de capas liquidas de fluidos viscoelasticos descendiendo sobre la
superficie de un cilindro isotérmico y no isotérmico. Hasta ahora los estudios realizados
sobre capas liquidas viscoelasticas descendiendo sobre paredes cilindricas no consideran un
flujo tridimensional (Cheng ,Chang y Lai, 2001).

El primer caso cuando se mantiene a temperatura constante la capa de fluido, se
desarroll6 en una primera etapa de esta investigacion. Usando la ecuacion constitutiva del

modelo de Oldroyd B se investigd la inestabilidad linear con aproximacion de longitud de
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onda larga, de una capa liquida que fluye en un cilindro vertical por la accién de la

gravedad. (Moctezuma-Sanchez, Davalos-Orozco,2008)

En la primera parte de esta investigacion se analiza el problema isotérmico, es decir
cuando no se aplica calentamiento a la superficie del cilindro y la capa de fluido se
mantiene a temperatura constante e igual a la del aire externo. En este caso aparecen
fuerzas viscosas, eldsticas y de tension superficial, pero debido a que la superficie de la
capa liquida es isotérmica, no se presentan esfuerzos tangenciales en la superficie del
liquido, y por tanto no se presenta el fenomeno de termocapilaridad. Este tipo de flujo se
puede caracterizar con los nimeros adimensionales de Reynolds (nimero adimensional que
relaciona las fuerzas inerciales en relacion con las fuerzas viscosas en un flujo , Re=pUa/p,
donde p es la densidad del liquido, U la velocidad caracteristica del flujo, L una dimensioén
caracteristica y p la vicosidad dinamica del fluido en cuestion), del nimero de Deborah
(relacion adimensional entre el comportamiento eldstico de un fluido respecto a su
comportamiento viscoso) y el nimero de Webber (razon entre las fuerzas inerciales en una
particula de fluido respecto a las fuerzas de tension superficial que se presenta en una
interface de un liquido y un gas)

En el trabajo del estudio de una capa de fluido viscoelastica descendiendo sobre un
cilindro (Moctezuma-Sanchez, Davalos-Orozco, 2008), se obtuvo una ecuacion de
evolucion de onda no lineal que describe la estabilidad de la capa liquida. Dicha ecuacion
se reduce a la ecuacion obtenida por Joo (1994), en su estudio de la estabilidad de una capa
de fluido viscoelastico descendiendo sobre un plano, cuando se hace tender el radio del
cilindro a infinito en nuestro modelo.

Una primera conclusion de esta primera etapa de este estudio es que la elasticidad del
fluido incrementa la inestabilidad por lo que se obtienen mayores razones de crecimiento
de la inestabilidad con un mismo numero de Reynolds. Otra conclusion es que la
elasticidad excita los modos azimutales causando que estos tengan una mayor razoén de
crecimiento que en el caso de una capa de fluido newtoniano. Sin embargo aunque se
incrementa la amplitud de los modos azimutales, el modo axial siempre prevalece en este
caso como el modo de mayor inestabilidad. En esta parte de la investigacion surgio la

pregunta si era posible excitar los modos azimutales calentando el cilindro y la capa de
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fluido para que estos tuvieran mayor amplitud que el modo axial en ciertas condiciones de

flujo.
Estabilidad del Flujo
viscoelastico en Cilindros
|
| |
Estabilidad de Flujo Estabilidad de Flujo
Isotermico No Isofermico
Numeros adimensionales: Numeros adimensionales:
Reynolds, Weber, Deborah Re, We, De, Marangoni
Prandfl, Biot
Ecuacion de Momentum Ecuacion de Momentum,
y de Confinuidad Continuidad, y
de Energia

Figura 1.1 Estabilidad Hidrodinamica de flujos viscoelasticos en Cilindros, en flujos
isotérmicos y no isotérmicos.

En la segunda parte de este trabajo, analizamos el problema cuando la superficie del
cilindro es sujeta a una temperatura constante diferente a la temperatura exterior del aire en
contacto con la superficie libre. En este caso el calentamiento del cilindro provoca un perfil
de temperatura en la capa liquida y en la superficie libre del fluido. Para este problema se
tiene que resolver la ecuacion de momento y la ecuacion de balance de energia para
determinar el comportamiento del flujo. Como se explicara en el desarrollo de este estudio,
el gradiente de temperatura en la superficie libre origina esfuerzos tangenciales que no se
presentan en el problema isotérmico, lo que a su vez causa que los modos azimutales se
exciten mas debido al cambio de condiciones en el balance de momento en la direccion
angular.

El problema estacionario de una capa liquida horizontal fluyendo sobre una pared
calentada en ausencia de gravedad (conocido como el problema térmico de Marangoni) fue
investigado primero por Pearson (1958), para una variedad de condiciones de frontera. El
mismo problema pero con la posibilidad de que la superficie libre del fluido se deforme fue
investigada para una variedad de condiciones por Scriven y Sterling (1964).

Posteriormente se comenzo a estudiar el fendmeno cuando se agrega una velocidad
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principal a la capa de fluido. El problema de una capa liquida en movimiento sobre una
superficie con calentamiento ha sido investigada por Kelly et al. (1986) y también por
Goussis y Kelly (1991).

Debido al calentamiento del cilindro y el perfil de temperatura se presentan
esfuerzos de tension superficial, los cuales influyen en la estabilidad del flujo de la capa
liquida (fenomeno de termocapilaridad de Marangoni). Dichos esfuerzos interactian con
las fuerzas viscosas y elasticas y para caracterizarlos se necesita usar otros numeros
adimensionales como el nimero de Marangoni (competencia de los esfuerzos viscosos y de
tension superficial) y el numero de Prandtl (relacion de tiempos de transporte de energia
por difusiéon térmica de un material respecto a la difusion de energia de momento por la

viscosidad de un fluido).

ENTREFASE LIQUIDO-GAS

R GAS

i
| Loup
i

ENTRADN\% SALIDA
| RN
|

0 PARED IMPERMEABLE 7

Figura 1.2. Diagrama que muestra el flujo de una capa liquida sobre un plano. Se muestra
tanto la entrada y salida de fluido a cada lado, como la interface liquido gas donde se

presentan tanto esfuerzos normales como esfuerzos tangenciales.
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(Lin, 1975) fue uno de los primeros autores en estudiar la estabilidad lineal de una
capa con un perfil de temperatura fluyendo sobre un pared. Este autor calculo el nimero de
Reynolds critico lineal Re,, para la inestabilidad en la aproximacion de nimero de onda
pequeio. También encontré que este nimero critico depende del numero de Marangoni y
del numero de Prandtl en el caso del flujo de una capa liquida en una pared plana. Este
problema fue mas tarde extendido al caso de dngulos muy pequeios de inclinacion en la
pared por Sreenisavan y Lin (1978).

La estabilidad del flujo de una capa liquida sobre un cilindro con calentamiento
para un fluido newtoniano fue estudiada por Davalos y You (2000). En su estudio
resolvieron la estabilidad no lineal del flujo de una capa liquida sobre un plano que incluye
calentamiento. Estos autores encontraron que aumentando el niumero de Marangoni se
puede incrementar la inestabilidad del flujo y también se pueden excitar los modos
azimutales. También encontraron que para ciertas condiciones del numero de onda, los
modos azimutales pueden ser mas relevantes que el modo axial. El problema de la
estabilidad no lineal del flujo tridimensional de una capa liquida sobre un cilindro que
incluye calentamiento pero para un fluido viscoelastico no ha sido resuelto por completo
segin mi conocimiento del tema.

En el primer capitulo de esta tesis, se realiza una revision bibliografica del tema de
la estabilidad hidrodinamica de capas que fluyen en paredes planas y cilindricas. Primero
se revisan los casos de flujos de fluidos newtonianos, y después se analizan los casos que
incluyen fluidos viscoelasticos. En la segunda parte de este capitulo, hago un resumen de
los trabajos hechos en flujos sobre paredes y cilindros no isotérmicos, es decir cuando la
superficie se calienta y se mantiene a una temperatura constante. Se le dara mayor atencion
al flujo de fluidos viscoelasticos en paredes con calentamiento, ya que es el tema de esta
tesis. Este tipo de problema cuando existe la competencia entre las fuerzas viscosas y las
de tension superficial debido a gradientes de temperatura se conoce como el problema
termocapilar.

En el segundo capitulo se presentan las ecuaciones que modelan el flujo de una capa
liquida descendiente sobre un cilindro. Primero se resuelven las ecuaciones de balance de
masa y de cantidad de movimiento, que definen el problema isotérmico de nuestro trabajo.

Se enuncian las ecuaciones de movimiento para un fluido en general que puede ser
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newtoniano o no newtoniano y se aplican las condiciones de frontera en la superficie libre
de la capa liquida, asi como las condiciones en la superficie del cilindro.

Para el segundo problema se parte de las ecuaciones momento que se resuelven en
el primer problema y se agrega la ecuacion de energia y se resuelve dicha ecuacion junto
con las condiciones de frontera que aplican cuando se calienta el cilindro interno. Esta
ecuacion sirve para explicar el problema termocapilar.

Las ecuaciones de continuidad y de momentum se resuelven por un método de
perturbacion, donde las componentes de velocidad y la presion, se separan en una
componente principal o lineal, y varias perturbaciones de orden 1,2, etc. en un coeficiente &.
€ es un parametro pequefio proporcional al cociente de la amplitud de la perturbacion entre
la longitud de onda de la superficie libre &=hy/(2mA), donde hy es la amplitud de la
deformacion de la capa liquida y A es la longitud de onda de la perturbacion. La
aproximacion de longitud de onda larga ha sido usada por diferentes autores desde que se
comenzo a estudiar el tema de la estabilidad en capas liquidas tanto en planos (Yih, 1955),
como en superficies cilindricas (Lin,1975b).

Como se ha comentado, (Davalos, You, 2000) analizaron la estabilidad de una capa
liquida en el flujo tridimensional sobre un cilindro con calentamiento. En su estudio
obtuvieron la estabilidad de los modos azimutales y ademas demuestran que el gradiente de
temperatura en la superficie libre, modifica las condiciones de esfuerzo tangencial en la
superficie del fluido. Una de sus conclusiones es que incrementando el numero de
Marangoni en su modelo aumenta la inestabilidad de los modos azimutales. Ademas
ciertos modos azimutales pueden tener mayor magnitud y razén de crecimiento que el
modo axial para ciertos parametros.

En nuestro caso también se resuelve el flujo tridimensional considerando las tres
ecuaciones de cantidad de movimiento y la ecuacion de energia para un fluido viscoelastico.
El objetivo es encontrar como influye el calentamiento en el cilindro en los esfuerzos
tangenciales debido al cambio de tension superficial causado por el gradiente de
temperatura 'y como se excitan estos modos azimutales para una capa de fluido
viscoelastico. Se realiza un andlisis lineal, porque al tener muchos variables y fenomenos

en competencia (fuerzas viscosas, de tension superficial, elasticas, inercia, esfuerzos por
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termocapilaridad) el problema se vuelve dificil de resolver, pero con este tipo de andlisis se
busca simplificar el problema para poder ser manejado analiticamente.

Al considerar el flujo tridimensional se incluyen los modos azimutales en la
solucion, pues consideramos que estos son relevantes para estudiar la estabilidad global del
flujo y ademas son excitados cuando se calienta la pared del cilindro por la elasticidad del
fluido.

Las ecuaciones de cantidad de movimiento se escriben para un flujo en general
(newtoniano o visco elastico). Se usa la ecuacion del modelo de Oldroyd B, como ecuacion
constitutiva del fluido viscoeléastico. El Modelo de Oldroyd B (1950), es una expresion
empirica que generaliza la ecuacion linear viscolastica escribiendo las ecuaciones de
esfuerzo/rapidez de deformacion en forma tensorial. El modelo de Oldroyd B tiene las
ventajas que describe adecuadamente algunas de las propiedades de los fluidos
viscoelasticos como los esfuerzos normales, asi como la relacién no lineal del esfuerzo de
corte con la rapidez de deformacion de corte.

Los modelos diferenciales del tipo de Oldroyd tienen utilidad para describir el flujo
de soluciones diluidas de moléculas de fluidos en un solvente (Owens, 2002). Otros
modelos que toman en cuenta la viscosidad adelgazante al corte (tipo FENE, Phan Tien
Tanner) o modelos integrales del tipo K-BKZ son més apropiadas para soluciones
concentradas de polimeros y para flujo de polimeros fundidos (plasticos). EIl modelo de
Oldroyd B también es derivable de un modelo molecular que consiste de una suspension de
particulas esféricas (dumbells) unidos con un resorte de Hooke disueltos en un solvente.
Este modelo es apropiado para describir la viscosidad al corte y la aparicion del esfuerzo
normal debido a la viscoelasticidad, sin embargo tienen algunos defectos al describir la
viscosidad elongacional de una solucidén polimérica, (Owens, 2002) En este trabajo no se
presentan grandes esfuerzos extensionales, como se vera durante el desarrollo, por lo que
considero que para nuestro caso el modelo Oldroyd B es apropiado para resolver el
problema de flujo y de estabilidad de una capa liquida viscoelastica descendiendo sobre una
pared cilindrica.

En estudios sobre estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelastico con
viscosidad adelgazante que desciende sobre un plano inclinado, Joo (1992), realizo un
analisis de estabilidad lineal de una capa de fluido viscoelastico descendiendo sobre un

plano inclinado. Una de las conclusiones de este autor es que la viscoelasticidad aumenta
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la inestabilidad de las perturbaciones, esto se debe en parte a la energia eldstica que regresa
el fluido a la superficie y que hace mas inestable el flujo. De acuerdo a esto la superficie
libre se puede desestabilizar para las mismas condiciones de tension superficial con un
numero de Reynolds menor que cuando se usa un fluido newtoniano.

Shaqgfen et al. (1989), también estudio el flujo de un fluido viscoelastico sobre un
plano inclinado. En su trabajo demostr6 que la viscoelasticidad tiene un efecto
desestabilizador en las perturbaciones en la superficie libre para nimeros de Reynolds
pequefios. Sin embargo también encontrd, que la propiedad viscoeldstica tiene un efecto
estabilizador en el flujo y la superficie libre, para nimeros de Reynolds moderados.

En su trabajo Joo (1992) también uso el modelo de Oldroyd B, pero también incluyo
en su modelo, el cambio de viscosidad por rapidez de deformacion al corte. Nuestro
modelo de la estabilidad en un cilindro es andlogo al modelo de Joo para un plano y sigue
un procedimiento similar para deducir las ecuaciones de momentum y describir los
esfuerzos viscoelasticos en el flujo de una capa viscoelastica en un cilindro.

El modelo de Oldroyd B tiene una constante de relajamiento y una de retardo, que
modelan la viscoelasticidad del fluido. El modelo también puede incluir una viscosidad
adelgazante al corte, es decir donde la viscosidad se reduce conforme aumenta la rapidez de
corte en el flujo. Un ejemplo, son las pinturas que reducen su viscosidad cuando aumenta
la rapidez de corte. En estudios sobre estabilidad y el desarrollo no lineal del flujo de una
capa viscoelastica con viscosidad adelgazante, Joo (1994) encontré que el cambio de
viscosidad con el ritmo de corte no afecta la inestabilidad de la capa liquida y solo
modifica la velocidad de fase de las perturbaciones.

En el trabajo realizado sobre la estabilidad del flujo de una capa viscoelastica sobre
un cilindro (Moctezuma-Sanchez, Davalos-Orozco, 2008), se encontré que la elasticidad
del fluido aumenta la inestabilidad del flujo aumentando la razon de crecimiento del modo
axial, pero también promueve la apariciéon de mas modos azimutales con mayores razones
de crecimiento. Por lo tanto surgio el interés de revisar si incluyendo el efecto del
calentamiento y del fendmeno termocapilar se excitaria mas los modos azimutales en la
solucion del flujo tridimensional.

La segunda pregunta que buscamos responder con esta tesis, es la influencia que
tiene el calentamiento del cilindro, en la inestabilidad del flujo y en segundo grado en la

apariciéon y magnitud de los modos azimutales en la solucion. Por lo tanto para analizar el
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flujo en nuestro problema, resolvemos las 3 ecuaciones de movimiento, y consideramos el
movimiento del fluido con sus tres componentes, sin considerar a priori el fluyjo como
axisimétrico. En nuestro modelo resolvemos las ecuaciones de momento tridimensionales
en coordenadas cilindricas (r, 0, z) incluyendo las tres velocidades en este sistema de
coordenadas (Vr, Ve, y Vz).

En el pasado muchos de los estudios en capas liquidas sobre cilindros se han
realizado para fluidos newtonianos, (Lin y Liu, 1975b), (Krantz y Zollars, 1976). El
estudio de la estabilidad de capas liquidas de fluidos viscoelésticos es mas reciente. Por
ejemplo Hung et al. (1996), estudiaron la estabilidad no lineal de una capa liquida de
fluido micropolar. En su estudio encontraron que las propiedades micro-polares influyen
en la estabilidad del flujo. En estudios mas recientes, Cheng, Chang y Lai (2001) hicieron
una investigacion sobre la estabilidad de una capa liquida de un fluido viscoelastico de
segundo orden. En su estudio usaron un método de perturbacion de aproximacion de onda
larga para resolver las ecuaciones no lineares de movimiento. Para obtener el andlisis lineal
de estabilidad usan el método de parametros normales, el cual también usamos en nuestro
estudio para resolver la estabilidad lineal pero en el caso del flujo tridimensional de la capa
liquida de fluido viscoelastico.

Para obtener la estabilidad no lineal Cheng et al. (2001) usaron el método de
escalas multiples para obtener la dindmica no lineal débil del problema. Su trabajo se
enfoca mas en las condiciones de supercriticalidad y de subcriticalidad del flujo. En sus
resultados concluyeron dos factores aumentan la inestabilidad del flujo: al aumentar el
efecto viscoelastico y reducir el radio del cilindro. Una de sus conclusiones fue que el
aumento de la curvatura lateral en la capa liquida aumenta la inestabilidad de las
perturbaciones en la capa liquida.

En su solucion Cheng et al. (2001) usan en su analisis un flujo asimétrico de un
fluido de segundo orden descendiendo sobre un cilindro usando un modelo de fluido
Walters B para su investigacion. El fluido de Walters B es una buena aproximacion para
fluidos con poca elasticidad o para flujos con razéon de deformacion pequefia. Como
primera aproximacion da buenos resultados, sin embargo tiene limitaciones para fluidos
con mayor elasticidad o para flujos con mayor rapidez de corte (Shaqfeh, Larson y

Fredrickson, 1988)

Pagina 14



Ademas, estos autores analizan el flujo sobre el cilindro, resolviendo solo las
ecuaciones en la direccion axial y radial, despreciando la ecuacion en la direccion angular.
Por tanto desprecian la influencia de los componentes y modos azimutales en la solucion.
Una de las posibles razones por las que no consideran las componentes azimutales es que
en algunos estudios se ha demostrado que para ciertas condiciones el modo axial principal
es el mas inestable para fluidos newtonianos y sin calentamiento. (Schlang y Sivashinki,
1982) realizaron un andlisis lineal de las ecuaciones tridimensionales del flujo newtoniano
sobre un cilindro vertical. En su estudio usaron la aproximacién de onda larga, pero
también usaron una aproximacion con tension superficial grande. En sus conclusiones
encontraron que ademds del modo axial principal aparecen modos azimutales en la
solucion. Ademas existe un radio critico que depende del nimero de Reynolds y la tension
superficial. Con radios menores a este radio critico no aparecen los modos azimutales y el
flujo se compone de un solo modo axial. Al aumentar el radio del cilindro aparecen mas
modos azimutales, sin embargo el modo axial principal siempre tiene mayor razén de
crecimiento.

En el estudio que realizamos (Moctezuma-Sanchez, Davalos-Orozco, 2008) sobre el
flujo de una capa de fluido viscoelastico isotérmica hemos encontrado que los modos
azimutales aumentan su inestabilidad al aumentar el efecto viscoeldstico y también
aparecen mas modos azimutales cuando se aumenta el radio del cilindro. En dicho trabajo
encontramos que existe un radio critico en el cual para radios mayores a este radio critico
aparecen los modos azimutales y debajo del cual se suprimen los modos azimutales
considerando el efecto de la viscoelasticidad. El radio critico para este caso se modifica e
incluye el nimero de Deborah. (Ver ecuacion 3.11). El radio critico para este caso se
reduce cuando aumenta el numero de Deborah, (Moctezuma-Sanchez, Davalos-
Orozco,2008). O también se puede interpretar que al agregar elasticidad al fluido se
reduce el numero de Reynolds critico para el cual aparecen los modos azimutales para un
radio fijo.

El analisis de Cheng, Chang y Lai (2001) este enfocado en otra direccion. En su
caso se enfocan en revisar las condiciones de supercriticalidad y subcriticalidad del flujo.
Al realizar un andlisis de la dindmica no lineal débil del flujo, el andlisis se simplifica
usando solo las ecuaciones para el problema asimétrico. Es posible que estos autores

decidieran usar un flujo asimétrico para obtener una solucion menos complicada, ya que
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realizan posteriormente un analisis no lineal débil que es complejo de analizar.

De hecho la solucion de Cheng et al. (2001) es un método valido para explorar la
estabilidad no lineal si entre otros factores se cumple que el radio del cilindro es menor al
radio critico que se obtuvo en nuestro trabajo del flujo viscoelastico en un cilindro
(Moctezuma-Sanchez, Davalos-Orozco, 2008) . Sin embargo estos autores no mencionan
alguna condicidon necesaria para que el flujo se pueda resolver de forma axisimétrica sin
despreciar algunos efectos como la aparicion de modos azimutales en la solucion.

En el problema que abordo es diferente, pues se pretende analizar la combinacion
del efecto viscoelastico junto con el efecto del cambio de temperatura en la superficie libre
sobre la aparicion de los modos azimutales. Para realizar este objetivo, es necesario
considerar las tres ecuaciones de movimiento y las condiciones de esfuerzo tangencial
usando el método de parametros pequefios. En los capitulos 3 y 4 demostraremos que para
nuestro problema los modos azimutales incrementan su razén de crecimiento debido al
efecto viscoeléstico (capitulo 3) y al incrementar el nimero de Marangoni (capitulo 4) .

En el capitulo 3 se mostrara que los modos azimutales aparecen cuando se
incrementa la viscoelasticidad y el radio del cilindro para el caso isotérmico. Aunque en
este caso a cierto nimero de onda el modo axial es mas inestable para todas las condiciones
de numero de onda. En el capitulo 4 para el caso no isotérmico del flujo sobre un cilindro
debido a la gravedad se muestra que algunos modos azimutales adquieren mayor razon de
crecimiento que el modo axial para nimeros de onda pequefio, cuando se incrementa el
nimero de Marangoni y el efecto viscoelastico.

En el caso del problema isotérmico (capitulo 3), se seleccionan valores de Reynolds
y del nimero de Weber y se incrementa progresivamente el nimero de Deborah. Al
aumentar el nimero de Deborah tanto el modo axial como los modos azimutales aumentan
su razéon de crecimiento. Los modos azimutales aumentan su razon de crecimiento
conforme se aumenta el nimero de Deborah y al reducir el radio del cilindro. Pero para
una misma serie de parametros (Re,We,De) aparecen mas modos azimutales cuando se
incrementa el radio del cilindro. Como se ha comentado se puede calcular el radio critico
minimo a partir del cual se suprime la aparicion de los modos azimutales.

Posteriormente fijando el nimero de Re y We, se encontraron combinaciones de De

y del radio del cilindro para los cuales el modo azimutal n=1 tiene una magnitud de razén
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de crecimiento muy cercana al modo axial principal en todo el rango de valores de nimero
de onda validos en la aproximacion del problema. Incluso en el numero de onda de
maximo crecimiento de la inestabilidad el modo azimutal se acerca mucho al modo axial.
Pero el modo axial es el que alcanza la mayor razon de crecimiento en cada caso.

Para el problema no isotérmico, ciertos modos azimutales (n=1,2,3,..) pueden tener
una razon de crecimiento mas grande respecto al modo axial a nimeros de onda pequeno.
La aparicion de estos modos también se incrementa con el efecto viscoeldstico y aumentan
su razoén de crecimiento cuando se aumenta el numero de Marangoni. Si se mantienen estas
condiciones en un flujo, estos modos azimutales pueden tener mayor razén de crecimiento
que el modo axial. Cuando se incrementa el nimero de Marangoni aparece un fenémeno
interesante en el que aparece mayor inestabilidad para nimeros de Reynolds pequefios y
para estos casos los modos azimutales superan al modo axial para valores de nimero de
onda pequefo. Sin embargo a cierto nimero de onda la magnitud del modo axial rebasa la
magnitud del modo azimutal con n=1.

El modelo que hemos desarrollado considera las ondas o perturbaciones en la
direccion axial y también obtiene las perturbaciones en la direccion angular. Por esta razon
reviso a continuacion los articulos que considero clave para analizar problemas en que
aparecen los modos azimutales y determinar cuando tienen mayor relevancia.

Schlang y Sivashinski(1982) estudio la estabilidad de las perturbaciones tanto
axiales como azimutales en el flujo de una capa liquida descendiendo sobre un cilindro. En
su analisis han demostrado que el flujo en una capa liquida se compone no solo del flujo de
ondas en la direccion axial o principal, sino que también aparecen ondas sobrepuestas
azimutales en este flujo principal. El resultado es un flujo complejo compuesto de ondas
axiales y azimutales que interactuan entre ellas.

Schlang y Sivashinsky (1982), obtuvieron una ecuacion de evolucion de onda para
la altura de la capa h(z, 0, t), escalada respecto a hy, la magnitud del espesor de la capa en
flujo estacionario, que es valida para orden o(g3). Siendo & un parametro pequefio
relacionado con el cociente del espesor de la capa entre el nimero de onda de la
perturbacion. Estos autores usaron una aproximacion de tension superficial grande, para
poder resolver la ecuacion por un método de perturbacion. En su ecuacidon se obtiene la

influencia de los modos azimutales en el flujo total, para este tipo de aproximacion. En sus

Pagina 17



resultados concluyeron que para un radio menor a un radio critico minimo, los modos
azimutales se suprimen de la solucion. Pero si el radio es mayor a este radio critico,
aparecen mayor numero de modos azimutales y también aumenta la amplificacion de estos
modos.

Cheng y Chang (1992), también analizan la estabilidad de flujos asimétricos, sujetos
a perturbaciones tanto azimutales, como en la direcciéon del flujo axial. Estos autores
usaron una solucion similar a la de Schlang y Sivashinsky (1982), pero consideraron la
interaccion no lineal de las ondas conforme se desarrolla el flujo a lo largo del cilindro. En
estudios de estabilidad lineal se puede obtener el nimero de onda de maximo crecimiento
con el cual se moveran las perturbaciones en el flujo usando el método de pardmetros
normales. De acuerdo a este tipo de analisis el flujo de la superficie libre estaria compuesto
de ondas monocromaticas de un solo valor de nimero de onda. Sin embargo
experimentalmente el flujo rara vez es monocromatico y estd compuesto por una serie de
ondas en la superficie multicromatica con nimeros de onda alrededor del numero de onda
de maximo crecimiento (Kapitza, 1949).

Cheng y Chang(1992) consideraron las ondas azimutales que se suman a las ondas
en la direccion axial. También determinaron que las perturbaciones en la direccion axial
son las de maximo crecimiento. En otras investigaciones (Lin y Liu, 1975) han determinado
que las ondas en la direccion axial se pueden desestabilizar con las ondas azimutales y las
ondas axiales de longitud de onda mayor. Las ondas que se vuelven inestables no aparecen
finalmente en el flujo que desarrolla en el cilindro. Sin embargo las ondas que son estables
a las perturbaciones azimutales y axiales de mayor o menor longitud de onda prevalecen en
el flujo totalmente desarrollado.

Cheng y Chang (1992) mediante un andlisis no lineal del flujo y de las
perturbaciones de la superficie libre encontraron una ventana de perturbaciones alrededor
del nimero de onda de maximo crecimiento, para el cual las ondas axiales son estables a las
perturbaciones azimutales. Sin embargo también encontraron que las ondas axiales de
numero de onda entre cero y un valor critico que depende de varios parametros, se pueden
desestabilizar con las ondas azimutales. (Cheng y Chang, 1992) concluyeron que para el
caso de un flujo de una capa liquida de fluido newtoniano aparecen modos azimutales en la
solucion lineal de la ecuacion de evolucion de onda de la capa liquida, siendo el modo axial

el de maximo crecimiento que domina el flujo en estado estable.
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Como nuestro trabajo trata de la estabilidad de capas de fluidos viscoelasticos para
el caso isotérmico y no isotérmico, se analizé la influencia de la elasticidad en los modos
azimutales. Se ha investigado si se incrementa la inestabilidad de los modos azimutales y
si alguno de estos modos solo o combinado con un modo axial con cierto nimero de onda
aparece en el flujo principal combinado con los modos axiales. En el caso de fluidos
newtonianos, los modos azimutales son capaces de desestabilizar los modos axiales de
numero de onda pequefio, de acuerdo al trabajo de Chang (1992). En nuestro trabajo solo
llegamos hasta el andlisis lineal del flujo por lo que no podemos determinar en qué caso los
modos azimutales desestabilizan a los modos axiales. Pero hemos determinado para qué
rango de valores del ntimero de onda, los modos azimutales adquieren razones de
crecimiento mayores a la del modo axial.

Desde el punto de vista de aplicaciones este flujo puede aplicarse al recubrimiento
de cables o alambres, con plasticos o resinas, y también en el caso de flujos descendentes
en tubos en intercambiadores de calor. En procesos de recubrimiento se pretende obtener
superficies homogéneas en su acabado superficial por lo tanto es mejor tener un flujo mas
estable y con menos perturbaciones en la superficie libre. Hemos comentado que en flujos
de fluidos viscoelasticos de capas liquidas descendentes, la inestabilidad de las ondas y
perturbaciones aumenta con la curvatura del cilindro, y con la elasticidad del flujo. Como a
radios pequefios aumenta la inestabilidad de la superficie libre seria aconsejable aumentar
el radio del cilindro para disminuir la inestabilidad. Pero este radio puede ser limitado por
el radio critico en el cual comienzan a aparecer los modos azimutales.

De esta forma se podria elaborar una formula o una serie de parametros en funcion
del nimero de Reynolds y de Deborah, para determinar un radio minimo para no
incrementar demasiado la inestabilidad en la superficie o para radios mayores a partir de los
cuales se presentan los modos azimutales. Como esto depende del nimero de Reynolds,
Webber, del nimero de Deborah y en el caso del perfil no isotérmico de Marangoni y
Prandtl no es necesariamente un trabajo sencillo, pero se podria elaborar una serie de
parametros de proceso para una cierta aplicacion. Sin embargo nuestro objetivo no es
realizar esta serie de parametros, sino resolver el problema de estabilidad del flujo descrito
en este capitulo.

Parte de los objetivos de esta investigacion es obtener la razon de crecimiento de la

capa liquida con respecto al numero de onda. Con la curva de razén de crecimiento vs el
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numero de onda se puede obtener el nimero de onda critico a partir del cual se presenta
inestabilidad en el flujo. Este trabajo tiene como objetivo obtener el comportamiento
general de los flujos descendentes, cuando se usan fluidos viscoelasticos cuando el flujo es
isotérmico u cuando se aplica calentamiento al cilindro y la capa liquida y determinar el

impacto de los modos azimutales en el flujo total.

1.2 Revision Bibliografica:

Las capas liquidas que fluyen sobre un plano inclinado o una superficie por el efecto
de la gravedad, pueden volverse inestables debido a diferentes causas. Para flujos
isotérmicos el modo mas comun es la inestabilidad por ondas en la superficie por tension
superficial, (Yih, 1954), Benjamin (1957). En lo sucesivo denominaremos a este tipo de
fenomeno: inestabilidad superficial o inestabilidad por formacion de ondas en la superficie
libre en el flujo de una capa liquida. Cuando el espesor de la capa o el angulo de
inclinacion superan ciertos valores de corte, la superficie libre de la capa liquida se vuelve
ondulada y varios movimientos de ondas se superponen al flujo principal. Para flujos con
capas de longitud de onda pequefia, en muchos casos la tension superficial suprime dichas
ondas por lo que las ondas que normalmente crecen y se desarrollan son las de longitud de

onda mucho mayor al espesor de la capa liquida.

1.2.1 Estudios de estabilidad de capas delgadas de fluidos
newtonianos en superficies planas

La inestabilidad superficial en flujos de capas liquidas de fluidos newtonianos ha
sido un tema importante de investigacioén en el campo de la fisica de los fluidos por varias
décadas. Kapitza (1948) fue uno de los primeros investigadores en estudiar el flujo de
capas delgadas de fluidos en planos inclinados. Este autor uso el método integral de
momento para predecir el perfil de velocidad de la capa limite y asi estudiar la estabilidad
de una capa liquida.

Yih (1955) estudio el flujo de una capa liquida newtoniana en un plano inclinado.
Este investigador obtuvo una solucidn analitica de la ecuacion de Orr-Sommerfeld, usando

una expansion de las variables en el coeficiente aRe (en su notacion, o=numero de onda
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por el nimero de Reynolds) y resolvio la ecuacion por métodos numéricos. Sus resultados
son correctos para numero de Reynolds pequefio. En un articulo posterior Benjamin
(1957), obtuvo una solucion analitica y dio curvas de estabilidad del flujo, determinando
que el flujo sobre paredes inclinadas es inestable, para cualquier nuimero de Reynolds.
Ambos investigadores determinaron con su estudio el espesor critico de la capa liquida y el
numero de onda critico del flujo.

Ya que el método era demasiado laborioso, Yih propuso un nuevo método que se
puede resolver analiticamente. Yih (1963) hizo un analisis de estabilidad lineal del
problema, considerando nimero de onda pequeio, es decir, que la longitud de onda de las
perturbaciones es mucho mayor que la deformacioén de la capa liquida, y por otro lado
también para numero de Reynolds pequefio. Con su analisis de Re pequefio obtuvo el
nimero de Reynolds critico, el dngulo de fase y la frecuencia de corte para la estabilidad

del flujo correspondiente. Con su andlisis Yih (1963) obtuvo la razén de crecimiento:

6aRe a(3cot B+ a’SRe)
5 3

Donde a es el numero de onda de la perturbacion, f=angulo de inclinacion de la

I =

Ec. (1.1)

capa, Re=niimero de Reynolds= Uho/v y v= viscosidad cinematica del fluido. S es un
numero adimensional proporcional a la tension superficial de la interface liquido gas. S=
v/(phoW,?) es el numero de Weber que es un cociente de la fuerza debida a la tension
superficialy, dividido por las fuerzas de inercia actuando sobre el fluido en la interface
fluido aire. hy es el espesor de la capa liquida, p la densidad del fluido.

En esta ecuacion se pueden apreciar factores que controlan el crecimiento de la
inestabilidad. La razon de crecimiento aumenta con el nimero de Reynolds, sin embargo
a numeros de Reynolds pequenos puede disminuir la inestabilidad al aumentar Re.

Conforme [ aumenta se incrementa la inestabilidad de la superficie libre y la
tension superficial tiene un efecto de estabilizar las perturbaciones en la superficie libre.

Algunos de las caracteristicas de la estabilidad del flujo en un plano inclinado que
observo Yih (1963) son las siguientes:

a) El flujo de las ondas de mayor longitud de onda son menos estables que las

ondas de menor longitud de onda en la superficie libre.

b) El flujo es mas inestable conforme se incrementa el angulo del plano inclinado.
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c) El flujo sobre un plano vertical se vuelve mas inestable conforme Re se
aproxima a cero. (esto se puede apreciar en el primer término de la ecuacion
(1.1) ya que el segundo término se elimina.

d) La superficie libre se vuelve relativamente mas estable conforme la tension

superficial aumenta.

El estudio de Yih (1963) explico varios efectos en la estabilidad de capas liquidas
sin embargo no explica problemas relacionados con el analisis no lineal del fenomeno.,

Posteriormente Benney (1966), realiz6 un andlisis fundamental no lineal a partir de
las ecuaciones de momento y de continuidad. Benney obtuvo una ecuacion no lineal de
evolucion de la onda superficial usando el método de pardmetros pequefios, que describe
adecuadamente el flujo para una capa liquida a bajo nimero de Reynolds. La ecuacion que
obtiene describe la dinamica de la deformacion de la capa liquida h en funcion de los
parametros del flujo. Una parte de este estudio se enfoca en obtener la ecuacion de
evolucién no lineal de onda o de Benney, para un flujo de una capa liquida viscoelastica
sobre un cilindro ya sea isotérmico, o no isotérmico. La ecuacion de Benney puede ser
usada para analizar la dinamica no lineal del comportamiento de la capa liquida, sin
embargo no se puede usar para obtener condiciones de supercriticalidad. (Po Jeng Cheng
et. al, 2000)

Gjevic (1970), uso6 la ecuacion de Benney y un método de parametros normales para
obtener un nimero de onda suscritico kg, por debajo del cual la solucion no se satura. La
saturacion de onda no lineal de las ondas en la superficie libre alcanza una amplitud que
permanece estacionaria. La ecuacion de Benney también ha sido resuelta numéricamente
en tiempo y espacio por Davalos Orozco et al. (1997) En su estudio estos autores usaron
una excitacion sobre la superficie libre con una frecuencia fija y calcularon la deformacion
de la capa por un método numeérico.

Su estudio fue extendid al problema de una capa liquida sobre un plano inclinado
con rotacion. Este problema es de interés para el caso que pretendo resolver, pues en el
fendmeno aparecen fuerzas centrifugas y la fuerza de Coriolis sobre el fluido. Las fuerzas
centrifugas pueden desestabilizar el flujo, pero la fuerza de Coriolis influye en los esfuerzos
tangenciales, y puede hacer que ciertos modos azimutales aparezcan en la solucion y que

tengan mayor magnitud que el modo principal.
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La estabilidad lineal de capas liquidas fluyendo sobre un plano inclinado en rotacion
fue investigado por Davalos-Orozco y Luis Chavarria (1992).  Estos autores encontraron
que para una aproximacion de nimero de onda pequefio la fuerza de Coriolis puede
estabilizar el flujo para algunos angulos de propagacion de la perturbacion y que esta puede
reducir la razon de crecimiento de la perturbacion. Pero en una aproximacion de numero de
onda pequenio y numero de Taylor pequefio encontraron que el nimero de Taylor (que
representa la fuerza de Coriolis puede desestabilizar el flujo, (Davalos-Orozco, 2013). El
efecto de la fuerza de Coriolis es similar al efecto de los esfuerzos termocapilares ya que
produce una excitacion en los esfuerzos tangenciales, lo que modifica las ecuaciones de
balance de momento en la direccion angular. Por lo tanto los modos azimutales adquieren
mayor magnitud tanto en flujos de planos en rotacion como cuando se aplica calentamiento

en la capa liquida.

1.2.2 Estudios de estabilidad de flujos de capas delgadas de fluidos
newtonianos en superficies cilindricas

En este trabajo analizamos la estabilidad hidrodinamica de una capa liquida de
material visco elastico descendiendo sobre una superficie cilindrica con calentamiento (ver
figura 1.3). El problema de capas delgadas fluyendo sobre superficies cilindricas ha sido
un tema de investigacion debido a las aplicaciones como: el condensado de liquidos en
tubos, enfriamiento de tubos, refrigeracion, recubrimiento de superficies, etc.

Unos de los primeros investigadores interesados en el problema del flujo de una
capa liquida de fluido newtoniano sobre un cilindro fueron Eiji-Hasegawa y Choji-Nakaya
(1970). En su estudio encontraron que el incremento de la curvatura del cilindro al reducir
el radio del cilindro causa el incremento de la inestabilidad de las ondas en la superficie
libre. También encontraron que el flujo de una capa en el interior de un cilindro es mas
inestable que el flujo en el exterior. Concluyeron que el flujo en un cilindro es mas
inestable que los flujos sobre un plano inclinado. La solucion de Hasegawa comienza
planteando las ecuaciones de flujo en un cilindro de una manera anéloga a lo resuelto por
Yih para el caso del plano. Con esto obtiene una ecuacion de tipo Orr-Sommerfeld que
obtuvo Yih (1963) para el plano. Hasegawa et al. (1970) obtuvieron una solucién numérica

a partir de dos soluciones, una que parte de la superficie del cilindro y otra que parte de la

Pagina 23



superficie libre. Al final obtiene una ecuacion cuyos valores caracteristicos determinan la

estabilidad del flujo del problema que resuelve.
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Figura 1.3 Capa de fluido visco elastico descendiendo sobre un cilindro vertical y con

ondas en la superficie libre.

Lin y Liu (1975) estudiaron la estabilidad lineal de la superficie libre cuando se
aplica un recubrimiento sobre un cable que se jala desde un recipiente con solucion
polimérica. Su propodsito fue comparar su solucion analitica con resultados experimentales.
Krantz y Zollars (1976), presentaron una solucidn asintdtica, similar a la solucion de Lin y
Liu, para la estabilidad del flujo de una capa y sefialaron que el efecto de la curvatura en la
estabilidad superficial es de una influencia mayor. Concluyeron que la curvatura en el
cilindro es uno de los factores mas importantes que incrementan la inestabilidad del flujo
de la capa liquida.  Estos autores realizaron calculos lineales, y de sus resultados
concluyeron que es un error hacer experimentos en cilindros verticales para medir la
inestabilidad correspondiente a un plano inclinado.

El efecto de la curvatura del cilindro se refleja en la fuerza de tension superficial.
Este término depende de la inversa del radio, que representa la curvatura de la seccion de
un cilindro uniforme. Desde el punto de vista de la estabilidad el crecimiento de este

término incrementa la inestabilidad debido al efecto de ahorcamiento a través de la tension
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superficial, haciendo que la superficie libre reduzca su radio hasta el rompimiento de la
capa. (Hasegawa, 1970), (Krantz y Zollars, 1976). Conforme se desarrolla el flujo los
valles en la deformacion de la capa se vuelven mas profundos y este efecto se incrementa
por el efecto de la curvatura debido a la fuerza capilar.

El flujo de una capa en un plano es neutralmente estable para nimero de Reynolds
igual a cero, esto se puede apreciar en la ecuacion 1.1 desarrollada por Yih (1963).
También encontr6 que la curvatura en la direccion del flujo es estabilizadora. Pero la
curvatura lateral del cilindro es desestabilizadora (Lin y Liu,1975). Este efecto es debido
al ahorcamiento en los valles de las ondas (radio de curvatura pequefio).

El efecto del ahorcamiento se puede apreciar en el flujo de un chorro cilindrico
rodeado de aire. Este efecto es similar al que ocurre para una capa liquida que fluye sobre
un cilindro vertical. Conforme fluye el chorro de un liquido tienden a formarse ondas en la
superficie. Fue el fisico Plateau (1873) el primero en mostrar el efecto desestabilizador de
la tension superficial.

Plateau (1873) arguyo que cualquier deformacion asimétrica de un chorro cilindrico
conduciria a su rotura debido a que su area y por lo tanto su energia superficial es menor
que en el caso del cilindro original. El efecto desestabilizador de la tension superficial
puede explicarse como consecuencia del salto de presiones a través de la superficie. Este
salto es inversamente proporcional al radio del chorro AP=P}-Py=c/R, donde & es la tensioén
superficial de la interface y R es el radio del cilindro. Al ser mayor la presion en las zonas
mas delgadas y menor en las zonas mas gruesas, el liquido es forzado de las zonas mas
delgadas a las mas gruesas, incrementando la deformacion de la superficie hasta que se
rompe y forma gotas a partir del chorro.

Rayleigh (1899) fue el primero en llevar a cabo una descripcion matematica de la
estabilidad de un chorro capilar despreciando los efectos del gas ambiente. Cuando una
columna de fluido inviscido, una perturbacion crece solo cuando el nimero de onda axial k
por el radio del chorro cilindrico R es menor que 1. A este hallazgo se le conoce como
criterio de Rayleigh y es usado para flujos inviscidos, pero puede ser usado para otros
flujos por su simplicidad.

Cuando una capa de liquido fluye sobre un plano inclinado la tensidon superficial
actiia como efecto estabilizador, (Yih, 1963). Este efecto es mayor si aumenta la curvatura

en esta direccion, por lo que perturbaciones con nimero de onda pequeiio son mas estables
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que las de longitud de onda larga. Un efecto similar ocurre en el flujo de una capa en un
cilindro donde la curvatura axial tiene un efecto estabilizador. El flujo en la direccion axial
también puede tener un efecto estabilizador lo que en ciertos casos puede contrarrestar el
efecto de ahorcamiento de la curvatura lateral, (Dévalos-Orozco, 2013)

La estabilidad del flujo de una capa liquida de fluido newtoniano ha sido
investigada (Cheng et al, 2001) y varios factores que impactan la estabilidad se han
determinado sin embargo la estabilidad para un fluido viscoelastico para el caso
tridimensional no ha sido investigada cuando se incluye calentamiento del cilindro, lo cual
es objetivo de esta investigacion.

Homsy y Geyling (1977), calculo la estabilidad lineal de una capa liquida que
recubre un cable que se extrae de un recipiente con recubrimiento. Su principal interés era
calcular el maximo espesor de recubrimiento. Estos autores encontraron que existe una
velocidad 6ptima de recubrimiento de extraccion del recipiente para mejor estabilidad.
Encontraron que hay una velocidad optima de extraccion del cable al aplicar el
recubrimiento para obtener mejor estabilidad superficial.

Sin embargo el interés principal de esta tesis, es sobre como resolver el problema y
los balances de momento y energia tomando en cuenta las componentes de la velocidad en
la direccion azimutal. Hemos mencionado que los esfuerzos tangenciales tienen un papel
importante en la aparicion de los modos azimutales cuando se aplica calentamiento a una
capa de fluido newtoniano fluyendo sobre un cilindro (Dévalos y You, 2000).

Estos autores demostraron que bajo ciertas condiciones los modos azimutales
pueden ser mds inestables que el modo axial. En este trabajo se busca encontrar en que
magnitud se incrementan los modos azimutales debido al calentamiento de la capa junto
con el efecto de la viscoelasticidad.

Otro problema relacionado y donde también aparecen los modos azimutales en el
flujo es cuando se agrega rotacion en el cilindro (Déavalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 1993)
hicieron calculos de estabilidad lineal en la aproximacién de numero de onda pequeiio y
para nimero de Reynolds pequefio para cualquier nimero de onda. El interés principal de
estos autores era investigar la posibilidad de aparicion de modos azimutales como los mas
inestables debido a la rotacion. En la aproximacion de nimero de onda pequefio la fuerza
de Coriolis no aparece en la estabilidad. En la aproximacién de niumero de Reynolds

pequeiio la fuerza de Coriolis si aparece y esto hace aparecer los modos azimutales.
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(Davalos et al., 1993) demostraron que el flujo en el exterior de un cilindro es inestable
para el modo axial y para el primer modo azimutal, pero no para modos azimutales de
mayor orden.

En el problema de la capa liquida newtoniana sobre un cilindro en rotaciéon se
modifican las condiciones en el balance de esfuerzos tangenciales debido a la fuerza de
Coriolis que entra en juego en este caso, demostrando que es importante considerar estos
esfuerzos y también que se requiere considerar las ecuaciones de momentum
tridimensionales en este tipo de problemas. Una situacion similar se presenta en nuestro
problema del flujo en un cilindro cuando se aplica calentamiento.

Schlang y Sivashinsky (1982), investigaron por primera vez la inestabilidad
tridimensional por medio de una ecuacién de evolucion de onda obtenida con la
aproximacion de longitud de onda larga. En su estudio también asumieron la aproximacion
de tension superficial grande, y un radio grande para el cilindro Se obtiene una condicion
para la aparicion de perturbaciones azimutales. Sin embargo también muestran que el modo
axial es siempre el mas inestable.

Estos autores encontraron, que para ciertos radios (menor a un radio critico), solo
aparecen ondas en la direccion vertical. Pero para radios mayores, encontraron un flujo de
anillos unidimensional, que se mueven en forma irregular en la direccion vertical. Estos
anillos unidimensionales, son los modos azimutales que aparecen con radios mayores, y las
ondas parecen ondas espirales que van fluyendo sobre el cilindro. Encontraron que la
curvatura del cilindro tiene una fuerte influencia en las perturbaciones transversales o
azimutales del flujo, suprimiendo armonicos de alta frecuencia angular.

Existe un radio critico, para el cual el flujo con radios menores no presentara los
modos azimutales (Schlang, Sivashinski, 1982). La influencia de la curvatura en los
armoénicos longitudinales de la perturbacion es mucho menor. El efecto de perturbaciones
externas como una corriente de gas externo en contraflujo, fue tomado en cuenta por
Bensalah y Brun (1986). Ellos encontraron que a bajas velocidades el flujo de gas a contra
flujo estabiliza la capa liquida. Rosenau y Oron (1989), calcularon una ecuaciéon de
evolucion no lineal con aproximacion a cambios rapidos espaciales. Su interés fue mostrar
que las soluciones numéricas de las perturbaciones de superficie libre, crecen y también se

rompen en tiempo finito.
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Cheng y Chang (1992) investigaron mas profundamente las inestabilidades
encontradas por Shlang y Sivashinsky (1982) y obtuvieron una condicioén para la aparicion
de los modos azimutales cuando la tension superficial es grande. También investigaron la
estabilidad de las ondas axiales combinadas con ondas azimutales. Estos autores mostraron
que aunque aparecen modos azimutales en la solucion de la ecuacion lineal izada del flujo,
y que pueden ser relevantes en ciertas condiciones de flujo, la onda axial principal es
estable a las perturbaciones azimutales y que solo las perturbaciones axiales persisten.

En nuestro estudio, tomamos como punto de partida los resultados de Sivashinsky y
Schlang, de que los modos azimutales aparecen en ciertas condiciones de nimero de onda,
radio critico y que interactian con el flujo axial. Nuestra solucion muestra la aparicion de
estos modos azimutales y también se restringe a tension superficial grande pero no tan
grande con en el caso de Shlang y Sivashinsky (1982). Ademas, el radio es grande
comparado con el espesor de la capa liquida.

Frenkel (1992) encontré una solucion aproximada de la ecuacion no lineal de
evolucion de onda para el flujo en fibras o recubrimientos por medio de una solucioén en
multiparametros de perturbacion. Esta ecuacion se reduce a la ecuacion de Kuramoto-
Sivashinsky cuando la maxima amplitud es pequefia. En este caso la amplitud es grande y
el radio pequefio. Frenkel encontr6 que el espesor critico de la capa liquida para ruptura es
proporcional al cubo del radio de la fibra que se recubre.

Frenkel (1993) propone el calculo de una ecuacion de evolucion de onda usando la
teoria de lubricacidon con una expansion de nimero de onda pequefio. Su resultado es una
ecuacion del tipo de Benney en tres dimensiones y en coordenadas cilindricas. Cuando el
radio tiende a infinito, la ecuacién se reduce a la ecuacion de Benney para un plano.

Kerchman and Frenkel (1994) wusaron condiciones de frontera periddicas para
investigar numéricamente la interaccion de pulsos de onda solitarios usando la ecuacion
que obtuvo Frenkel (1992). Encontraron que las colisiones de los pulsos pueden ser
elasticos o ineldsticos con coalescencia dependiendo del espesor de la capa de fluido en
estudio. En nuestro trabajo utilizamos un método similar al usado por Frenkel (1993) para
obtener la ecuacion de evolucion de onda no lineal, de una capa liquida de fluido
viscoelastico que fluye sobre una superficie cilindrica. Esto nos permite obtener una
ecuacion de evolucion de onda donde aparecen los parametros principales del flujo como

nimero de Reynolds y de Weber. Para el problema viscoeldstico aparece el nimero de
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Deborah o de Weissenberg. En el capitulo 2 y 3 se define cada uno de estos pardmetros
adimensionales.

Chen and Hwang (1996) investigaron numéricamente la ecuacion de evolucion de
onda no lineal del flujo en un cilindro usando la aproximacion de longitud de onda larga.
Su objetivo fue determinar las condiciones de ruptura de la capa de fluido. Estos autores
encontraron que la reduccion del radio y el incremento de la tension superficial aceleran la
ruptura en la presencia de fuerzas de Van der Waals.

La influencia de la rotacién del cilindro en la estabilidad del flujo también ha sido
un area de interés. Davalos Orozco y Ruiz Chavarria (1993) investigaron la estabilidad
lineal de una capa de fluido descendente dentro y fuera de un cilindro vertical. Estos
autores sefalaron, que la velocidad de rotacion puede estabilizar el flujo contrarrestando el
efecto de la tension superficial. Estos autores analizaron el flujo en tres dimensiones, por lo
que consideran las perturbaciones en la direccion angular y su soluciéon considera la
estabilidad para diferentes modos azimutales. En sus resultados concluyen, que un cilindro
con rotacion puede tener el modo azimutal m=1 como el mas inestable (mas aun que el
modo axial m=0). Ademdas Davalos-Orozco y Ruiz Chavarria (1992), estudiaron la
estabilidad de una capa liquida que fluye en un plano inclinado rotatorio. Solorio y Sen
(1987) realizaron un estudio numérico de las ecuaciones lineales del flujo asimétrico en un
cilindro, sin ninguna limitacion en la longitud de onda de la solucion. Encontraron que los
valores cuantitativos del nimero de onda critico y de la razoén de amplificacion pueden
variar notablemente respecto a resultados obtenidos por métodos aproximados.

Dévalos-Orozco y You (2000), han realizado trabajos en flujo de capas liquidas
sobre cilindros sujetos a una temperatura, problema termocapilar. Estos autores mostraron
que para el problema termocapilar en que la superficie libre del fluido se calienta y varia su
temperatura, los esfuerzos debidos a tension superficial producen modos de perturbacion
azimutal que pueden ser mas inestables que los de la direccion axial. Los modos que
aparecen y superan en inestabilidad al modo axial, dependen de los numeros
adimensionales que describen este fenomeno, como el nimero de Marangoni, y el nimero
de Biot. En este trabajo de doctorado, nos concentramos en demostrar que junto con la
caracteristica viscoelastica del flujo, los modos azimutales pueden mostrar mayor grado de
inestabilidad para ciertos valores de nimero de onda debido al fendomeno de Marangoni o

termocapilar.
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1.2.3 Estudios de estabilidad de capas delgadas de fluidos
newtonianos en superficies con calentamiento (Problema
Termocapilar)

En esta seccion se hace un resumen de algunos estudios relevantes sobre la
estabilidad del flujo de capas liquidas fluyendo en superficies, cuando se aplica
calentamiento. Al final se citan algunas revisiones sobre este tema, si es de interés del
lector de esta tesis revisar mas a fondo las investigaciones sobre el fenomeno termocapilar.

Pearson (1958) fue el primer investigador en mostrar la inestabilidad por cambios
de tension superficial debida a la temperatura, o fendmeno termocapilar. Pearson demostrd
para diferentes condiciones de frontera en el calentamiento de la superficie plana, que las
ondas de la superficie presentan mayor inestabilidad cuando se presenta este gradiente de
temperatura. Ademads también demostré que estas perturbaciones se pueden presentar sin
un flujo principal en la capa liquida, con solo aplicar un gradiente de temperatura.

Scriven y Sternling (1964) investigaron por primera vez el efecto de deformacion de
la superficie libre. Aunque este efecto ya habia sido visualizado por Pearson, estos autores
lo trabajaron analiticamente a mayor profundidad. Takashima (1981a), resolvid el
problema considerando la condicidn estacionaria de la deformacion de la superficie libre y
Takashima (1981b) incluye el problema dependiente del tiempo tomando en cuenta por
primera vez los efectos de gravedad en ambos articulos.

Cuando se impone una fuente de calor a una superficie plana o cilindrica sobre la
que fluye una capa liquida, se forma un gradiente de temperatura en la superficie y esto
causa esfuerzos de corte en la superficie en la direccion tangencial proporcionales al
gradiente de temperatura (Leal, 2007). Este efecto se conoce como fenomeno termocéapilar.
Al aplicar calentamiento a la superficie, se crea por transferencia de calor un perfil de
temperatura en la capa y en la superficie libre de la capa liquida. En nuestro problema del
flujo de una capa de fluido viscoelastico tuvimos que resolver la ecuacion de energia con
un método de perturbacion, para obtener el perfil de temperatura aproximado en la
superficie libre.

Al haber un gradiente de temperatura en la superficie, aparecen esfuerzos

tangenciales producidos por este gradiente de temperatura. Dichos esfuerzos tangenciales
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aparecen en la ecuacion de momentum como términos que dependen del nimero de
Marangoni y Prandtl cuando se resuelven las ecuaciones de conservacion. EIl nimero de
Marangoni es un numero adimensional que relaciona como cambia los esfuerzos
tangenciales en la interface del fluido, con un gradiente de temperatura que aparece en la
superficie de la capa liquida (Pearson, 1958). El numero de Prandtl aparece en muchos
estudios de transferencia de calor, y es un cociente que relaciona la escala de tiempo de
transferencia de calor por conduccion en un fluido cerca de una superficie comparado con
la transferencia de energia de momento por el efecto de los esfuerzos viscosos.
Matematicamente se escribe como Pr=o/v, donde a es el coeficiente de difusion térmica y v
es el coeficiente de difusion de momento debido a la viscosidad cinematica de un fluido.

Los esfuerzos tangenciales en la superficie producidos por el gradiente de
temperatura producen una mayor inestabilidad en forma parecida a la que se produce
cuando se aumenta la elasticidad del fluido, pero ademas también estimula la aparicion de
modos azimutales (Dévalos y You, 2000). Estos modos azimutales no tienen una razén de
crecimiento mayor a la del modo axial en su valor mdximo para flujos de fluidos
newtonianos, pero en un rango de valores de numero de onda pequefio los modos
azimutales pueden tener mayor razén de crecimiento que el modo axial. Aunque a
nimeros de onda mayores el modo axial alcanza una mayor razén de crecimiento y
prevalece sobre los modos azimutales en estado estable.

A continuacion se citan algunos articulos que resumen trabajos hechos sobre el
tema de estabilidad en interfaces y sobre el fenomeno de termocapilaridad.

Davis (1987) revisa problemas sobe termocapilaridad con gradiente de temperatura
perpendicular a la capa liquida, asi como flujos con gradiente de temperatura horizontal. Un
resumen de estudios, fue hecho por Zeytounian (1998) que incluye capas liquidas muy
delgadas que son susceptibles al efecto Marangoni o capas no tan delgadas que son
sometidas al efecto Marangoni y al efecto de flotacion. También presenta un resumen de
trabajos de flujos descendiendo sobre paredes con calentamiento.

Velarde et al. (2001) and Velarde y Vignes-Adler (2002) dan una discusion sobre
el efecto de la deformacion de la superficie en una capa liquida y de la conveccion natural
en ondas superficiales producidas por termocapilaridad. Kalliadasis (2007) analiza el
problema de capas liquidas en donde se aplica calentamiento en las paredes. En su estudio

compara modelos obtenidos hasta la fecha para mejorar la aproximacion y derivar
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ecuaciones que son congruentes al linealizar con los resultados obtenidos mediante la
ecuacion de Orr-Sommerfeld.

Un resumen de fenémenos de termocapilaridad con aplicaciones importantes en
microelectrénica ha sido presentado por Kabov (2010). Su trabajo presenta resultados de
un gran numero de experimentos con capas liquidas fluyendo sobre paredes con
calentamiento local y con movimiento causado por deformacion de corte (debido a una
corriente de gas en la superficie) En su trabajo revisa los problemas de ruptura de la capa
liquida cuando la capa es sujeta a diferentes condiciones térmicas y de deformacion de
corte. La conveccion de Marangoni es investigada desde el punto de vista de la capa limite
por Christopher y Wang (2001). Estos autores ponen énfasis en la influencia del numero de
Prandtl en la trasferencia de calor.

La influencia del fendmeno de conveccion térmica de Marangoni (cita) en una capa
liquida de fluido newtoniana que fluye en un plano inclinado fue investigado por Lin
(1975). Lin calculo el nimero de Recico = Reer, en el caso lineal para que se presente la
inestabilidad en la aproximacion de numero de onda pequefio. En sus resultados encontrd
que el numero de Re,; depende de los nimeros adimensionales de Marangoni, y del nimero
de Prandtl.

Para llegar a resultados similares, Joo et al (1991) y Davalos Orozco (2012), usaron
la aproximacién de numero de onda pequefio y linealizando la ecuacion de Benney para
este problema obtuvieron los valores de la razéon de crecimiento y del nimero de onda
critico para el flujo de una capa liquida en un plano inclinado que se le aplica
calentamiento. Davalos Orozco (2013) obtuvo una ecuacion de Benney para el flujo de
una capa liquida sobre un plano inclinado considerando el problema tridimensional y con
calentamiento,

A continuacion cito algunos trabajos sobre la estabilidad de flujos en capas liquidas
considerando otros efectos como las condiciones de calentamiento en la pared, es decir la
relacion que hay conductividad térmica entre la pared y el fluido, o la deformacién de la
pared. Estos trabajos solo se citan como referencia, pero no se tomaran en cuentas estas
condiciones extras en nuestro trabajo pues el problema del flujo de una capa liquida de
fluido viscoelastico con calentamiento ya es bastante complicado de por si.

Dévalos-Orozco (2012) también estudio el efecto del espesor de la pared y de la

conductividad térmica de la pared en los pardmetros estudiados. En su estudio este autor
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hizo célculos lineales y no lineales del problema y encontr6 que el efecto de la
conductividad y el espesor de la pared se puede poner en términos de un solo parametro
d/Q.. Donde d es la razon entre el espesor de la pared comparado con el espesor de la
capa de fluido. Y Qc es la razén de la conductividad térmica del solido de la pared K
respecto a la conductividad térmica del fluido de la capa liquida K;. El efecto de aumentar
este parametro es estabilizar el flujo.

Déavalos Orozco (2007) realizé estudios de la estabilidad de una capa liquida
isotérmica que fluye sobre una pared con deformacion sinusoidal, por medio de analisis
numérico de la ecuacion de Benney en el espacio y tiempo. Por medio de estos analisis
encontr6 que se pueden estabilizar las perturbaciones en la superficie libre por medio de
deformaciones de la pared de forma sinusoidal. Este fendmeno conocido como resonancia
espacial produce una reduccion local del espesor de la capa que lleva las perturbaciones a
una region donde el flujo es mas estable.

Déavalos-Orozco (2015) realizo otro estudio para revisar los efectos resonantes de la
topografia de la pared, junto con el efecto estabilizador del espesor y la conductividad
térmica de la pared. El resultado importante que encuentra es que debido al espesor finito
de la pared y la conductividad térmica de la pared, la respuesta de la capa decrece en
amplitud cuando se incrementa el nimero de Marangoni para este caso particular. Por esta
razon se modifican las condiciones y aumenta la estabilidad del flujo.

En un articulo reciente Déavalos-Orozco (2013), hace una revision de los resultados
importantes encontrados en los Ultimos afios en flujos de capas liquidas sobre paredes
isotérmicas y no isotérmicas. En su estudio presenta resultados en flujos con paredes
1sotérmicas como preparacion para el estudio en flujos con paredes no isotérmicas. Se
revisan diferentes condiciones como calentamiento uniforme y no uniforme de la pared,
espesor de la pared y conductividad térmica, y una ondulaciéon o deformacion periddica de
la pared. En este articulo también se presenta una revision de articulos donde se estudia el
efecto de la curvatura de la pared en el flujo y en la inestabilidad cuando se la capa se
desliza sobre paredes cilindricas.

En otro estudio reciente Pérez-Reyes y Davalos-Orozco (2014) estudiaron el efecto
de la vorticidad en la conveccion natural de un fluido viscoelastico confinado entre dos

placas planas con conductividad muy pobre. La aproximacion que usan de multiples escalas
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los conduce a una ecuacion no lineal del tipo de Ginzburg-Landau la cual presenta efectos
visco elasticos solo cuando el modelo de Oldroyd presenta derivadas corrotacionales y no
codeformacionales. Un hallazgo de su investigacion es que el comportamiento de los
patrones de conveccion se puede modificar con pequefios cambios en las propiedades del
fluido.

Las derivadas corrotacionales y codeformacionales se usan en problemas de
mecéanica de medio continuo y se utilizan para obtener las derivadas convectivas de
cantidades tensoriales. La derivada corrotacional o de Jaumman es una derivada en la que
se usa un sistema de referencia en rotacién con respecto al movimiento de la particula
donde se mido el esfuerzo o deformacion. La derivada codeformacional se define en un
sistema de referencia relativo que rota de forma que el sistema de coordenadas quede
alineado con la deformacion del flujo. Hay dos tipos de derivada codeformacional la

derivada convectiva inferior y la derivada convectiva superior.

1.2.4 Estabilidad de fluidos viscoelasticos en flujos descendentes en paredes

planas y cilindricas.

Como se ha explicado en la introduccion del tema de esta tesis, entre los objetivos
se encuentra resolver las ecuaciones de momento y energia para obtener la estabilidad de
una capa de fluido viscoelasticos descendiendo sobre paredes con calentamiento tomando
en cuenta los esfuerzos tangenciales y los modos azimutales que aparecen en la solucion
tridimensional. En esta seccion se explica el efecto de la viscoelasticidad en la estabilidad
de flujos descendentes en planos y superficies cilindricas.

Se resumen primero varios trabajos sobre estabilidad de capas de fluidos
viscoelasticas descendiendo sobre planos, porque existen mas trabajos sobre este tema que
consideran fluidos no newtonianos en la solucion. Ademas se pueden tomar como casos de
comparacion algunos de los sistemas o modelos estudiados por estos autores para comparar
con el problema del flujo de capas que descienden sobre cilindros.

El primer autor interesado en resolver el problema de la estabilidad del flujo de
capas de fluidos no newtonianos fluyendo sobre paredes fue Gupta (1967). Este autor
realizé un analisis lineal de estabilidad del flujo, resolviendo las ecuaciones de momento y

usando un fluido de segundo orden mostro el efecto desestabilizador de la elasticidad.
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Después de derivar el analogo viscoelastico de la ecuacién de Orr-Sommerfeld con las
condiciones de frontera apropiadas, Gupta realizo un analisis de perturbacion lineal de la
misma forma que lo realizo Yih(1963) y Benjamin (1957) para el problema de una capa de
fluido newtoniano deslizandose sobre un plano inclinado. El resultado de Gupta que fue
generalizado por otros autores mas adelante fue que la razon de crecimiento de las ondas

interfaciales es:
8 2 4
G=—Re——cot(f)+—A
T 3 V5)) 3 Ec. (12)

El valor de Re critico para el cual se presenta la inestabilidad se obtiene igualando
la razén de crecimiento a cero. El valor de Re.; que se obtiene haciendo G=0, para el cual

se presenta la inestabilidad de las ondas es:

5 5
Re = —cot(f)——A
-y (B) 5 Ec. (1.3)

Su trabajo fue mas adelante generalizado para un fluido de Oldroyd B (Gupta y Rai,
1967) e independientemente por (Wai Lai, 1967)

En estas ecuaciones Re. es el nimero de Reynolds maximo para el cual las
perturbaciones en la superficie decaen. Puesto que al aumentar el nimero de Reynolds
aumenta el valor de la razéon de crecimiento y por tanto se incrementa la inestabilidad.
A=UNd esta relacionado con la elasticidad del material y se puede considerar un niimero
de Deborah. El nimero de Deborah se puede considerar como un producto del tiempo de
relajamiento del material por la razén de corte en el flujo de la capa liquida. EL nimero de
Reynolds se define de la manera usual, Re=VL/v es el nimero de Reynolds y B es el angulo
del plano inclinado.

A partir de la ecuacién (1.3), se obtiene el valor de Re,,. Para valores mayores a
este Re el flujo serd inestable, si es mayor que el valor de este nimero de Reynolds
critico. Como se aprecia en la ecuacion el valor de Reynolds critico disminuye para valores
mayores de la elasticidad. El efecto desestabilizador de la elasticidad no es tan
sorprendente, pues la elasticidad en este caso es una fuente extra de energia que se
transmite a las particulas.

EL argumento usado por Gupta (1967) para justificar la aproximacion de longitud

de onda larga es el mismo que el que se da para la inestabilidad interracial en flujos
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newtonianos. Y es que las perturbaciones de longitud de onda larga son menos
estabilizadas por la tension superficial. Después del trabajo de Gupta otros autores han
extendido su trabajo original. Ya que el comportamiento de un fluido de segundo orden
esta limitado a flujos ‘lentos” y de valores pequefios de elasticidad De<<1.

Gupta y Rai (1967) e independientemente Wei Lai (1967) recalcularon las
condiciones criticas para el flujo pero usando un fluido de Oldroyd B.

El modelo de Oldroyd B da similares conclusiones a las del fluido de segundo orden
para valores pequenios del naumero de Deborah, pero por otro lado da buenas predicciones
cualitativamente para nimeros de Deborah mayores De>>1, para el cual el modelo del
fluido de segundo orden no funciona adecuadamente, (Shafqeh, Larson y Fredrickson,
1988).

El fluido de Oldroyd B aunque es un modelo sencillo, contiene algunas
caracteristicas con las que se puede caracterizar soluciones poliméricas, y describe
correctamente dos condiciones que presentan estas soluciones: la no linealidad del
esfuerzo con la razéon de corte y la aparicion de una diferencia de esfuerzos normales
cuando se aplica un esfuerzo de corte (Owens, Philips, 2002)

Wei Lai (1967) realiz6 un analisis similar, usando un fluido de Oldroyd-B (1950).
Primero resolvid el problema de flujo de estado estacionario, y obtuvo la velocidad
principal y los esfuerzos normales. Después uso las ecuaciones de momento linealizadas, y
usando la definicion de fluido de Oldroyd-B, obtuvo ecuaciones para los esfuerzos Txx,
Txy y Tyy linealizando las ecuaciones constitutivas. Wei Lai sigue un procedimiento
similar para obtener los parametros de estabilidad como razon de crecimiento al usado por
Yih (1963), para un flujo newtoniano.

Wei Lai obtuvo una ecuacion de Orr-Sommerfeld para el caso del fluido de Oldroyd
B y tres ecuaciones para los esfuerzos. El resultado obtenido por Wei Lai fue una ecuacion
de la misma forma que la ecuacion 1.2 y 1.3, pero en este caso el nimero de Deborah esté
definido de una forma un poco diferente usando una diferencia de valores relacionados con
las constantes de relajamiento y de retardo que aparecen en el modelo de Oldroyd B.

En la solucion de Wei Lai (1967), el numero de Deborah estd definido como
De=A= M;-M,, donde Mi= Uy(Ai)/d, son numeros adimensional relacionados con las
constantes de relajamiento (1), y de retardo (A;). EL nimero de Reynolds se define de la

manera usual, Re=VL/v es el nuimero de Reynolds y B es el angulo del plano inclinado. La
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diferencia de los numeros adimensionales (M1-M2) se puede considerar como un niumero de
Deborah o de Weissenberg que es proporcional a la elasticidad del fluido.

Shafgeh y Larson (1988), consideraron que la coincidencia de los dos modelos se
debe a que la expansion usada de longitud de onda larga es de echo una expansioén en
valores aA donde a es el numero de onda de la perturbacion. Shaqfeh y Larson se refieren
a una situacion curiosa la cual es que para la aproximacion de onda larga, todos los
modelos se comportan como fluidos de segundo orden.

Shafgeh y Larson (1988), extendieron el analisis de estabilidad lineal para el fluido
de Oldroyd B, para flujos con alto nimero de Reynolds. Resolvieron numéricamente el
problema de eigenvalores de la ecuacion de Orr-Sommerfeld, para el caso del flujo de una
capa de fluido viscoelastico. Estos autores encontraron que la elasticidad del fluido si hace
mas inestable las ondas interfaciales, para numeros de Reynolds pequefios. Pero también
encontraron que para numeros de Reynolds mayores, la elasticidad del fluido puede
estabilizar el flujo en capas gruesas cuando el niimero de Deborah es suficicientemente
grande.

Joo (1994) estudio el problema no lineal de flujo de una capa liquida de un fluido
de Oldroyd B, con viscosidad adelgazante, es decir con viscosidad que disminuye con
mayor velocidad de corte en el flujo. Al realizar el andlisis lineal de una capa liquida con el
modelo de Oldroyd B, con 4 constantes (tiempo de relajamiento, tiempo de retardo,
viscosidad y adelgazamiento), se puede mostrar que el adelgazamiento al corte no tiene
impacto en el criterio de estabilidad. El adelgazamiento de la viscosidad solo modifica la
velocidad de fase de las perturbaciones. El efecto de amortiguamiento solo puede ser

explicado realizando un analisis no linear de las ecuaciones, como el que hizo Joo (1994).

1.2.5 Estabilidad de fluidos visco-elasticos en flujos descendentes en paredes

cilindricas

Cheng y Chang (2003) realizan un analisis lineal y no lineal, del flujo de una capa
liquida viscoelastica descendiendo por un cilindro. Sin embargo solo consideran el flujo
bidimensional en la direccion axial y radial, y no consideran las perturbaciones azimutales.
También usan el fluido de Walters B para modelar el flujo visco eléastico y que sélo es

adecuado solo para pequefias deformaciones.
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En este estudio pretendo analizar el flujo considerando las perturbaciones en
direccion azimutal. Como se verd en la seccion del analisis lineal, hemos derivado una
ecuacion de evolucion de la capa liquida, que nos permite modelar la dinamica linea del
flujo. Para obtener dicha ecuacion, se usd la aproximacion de longitud de onda grande,
escalando la dimension en el eje z y en la direccion azimutal 6. Hemos seguido un método
similar al usado por Frenkel (1993) para obtener el analogo de la ecuacion de Benney en
un cilindro, que describe la dindmica de esta capa de fluido. Para obtener la ecuacion de
Benney, usamos el método de parametros pequefios, considerando que la longitud de onda
de las perturbaciones en la direccion axial y azimutal, es mucho mayor, que el espesor de la
capa liquida. Para obtener esta condicion en la direccion azimutal, es necesario considerar
que el radio es mucho mayor que el espesor de la capa, R>>ho.

Con este escalamiento en la direccién z, y en la direccion azimutal 6, Frenkel
(1993) derivo una solucion a orden uno para las velocidades y la ecuacion no lineal de
evolucion de la altura de la capa.  El problema del flujo de una capa viscoelastica es
bastante mas complicado ya que tenemos que considerar las ecuaciones constitutivas de los
esfuerzos. Sin embargo gracias, al escalamiento usado y la aproximacion de lubricacion, se
pueden obtener expresiones para los esfuerzos en funcion de las velocidades ug y vo.

Al final se obtuvo una ecuacion de evolucion de onda, que incluye un término con

una constante elastica Mi-Mz, y que contiene derivadas de h respecto a z: (d*h/dz?).
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Capitulo 2. Ecuaciones de Conservacion

En este capitulo, aplicaremos las ecuaciones de conservacion de momento y de
continuidad al problema de la estabilidad del flujo de una capa liquida descendiendo sobre
un cilindro vertical. Las ecuaciones las enunciaremos completas y después aplicaremos un
método de perturbacion de parametros pequeiios para obtener la ecuacion de evolucion de

onda de la capa liquida.
2.1Ecuacion de conservacion de masa

La ecuacion de conservacion de masa en coordenadas cilindricas para un fluido

incompresible se enuncia de la siguiente forma:

ou u 10ov ow

- _ 77_‘_7:
or r rol oz

Donde V es el vector de velocidad en coordenadas cilindricas Para un fluido incompresible

0 2.1)

la densidad del fluido no cambia debido a los cambios de presion conforme el fluido se

transporta y por esta razon el miembro derecho de la ecuacion 2.1 es igual a cero.
2.2Ecuacion de conservacion de momento

Escribimos las ecuaciones de conservacion de momento para un flujo en coordenadas

cilindricas para cualquier fluido:

Oou Ou vou ou v IG(MW) 10z, Or,. 7, OP
ol —+u—+—F+w——— [=— + - + - - (2.2a)
Ot or rol oz r r or r 00 oz r or
2
p(aeruaervaerW@v szlza(r 1,9)+18199+61&_la£ (2.2b)
ot or r oo oz r r or r 06 0z rof
(8W+M6W+V6W+W8W’j_la(rfm +18‘[& _|_aTZZ _lai+ (22
Ao ™o ro0 ") v o ro0 & roz B @2

En estos balances de momentos conocidos como ecuacion de Cauchy de
conservacion de momento (Deen, 1998) se separd el esfuerzo en dos componentes, uno

debido a la presion en la direccion normal y los esfuerzos viscosos o deviatoricos t:

o, =—Po; +7, (2.3)
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En la ecuacion de conservacion de momento y la de energia se usaran las siguientes
relaciones adimensionales para la velocidad, el tiempo y la coordenada radial y axial, para

hacer adimensional la ecuacion de momento y las condiciones de frontera del problema que

analizamos:
h, |-
_ t= f,
u=mWu, w,
x=h,x, P=pW:P, (Ec 2.4)
r=h,r, T=pW't

2
Donde Wo es la velocidad media del flujo en estado estable: W, = (gh%/j, yVves

la viscosidad cinematica del fluido.
Al usar las relaciones adimensionales mencionadas y considerando el valor de la
velocidad Wo en (2.3) las ecuaciones de conservacion de momento se pueden escribir de la

siguiente forma (se elimina la testa en las variables adimensionales para simplificar la

notacion):

2
£8u+ 6u+v8u+ ou v Jzﬂlé(rrrr)_i_l@r,g_i_@r _r%_an

rz

; or r 00 oz r or

EUGT ;% 82 r

(2.52)

Wi
ot 6r r o0 o0z r

2 or r 00 & rof

(8\/ v vy av+uvj:(1a(r21r9)+1ar99+ar&_1apj

(2.5b)

(ﬁw ow  vow awj (lﬁ(rrrz) 10z, ot 1an 2
——tu—+— +— + +

a Yo roe Ve r or ro@ & roz) Re

(2.5¢)

En esta ecuacion aparece como resultado de hacer adimensional las ecuaciones el
nimero de Reynolds, el cual es una relacion entre las fuerzas inerciales que sufre una
particula de fluido dividido por las fuerzas viscosas. El numero de Reynolds debe su
nombre a Osborne Reynolds (1842-1912), un ingeniero britdnico que fue quien lo introdujo

en 1883. (Reynolds, 1883)
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El nimero de Reynolds es siempre importe haya o no haya superficie libre, su
efecto puede despreciarse solo fuera de las regiones donde hay gradientes altos de
velocidad, por ejemplo, lejos de superficies fijas, chorros y estelas. (White, 1979)

En la figura (2.1) se muestra el perfil de superficie de la capa liquida que fluye en la
direccion z de un sistema en coordenadas cilindricas (la direccion positiva del eje z apunta
hacia abajo en este sistema de coordenadas). En la figura se muestran el radio del cilindro
R y la altura de la capa liquida h.. El flujo es en la direccion de la gravedad, es decir en la
direccion (+z) en este sistema de coordenadas. Cabe mencionar que se considera el flujo
sobre un cilindro de dimension infinita, pero al considerar estado estable se muestra el flujo

de la capa liquida para una seccion del flujo:

Ejer

Figura 2.1 Flujo de una capa liquida en la direccidn z. Se usa un sistema de coordenadas
cilindricas.

La ecuaciones de conservacion de momento (ecs. 2.5) se escribieron para un fluido
en general. En nuestro trabajo, usamos el modelo del fluido de Oldroyd B para modelar la
viscoelasticidad del material. Para calcular los componentes del tensor de esfuerzos,
usamos la ecuacion constitutiva del modelo de Oldroyd-B, que se escribe de la siguiente

forma:

T, 44

DC DC
DtT"f: 2770(1 +4, DJE” (2.6)
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Esta ecuacion se puede escribir de forma adimensional usando las relaciones

escritas en (ec. 2.4). De esta forma las ecuaciones constitutivas en forma adimensional son:

w.\D AW \D

T, + 4 -0 Crl.j:277°el.j+2 To 270 ‘e, (2.72)
h, ) Dt ph W, phWwW \  h, |)Dt
D 2 2M. D

T.+M, —7 = e. + 2 "¢,

TN DT Re ¥ Re Dt ! (2.70)

Donde M; es un numero de Deborah relacionado con el tiempo de relajamiento A;, y
M; es un numero de Deborah relacionado con el tiempo de retardo A,. EI niimero de
Deborah o de Weissenberg se puede considerar como una relaciéon entre el tiempo de
relajamiento de un material A dividido por el tiempo promedio de la deformacion del fluido
ho/Woy

En esta ecuacion, escrita en notacion indicial, t;; son los componentes del tensor de
esfuerzos, Ejj es el tensor de rapidez de deformacion, y 1o es la viscosidad de dindmica
del material. A; y A, son las constantes de relajamiento y retardo del material que estan
asociadas con la viscoelasticidad del fluido. Donde D./dt es la derivada convectiva superior
de un tensor, y esta definida de la siguiente forma en notacion vectorial:
D 0t - o1 -
—fr=—+VV-V)r-VV -1-7.VIV
Dt at (2.7a)

O escrito en notacion indicial:

D oT.. ) .
c T y +u ) J

—_ i

pt? o "ox, ox, " ox, " (2.70)

Cabe mencionar lo siguiente sobre las ecuaciones de Oldroyd. Algunas ecuaciones

de viscoelasticidad lineal no son invariantes al cambio de marco de referencia del sistema
de coordenadas. Oldroyd (1950) propuso la invariancia de su ecuacién constitutiva al
cambio de marco de referencia escribiendo las ecuaciones en un marco de referencia que

es deformado en la direccion de los elementos materiales. Cuando se usa la derivada
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convectiva superior los vectores del sistema de coordenadas se hacen paralelos a las lineas
materiales, son rotados y estirados con las lineas materiales (Larson 1988).

A continuacién describo como se obtuvieron los términos de la derivada convectiva
a partir de las definiciones del tensor de esfuerzos y del gradiente de velocidad los cuales
son ambos cantidades tensoriales. (los detalles de la obtencioén de la derivada convectiva

para el problema que resolvi aparecen el apéndice 2). El ultimo término en la derivada

convectiva se obtiene multiplicando de la velocidad, — 7 - VV |

o wow

Trr Trcg T’”Z ar ar ar
B | L S A

0 TEN 80 ko 89 r rob (2.8)

T. T, T. ou ov ow

oz oz 0z

El penultimo término se obtuvo multiplicando el gradiente velocidad transpuesto

por el tensor de esfuerzos: -V .z . El segundo término del lado derecho de la

ecuacion: (V- V)7 es la derivada conectiva del tensor de esfuerzos.
El tensor de rapidez de deformacion o corte E;j se puede escribir de la siguiente
forma:

E, = %(VV+(VV)T):

Ou 1(ov , 10u V] ow auj
or AN, oo or
vV r v (29)
1(ov  106u vy 10v u 1(ov , 1ow
2\ or r 00 r o0 r 2 82 r 00
1 8w 8u 1 87\/ 1 ow ow
oz  r 00 oz |

Los términos de la derivada convectiva y la deduccion de los seis términos de la

derivada contravariante del tensor de esfuerzos se resumen en el (Apéndice 2).
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Con estas definiciones, se escribieron las componentes del tensor de esfuerzo en
coordenadas cilindricas. Por brevedad, se escriben solo 3 de los 6 componentes: Ty, Tr,, ¥
T,,, usando las definiciones previas:

d 0 0 0 oT
1-I-]\41 = Trr :Trr+M1 T”' +ui+x - +w - _K(Tre +T&)_2Tn,au_21"9(1au_v)_zz-i‘z aﬁ
dt Ot or r ol oz r or rof r 0z

2 2M, ( Oe,, Oe, voOe, oe,, v ou lou v ou
=l—e, + +u + - +w — e, +e,)-2e, ——2e, -~ ——|-2e. —
Re Re | o¢ or r 00 oz r or rod r 0z

(2.10)
La componente en la direccion rz es la siguiente:

Jr, or, vor, Or, v ow 1 ow ow ou) (lou v u
TI‘Z+M1 tu - Tw _7(76‘1)_‘[”‘7_1}077_‘[}2 —t =" T@z_iz-zz =
ot or r 06 0z r or rof 0z or rof r 0z

2 2M,(0Oe., COe. vile.  Oe. v ow 1 ow (aw 8u] [1 ou v Ou
7erz+7 “tu—+— ~tw _7(6&)_err7_er077_erz Tt 5 eﬂz_iezz
Re Re | ot or r 06 0z r or r 00 0z Or rod r 0z

(2.11)
La componente en la direccion zz es la siguiente:
1 ow ow
T_+M|u O + vor, +w8122 -2z, %—27& ———=2r_—|=
or r 00 oz or r oo %)
2 2M,( Oe_, voe Oe ow 1 ow ow
—e_+ u—=+-——=+w——=-2, ——2e, ——2e_ —
Re Re or r 00 oz or oz
(2.12)

2.2.1 Escalamiento de los componentes del tensor de esfuerzos y

método de perturbacidon en parametros pequeios

A continuacién se usard un método de perturbacion y el escalamiento usado por
Frenkel (1993). El escalamiento nos servird inicialmente para simplificar las ecuaciones de
esfuerzo (ecuacion 2.6) y luego para usar dichas ecuaciones constitutivas, en las ecuacion
de Cauchy de momento (ecuaciones 2.5a, 2.5b y 2.5¢).

En el siguiente analisis hemos considerado, la aproximacion de longitud de onda

larga, que considera que la deformacion de la capa liquida en la direccion radial es mucho

Pagina 44



menor que la longitud de onda de las perturbaciones. Para esto definimos el parametro € en

funcién del espesor de la capa dividido por la longitud de una perturbacion completa.

hy <270, 6 = h%m (2.13)

También se considera que la deformacion de la capa en la direccion azimutal es
pequetia comparada con la longitud de onda en 0, esto se cumple cuando el radio del

cilindro es grande.
hy
hy <27R_, ® <<1 (2.14)

. De hecho es parte del analisis del problema determinar la altura de la capa liquida
h= h(z,0,t). También a partir de esta seccion se usa una variable intermedia con la misma
direccion del radio del cilindro, que hemos denominado y(en forma adimensional). Las
variables dimensionales se escriben con asterisco.

_(r*=R¥)

I =r=p (2.15)

Donde f es igual al radio adimensional del cilindro sélido. Usamos las siguientes
relaciones para realizar el escalamiento de los esfuerzos, de las variables y las derivadas en

la ecuacidon de momento.

Z'=¢-z, £=h, /27,

h'=h,
r,=pB+h, (2.16)
y'=¢-p-0
Donde 6 =¢f} es el radio escalado y B (radio del cilindro = R/hg) estan relacionados
por:
0 = pe, 2.17)

El radio del eje del cilindro a la interface de la superficie libre se le asigna la
variable 1, , y en nuestro caso es r, =R*+h*, donde R* es el radio del cilindro sélido y

h* el espesor de la capa en forma dimensional. Se usa en las siguientes ecuaciones la

notacion con * para denotar las variables dimensionales.
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Dividiendo el radio de la superficie libre por el espesor de la capa h,, se puede
escribir la siguiente relacion de variables adimensionales, donde se usa el radio
adimensional del cilindro B=R*/h,:

]/:v * R * + h %k

r.o= =

* ho ho

=p+h, (2.18)

Haciendo el siguiente manejo algebraico se obtiene la siguiente relacion adimensional entre
el radio de la superficie de la capa liquida rs, el radio de la superficie solida adimensional 3

y la altura adimensional de la capa liquida h, considerando h<<f:

1_ 1 1)1 Nl(l_hJ
r B+h Pl h BU B) (2.15)

1 1(1 h] )
—~ =) 2.19
r, BU B (&150)

Usando estos escalamientos (ec. 2.16) se pueden transformar las derivadas respecto
az (d/dz),yrespecto a 0 (1/r(d/d6)) en la ecuacion de momento (ecuaciones 2.5a , 2.5b,
2.5¢) o en las ecuaciones constitutivas y condiciones de frontera. Las derivadas respecto a

la variable z y a la variable 0, se transforman de la siguiente forma:

d d [ 1d d d

A L Rl @20
Donde ¢ es alguna de las variables de la ecuacion de momento, ya sea las

velocidades u,v o w, o la presion y esfuerzos. Las velocidades en la direccion del radio,

del angulo 0, y el eje principal z, también se descomponen en un flujo principal y sus

perturbaciones:

u=¢&*u,+su, +..),

v=e*(v, +ev, +..),

W=w, +ew, +.. (2.21)

P=PF +&P +..
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También los esfuerzos se descomponen en una componente principal, y varias
perturbaciones de orden 1, 2, 3, etc. De esta manera, las ecuaciones del tensor de esfuerzo

se reducen de la siguiente forma.

TW = (Z-rrO + gz—rrl + ")9
Trz = (T}’ZO + gz-rrl + ")’
z-zz - (TZZO + (9[221 + )

(2.22)
Tyg = E(T,90 + 60,9 +.)

T, =&(t, +6r,,+..)

Debido que para la solucién de estado estable solo aparecen en la solucién los
componentes de esfuerzo 1., T, y 1., estos se consideran esfuerzos principales y comienzan
con épsilon a la cero y los componentes de esfuerzo cruzado como t,9, y Te, S escriben con
componentes que empiezan en €psilon a la uno.

Para obtener las componentes del tensor en cada direccion se escribidé un programa
en Maple, que calcula cada ecuacion considerando el escalamiento y las perturbaciones. El

componente del tensor de esfuerzo en la direccion rr, a orden cero y uno, son los siguientes:

z-rr0 - 0’
2 du (2.23)
T = (77)
I "Re dy
Para el componente en la direccion r0:
Trp0 = 0,
2 Ov 2.24
T, 770) ( )
! Re oy
El componente en la direccion rz a orden (0) y (1), se escribe de la siguiente forma:
_ 1 ow
rz0 Re aZ

T +M1 az-rzO +u0 az-rzO +W0 az-rZO _ Z_rro %_TVZO aM)O + % —
ot oy oz oy oz Oy

1 ow, M,[o%w, 0w, o*w, . 0u, ow, Ow,(ow,  Ou,
— + Tu, ——tw, -2 — +
Re dx Re | oyot oy oroz oy Oy oy \ 0z Oy

(2.25)
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Se observa de las ecuaciones anteriores, que el inico componente con parte visco-elastica
de orden uno, es el esfuerzo T.,. El esfuerzo T, contiene términos que se deben a la
elasticidad del fluido y esta de acuerdo con la no linealidad del esfuerzo en la direccion de
corte (rz) con la deformacién en esta direccion (rz). Haciendo un analisis de perturbacion

similar para los componentes Ty,, se obtienen los siguientes valores.
T&O - O.

S LR R YA YA
Rel\ oy Re Oy Oy

(2.26)

En esta ecuacion (2.26) se puede observar que aparecen esfuerzos en la direccion
azimutal que estan relacionados con los modos azimutales. Por lo tanto incluso cuando no
existe calentamiento del cilindro las condiciones de esfuerzo en la direcciéon angular se
modifican y esto excita la aparicion de modos azimutales.

Finalmente los componentes del tensor de esfuerzos T,,, de orden cero, y uno, se
pueden escribir de la siguiente forma simplificada:

2

2 ow,
T,=— (M —-M 0
220 Re( | 2) oy 2.27)
Tzzl +Ml aTZZO +7/l0 aTZZO +W0 aTZZO -27’—1‘21 aiw_ZaWO aWI - TZZO % -
ot oy oz oy oy Oy Oz
2 ow, AM,(ow, \ow,
Re oz Re \ oy ) oy
(2.28)

En esta caso para los esfuerzos t,,, aparecen efectos eldsticos tanto a orden cero como a
orden uno. El esfuerzo 1, estéa relacionado con los esfuerzos normales que se presentan en
fluidos viscoelasticos en soluciones poliméricas.

Como se puede observar solo las componentes T, To,, ¥ T, tienen comportamiento
elasticos en sus ecuaciones. Esto simplifica mucho el analisis, ya que como se vera
posteriormente, solo la ecuacion de momento en la direccion z contiene elementos no
newtonianos o visco-elasticos y resolviendo esta ecuacion se puede obtener la componente

extra en la ecuacidn de momento debido a los términos viscoelasticos.
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2.3 Ecuaciones de conservacion para el Problema no Isotérmico

Para describir el problema no isotérmico, es necesario obtener el perfil de temperatura en la
superficie de la capa liquida. Para obtener este perfil de temperatura es necesario resolver
la ecuacion de la energia, y aplicar un método de perturbaciones en parametros pequefios.
Para hacer mas clara esta deduccion se muestra esta deduccion en una seccion

independiente.
2.3.1 Ecuacion de conservacion de Energia

A continuacion aplicamos la ecuacion de energia al flujo de una capa liquida, en
coordenadas cilindricas. La ecuacion de la energia la necesitamos solo para el caso del
problema no isotérmico, sin embargo obtenemos una solucion general a partir de la cual se
pueden obtener los dos casos: isotérmico y no isotérmico. La ecuacion de energia en su

forma dimensional es la siguiente, donde T*(r,y,z,t) es la temperatura en el fluido:

oT * or*  k oT *
ox

kS kS
;Fox;

Lt .=
ot ox;* pC,

(2.29)

Figura 2.2 Flujo de una capa liquida de fluido viscoelastico descendiendo sobre una pared

vertical cilindrica
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En la figura 2.2 se muestra la superficie libre de la capa liquida que fluye alrededor
del cilindro con un radio externo r=R. El espesor de la capa medido a partir del radio del
cilindro es h.

Usando la siguiente adimensionalizaciéon para la velocidad, las dimensiones

espaciales, y la temperatura en la ecuacion de energia:

u' =W )u,
X =hx
o (2.30)
T =,-T)T
Se obtiene la siguiente forma adimensional de la ecuacion de la energia:
oT y oT _ 1 oT 531
or " ax, RePr| ax ax, (&85

Donde aparecen los numeros adimensionales de Reynolds, y de Prandtl:

_WoL  uC, v
Re = , ,Pr= o kT, (2.32)
PG,

El nimero de Prandtl es un nimero que relaciona la transferencia de energia por

difusiéon de momento que es proporcional al coeficiente de difusion viscosa v dividido por
la transferencia de energia que se difunde por conduccion en un fluido que es proporcional
a la conductividad de un sélido o fluido a .

Esta ecuacion se simplifica al aplicar el escalamiento definido en (2.14) resumido en:

10 0

100 o

5 3 (2,33)
= 8 -

0z oz’

Aplicando el escalamiento de (2.14) en coordenadas cilindricas y cambiando la

variable r por la variable y:

or or or _oT _ |1 [GZT gl 282T+ , 0T

E—tu_—+&v_—+ew_—=———| —+__—+¢ s teE 5 (2.34)
ot oy oy oz RePr\oy~ o0y oy Oz
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A partir de esta ecuacion se usa un método de perturbacion, separando las variables en una
parte principal y sus perturbaciones de orden 1,2, etc.:

u=&*u, +su, +..),

v=e*(v,+ev, +..),

I (239)
I'=T,+¢eT +...

Esta ecuacion se simplifica al aplicar el escalamiento y el método de perturbacion en

parametros pequenos

( or 20ﬂj ( or, ., of, anj
E——+¢ +l eu, —>+& u, —+& u —= |+

o o oy " oy oy
,  OT, s oT, 5 oI oT, 2 o, , oT
v, L+ v, —+& v, —= |+ EW, L+ W, —+E W —2
oy oy oy 0z Oz Oz
1 (0°T, 0°T, &oI, & 0T, ,0T, 0T,
= TtE 5+ +——+¢ S tE——
RePr| oy oy o600y o oy oy oz

(2.36)

Tomando solo los términos de orden cero:

1 (0°T, _0
RePr{ oy° (2.37)

En esta expresion del balance de energia a orden cero se puede notar que se desprecia el

término que depende de 1/r dT/dr, debido a la aproximacion de radio grande. Por esta

razon el perfil de temperatura es lineal con el radio.

Perfil de temperatura de la Superficie Libre

A continuacion se resolvera la ecuacion de balance de energia (2.37) para obtener el
perfil de temperatura en la capa de fluido. Para resolver esta ecuacion se usara la Imagen
2.2 como referencia.

Las condiciones de frontera se expresan en forma dimensional, pero después se
cambian a una forma adimensional. La primera condicion de frontera es la temperatura del

cilindro en ¥=0, donde y la coordenada intermedia y=(r-R)/hy.
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x=0T=T, (2.38)

La segunda condicion de frontera, se obtiene empleando la condicion de
enfriamiento de Newton (Incropera F. y De Witt D., 1999) en la superficie libre de la capa
de fluido. En este caso se cumple que el calor por conduccion del lado del fluido de la capa
liquida se iguala con el calor por conveccion entre la superficie de la capa liquida y el aire
exterior, es decir en y=h

Esta condicion de frontera se hace adimensional usando las relaciones definidas en

2.30 y se usa la variable adimensionaly:

1 orT,

h, Oy .

= by (T,(h)~T,) (2.39)

h

Donde Ty=Ty(h*), es la temperatura en la superficie de la capa liquida h, T. es la
superficie del aire que esta alrededor de la capa liquida y hr es un coeficiente de
conveccion que depende de las condiciones de flujo del fluido externo. De la ecuacion
(2.37) se puede suponer que el gradiente de temperatura en la superficie de la capa liquida,
respecto a la coordenada intermedia y es constante.

Al integrar la ecuacion de difusion de calor para obtener la distribucion de la
componente Ty de temperatura, se obtiene un perfil lineal de temperatura:

T
a1, = A =cte,
dy (2.40)

I =Ay+B,

La constante B se obtiene igualando la temperatura en ¥=0 con la temperatura en la
superficie externa del cilindro s6lido To(}=0)=Ty. Para obtener la constante A, se iguala la
derivada del perfil de temperatura obtenido por la ecuacion de difusion (ec. 2.40) con la
derivada de la temperatura en x=h determinada por la condicion de enfriamiento de Newton

(2.39):
ar,| .k,
ox |, k

(T,(h-1.,) (2.41)

Escribiendo Ty(h) cono la suma de la temperatura en la pared Tw mas la constante

A multiplicada por y=h, se obtiene:
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h.h h.h
A=—="(T,(-T,)=—="(4h+T,~T,) (2.42)
Simplificando términos se llega a la siguiente ecuacion:

—Bi
A= —— \T -T
(1+Bi-hj( w oo) (2.43)

Donde h es el espesor adimensional de la capa h=h*/ho, y Bi es el numero de Biot
del flujo que se define Bi=(htho/k). El nimero de Biot se puede describir como el cociente
de la resistencia térmica por conduccién que se transmite dentro del fluido en la capa
liquida hy/k dividido por la resistencia térmica por conveccion 1/ht, que ocurre afuera de la
capa liquida. Cuando Bi<<I la conduccion es el fendmeno dominante en la transferencia de
calor, cuando Bi>>1 el fenomeno que domina es la conveccion en la transferencia de calor
en la superficie de la capa. (Deen, 1998)

Usando estos parametros llegamos a la siguiente ecuacion para la temperatura de la
superficie libre del fluido. Esta ecuacion se expresa en forma adimensional, en funcion de

la variable adimensional y y el nimero de Biot y:

[TO(h)_TWJ{ . j(l) (2.44)

T, -T, 1+ Bi-h

Con este perfil de temperatura es posible obtener el gradiente de temperatura en la
superficie respecto a las variables espacialesy, y o respecto a z. Estas derivadas se usaran
para obtener los esfuerzos de tension superficial en la direccion tangencial que son muy
relevantes en el problema no isotérmico.

En el calculo de las ecuaciones de esfuerzo tangencial, se necesita calcular las

siguientes derivadas que ponemos para su uso posterior:

do, _( —Bi J
dy ) \1+Bi-h 245)
C) Bi’ Bi’

ol o b = hh

dz )., [(1+Bi-h)2ZZJ ((1+Bi-h)2 J (2:46)
do Bi® Bi’

Y I B
dy ((1+Bz‘-h)zlyj ((1+Bi-h)2 yj (247
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2.4 Condiciones de frontera

A continuacion se escriben las condiciones de frontera que aplican para nuestro problema.
La primera condicion es la de no deslizamiento del fluido en la superficie del cilindro, es
decir la velocidad del fluido es cero, en r= (adimensional) o en ¥=0, debe ser cero, si el
cilindro esta estatico:

0,
: (2.48)
= 0’

s < =
I

2.4.1 Ecuacion de esfuerzos normales

Primero escribimos el balance de esfuerzos normales y tangenciales que se aplican sobre la

superficie libre de la capa liquida en la interface fluido — aire o gas. (Deen, 1998)

(' =7Y-n—grad(»)+ y(V-n)-n=0 (2.49)
Donde T es el tensor de esfuerzos en el fluido del lado interior de la interface, y

@ es el tensor de esfuerzos actuando en el lado exterior de la interface, en este caso el aire

y vy es el coeficiente de tension superficial entre el liquido y gas de la interface.

k= (V . ;l)zl/RlJrl/Rz es la curvatura de la superficie, donde R; y R, son los radios de

curvatura principales de la superficie o interface.

oy \-
El término &7ad () :(GT (t VT ) es el gradiente de tension superficial que

existe en la superficie. En nuestro problema el gradiente de tension superficial se debe a la

variacion de temperatura en la superficie de la interface.
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El segundo término describe el cambio de esfuerzo debido al cambio de tension
superficial debido a un gradiente de temperatura. Este término es el que origina el
fendmeno termo capilar cuando existe un gradiente de temperatura. (Deen, 1998)

El esfuerzo sobre una superficie de fluido se pueden separar en un componente
debido a la presion y a los esfuerzos viscosos o deviatoricos en un fluido compresible

(Deen, 1996)
oO=—p+7,; (2.50)
Al multiplicar todos los términos por el vector normal en un punto de la superficie

libre, se elimina el segundo término ya que el producto del vector tangente por el normal es

CCro.

_ (P(f) _ P(a)) +(Tij(f) _ Z'.(.a)) “mn; = —We(V - n) (2.51)

ij

Esta ecuacion que expresa el balance de esfuerzos normales en una superficie se le
conoce como ecuacion de Laplace-Young (White, 1982). Lo que nos dice es que los
esfuerzos normales debidos a la presion y a los esfuerzos viscosos dentro de una interface
de fluido seran mayores en el lado interior de la interface por un valor igual a la tension
superficial multiplicado por la curvatura k que la presion en el lado opuesto. (El lado del
aire o gas en nuestro problema)

Ademas hemos escrito la ecuacion en forma adimensional usando el nimero de
Weber. En términos de variables adimensionales We=y/pU”. El numero de Weber es un
numero adimensional que representa la competencia entre las fuerzas de tension superficial
con las fuerzas de inercia en un fluido. Debe su nombre a Moritz Weber (1871-1951) del

Instituto Politécnico de Berlin.
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Es un nimero relevante cuando el nimero de Weber es menor a 1, por ejemplo en
flujos de gotas, flujos capilares, y ondas donde la deformacion de la superficie es
comparable al espesor de la capa liquida.

El vector normal para una superficie (como la de la capa liquida) en coordenadas

cilindricas se puede escribir de la siguiente forma:

1 1
A= (=" h—h.

N( Mo ). (2.52 a)
Donde
N (s a2 252b)

La curvatura k se calcula como la divergencia del vector normal a la superficie:

k =V @7 en coordenadas cilindricas se obtuvo la siguiente expresion:

k=Ven= ]\;{(IJKHIZ% +hjj_hl(1+hj)—hzz(1+12h§j+13h§ +r22h9hzh4

r r 00 r r
(2.53)

Con estas definiciones e introduciendo las componentes de esfuerzo t,, se puede

calcular la ecuacion de balance de esfuerzos normales:

zZz "z rzr oz

1
— —p Y+ — (v nli+r.nt+2r. . nn, +2r. nn +
pf pazre N2 rrr 00""0 rd"r't0 (2 54)
+2t,n,n,) =—-We(V e n) |

Introduciendo las componentes del tensor de esfuerzos en coordenadas cilindricas, y
haciendo algunas simplificaciones, se obtiene la ecuacion de balance de esfuerzos

normales:
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2 ou (lév jh2 2 0w, 2 a(vj 1 du \h,
— + +——h ——|r—| - |+ |—
1 | Re or Re rof r)r* Re oz Re\ or\r) roo)r
N? 8w Oou 2 8\/ 1 ow\h,
- h +— hz
8r 82 Re 82 7’8(9
_ Zf{(lj(l+rh2+hj :2 h99(1+hj)—hzz(1+r12h;)+r13h;+r22hghzh4

(2.55)

—-(p—-p.)+

Al introducir los escalamientos que se definieron en (2.16) y separando las variables
de velocidad y presion en sus componentes principales y perturbaciones (2.21), la ecuacion

2.54 se simplifica de la siguiente forma tomando solo los componentes de orden 0 y 1.

Well (1
P, = ]\/3|:I"+(7’j(g2h92 +g2h22 )—Szhw (1)—52}122(1)} (2.56)

EL término 1/r evaluado en la superficie del fluido de la capa liquida r, se puede sustituir

por el siguiente término (ec. 2.19b):

1_ (1J(1 _ h) _¢_ ih (2.57)
r, \B B) 6 o

Ademas considerando que la tension superficial es de magnitud grande, se hace un
escalamiento y se sustitutye We=We /(¢”) Al sustituir este término en la ecuacion de

balance de esfuerzos normales, dicha ecuacion se resume de la siguiente manera:

We" 1 1
= - h h —h
Po Kcﬁ 5 j } (2.58)

Esta ecuacion de balance de esfuerzos normales, se usara junto con las ecuaciones de

balance de momento, masa, y energia para obtener la ecuacion de evolucion de onda de
nuestro problema, tanto isotérmico como no isotérmico.
A continuacidon se deducirdn las condiciones de esfuerzo tangenciales que aplican al flujo

de una capa liquida sobre un cilindro.
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2.4.2 Ecuaciones de balance de esfuerzos tangenciales

Ademas de los esfuerzos normales de tension superficial, existen esfuerzos de
gradientes tension superficial tangenciales a la superficie. Dichos esfuerzos aparecen
cuando existen gradientes de temperatura en la superficie libre del fluido, o debido a
gradientes de composicion como surfactantes que se agregaron al fluido en cuestion.

La ecuacion de balance de esfuerzos tangenciales se obtiene multiplicando la
ecuacion por el vector en la direccion tangencial a la superficie:
room D= — dy £ or s

oT OX; (2.59)

Primero se obtienen los productos del tensor de esfuerzos por el vector normal ng
multiplicado por el vector tangente Ti. Existen dos vectores tangentes a la superficie en el
punto P, donde calculamos los esfuerzos de tension superficial. El vector normal se defini

en (2.45) y el primer vector tangente se escribe a continuacion:

tl (hz ’O’l)

P (1+h22)1/2 (2.60)

Haciendo los productos del vector tangente por los componentes del producto del tensor de

esfuerzos por el vector normal, y simplificando algunos términos:

hZ (Trr - thTrH - hzTrz J + hz(rzr - thTZH - hszzj =
r ( r

(o) o)

2.61

mtaT zoh
or )" ox,

En la obtencion de la ecuacion de balance de esfuerzos tangenciales, se aplicaron
varios pasos que a continuacion se resumen. Se sustituyeron las definiciones de los
componentes del tensor de esfuerzos y se usé la adimensionalizacion definida en (2.3). Se
obtuvo el gradiente de la temperatura, y luego se multiplico por el vector tangente nimero 1,

para obtener el miembro derecho de la ecuacion de 2.53
a(or)_ 1 Jor,  oTYT,-T,
o) (e U o T a2 N o (2.62)
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Se realizan los escalamientos de las variables, dz, y rd6, y se separan las variables
de la ecuacion principal en sus perturbaciones. También se introdujeron las derivadas de la
temperatura respecto a la variable x y la variable z, que definen el comportamiento de los
esfuerzos tangenciales. La deduccion de esta ecuacion del balance de esfuerzos

tangenciales en su forma completa se puede consultar en el apéndice 2.

ATh
Ademas, también se usa la definicion del numero de Marangoni Ma = —2; 2.
va
Asi llegamos a la siguiente forma de la ecuacion de esfuerzos tangencial:
o 0 0 1%} 0
26 Mo MM ch_ + Mo g2 Moy oM (1—52h22)—
oy Oz oy 0z ox
g%— £y +&’ Oty &hh, —| & %+86W° &h
oy 1) oy g 0z oy ) 7 (2.63)

:( Ma j Bich_
PrRe \ (1+ Bin* )

Tomando solo los términos a orden cero, y a orden uno, se obtienen las siguientes

condiciones:

ow

ax o (2.64)

g&wl _ Ma Bish, 5 65
ox  PrRe| (1+ Bih)* (2:65)

Estas ecuaciones se pueden introducir en las ecuaciones de momento que se resolveran por

un método de perturbacidn, para obtener una ecuacion de evolucion de la onda.

2.4.3 Segunda condicion de esfuerzos tangenciales

Para obtener la segunda condicion de esfuerzos tangenciales se sigue un procedimiento
similar. Comenzamos con la ecuacion de balance de esfuerzos tangenciales:

; 0 5 OT
() YN
Ty "Ny "L "= _(aTjti ’ Ox (2. 66)
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En la condicion de esfuerzos tangenciales se usa el segundo vector tangencial y el vector

normal y se siguen los mismos pasos que en el procedimiento anterior:

(— lhg —(1+h2), 1h9hzj
r r

2 _

2.67
A+h)2.N (2.67)
Realizando los productos del tensor de esfuerzos por los vectores tangentes y normales se
obtiene:
1
(Trr - ;hﬁz-rﬁ - hzTrz)ér +
1 0 n OT
Tig " Ty 'ti(2)= 0 (Tg = —hyToy=h7,)8  |=~ o ti(J) A
r 00 OX, (2. 68)
1 ,
+ (Tzr + ;hé’z—zﬁ - hzz-zz ]ez

Para obtener la ecuacion de balance de esfuerzos tangenciales 2, se siguieron los siguientes
pasos: Se substituyeron los componentes del tensor de esfuerzos y los componentes del
segundo vector tangencial, y del vector normal. Se realiz6 el producto del segundo vector
tangencial con el gradiente de temperaturas y haciendo el cambio de variables de 6 a y, se
obtuvo el miembro derecho de la ecuacion (2.68):

t?(”j - lm[— R (Y aTj(T =y e
o) (1+r2)* NU Tox oy oz )

Usando la ecuacion (2.68), junto con el escalamiento debido a la aproximacion de
longitud de onda larga, y separando los componentes de velocidad en sus perturbaciones,
se obtuvo la siguiente ecuacion (2.70). La deduccién completa de esta ecuacion se puede

consultar en el apéndice 2.
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o %o e’h, +| 2¢° Vo yogs o | _nps[ My, h?
oy oy o oz )"
I PLZApE 0 LT 1 W [CAZRNpCLL FEPA S LA ALY
oy 1) oy oy 0z ! 0z oy
B Ma Bighy
~ PrRel| (1+ Bin)’

Tomando solo los componentes de orden 1, se llega a la siguiente ecuacién de balance de

(2.70)

esfuerzos tangenciales:

(8 avoj_ Ma | Bieh, 5 71
ox ) PrRel (1+Bih) 7D

2.5 Deduccion de la ecuacion de Benney para el flujo de una capa

de fluido visco eléstico descendiendo por un cilindro (caso no

isotérmico)

Para obtener las ecuacion de evolucion de onda no lineal o ecuacion del tipo de
Benney se substituyen las componentes del tensor de esfuerzo, en cada direccion en las
ecuaciones de momento en cada direccion.

En la deduccién de la ecuacion de evolucion de onda, se partio de la solucion para
un flujo newtoniano. Esta ecuacion de evolucion de onda, la obtuvo Frenkel (1993), con la
aproximacion de radio grande y de longitud de onda larga. En este procedimiento usamos
el método de Frenkel, y partimos de la solucion para un flujo newtoniano para aplicarlo a la
solucion de un flujo viscoelastico en un cilindro.

Como el tensor de esfuerzo se puede separar en una parte viscosa Tij=p*Eij, y una parte
elastica T =Tvg de acuerdo a la ecuacion (2.5).

D D

DCtT = 21, (1 +4, DtjE’ 2.72)

Ty+4
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Entonces podemos escribir la ecuacion de momento en r, separando la parte debido a los
esfuerzos viscosos (Navier Stokes) y la parte debida a la divergencia de la parte elastica del

esfuerzo. La ecuacion de momento en r queda:

—tU—F———FW—
ot or r o6l oz r

p(@u ou v ou N ou vzj: la(rTrr)_FlaTrg N oT, Ty _a£+(V‘Tw)r
r or r 06 oz r or
(2.73)
Como se ve a continuacion, la divergencia de Tve es bastante simple, ya que las
componentes T'rr, T'r0, T'00 y T'rz, son Newtonianos a orden cero3, y esto simplifica el

ultimo término de la ecuacidn anterior.

' T T T T
V‘T'VE=85(TW1)+5 rr0 +ga r60 _|_ga rz0 690

&
Ox 5 oy oz s @™

Como aqui no hay ningtn término eldstico, entonces la ecuacion de momento se reduce a la

ecuacion de Navier Stokes., ya que el término visco eléstico es igual a cero, y la ecuacion
de momento se reduce a la de Navier Stokes:
(2.75)
V-1,,), =0

ECUACION DE MOMENTO EN DIRECCION Z: OBTENCION DE Wo

Las ecuaciones de momento en r y theta, no se modifican usando las ecuaciones
constitutivas de Oldroyd a orden cero. Sin embargo en la direccion z a orden (1), si existen

algunos cambios en la ecuacion de momento:

W W yow, oW - s (v
o “or ro0 “ez) r or r oo oz (V-T) @19

(Gw ow v ow &Wj 18(rT.) 10T,  oT.
p + = — + —
En este caso si existen términos viscoelasticos en la divergencia del tensor de

esfuerzos en z:

.\ Lok ) 10T, .
v TVE)_r o r a0 e

2.
3 g (T’rzl ) + ( 77)

Oox

&

, o .. 0.
5(T r20)+gayTﬁzO+g(T zzO)
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El termino Ty, es igual a cero, y el segundo término es parte de la solucién viscosa en
Navier Stokes, por lo que solo se necesita evaluar el primer y tercer términos.
Introduciendo los componentes de T,,, y de T, viscoelasticos que se obtuvieron en (2.25)

y (2.27), y después de algunas simplificaciones se obtuvo:

—) _ 1 (De, —Del)(83wo _28u0 o’w, N 83w0j+

V.T

o Re h oo "o o 0o

1 (De,-De)) - Ow, 382% ow, _ Ow, 0°w, L4 (De, — De,) dw, d*w,
Re h, “or’oz  or* or o0z or’ Re hy or Oroz

(2.78)

Donde se introduce el numero adimensional de Deborah= A*U/h, usando la

adimensionalizacion2 de (2.4), enla ecuacion de esfuerzos (2.78)

U
pU =n((2) 5
(2.79)
1:’1(](0}: De. b
h \Uh Re
2.5.1 Ecuacion de Benney de wun fluido Viscoelastico

descendiendo sobre un cilindro con calentamiento

La solucion de la ecuacion de Benney de un fluido viscoeléastico descendiendo sobre una
pared cilindrica, se realizara para el problema no isotérmico. Es decir se aplica un
calentamiento o una temperatura constante a la pared externa del cilindro, mayor a la
temperatura de la atmosfera en la superficie libre. De esta manera obtenemos una solucion
que sirve para el problema no isotérmico, que se puede usar también para el problema
isotérmico, cuando se aplica una temperatura ambiente al cilindro interno.

Para obtener la ecuacion de evolucion de la onda de la capa liquida o ecuacion de Benney,
se uso el método que uso Frenkel (1993), para obtener la ecuacion de evolucion de onda
de un fluido Newtoniano. En su investigacion Frenkel, uso una aproximacion valida para
longitud de onda larga, y para un radio grande R mayor que la deformacion de la capa
liquida h/R<0.1 En este procedimiento seguimos un proceso similar, pero usando las

ecuaciones de esfuerzo de un fluido viscoeldstico Oldroyd B.

Pagina 63



La ecuacion de momento en (r) se puede escribir como la ecuacion de Navier Stokes, con
sus componentes debido a los esfuerzos viscosos y como una contribucién debido a los

esfuerzos elasticos:

ou ou v au Gu v2 oP
U+ — == |+
ot or r 89 62 o or
1(0°u u 1 0*u 0Ou 2 ov (2.80)
o’ r r2o0> &' oo
En el siguiente paso, se separa las velocidades y esfuerzos en sus componentes principales

y perturbaciones:  Haciendo este paso, la ecuacion de momento en r queda:

oF, 1 82u0
or Re 6r (2.81)

La ecuacion de momento en z también se separa en la ecuacion de Navier Stokes, y una

parte debido a los esfuerzos elasticos:

[(%v ow v ow ﬁwj o°P 2

+u + — +w

ot or r o6 0z

1 (o*w 1ow 1(*w 82
2 T T 2
Rel or ror r-\of 82

(2.82)

+(V-T,,),

De la misma forma que en la ecuacién en 1, se hace el cambio de variable deray yde 0 a

y, y se introducen los escalamientos en y y z:

ow ow o°P 2
E—*tu—tey —+Tew—|=-€—— —
ot oy oy 0z 0z Re

2 2 2
b 8V2V+gaw+g2 8»: +5282 +(V-Tp,).
Re(oy” oJ 0y oy 0z

(2.83)

Se usa un método de perturbacion en pardmetros pequefios de € y se separan las variables

en sus componentes principales y perturbaciones.

La ecuacién de momento en las perturbaciones de orden cero y uno, queda:
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(2.84)

( ow, | ow awoj 1(882”}1_'_58""0]

ot Oy oz ) Rel oy & oy
—gapo+8(V-TVE)Z
0z

(2.85)

Integrando dos veces la ecuacion de momento de orden cero (2.84), y usando las

condiciones de frontera de la capa liquida en la superficie del cilindro y en la superficie de

la capa liquida con el aire, en x=0, w=0, y en x=h, dWy/dx=0:

(6‘%)_2 +c ow

Ox £Te (()j:z;(—zh,
5 ox

w,| oo

o x:h—2h+C—0,C’— 2h w, = x* —2hy

(2.86)

Después se introduce este valor de la velocidad wy, a orden cero, en la ecuacion de

continuidad del mismo orden.

%4_%20,
oy Oz
Oy

=2xh_,u, = x’h,
oy

(2.87)

Estos valores se pueden introducir en la ecuaciéon de momento a orden 1, en la ecuacion

(2.85), para obtener:

- jt(xz—Z)(h)erzhz;((;(2—2;(h)+(x2—2;(h)ai(;(2—2;(h) o
O IR YA T o
Resax” A%
(2.88)
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La parte visco elastica en esta ecuacion, la divergencia de Tyg, también se puede
evaluar sustituyendo las velocidades u0 y w0, en la ecuacion 2.78. Haciendo algunos pasos

de algebra se llega a la siguiente ecuacion para V-Tyg;

(V Ty )Z =4n,(4, —4,)hh, (2.89)

Introduciendo el valor de la divergencia del tensor de esfuerzo en la ecuacion de

momento en z, ¢ introduciendo el nimero de Deborah, De= AU/h, se obtiene la siguiente

ccuaci6n:
o aat(;(2 —2h)+ X7, ;C(;f —2m)+ (7 —2;(h)ai(;(2 ~2h)
o —;M;(gz—zzh)ﬁpo

—4(De£{;}fje2)hhz

(2.90)

Como primer paso se integra esta ecuacion respecto a x, ademads también se substituye el

valor de dh/dt a partir de la condicidén cinematica: Oh/ot =2h*0h/ oz :

M _Re| 20+ b — (P —2hy)+ 0
o7 ( X h+ 2 2 hh, 5Re(ﬂt z) o

_ 291
4Pa=De) o (2.91)

Re A,

En esta seccion del procedimiento usamos la condicion de frontera del balance
de esfuerzos tangenciales (2.65), la cual nos da una igualdad del gradiente de velocidad

dW,/dx.

oM _ Ma | Bish
oy ), PrRe|(1+Bih)’ (2.92)

Usando dicha condicién de frontera, podemos calcular el valor de la Constante C1y

la ecuacion 2.91 queda de la siguiente forma:
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2 —
ow, =Re(§x3hhz—2h2;(2hzj—(x 2th+aaP° (¥ —h)Re
Z

oy )
L4 hh Re_ " (De1 DeZ)th(h—;()+ Ma Bll’l.z : ’
e h, PrRe| (1+ Bih)
(2.93)

En el segundo paso se vuelve a integrar respecto a Xx. En este caso la constante de

integracion es cero, ya que wl=0, en x=0,

2 2 1 oP, Re #h
=Re| —hh_ |p* —| Zh’h. Re+ — |y +| ="+ |y’
" e(12 Z)(p (3 = C 35)75 [82 2 5]’(

2
+ 4h4hZRe—h—aP°hRe X+
3 o Oz
4 (D& —De,) > Ma [ Bih_y }

X
hh (hy — =)+
Re A, (hx 2 ) PrRe| (1+ Bih)®

(2.94)
Finalmente se evalua la velocidad en x=h, para obtener la velocidad superficial del fluido

w(h):

_ 10, pe e 1h3j _ LR penrpPa=De) 4
12 35 oz Reh,
Ma Bih_h |
PrRe (1+ Bih)* |

(2.95)

En el siguiente paso se usa la ecuacion de momento en (0 o y transformada), para obtener

la velocidad Vo:

oV, _oR
o’ o

% Re (2.96)

Integrando respecto a x, una vez:

v, 8P

“"Rex+K, (2.97)
oy
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Para obtener la constante de integracion, se usa la segunda condicion de balance de

esfuerzos tangenciales (2). Se usa la ecuacion (2. 71)

(. ov,)_  Ma Bich, 2.98)
oy PrRe (1 + Bih )2 '
Usando esta condicidn se obtuvo la siguiente ecuacion:
ov Ma Bih
© =P, Re(y—h)+ - 5 (2.99)
oy PrRe (1 + Bih )
Integrando de nuevo para obtener v, se obtiene:
5 .
X Ma Bih y
v,=F Re("——hy)+ o (2.100)
2 PrRe| (1+ Bih)
Para obtener ul, se usa la ecuacion de continuidad de orden (1), que se escribe a
continuacion:
ou, ( u, ov, ow, )
P y S ay Oz (2.101)

Sustituyendo en esta ecuacion los valores de uy, vo y w;, se obtiene el valor de la derivada

duy/dx:

2 2 Bh
Wy X Ol p Ref X |y Ma | P
oy s ol ™ 2 PrRe( (1+ Bih)

2 2 1 OP, Re #h
Re| —hh_ |y*—| Zh*h . Re+— |p° +| =2 —+— |y’
(12 j" (3 : 35)7( (82 2 5)”
2 _ 2
_9|. ih“hZRe—h——%hRe Z+4Mhz(h2;(—hx—)
Oz 3 o Oz Reh, 2
Ma Bih_y
PrRe| (1+ Bih)®

(2.102)
Evaluando las derivadas en la ecuacion anterior respecto a y y z, y simplificando se obtiene
la siguiente ecuacidn, y ademas integrando respecto a x se obtiene la velocidad radial del

fluido ul:

Pagina 68



2 )(3 Z3 1 2 1 2
u1:—3h25—R)nye(2*3—2h;( +2P Rex hyPoyRe;(hy

1 1 1 2 2
—Re| —hh —Re| —h> |y¥ +| —hh>y*Re+ —h’h 4Rej— ’P,_Re
(30 zzjz (30 )Z 3 2/1/ 12 zzZ 12% 0zz
—P,_Rehy’ +( iReh h:y’ Re3h h_y’ +;POZRehZ;(2}

J— 3 J—
2(De1 DeZ)hZZ(hZZZ—hL)‘Fz(DeI DeZ)(ZthZ h2l )
Reh, 3 eh,
1 Ma ( Bih,x’ , Ma Bi*h}y* |\ 1 Ma | Bih_y’ . Ma [ Bi’hiy®
2PrRe( (1+Bih) ) PrRel (1+Bih)' ) 2PrRe| (1+Bih)’ | PrRe| (1+ Bih)®
(2.103)

Este valor de la velocidad ul, se puede evaluar en x=h, para evaluar la velocidad

superficial:

3 3
_%hzﬂ_g Re }L_l}ﬁ —lPO Reh’h
378 w 6 2 2 ’

30 30 3 2 o

+(DeI—Dez)hzz(ih4)+(Del De,) IOh 2%
Re /i, 3 Reh, 3
1 Ma ( Bih, Ma ( Bi*h;h® |\ 1 Ma | Bihh’ Ma | Bi*h*h?
2 PrRe| (1+ Bik)’ " PrRe (1+Bzh)3 2 PrRe| (1+ Bih)* | PrRe| (1+ Bih)’
(2.104)

El ultimo paso para obtener la ecuacion de evolucion de onda es sustituir los valores de
u;(h), vo(h) y wi(h), en la condiciéon cinematica, la cual se escribe de la siguiente forma,

considerando los escalamientos en y,z y t:

R DO
Py % o (2.105)

Y separando las velocidades en su componente principal y sus perturbaciones, se obtiene

la siguiente ecuacion:
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oh, , Oh, 2 oh > ;. Oh
E——+E —=aUytEU —EW,— —EVy, ——EW ——EV, —

ot ot oz oy oz oy

(2.106)

Al substituir los valores que hemos obtenido de las velocidades y sus perturbaciones, en la

Oh

Oh

ecuacion de condicion cinematica, obtenemos la ecuacion de evolucion de onda no lineal
del flujo descendente de un fluido visco elastico sobre un cilindro vertical isotérmico.
Después de varios pasos de algebra y concentrando algunos términos se obtuvo la
siguiente ecuacion:
h,—2h*h_ + {— 615(}14)2 + 185Re(h(’hz)Z - ;Re ;}(if 6;;)] - ;Re ;;[h3 a@?ﬂ +
£*4/3(De, — De,)(h'h.),
L1 Ma ( Bih, b’ ]+ 1 Ma { Bih }
2 PrRe|( (1+ Bih)* ] 2 PrRe| (1+ Bih)

, Ma [ Bihjx | Ma | Binlh |_.
PrRe( (1+ Bih)' | PrRe| (1+ Bih)’
(2.107)

Si ademas se desarrollan las derivadas en esta ecuacion, y simplificando se obtiene

la siguiente ecuacion con la que realizaremos el analisis lineal en los proximos capitulos.
También se define un ntimero de De=De; - De, que es proporcional a la diferencia de

tiempos de relajamiento, y a la elasticidad del fluido.

—i;ﬁhz + ﬁRehﬁhE ~LRen? 821} _p2 4hOF,
B —2hh +g O 215 3 & D\ xpe)nth.).
L Ren OL _ 2 dh OE,
3 0z* dz Oz
L1 Ma (Bihyyhz }1 Ma { Bih_h* }
2 PrRe| (1+Bih)’ | 2PrRe| (1+ Bih)’

(2.108)

Los productos en esta ecuacion de derivadas dh/dy por dPo/dy, o dh/dz por dPo/dz,

son no lineales, y se pueden eliminar para realizar el andlisis lineal de la ecuacion de

evolucion de onda.
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Por lo tanto la version final de la ecuacion de evolucion de onda que usaremos para realizar

el analisis lineal queda de la siguiente forma:

—ihShZ +§Reh6hzz L Ren 821}
h—2n’h, +e ° 215 3 o +e*(De)h*h. ),
L OB (2.109)
3 oz’
L1 Ma [Bihwhz }1 Ma {Bihzzhz }z
2 PrRe| (1+Bih)’ | 2 PrRe| (1+Bih)’

En los siguientes dos capitulos se usara esta ecuacion para realizar el analisis lineal
del flujo descendente de las capas liquidas de fluidos viscoelasticos sobre una pared
cilindrica vertical. El analisis lineal nos proporciona informacion fundamental sobre el
comportamiento del flujo que nos permitird comprender la influencia de la viscoelasticidad
del flujo y del calentamiento de la capa liquida, en el crecimiento y estabilidad de las ondas.
En el siguiente capitulo, se usara esta ecuacion de evolucion de onda no lineal, para
obtener la razéon de crecimiento temporal lineal de la onda tomando en cuenta
perturbaciones axiales y azimutales. Esta ecuacion se puede linealizar y para ello se escribe

el espesor deformado de la capa liquida como h=Ho*exp(c*t+i(kz+ny)).
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Capitulo 3. Solucion de la ecuacion de evolucion de
onda del flujo descendente de un fluido visco elastico

sobre un cilindro
En este capitulo, se usara la ecuacion (2.109), para obtener el comportamiento de la capa

liquida de un fluido viscoelastico descendiendo sobre un cilindro vertical con calentamiento.
La deduccion se realiza en forma general es decir incluyendo el perfil de temperatura
debido al calentamiento del cilindro. La ecuacion resultante de este andlisis lineal nos dara
la razén de crecimiento de las ondas en la superficie libre, en forma general, es decir sera

Valida para el flujo isotérmico y para el caso no isotérmico.

3.1 Analisis lineal de la ecuacion de evolucion de onda del

problema viscoelastico (caso isotérmico).
Para obtener el comportamiento lineal de la ecuacion de evolucion de la onda

partimos de la ecuacion (2.109). Esta ecuacion se expresa en funcion de h(x,y,z,t), y

también aparece la presion Po, y sus derivadas Po,, y Poyy.

o°P
—325;1%2 +185Reh"hzz —;Relf el
h, —2hh, + & 2 Y v ex(De)n*h,),
1 0P
-—Re—"
sRe 3.1)
L1 Ma Bih,, h* L1 Ma | Bk | _
2 PrRe| (1+ Bih)’ | 2 PrRe| (1+ Bih)’

Obteniendo las derivadas dentro de los paréntesis donde contiene las variables Po,, y Poyy,
y despreciando los productos no lineales de derivadas respecto al tiempo y espacio.
Ademés se substituye el espesor de la capa liquida h, por su equivalente h=(1+H), para

linearizar la ecuacidn, se obtiene la siguiente ecuacion:
2 8 1
-—(+3H)H, + ERe(l +6H)H_ — gRe(l +3H)P,,

H —20+2H)H. +¢ ° n
- gRe(l +3H)P,, +(De)(1+4H)H .

(3.2)

L1 Ma BiH ,(1+2H) L1 Ma BiH _(1+2H) o
2PrRe( (1+Bi) 2PrRe| (1+Bi)’

Pagina 72



Las derivadas de Po respecto a y y z, es decir Pyyy, y Py, se obtienen a partir de la

ecuacion de balance de esfuerzos normales, ecuacion (2.44 c). Realizando un poco de

algebra se obtiene

Wwel 1 2 |

po N{th Iy e+ 0 ) (3.3)
Wel 1 2 |

p()zz = ]Vg,|:é‘2 hzz - hzzyy - hzzzz + g(h;z + hyhyzz) (3.4)

Introduciendo los valores de las derivadas de la presion Poy, Po, y de Poyy y Po,, en la
ecuacion de evolucion de onda, ecuacion (3.2), se obtiene la siguiente ecuacion de Benney
para el flujo descendente de un cilindro en términos de la variable h y sus derivadas:

H,-2H_ +¢ —iHZ +§ReHZZ
30 15

1 L (H, +H,
_gRe We & WT_HZZZZ _2Hyyzz _HZZZZ
BiH | Ma | BiH
+e(DeH, +51 M B P P (3.5)
2 PrRe| (1+ Bi) 2 PrRe| (1+ Bi) '

3.1.1 Analisis Lineal de 1a Ecuacion de evolucion de la onda

Para realizar el analisis lineal, antes separamos la altura de la capa h en h=(1+H), donde h
es la altura adimensional de la capa liquida, y H es la variacion respecto al estado
estacionario de la capa también adimensional. Visualizando H como una onda senoidal

moviéndose en el espacio, y que varia con el tiempo:

Usando el término de H en términos de la funcion exponencial, se obtiene la siguiente
ecuacion algebraica, con una componente real y una imaginaria.  El termino
H=exp (ottj(kz+ny)) se elimina de la ecuacion ya que aparece multiplicando todos los
términos. En esta Ultima ecuacién también se hizo uso de la variable S, que viene del

ntimero de Weber= We= S/Re’.
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o—2H kj+¢ (— ijk —~ 8Rek2j
38 5

1
2 2.2 4
LS, Lz —kz—n—2 +k4+2k’Z +n—4
3Re | & S ) )
1 Ma Bi n’
—(De)k? + ¢ — Ny |
(De) 2PrRe((l+Bi)2j( ZJ (3.7)

Esta ecuacion tiene una parte real y una imaginaria. Usando solo la parte real de la ecuacion
se obtiene o, que es la razon de crecimiento que es una medida del crecimiento de las ondas

en el tiempo:

. 2

+e(De)k” + gl Ma bi .
2 PrRe| (1+ Bi)’
(3.8)

La ecuacion que obtuvimos (3.8) es valida para el fluyjo de una capa de fluido
viscoelastico que desciende por un cilindro para el caso isotérmico y no isotérmico. Para el
caso isotérmico simplemente se elimina el Gltimo término de la ecuacion. Para el caso no
isotérmico se usa la ecuacion completa.

A partir de esta ecuacion podemos obtener graficas del comportamiento de la razon
de crecimiento con el nimero de onda en la direccion axial, y con dependencia del nimero
de onda azimutal n. También se pueden explorar las diferentes condiciones dependiendo
del nimero de Reynolds (Re), de la variable S de tension superficial, del valor del nimero
de Deborah (De), que es proporcional a la elasticidad del fluido, y del nimero de
Marangoni (Ma), entre el producto de Reynolds por Prandtl (Pr), o también denominado

numero de Pecket, y para diferentes valores del radio del cilindro escalado d=¢f3.
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3.2 Razon de crecimiento de las perturbaciones, al variar De

En esta seccion haremos el andlisis lineal de la ecuacion 3.5. Partimos de la ecuacion 3.8
que describe la razén de crecimiento de la capa en funcion del numero de onda k, y los
parametros adimensionales. Al tratarse del caso isotérmico, se elimina el Gltimo término de
la ecuacion 3.8 que depende del nimero de Ma y del numero de Bi.

El primer caso que abordamos es fijando un numero de Reynolds =1, y el nimero
capilar S=15, por tanto We=15/(1)>=15. Ademés calculamos la estabilidad solo para el
caso axial. La variable que cambiamos en cada una de las curvas de la grafica 3.1 es el
nimero de Deborah, que es proporcional a la elasticidad del fluido. La gréafica del
comportamiento de la razén de crecimiento, cuando se mantiene constante el nimero de
Reynolds, y el namero de Weber =S/Re’, y se varia el niimero de Deborah para el modo
axial principal, se muestra en la figura 3.1 En esta grafica solo se presenta el modo axial,
para cada nimero de Deborah. La razon de crecimiento se grafica hasta un valor de k=0.55,

ya que es el valor limite para que la aproximacion de longitud de onda larga sea valido.

0.10 -
"
r/'
008 -
_/
‘/
’/
‘/
0.06 7 o
4 e De=1.0
sigmaDe P /// ----- De=2.0
e | w ~ — — De=3.0
' s —-— De=4.0
r/ /
BT s mmsamed
4/ //
”
002 P
L
o
ol T
S
i P
0 T T T T T
0 0.1 02 03 04 05

Figura 3.1 Razon de crecimiento vs Numero de onda, para el modo axial, conforme se

incrementa el numero de Deborah (S=15, Re=1)

Como se puede observar en la grafica 3.1, fijando Re y el numero de tension
superficial S, al aumentar la elasticidad del fluido cuando varia el nimero de De, aumenta

la razén de crecimiento, y por tanto el flujo se hace mas inestable.
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También se puede observar que al aumentar la elasticidad, aumenta el rango de
valores donde la razén de crecimiento es mayor que cero, es decir se expande el rango de
valores de k, para los cuales el flujo es inestable. También el valor del nimero de onda
critico k., es mayor cuando aumenta el nimero de De. Es importante notar que el analisis
es adecuado para longitud de onda larga, en nuestro caso, las graficas son validas para k<
0.5. En las grafica 3.1, las curvas con Deborah mayor a 1, los resultados son validos solo
hasta k<0.5.

. Cuando se reduce la tension superficial y por tanto el nuimero de Weber, la tension
en la superficie de la capa es menor, y tiene menos control sobre el fluido dentro de la capa
liquida y por tanto aumenta la inestabilidad. En la siguiente grafica (3.2) se muestra la
razén de crecimiento para diferentes valores de De cuando Re=1, S=10 y por tanto We=10.

0.15 4

0.10

sigmaDe

0.05

0 R NS [N S| (N RN PRENS SR FC R IR (A

0 0.1 02 03 04 0.5 06 0.7 02

Figura 3.2 Razon de crecimiento vs numero de onda, cuando se varia el numero de
Deborah (elasticidad), (S=10, Re=1)

Como se puede ver en la gréfica, la razon de crecimiento aumenta cuando se
incrementa la elasticidad del fluido al incrementar el nimero de Deborah.  Pero la
magnitud de la inestabilidad es ain mayor cuando se reduce la tension superficial.

Esto se puede apreciar en la ecuacion 3.8, ya que los términos negativos que
dependen de Weber o de S, se reducen y por tanto disminuye el efecto estabilizador de la

tension superficial.
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En la siguiente seccidn, se analizard el efecto que tiene la elasticidad del fluido, al
promover la aparicion de modos azimutales, cuando se aumenta la elasticidad del fluido, y
por tanto el flujo se vuelve mas complejo, pues al modo axial se agregan modos azimutales.
Pero también haremos una discusion de la ecuacidn, en la que determinaremos un radio
critico, para la aparicion de los modos azimutales, ya que si el radio es menor a cierto valor,

solo aparece el modo axial, y por tanto los modos azimutales se suprimen.

3.3 Deduccion del radio critico para la aparicion de modos

azimutales, a partir de la funcion de razon de crecimiento
A continuacién mostraremos el efecto de la elasticidad del fluido, en la aparicion y

magnitud de los modos azimutales. = Como hemos visto la elasticidad incrementa la
inestabilidad del modo axial o principal, pero también influye en los modos azimutales.
Schlang y Sivashinsky (1982) encontraron en su estudio, que existe un radio critico dcr, el
cual determina la aparicioén de los modos azimutales. Cuando el radio del cilindro del flujo
de la capa liquida es menor a dcr, solo aparece el modo axial en el flujo, y se suprimen los
modos azimutales. Para radios mayores al radio critico, el flujo se modifica y aparecen
modos azimutales junto con el modo axial, sin embargo es necesario un nimero de
Reynolds mayor para desestabilizar el flujo.

En este trabajo usaremos un razonamiento similar al de Shlang y Sivashinsky, para
determinar este radio critico a partir del cual aparecen los modos azimutales. Para obtener
este radio critico, primero se iguala la razon de crecimiento a cero para llegar a la condicion

de criticalidad que es clave para determinar si las perturbaciones son estables o inestables.

2 2 2 4
(k4)— 12+8Re +3ReDe_2n2 2 nf4 n74
o- 5 S S o o" 0

(3.9)

A partir de esta ecuacion podemos obtener el valor de g=k?, al resolver la ecuacién
cuadratica para q2=k4. De la solucién se obtiene valor critico k., que determina cudndo la
razén de crecimiento es igual a cero. Esto sucede cuando k=0 o en los puntos de
interseccion de la razon de crecimiento con el eje k, como se ve en la grafica 3.1. Esta

ecuacion se pudo resolver con la formula de una ecuacion de segundo grado y k., satisface:
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Si graficamos k. contra el nimero de Reynolds, de Deborah y de S, se obtienen

1/2

(3.10)

curvas de criticalidad, que definen cuando el flujo puede pasar de estable a inestable.

Antes de abordar el tema de las curvas de criticalidad, con esta ecuacion se puede
obtener el radio critico para la aparicion de modos azimutales, y con este radio critico
podemos analizar como se comportan los modos azimutales en un flujo de material
viscoelastico descendiendo sobre un cilindro. Cuando la cantidad dentro del radical es
igual 0 mayor que cero, se garantiza que el valor de k* sera un niimero real y no serd un
nimero complejo o imaginario. Por tanto igualando el radicando a cero, se obtiene el radio

critico en distintas condiciones (Re, De, S):

>S5 (2112 —1+2n\/n2 —1) G.11)

5cril = Con s~
8Re+15De

A partir de la ecuacion 3.11 se puede demostrar que el flujo solo estard compuesto por el
modo axial y no tendrd modos azimutales, si el radio del cilindro cumple con la siguiente
condicion:
o< B (3.12)
8Re+15De

El flujo tendrd modos azimutales solo si el radio es mayor que este radio critico y s6lo sera
axial si es menor a este radio critico.

Si aumenta el nimero de Reynolds, serd necesario un radio critico menor para que
aparezcan los acimutales. Si disminuye, el radio critico necesario serd mayor.

En nuestro caso también depende de la elasticidad del fluido. El radio critico

disminuye atin mas si aumenta la elasticidad del fluido, es decir si aumenta el nimero de
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Deborah. Por lo tanto, para un radio dado del cilindro, es necesario un numero de
Reynolds menor, para que se desestabilice el flujo y aparezcan los modos azimutales.

Para mostrar este efecto, se muestran las siguientes graficas, en las que se fijo el
numero capilar S=15, el radio delta=20, Re=1.0. En el primer flujo de la grafica 3.3, se
muestra la razon de crecimiento, incluyendo los modos azimutales para el caso newtoniano,
es decir con Deborah =0. En este caso, se muestra el modo axial, con n=0, y se presentan
tres modos azimutales, n=1,2,3. Ademas la amplitud de la razén de crecimiento es menor

que en el caso viscoelastico, ya que la elasticidad incrementa la inestabilidad del flujo.

0.0020 5
0.0015 H
] | n=0
sigmale 000104 G b n=1
1 — — n=2
. =ein=3
0.0005 —
0 T T T
i 04 05

Figura 3.3 Razdén de crecimiento vs numero de onda (k), del modo axial y modos
azimutales ( S=10, Re=1, De=0).

En la grafica 3.4 se muestra el flujo con las mismas variables (Re=1.0, S=15, y delta
=20), pero en este caso con elasticidad, con numero de Deborah =1.0

Como se ve en esta figura, la magnitud de la razon de crecimiento se incrementa, es
decir aumenta el grado de inestabilidad. Ademas para el mismo radio y condiciones, se

presentan mas modos azimutales, los cuales se mezclan con el flujo principal.
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Figura 3.4 Razon de crecimiento vs nimero de onda (k), del modo axial y modos

azimutales ( S=10, Re=1, De=1).

En esta grafica se observa que la razén de crecimiento de los azimutales crece, al aumentar
la elasticidad del fluido. Ademads el modo n = 1 tiene una magnitud cercana a la del axial,
aunque nunca es mayor. Entonces es de esperar que los dos modos interactiien en el caso
no lineal.

El efecto de aumentar la elasticidad del fluido al incrementar el nimero de Deborah,
se puede notar en la figura 3.5. En ella se muestra la razén de crecimiento de los modos
azimutales para un flujo con De =2.0, y con las mismas condiciones de los demas
parametros que en los dos casos anteriores. En este caso también se incrementa el numero
de modos azimutales, y también se incrementa la magnitud de la razén de crecimiento para

el modo axial, y los modos azimutales.
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Figura 3.5 Razoén de crecimiento vs nimero de onda (k), del modo axial y modos

azimutales ( S=10, Re=1, De=2).

En este caso aparecen 7 modos azimutales, en la grafica de razon de crecimiento, aunque el
ultimo solo abarca el rango de k (0.3 a 0.4). También se observa que el modon =1y el
modo axial, crecen de forma muy parecida aunque el modo axial siempre es mayor en

magnitud que el modo con n=I.

3.4 Curvas de estabilidad neutral, Reynolds vs Kk, para
diferentes valores de De

Después de haber obtenido el radio critico, a partir del cual aparecen los modos azimutales,
estimulados por la elasticidad del fluido, se puede obtener el nimero de onda critico, en
funcion del numero de Reynolds, fijando valores del nimero de Deborah y de S. Estas
curvas se denominan curvas de criticalidad. Con ellas se pueden observar las regiones que
delimitan la zona de inestabilidad de la de estabilidad. Para obtener estas regiones usamos
la ecuacion 3.10, que es la solucion de la variable k que da como resultado una razon de

crecimiento igual a cero:
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k*=1/2 %+§Re +3ReDe+2n—2 +
o° 5 8 S o)
1/2
| 8Re’ 3ReDe _n) n* n' (3.10)
o- 5 S S o o O

En la gréafica 3.6 se muestra la curva de k¢ vs nimero de Reynolds, cuando S=15, =20, y
para De=0, es decir para el flujo newtoniano. En esta figura se grafico k. para el modo
principal y 3 modos azimutales, Para Re=0, solo aparece el modo axial. Los modos
azimutales van apareciendo conforme aumenta el nimero de Re, por ejemplo el primero
modo n=1 aparece hasta que Re>0.09. Conforme se incrementa el nuimero de Reynolds
aparecen mas modos azimutales, para R~0.29 aparece el modo m=2, y para R~0.46 aparece
el modo m=3. Esto esta de acuerdo con la conclusion que para cierto radio aparecen los

modos azimutales hasta que Re toma cierto valor critico.

ketit
Zona de flujo 7%
05 | Estable o
: !
;
:
;
:
j
ker Zonade flujo | | .. 2:?
Inestable — — =2
S
D . > I . I . | % I > |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Reyl

Figura 3.6 Curva de criticalidad, kcr vs Numero de Re. (S=15, De=0, 6=20)

Ahora veremos las curvas de k., cuando la elasticidad del fluido aumenta y De=1.0,

En la grafica 3.7 se muestra el comportamiento de k¢, vs Reynolds para los mismos valores
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de S=15, delta=20, pero para Deborah=1.0, es decir con un fluido con visco elasticidad. En

la figura también se grafico para el modo axial y para tres modos azimutales:

Zona de flujo ; fkcrit
Estable -
0.5 4 / o
SV
2 // )
04 - / !
; /
A1
03 . |
o K‘X Zona de flujo I
N U T N EE n=1
1 i Inestable ey
02 [ — =
0.1
0 : T T T T T T T T T 1
0 02 0.4 06 08 1
Reyl

Figura 3.7 Curva de criticalidad, kcr vs Numero de Re. (S=15, De=1.0, 6=20)

Al aumentar la elasticidad del fluido, aumenta la inestabilidad del flujo y por tanto
es necesario un numero de Re menor para que aparezca cada modo acimutal. Cuando se
incrementa la elasticidad del fluido, las curvas de k. vs Re se desplazan hacia la izquierda,
es decir es necesario un Re menor, para que aparezcan los modos azimutales (n=1,2,3...) y
ademas estos modos tienen una mayor razon de crecimiento en el flujo completo, como se
vio en la seccion 3.3.

Para apreciar con mayor claridad como se desplazan a la izquierda estas curvas de
ker, en la figura 3.8 se muestran las graficas de k. vs Re, para S=15, 6=20, y para los
siguientes valores De=(0,0.5, 1.0, 2.0,) donde solo se muestran los modos axiales de cada
caso. Pero un comportamiento parecido se presenta para cada uno los modos azimutales.
Como se puede observar el valor de ker=0.1, cuando Re=0, es el mismo para todas las

curvas.
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Figura 3.8 Curva de criticalidad, kcr vs Numero de Re para el modo axial principal, para 4

valores de De (0,0.5, 1.0, 2.0)

Con estas graficas de curvas de criticalidad, concluye el andlisis lineal de la
estabilidad del flujo de una capa liquida sobre una pared cilindrica, para el caso isotérmico.
En el siguiente capitulo realizaré el andlisis lineal de los resultados cuando se asigna una
temperatura mayor al ambiente a la pared cilindrica, y por este efecto se calienta el fluido
de la capa liquida y por consecuencia la temperatura en la superficie libre es variable.
Debido a la variacion de temperatura en la superficie se presentan esfuerzos de tension
superficial en las direcciones tangenciales. Con la ecuacion 2.8 que deducimos, de la
solucién de la ecuacion de evolucion de onda cuando varia la temperatura, realizaremos el
analisis lineal para revisar el efecto en la razon de crecimiento, y en la aparicién de los

modos azimutales, de forma parecida a lo que hemos analizado en este capitulo.
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Capitulo 4. Analisis lineal de la ecuacion de evolucion de
la onda de un fluido viscoelastico descendiendo sobre una
pared cilindrica caliente (caso no isotérmico)

En este capitulo, se analizara la estabilidad lineal del flujo de una capa liquida de
fluido viscoelastico sobre una pared cilindrica con calentamiento. Para realizar el analisis
lineal, partimos de la ecuacion de razon de crecimiento 3.8 que obtuvimos en el capitulo 3,
que incluya los términos debido a la temperatura y que dependen del nimero de Ma, Bi y
Pr. Estos términos se deben al cambio de temperatura en la superficie de la capa liquida
que produce un cambio en el balance de esfuerzos tangenciales.

Al introducir calentamiento en el cilindro y producir un perfil de temperatura, se
producen cambios en los esfuerzos tangenciales en la superficie del cilindro que conduce a
efectos termocapilares que causan una mayor inestabilidad. Dichos esfuerzos de tension
superficial se reflejan en la ecuaciéon de momento y producen una mayor inestabilidad, que

ademas modifica el comportamiento de los modos azimutales como se vera en el analisis.

2 2.2 4
oc=¢ ERe/’c2+li%k2+n—2 LS k4+2k’Z +n—4
15 3Rel| o o 3 Re o o

. 2
re(Dek? +e L M| B e+ @1
2 PrRe| (1+ Bi) 5

Revisando la ecuacion 4.1, los términos que estan multiplicados por Re y De (lery
4to término) causan mayor inestabilidad. El segundo término que esta multiplicado por
S/3Re, también causa inestabilidad y depende de los valores del numero de onda k, n y
delta, su efecto en el flujo total. EL tercer término que esta multiplicado S/3Re, por los
términos de k*, kn’ y n*, tienen signo negativo, y por tanto son términos que producen un
control en la capa liquida y disminuyen la inestabilidad. Este término es proporcional al
numero de tension superficial S, y por tanto con mayor tension superficial se tendra mayor
control de la superficie libre y mejor estabilidad de la capa y una menor razén de

crecimiento. También depende de los valores que tomen k, n y delta.
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El ultimo termino en la ecuacion 4.3, depende del cociente Ma entre Pr*Re. En nuestro
analisis decidimos agrupar el nimero de Marangoni con Prandtl como Ma'=Ma/Pr. Este
término que depende de los valores de k* y de n?/8” causa una mayor inestabilidad en el
flujo. A diferencia de los términos que dependen de la tension superficial tienen signo
positivo y se reflejan en una mayor inestabilidad. Como se vera en las graficas de la razon
de crecimiento, al tener un término que depende de n*/8> , este término aumenta el valor
de la razon de crecimiento para los modos azimutales para valores pequefios del numero de
onda k. Por tanto en zonas de niumero de onda pequefio, o longitud de onda larga, los
modos azimutales pueden tener una razoén de crecimiento mayor que el modo axial. Mas

adelante se hara un anélisis mas detallado.

4.1 QGraficas de estabilidad neutral o de Numero de onda

critico K. vs Re

Antes de comenzar a graficar las razones de crecimiento en funcion del nimero de
onda, para diferentes valores de los nimeros adimensionales S, Re y De, y para diferentes
numeros de Ma, primero se obtendra el numero de onda critico que separa las zonas de
crecimiento y decrecimiento de la inestabilidad, es decir las curvas de ker vs Re.

De la misma forma que en el capitulo 3 se obtuvo un nimero de onda critico k, primero se

iguala a cero la razén de crecimiento (ec. 4.1) y se obtiene la solucion:

, 1|1 8Re* 3ReDe .n* 3Ma  Bi
ko=~ 5+ + -2+ =
218 58S S 5> 2 PrS (1+Bi)
- . 2—1/2
1 8Re’ 3ReDe _.n° 3Ma  Bi
5t + -2 5+ 5
5 5 S S 5> 2 PrS (1+ Bi)

n* n' 3 Ma" Bi  m’
s ol R 2 2
o 0 2§ (I+Bi)" o

4.1.1 Curvas de estabilidad neutral, caso 0=10

(4.2)

\S)

Un objetivo es comprender como influye el cambio en el nimero de Ma en la

estabilidad del flujo.
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Con la ecuacidn 4.4 se puede graficar el valor de k¢, en funciéon de Re. Asignando valores
constantes de S, De y o, y graficando en funcién de Re, para diferentes niimeros de

Marangoni es decir para diferentes grados de calentamiento del cilindro.

Graficas para Ma=0 (caso 1sotérmico)

En la grafica 4.1 se muestra las curvas de estabilidad neutral con k. vs Re, para los
valores S=1, 6=10, y De=0.1 y para un Ma=0, es decir cuando el problema es isotérmico.

En dicha figura se muestran las curvas de estabilidad neutral, para el modo axial, y
3 modos azimutales (n=1,2,3). Como se puede observar las curvas son similares a las

obtenidas en el capitulo 3, para el caso isotérmico.
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Figura 4.1 Curvas de estabilidad neutral para Ma=0, Grdfica de numero de onda critico
kcr vs Re, para los siguientes parametros (S=1, 6=10, De=0.1)

Un caso similar con los mismos parametros (S=1, 6=10), pero con Deborah =0.01
(muy poca elasticidad en el fluido) se muestra en la figura 4.2.

Como se puede observar al comparar las dos graficas 4.1 y 4.2, las curvas de
estabilidad neutral se desplazan hacia la derecha, cuando disminuye el nimero de Deborah,
y el valor de kcr para un cierto nimero de Reynolds aumenta cuando se incrementa el
nimero de Deborah. Cuando la elasticidad es mayor y el nimero de De aumenta, los
azimutales aparecen antes con un numero de Reynolds menor, pues la elasticidad aumenta

la inestabilidad.
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Figura 4.2 Curvas de estabilidad neutral para Ma=0, Grdfica de numero de onda critico

kcr vs Reynolds, para los siguientes parametros (S=1, 6=10, De=0.01)

Graficas para Marangoni=1 (Caso no Isotérmico)

Cuando se aumenta el nimero de Marangoni, el cambio de temperatura en el perfil
de la superficie de la capa liquida, provoca un cambio en el balance de los esfuerzos
tangenciales. Este cambio en los esfuerzos tangenciales conocido como fenémeno capilar,
provoca un aumento en la inestabilidad del flujo como se puede apreciar en la ecuacion 4.1
tanto en los modos axiales, como en los azimutales.

Debido a que se introdujo una fuente de calor en el cilindro interior, el resultado es
que aumenta la inestabilidad en el flujo de la capa liquida. Por esta razon el valor de ker
aumenta para un mismo numero de Reynolds y es necesario un Reynolds menor para
desestabilizar el flujo. En la figura .4.2 se muestra la grafica de k., para un namero de

Ma=1.0, con los mismos valores de S=1, 6=10, y De=0.1
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Figura 4.3  Curvas de estabilidad neutral para Ma=1, para los siguientes parametros
(S=1, 6=10, De=0.1)

Comparando las figura 4.1 con la figura 4.3, se observa que para el caso con Ma=0,
figura 4.1, cuando Re=0 solo aparece el modo axial principal, y los modos azimutales se
van presentando conforme aumenta el nimero de Reynolds. Ademads hay ciertos valores de
Re para los cuales solo aparece el modo axial, o el primer modo azimutal n=1. En cambio
cuando el numero de Ma=1.0 (figura 4.3), los modos azimutales (n=1,2 y 3) aparecen para
cualquier valor de Reynolds incluso cuando Re=0, aparecen los modos azimutales, y el
valor de k. es mayor para el modo axial y los otros modos azimutales, ya que se
incrementa la inestabilidad del flujo debido a la elasticidad que se introduce en el fluido.

A continuacion también presentamos las graficas de estabilidad neutral cuando
Ma=1, pero cuando el fluido tiene muy poca elasticidad, es decir cuando De=0.01. En la
figura 4.4 se muestra la grafica de kecr vs Reynolds, con las regiones estables y inestables,
cuando Ma=1, De=0.01 y los demas parametros se fijan igual (S=1, 6=10).

Se puede observar comparando las figuras 4.3 y 4.4, que las graficas con mayor
elasticidad (4.3) presentan un numero de onda critico mayor para cada numero de Re,

excepto para Re=0, donde los kcr son iguales. Al fijar el nimero de Re=0.2, el valor de
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ker es mayor (kcr=0.51) cuando el nimero de De=0.1 que el valor de (kcr=0.45), cuando
De=0.01 Esto se debe a que con mayor elasticidad en el fluido, el flujo de la capa liquida
es mas inestable y este efecto se suma al efecto de la temperatura por el fendémeno

termocapilar, como se puede apreciar en la ecuacion 4.3.

Kecr, De=0.01,Ma=1
& e

0.1 +
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€
Figura 4.4 Curvas de estabilidad neutral para Ma=1, para los siguientes pardametros
(S=1, 6=10, De=0.01)

Graficas con Ma=2, (Caso No [sotérmico)

En la figura 4.5 se muestra las graficas de estabilidad neutral para el caso en que
Ma=2, usando los mismos valores para las demas variables S=1, delta=10, y De=0.1 En
este caso se aplica un mayor calentamiento, y por esta razon el efecto observado cuando
Ma=1.0 se acentia y se hace mas relevante. En la seleccion de los pardmetros
adimensionales, se tuvo cuidado en seleccionar valores para que el valor de kcr no fuera
mayor a 0.6 como caso extremo. Ya que con valores mayor de k=0.6, ya no se conserva la

aproximacion de longitud de onda larga, o de namero de onda pequetio.
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Figura 4.5 Curvas de estabilidad neutral para Ma=2, para los siguientes parametros
(S=1, 6=10, De=0.1)

Como se puede observar el valor de kcr para diferentes valores de Reynolds se
incrementa comparado con las graficas de 4.3. Por ejemplo cuando Re=0, y Ma=2.0, el
valor de kcr para el modo axial es de ker=0.51, mientras que para Ma=1.0, el valor de
ker=0.37.. El resultado es que la grafica de estabilidad neutral se desplaza hacia arriba en
el eje de k, comparado con la grafica con Ma=1., Esto es debido a que el nimero de Ma
hace que se incremente el quinto término en la ecuacion 4.1. Esto aumenta su inestabilidad
y el valor de kcr es mayor en una grafica de razon de crecimiento vs numero de onda.

De la misma forma que en los casos anteriores, mostramos los resultados de la curva
de estabilidad neutral con una elasticidad menor, con De=0.01. En la figura 4.6 se muestra
la grafica de ker vs Reynolds, para De=0.01, y los mismos parametros que en las graficas
de esta seccion (S=1, 6=10). De la misma forma que los casos anteriores, al reducir la
elasticidad del fluido, con De=0.01, los valores de kcr vs Re, disminuyen pues la

reduccion de la elasticidad del fluido hace menos inestable el flujo de la capa liquida.
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Figura 4.6  Curvas de estabilidad neutral para Ma=2, para los siguientes parametros

(S=1, 5=10, De=0.01)

A manera de resumen, y para poder visualizar los cambios en la curva de kcr vs
nimero de Reynolds, en la figura 4.7 se muestran las graficas anteriores de estabilidad
neutral, para los tres valores de Ma usados (Ma=0,1.0,2.0) y para De=0.1.

En las graficas no se agregd leyenda para cada valor del modo n para cada curva, para no
hacer la grafica mas complicada de leer. Solo se grafica con un tipo de linea diferente para
cada nimero de Ma. La curva de cada modo axial se presenta mas arriba en el eje de k, y
las curvas siguientes para cada modo azimutal aparecen una debajo de otra sucesivamente

(n=1, 2, 3)
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Figura 4.7 Grdficas de numero de onda critico kcr vs numero de Reynolds para (S=I,

0=10y De=0.1) y para diferentes numeros de Ma (0,1,2)

4.2 Qraficas de razon de crecimiento vs numero de onda k

Después de estudiar las curvas de criticalidad, a continuacién analizaremos el
comportamiento de las curvas de razon de crecimiento vs el numero de onda, para

diferentes valores de los parametros adimensionales (S, delta, Deborah, y Reynolds)
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4.2.1 Razdn de crecimiento para radio adimensional 6=10

Graficas de Razon de crecimiento para Ma=0. (Caso Isotérmico)

El primer caso que analizamos es para S=1, delta=10, y De=0.2 y para un valor de
Ma=0, es decir caso isotérmico sin calentamiento. En la figura 4.8 se muestran las curvas
de 