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Índice

Agradecimientos iii

Introducción 1
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ii Índice



Agradecimientos

Quiero agradecer, y dedicar, este trabajo a mis padres, que siempre han sido
una gran motivación para mi, y me han dado fuerzas para seguir adelante.
Agradezco a mis hermanos que también han sido parte importante en esta etapa
de mi formación profesional.

Agradezco a los profesores que tuve durante la maestŕıa por la experiencia
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Jiménez por haberme guiado académicamente durante esta etapa, y por su
apoyo y consejos que me han motivado a seguir siempre adelante.

iii
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Introducción

Las sucesiones espectrales, inventadas en los 40’s independientemente por J.
Leray y R. C. Lyndon, han sido una herramienta para hallar o aproximar los
grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa. Un ejemplo importante es la sucesión
espectral de Hochschild-Serre, la cual da aproximaciones sucesivas a los grupos
de homoloǵıa y cohomoloǵıa de una extensión de grupos, es decir, dada una
sucesión exacta de grupos 1→ H → G→ Q→ 1, calcula los grupos H∗(G,M)
y H∗(G,M) en términos de la homoloǵıa y cohomoloǵıa de H y Q. Aunque en
teoŕıa la idea es simple, en la práctica no siempre es una tarea fácil, incluso a
veces sólo podemos obtener una aproximación de la homoloǵıa que buscamos.

La idea central de este trabajo es llevar a algunas extensiones comunes la
aplicación de esta sucesión espectral para hallar grupos de homoloǵıa. Veremos
cuán útil es, pero también las dificultades que presenta. Entre estas dificul-
tades se encuentra el hecho de que para el uso del Teorema de Hochschild-Serre
es necesaria una resolución de Z sobre ZG para hallar la acción de Q sobre
H∗(H,M). Tal resolución no siempre es fácil de econtrar pero veremos que es
posible usar en su lugar sólo resoluciones sobre ZH y ZQ.

Para esto, en el Caṕıtulo 3 daremos la definición de la sucesión espectral de
Hochschild-Serre, y haremos los cálculos para obtener las homoloǵıas de grupos
como Z × Zn, Z o Zn y el grupo dihedrico. En los caṕıtulos 1 y 2, daremos
definiciones y propiedades básicas de los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa y
de las sucesiones espectrales respectivamente.
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Caṕıtulo 1

Homoloǵıa y cohomoloǵıa
de grupos

1.1 Coinvariantes

Empecemos por dar la definición del grupo de coinvariantes y algunas de sus
propiedades ([1]).

Definición 1.1.1. SeaG un grupo yM unG-módulo. El grupo de coinvariantes
de M , denotado por MG, es el cociente de M con su subgrupo generado por los
elementos de la forma gm −m, con g ∈ G y m ∈ M . Por lo tanto, MG puede
verse como el cociente más grande en el que G actúa trivialmente (mientras que
MG es el submódulo más grande donde G actúa trivialmente).

Teorema 1.1.2. Existe un isomorfismo MG
∼= Z ⊗ZG M , con Z considerado

como G-módulo derecho con acción trivial.

Demostración. Sean m ∈M y g ∈ G. Consideremos 1⊗ (gm−m) ∈ Z⊗ZGM .
Entonces 1 ⊗ (gm − m) = 1 ⊗ gm − 1 ⊗ m = 1g ⊗ m − 1 ⊗ m = 0 pues
la acción sobre Z es trivial. Tenemos aśı un homomorfismo de grupos bien
definido MG → Z⊗ZGM dado por m 7→ 1⊗m. Usando la propiedad universal
del producto tensorial tenemos otro homomorfismo Z ⊗ZGM → MG dado por
1⊗m 7→ m

Definición 1.1.3. Definimos el ideal aumentación I de ZG como I = ker ε,
donde ε : ZG→ Z, con ε(g) = 1. Notemos que como {1}∪ {g− 1|g ∈ G} es una
base de ZG como Z-módulo libre, I es un Z-módulo libre con base {g−1|g ∈ G}
y ZG/I = Z. Además, dado M un G-módulo, los coinvariantes se pueden ver
como MG = M/IM .

Lema 1.1.4. Si M es un G-módulo y H C G, entonces G induce una acción
de G/H sobre MH y además (MH)G/H ∼= MG

Demostración. Consideremos la acción

G×MH −→ MH

(g,m) 7→ gm.

3



4 Caṕıtulo 1. Homoloǵıa y cohomoloǵıa de grupos

Para ver que esta acción está bien definida observemos que si m = hn− n para
algún n ∈ M , h ∈ H, entonces gm = ghn − gn. Como H C G, ∃h′ ∈ H
tal que gh = h′g, luego gm = h′(gn) − (gn), es decir, gm = 0 ∈ MH , por
lo tanto la acción está bien definida. Como H actúa trivialmente sobre MH ,
tenemos entonces una acción inducida de G/H sobre MH . Esto prueba la
primera afirmación. Sea ϕ : MH → MG el homomorfismo de grupos tal que
ϕ(m) = m, el cual está bien definido. Verifiquemos que

ker ϕ = {gm−m|g ∈ G, m ∈M}.

Si m ∈ ker ϕ entonces m =
∑
α∈A gαmα−mα, con A un conjunto finito, gα ∈ G

y mα ∈ M . Pero gmα = gmα y se tiene entonces que m =
∑
gαmα −mα =∑

gαmα −mα ∈ {gm −m|g ∈ G, m ∈ M}. Esto prueba que ker ϕ ⊆ {gm −
m|g ∈ G, m ∈ M}. La otra inclusión es clara y tenemos entonces la igualdad.
Por el primer Teorema de isomorfismo de grupos tenemos entonces que

(MH)G/H ∼= MG.

Lema 1.1.5. Sean M , G y H como en el lema anterior. Existe un isomor-
fismo de G/H-módulos MH

∼= Z[G/H] ⊗ZG M , donde la acción de Z[G/H]
sobre Z[G/H]⊗ZGM está inducida por la traslación izquierda de Z[G/H] sobre
Z[G/H].

Demostración. Consideremos el homomorfismo de grupos

ϕ : MH → Z[G/H]⊗ZGM

dado por ϕ(m) = 1 ⊗m. Puesto que la acción de H sobre Z[G/H] es trivial,
ϕ(hm−m) = 1⊗(hm−m) = 1h⊗m−1⊗m = 0 y entonces ϕ está bien definido.
Además, como gϕ(m) = g(1 ⊗m) = g ⊗m = 1 ⊗ gm = ϕ(gm), se sigue que
ϕ es Z[G/H] invariante, por lo tanto es un homomorfismo de Z[G/H]-módulos.
Se prueba de forma análoga que el homomorfismo

ψ : Z[G/H]⊗ZGM →MH

dado por ψ(1 ⊗m) = m es homomorfismo de Z[G/H]-módulos y es el inverso
de ψ.

Consideremos dos R-módulos M y N con R un anillo arbitrario. Para que el
producto M ⊗RN esté bien definido necesitamos que M sea un módulo derecho
y N un módulo izquierdo. Pero cuando el anillo R es un anillo de grupo, es decir,
R = ZG para algún grupo G, podemos quitar esta restricción de la siguiente
manera. Supongamos que M y N son ambos ZG-módulos izquierdos. Podemos
darle a M estructura de ZG-módulo derecho mediante la siguiente acción:

M ×G −→ M
(m, g) 7→ g−1m.

.

Entonces tenemos definido el producto M ⊗ZG N de G-módulos izquierdos, el
cual denotaremos por M⊗GN . Notemos que en tal caso, M⊗GN se obtiene de
M ⊗N introduciendo las relaciones g−1m⊗ n = m⊗ gn con n ∈ N y m ∈M .
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Como g ∈ G determina un automorfismo en M , sin pérdida de generalidad
podemos sustituir en la igualdad anterior a m por gm. Entonces vemos aśı que
M ⊗GN se obtiene de M ⊗N introduciendo las relaciones m⊗n = gm⊗gn. Si
consideramos a M⊗N como G-módulo con acción diagonal, es decir g(m⊗n) =
gm⊗ gn, tenemos el isomorfismo

M ⊗G N = (M ⊗N)G.

1.2 Homoloǵıa y cohomoloǵıa de grupos

Sean G un grupo, M un G-módulo y F una resolución proyectiva de Z sobre ZG,
donde Z lo consideramos como un G-módulo con acción trivial. Consideremos
el complejo de cadenas F⊗GM y el complejo de cocadenas (diferencial de grado
1) HomG(F,M) . Definimos la homoloǵıa de G con coeficientes en M como la
homoloǵıa de F ⊗GM :

H∗(G,M) = H∗(F ⊗GM)

y la cohomoloǵıa de G con coeficientes en M como la cohomoloǵıa del complejo
HomG(F,M):

H∗(G,M) = H∗(HomG(F,M))

En particular, si M es el grupo ćıclico infinito Z y G actúa de forma trivial
sobre él, denotamos simplemente por H∗(G) y H∗(G) a los grupos H∗(G,Z) y
H∗(G,Z) respectivamente.

Como las resoluciones proyectivas son únicas salvo homotoṕıa y los funtores
− ⊗G M y HomG(−,M) preservan homotoṕıas, estos grupos de homoloǵıa y
cohomoloǵıa están bien definidos.

Veamos algunas propiedades de los grupos de homoloǵıa.

Teorema 1.2.1. Dada una sucesión exacta 0 → M → M ′ → M ′′ → 0 de
G-módulos, existe una sucesión exacta larga

· · · → H1(G,M ′)→ H1(G,M ′′)→ H0(G,M)→ H0(G,M ′)→ H0(G,M ′′)→ 0

([1, III.6)].

Demostración. Sea F una resolución proyectiva de Z sobre ZG. Como cada
Fi es proyectivo, se tiene que cada sucesión 0 → Fi ⊗G M → Fi ⊗G M ′ →
Fi ⊗GM ′′ → 0 es exacta, por lo cual tenemos definida la sucesión exacta de G-
cadenas 0→ F ⊗GM → F ⊗GM ′ → F ⊗GM ′′ → 0 la cual induce una sucesión
exacta larga en homoloǵıa, la cual es precisamente la sucesión dada.

Teorema 1.2.2. Sea G un grupo y M un G-módulo. Entonces H0(G,M) =
MG.

Demostración. Consideremos una resolución proyectiva F de Z sobre ZG de la

forma · · · → F1
d1→ F0

ε→ Z → 0. Puesto que el funtor − ⊗G M es exacto por

la derecha, F1 ⊗GM
d1⊗1→ F0 ⊗GM

ε⊗1→ Z⊗GM → 0 es exacta, y por lo tanto
Im (d1⊗1) = ker (ε⊗1) y como ε⊗1 es sobre, Fo⊗GM/ker (ε⊗1) ∼= Z⊗GM =
MG donde MG denota los coinvariantes. De H0(G,M) = F0 ⊗G M/Imd1 ⊗ 1
se tiene el isomorfismo buscado.
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Veamos ahora cómo está dado el grupo H1(G,M) ([3, VI.1]). Haremos uso
del siguiente lema.

Lema 1.2.3. Sea G un grupo e I el ideal aumentación. Entonces G/[G,G] ∼=
I/I2 donde [G,G] es el subgrupo de G generado por los conmutadores, es decir,
por los elementos de G de la forma ghg−1h−1, con g, h ∈ G.

Demostración. Usaremos notación aditiva para el grupo I y multiplicativa para
G. Sea ϕ : G→ I/I2 dada por ϕ(g) = g − 1. Entonces

ϕ(gh)− ϕ(g)− ϕ(h) = gh− 1− g − 1− h− 1

= gh− 1− g + 1− h+ 1

= gh− g − h+ 1

= (g − 1)(h− 1)
= 0.

Por lo tanto ϕ es homomorfismo de grupos. Es claro que [G,G] ⊆ ker ϕ, y
entonces tenemos un homomorfismo inducido ϕ : G/[G,G] → I/I2 tal que
ϕ(g) = g − 1. Por otra parte consideremos ψ : I → G/[G,G] dado por ψ(g−1) =
ḡ. Esta función es un homomorfismo de grupos tal que I2 ⊆ ker ψ, por lo tanto
induce un homomorfismo de grupos ψ : I/I2 → G/[G,G] tal que ψ(g − 1) = ḡ.
Es claro que ψ y ϕ son inversos uno del otro, y de aqúı se tiene el isomorfismo
que queŕıamos probar.

Teorema 1.2.4. Sea G un grupo, entonces H1(G) ∼= G/[G,G]

Demostración. Consideremos 0→ I → ZG→ Z→ 0 una sucesión exacta corta
de G-módulos, entonces tenemos una sucesión exacta larga

H1(G,ZG)→ H1(G,Z)→ H0(G, I)→ H0(G,ZG)→ H0(G,Z)→ 0

Como H1(G,ZG) = 0 pues ZG es plano, la sucesión anterior queda como

0→ H1(G)→ IG → (ZG)G → Z→ 0.

El homomorfismo (ZG)G → Z es el isomorfismo (ZG)G ∼= ZG/I ∼= Z, por lo
tanto H1(G) ∼= IG ∼= I/I2 y por el lema anterior H1(G) ∼= G/[G,G].

Corolario 1.2.5. Sean G un grupo y M un G-módulo con acción trivial. En-
tonces existe un ismomorfismo H1(G,M) ∼= G/[G,G]⊗M .

Demostración. Dada una resolución proyectiva de Z sobre ZG, como la acción
es trivial sobre M , tenemos un isomorfismo F ⊗G M ∼= (F ⊗G Z) ⊗M , y al
aplicar el teorema de los coeficientes universales obtenemos

H1(G,M) ∼= (H1(G,Z)⊗M)⊕ TorZ1 (H0(Z, G),M)

pero TorZ1 (H0(Z, G),M) = TorZ1 (Z,M) = 0 y se sigue el corolario.

Una resolución libre de Z sobre ZG, con G un grupo arbitrario, que nos
será de utilidad más adelante es la resolución estándar ([1,I.5]). Está dada de
la siguiente manera. Sea Fn el grupo abeliano libre generado por las (n + 1)-
adas (g0, g1, ..., gn) con cada gi ∈ G. Consideremos una acción de G sobre este
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conjunto dada por g(g0, g1, ..., gn) = (gg0, gg1, ..., ggn) con g, gi ∈ G y extendida
linealmente a todo Fn, entonces Fn es un G-módulo. Sea d : Fn+1 → Fn el
diferencial de este complejo dado por

d(g0, ..., gn) =
n∑
i=0

(−1)i(g0, ..., ĝi, ...gn)

donde el ”gorro” denota que ese elemento ha sido omitido. Definimos la au-
mentación ε : F0 → Z como ε(g) = 1. Es claro que tanto el diferencial como
la aumentación son homomorfismos de G-módulos. Para ver que cada Fn es un
G-módulo libre basta notar que Fn tiene una base sobre ZG dada por todas las
(n+1)-adas tales que su primer elemento es un uno. Veamos que d2 = 0, denote-
mos por (ĝi) la (n+ 1)-ada donde se ha omitido gi y por (ĝi, ĝj) la (n+ 1)-ada
donde se ha omitido gi y gj (en ese orden):

d2(g0, ..., gn) =
n∑
i=0

(−1)id(ĝi)

=
n∑
i=0

(−1)i[
∑
j<i

(−1)j(ĝj , ĝi) +
∑
i<j

(−1)j−1(ĝi, ĝj)]

= 0

Tenemos entonces un complejo de cadenas, sólo falta ver que es aćıclico.
Para ver esto, podemos verificar que el complejo que construimos es contráıble,
o equivalentemente, que la identidad en F es homotópica al homomorfismo
de cadenas cero, idF ' 0, incluso sólo como Z-módulos (pues la aciclicidad
no depende de la estructura de G-módulo). Sea entonces h : Fn → Fn+1 el
homomorfismo de Z-módulos dado por h(g0, ..., gn) = h(gi) = (1, g0, ..., gn) =
(1, gi) para n ≥ 0 y h(1) = (1) para n = −1 y veamos que es la homotoṕıa
buscada. Si n > 0

(dh+ hd)(gi) = dh(gi) + hd(gi)

= d(1, gi) + h
n∑
i=0

(−1)i(ĝi)

= (gi) +
n∑
i=0

(−1)i+1(1, ĝi) +
n∑
i=0

(−1)i(1, ĝi)

= (gi)

Si n = 0
(dh+ hε)(g0) = dh(g0) + hε(g0)

= d(1, g0) + h(1)
= (g0)− (1) + (1)
= (g0)

lo cual muestra que h es una homotoṕıa entre idF y 0.
Notemos que los elementos de la base de Fn pueden ser escritos como

(g0, ..., gn) = g0(1, g−10 g1, ..., g
−1
0 gn)

= g0(1, g−10 g1, g
−1
0 g1g

−1
1 g2, ..., g

−1
0 g1g

−1
1 · · · g

−1
n−1gn)

= g0(1, g′1, g
′
1g
′
2, ..., g

′
1g
′
2 · · · g′n)

donde g′i = g−1i−1gi, i = 1, 2, ..., n. Vemos entonces que Fn tiene una base de la
forma (1, g1, g1g2, ..., g1 · · · gn) la cual denotaremos por [g1|g2| · · · |gn]. Se tiene
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entonces con esta notación barra que d =
∑n
i=0(−1)idi donde cada di está dado

por

di[g1|g2| · · · |gn] =

 g1[g2| · · · |gn] si i = 0
[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn] si 0 < i < n
[g1|g2| · · · |gn−1] si i = n

Podemos normalizar esta resolución tomando el cociente F̄∗ = F∗/D∗ donde D∗
es el subcomplejo de F∗ dado por los elementos (g0, g1, ..., gn) tales que gi = gi+1

para algún i, o en la notación barra, D∗ es el subcomplejo generado por los
elementos [g1| · · · |gn] tales que gi = 1 para algún i. Es claro que hD∗ ⊆ D∗,
donde h es la homotoṕıa de contracción de F∗, la cual induce entonces una
homotoṕıa de contracción en F̄ , y por lo tanto F̄ también es resolución libre de
Z sobre ZG.

Sea M un G-módulo. Con esta resolución barra tenemos que el complejo
F ⊗G M , al que denotaremos por C∗(G,M), son sumas finitas de la forma
m⊗ [g1|, · · · |gn] y el operador frontera d : Cn(G,M)→ Cn−1(G,M) está dado
por

d(m⊗ [g1| · · · |gn]) = mg1 ⊗ [g2| · · · |gn]+

n−1∑
i=2

(−1)im⊗ [g1| · · · |gi−1gi| · · · |gn] + (−1)nm⊗ [g1| · · · |gn−1].

Análogamente, un elemento en HomG(F,M) = C∗(G,M) se puede con-
siderar como una función de n variables f : Gn → M pues a cada elemento
[g1| · · · |gn] le podemos asociar (g1, ..., gn) ∈ Gn. El operador cofrontera δ :
Cn−1(G,M)→ Cn(G,M) es de la forma

δf(g1, ..., gn) = g1f(g2, ..., gn)

+

n−1∑
i=2

(−1)if(g1, ..., gi−1gi, ...gn) + (−1)nf(g1, ..., gn−1).

Podemos usar la resolución barra normalizada y en tal caso obtenemos el com-
plejo C∗N (G,M) ⊆ C∗(G,M) donde f(g1, ..., gn) = 0 si gi = 1 para algún i.

1.3 Módulos Inducidos y Co-inducidos

Daremos ahora la definición de módulos inducidos y coinducidos como en [1,
III.5].

Sean R y S anillos y α : R→ S homomorfismo de anillos. A un S-módulo M
podemos darle estructura de R-módulo con la acción dada por r ·m = α(r)m.
Se dice que éste módulo se obtiene por restricción de escalares.

Supongamos ahora que tenemos un R-módulo M . Consideremos el producto
tensorial S⊗RM , donde la acción de R sobre S es la inducida por el homomor-
fismo α. Como la estructura natural de S como S-módulo izquierdo conmuta
con la estructura de R-módulo derecho, podemos darle a S⊗RM estructura de
S-módulo izquierdo. Se dice entonces que S⊗RM se obtiene mediante extensión
de escalares de R a S. Consideremos el homomorfismo natural i : M → S⊗RM
dado por m 7→ 1 ⊗ m. Puesto que 1 ⊗ rm = α(r) ⊗ m = α(r)(1 ⊗ M), se
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tiene que i(rm) = α(r)i(m), es decir, i es un homomorfismo de R-módulos.
Más aún, tenemos la siguiente propiedad universal: Dado un S-módulo N y un
homomorfismo de f : M → N de R-módulos, hay un único homomorfismo de
S-módulos g : S⊗R → N tal que gi = f , es decir, el siguiente diagrama conmuta:

S ⊗RM
g

$$
M

f
//

i

OO

N

.

Tenemos entonces

HomS(S ⊗RM,N) ∼= HomR(M,N). (1.3.1)

Podemos hacer una construcción análoga a la anterior, pero en lugar de usar
⊗ usaremos Hom. Para esto consideremos ahora R-módulos derechos M y S,
S con la acción inducida por α. Puesto que la acción natural (izquierda) de S
sobre S conmuta con la acción derecha de R sobre S, podemos darle estructura
de S-módulo izquierdo al grupo HomR(S,M), con la acción dada por (sf)(s′) =
f(ss′). Este S-módulo se dice que se obtiene de M mediante co-extensión de es-
calares de R a S. Tenemos un homomorfismo natural π : HomR(S,M) →
M dado por π(f) = f(1). Notemos esta vez que π(α(r)f) = α(r)f(1) =
f(α(r)) = rf(1) = rπ(f) y por lo tanto π es un homomorfismo de R-módulos
(aqúıHomR(S,M)) es consideradoR-módulo mediante restricción de escalares).
Además tenemos la siguiente propiedad universal: Dado un S-módulo N y
un homomorfismo f : N → M de R-módulos, existe un único homomorfismo
g : N → HomR(S,M) tal que πg = f , es decir, el siguiente diagrama conmuta

HomR(S,M)

π

��

N
f

//

g
99

M

.

Tenemos entonces

HomS(N,HomR(S,M)) ∼= HomR(N,M). (1.3.2)

Consideremos ahora las construcciones anteriores pero con el homomorfismo
de anillos ZH → ZG donde G es un grupo y H es un subgrupo de G. En este
caso la extensión y co-extensión de escalares es llamada inducción y co-inducción
respectivamente de H a G. En tales casos denotaremos los módulos obtenidos
como

IndGHM = ZG⊗ZH M

y

CoindGHM = HomZH(ZG,M)

Teorema 1.3.3 (Lema de Shapiro). Sean G, H grupos con H < G, M un
H-módulo. Se tienen los isomorfismos

H∗(H,M) ∼= H∗(G, Ind
G
HM)

y

H∗(H,M) ∼= H∗(G,CoindGHM).
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Demostración. Sea F una resolución de Z sobre ZG. El primer isomorfismo se
sigue de los isomorfismos F ⊗ZH M ∼= F ⊗ZG (ZG ⊗ZH M) = F ⊗ZG Ind

G
HM .

Para demostrar el segundo isomorfismo notemos que de la propiedad universal
de co-inducción (1.3.2) se sigue que HomH(F,M) ∼= HomG(F,CoindGHM).

Definición 1.3.4. Un G-módulo P se dice que es H∗-aćıclico si Hn(G,P ) = 0
∀n > 0. Un módulo Q se dice H∗-aćıclico si Hn(G,Q) = 0 ∀n > 0.

Corolario 1.3.5. Sea M un grupo abeliano. Los módulos inducidos ZG ⊗M
son H∗-aćıclicos y los módulos coinducidos Hom(ZG,M) son H∗-aćıclicos.

Demostración. Consideremos el subgrupo trivial H de G. En tal caso, ZH = Z,

por lo tanto una resolución de Z sobre ZH es 0→ Z ε=idZ→ Z→ 0. De esto y del
Lema de Shapiro se sigue la proposición.

Teorema 1.3.6. Sea M un G-módulo y sea M0 el grupo abeliano obtenido
de M olvidando su estructura de G-módulo. Existe entonces un isomorfismo
de ZG-módulos ZG ⊗M ∼= IndG{1}M0, donde ZG actúa diagonalmente sobre
ZG⊗M .

Demostración. Por la propiedad universal del producto tensorial, está definido
el homomorfismo ϕ : ZG ⊗ M → ZG ⊗ M0 definido en los generadores por
ϕ(g ⊗m) = g ⊗ g−1m. Se tiene entonces que ϕ(g′(g ⊗m)) = ϕ(g′g ⊗ g′m) =
g′g ⊗ g−1m = g′(g ⊗ g−1m) = g′ϕ(g ⊗m), es decir, ϕ es un homomorfismo de
G-módulos. Análogamente se prueba que el homomorfismo ZG⊗M0 → ZG⊗M
dado por g ⊗ m 7→ g ⊗ gm es de G-módulos, y es claro que es el inverso del
homomorfismo anterior, por lo tanto ϕ es el isomorfismo buscado.

1.4 Acciones sobre la homoloǵıa

Consideremos la categoŕıa C cuyos objetos son pares (G,M), donde G es un
grupo y M un G-módulo, y los morfismos son pares (α, f) : (G,M)→ (G′,M ′)
con α : G → G′ un homomorfismo de grupos y f : M → M ′ un homomor-
fismo de grupos abelianos tal que f(gm) = α(g)f(m) con g ∈ G, m ∈ M
(es decir f es un homomorfismo de G-módulos si consideramos a M ′ un G-
módulo mediante α). Consideremos un morfismo (α, f) : (G,M) → (G′,M ′) y
resoluciones proyectivas F y F ′ de Z sobre ZG y ZG′ respectivamente. La res-
olución F ′ puede verse como una resolución de G-módulos mediante α (aunque
no necesariamente formada de G′-módulos proyectivos), y entonces existe un ho-
momorfismo τ de G-cadenas, único salvo homotoṕıa, que preserva aumentación
([1] Lema I.7.4), donde la condición de ser homomorfismo de G-cadenas quiere
decir que τ(gx) = α(g)τ(x), x ∈ F , g ∈ G. Tenemos aśı un homomorfismo de
cadenas τ ⊗ f : F ⊗GM → F ′ ⊗G′ M ′ el cual induce un homomorfismo en ho-
moloǵıa (α, f)∗ : H∗(G,M)→ H∗(G

′,M ′). De este modo hemos construido una
familia de funtores covariantes (−,−)∗ : C → Ab donde Ab denota la categoŕıa
de los grupos abelianos.

Sean H y G grupos con H < G, M un G-módulo y g ∈ G, y consideremos
el caso particular en el que α : H → gHg−1 está dado por α(h) = ghg−1 y
f : M →M por f(m) = gm, y denotemos por

c(g) : (H,M)→ (gHg−1,M) (1.4.1)
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el isomorfismo (α, f). Tenemos aśı un isomorfismo inducido en homoloǵıa c(g)∗ :
H∗(H,M)→ H∗(gHg

−1,M). Para ver cómo está dado c(g)∗ a nivel de cadenas,
usamos una sola resolución F de Z sobre ZG para calcular tanto H∗(H,M)
como H∗(gHg

−1,M). Sea τ : F → F dado por τ(x) = gx, g ∈ G, x ∈ F .
Como F es resolución sobre ZG, τ es un homomorfismo de cadenas que preserva
aumentación, y puesto que τ(g′x) = gg′x = gg′g−1gx = gg′g−1τ(x), g′ ∈ G,
es decir, τ es compatible con α, c(g)∗ está inducido a nivel de cadenas por
F ⊗H M → F ⊗gHg−1 M dado por x⊗m→ gx⊗ gm.

Teorema 1.4.2. Si h ∈ H entonces c(h)∗(z) = z ∀z ∈ H∗(H,M)

Demostración. Esto se sigue de que c(h) : F ⊗HM → F ⊗HM es la identidad,
pues en este caso, usando la descripción anterior a nivel de cadenas, hx⊗hm =
xh−1 ⊗ hm = x⊗m. Por lo tanto c(h)∗ también es la identidad.

Corolario 1.4.3. Si H C G y M es un G-módulo, la conjugación de G sobre
H induce una acción de G/H sobre H∗(H,M), dada por gz = c(g)∗(z). �

Se pueden hacer construcciones duales en cohomoloǵıa ([1, III.8]) pero no
serán usadas mas adelante.
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Caṕıtulo 2

Sucesiones Espectrales

2.1 Definición de sucesión espectral

En esta sección daremos la terminoloǵıa y definiciones básicas de sucesiones
espectrales. Usaremos la notación de [2,XI.1].

Definición 2.1.1. Un módulo Z-bigraduado es una familia E = {Ep,q}, p, q ∈
Z, de módulos. Un diferencial d : E → E de grado (−r, r − 1) es una familia
de homomorfismos {dp,q : Ep,q → Ep−r,q+r−1} tal que d2 = 0. La homoloǵıa
de éste módulo Z-bigraduado, H(E), bajo un diferencial d, es otro módulo Z-
bigraduado dado por

Hp.q(E) = Ker dp,q/Imdp+r,q−r+1.

Definición 2.1.2. Una sucesión espectral E = {Er, dr} es una sucesión de
módulos Z-bigraduados E2, E3..., tales que cada Er posee un diferencial dr :
Erp,q → Erp−r,q+r−1, r = 2, 3, ... de grado (−r, r − 1) y tal que se cumple el
isomorfismo H(Er, dr) ∼= Er+1. Observemos entonces que cada pareja (Er, dr)
determina a Er+1 pero no a dr+1. El módulo bigraduado E2 es llamado término
inicial.

Sean E y E′ sucesiones espectrales con términos iniciales Ea y E′a respec-
tivamente. Un homomorfismo f : E → E′ es una familia de homomorfismos

fr : Er → E′r, r ∈ Z, r ≥ a

de módulos bigraduados, es decir, de grado (0, 0) tales que drf = fdr y fr+1 es
el inducido por fr en homoloǵıa.

Sea E una sucesión espectral con término inicial (Ea, da). Definimos los
submódulos bigraduados Ca y Ba de Ea como Ca = ker da y Ba = Imda.
Podemos ver entonces al siguiente término de la sucesión como Ea+1 = Ca/Ba

y da+1 : Ca/Ba → Ca/Ba. Definimos ahora Ca+1 y Ba+1 como los submódulos
bigraduados de Ea tales que

ker da+1 = Ca+1/Ba e Imda+1 = Ba+1/Ba. (2.1.3)

Se tiene entonces que Ba ⊆ Ba+1 ⊆ Ca+1 ⊆ Ca y por lo tanto Ea+2 =
(Ca+1/Ba)/(Ba+1/Ba) = Ca+1/Ba+1. Iterando este proceso, podemos encon-
trar submódulos bigraduados de Ea, Cr y Br, tales que ker dr = Cr/Br−1 e

13
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Imdr = Br/Br−1. Se va a cumplir entonces

Ba ⊆ Ba+1 ⊆ . . . Br ⊆ Cr . . . ⊆ Ca+1 ⊆ Ca

y Er+1 = Cr/Br. Definimos los módulos bigraduados C∞ y B∞ como C∞ =
∩r≥aCr y B∞ = ∪r≥aBr. Tenemos entonces que B∞ ⊆ C∞ (de lo contrario
existiŕıa un elemento x ∈ Bk para algún k, tal que x /∈ Cl para algún l, lo cual
no puede ser pues si k ≤ l Bk ⊆ Bl ⊆ Cl y si k > l Bk ⊆ Ck ⊆ Cl). Definimos

E∞ = C∞/B∞ (2.1.4)

Considerando lo anterior, tener un homomorfismo f : E → E′ entre dos
sucesiones espectrales con términos iniciales Ea y E′a, es equivalente a tener
un homomorfismo f : Ea → E′a de módulos bigraduados tal que f(Cr) ⊆ C ′r,
f(Br) ⊆ B′r y tal que todos los diagramas

Cr−1/Br−1
dr //

f∗

��

Cr−1/Br−1

f∗

��

C ′r−1/B′r−1
dr // C ′r−1/B′r−1

son conmutativos. Es claro aśı que f : E → E′ induce un homomorfismo
f∞ : E∞ = C∞/B∞ → E′∞ = C ′∞/B′∞.

Definición 2.1.5. Sea E una sucesión espectral con término inicial Ea. La
sucesión se llama de primer cuadrante si Erp,q = 0 para p < 0 o q < 0. Se llama
acotada por abajo si para cada n ∈ Z existe un entero s(n) tal que si p < s(n)
entonces Erp,q = 0 ∀q ∈ Z tal que p+ q = n.

Teorema 2.1.6. Sea f : E → E′ un homomorfismo de sucesiones espectrales
con términos iniciales Ea y E′a. Si existe r ∈ Z tal que fr : Er → E′r es un
isomorfismo, entonces fs : Es → E′s es un isomorfismo ∀s ≥ r. Más aún, si las
sucesiones son acotadas por abajo, f∞ : E∞ → E′∞ es también un isomorfismo.

Demostración. La primera afirmación es clara puesto que Er+1 = H(Er, dr) y
fr+1 está inducido por fr. Para probar la segunda afirmación, consideremos
enteros p y q fijos. Como las sucesiones son acotadas por abajo, la imagen de los
homomorfismos drp,q : Erp,q → Erp−r,q+r−1 es cero para r suficientemente grande,
por lo tanto Crp,q = Cr+1

p,q = · · · = C∞p,q y C ′rp,q = C ′r+1
p,q = · · · = C ′∞p,q . Veamos

que f∞ es un epimorfismo. Sea x′ ∈ E′∞p,q = C ′∞p,q/B
′∞
p,q , entonces x′ ∈ C ′∞p,q =

C ′rp,q, y como fr es un epimorfismo, existe x ∈ Crp,q tal que fr(x) = x′, en

particular, fa(x) = x′ y por lo tanto f∞(x) = x′, luego f∞ es un epimorfismo.
Para verificar que es un monomorfismo consideremos un elemento x ∈ E∞p,q tal
que f∞(x) = 0. Esto implica que fa(x) ∈ B′∞p,q = ∪t≥aB′tp,q. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que fa(x) ∈ B′rp,q y, como fr es monomorfismo,
x ∈ Brp,q ⊆ B∞p,q. Por lo tanto f∞ es monomorfismo.

2.2 Filtraciones

Sea M un R−módulo. Una filtración de M es una familia de submódulos FpM
de M , p ∈ Z, tales que

· · · ⊆ Fp−1M ⊆ FpM ⊆ Fp+1M ⊆ · · · .
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Decimos que una filtración es finita si FpM = 0 para un p ∈ Z lo suficien-
temente pequeño y FpM = M para un p ∈ Z suficientemente grande. Una
filtración induce un módulo graduado al que llamaremos módulo graduado aso-
ciado, denotado por GrM , y que está dado por GrpM = FpM/Fp−1M . Si
el módulo M es un módulo graduado, una filtración de M es una filtración
{FpMn}p∈Z para cada n ∈ Z. Tenemos aśı un módulo bigraduado, Grp,qM ,
dado por

Grp,qM = GrpMp+q = FpMp+q/Fp−1Mp+q

Diremos que un elemento en Grp,qM tiene grado de filtración p, grado com-
plementario q y grado total p + q. Para simplificar la notación es costumbre
suprimir el sub́ındice q y escribir GrpM = FpM/Fp−1M Diremos que la fil-
tración anterior es acotada si para cada n ∈ Z la filtración {FpMn}p∈Z es finita.

Teorema 2.2.1. Sea FpM una filtración finita del módulo M . Si existe q ∈ Z
tal que GrpM = 0 para todo p 6= q, entonces GrM = M .

Demostración. Como la filtración es finita y GrpM = 0 para p 6= q, tenemos
que FqM = Fq+1M = · · · = M y Fq−1M = Fq−2M = · · · = 0, por lo tanto
GrM = GrqM = FqM/Fq−1M = M

Definición 2.2.2. Sean M y M ′ R-módulos con filtraciones FpM y FpM
′.

Diremos que un homomorfismo f : M → M ′ preserva filtraciones si f(FpM) ⊆
FpM

′. En tal caso hay un homomorfismo inducido Gr f : GrM → GrM ′

definido por componentes Grpf : GrpM → GrpM
′ donde Grpf(x) = f(x)

Teorema 2.2.3. Sean M y M ′ módulos con filtraciones finitas FpM y FpM
′

respectivamente, y sea f : M →M ′ un homomorfismo que preserva estas filtra-
ciones. Si Gr f es un isomorfismo entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que F0M = 0 y FnM =
M , n ∈ N. Como Gr f es un isomorfismo también tenemos que F0M

′ = 0 y
FnM

′ = M ′.
Sea x ∈ M tal que f(x) = 0. Supongamos que x ∈ FiM para algún i ∈ N.

Como Grifes un isomorfismo y Grif(x) = 0, x = 0 ∈ FiM/Fi−1M , por lo tanto
x ∈ Fi−1M . Argumentando de la misma manera tenemos que x ∈ Fi−2M , y
de manera sucesiva, que x ∈ F0M , lo cual implica que x = 0 y entonces f es
monomorfismo.

Verifiquemos que f es epimorfismo. Sea y ∈M ′ y supongamos que y ∈ FiM ′
para algún i ∈ N. Como Grif es un ismorfismo, existe x1 ∈ FiM tal que
Grif(x1) = y, es decir, tal que y − f(x1) ∈ Fi−1M

′. Como Gri−1f es un
isomorfismo, existe x2 ∈ Fi−1M tal que y − f(x1) − f(x2) ∈ Fi−2M ′. De esta

manera existen xk ∈ Fi−k+1M , k ∈ {1, 2, · · · , i}, tales que y −
∑i
k=1 f(xk) ∈

F0M
′, es decir, y −

∑i
k=1 f(xk) = 0 y por lo tanto y = f(

∑i
k=1 xk). Luego, f

es epimorfismo y entonces isomorfismo.

Sea C un complejo de cadenas con filtración FpC acotada. Tenemos entonces
una filtración inducida FpH(C) del módulo graduado H(C) dada por

FpH(C) = Im {H(FpC)→ H(C)}
= {x|x ∈ Z ∩ FpC}
=

(Z∩FpC)+B
B
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donde Z es el subcomplejo de los ciclos de C y B el subcomplejo de las fronteras.
Nótese que en la última igualdad es necesario tomar la suma de los módulos
Z ∩FpC y B pues este último no necesariamente es un submódulo de Z ∩FpC.
Tenemos aśı entonces

GrpH(C) = FpH(C)/Fp−1H(C)

=
Z∩FpC+B
Z∩Fp−1C+B

=
Z∩FpC+(Z∩Fp−1C+B)

Z∩Fp−1C+B Pues Fp−1C ⊆ FpC

=
Z∩FpC

(Z∩FpC)∩(Z∩Fp−1C+B) Por el 2o Teo. de isomorfismo

=
Z∩FpC

Z∩Fp−1C+B∩FpC

es decir,

GrpH(C) =
Z ∩ FpC

Z ∩ Fp−1C +B ∩ FpC
(2.2.4)

Definición 2.2.5. Una sucesión espectral {Er, dr} se dice que converge a un
módulo graduado H si existe una filtración acotada F de H tal que para cada
p ∈ Z se tienen isomorfismos E∞p

∼= FpH/Fp−1H de módulos graduados, es
decir, GrHn =

⊕
p+q=nE

∞
p,q. Denotaremos esto por E2 ⇒ H.

Teorema 2.2.6. [2, XI.3.1] Una filtración F de un complejo de cadenas (C, d)
induce una sucesión espectral E = {Er, dr}r∈N tal que

E0
p
∼= FpC/Fp−1C y E1

p
∼= H(FpC/Fp−1C),

es decir,

E0
p,q
∼= FpCp+q/Fp−1Cp+q y E1

p,q
∼= Hp+q(FpC/Fp−1C).

Demostración. Definimos Zrp = FpC ∩ d−1Fp−rC, es decir,

Zrp,q = FpCp+q ∩ d−1Fp−rCp+q−1 = {x ∈ FpCp+q|dx ∈ Fp−rCp+q−1}

y Brp = FpC ∩ dFp+r−1C, es decir,

Brp,q = FpCp+q ∩ dFp+r−1Cp+q+1 = dZr−1p+r−1,q−r+2.

Sea Z∞p = FpC ∩ Z y B∞p = FpC ∩ B, donde Z y B son los submódulos de
los ciclos y las fronteras del complejo (C, d) respectivamente. Observemos que
B0
p ⊆ B1

p ⊆ · · · ⊆ B∞p ⊆ Z∞p ⊆ · · · ⊆ Z1
p ⊆ Z0

p . Definimos entonces los términos
Erp , r ∈ N, como:

Erp =
Zrp

Brp + Zr−1p−1
.

Consideremos el diferencial dr : Er → Er de módulos bigraduados de grado
(−r, r − 1) dado por

drp,q :
Zrp,q

Brp,q + Zr−1p−1,q+1

→
Zrp−r,q+r−1

Brp−r,q+r−1 + Zr−1p−r−1,q+r

x 7→ dx
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Notemos que este homomorfismo está bien definido ya que d(Brp,q+Zr−1p−1,q+1) =

dZr−1p−1,q+1 = Brp−r,q+r−1. Para ver que {Er, dr} es una sucesión espectral falta

ver que Er+1 = H(Er), o de manera más precisa, Er+1
p = ker drp/Imdrp−r.

Consideremos entonces el diferencial drp : Erp → Erp−r. Tenemos que

ker drp = {x ∈ Erp |dx ∈ Brp−r + Zr−1p−r−1}
= {x ∈ Erp |dx ∈ dZr−1p−1}+ {x ∈ Erp |dx ∈ Fp−r−1}

Analicemos el primer conjunto del lado derecho de esta última igualdad. Si
dx ∈ dZr−1p−1 entonces ∃y ∈ Zr−1p−1 tal que dx = dy. Tenemos entonces que
x − y ∈ Z∞p pues d(x − y) = 0, y como x = (x − y) + y, esto implica que

{x ∈ Zrp |dx ∈ dZr−1p−1} = Z∞p + Zr−1p−1 Por lo tanto

ker drp = {x ∈ Erp |dx ∈ dZr−1p−1}+ {x ∈ Erp |dx ∈ Fp−r−1C}
= {x ∈ Erp |x ∈ Z∞p + Zr−1p−1}+ {x ∈ Erp |x ∈ Zr+1

p } Por def. de Zr+1
p

= (Z∞p + Zr−1p−1 + Zr+1
p )/(Brp + Zr−1p−1)

= (Zr−1p−1 + Zr+1
p )/(Brp + Zr−1p−1) Pues Z∞p ⊆ Zr+1

p

Por otra parte

imdrp = {dx ∈ Erp−r|x ∈ Zrp}
= {y ∈ Erp−r|y ∈ Br+1

p−r}
= (Br+1

p−r + Zr−1p−r−1)/(Brp−r + Zr−1p−r−1)

Es decir,
imdrp+r = (Br+1

p + Zr−1p−1)/(Brp + Zr−1p−1),

y al hacer el cociente obtenemos

Hp(E
r) =

ker drp
imdrp−r

=
Zr−1p−1 + Zr+1

p

Br+1
p + Zr−1p−1

Reescribiendo este cociente y por el segundo teorema de isomorfismo de grupos
tenemos:

Hp(E
r) =

Zr−1p−1 + Zr+1
p

Br+1
p + Zr−1p−1

=
(Br+1

p + Zr−1p−1) + Zr+1
p

Br+1
p + Zr−1p−1

=
Zr+1
p

(Br+1
p + Zr−1p−1) ∩ Zr+1

p

Puesto que Br+1
p ⊆ Zr+1

p y Zr−1p−1 ∩ Zr+1
p = Zrp tenemos

Hp(E
r) =

Zr+1
p

Br+1
p + Zrp−1

= Er+1
p

Por lo tanto hemos probado que Er+1 = H(Er), de lo cual se sigue que {Er, dr}
es una sucesión espectral.

Observemos que en el caso particular r = 0 tenemos que Z0
p,q = FpCp+q ∩

d−1FpCp+q−1 = FpCp+q, Z
−1
p−1,q+1 = Fp−1Cp+q ∩ d−1FpCp+q−1 = Fp−1Cp+q y

B0
p,q = FpCp+q ∩ dFp−1Cp+q+1 ⊆ Fp−1Cp+q, de lo cual se sigue

E0
p =

Z0
p

B0
p + Z−1p−1

= FpC/Fp−1C

y
E1
p
∼= H(FpC/Fp−1C).
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Teorema 2.2.7. Si en el Teorema 2.2.6 la filtración F es acotada, la sucesión
inducida converge a H(C), E2 ⇒ H(C), es decir, E∞p

∼= GrpH(C).

Demostración. Hemos visto ya (ecuación 2.2.4) que la filtración F de C induce

una filtración en H(C) tal que GrpH(C) =
Z∩FpC

Z∩Fp−1C+B∩FpC
.

Para definir el término E∞ de la sucesión hay que encontrar los submódulos
de los ciclos y las fronteras en el sentido de la ecuación 2.1.3. Usando la notación
del Teorema 2.2.6 definimos submódulos de E0

p , Crp y Dr
p, como

Crp =
Fp−1C + Zr+1

p

Fp−1C
y Dr

p =
Fp−1C +Br+1

p

Fp−1C

Tenemos entonces que C0
p = ker d0p, D

0
p = Imd0p y además

Crp/D
r−1
p =

Fp−1C + Zr+1
p

Fp−1C +Brp
∼= ker drp

y

Dr
p/D

r−1
p =

Fp−1C +Br+1
p

Fp−1C +Brp
∼= Imdrp+r

Tenemos entonces que

C∞p =
⋂
r≥0

Crp =
Fp−1C + FpC ∩ Z

Fp−1C

Esta última igualdad la obtenemos gracias a que, para un grado fijo n, existe
p ∈ Z tal que FlCn = 0 ∀l ≤ p. Como para cada grado n existe q ∈ Z tal que
FlCn = Cn ∀l ≥ q también se tiene que

D∞p =
⋃
r≥0

Dr
p =

Fp−1C + FpC ∩B
Fp−1C

Aśı tenemos

E∞p =
C∞p
D∞p

=
Fp−1C+FpC∩Z
Fp−1C+FpC∩B

=
FpC∩Z

FpC∩Z∩(Fp−1C+FpC∩B)

=
FpC∩Z

FpC∩B+Fp−1C∩Z

= GrpH(C).

Definición 2.2.8. [3, V.5.2.7] Una sucesión espectral con término inicial Ea se
dice que colapsa en Er, r ≥ 2, si en Erp,q hay exactamente una columna o un
renglón distinto de cero. Notemos que en tal caso Er = Er+1 = · · · = E∞.

Teorema 2.2.9. Sea {Er, dr} una sucesión espectral que converge a un módulo
graduado H, E ⇒ H. Si la sucesión colapsa en Es, entonces Hn

∼= Esp,q donde
Esp,q es el único módulo distinto de cero con p+ q = n.
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Demostración. El Teorema se sigue de la definición de convergencia y del Teo-
rema 2.2.1.

Teorema 2.2.10. Sea {Er, dr} una sucesión espectral que converge a un módulo
graduado H, E ⇒ H. Si E2

p,q = 0 excepto para q = 0 y q = 1, entonces existe
una sucesión exacta larga

· · · → Hp+1 → E2
p+1,0

d2→ E2
p−1,1 → Hp → E2

p,0
d2→ E2

p−1,1 → Hp−1 → · · · .

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama

· · · 0 0 0 0 · · ·

· · · Ep−2,1 Ep−1,1 Ep,1 Ep+1,1 · · ·

· · · Ep−2,0 Ep−1,0 Ep,0

d2
ii

Ep+1,0

d2
ii

· · ·

Sea FpH una filtración acotada tal que E∞p,q
∼= FpHp+q/Fp−1Hp+q. Notemos

primero que FnHn = Hn pues E∞n+1,−1 = E∞n+2,−2 = · · · = 0 implica que

FnHn = Fn+1Hn = Fn+2Hn = · · · = Hn.

Análogamente, puesto que E∞n−2,2 = E∞n−3,3 = · · · = 0 se tiene que

Fn−2Hn = Fn−3Hn = · · · = 0.

Además E∞p−1,1 = E3
p−1,1 = E2

p−1,1/Imd2 y E∞p,0 = E3
p,0 = ker d2.

Tenemos la sucesión exacta E2
p+1,0

d2→ E2
p−1,1 → E2

p−1,1/Imd2 → 0, que en
vista de las observaciones anteriores la podemos escribir como

E2
p+1,0

d2→ E2
p−1,1 → E∞p−1,1 → 0. (2.2.11)

Por otra parte 0 → Fp−1Hp → FpHp → FpHp/Fp−1Hp → 0 es exacta, y como
E∞p−1,1 = Fp−1Hp/Fp−2Hp = Fp−1Hp y FpHp = Hp la podemos escribir como

0→ E∞p−1,1 → Hp → E∞p,0 → 0. (2.2.12)

Por último 0→ ker d2 → E2
p,0

d2→ E2
p−2,1 es exacta, y puede ser escrita como

0→ E∞p,0 → E2
p,0

d2→ E2
p−2,1 (2.2.13)

Al pegar en una sola las sucesiones (2.2.11), (2.2.12) y (2.2.13), se obtiene la
sucesión exacta larga buscada.
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2.3 Bicomplejos

Llamaremos bicomplejo ([1, VII.3]) a un módulo Z-bigraduado C = {Cp,q} con
dos diferenciales, uno horizontal d′ de grado (-1,0) y otro vertical d′′ de grado
(0,-1) tal que d′d′′ = d′′d′

Cp−1,q

d′′

��

Cp,q
d′oo

d′′

��

Cp−1,q−1 Cp,q−1
d′oo

Podemos convertir un bicomplejo C en un complejo de cadenas usual TC al
que llamaremos complejo total y que está dado por (TC)n =

⊕
p+q=n Cp,q con

diferencial d de grado -1 dado por d|Cp,q
= d′ + (−1)pd′′.

Definimos una filtración de TC a la que llamaremos primera filtración dada
por Fp(TC)n =

⊕
i≤p Ci,n−i. Si el bicomplejo C es tal que para cada grado n

sólo un número finito de módulos Cp,q, p+ q = n, es distinto de cero, entonces
la filtración es finita y se tiene una sucesión espectral inducida {Er} la cual
converge a H∗(TC) por el Teorema 2.2.7. En esta sucesión espectral se tiene
que

E0
p,q =

Fp(TC)p+q
Fp−1(TC)p+q

= Cp,q

El diferencial d0p : E0
p −→ E0

p está dado por d0p(x) = d′(x) + (−1)pd′′(x) para
x ∈ Cp,q. En vista del isomorfismo anterior, y puesto que d′x ∈ Cp−1,q, podemos
considerar al diferencial como d0p = (−1)pd′′. Por lo tanto E1

p,q = Hq(Cp,∗),
la homoloǵıa vertical del bicomplejo C. Consideremos x ∈ Cp,q = E0

p,q un
ciclo del complejo Cp,∗. Al aplicarle el diferencial total tenemos que dx =
d′x + (−1)pd′′x = d′x. Por lo tanto, el diferencial d1p : E1

p −→ E1
p−1 está dado

por d1px = dx = d′x. Aśı, podemos ver que el término E2
p de la sucesión espectral

es la homoloǵıa horizontal de la homoloǵıa vertical del bicomplejo C.
Análogamente, podemos considerar la filtración del bicomplejo C dada por

Fp(TC)n =
⊕

j≤p Cn−j,j , a la cual llamaremos segunda filtración. En este caso
también tenemos una sucesión espectral asociada, la cual converge a H(TC)
y tal que E0

p,q = Cq,p, d
0
p = d′, E1

p,q = Hq(C∗,p) y d1px = (−1)qd′′x. Hay
que observar que, aunque estas dos filtraciones inducen sucesiones espectrales
convergentes al mismo módulo, estas en general no tienen el mismo término
E∞p = GrpH(TC) ya que las filtraciones no son las mismas.

2.4 Homoloǵıa con coeficientes en un complejo
de cadenas

En esta sección definiremos los grupos de homoloǵıa con coeficientes en un
complejo de cadenas como en [1,VII.5].

Definición 2.4.1. Sean G un grupo, F una resolución de Z de ZG-módulos y
C = (Cn)n≥0 un complejo de cadenas no negativo. Definimos la homoloǵıa de
G con coeficientes en C como

H∗(G,C) = H∗(F ⊗G C).
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Esta homoloǵıa está bien definida salvo isomorfismos. En el caso que el
complejo es cero salvo en dimensión cero, con C0 = M , la homoloǵıa H∗(G,C)
se reduce a H∗(G,M), la homoloǵıa usual con coeficientes.

Puesto que el complejo F ⊗GC es el complejo total del bicomplejo de grupos
abelianos (Fp⊗GCq), y para cada grado n sólo un número finito de estos módulos
es distinto de cero, tenemos dos sucesiones espectrales que convergen aH∗(G,C).
Analicemos cada una de estas.

Con la primera filtración tenemos que E1
p,q = Hq(Fp⊗GC∗) = Fp⊗GHq(C)

pues Fp ⊗G − es un funtor exacto ya que Fp es proyectivo. Y tomando ahora
la homoloǵıa con respecto a p tenemos E2

p,q = Hp(F∗ ⊗G HqC) = Hp(G,HqC).
Por lo tanto esta sucesión espectral tiene la forma

E2
p,q = Hp(G,HqC)⇒ Hp+q(G,C)

De esto se sigue el siguiente:

Teorema 2.4.2. Si τ : C → C ′ es una equivalencia débil de G-complejos de
cadenas, entonces τ induce un isomorfismo H∗(G,C) ∼= H∗(G,C

′).

Demostración. Puesto que Fn = Cn = C ′n = 0 para n < 0, las sucesiones
espectrales inducidas por los bicomplejos Fp ⊗G Cq y Fp ⊗G C ′q son de primer
cuadrante (en particular acotadas por abajo) y por lo tanto, por el Teorema
2.1.6, se tiene un isomorfismo GrH(G,C) ∼= GrH(G,C ′). Como la primera
filtración es finita, se sigue por el Teorema 2.2.3 que H(G,C) ∼= H(G,C ′).

Con la segunda filtración tenemos que E1
p,q = Hq(F∗ ⊗G Cp) = Hq(G,Cp),

es decir
E1
p,q = Hq(G,Cp)⇒ Hp+q(G,C)

Tenemos aśı un par de sucesiones espectrales que pueden considerarse como
aproximaciones de H∗(G,C) en términos de la homoloǵıa ”ordinaria” de grupos
H∗(G,M).

Teorema 2.4.3. Sea C un complejo de cadenas no negativo de G-módulos tal
que cada Cn es H∗-aćıclico. Entonces hay una sucesión espectral de la forma

E2
p,q = Hp(G,HqC)⇒ Hp+q(CG).

Demostración. La sucesión inducida por la segunda filtraciónE1
p,q ⇒ Hp+q(G,C)

cumple que

E1
p,q = Hq(G,Cp) =

{
0 si q 6= 0
H0(G,Cp) = (Cp)G si q = 0

pues cada Cp es H∗-aćıclico. Esto implica

E2
p,q =

{
0 si q 6= 0
Hp(CG) si q = 0

,

es decir, la sucesión colapsa en E2. Por el Teorema 2.2.9 se tiene que H∗(G,C) ∼=
H∗(CG). Por otra parte, hemos visto que la primera filtración del bicomplejo
F ⊗G C induce una sucesión espectral de la forma

E2
p,q = Hp(G,HqC)⇒ Hp+q(G,C).

De esto y del isomorfismo anterior se sigue el Teorema.
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Caṕıtulo 3

La sucesión espectral de
Hochschild-Serre

3.1 Extensiones de grupos

Definición 3.1.1. Sean A y G grupos. Una extensión de A por G es una
sucesión exacta corta de grupos

1→ A→ E → G→ 1

Una segunda extensión 1→ A→ E′ → G→ 1 se dice equivalente a la anterior
si existe un un homomorfismo de grupos E → E′ tal que el siguiente diagrama
conmuta:

E

%%

��

1 // A

99

%%

G // 1

E′

99

El problema consiste entonces en encontrar todas las posibles extensiones de
A por G salvo equivalencia. Puesto que nuestro caso de aplicación será aquel
en el que los grupos implicados serán grupos de homoloǵıa (y entonces grupos
abelianos), sólo estudiaremos el caso de las extensiones con núcleo abeliano, es
decir, en el que el grupo A es abeliano. En tal caso denotaremos al grupo A de
forma aditiva y representaremos la extensión por

0→ A
i→ E

π→ G→ 1

Una caracteŕıstica de las extensiones con núcleo abeliano es que hay una
acción de G sobre A dada de la siguiente manera. Como A = ker i, E actúa
sobre A por conjugación, y esta acción restringida a A (o estrictamente hablando
a i(A)) es trivial, por lo tanto hay una acción bien definida de E/A = G sobre
A inducida por la acción de E, la cual está dada por i(ga) = ei(a)e−1, donde
π(e) = g. Podemos reescribir esta acción como ei(a) = i(ga)e.

Con esta estructura sobre A de G-módulo, podemos refinar un poco más el
problema de hallar las extensiones de A por G, considerando sólo aquellas que
den lugar a la acción fijada de G sobre A.

23
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Teorema 3.1.2. Sea A un G-módulo, y sea E(G,A) el conjunto de clases de
equivalencia de extensiones de A por G que dan lugar a la estructura dada de
A como G-módulo. Entonces hay una biyección entre E(G,A) y H2(G,A) ([1,
IV.3.12]).

Demostración. Consideremos la extensión

0→ A
i→ E

π→ G→ 1 (3.1.3)

tal que la acción inducida de G sobre A coincide con la estructura dada de G-
módulo. Sea s : G → E una sección, es decir, una función (de conjuntos) tal
que πs = idG. Supongamos que s está normalizada, es decir, s(1) = 1. Dados
g, h ∈ G, π[s(g)s(h)] = πs(g)πs(h) = gh = πs(gh), por lo tanto, existe un
elemento f(g, h) ∈ A tal que

s(g)s(h) = i(f(g, h))s(gh). (3.1.4)

Esto define entonces una función f : G×G→ A que además está normalizada,
es decir,

f(g, 1) = f(1, g) = 0 ∀g ∈ G. (3.1.5)

Más aún, puesto que

[s(g)s(h)]s(k) = i(f(g, h))s(gh)s(k)
= i(f(g, h) + f(gh, k))s(ghk)

y por otro lado

s(g)[s(h)s(k)] = s(g)i(f(h, k))s(hk)
= i(gf(h, k))s(g)s(hk)
= i(gf(h, k) + f(g, hk))s(ghk)

de la asociatividad de E se sigue que f(g, h) + f(gh, k) = gf(h, k) + f(g, hk).
Reescribiendo esto como

gf(h, k)− f(gh, k) + f(g, hk)− f(g, h) = 0, (3.1.6)

podemos ver que f es un cociclo del complejo estándar C2(G,A), de hecho, por
(3.1.5), f es una cociclo del complejo normalizado C2

N (G,A) (ver Sección 1.2).
Rećıprocamente, consideremos un cociclo normalizado f ∈ C2

N (G,A). Pode-
mos asociarle a este cociclo una extensión de la siguiente manera: Construimos
el grupo Ef que como conjunto es A×G y cuya estructura de grupo está dada
por la operación

(a, g)(b, h) = (a+ gb+ f(g, h), gh).

Gracias a (3.1.6) esta operación es asociativa. De (3.1.5) se sigue que el elemento
neutro es (0, 1) pues (0, 1)(a, g) = (0 + 1a + f(1, g), g) = (a, g) = (a + g0 +
f(g, 1), g) = (a, g)(0, 1). El elemento (a, g) tiene inverso izquierdo (−g−1a −
f(g−1, g), g−1) e inverso derecho (−g−1a − g−1f(g, g−1), g−1) los cuales son el
mismo elemento pues

0 = g−1f(g, g−1)− f(g−1g, g−1) + f(g−1, gg−1)− f(g−1, g)
= g−1f(g, g−1)− f(g−1, g).
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Tenemos aśı que Ef es un grupo. Consideremos los homomorfismos i′ : A→ Ef
dado por i(a) = (a, 1) y π′ : Ef → G dado por π′(a, g) = g. Por lo tanto la
siguiente sucesión es exacta y entonces una extensión de A por G

0→ A
i′→ Ef

π′→ G→ 1 (3.1.7)

que además induce la estructura ya dada de A como G-módulo.

Se cumple además que dada una extensión 0 → A
i→ E

π→ G → 1 (3.1.3),

el cociclo f definido por (3.1.4) induce una extensión 0 → A
i′→ Ef

π′→ G → 1
(3.1.7) que es equivalente con la que empezamos, e inversamente, dado un cociclo
f ∈ C2

N (G,A), el cociclo definido por (3.1.4) pero de la extensión (3.1.7) con
sección dada por g 7→ (0, g) es igual al cociclo f con el que empezamos. Hemos
definido aśı hasta ahora, una biyección entre las extensiones (3.1.3) con una
sección normalizada y C2

N (G,A).

Veamos que sucede si cambiamos la sección normalizada s. Sea s′ otra
sección normalizada. Como πs′(g) = πs(g), g ∈ G, existe un elemento c(g) ∈ A
tal que s′(g) = i(c(g))s(g). Esto nos define una función c : G → A tal que
c(1) = 0. Calculamos el 2-cociclo f ′ dado por (3.1.4) asociado a esta sección

i(c(g))s(g)i(c(h))s(h) = i(c(g) + gc(h))s(g)s(h)
= i(c(g) + gc(h) + f(g, h))s(gh)
= i(c(g) + gc(h) + f(g, h)− c(gh))i(c(gh))s(gh)

Por lo tanto f ′(g, h) = gc(h)− c(gh)+ c(g)+f(g, h), es decir, f ′ = f + δc donde
δ es la cofrontera de C∗N (G,M) y esto prueba el teorema,

3.2 La sucesión espectral de Hochschild-Serre

Supongamos que tenemos una extensión de grupos 1→ H → G→ Q→ 1. En
esta sección analizamos cómo podemos calcular la homoloǵıa del grupo G en
término de las homoloǵıas del subgrupo H y el cociente Q ([1,VII.6]). Para esto
consideremos una resolución F de Z sobre ZG y un G-módulo M .

Por el Lema 1.1.4 tenemos que

F ⊗GM = (F ⊗M)G = ((F ⊗M)H)Q = (F ⊗H M)Q

donde la acción de Q sobre F ⊗H M es diagonal. Sea C = F ⊗H M . Podemos
entonces escribir la homoloǵıa de G con coeficientes en M como H∗(G,M) =
H∗(F ⊗GM) = H∗(CQ) Además, como F también es una resolución proyectiva
de Z sobre ZH, tenemos H∗(H,M) ∼= H∗(C), donde éste es un isomorfismo
de Q-módulos, donde la estructura de Q-módulo de H∗(H,M) es la dada en el
Corolario (1.4.3).

Lema 3.2.1. Los Q-módulos Fp ⊗H M son H∗-aćıclicos

Demostración. Puesto que la homoloǵıa de un grupo con coeficientes en una
suma directa es la suma directa de las homoloǵıas, basta probar que los módulos
ZG ⊗H M son H∗-aćıclicos. Por el Corolario 1.3.5 sólo es necesario demostrar
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que ZG ⊗H M es un módulo inducido de la forma ZQ ⊗ A, con A un grupo
abeliano, pero esto se sigue de los siguientes isomorfismos

ZG⊗H M = (ZG⊗M)H con acción diagonal de H sobre
ZG⊗M.

∼= (ZG⊗M)H con acción de H sobre ZG como
en el Teorema 1.3.6

∼= Z[G/H]⊗ZG (ZG⊗M) Por el Lema 1.1.5
∼= Z[G/H]⊗M
∼= ZQ⊗M

Teorema 3.2.2 (Hochschild-Serre). Para cualquier extensión de grupos 1 →
H → G → Q → 1 y cualquier G-módulo M , hay una sucesión espectral de la
forma

E2
p,q = Hp(Q,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M)

Demostración. Sean F y C como se definió más arriba. Por el Teorema 2.4.3
existe una sucesión espectral de la forma

E2
p,q = Hp(Q,HqC)⇒ Hp+q(CQ).

Pero ya hab́ıamos observado que H∗C = H∗(H,M) y H∗(CQ) = H∗(G,M), por
lo tanto la sucesión espectral toma la forma

E2
p,q = Hp(Q,Hq(H,M))⇒ Hp+q(G,M).

Corolario 3.2.3. Sean 1 → H → G → Q → 1 una extensión de grupos y M
un G-módulo. Sean F ′ una resolución de Z sobre ZQ y F ′′ resolución de Z
sobre ZH tal que hay una acción de Q sobre F ′′ ⊗H M de tal manera que la
acción inducida sobre H∗(H,M) coincide con la acción dada en el Corolario
1.4.3. Entonces hay una sucesión espectral de la forma

E′0p,q = F ′p ⊗Q (F ′′q ⊗H M)⇒ Hp+q(G,M)

Demostración. Si consideramos el complejo total del bicomplejo

F ′p ⊗Q (F ′′q+1 ⊗H M)

1⊗d′′

��

F ′p+1 ⊗Q (F ′′q+1 ⊗H M)
d′⊗1
oo

1⊗d′′

��

F ′p ⊗Q (F ′′q ⊗H M) F ′p+1 ⊗Q (F ′′q ⊗H M)
d′⊗1
oo

y lo filtramos con la primera filtración, tenemos el término E′0 dado, y además
hay un isomorfismo E′2 ∼= E2 con E2 del Teorema anterior, pues E′2p,q =
Hp(Q,Hq(H,M)) (ver Sección 2.3). El corolario se sigue entonces del Teorema
2.1.6.
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3.3 Ejemplos

Ejemplo 1. Calculemos H∗(Z × Zn,M) donde M es un Z × Zn-módulo con
acción trivial y sin elementos de orden n, es decir, nm = 0 sólo si m = 0,
m ∈M .

Para simplificar un poco la notación denotaremos los grupos Z, Z × Zn y
Zn por H, G y Q respectivamente. Aśı, tenemos una sucesión exacta corta
1 → H → G → Q → 1. Para usar la sucesión espectral de Hochschild-Serre,
calculemos primero los grupos Hq(H,M), donde la acción del subgrupo H de
G sobre M está inducida por la acción de Q, y como ésta es trivial, M es un
H-módulo con acción trivial. Como el subgrupo H es un grupo ćıclico infinito,
digamos con generador t, tenemos que

F ′′ : 0→ ZH t−1→ ZH ε→ Z→ 0

es una resolución libre de Z sobre ZH, donde t − 1 denota el homomorfismo
multiplicación por t− 1. Entonces

F ′′ ⊗H M : 0→ ZH ⊗H M
1⊗t−1→ ZH ⊗H M.

Puesto que tenemos el isomorfismo ZH ⊗H M → M donde h ⊗ m 7→ hm, el
complejo puede escribirse como

F ′′ ⊗H M : 0→M
t−1→ M

donde el homomorfismo t− 1 es multiplicación por t− 1. Como la acción de H
sobre M es trivial, Im (t− 1) = 0 y ker (t− 1) = M . De aqúı tenemos que

Hq(H,M) =

 M/Im (t− 1) = M q = 0
ker (t− 1)/0 = M q = 1
0 q > 1

Para calcular los grupos Hp(Q,Hq(H,M)) debemos de determinar la acción
de Q sobre Hq(H,M) (dada en el Corolario 1.4.3). Para evitar el uso de una
resolución de Z sobre ZG, vemos que la acción está inducida por el isomorfismo
(1.4.1), c(g) : (H,M) → (H,M), dado por c(h,m) = (ghg−1, gm) = (h,m),
g ∈ G h ∈ H m ∈ M , el cual es la identidad en (H,M), y entonces la acción
inducida de Q sobre H∗(H,M) es la trivial. Podemos calcular entonces los
grupos Hp(Q,Hq(H,M)). Sea s un generador de Q. Una resolución de Z sobre
ZQ está dada por

F ′ : · · · → ZQ N→ ZQ s−1→ ZQ N→ ZQ s−1→ ZQ ε→ Z→ 0

donde N es el operador norma, que es multiplicar por 1 + s + s2 + · · · sn−1.
Luego

F ′ ⊗Q Hq(H,M) : · · · →M
N→M

s−1→ M
N→M

s−1→ M

con q = 0, 1. Como la acción de Q sobre Hq(H,M) es trivial, el operador s−1 es
cero y N es multiplicación por n. Además ker N = 0 pues M no tiene elementos
de orden n. Tenemos entonces, para q = 0, 1

Hp(Q,Hq(H,M)) =

 M/Im (s− 1) = M p = 0
ker (s− 1)/ImN = M/nM p impar
ker N/Im (s− 1) = 0 p par, p > 0
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Resumiendo, hemos obtenido

E2
p,q =

 M q = 0, 1 y p = 0
M/nM q = 0, 1 y p impar
0 en otro caso

0 0 0 0 0 0 · · ·

M M/nM 0 M/nM 0 M/nM · · ·

M M/nM 0 M/nM

d2
hh

0 M/nM

d2
hh

· · ·
Al aplicar el Teorema 2.2.10 obtenemos una sucesión exacta larga de la forma

· · · d
2

→ E2
p,1 → Hp+1(G,M)→ E2

p+1,0
d2→ E2

p−1,1 → Hp(G,M)→ E2
p,0

d2→ · · ·

Puesto que E2
p,q = 0 si p > 1 y p es par, esta sucesión da lugar a sucesiones

exactas cortas de la forma

0→ Hp+1(G,M)→ E2
p+1,0

d2p+1,0→ E2
p−1,1 → Hp(G,M)→ 0

con p > 1 par, es decir,

0→ Hp+1(G,M)→M/nM
d2→M/nM → Hp(G,M)→ 0.

De esto se sigue que Hp(G,M) = coker d2p+1,0 y Hp+1(G,M) = ker d2p+1,0 con
p par, p > 1. Analicemos el diferencial d2. Consideremos a la resolución F ′′ con
una acción trivial de Q, y a F ′′⊗HM con acción diagonal de Q. En tal caso se
tiene una acción inducida de Q sobre H∗(H,M) la cual es trivial, y, por lo tanto,
coincidente con la acción ya encontrada al inicio del ejemplo. Entonces, para
conocer el diferencial d2, por el Corolario 3.2.3, basta analizar el bicomplejo

F ′p ⊗Q (F ′′q+1 ⊗H M)

1⊗d′′

��

F ′p+1 ⊗Q (F ′′q+1 ⊗H M)
d′⊗1
oo

1⊗d′′

��

F ′p ⊗Q (F ′′q ⊗H M) F ′p+1 ⊗Q (F ′′q ⊗H M)
d′⊗1
oo

donde F ′ y F ′′ son las resoluciones ya dadas de Z sobre ZQ y ZH, respectiva-
mente. Denotemos por Cp,q los grupos F ′p⊗Q (F ′′q ⊗HM). Al sustituir F ′ y F ′′

y seguir algunos isomorfismos, el bicomplejo queda como:

0

0
��

0

0
��

0oo 0

0
��

0oo 0

0
��

0oo 0

0
��

0oo · · ·0oo

M

t−1
��

M

t−1
��

s−1
oo M

t−1
��

Noo M

t−1
��

s−1
oo M

t−1
��

Noo · · ·s−1
oo

M M
s−1
oo M

Noo M
s−1
oo M

Noo · · ·s−1
oo

El diferencial d2 está inducido por d|Cp,q = d′ + (−1)pd′′, el diferencial del
complejo total de este bicomplejo filtrado con la primera filtración, tal como se
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definió en el Teorema 2.2.6. Pero d|Cp+1,0
= s − 1 para p > 0 par, y como la

acción sobre M es trivial, d|Cp+1.0 = 0. Esto implica que d2p+1,0 = 0 y como
Hp(G,M) = coker d2p+1,0 y Hp+1(G,M) = ker d2p+1,0 hemos calculado entonces
que

Hp(G,M) = M/nM = Hp+1(G,M)

para p > 1 par.
Por otra parte, por el Corolario 1.2.5 se tiene que H1(G,M) = G/[G,G] ⊗

M = (Z×Zn)⊗M , y por el Teorema 1.2.4 H0(G,M) = MG = M . Resumiendo
todo lo anterior concluimos que

Hm(Z× Zn) =

 M m = 0
(Z× Zn)⊗M m = 1
M/nM m > 1

Ejemplo 2. Calculemos H∗(Z o Zn,M) donde n es par, el generador de Zn
actúa como multiplicación por -1 sobre Z y M es un ZoZn-módulo con acción
trivial y sin elementos de orden n, es decir, nm = 0 sólo si m = 0.

Para simplificar la notación, denotaremos por H, G y Q a los grupos Z,
ZoZn y Zn respectivamente. Tenemos aśı la extensión 1→ H → G→ Q→ 1.
Para calcular Hq(H,M) con acción de H sobre M trivial podemos usar, como
en el Ejemplo 1, la resolución libre de Z sobre ZH

F ′′ : 0→ ZH t−1→ ZH ε→ Z→ 0

y tenemos entonces que

Hq(H,M) =

 MH = M q = 0
ker (t− 1)/0 = M q = 1
0 q > 1

Calculemos ahora la acción de Q sobre Hq(H,M). Para esto, fijemos g ∈ G,
g 6= 1 y veamos como está dado el isomorfismo c(g) dado en (1.4.1), donde
α : H → H está dado por α(h) = ghg−1 y f : M → M dado por f(m) =
gm = m. Para ver cómo está dada la conjugación por g, consideremos a g como
(u, v) ∈ G = Z o Zn y a h ∈ H C G como (h, 1) y calculemos

(u, v)(h, 1)(u, v)−1 = (u(v · h), v)(u, v−1)
= (uh−1, v)(u, v−1)
= (uh−1(v · u), 1)
= (uh−1u−1, 1)
= (h−1, 1)

por lo tanto, α(h) = h−1. Definamos ahora el homomorfismo de H-cadenas
τ : F ′′ → F ′′ definido en el generador como τ0(1) = 1 y τ1(1) = −t−1:

0 // ZH t−1
//

τ1

��

ZH ε //

τ0

��

Z

idZ
��

0 // ZH t−1
// ZH ε // Z

donde la condición de ser de H-cadenas significa que τ(hx) = α(h)τ(x) =
t−1τ(x). Estos homomorfismos cumplen:
ετ0(1) = ε(1) = 1
τ0(t− 1)(1) = τ0(t− 1) = τ0(t)− τ0(1) = t−1τ0(1)− 1 = t−1 − 1
(t− 1)τ1(1) = (t− 1)(−t−1) = −1 + t−1 = t−1 − 1
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lo cual verifica que τ es homomorfismo de cadenas que preserva aumentación.
Por lo tanto tenemos bien definido

τ ⊗ 1 : F ′′ ⊗H M → F ′′ ⊗H M

dado por
τ0 ⊗ 1(1⊗m) = 1⊗m
τ1 ⊗ 1(1⊗m) = −t−1 ⊗m = −(1⊗ t−1m) = −(1⊗m)

Aśı, c∗(g) : Hq(H,M)→ Hq(H,M) es la identidad en H0(G,M) y es la mul-
tiplicación por -1 en H1(H,M), y de acuerdo al Corolario 1.4.3, Q actúa trivial-
mente sobreH0(H,M) = M y como multiplicación por -1 sobreH1(H,M) = M .

Ahora si podemos calcular los términos E2
p,q = Hp(Q,Hq(H,M)) de la

sucesión espectral de Hochschild-Serre. De los cálculos hechos en el Ejemplo
1 tenemos que los grupos E2

p,0, donde la acción de Q sobre M es trivial, están
dados por

E2
p,0 = Hp(Q,M) =

 MQ = M p = 0
ker (s− 1)/ImN = M/nM p impar
ker N/Im (s− 1) = 0 p par , p > 0.

Para E2
p,1 la acción de Q sobre M es multiplicación por -1 y entonces

E2
p,1 = Hp(Q,M) =

 MQ = M/2M p = 0
ker (s− 1)/ImN = 0 p impar
ker N/Im (s− 1) = M/2M p par, p > 0.

Aqúı ker (s−1) = 0 pues M no tiene elementos de orden dos, y ker N = M pues
n es par y entonces (1 + s+ · · ·+ sn−1)(m) = m−m+m−m+ · · ·m−m = 0.
Por último, E2

p,q = 0 para q > 1. La sucesión en E2 queda como

0 0 0 0 0 · · ·

M/2M 0 M/2M 0 M/2M · · ·

M M/nM 0 M/nM 0 · · · .

Por el Teorema 2.2.10 tenemos una sucesión exacta larga

· · · d
2

→ E2
p,1 → Hp+1(G,M)→ E2

p+1,0
d2→ E2

p−1,1 → Hp(G,M)→ E2
p,0

d2→ · · ·

que en nuestro caso toma la forma

· · · → 0→M/2M → Hp+1(G,M)→M/nM → 0→ Hp(G,M)→ 0→ · · ·

donde p es un entero par. Nótese que la sucesión espectral sólo nos per-
mite conocer Hp+1(G,M) salvo extensión. Resumiendo lo anterior tenemos

Hp(G,M) =

 M p = 0
0→M/2M → Hp(Z o Zn,M)→M/nM → 0 p impar
0 p par, p > 1
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Ejemplo 3. Calculemos H∗(Zn o Z2,Z) = H∗(Zn o Z2) con n impar y donde
la acción de Z2 sobre Zm es multiplicación por -1.

Denotemos a los grupos Zn, Zn o Z2 y Z2 por H, G y Q respectivamente.
Tenemos entonces la extensión 1 → H → G → Q → 1. Calculemos Hq(H,M).
Una resolución libre de Z sobre ZH es

F ′′ : · · · → ZH N→ ZH t−1→ ZH N→ ZH t−1→ ZH ε→ Z→ 0

y como en los ejemplos anteriores se tiene que

Hq(H,Z) =

 ZH = Z q = 0
ker (t− 1)/ImN = Z/nZ = Zn q impar
ker N/Im (t− 1) = 0 p par , q > 0

Calculemos ahora la acción de Q sobre Hq(H,Z). Fijemos g ∈ G, g 6= 1
Análogamente al Ejemplo 2, tenemos que el homomorfismo α : H → H dado por
la conjugación por g es α(h) = h−1, h ∈ H. Entonces c(g) : (H,Z) → (H,Z)
está dado por c(g)(h,m) = (h−1,m), m ∈ Z. Sea τ : F ′′ → F ′′ dado en el
generador de ZH por

τi(1) =


1 i ≡ 0mod 4
−t−1 i ≡ 1mod 4
−1 i ≡ 2mod 4
t−1 i ≡ 3mod 4

· · · N // ZH t−1
//

τ5

��

ZH N //

τ4

��

ZH t−1
//

τ3

��

ZH N //

τ2

��

ZH t−1
//

τ1

��

ZH ε //

τ0

��

Z

· · · N // ZH t−1
// ZH N // ZH t−1

// ZH N // ZH t−1
// ZH ε // Z

Tenemos que ετ0(1) = ε(1) = 1 por lo que τ preserva aumentación. Además,
para cualquier entero k ≥ 0 se cumple

τ4k(t− 1)(1) = τ4k(t− 1)
= t−1τ4k(1)− τ4k(1)
= t−1 − 1
= (t− 1)(−t−1)
= (t− 1)τ4k+1(1)

τ4k+1N(1) = τ4k+1(N)
= τ4k+1(1 + t+ · · · tn−1)
= (1 + t−1 + · · · t−(n−1))τ4k+1(1)
= N(−t−1)
= −N
= Nτ4k+2(1)

τ4k+2(t− 1)(1) = τ4k+2(t− 1)
= t−1τ4k+2(1)− τ4k+2(1)
= t−1(−1)− (−1)
= (t− 1)t−1

= (t− 1)τ4k+3(1)

τ4k+3N(1) = τ4k+3(1 + t+ · · · tn−1)
= (1 + t−1 + · · ·+ t−(n−1))τ4k+3(1)
= N(t−1)
= N
= Nτ4k+4(1).
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Todo esto nos dice que τ es un homomorfismo de H-cadenas que preserva
aumentación, y entonces tenemos bien definido τ ⊗H 1 : F ′′ ⊗H Z→ F ′′ ⊗H Z,
y puesto que la acción de H sobre Z es trivial, tenemos que

τ4k ⊗ 1(1⊗m) = 1⊗m
τ4k+1 ⊗ 1(1⊗m) = −t−1 ⊗m = −(1⊗ t−1m) = −(1⊗m)
τ4k+2 ⊗ 1(1⊗m) = −1⊗m = −(1⊗m)
τ4k+3 ⊗ 1(1⊗m) = t−1 ⊗m = 1⊗ t−1m = 1⊗m

Aśı, c∗(g) : Hq(H,Z)→ Hq(H,Z) es la identidad en H0(H,Z) y H4k+3(H,Z)
y multiplicación por -1 en Hk+1(H,Z), y de acuerdo al Corolario 1.4.3, Q actúa
precisamente de esta manera sobre estos grupos.

Calculemos ahora si los grupos E2
p,q = Hp(Q,Hq(H,Z)) de la sucesión es-

pectral de Hochschild-Serre. Consideremos la resolución libre F ′ de Z sobre ZQ
dada por

F ′ : · · · → ZQ N→ ZQ s−1→ ZQ N→ ZQ s−1→ ZQ ε→ Z→ 0

donde s es el generador de Q. Notemos que en este caso el operado norma es
N = s+ 1.

Para calcular E2
p,0 consideramos una acción trivial de Q sobre Z, y por los

cálculos hechos en el Ejemplo 1 sobre la homoloǵıa de un grupo ćıclico finito se
tiene

Hp(Q,Z) =

 ZQ = Z p = 0
ker (s− 1)/Im (s+ 1) = Z/2Z = Z2 p impar
ker (s+ 1)/Im (s− 1) = 0 p par, p > 1

Para calcular E2
p,4k+1 consideramos a Q actuando como multiplicación por

-1 sobre Zn

Hp(Q,Zn) =

 (Zn)Q = Zn/2Zn = Zn/Zn = 0 p = 0
ker (s− 1)/Im (s+ 1) = 0/0 = 0 p impar
ker (s+ 1)/Im (s− 1) = Zn/2Zn = 0 p par, p > 1

Aqúı, el hecho de que 2Zn = Zn y ker (s− 1) = 0 se debe a que n es impar.
Para calcular E2

p,4k+3 consideramos a Q actuando trivialmente sobre Zn

Hp(Q,Zn) =

 (Zn)Q = Zn p = 0
ker (s− 1)/Im (s+ 1) = Zn/2Zn = 0 p impar
ker (s+ 1)/Im (s− 1) = 0/0 = 0 p par, p > 1

Resumiendo lo obtenido obtenemos

E2
p,q =


Z q = 0 y p = 0
Z2 q = 0 y p impar
Zn q ≡ 3mod 4 y p = 0
0 en otro caso

Vemos entonces que E2
p,q = E∞p,q pues todos los diferenciales dr, r ≥ 2, que

salen o llegan a un grupo E2
p,q son cero, ya que E2

p,q = 0 si p + q es par mayor
que cero, y todo diferencial va de un término E2

p,q con p + q par a uno con
p + q impar o viceversa. Sólo E2

0,0 es distinto de cero, pero en este caso los
diferenciales se salen del primer cuadrante y entonces todos son cero. Entonces,
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como E2 ⇒ H∗(G), existe una filtración acotada FpH∗(G) de H∗(G) tal que
GrHn(G) =

⊕
p+q=nE

2
p,q.

Si n es par mayor que cero, como la filtración es acotada y E2
p,q = 0 con

p+ q = n, Hn(G) = 0.
Si n ≡ 1mod 4, sólo E2

n,0 = Z2 6= 0 y por el Teorema 2.2.1 se tiene que
Hn(G) = Z2.

Y por último, si n ≡ 3mod 4, GrHn(G) = E2
n,0 ⊕ E2

0,n = Zn ⊕ Z2. Esto
implica que la filtración FpHn(G) cumple que Hn(G)/Fn−1Hn(G) = E2

n,0 =
Z2 y F0Hn(G)/F−1Hn(g) = Fn−1Hn(G)/F−1Hn(G) = E2

0,n = Zn. Como
F−1Hn(G) = 0 se tiene que Fn−1Hn(G) = Zn. Esto da lugar a una sucesión
exacta corta 0 → Fn−1Hn(G) → Hn(G) → Hn(G)/Fn−1Hn(G) → 0, es de-
cir, 0 → Zn → Hn(G) → Z2 → 0 la cual es una extensión de Zn por Z2, en
la que la acción inducida de Z2 sobre Zn es trivial pues el grupo Hn(G) es
abeliano. Para ver cuántas extensiones de este tipo hay, por el Teorema 3.1.2
basta calcular H2(Z2,Zn). Para esto usamos la resolución F ′ y aplicamos el
funtor HomZ2(−,Zn) para obtener

HomZ2
(Z[Z2],Zn)

(s−1)∗→ HomZ2
(Z[Z2],Zn)

(s+1)∗→ HomZ2
(Z[Z2],Zn)

(s−1)∗→ · · ·

y puesto que HomZ2(Z2,Zn) = Zn con el isomorfismo dado por f 7→ f(1)
(usando notación multiplicativa) podemos reescribir este complejo como

Zn
s−1→ Zn

s+1→ Zn
s−1→ Zn → · · · .

De aqúı que H2(Z2,Zn) = ker (s−1)/Im (s+ 1) = Zn/2Zn = Z/Zn = 0, luego,
sólo hay una extensión de Zn por Z2, salvo equivalencia, la cual es 0 → Zn →
Zn ⊕ Z2 → Z2 → 0, y entonces Hn(G) = Zn ⊕ Z2 = Z2n

Resumiendo todo lo anterior tenemos:

Hn(Zn o Z2) =


Z n = 0
Z2 n ≡ 1mod 4
Z2n n ≡ 3mod4
0 n par, n > 0.

Ejemplo 4. Calculemos H∗(ZoZ,M) donde el generador de Z actúa sobre
Z como multiplicación por -1 y M es un ZoZ-módulo con acción trivial. Como
en los ejemplos anteriores denotemos por H, G y Q a los grupos Z, Z o Z y Z
respectivamente, donde el generador del grupo ćıclico infinito Q actúa sobre H
como multiplicación por -1. Calculemos primero los grupos Hq(H,M). Como
la acción de G sobre M es trivial, lo es la acción de H sobre M , y entonces,
como en el Ejemplo 1, tenemos que

Hq(H,M) =

 M q = 0
M q = 1
0 q > 1.

De manera análoga al Ejemplo 2 vemos que la acción de Q sobre H0(H,M) = M
es trivial y sobre H1(H,M) actúa como multiplicación por -1. Calculemos
entonces los grupos E2

p,q = Hp(Q,Hq(H,M)). De los cálculos ya hechos para
un grupo ćıclico infinito tenemos

E2
p,0 = Hp(Q,M) =

 MQ = M p = 0
ker (s− 1) = M p = 1
0 p > 1
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pues Q actúa trivialmente sobre M , y

E2
p,1 = Hp(Q,M) =

 MQ = M/2M p = 0
ker (s− 1) p = 1
0 p > 1

pues Q actúa como multiplicación por -1 sobre M . Aqúı s denota al generador
del grupo Q y s − 1 el homomorfismo M → M dado por la multiplicación por
s−1. En este segundo caso denotemos por M ′ al grupo ker (s−1). Resumiendo
lo anterior, los grupos E2

p,q están dados por

E2
p,q =


M q = 0 y p = 0, 1
M/2M q = 1 y p = 0
M ′ q = 1 y p = 1
0 en otro caso.

Tenemos entonces que E2
p,q = E∞p,q y, de manera análoga a la última parte

del Ejemplo 3, se cumple

Hn(Z o Z,M) =


M n = 0
0→M → Hn(Z o Z,M)→M/2M → 0 n = 1
M ′ n = 2
0 n > 2.
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