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Resumen

En este trabajo se estudia de manera numeérica la decoherencia de un
qubit que interactiia con un ambiente de cardcter aleatorio. Este ambiente
se model6 con los ensembles gausianos embebidos de k cuerpos. A diferencia
de trabajos previos, donde se utilizan los ensembles clasicos, los ensembles
embebidos permiten un modelo més realista de interaccién entre particulas,
ya que el rango de interacciéon k puede tomar cualquier valor entre 1 y el
numero total de particulas. En particular, nos enfocamos en la interaccion de
2-cuerpos, pues es tipicamente la clase de interaccién que se encuentra en la
naturaleza. Con el uso de los ensembles embebidos nos fue posible considerar
ambientes formados por fermiones y bosones. Para el ambiente bosénico, se
consideraron bosones en el limite denso, i.e., el nimero de particulas, que
se usan en los ensembles embebidos, es mucho mayor que el nimero de
niveles donde se pueden distribuir. Como medida de decoherencia del qubit
se utilizé la pureza. Se encontré que el decaimiento de pureza del qubit,
en presencia del ambiente fermiénico, es muy similar al comportamiento
que tiene cuando se usan los ensembles clasicos. Por el contrario, cuando
el qubit interactia con el ambiente bosdnico, se observé una rapida caida
de la pureza del qubit, en tiempos menores al tiempo de Heisenberg. Como
una primera explicacién de lo que sucede, se debe a que las propiedades
espectrales de los ensembles embebidos para fermiones son muy parecidas a
las correspondientes de los ensembles clasicos. En cambio, para ensembles
embebidos de bosones en el limite denso, las propiedades espectrales son
totalmente diferentes a las correspondientes de los ensembles anteriores.
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Capitulo 1

Introduccion

Como es sabido, cualquier sistema fisico que se considere en el mundo
real, interactia continuamente con el ambiente que lo rodea. Consideremos
un sistema cudntico arbitrario. Durante la interaccion sistema-ambiente, se
ha observado que el sistema pierde coherencia, i.e., hay decoherencia en el
sistema [1, 2, 3]. Resulta importante comprender esta clase de procesos,
pues con el surgimiento de la tecnologia cudntica', es preciso tener control
sobre la influencia que el ambiente puede ejercer sobre el sistema de interés.
Aspectos fundamentales de la teoria cudntica, como lo es el problema de la
medicién y el surgimiento del mundo clésico, aparecen como resultado de la
decoherencia.

Esta clase de problemas se aborda dentro de la teoria de los sistemas
abiertos. De esta manera, se puede considerar un sistema compuesto for-
mado por dos subsistemas: sistema central (sistema de interés) y ambiente.
En general, la dinamica del sistema central evoluciona no unitariamente; no
obstante, el sistema compuesto si sigue una dindmica unitaria. Esto es asi,
pues una vez que el estado del sistema compuesto empieza a evolucionar,
no es posible obtener operadores unitarios de evolucién asociados a cada
uno de los dos subsistemas. En consecuencia, para esta clase de sistemas es
conveniente introducir el formalismo de la matriz de densidad, a partir de
la cual, se puede conocer la dindmica de los dos subsistemas.

1Por ej. cémputo cudntico, criptografia cudntica.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Un hecho clave en el proceso de decoherencia, es el de enredamiento
cudntico.? Aunque en un principio, el estado inicial del sistema compuesto
se podria elegir como el producto tensorial de los estados iniciales asociados
a cada subsistema, se encuentra que, al evolucionar en el tiempo el sistema
compuesto, ambos subsistemas empiezan a desarrollar correlaciones cuanti-
cas o enredarse. Esto se traduce en el hecho de que no es posible asignar un
estado puro a cada subsistema y, en particular, al sistema de interés.

En este marco, diversas clases de interacciones entre sistemas y ambien-
tes han sido estudiadas para tener una mayor comprensién de lo que sucede
durante esta interaccion, y sus consecuencias. Ejemplos de esto, se pueden
econtrar en las referencias [4, 5, 6, 7]. En los tltimos afios se han considerado
ambientes de naturaleza aleatoria, en particular, ambientes modelados por
la teoria candnica (por teoria candnica nos referimos a los ensembles clésicos
introducidos por Cartan [8, 9] y en la fisica por Wigner [10]), de matrices
aleatorias[5, 11, 12]. Esta eleccién se justifica, a menudo, como reflejo de
nuestra ignorancia sobre sistemas no controlados o cadticos.

A pesar de que el uso de la teoria candnica ha traido nuevas lineas de
investigacion en el estudio de los sistemas abiertos, hay que mencionar que
desde un punto de vista fisico, su implementacién no representa las situacio-
nes mas realistas. Esto se debe a que su aplicacion equivale a suponer una
interaccion de muchos cuerpos, siendo que en la naturaleza las interacciones
son tipicamente de 1 y 2-cuerpos. Por esta razén, aunque en otro contex-
to [13, 14, 15, 16], fueron introducidos los ensembles embebidos EE(k) de
matrices aleatorias con interaccion de hasta k cuerpos, siendo k el rango
de interaccién. Debido a esta propiedad, en este trabajo utilizamos los en-
sembles embebidos para modelar el ambiente de un sistema abierto, de una
manera mas realista.

Especificamente, en este trabajo consideramos un qubit® como nuestro
sistema central, el cual interactia con un ambiente modelado por ensem-
bles embebidos. El objetivo es estudiar la decoherencia de estados puros del
qubit, sujeto a este ambiente. Para cuantificar la decoherencia, se utiliza
la pureza del estado reducido asociado al qubit. Adicionalmente, nuestros
resultados son comparados con los correspondientes de la teoria candnica.

?Del inglés, entanglement.
3Del inglés quantum bit.
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Puesto que los ensembles embebidos pueden ser construidos para siste-
mas de fermiones o bosones, modelaremos el ambiente con estas dos clases
de sistemas de particulas y, aunque en este trabajo no lo utilizamos, tam-
bién se podria considerar una tercera clase de sistema que resulta de mezclar
fermiones y bosones [17].

El orden de este trabajo es el siguiente. En el capitulo 2, presentamos
los conceptos béasicos de la teoria de matrices aleatorias e introducimos la
teoria de ensembles embebidos, para fermiones y bosones. En el capitulo 3,
introducimos los conceptos necesarios sobre sistemas abiertos para el desa-
rrollo de esta tesis. En particular, se tocan diversos aspectos del formalismo
de la matriz de densidad y su importancia en los sistemas compuestos. En
el capitulo 4, presentamos los resultados obtenidos en el trabajo utilizando
ambientes fermidnicos y bosénicos. Por ultimo, se presentan las conclusio-
nes.



Capitulo 2

Teoria de matrices
aleatorias

2.1. Teoria candnica

La teorfa de matrices aleatorias (RMT por sus siglas en inglés) fue in-
troducida por Cartan [8] y en la fisica por Wigner [10, 18]. Este tltimo lo
hizo para investigar propiedades espectrales de nicleos atémicos. La idea
principal es reemplazar el Hamiltoniano del sistema bajo estudio por un en-
semble de Hamiltonianos aleatorios que presenta propiedades genéricas. De
este modo, la teoria se ha utlizado exitosamente para describir fluctuacio-
nes en las propiedades espectrales de nicleos, d&tomos y moléculas complejas.
Asi mismo, los campos de aplicaciéon de RMT incluyen caos cudntico, siste-
mas mesoscopicos desordenados y cromodinamica cuédntica, por mencionar
algunos[19]. Mas recientemente, y que es particularmente de nuestro in-
terés, es la aplicacion de RMT en el estudio de la decoherencia de sistemas
cudnticos abiertos[5].

2.1.1. Preliminares

Consideremos, por ejemplo, el espectro de energia de un sistema cudnti-
co. En ocasiones, se desea estudiar las fluctuaciones de los niveles de energia
de dicho espectro. Sean x,,, conn = 1,2,..., N, las posiciones de los niveles.
Asumimos que N es suficientemente grande para tener una buena estadisti-
ca. En una primera instancia se puede construir un histograma con estos
niveles y obtener la densidad de niveles promedio. Siendo un hecho bien

14
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Figura 2.1: Espectro original (arriba) y desdoblado (abajo).

conocido que para los ensembles canodnicos, los cudles se introducen mas
adelante, esta densidad tiene forma semicircular.

En ocasiones, se necesita remover la densidad promedio del espectro con
el fin de estudiar las fluctuaciones del sistema que se esté tratando. Este
procedimiento se conoce como desdoblamiento!’ y asegura que la diferencia
de energia entre niveles consecutivos sea en promedio igual a uno. En la Fig.
2.1 se ilustra un espectro antes y después del desdoblamiento. Como se vera
més adelante, por construccion, el espectro desdoblado tiene una densidad
de niveles promedio igual a uno.

Una vez que el espectro ha sido desdoblado, se pueden estudiar las fluc-
tuaciones de corto alcance en el espectro. Para ello se utiliza la distribucion
de primeros vecinos (NNSD por sus siglas en inglés). La NNSD es la den-
sidad de probabilidad de encontrar dos niveles adyacentes ;11 y & a una
distancia s. Si, por ejemplo, las posiciones de los niveles se encuentran no
correlacionados, la NNSD sigue la ley de Poisson

PP (s) = exp(—s), (2.1)

la cual algunas veces se encuentra principalmente para sistemas integrables.
En cambio, muchos maés sistemas (p. ej. nicleos atémicos, billares) siguen
una distribucién diferente llamada la conjetura de Wigner 6 distribucién de
Wigner.

™

pV(s) = gs exp ( - ZS2> (2.2)

IMejor conocido como unfolding en inglés.
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Figura 2.2: Distribucién de primeros vecinos que contienen datos de distintos
nicleos. La conjetura de Wigner se etiqueta con GOE y es comparada con la
distribucién de Poisson. Tomado de [19].

Para ver un poco mas en detalle esta distribucién, consideremos la distri-
bucién de primeros vecinos que aparece en la Fig. 2.2. Los datos contienen
1726 espaciamientos (diferencia de energia entre niveles adyacentes) de dis-
tintos ntcleos [19], la linea sélida de tipo gausiano muestra la prediccién
de RMT. Considerando que la teoria no contiene ningtin parametro, resulta
impresionante ver lo bien que ajusta la prediccion con los datos experimen-
tales. Mas atin, sistemas distintos como lo son moléculas, sistemas cuanticos
cadticos y desordenados presentan un comportamiento similar al mostrado
por los niveles nucleares. En este sentido, RMT resulta tener un caracter
general sobre muy diversos sistemas.

También, como se muestra en la Fig. 2.2, la distribucién de Wigner ex-
hibe un comportamiento conocido como repulsién de niveles, el cual se debe
a que p"(0) = 0. Esto sélo es posible si los niveles se encuentran correlacio-
nados. En cambio, en la distribucién de Poisson no se observa repulsién de
niveles pues p’(0) = 1. De esta manera, la ley de Poisson y la distribucién



2.1. TEORIA CANONICA 17

de Wigner reflejan la ausencia 6 presencia de correlaciones, respectivamente.

Para describir la ausencia de correlaciones, se toma un Hamiltoniano
en su forma diagonal H = diag(xy,...,2,), donde los eigenvalores x; son
numeros aleatorios no correlacionados.

En la siguientes secciones se vera con mas cuidado cudles son las propie-
dades que cumplen los hamiltonianos en un modelo con correlaciones, asi
como resultados analiticos para las fluctuaciones espectrales.

2.1.2. Ensembles gausianos

En el marco de RMT, para entender los patrones de correlaciéon que
resultan frecuentes en diferentes areas de la fisica, hay que introducir, en
primera instancia, ensembles de matrices cuyos elementos estdn formados
tUnicamente por nimeros aleatorios. Las matrices H de N x N de estos en-
sembles, se pueden clasificar de acuerdo a su simetria[16]. En la notacién
de Dyson se utiliza el indice 8 para denotar cada una de las simetrias. Si el
sistema no es invariante bajo inversiones temporales, H tiene que ser her-
mitiano y los elementos H,,,, complejos (8 = 2). En cambio, si el sistema es
invariante bajo inversiones temporales, se distinguen dos casos: el sistema
tiene simetria rotacioanl 6 tiene espin entero y la simetria rotacional esta
rota, en ambos casos la matriz H es real y simétrica (8 = 1). Por dltimo,
si el sistema tiene espin semientero y la simetria rotacional esta rota, H es
autodual? y los elementos H,,,, son quaterniones (3 = 4).

Dado que estamos interesados en las correlaciones de los eigenvalores,
necesitamos diagonalizar las matrices. Para ello, se identifican tres grupos
algebraicos. Si 8 = 1 el grupo que diagonaliza es el ortognal O(N), para
B = 2 es el grupo unitario U(N) y para 8 = 4 es el grupo simpléctico uni-
tario USp(2N).

2Un cuaternién ¢ se define por

q=a-1+biy +ciz +diz, a,b,c,d € R. (2.3)
i1, 42 e i3 son las unidades cuaterniénicas y cumplen el dlgebra z% = z% = zg = 411213 = —1.
El dual (conjugado transpuesto) Qf = (q;rk) de una matriz cuaterniénica Q = (q;jx) =
(ajr + bjri1 + cjriz + djri3) se define por q;k = Gj;- Una matriz cuaterniénica Q es
autodual si Q = OF.
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Para definir los ensembles gausianos correctamente, ademés de las tres
simetrias mencionadas, hay que introducir una densidad de probabilidad
Py (H) para los elementos H,,,. La forma funcional de Py(H) es conse-
cuencia [9] de la invariancia rotacional y la independencia estadistica de los
elementos de H no conectados por la simetria

PY(H) = C% exp ( —~ 4§QtrH2>, (2.4)
donde Cﬁ, es una constante de normalizacién y v fija la escala de energia.
La densidad de probabilidad 2.4 junto con las tres simetrias definen los en-
sembles gausianos: gausiano ortogonal (GOE), gausiano unitario (GUE) y
simpléctico (GSE) para 8 = 1,2 y 4 respectivamente. Al mencionar la teoria
canénica nos referiremos a estas tres clases de ensembles.

Se ha mencionado por completez el ensemble GSE, sin embargo, en lo que
sigue nos enfocaremos unicamente en los ensembles GOE y GUE.

Como se dijo hace un momento, los elementos de matriz deben tener in-
dependencia estadistica. Esto quiere decir que los elementos H,,,, no sujetos
a simetrias de ortogonalidad o unitariedad son nimeros aleatorios idepen-
dients e idénticamente distribuidos, i.i.d. en abreviatura. En particular, para
generar este tipo de matrices se usan numeros aleatorios con distribucién
gausiana, esto es, promedio igual a cero y varianza dada por

(HijHy1) = 6udj1 + 0510ik051, (2.5)
segun se trate de un GOE o un GUE.

2.1.3. Desdoblamiento del espectro y distribucién de
espaciamientos

Wigner [10] fue quien por primera vez derivé analiticamente la distri-

bucién de vecinos cercanos para matrices de 2 x 2, considerando ensembles

candnicos. Estas distribuciones son similares a las correspondientes para

matrices de N x N (N — o0) [9, 16, 19].
La distribuciéon de Wigner para el caso GOE, es la dada en 2.2

p(s) = gs exp ( — %52), (2.6)

v en el caso GUE es

p(s) = %52 exp ( — %82>. (2.7)
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En ambas distribuciones se verifica la repulsiéon de niveles. En 2.6 la pro-
babilidad tiende a cero linealmente conforme s — 0; este comportamiento
se conoce como repulsion lineal de niveles. En cambio, en 2.7 la probabili-
dad va a cero cuadraticamente conforme s — 0 y se conoce como repulsion
cuadrdtica de niveles.

Para construir la NNSD debemos desdoblar el espectro {E1, ..., Ex}. En
el caso de los ensembles candnicos el espectro corresponde a los eigenvalores.
Una vez que el espectro ha sido desdoblado {&;,...,&n}, la densidad de
niveles promedio es igual a uno, i.e., la separacién promedio entre vecinos
consecutivos (espaciamiento) es igual a uno. En RMT, siempre se entiende
que las fluctuaciones espectrales son estudiadas en el espectro desdoblado.
Para explicar en més detalle el proceso de desdoblamiemto, considérese la

funcion escalera
N

N(E) = Z @(E - En)7 (28)
n=1
funcién que cuenta el nimero de niveles con energia menor o igual que FE.
Se puede mostrar [20] que la funcién escalera se descompone en una funcién
suave Ng, y en otra con muchas fluctuaciones Ny, esto es

N(E):Nav(E)+Nfl(E)' (2'9)

En la Fig.2.3 se esquematiza un ejemplo tipico de la funcion escalera y su
correspondiente funcién suave. Al separar de esta manera la funcion escalera,
lo que se tiene, por un lado, es la parte promedio del espectro y por el otro
las fluctuaciones inherentes a dicho espectro.

Desdoblar el espectro consiste en evaluar {E1,..., Ex} en la funcién
suave de 2.9
Now(E,) =&, n=1,...,N. (2.10)

En estas nuevas variables la funcién escalera esta dada por

N(€) = &+ Npul(€), (2.11)

en estos términos, la densidad de niveles promedio viene dada por la deriva-
da de la parte suave de 2.11 con respecto a &, la cual evidentemete es igual,
como se necesita.

Puesto que {&1,...,&n} es el espectro desdoblado 2.10, la NNSD se cal-
cula al considerar las diferencias s; = £4+1 — &;. De esta manera, lo ultimo



20 CAPITULO 2. TEORIA DE MATRICES ALEATORIAS
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Figura 2.3: Funcién escalera N(E) y su promedio Ny, (E). Nétese que la parte
suave se obtiene después de un ajuste polinomial. Tomado de [20].

que falta saber es cémo calcular N, (E). Para ello, lo que se hace en la
prictica es un ajuste polinomial de la funcién escalera N(E). Sin embar-
go, hacer este tipo de ajustes tiene sus puntos finos: el polinomio ajustado
no debe ser “demasiado bueno” entendiendo que debido a las fluctuaciones
propias del espectro, un polinomio de grado alto lo inico que haria es elimi-
narlas, siendo éstas, como ya se ha dicho, el objeto fundamemtal de nuestro
estudio. Por otro lado, un ajuste con un polinomio de grado muy bajo, no
garantizara una densidad de niveles promedio igual a uno.

Al hacer simulaciones numéricas, hay dos maneras de hacer el desdobla-
miento. La primera consiste en desdoblar espectro por espectro (desdobla-
miento espectral), mientras que en la segunda, se traslapan los eigenvalores
del ensemble para ajustar unicamente un polinomio (desdoblamiento en el
ensemble).

Como un adelanto de lo que viene, los ensembles embebidos también
se desdoblan de la manera introducida en esta seccién, siendo convenien-
te el desdoblamiento espectral, debido a propiedades particulares de estos
ensembles.
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2.2. Ensembles Embebidos

2.2.1. Origen

Como hemos mencionado, RMT se ha aplicado con éxito en diversos
sistemas fisicos. Sin embargo, desde los origenes mismos de la teoria han
existido dudas sobre qué tan realistas son las suposiciones hechas en la mis-
ma. Consideremos el modelo nuclear de capas. Una de las predicciones maés
remarcables del modelo, es el hecho de que en los ntcleos sélo hay inter-
acciones de uno y dos cuerpos. Por otra parte, el uso de la teoria candnica
equivale a suponer la interaccién de muchos cuerpos entre los constituyen-
tes del sistema [15]. Asf las cosas, no resulta claro como es que la teorfa
candnica resulta 1til para predecir fluctuaciones en espectros nucleares.
Con el fin de tener un modelo més realista sobre las interacciones nucleares,
Mon y French [13] introdujeron los ensembles embebidos de k-cuerpos. Esta
clase de ensembles se pueden ver como un modelo genérico para estudiar
sistemas estocdsticos de muchos cuerpos. De manera general, se consideran
m fermiones 6 bosones, en [ estados degenerados de una particula, los cuales
interactian con k-cuerpos aleatoriamente, siendo k el rango de interaccion.
El caso k = 2 se muestra como el mas importante, sin embargo, también
resulta interesante la transicion de k = 1 a k = m, pues cuando el niimero
de particulas es igual al rango de interaccion se obtienen los ensembles de la
teorfa candénica. Como en RMT, aqui también se estd interesado en estudiar
objetos como la densidad de niveles o la NNSD; para ello se debe considerar
el limite de matrices con dimensién infinita, i.e., haciendo [ tender a infinito.

2.2.2. Definicién

Consideremos [21] m fermiones o bosones sin espin, distribuidas en I
estados degenerados de una particula. Dichos estados pertenecen al espacio
de Fock y se denotan por |5}, donde j = 1,...,[ y son vectores ortonormales
que generan el espacio de Hilbert. Los operadores de creacién y aniquilacién
asociados a los estados |j) se denotan por a;- y a; en el caso de fermiones y

por b} y b; en el caso de bosones. Como un ejemplo de lo anterior, veamos
que en el caso de fermiones cualquier estado se puede obtener de la siguiente

manera
T T

W) = aj,--ag,
donde |0) denota el estado vacio.
Con el fin de construir cada elemento de matriz, se define la interacciéon alea-
toria de k-cuerpos. Para ello, introducimos operadores que crean y normlizan

0), (2.12)
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estados con k <[ fermiones o k bosones del vacio. En el caso de fermiones,
el operador de k cuerpos es

k
T =t _ +
wk:a = wjla.j27~'~yjk - H R (2~13)
s=1
donde j; < jo < -+- < jm. La etiqueta k define el nimero de operadores

de creacién de una sola particula. La cadena de desigualdades en j; sdlo es
una convencién para definir cada estado de manera tnica. Notemos que al
permutar los indices {j;}i=1,...m en 2.12, obtenemos el mismo estado salvo
una fase, para evitar esta clase de ambigiliedades es que se utiliza la conven-
ci6én anterior. Por ultimo, el indice « representa al conjunto {ji,...,jx}.
El operador de aniquilacién asociado es

t
o= (v}a) - (2.14)
Para bosones, el operador de k-cuerpos tiene la forma
k
Xho = X0 oo = Na [ 05, (2.15)
s=1

donde j; < js < -+ < jm. Ny es un factor de normalizacién el cual garan-
tiza que el estado xL’a|O> tenga norma uno. A su vez N, contiene un factor

1/v/n! por cada conjunto de n indices idénticos j contenidos en a.

La interaccion aleatoria de k-cuerpos Vi, para fermiones se define como

Vi = ka;w w};,awk,’y- (2.16)

ay

Anélogamente, V), se define para bosones utilizando el operador X, en
lugar del operador de fermiones 1y, -

Las simetrias usadas en el caso candnico, también se pueden introducir aqui,
aunque de una manera diferente. Si § = 1 los coeficientes vy,o son reales y
cumplen

Ukiay = Vkiay = Vkiyar- (2.17)

En cambio, si 8 = 2 los elemtos de matriz son complejos y cumplen

Vkiay = Vhiyar- (2.18)
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Para 8 =1 (8 = 2) se define el ensemble gausiano ortogonal (unitario) de
k cuerpos, los cuales se abrevian como EGOE(k) y EGUE(k) respectiva-
mente. Del mismo modo, para bosones denotamos a estos ensembles por
BEGOE(k) y BEGUE(k). Ambos grupos de ensembles se conocen como en-
sembles gausianos embebidos o de manera abreviada EGE’s.

Los elementos de matriz no relacionados por las simetrias 2.17 o 2.18
son variables aleatorias i.i.d., con distribuciéon gausiana, es decir, promedio

cero y varianza v3

VhianyUkiary’ = Ug (6aa Oy + 0510an/0var).- (2.19)

Las deltas de Kronecker quieren decir §; /4 .. La barra superior in-

171 %5275 -
dica que el promedio es sobre el ensemble. La eleccién de v fija la escala
de energia del ensemble que se esté tratando. Sin perdida de generalidad,
tomamos la varianza igual a uno en lo que resta. Como se ve de las propie-
dades anteriores, los coeficientes vy;q son elementos de matriz de ensembles

candnicos segun se tenga [ = 1,2. La dimensién de estas matrices es

n= (é) (2.20)

Como se dijo al principio de la seccion, el espacio de Hilbert es generado por
los estados |7). Estos estados de una particula, resultan luego de distribuir
en ellos m < [ fermiones o m bosones. Para construir cada uno de los estados
del espacio de Hilbert, se calcula 9], ,|0) en el caso de fermiones y x}, ,|0)
en el caso de bosones, esto quiere decir que se deben considerar todas las
posibles permutaciones de los indices j; contenidos en a. De esta manera,
el nimero total de estados, i.e., la dimension del espacio, es

N=("), 2.21
() (221)

para fermiones. Para bosones se tiene

Np = <l + 7:1_ 1). (2.22)

Para construir las matrices embebidas sélo falta tomar los productos inte-
riores (v|Vj|p), para calcular cada una de las entradas. En otras palabras,
se necesita “embeber” la interaccién de k-cuerpos Vi (B) en el espacio de
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m-particulas.

Hemos visto que la simetria ortogonal y unitaria se ha introducido a
través de los coeficientes vy~ incluidos en la definicién de la interaccién.
Esto quiere decir que los EGE’s son invariantes sélo en el espacio de k-
particulas. Por esta razon, el tratamiento analitico del estudio de las fluc-
tuaciones en los EGE’s es més complicado que en el caso canénico, siendo
las simulaciones numéricas una de las herramientas mas importantes.

2.2.3. Densidad de niveles y distribucion de espacia-
mientos

En esta seccién presentaremos los resultados méas importantes que se
conocen para ensembles embebidos relacionados con la densidad de niveles
promedio y la distribucién de primeros vecinos. Nos basaremos principal-
mente en el articulo de revisién de Benet y Weidenmiiller (2003)[15]; sin
embargo, otras referencias utiles son [16, 22, 23]. Como se ha dicho, el es-
tudio analitico de los ensembles embebidos es mas complicado que el caso
canodnico. Es por esta razén que los trabajos numéricos han sido de gran
ayuda para comprender sus propiedades espectrales.

Existen dos regimenes en los cuales se pueden estudiar las fluctuaciones
de los EGE’s: el limite diluido y el limite denso. Recordemos que las tres
cantidades que definen un EGE son: el nimero de particulas m, el rango de
interaccion k y el nimero de niveles [. El limite diluido se define como aquél
donde k << m << 1, m — 00, = 0oy m/l — 0. El limite denso es aquél
donde m — oo con [l y k fijos. Este segundo caso sélo es posible aplicarlo a
bosones, puesto que s6lo en bosones es posible ocupar los estados con mas
de una particula por nivel.

En el limite diluido, la densidad de niveles promedio es gausiana sin
importar que se trate de fermiones o bosones

1 —x?
p(x) = o2 FP\ 552 ) (2.23)
con anchura o2 = (7;) (lﬂzﬂc). Existe una transicién en la forma del espec-

tro al pasar de gausiana a circular conforme k pasa de k =1 a k = m. Este
ultimo caso corresponde a las matrices de la teorfa canénica [21].
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L=

Figura 2.4: Distribucién de espaciamiento a primeros vecinos obtenida para un
sistemas de bosones BEGOE(2) de 2 niveles. En la simulacién se consideran m =
2000 particulas. La linea discontinua corresponde a la conjetura de Wigner y la
punteada a la distribucién de Poisson. Tomado de [24].

Para fermiones, en general, la NNSD coincide con las distribuciones del
caso canonico. Sin embargo, en el limite diluido ain se necesita mayor evi-
dencia que sustente esta afirmacién.

Veamos, también, que para hallar la distribucién de vecinos cercanos es ne-
cesario desdoblar el espectro. Como se mencioné al principio del capitulo,
existen dos maneras de hacer esto: por ensemble o por espectro. Histoérica-
mente, cuando recién habian sido introducidos los EGE’s el desdoblamiento
se hacia sobre el ensemble. Al comparar las distribuciones de espaciamientos
con la teoria candnica se encontré una franca discrepancia, lo cual llevé a
considerar la idea (errénea) de que los nicleos estaban gobernadas por fuer-
zas de muchos cuerpos [15], pues los datos experimentales coincidian con
las predicciones del GOE. Pronto se encontré que las discrepancias entre
los dos tipos de ensembles se debia a que los EGE’s no son ergddicos. Esto
significa que en general los resultados que se obtienen por promedios en el
ensemble seran diferentes a los resultados obtenidos por espectro. Debido
a esto, es preferible hacer el desdoblamiento por espectro. Para realizar el
desdoblamiento por ensemble de manera correcta, se ha mostrado [25] que
ajustando el ancho de la distribucién y recentrando cada miembro del en-
semble, se obtienen los resultados candnicos. Esto quiere decir que si E es un
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eigenvalor de la distribucién, entonces la nueva variable es E = (E-E.)/o,
donde E, es el centroide de la distribucién y o2 su correspondiente varianza.

En el caso de bosones, los primeros resultados mostraban que en el limi-
te denso presentaban propiedades similares a fermiones; sin embargo se ha
encontrado que no es el caso. Mas atin, el espectro no es ergédico y tampoco
existe alguna base tedrica para hacer una normalizacién como en el caso fer-
mionico. Esto implica que unicamente es vélido desdoblar el ensemble por
espectro. Consideremos la figura 2.4; en ella se muestra la distribucién de
espaciamiento a primeros vecinos para un sistema bosénico BEGOE(2) en
el limite denso. Claramente se observa que la distribucién del BEGOE no se
parece en absoluto a la conjetura de Wigner. Asi, tenemos un sistema con
propiedades distintas a lo visto con anterioridad. Este caso es importante,
pues mas adelante cuando se estudie la decoherencia de un qubit, encontra-
remos que esta clase de sistemas traerdn consigo resultado distintos en lo
que concierne a un qubit interactuando con ambientes aleatorios.



Capitulo 3

Decoherencia: conceptos
fundamentales

En este capitulo repasaremos algunas ideas bésicas que se encuentran en
el estudio de los sistemas cudnticos abiertos. En particular, nos enfocaremos
en el estudio de la matriz de densidad, que es la herramienta mas impor-
tante para describir la evolucién temporal de un subsistema de un sistema
compuesto o un sistema.

En general, una vez que el sistema cuantico ha evolucionado, se esta intere-
sado en algin subsistema particular del sistema compuesto. Para entender la
informacién contenida en este subsistema, serd muy importante introducir
los conceptos de enredamiento y decoherencia. En particular, la decoheren-
cia tiene un papel clave en el estudio de sistemas abiertos y, por ende, en
este trabajo.

Por ahora, comenzaremos con algunos conceptos elementales de Mecanica
Cuéntica.

3.1. Estados puros y evolucién unitaria

Como es bien sabido, la evolucién de un sistema puro se puede describir
en términos del vector de estado normalizado [1))! que pertenece al espacio
de Hibert H. Dicho estado contiene toda la informacién que se puede conocer
del sistema [3].

1En otras palabras, cualquier estado puro estd descrito de manera tnica por un rayo
en el espacio de Hilbert H.

27
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El vector de estado |1(t)) evoluciona de acuerdo a la ecuacién de Schrodin-
ger

. d
iz lw(0) = H®(0), (3.1)

donde H(t) es el Hamiltoniano del sistema y la constante de Planck /i se
toma igual a 1. La solucién de la ecuacién de Schrodinger se puede escribir
en términos del operador de evolucién unitario U(t, %), el cual lleva el estado
|t(to)), en algin tiempo inicial ¢g, al estado |¢(¢)) al tiempo ¢,

[9(t)) = Ut to)|¢(to))- (3-2)

Sustituyendo la expresiéon anterior 3.2 en la ecuacién de Schrodinger 3.1 se
obtiene la ecuacién de evolucién para el operador U(t, ty),

%U(tﬂfo) = H{t)U(t, to), (3.3)

sujeta a la condicién inicial
Ulto,to) = 1. (3.4)

La ecuacion 3.3 se puede integrar directamente cuando el sistema fisico es
cerrado y aislado, i.e., el Hamiltoniano H no depende del tiempo. Entonces,

Ul(t,tg) = exp|—iH (t — tg)]. (3.5)

No obstante, si el Hamiltoniano depende del tiempo, la solucién de 3.3 se
puede escribir de la siguiente manera:

U(t,tg) = T exp l - i/t dsH(s)} , (3.6)

donde T es el operador cronolégico?. En este caso se dice que el sistema
sigue siendo cerrado, pero no aislado. Es decir, se usard el término aislado
para indicar que el Hamiltoniano del sistema es independiente del tiempo.

3.2. Matriz de densidad

A menudo, el estado de un sistema cudntico no estd totalmente deter-
minado, por lo que Unicamente se puede afirmar que el sistema tiene ciertas

2En inglés, time-ordering operator.
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probabilidades {p1, p2,...,Di, ..., } de encontrarse en alguno de los estados
tomados del ensemble {|t1),|2), ..., [1;),...,}. En este caso se tiene un
estado mezcla o mezcla propia. Para describir el ensemble estadistico de
estados puros se introduce el formalismo del operador de densidad. Este se
define como una suma convexa de proyectores de estados puros, pesados con
sus correspondientes probabilidades,

p= Zpi|¢i><1/’i|, (3.7)

conp; >0y Y .p; =1.Siel estado es puro, entonces sélo hay un estado
posible con probabilidad uno y el operador densidad es

p = ). (3-8)

Brevemente, repasamos algunas propiedades importantes de la matriz de
densidad 3.8,

Trp=1, (3.9)
p=p (3.10)
(¥lply) = 0, para toda 9. (3.11)

Tomando el punto de vista de von Neumann, asumimos que las observables
son matrices hermitianas. De esta manera, cualquier observable O asociado
a un sistema fisico se calcula del siguiente modo,

(0) = Tr(pO). (3.12)

Por otra parte, el grado de pureza o mezcla de un estado cudntico se puede
cuantificar en términos del operador p?,

Tr p? <1, (3.13)

la igualdad se da en el caso de tener un estado puro y la desigualdad si se
tiene un estado mezclado.

En analogia con la ecuaciéon de Schrodinger, se puede derivar una ecua-
cién de movimiento para p. Consideremos algin tiempo inicial ¢y en el cual
el sistema de interés se encuentra caracterizado por

p(to) = ZPiW(to»W(to)L (3.14)
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donde |1 (to)) evoluciona de acuerdo con 3.1. Por lo tanto, el estado del
sistema al tiempo ¢ sera

p(t) = ZpiU(ta to) |1 (to)) (1 (to)|UT (¢, to), (3.15)

o de manera abreviada
p(t) = U(t,t0)p(t, to) U™ (, t0)- (3.16)

Diferenciando esta ecuacién con respecto al tiempo se obtiene la ecuacién
de movimiento para la matriz de densidad,

& p(t) = ~ilH (D), (1), (3.17)

la cual también es conocida como ecuaciéon de von Neumann.

La utilidad de la matriz de densidad no se reduce a sistemas mezclados.
En la siguiente secciéon veremos aplicaciones importantes de la matriz de
densidad a sistemas abiertos. Esto ultimo es de interés, pues son los sistemas
abiertos la clase de sistemas que se abordan en este trabajo.

3.3. Sistemas abiertos y decoherencia

En la seccién 3.1 se introdujo el operador unitario de evolucién U (¢, tp), el
cual describe la evolucién temporal de cualquier sistema fisico representado
por el vector de estado [1). Después, en la seccién anterior 3.2, se vio que la
matriz de densidad p(t) da la descripcidon més general de cualquier sistema
fisico. Aqui también U(t,tg) evoluciona en el tiempo la matriz de densidad,
segun la ecuacién 3.16. En cualquier caso, se dice que la evolucion del sistema
es unitaria.

En esta secciéon veremos que existe otra clase de sistemas, donde no es
posible hacer una descripcién en términos de evolucién unitaria. Para ello,
debemos introducir previamente el concepto de sistemas compuestos.

3.3.1. Sistemas compuestos

Consideremos dos sistemas cuanticos S y S(2) asociados respectiva-
mente a los espacios de Hilbert H®") y H®?) Los dos sistemas pueden repre-
sentar dos objetos compuestos diferentes (ej. dos dtomos o moléculas), o dos
diferentes grados de libertad del mismo objetos (ej. los grados de libertad de
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rotacién y traslacién de una molécula). En general S™) y S2) interactiian
entre si. El espacio de Hilbert del sistema compuesto S = S + S esta
dado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert pertenecientes a
los subsistemas S() y S

H=HY @ H®?, (3.18)

Consideremos las bases ortonormales |<p§1)> y |cp§-2)> para H y H®) res-
pectivamente. Un estado general en el espacio dado por H se puede escribir

CcOomo | )
) =" il @ 7). (3.19)
ij

Esto quiere decir que los elementos |<pl(-1)> ® |<p§-2)> forman una base en el
espacio H y que la dimension de este espacio es igual al producto de las
dimensiones de H y H®),

Si AM es un operador que actia en H) y A®) es un operador que actia
en H®) entonces cualquier operador que actia en H se puede representar
como una combinacion lineal de productos tensoriales

A=A oA?, (3.20)

donde el producto tensorial A @ A®?) aplicado a un elemento de la base
de H se define por

(A0 @ AD) () @ Ip?)) = (AD ) @ (AD1eP)). - (321)

El conjunto de todas las matrices de densidad se denotard por S(H). Si
los subsistemas S y S se encuentran no correlacionados, la matriz de
densidad total toma la forma,

p=pYep?. (3.22)

En el caso en que se esté interesado en observables asociadas al sistema S,
i.e., operadores de la forma

A=AV g 13 (3.23)

es conveniente introducir la matriz de densidad reducida correspondiente al
subsistema en cuestién, por medio de

pM =t p, (3.24)
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donde tr(® indica la traza parcial tomada sobre el espacio de Hilbert H(2).
La matriz reducida describe las propiedades estadisticas que pertenecen al
subsistema bajo estudio, pues el valor de expectacién de cualquier observable
de la forma 3.23 se puede calcular de la siguiente manera:

(A) = trH{A® M} (3.25)

p) es también llamada mezcla impropia pues en algunos casos llega a
tener la forma de una mezcla propia 3.7.

3.3.2. Enredamiento y descomposicion de Schmidt

Un fenémeno muy interesante e importante en mecénica cuantica, es el
de enredamiento. Consideremos una vez mds un sistema cuédntico denota-
do por S, descrito por el vector de estado |¥), que estd compuesto por los
subsistemas S y S (en tal caso se dice que S es un sistema bipartito).
El vector de estado |¥) se encuentra enredado respecto a S y S si no
puede ser escrito como el producto tensorial de vectores de estado de estos
dos subsistemas, i.e., si no existen vectores de estado [¢y(1) de S y |p()
de S@ tal que |¥) = [ (V) @ |p?)). Este tipo de estados pueden aparecer,
por ejemplo, cuando se tiene un sistema compuesto, que al tiempo inicial g
se encuentra no correlacionado [N (¢y)) ® 13 (t)) y conforme evoluciona,
\w(1)> y |w(2)> empiezan a desarrollar correlaciones entre si, de manera que
al tiempo ¢ no es posible escribirlo como el producto tensorial de dos estados
de los subsistemas.

El concepto de enredamiento puede ser definido en términos de la des-
composicién de Schimdt [4]. Este teorema afirma que para cualquier estado

(W) € HM @ H?) existen bases ortonormales, las bases de Schimdt |X§1)> y
‘X§2)> en HY y H®) respectivamente, tal que

) =Y el @ (). (3.26)

Los numeros complejos a; se conocen como coeficientes de Schmidt. El
nimero de coeficientes de Schmidt distintos de cero se llama nimero de
Schmidt. Se sigue de la descomposicién de Schmidt, que |¥) se encuentra
no enredado si y sélo si el nimero de Schmidt es igual a 1.

Otro concepto tutil es el siguiente: si el valor absoluto de todos los coe-
ficientes de Schmidt distintos de cero, para un estado dado W, son iguales
entre si, se dice que el estado se encuentra mdzrimamente enredado.
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3.3.3. Sistemas abiertos y el proceso de decoherencia

De manera genérica, un sistema abierto [4] es un sistema cudntico S,
conocido como sistema central, acoplado a otro sistema cuantico B, cono-
cido como ambiente. Asi, se tiene un sistema total S + B compuesto (ver
subseccién 3.3.1). Se asume que el sistema compuesto es cerrado.
Denotemos por Hg el espacio de Hilbert del sistema central y por Hp el es-
pacio de Hilbert del ambiente. El espacio de Hilbert del sistema total S+ B
estd dado por el producto tensorial H = Hg ® Hg. El Hamiltoniano total
H(t) se puede escribir como

H(t)=Hs®Ip+ 15 ® Hp + AH;(t), (3.27)

donde Hg es el Hamiltoniano del sistema central S, Hg es el Hamiltoniano
del ambiente B, H;(t) es el Hamiltoniano que describe la interaccién siste-
ma central-ambiente y A es la magnitud del acoplamiento.

La decoherencia [1] es un fenémeno cudntico que resulta de la interaccién
entre el sistema central S y el ambiente B. Tipicamente, estas interaccio-
nes llevardan a cualquier estado inicialmente no correlacionado, al tiempo %,
P (tg) @ pB)(ty) al estado enredado p(t).

Usualmente, el observador llevard a cabo mediciones en el subsistema de
interés, en este caso en el sistema central, mientras que el ambiente resul-
ta inaccesible, no puede ser medido 6 simplemente no es de interés. Sin
embargo, debido a las correlaciones que surgen de la interaccion sistema
central-ambiente, no es posible describir el sistema central S en términos
de evolucién unitaria, pues se encuentra enredado con el ambiente B. No
obstante, el sistema compuesto S + B si evoluciona unitariamente.

Para obtenr informacién del sistema central, es conveniente tomar la traza
parcial sobre los grados de libertad del ambiente, segin la ecuacién 3.24:

ps = trgp. (3.28)

ps se conoce como la matriz de densidad reducida. Toda la influencia que
puede tener el ambiente en las mediciones hechas en el sistema central, seran
automaticamente encapsuladas en esta matriz de densidad reducida [3]. Po-
nemos énfasis en el siguiente punto, debido a que el sistema central S se
encuentra enredado con el ambiente B, ningin estado cuantico individual
se puede atribuir al sistema S. En consecuencia, la matriz de densidad re-
ducida es necesariamente no pura.
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La matriz de densidad reducida pg(t) al tiempo ¢, se obtiene de la matriz
de densidad p(t) del sistema total, del siguiente modo,

ps(t) = trp{U(t, to)p(to) U’ (to)}. (3.29)

Esto es posible, pues como ya se dijo, la matriz de densidad total si evolu-
ciona unitariamente. U(t,tg) es el operador de evolucién en el tiempo del
sistema total.

La ecuacién de evolucién de la matriz de densidad reducida, se puede ob-
tener tomando la traza parcial sobre el ambiente, en ambos lados de la
ecuacién de von Neumann del sistema total,

< pstt) = itra[H (1), p(1)]. (3.30)

Para finalizar el capitulo, definimos la pureza en analogia a la ecuacién
3.13. Recordemos que en dicha ecuacién se mide qué tan puro o mezclado se
encuentra un sistema cudntico arbitrario. De igual manera, se puede exten-
der esta medida al caso de sistemas abiertos. Puesto que se estd interesado
en estudiar el sistema central, se necesita previamente tomar la traza sobre
los grados de libertad del ambiente,

P =trp: < 1. (3.31)

Si P=1, el sistema S es puro (no se encuentra enredado con el ambiente).
En cambio, si P< 1, tiene cierto grado de enredamiento con su ambiente. El
valor minimo que la pureza puede tomar es 1/N, donde N es la dimensién
del espacio de Hilbert del sistema central.

Asi, la pureza es una medida de decoherencia, i.e., la pureza cuantifica qué
tan enredado se encuentra algiun subsistema de interés con su ambiente.



Capitulo 4

Decoherencia de un qubit
con ensembles embebidos

En este capitulo presentamos un estudio de la decoherencia de un qubit

que interactia con un ambiente modelado con ensembles embebidos. Como
predambulo, en los capitulos anteriores se introdujeron los conceptos nece-
sarios para dicho estudio. En particular, se vio que un sistema abierto se
encuentra formado por dos subsistemas: el sistema central S y el ambien-
te B. En nuestro modelo identificamos al sistema central con el qubit y al
ambiente con el ensemble de matrices embebidas. A diferencias de traba-
jos previos [5, 11, 26] donde se consideran los ensembles canénicos GOE y
GUE, introducimos los ensembles embebidos como un modelo més realista
de interaccién del qubit con el ambiente aleatorio. Recordemos que en la
teorfa candnica se asume una interaccién de muchos cuerpos, mientras que
con los EGE’s se tiene control sobre el rango de interaccién.
Iniciamos la seccion 4.1 con algunas observaciones sobre el qubit y a conti-
nuacion se describe el modelo utilizando ensembles embebidos de sistemas
fermiodnicos y bosénicos. La seccién 4.2 presenta los resultados obtenidos en
este trabajo, la primera parte trata los resultados de fermiones, mientras
que la segunda los de bosones.

35
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4.1. Los modelos

4.1.1. Hamiltoniano de un qubit

Un qubit se refiere a un sistema cudntico de dos niveles. Los dos estados
ortonormales asociados con el qubit son: |1} y |0). Cualquier estado se puede
escribir como combinacién lineal de estos vectores,

[9) = c1|1) + ¢2/0), (4.1)

donde ¢; y cp son nimeros complejos tales que |c1|? + |c2|? = 1. El Hamil-
toniano asociado al qubit se puede escribir en términos de la base anterior
como

1
Hy = Ep|0)(0+ Er[1)(1] =

1
i(EO —+ El)]lq + §(E1 — Eo)O'Z, (42)

donde Ej y FE; son las energias del estado base y del estado excitado, res-
pectivamente, I, es la matriz identidad en el espacio 2-dimensional del qubit
y 0, es la matriz de Pauli dada por

@(éﬂ). (43)

Las restantes matrices de Pauli son

agE:((l) é) o—y:(? 0i>' (4.4)

El término proporcional a F; 4+ Fy en 4.2 es constante y puede omitirse si
tomamos como origen de la energia el valor promedio de Ey y E; [6]. El
Hamiltoniano del qubit se simplifica a

Hq = 0, A= E1 - E(). (45)

Para terminar esta seccion, se definen los siguientes eigenestados asociados
a los operadores 4.3 y 4.4,

w=(1) wa=gs(1) v wa=(4 ) wo

Las etiquetas x,y y z indican a qué operador se encuentra asociado cada
estado en 4.6.
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4.1.2. Un qubit interactia con un EGOE

Consideremos un qubit que interactda con un ensemble embebido EGOE
de un sistema de fermiones. El espacio de Hilbert total H, ® H., se divide
en el espacio de Hilbert del qubit H, y el espacio de Hilbert H. del EGOE.
Se supone que la evolucién del sistema total es unitaria y su Hamiltoniano
es

H = Hy+ \V, (4.7)

donde
Hy=H,@l+1®H, y V' =v,0V,]. (4.8)

H, es el Hamiltoniano del qubit, Ec. 4.5. H. y V! son matrices aleatorias
tomadas del EGOE(2) y el EGOE(1) respectivamente. v; es alguna de las
matrices de Pauli. Por tiltimo, A’ es un niimero real no negativo, que denota
la magnitud de acoplamiento entre el qubit y el ambiente H..
Se asume que Hy y V' tienen unidades de energia, por lo que A es adimensio-
nal. Para fines préacticos, utilizaremos una escala de tiempo que resulta 1til
en modelos de decoherencia [5]. Esta se conoce como escala de Heisenberg.
El tiempo de Heisenberg 75 del ambiente se define como,

TH = QWE, (4.9)

do

donde dj es el espaciamiento promedio del espectro de H.. Si el tiempo fisico
t' se mide en unidades de hi/dy y se desdobla el espectro de H, entonces
el tiempo de Heisenberg es constante e igual a 27 en unidades del tiempo
adimensional ¢t = t'dy/h.
Con el fin de tener un Hamiltoniano adimensional, se toma A = doA, H, =
dohg, He = dohe y V' = dyV tal que

H = dyh, h=hg+ AV. (410)

Explicitamente,
H=h;QI+IRQ@he+Avg V. (4.11)

En la ecuacion anterior, se ha utilizado el hecho de que dj es igual a 1, lo
cual es cierto una vez que el espectro de H, ha sido desdoblado.

Notemos que el término de interacciéon V', Ecs. 4.10 y 4.11, se ha supues-
to separable, como es el caso en la referencia [26]. Trabajos previos [5, 11]
no lo consideraban asi. En lo que sigue, estudiaremos el caso donde vq y
hg no conmutan. El caso donde conmutan se conoce como desfaset [27], y

1En inglés, dephasing.
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asegura que la energia del sistema central se conserva.

Como tultimo punto, observemos que el operador de evolucién unitario
U(t) del sistema total, en unidades adimensionales, se escribe como

U(t) = et (4.12)

4.1.3. Un qubit interactiia con un BEGOE

En este caso, el ambiente aleatorio con el que interactia el qubit, se
remplaza por un ensemble embebido de un sistema bosénico BEGOE. La
descripcién del sistema total es andloga al caso fermidnico.

El espacio de Hilbert del sistema H,; ® Hp es el producto tensorial de los
espacio de Hilbert del qubit H; y el espacio de Hilbert Hg del BEGOE. El
Hamiltoniano total Hpg, escrito en unidades adimensionales, es

Hp = dyhp, hp = hog + AVp, (413)

es decir,
HB:hq@)]IJrH@hBJr/\Uq@VeB. (4.14)

Aqui hp y V.p son matrices aleatorias tomadas del BEGOE(2) y BEGOE(1)
respectivamente. Como en el caso fermidnico, se asumira que el espectro de
hp se encuentra desdoblado, tal que el tiempo de Heinsenberg es igual a 2.
El operador de evolucion del sistema total es de la forma 4.12, sustituyendo
h por hp.

4.2. Simulaciones numeéricas

En esta seccion presentamos los resultados nimericos que hemos obte-
nido. En la primera parte se considera el ambiente fermiénico. Se obtienen
graficas de la evolucion de la pureza en el tiempo, una vez que el qubit y
el EGOE empiezan a interactuar. Del mismo modo, se obtienen graficas de
las coherencias (elementos fuera de la diagonal de la matriz de densidad del
sistema reducido), como funcién del tiempo. En la segunda parte se realiza
un estudio similar, s6lo que considerando el ambiente bosénico.

En ambos casos, durante las simulaciones, utilizamos un estado inicial
puro y no enredado. Al tiempo inicial ty = 0, se tiene el estado inicial

[W(0)) = [¥4(0)) @ [¢¢(0)), (4.15)
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donde |1),) es el estado asociado al qubit y [i).) es el asociado al ambien-
te fermiénico é bosénico. Para la parte del ambiente, se tomara un estado
aleatorio normalizado. Desde un punto de vista fisico, esta eleccién equivale
a la condicién inicial p. = I/N,, con N, la dimensién del ambiente [26].

Una vez construido el estado inicial, la simulaciéon se lleva a cabo del
siguiente modo. Puesto que el estado |¥) es puro y el sistema qubit-ambiente
sigue una dindmica unitaria, se diagonalizan los Hamiltonianos dados por
las ecuaciones 4.11 y 4.14, para después obtener el operador de evolucién
unitario U(t) en su forma diagonal. A continuacién se evoluciona |¥) en
pasos fijos de tiempo, hasta cierto tiempo final ¢;. En cada paso se calcula
la matriz de densidad pg. del sistema total, para luego calcular la matriz de
densidad reducida del qubit pg,

Pq = tre(pge)- (4.16)

Por ltimo, la decoherencia del qubit se mide en términos de pureza (ver
Ec. 3.31),

P(t) = tr[{pq(1))?], (4.17)

la cual se calcula después de promediar p,(t) sobre el nimero de realizaciones
de Hamiltonianos aleatorios.

4.2.1. Ambiente fermionico

Para la simulacién numérica, V, es una matriz EGOE(1), con el rango de
interaccion k = 1. h, es una matriz diagonal con los eigenvalores desdobla-
dos de un EGOE(2), tal que el espaciamiento de niveles promedio es igual
a uno. La dimensién del ambiente N, es igual a 210. Para ello, el EGOE(1)
se define con los pardmetros k = 1, m = 6 y [ = 10. Mientras que para el
EGOE(2) se toma k =2, m =6y [ = 10. En cada simulacién se promedia
sobre n = 300 realizaciones de Hamiltonianos aleatorios.

En las figuras 4.1 a 4.5 consideramos el caso donde v, = o, y usamos di-
ferentes estados iniciales puros para el qubit. En todas ellas comparamos los
resultados obtenidos con los correspondientes de la teoria canénica. En con-
secuencia, usamos ensembles GOE de la misma dimensiéon de los EGOE’s.

En la figura 4.1 se muestra la pureza como funcién del tiempo, cuando
el estado inicial del qubit es el eigenestado simétrico positivo de o,. En
las curvas asociadas a los ambientes EGOE y GOE se usé la constante de
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Figura 4.1: Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo
adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es ¢t = 2m. El estado inicial del
qubit es el eigenestado simétrico positivo de o, A=1y A=0,1.

acoplamiento A = 0.1. Vemos que las dos curvas tienen un comportamiento
muy similar, con la diferencia de que las oscilaciones tiene mayor amplitud
en el caso EGOE.

En la figura 4.2 se muestra la pureza como funcién del tiempo, cuando
el estado inicial del qubit es el eigenestado simétrico positivo de o,. En
las curvas asociadas a los ambientes EGOE y GOE se usé la constante de
acoplamiento A = 0.1. En ambos casos, el estado de equilibrio del qubit se
alcanza en 0.5 . Aqui también se observa que las dos curvas se comportan
casi igual.

En la figura 4.3 se muestra la pureza como funcién del tiempo, pero
ahora el estado inicial del qubit es el eigenestado positivo de o,. En las
curvas asociadas a los ambientes EGOE y GOE se us6 la constante de
acoplamiento A = 0.1 . En el caso EGOE, el estado de equilibrio del qubit se
encuentra alrededor de 0.72 mientras que en el GOE se encuentra alrededor
de 0.67.
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Figura 4.2: Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo
adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es ¢ = 2m. El estado inicial del
qubit es el eigenestado simétrico positivo de oy, A=1y A=0,1.
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Figura 4.3: Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo
adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es t = 27. El estado inicial del
qubit es el eigenestado positivo de 0,, A=1y A=0,1.
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Figura 4.4: Parte real de (p:?) como funcién del tiempo adimensional ¢, donde
el tiempo de Heisenberg es t = 2x. El estado inicial del qubit es el eigenestado
simétrico positivo de o,, A=1y A=0,1.

En la figura 4.4 se muestra la parte real de (pl?) como funcién del tiem-

po adimensional ¢. Como estado inicial del qubit se utiliza el eigenestado
simétrico de o,. En las curvas asociadas a los ambientes EGOE y GOE se
uso la constante de acoplamiento A = 0.1 . En comparacién con la figura 4.1
las diferencias entre ambos tipos de ambientes son mas notorias, resaltando
el hecho de que el estado de equilibrio no tiende al mismo valor.

En la figura 4.5 se muestra el modulo al cuadrado de {p2?) como funcién
del tiempo adimensional ¢. Como estado inicial del qubit se utiliza el eige-
nestado simétrico positivo de o,. En las curvas asociadas a los ambientes
EGOE y GOE se us6 la constante de acoplamiento A = 0.1 . El comporta-
miento de cada curva es analogo respecto a la figura 4.1.

Comparando los resultados obtenidos con EGOE y GOE, vemos que al
usar la misma constante de acoplamiento A = 0.1, la pureza tiende a decaer
a un ritmo muy parecido con las dos clases de ambientes. Esto no resulta
sorprendente, ya que, como se dijo antes, los ensembles EGOE/GOE pre-
sentan propiedades espectrales muy similares, siempre y cuando el espectro
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Figura 4.5: Médulo al cuadrado de {p;?) como funcién del tiempo adimensional
t, donde el tiempo de Heisenberg es t = 27. El estado inicial del qubit es el
eigenestado simétrico positivo de 0,, A =1y A=0,1.

del caso embebido, sea desdoblado correctamente [19, 20, 15, 21].

Como tltimo comentario, aunque no menos importante, es el referido a
las oscilaciones que se observan en las graficas 4.1 a 4.5. Estas oscilaciones no
se deben a la estadistica empleada, sino que son el resultado de la dindmica
de los modelos de matrices aleatorias empleados [26].

4.2.2. Ambiente bosonico

Para la simulacién numérica usamos BEGOE’s en el limite denso. V. es
una matriz BEGOE(1), con k = 1 el rango de interaccién. hp es una matriz
diagonal con los eigenvalores desdoblados de un BEGOE(2), tal que el espa-
ciamiento de niveles promedio es igual a uno. La dimensién del ambiente N,
es igual a 231. Para ello, el BEGOE(1) se define con los pardmetros k = 1,
m = 20 y I = 3. Mientras que para el BEGOE(2) se toma k = 2, m = 20
y | = 3. En cada simulaciéon se promedia sobre n = 300 realizaciones de
Hamiltonianos aleatorios.
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Figura 4.6: Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo
adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es ¢ = 2m. El estado inicial del
qubit es el eigenestado simétrico positivo de 0,, A=1y A=0,1.

En las figuras 4.6 a 4.10 consideramos el acoplamiento v, = 0, y se usan
diferentes estados iniciales puros para el qubit. En todas ellas comparamos
los resultados obtenidos, con los correspondientes de la teoria candnica.
En consecuencia, usamos ensembles GOE de la misma dimensiéon de los

BEGOE’s.

En la figura 4.6 se muestra la pureza como funcién del tiempo. Como
estado inicial del qubit se utiliza el eigenestado simétrico positivo de o,.. En
las dos curvas se usé la constante de acoplamiento A = 0.1 . En la curva del
GOE, la figura sugiere que el estado de equilibrio del qubit se alcanza en
0.5, en cambio, para el qubit con ambiente BEGOE, el estado de equilibrio
parece encontrarse en 0.67 . Ademds, las oscilaciones en el BEGOE son
menos pronunciadas, en comparacién al caso GOE.

En la figura 4.7 se muestra la pureza como funcién del tiempo. Como
estado inicial del qubit se utiliza el eigenestado simétrico positivo de o,. En
las curvas asociadas a los ambientes BEGOE y GOE se usé la constante de
acoplamiento A = 0.1 . La pureza del qubit asociada al BEGOE decae rapi-
damente, en un tiempo menor que el tiempo de Heisenberg. Esto contrasta
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Figura 4.7: (a) Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo

adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es t = 2x. El estado inicial del qubit
es el eigenestado simétrico positivo de oy, A =1y A =0,1. (b) Acercamiento en
la curva asociada al BEGOE.
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con las curvas asociadas al GOE, donde la pureza decae mas lentamente.

En la figura 4.8 se muestra la pureza como funcién del tiempo. Como
estado inicial del qubit se utiliza el eigenestado positivo de o,. En las curvas
asociadas a los ambientes BEGOE y GOE se usé la constante de acopla-
miento A = 0.1 . La pureza del qubit asociada al BEGOE decae igual de
rapido que el caso de la figura 4.7. En ¢ = 1 existe un ligero resurgimiento
de la pureza y se mantiene constante en 0.51. Para el caso GOE la pureza
se estabiliza en 0.67.

En la figura 4.9 se muestra el modulo al cuadrado de (p’?) como funcién
del tiempo adimensional ¢. Como estado inicial del qubit se utiliza el eige-
nestado simétrico positivo de o,. En las curvas asociadas a los ambientes
BEGOE y GOE se uso la constante de acoplamiento A = 0.1 . El compor-
tamiento de cada curva es analogo a las correspondientes en la figura 4.6.

En la figura 4.10 se muestra la pureza como funcién del tiempo adimen-
sional ¢t. Como estado inicial del qubit se utiliza el eigenestado simétrico
positivo de o,. En esta grafica se observa como cambia el comportamiento
de la pureza, al considerar el ambiente bosénico BEGOE en funcién de la
magnitud de acoplamiento A. En este caso, encontramos que al disminuir
el valor de A entre el qubit y el ambiente, la pureza tiende a decaer mas
lentamente.

En las figuras 4.6 a 4.10 se encontré un comportamiento claramente di-
ferente en la dindmica reducida del qubit acoplado a un ambiente bosoénico,
del que tiene cuando esta acoplado a un ambiente fermiénico o un ambiente
GOE. A primera vista, esto no resulta dificil de comprender, pues es un
hecho bien sabido que sistemas fermiénicos y bosdnicos siempre han pre-
sentado propiedades diferentes y hasta contrastantes. Por otra parte, las
propiedades espectrales de ensembles embebidos de bosones y fermiones no
presentan mayores diferencias, si se consideran valores similares de k, m y [.
Como se dijo al principio de esta subseccién, el ensemble embebido para
bosones, se definié con parametros que lo sitian en el limite denso. Se ha
visto que las propiedades espectrales de los BEGOE’s en este limite [15, 24]
distan de presentar un comportamiento similar a los ensembles de la teoria
canénica (GOE,GUE) y, por ende, de los ensembles embebidos para fer-
miones. Pensamos que esta es una de las razones, por las cuales, las curvas
asociadas a los BEGOE’s son muy diferentes a las asociadas a los GOE’s.
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Figura 4.8: (a) Pureza de la dindmica reducida del qubit como funcién del tiempo
adimensional ¢, donde el tiempo de Heisenberg es t = 2x. El estado inicial del qubit
es el eigenestado positivo de 0., A =1y A =0,1 . (b) Acercamiento en la curva
asociada al BEGOE.
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Figura 4.9: Médulo al cuadrado de (p:?) como funcién del tiempo adimensional
t, donde el tiempo de Heisenberg es t = 27. El estado inicial del qubit es el

eigenestado simétrico positivo de g, A=1y A=0,1.
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Figura 4.10: Médulo al cuadrado de {p:?) como funcién del tiempo adimensional

t, donde el tiempo de Heisenberg es ¢
eigenestado simétrico positivo de o, y se toma A = 1.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado numéricamente la decoherencia de es-

tados puros de un qubit, sujeto a un ambiente de caracter aleatorio. Para
ello se utiliz6 un Hamiltoniano de interacciéon separable. Para modelar el
ambiente, se trabajé con los ensembles embebidos. Esto permitié conside-
rar al sistema total con interacciones de 2-cuerpos, con lo cual, se estudié
un modelo mas realista en comparacion a modelos previos donde se asumia
interacciones de muchos cuerpos.
Ademds, esta eleccion de ensembles nos permitié considerar dos situacio-
nes: ambientes fermiénicos EGOE y ambientes bosénicos BEGOE. Asi, en
un primer caso se estudié el decaimiento de la pureza y de los elementos fue-
ra de la diagonal de la matriz reducida del qubit, cuando éste interactuaba
con un ambiente fermidnico y, en un segundo caso, cuando interactuaba con
un ambiente bosénico. En particular, el ambiente bosénico se definié en el
limite denso, i.e., en el limite donde el nimero de bosones es mucho mayor
que el numero de estados degenerados de una particula.

Nuestro modelo fue comparado con ambientes de matrices aleatorias
GOE.

1. En el caso del qubit que interactia con el EGOE se encontré que:

e La dindmica del sistema reducido asociado al qubit tiene esencial-
mente el mismo comportamiento que en el caso donde el ambiente
se modela con matrices GOE.

e La explicacién mas simple del punto anterior, es el hecho de que
las fluctuaciones espectrales de ensembles EGOE y GOE son muy

49
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parecidas una vez que los espectros han sido desdoblados correc-
tamente. [18, 25].

2. En el caso del qubit que interactia con el BEGOE se encontré que:

e La dindmica del sistema reducido asociado al qubit tiene un com-
portamiento que difiere notablemente del caso donde el ambiente
es modelado con el GOE y, por lo tanto, también difiere del am-
biente EGOE.

e Esta diferencia con el EGOE y GOE se puede entender si se
tiene presente que las fluctuaciones espectrales del BEGOE, en
el limite denso, resultan muy diferentes a las fluctuaciones en los
ensembles EGOE y GOE [15, 24].
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Modulo al cuadrado de (pl?) para un ambiente bosénico. Es-
tado inicial del qubit: eigenestado simétrico de o,. . . . . . .
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