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Introduccion

Una herramienta ampliamente desarrollada para estudiar un anillo son los
prerradicales. Dado un anillo R, se le asocia su gran reticula de prerradicales
R — pr. Dentro de esta gran reticula existen varias subclases de gran interés
como lo son: la clase de los prerradicales idempotentes, de los radicales, de
los exactos izquierdos y combinaciones de estas propiedades. En este trabajo
nos enfocaremos en los prerradicales exactos izquierdos R — lep.

A cada prerradical exacto izquierdo se le puede asociar de manera biyec-
tiva una clase de médulos, la cual es una clase de pretorsion hereditaria, es
decir, una clase cerrada bajo isomorfismos, submaédulos, cocientes y sumas
directas. Por otro lado, también se le puede asignar biyectivamente un sub-
conjunto de ideales izquierdos del anillo el cual forma un filtro lineal. Aqui se
presentaran estas biyecciones y algunas consecuencias.

El objetivo principal de esta tesis es el siguiente: dado un anillo R encon-
trar un R — médulo rE que describa a todos los elementos de R — lep. Este
R — médulo rE sera un moédulo inyectivo y cada o € R — lep quedara des-
crito como o = wfﬁ, donde para un submoddulo totalmente invariante N de
un médulo M, wd es el prerradical definido como:

N (K) = (WS (V)If: K — M}
para cada R—mdédulo K. A tal médulo zE se le llamara inyectivo principal.

Se desarrollaran varias propiedades de los médulos inyectivos principales
para llegar al resultado principal, Teorema 2.0.31 el cual dice que si R es
un anillo artiniano izquierdo entonces existe un anti-isomorfismo entre las
reticulas de ideales bilaterales de R y de submddulos totalmente invariantes
de E (S;,(R) y S, (E) respectivamente), con E un médulo inyectivo princi-
pal. Este anti-isomorfismo de reticulas se construye a partir de dos resultados
del Capitulo 2 y uno del Capitulo 1. Del Capitulo 1 tenemos el isomorfismo
entre las reticulas R — fil y R — lep. Del Capitulo 2, el isomorfismo entre las
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reticulas Sy, (E) y R—lep y el isomorfismo que invierte el orden entre R — fil
y S fz(R)

A modo de seguir con esta linea de investigacion, se estudiaran los anillos
inyectivos principales y veremos que como ejemplo aparecen los anillos QF
(casi-Frobenius). Dentro de esta idea de médulos inyectivos principales, se
pueden definir los mdédulos principales con la hipétesis de que la reticula de
prerradicales sea un conjunto.

La tesis estd dividida en tres capitulos y un apéndice que tiene tres sec-
ciones. Las tres secciones del apéndice contienen elementos de teoria general
de anillos, médulos y prerradicales. En la seccién A.2 se da una breve intro-
duccién de la dimensién de Gabriel ya que sera fundamental para un ejemplo
dentro de la teoria.

El capitulo 1 se centra en establecer las condiciones generales del trabajo,
tanto de prerradicales como de teoria de mdédulos.

El capitulo 2 es el capitulo principal de la tesis pues es donde se desarro-
llara la teoria de los modulos inyectivos principales y se prueba el resultado
mas importante de la tesis.

En el capitulo 3 se definen los médulos principales en anillos para los
cuales su reticula de prerradicales es un conjunto. También en este capitulo
se describen algunos anillos que son médulos inyectivos principales.

En todo el trabajo R denotard un anillo asociativo con uno, los R —
modulos serén izquierdos y unitarios, y R — Mod denotara a la categoria de

R — médulos izquierdos.

La tesis estd basada principalmente en los articulos [5], [6] v [7].



Capitulo 1

Preliminares

Como se ha mencionado en la introduccién, en este capitulo desarrolla-
remos la teoria necesaria de prerradicales. Trabajaremos con con algunas de
las propiedades que cumple una familia de prerradicales y vamos a definir
para la clase R — pr un orden, supremo e infimo y las operaciones producto y
coproducto. Establecemos los elementos para afirmar que R — pr es una gran
reticula completa y las condiciones que debe cumplir un prerradical para ser
idempotente, exacto izquierdo o bien, radical. Enseguida, definimos lo que
es una clase de pretorsion hereditaria y determinamos ciertas condiciones
para concluir con detalle que existe una correspondencia biyectiva entre la
clase de todas las clases de pretorsién hereditaria (R — ptors) y la clase de
los prerradicales exactos izquierdos (R — lep). De manera similar, definimos
el conjunto de filtros lineales de ideales izquierdos asociado a un anillo R
(R — fil) para finalmente demostrar que existe un ismorfismo de reticulas
completas entre R —lep y R — fil, resultado que nos permite construir para
cada elemento de R — lep un conjunto de moédulos inyectivos.

Definicién 1 Un prerradical o sobre un anillo R es un subfuntor del funtor

identidad:

R — Mod—"+ R — Mod
es decir,

1) oM < M para cada M € R — Mod.
2) Para cada f € Homgr(M, N), el diagrama

11
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Lof lf
o(N)——N

es conmutativo, donde @ es la inclusion canonica.

Ejemplos: 1) Definimos el Zoclo de un mddulo M como:

R — Mod -2 R — Mod

dado por Zoc(M) = > {S|S es submddulo simple de M}. Por un lado, tene-
mos que la suma de submddulos es submddulo. Asi Zoc(M) < M. Por otro
lado sea f € Homg(M,N) y veamos si el siguiente diagrama conmuta:

Zoc(M)~— M

LZOC(f) lf

Zoc(N) ~—=N
es decir, si f(Zoc(M)) C Zoc(N). Por un lado,

FOEASIS < M simple }) < 3 {f(S)S < M simple }),

el cual a su vez es submodulo de Zoc(N). Por lo tanto, Zoc(_) es un prerra-
dical.

2) El Radical de un modulo M se define como:

R— Mod L R — Mod
dado por Rad(M) = (K | K es submddulo mdzimo de M?}.

De lo anterior, Rad(M) < M. Sea f € Hompgr(M,M') y veamos que el
siguiente diagrama conmuta:

Rad(M) ~“— M
%wn !
Rad(M') +— M’
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es decir f(Rad(M)) C Rad(M'). Para probar la contencidn, veamos que
la siguiente igualdad se satisface:

Rad(M) =(\{Ker g| g€ Homgr(M,S), S € R— Simp}

Sea K un submodulo mdximo de M, entonces existen S € R — Simp y
g: M — S tales que g # 0 y Ker g = K pues se obtienen de considerar
S:=M/K pues K es mdrimo y g :=m: M — M/K la proyeccién candnica.
De lo anterior, tenemos las siguientes igualdades:

Rad(M) =(\{Ker g|g € Homg(M,S), S € R— Simp}

Rad(M'") = ({Ker h|h € Homg(M',S), S € R— Simp}

y podemos considerar h € Hompg(M',S), con el cual (ho f): M — S. De
esta manera, si x € Rad(M) entonces (ho f)(z) = h(f(x)) =0 con lo cual
f(z) € Ker h y ast f(z) € (\{Ker hlh € Homg(M',S), S € R — Simp}.
Por lo tanto, f(Rad(M)) C Rad(M'). Luego, Rad(-) es un prerradical.

3) La torsion en grupos abelianos se define como:

7. — Mod—~7 — Mod
dado por t(G) = {g | ng = 0 para algin n € 7"}

Sabemos que t(G) es un subgrupo de G € Z— Mod. Sea f € Homz(G,G') y
veamos que el siguiente diagrama conmuta:

tHG)——G
)

tG) =G
es decir f(t(G)) C t(G").
Sea x € t(G) entonces existe n € ZT tal que nx = 0. De aqui, f(nz) =

f(0) = 0 pero f es morfismo con lo cual tenemos nf(x) = 0, es decir,
f(z) € t(G"). Por lo tanto, f(t(G)) C t(G') y asi t(-) es un prerradical.

De ahora en adelante, denotaremos por R — pr a la clase de todos los prerra-
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dicales sobre R.

Proposicién 1.0.1 Sean 0 € R — pr, {M;},cr € R — Mod una familia no
vacia de modulos, entonces

1)U(®i61 M;) = @z’el o(M;)
2)U(Hiel M;) < Hie[ o(M;)

Demostracién 1) Para cada € I, consideremos

M/g — @iEIM

@iel M; — Mg

la inclusién y proyeccion candnicas. A partir de las cuales se tienen las si-
guientes contenciones

ig(0(Mp)) < o(Djes Mi)

de esta manera, dado = € o(@,.; M;) entonces x = (;);e; con x; € M.
Ademds x; = m;(x), con lo cual z; € o(M;), es decir, (2;)ier € B,c; 0(M;).
Por lo tanto, o(D,.; M;) € @,c; o (M;).

Sea x € P, ;0(M;), entonces x = (z;);e; donde x; € o(M;) para
toda ¢ € I. De lo anterior, existen 5; € I con j € {1,...,n} tales que
(Ti)ier = = Y1, ig; (g, () pero g, (x) € 0(Mpg;) y ademds ig, (7, () €
ig;(0(Mg;)) € o(D,c; Ms). Por lo tanto, @,.; o(M;) C o(D,c; Mi).

2) Consideremos la proyeccién:
[Lie; Mi — Mg

y sea x € o(][,c; M;), entonces © = (;)icr y 25 = mg(x) € 0(Mp) para todo
el Ast, x = (2;)ier € [Lic; 0(M;), es decir, o([[;c; Mi) < [Lie; o(M;).
i
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Definicién 2 Sean o,7 € R — pr, diremos que 0 < 1, si y solo si o(M) <
7(M) para todo M € R — Mod.

Con la definicion anterior R — pr es una clase parcialmente ordenada.
Ademds se tienen cuatro operaciones en R—pr: A\, V,- y :, las cuales se des-
criben como sigue:

Para o,t € R—pr y M € R— Mod,

oeNT)(M)=cMNTM

20V T)(M)=0cM+1M

3)o-1) (M) =0o(TM).

4)(o:T) (M) <M tal que (o : 7)(M)/oM = 1(M/oM).

Con lo anterior, (R — pr, <, A\, V) podria considerarse una reticula completa
donde el supremo y el infimo de una familia de prerradicales {o;}icr se des-
criben como:

(Vier o) (M) = > i 04(M)
(/\iEI Ui)<M) = niel 0i<M)
sin embargo, en general R — pr mo es un conjunto, es una clase. Es por

esta razon que a R — pr le llamaremos gran reticula pues es una clase con
orden parcial y supremo e infimo descritos como arriba.

Definicién 3 Para cualquier o € R — pr, tenemos las siguientes clases de
modulos:

T,={N € R— Mod|locN = N}

T, ={0K|K € R— Mod}

F,={N € R— Mod|ocN =0}

F, ={K/oK|K € R— Mod}
Proposicion 1.0.2 Son equivalentes para o € R — pr:

oo =0

T, =T,



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracién [) = 1)

Supongamos que oo = o, es decir, o(c(M)) = o(M) para todo M €
R — Mod.

C|Sea M € T, = {N € R— Mod|locN = N}, entonces M = o(M) y
ast M € T,. Por lo tanto, T, C T,.

D| Sea M € T, = {oK|K € R — Mod}, entonces M = o(K) para algin
K € R— Mod. Luego, o(M) =o(c(K)) =0(K)=M

oM = o(cK) = 0K = M para algin K € R — Mod lo que implica que
T, CT,. Por lo tanto T, = T,,.

IT) = I) Supongamos T, = T,,.

Sea N € R — Mod, entonces cN € T, = T,, con lo cual o(¢N) = oN.
Por lo tanto co(N) = o(N) para todo N € R — Mod. |}

Definicién 4 0 € R — pr es idempotente si oo = 0.
Proposiciéon 1.0.3 Son equivalentes para o € R — pr:
o:0)=0
I)F, =F,
Demostracién [) = 1)

Supongamos que (o : o) = o, es decir, (0 : 0)(M) = (M) para todo
M e R— Mod.

C|Sea M € F, = {N € R~ Mod|oN = 0}, entonces oM = 0. Como
M = M/0 se sigue que M = M /oM. Por lo tanto M € F, es decir, F, C F,.

D| Sea M € F, = {K/oK|K € R— Mod}. Entonces M = K/oK pa-
ra algin K € R — Mod. Luego, cM = o(K /oK) con lo cual tenemos que
oM = ((0 : 0)K)/oK = 0. Lo que implica que M € F, entonces F, C F,.
Por lo tanto F, = E,.

II) = I) Supongamos F, = F,.
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Para todo M € R — Mod se tiene que (0 : )M /oM = o(M/oM) y
M/oM € F, = F,, entonces o(M/oM) = 0. Asi que (o : 0)M /oM = 0. Por
lo tanto (0 : o) = o para todo M € R— Mod. |}

Definicién 5 0 € R — pr es radical si (0 :0) = 0.

Definicién 6 o € R — pr es exacto izquierdo si para cada sucesion eracta:

0— N1y -9

la sucesion

of oM 2~ oL

es exacta.
Proposicion 1.0.4 Son equivalentes para o € R — pr:
1)o exacto izquierdo.
2)oN = NNoM para todo N < M € R— Mod.

3)o es idempotente y T, es cerrada bajo submddulos.

Demostracién 1) = 2)

Supongamos que o es exacto izquierdo, entonces dada una sucesion exac-
ta:
f

0 N M-~ 0

la sucesién:
of

0 oN oM 2> oL

es exacta.

Verifiquemos que o N = NNoM para todo N < M. Sea N < M entonces
podemos construir la sucesién exacta (donde M’ = M/N):

0—=N——M-—">M—0

con lo cual:
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0 oN —Z>oM "> oM’

es exacta, es decir, Im ov = Ker om pero Imov=0cN y Ker om = NNoM
asi que cN = NNoM (donde I'm ot es la imagen del homomorfismo ot y
Ker or es el niicleo del homomorfismo o ).

2)=1)

Supongamos que N = N NoM para todo N < M € R— Mod. Veamos
que la sucesién:

0 oN —=>ocM —2%o(M/N)

es exacta, es decir, que Im ov = Ker om. Yaque Imor.=ocN =NNoM =
Ker om, se tiene que la sucesién anterior es exacta. Por lo tanto, o es exacto
izquierdo.

2)=3)

Sea M € R — Mod. Como oM < M entonces o(cM)=cMNM =ocM
con lo cual, o(c M) = oM. Por lo tanto, o es idempotente.

Sea M €T, y K < M. Entonces oK = KNoM = KNM = K. Por lo
tanto 7T, es cerrada bajo subméddulos.

3) = 2)

Sea M € R— Mod. Ya que 0o = o entonces o(c M) = oM ie, cM € T,.
Sea N < M, entonces o N < g(oM) < M. Tenemos que o N < o(cM) y
oN < N asi que oN < o(cM)NN < N, aplicando ¢ tenemos o(ocN) <
o((ecM)NN) < oN.Como (cM)NN € T, entonces c(c MNN) = (c M)NN.
Asi oN < (cM)N N < oN. Por lo tanto cN = N N oM para todo N <
MeR—-Mod. |}

Definicién 7 Denotaremos por R — lep a la clase de prerradicales exactos
1zquierdos.

Proposicién 1.0.5 Si P es un modulo proyectivo y 0 € R — pr entonces
o(P)=0o(R)P.

Demostracién La contencion o(R)P C o(P) es valida. Parao(P) C o(R)P
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tenemos lo siguiente:

Como P es proyectivo, por el teorema de la base dual (Apéndice A.1.2),
existe una familia de generadores {y;}ic; € P y una familia de homomor-
fismos {p;}ier € Hompg(P, R) tales que para p € P, p se escribe como una
suma finita, p = > ¢;(p)y;. Como o € R— pr podemos construir el diagrama
conmutativo:

o(P)-+—P

o(R)—=R

Asi, si p € o(P) entonces ¢;(p) € o(R) vy y; € P para todo ¢, lo cual implica
que p = > wi(p)y; € o(R)P. Por lo tanto, o(P) =o(R)P. |}

Proposicién 1.0.6 Son equivalentes para o € R — pr:
1)o preserva epimorfismos
2)o(R)M = o(M) para todo M € R — Mod.
3)o es radical y F, es cerrada bajo cocientes.
Demostracién 1) = 2)

Sea M € R — Mod. Dado que M es cociente de un libre, existe R™X) tal
que se tiene la siguiente sucesion exacta:

0 K-t pX) 9 a0

Como o preserva epimorfismos, obtenemos:

RX) 9 0

|

o(RX)) Zs (M) —0

y puesto que o(R)R¥X) = o(R™X)) por la proposicion 1.0.5, el diagrama
anterior queda:
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2) = 3)

Ya que o(M/o(M)) =0(R)-(M/o(R)M) = 0, entonces o es radical. Probe-
mos que F, es cerrada bajo cocientes. Sea L < M € F, y la sucesién exacta:

0 L—>M—"%(M/L)—=0-

Como o es prerradical, el siguiente cuadro conmuta:

M —"~ (M/L)

[

o(M)—"~o(M/L)

donde 7 es la proyeccion candnica.

Notemos que 7(c(M)) = n(c(R)M) = o(R)m(M) = o(R)(M/L) =
o(M/L). Luego, como o(M) = 0 tenemos que 0 = w(c(M)) = o(M/L).
Por lo tanto, (M/L) € F,.

3)=1)

Para probar esta implicacién, primero demostremos la siguiente igualdad:
o(M/N)=(cM+ N)/N
Sea N < M y consideremos la proyecciéon canénica, m : M — M/N.

Como oM < M se tiene que m(c M) = (oM + N)/N y yaque 0 € R — pr el
siguiente diagrama conmuta:

M —"~ (M/N)

[

o(M)—"~a(M/N)
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de donde (¢ M + N)/N = n(cM) C o(M/N) ie, (cM + N)/N C o(M/N).
Para probar la otra contencién, utilizamos la siguiente sucesién exacta:

0—— (N + oM)JoM —> M/oM —= M/(cM + N) —0

Ya que F, es cerrada bajo cocientes se tiene que M/(ocM + N) € F, y
como o es radical, podemos considerar el siguiente diagrama:

o(M/N) d M/N
o(M/(cM + N)) = 0+— M/(cM + N)
del cual g(o(M/N)) C o(M/(cM + N)) = 0, es decir, o(M/N) C (cM +
N)/N. Por lo tanto o(M/N) = (6 M + N)/N.

Finalmente, veamos que o preserva epimorfismos. Sean N < M € R —
Mod y la siguiente sucesién exacta:

0 N—>M—"~M/N—=0

Como o es radical, tenemos el diagrama comutativo:

Af—’% (M/N)

o(M)—"~0(M/N)
del cual m(c M) = (6 M + N)/N = o(M/N), lo cual implica que m(c M) =
o(M/N). Por lo tanto, o preserva epimorfismos. ||

Un prerradical que cumple con alguna de las condiciones de la proposicién
anterior se llama t — radical

Definicién 8 Sea 7 C R — Mod una clase no vacia de modulos. Decimos
que T es una Clase de Pretorsion Hereditaria si es cerrada bajo submaodulos,
cocientes y sumas directas. A la clase de todas las Clases de Pretorsion He-
reditarias en R — Mod la denotaremos por R — ptors.

Definicién 9 Sea T C R — Mod una clase no vacia de modulos. Definimos
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la clase o|[T] como la coleccion de mddulos:

oAT) = {K € R=Mod | K— (B, C¥)/V}
donde V< P,c; CXi, C; € T para todo i € I y X; algin conjunto.
Observacion: Si T = {M}, entonces

oM ={Ke€R—Mod | K—MM/V}.
A los médulos en o[M] se les llama M — subgenerados.

Proposicién 1.0.7 o[T| es una teoria de pretorsion hereditaria para toda
T C R— Mod no vacia.

Demostracién Sean M € o [T| y N < M. Entonces existe un monomorfis-
mo:

M = (@, C)/V

donde C; € T,V < @, C:Xi. Considerando la inclusién N < M se puede
construir el monomorfismo:

N <= M= (B, C;)/V
con lo cual, N € o[T].
Sean M € o[T] y N < M. Entonces existe un monomorfismo:
N Mo (@, CX)V

yasi N 2 N'/V donde V < N < @@

obtener el siguiente morfismo:

X, .
.1 Ci''. Con lo anterior, podemos

M/N — (Bie; C;/V)/N

pero (B, O /V)IN = (B, G /V)/(N'JV) = @y, C;F /N y ast he-
mos obtenido:

M/N — @, , C /N’

el
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con lo cual, o [T] es cerrada bajo cocientes.

Finalmente, consideremos { M, },c4 una familia de médulos en o [T]. En-
tonces, para cada o € A se tiene el siguiente morfismo:

My — <@iel Oi)iia)/va

de manera que:
Xin
@aeA Mo — @aeA(@ieI Cia /Va)

Xia ~ Xia
pero como P4 (B, Ci. /Va) = Doca Bicr Ci / (Daca Vo), entonces

el morfismo anterior queda:

@aeA My — ®a€A @z’el Ci)jia/(@ae/x Va)-

Por lo tanto, @,.4 Mo € o[T] y asi 0 [T ] es una clase de pretorsiéon
hereditaria. |

Proposicion 1.0.8 Toda clase de pretorsion hereditaria T es de la forma
o|[U] para algin U € R — Mod.

Demostracién Sea T € R — ptors y consideremos C = {C}|i € I} un con-

junto de clases de isomorfismo de ciclicos en T, (este es un conjunto pues
a lo mds hay tantos como ideales izquierdos de R ). Con lo anterior definimos:

My =, C;.

Veamos que 7 = o[M7]. Sea K € T, entonces K =, - Rk y podemos
considerar el epimorfismo:

®keK Rk — ZkeK Rk
y puesto que @, Rk € o[My] tenemos que K € o[Mr].
Si L € o[M7] entonces existe un monomorfismo:

L— M" v
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donde M(TL) € T pues My = @,.;C; y ademéds M(TL)/V € T, es decir
L € T. Porlo tanto T = o[M7]. |

Ejemplo: Si T = {G € Z — Mod | t(G) = G} y seleccionamos como
conjunto {Z, }new de representantes bajo isomorfismo de submédulos ciclicos
de T, tenemos que T = o[My] = 0[@D, ey Zn)-

Proposiciéon 1.0.9 R —ptors es una reticula completa con orden la conten-
ciLon.

Demostracién Sea {7;};c; una familia de elementos de R — ptors. El su-
premo de la familia estd descrito por:

Vier Ti i= 0 [Uier Ti]

el cual es una clase de pretorsion hereditaria considerando la proposicién

1.0.7.

Ahora veamos que o [U;c;T;| es la clase mas pequena que contiene a
UierTi. Tomemos C € R — ptors tal que U;e;T; CCy sea M € o [UierT; ] . De
lo anterior, existe

M — (Bie; GV

donde C; € Uje;T; € C para todo ¢ € I y ademés (D, CX) )V € C pues
C es cerrada bajo submodulos cocientes y sumas directas. De esta manera
M eC.

Por otro lado, el infimo esta definido como:

/\z’e[ T = miel Tier

veamos que A._; T; € R — ptors.

i€l
Sea M € N,.;Ti y N < M. Entonces M € 7; para todo i € I, asi que
N € 7T; para todo i € I. Por lo tanto N € A\,_; T, es decir, \,.; T; es cerrada
bajo submédulos.

Sea M € N,;.;Ti y N < M. Entonces M € 7; para todo i € I, asi que
M/N € T; para todo i € I. Luego /\,.; T; es cerrada bajo cocientes.
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Finalmente, consideremos {Mg}aca € A;c; 7i una familia de médulos, en-
tonces M, € 7T; para todo ¢ € I y para todo a € A, de esta manera
D.ca M, € Tiparatodoi € I. Asi, P, ., Mo € \;; Ti- Porlo tanto, A,.; T;
es una clase de pretorsién hereditaria, ademéas de que cualquier 7 C 7; para
toda i € I satisface que T; C A, 7; por definicién. De lo anterior, R — ptors
es una reticula completa. ||

il

Proposicion 1.0.10 FExiste una correspondencia biyectiva entre R-lep y R-
ptors.

Demostraciéon Consideremos las siguientes asignaciones:
I) ®: R—lep—— R — ptors
O(o) =T,
conT, ={N € R— Mod|locN = N}
1) v : R —ptors—— R —lep
\IJ(T) =0or
con oy : R— Mod — R — Mod dado por or(M) =Y {N|N <My N €T}

Para I) veamos que 7, = {N € R—Mod|ocN = N} es cerrada bajo submédu-
los, cocientes y sumas directas.

Sean M € T, y N < M. Entonces 6(N) =o(M)NN =MNN =N,
asi N € Ty.

Sean M €T, vy N < M. Considerando la contencién
(0(M)+ N)/N Co(M/N)

(que se obtiene de considerar la proyecciéon candnica y del hecho de que
o es prerradical) tenemos que

o(M/N) 2 (¢(M) + N)/N = (M + N)/N = M/(M N N) = M/N.

Con lo anterior, o(M/N) O M/N y la contencién o(M/N) C M/N se cum-
ple pues ¢ es un prerradical. Luego, M/N € T,.
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Finalmente, consideremos {M,};c; una familia no vacia de médulos de
T,,. Usando la proposicién 1.0.1 tenemos que o(P,.; M;) = @, 0(M;) =
D,c; M; pues M; € T, para todo i € I. Por lo tanto, T, es una clase de
pretorsion hereditaria.

Para II) debemos verificar:

i)or es prerradical.
ii)or es exacto izquierdo.

i)Puesto que or(M) = > {N|N < M y N € T} < M, falta mostrar que
para todo f € Homg(M, K) el siguiente diagrama conmuta:

or(M) -— M
Ltff Lf
or(K)-+—K
es decir, f(or(M)) C op(K). Ya que

flor(M)) = fQ_{NIN <My N €T})
=2 {f(INIf(N) < Ky f(N) e T}
CHO>A{LIL<SKyLeT}=op(K).
La contencién se verifica pues si tenemos n _/ . 77 podemos construir el

diagrama:
fIn

L ~

N/Ker(f|n)

de aqui, f(N) = N/(Kerf N N) y como T, es cerrada bajo cocientes, te-
nemos f(N) € T,. Por lo tanto, f(or(M)) C op(K).

f(N)

Para mostrar ii), debemos verificar que para todo N < M € R — Mod
se cumple op(N) = op(M)N N. Sea N < M, entonces or(N) < opr(M) y
or(N) < N, con lo cual or(N) < or(M)N N. Por otra parte, op(M)NN <
or(M) € T, asi que or(M)NN C Y A{K|K < Ny K €T} = or(N). De
esta manera op(M) NN < op(N). Por lo tanto or es exacto izquierdo.
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Por 1ltimo, debemos probar que si:

R — ptors — R — lep—— R — ptors
T — opr +— 1,

entonces a) T' =T, y ademds que si:

R —lep—— R — ptors —— R — lep

o — T, —  Or

o

entonces b) o = or,.

a) Sea M € T. Entonces M C op(M) = Y{K|IK < My K € T},
asi op(M) = M lo cual implica M € T,.. De este modo T'" C T,... Por
otra parte, si M € T,, tenemos que JT(M) M pero M = UT( )€ T es
decir, T, € T. Por lo tanto, 1T, =T.

b)Sea M € R — Mod. Como or, (M) € T, y ademas or, (M) < M en-
tonces o, M = o(or, M) < oM. Asi o, < o. Por otra parte, como T,
es cerrada bajo submodulos oM € T, es decir, o(M) C Y {K|K < My
K e€T,} = or,(M) entonces 0 < or,. Por lo tanto 0 = o7,. |}

Ahora, consideremos las propiedades que relacionan las cuatro operaciones

que tenemos en R — pr. La demostracion de la siguiente proposicién se en-
cuentra en [1] y [9] de la bibliografia.

Proposicién 1.0.11 Sean o,7,7 € R — pr,{ca}act € R—pr y M €
R — Mod. Entonces
1.Ley modular 0 <17 =0V (TAn)=7TA(cVn).
2. Si{0a}acr es una familia directa, entonces T AN(\ ;1 0a) = Ve (TATS).
3. (0)(Naer 7)™ = Naer(Ta7)-

(0)(Vaer 0a)T = Vaer(0aT).
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()T Naer 0a) = Noer (7 2 00).
(AN oer 0a) = Ve (T 04).

4. (1 :m)o X (10 : no);o es radical si y solo si (1 : n)o = (10 : no)
para todo T,1.

5. (c:71)(o:m) =2 (0:71n);0 es idempotente si y solo si (o :7)(c:n) =< (0:
T™); 0. para todo T,n.

6. 0T 0NT =0, T30VT=(0:7).

Proposicién 1.0.12 Sea {04 }acr € R — pr familia de preradicales idempo-

tentes. Entonces \/ . 0q es idempotente.

Demostraciéon Ya que Vael(0a<vael 0a)) = (Vael Uoz)(vael On) = (Vaez Oa)
donde la tultima igualdad es la que queremos probar, es suficiente que mos-

tremos para £ fijo que (03(\/,c;0a)) = 05. Como 00, = 0 para todo
o € I, entonces \/,  ,(0p0,) = 03 pero 3 € I por lo que og = ogog =
Voer(0s0s) = 0s lo cual implica que \/ . (030,) = 0. Por otra par-
te, ogo, = 0V 0, entonces \/ .;(0304) = 05(\ ,e;0a). Por lo anterior,

08 = V@oer(080a) = 08(\V ey 0a) = 05 es decir, 03(\/,c;0a) = 03. Por lo

tanto \/ ., 0o es idempotente. [

Proposicién 1.0.13 Sea {0,}aer € R — pr familia de radicales. Entonces
Noer Oa es radical.

Demostracion Yaque A\ c;(Aaes 90 0a) = (Nacr 90 * Naer 9a) = Naer 9o
donde la ultima igualdad es la que queremos probar, es suficiente mostrar

para (3 fijo que (A,c;0a : 08) = 05. Como o3 =X (A,c;0a : 0p), faltaria
probar que (/\,c;0q : 03) = 0. Para ello, sea M € R — Mod y como og es
radical podemos construir el siguiente diagrama:

5(M)/ Ny 0a(M) ——= M/ Ao 00l M) —L—= M/o5(M)

05(M/ Ny 0a(M)) S 05(M /0 5(M))

Como o es radical og(M/oz(M)) = 0, asi que f(og(M/ N\, c;0a(M))) =0
pues o es radical. Entonces
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(Aaer a1 08)M/ Noer 0a(M) = 05(M/ Noep 00(M)) € 05(M)/ Noep 0a(M)

lo cual implica que (A,.;0a : 03) =< 0. Por lo tanto, A ., 0, es radical.

acl

Proposicién 1.0.14 Sea {04 }acr € R — pr familia de prerradicales exactos
izquierdos. Entonces \,c; 0o es un prerradical exacto izquierdo.

Demostracién Sea N < M € R— Mod. Entonces A .;04(N) = [1oa(N).
Ya que o, es exacto izquierdo para todo a € I, entonces

NGalN) = N(0alM) NV (V) = (Aues 0a(M)) AN,

Con lo anterior, A c;0a(N) = (A,e;a(M)) N N y usando la proposicién
1.0.4 tenemos que A\, ; 0o es un prerradical exacto izquierdo. |

Definicién 10 Un submddulo N < M € R — Mod es totalmente invariante
(o caracteristico) si f(N) < N para cada f € Homg(M,M). Cuando N <
M € R — Mod sea totalmente invariante escribiremos N <p; M.

Definicién 11 Sea N <p; M, los preradicales oY, wi se definen para

K € R— Mod como sigue:
ay (K) =3 A{f(N)|f € Homp(M, K)}
wi (K) = N{fH(N)If € Homp(K, M)}.

Proposicion 1.0.15 Seac € R—pr,M € R— Mod y N <pr M. Entonces
UM:Nsiysolosia%jajw%.

Demostracién Si K € R — Mod, cM = N, f € Hom(M, K), el siguiente

diagrama conmuta:
N—* oM

[l

o(K)——=K

con lo cual f(N) C oK. Considerando cada f € Homgr(M, K), oA (K) =
S{F(N)|f € Homr(M,K)} < oK es decir, a¥ (K) < oK.

Por otro lado, sea g € Homg(K, M) y el diagrama:
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o(K)—~—K
)
N M

entonces g(cK) C N, es decir cK C g !(N). Considerando cada g €
Hompg(K, M) se tiene que oK C ({9 ' (N)|g € Homg(K, M)} = w¥ (K).
Por lo tanto, o <o < Wi,

Ahora, supongamos que aX =< o < wi. Asi oM (M) < oM < W (M)
pero

SAFIN)If € Homp(M, M)} = ay/ (M)
< oM
< wy (M)
=/ (N)If € Homp(M, M)}
y como N < M es totalmente invariante, tenemos que

N C Y Af(N)|f € Homp(M, M)}

=/ (N)If € Homp(M, M)}
CN

es decir, cM = N. |}

De ahora en adelante, denotaremos por £ a la clase de todos los médulos
inyectivos en R — Mod.

Proposicién 1.0.16 Para cada 0 € R — pr tenemos:
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1. oAt es idempotente para cada M € R— Mod. Ademds, o es idempotente
si y solo si o = \/{aM|oM = M}.

2. wd! es radical para cada M € R— Mod. Ademds, o es radical si y solo
si o= N{wd!|loM = 0}.

3. wE es preradical eracto izquierdo para cada E € € vy para cada K
submodulo totalmente invariante de E. Ademds, o es exacto izquierdo si y
solo si o0 = N{wZ|E € €}.

4. wl es radical exacto izquierdo para cada E € € . Ademds, o es radical
ezacto izquierdo si y solo si o0 = N{wf|oE =0y E € €}.

Demostracién 1. Veamos que alfalf = o, Ya que o} (K) < K entonces

¥ (aM(K)) < adi(K) es decir, aMall < ol para todo K € R — Mod.
Por otro lado, usando la definicién tenemos que odf(K) = S {f(M)|f €
Homp(M, K)} v ademés oM (a3 (K)) = Y {g(M)|g € Homg(M, o L(K))}.
Basta verificar que todo ¢ € Homgp(M,K),g € Homp(M,a i (K)). Pues-
to que g : M — K podemos considerarlo como g : M — g(M) es decir,

g: M — oK), lo cual implica que g € Homp(M, a}t(K)) como querfamos

mostrar. Por lo tanto, a}fall = ol

Ahora, supongamos que o es idempotente. Sea M tal que o(M) = M,
usando la proposicién anterior tenemos que o} < o lo que implica que

Vori=nr ajr < o.
Por otro lado,
o(cK)=0K = a8 (cK)
C agk(K)
C aZE(K) + Vo M (K)
= Voar—ar 021 (K).
Lo cual implica que o <'\/_,_y, a7 v asi /0 02 = 0.
Por otra parte, supongamos que \/_,,_,, @17 = 0. Como cada a}} es idem-
potente, usando la proposicién 1.0.12 \/_,,_,, ol es idempotente. Asi o es

idempotente.

2. Veamos que w)! (K/w)(K)) = 0 para todo K € R — Mod. Sea T €
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W(K/w)(K)) = N{Ker f|f € Homgr(K/w)(K), M)}, entonces T =
r+w)! (K) y queremos ver que = € w)! (K) pero eso pasa siz € ({Ker g|g €
Hompg(K, M)} es decir si g(x) = 0 para toda g € Homg(K,M). Sea g €
Hompg (K, M) entonces g induce el morfismo:

K (1) —2> M/w (M)

pero W} (M) = 0, es decir

KJwM(K) LM
z +wy' (K) — g(z)

De aqui, § € Homp(K/w}!(K), M) es decir, 0 = g(z + w) (K)) = g(x).
Lo anterior implica que z € ([{Ker g | g € HomR(K M)} = w}!(K) enton-
ces * + W) (K) = 0. Por lo tanto ({Ker f|f € Homg(K/w}(K), M)} =0
es decir, w)! es radical.

Ahora, supongamos que o es radical. Sea M tal que (M) = 0, usando la
proposicién anterior tenemos que o < wj?, con lo cual 0 <X A{wl!|cM = 0}.
Por otra parte, como para todo K € R — Mod tenemos que o(K/oK) =0
entonces,

ol iy (K) = ({Ker f|f € Homp(K, K/oK)}

perom : K — K/oK € Homr(K,K/oK) y Ker m = oK. Lo cual im-
plica que w (/I?/UK)(K) C oK para todo médulo K € R — Mod. Entonces,
tenemos la siguiente expresion:

K/ocK K/oK
(Awar—o @81 ) € (Marsgieforey @&V ) NS GTE 1 (1) C w2 1o (K)

es decir, A\, ;—owi! = 0. Por lo tanto, (A, ,,_owd’) = 0.

Por otra parte, supongamos que (A,,;_owy!) = o como cada w)’ es ra-
dical podemos usar la proposicién 1.0.13, con lo cual (A, ,,_,wi’) es radical.
Por lo tanto, o es radical.

3. Veamos que w¥ € R —lep para cada E € € y K < F totalmente inva-
riante. Usando la proposicién 1.0.4, hay que probar wZ(N) = NNwZ (M) para
todo N < M € R — Mod. Por una parte, wk(N) < wE(M) y wE(N) < N
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entonces wE(N) C wE(M)NN. Por otra parte, sea x € N Nwk (M), entonces
reNyxewl(M)dedondez € Nyxze({fUK)|f € Homr(M,E)},
conlocual z € Ny x € f7YK) para todo f € Homp(M,E). Sea g €
Hompg(N, E), puesto que F es inyectivo existe f € Hompg(M, F) tal que, el
siguiente diagrama conmuta:

es decir, g es la restriccién de f en N. Como x € N y z € wi(M) en-
tonces g(x) = f(x) € K con lo cual x € g7'(K) para todo g € Homg(N, E).
Por lo tanto x € ({g ' (K)|g € Homp(N,E)} = wE(N). Con lo anterior
WE(M)N N CwE(N) y asi, wE es un prerradical exacto izquierdo.

Por otra parte, supongamos que o es prerradical exacto izquierdo. Usando
la proposicién 1.0.15, o < wky, para E € €. Con lo anterior 0 < A{wZs|E €
€}. Luego, si K € R— Mod y EK es la capsula inyectiva de K, tenemos que
o(K) =oc(FEK)NK = i *(0(FK)) pues o es prerradical exacto izquierdo
y donde i : K — EK es la inclusién. Como w5 (K) = N{f ' (cEK)|f €
Homgr(K,EK)} C 0K pues i *(0(EK)) = 0K es uno de los elementos de
la interseccion, se sigue que A g g wip(K) Nwli (K) C wli(K) C oK.
Por lo tanto 0 = A{wZ|E € €}.

Ahora, supongamos que 0 = A{wZ;|F € £€}. Dado que w?; es exacto izquier-
do para cada E € €, usando la proposicién 1.0.14, tenemos que A\{wZ|E €
€} es exacto izquierdo. Por lo tanto, o es preradical exacto izquierdo.

4. Para probar este inciso, consideremos los resultados obtenidos en 2 y

3. Yaque E € € y 0 < F totalmente invariante, wf es radical y es exacto

izquierdo. Ademds, o es radical exacto izquierdo si y solo si 0 = A{wF|E €

Eyo(E)=0} |

Definicién 12 Sea R un anillo. Decimos que una familia de ideales izquier-
dos del anillo R es un filtro lineal, el cual se denota por F{ si cumple con:

1) SiI e Fe,IC J entonces J € FU.

2) Sil,J € Fl entonces INJ € FU.
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3) Si I € FU entonces para todo x € R, (I : x) € F'{, donde
(I :xz)={re€Rlrzel}.
Denotaremos por R — fil al conjunto de todos los filtros lineales de idea-
les izquierdos de R. R — fil es una reticula considerando el orden como la
contencion y si {Fi;tiea € R — fil definimos el infimo y el supremo como:
ANFi=NF y
VF =({L € R— fil|F, C L para todo i € A}

respectivamente.

Proposicién 1.0.17 Eziste un isomorfismo de reticulas entre R— fil y R—
lep.

Demostraciéon Consideremos las siguientes asignaciones:
I) R— fil—= R — lep
Flr— o Fe

donde
orr: R— Mod—— R — Mod

M — {x € M|Ann(z) € F(}

con Ann(x) ={r € Rlre =0} ={r € Rlre € 0} = (0: z).

IT) R —lep— R — fil
or— FY,
donde F'l, ={I < R|R/I € T,}

Para 1) verifiquemos:
a)opy es prerradical.
b)ore es exacto izquierdo.
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a) Veamos que op(M)={z € M|Ann(x) € F{} < M.
0 € ope(M) ya que Ann(0) = R € FY.

Sean a,b € ope(M), entonces Ann(a), Ann(b) € F{. Como FV es filtro li-
neal Ann(a) N Ann(b) € F(. Sea p € Ann(a) N Ann(b) entonces pa = pb = 0
lo cual implica p(a — b) = 0. Asi p € Ann(a —b). De aqui, Ann(a) N Ann(b)
C Ann(a — b) pero Ann(a) N Ann(b) € F{ entonces Ann(a — b) € F{. Por
tanto, (a —b) € ope(M).

Veamos que ra € op(M).Sean a € op(M) y r € R. Por hipdtesis se tie-
ne que (Ann(a) : r) € Fl pero (Ann(a) : r) = {k € R|kr € Ann(a)} =
{k € R|(kr)a = 0} = {k € R|k(ra) = 0} = Ann(ra) entonces Ann(ra) =
(Ann(a) : r) € FL. Por lo tanto, ra € opy(M) y asi, op(M) < M .

Ahora, sea f € Homg(M, K) y veamos que el siguiente diagrama conmuta:

O'FZ(M);M

o

~

OF¢

es decir, f(opi(M)) C ope(K)

Seay € f(ope(M)) entonces y = f(x) para algin z € opy(K). Esto impli-
ca que Ann(z) € F{, ademés Ann(y) = Ann(f(z)). Sea p € Ann(z) enton-
ces pr = 0 y aplicando f tenemos f(pz) = f(0) = 0 con lo cual pf(z) = 0.
Asi p € Ann(f(x)) = Ann(y) es decir, Ann(z) C Ann(f(x)) = Ann(y).
Como Ann(z) € FY tenemos Ann(f(z)) = Ann(y) € F{, luego y € opy(K).
Por lo tanto, f(or(M)) C ore(K) y asf op es prerradical.

b) Sea N < M € R — Mod. Entonces op¢(N) < ope(M). Aplicando opy
e intersectando con N tenemos op¢(N) < op(M) N N. Por otra parte, sea
x € op(M)N N entonces © € op(M) y x € N es decir, Ann(z) € Fly
x € N. Con esto, x € op¢(N) por lo cual op(M)NN < gpy(N). Por lo tanto
ope(M) NN = ope(N), es decir, opy es exacto izquierdo.

IT) Mostremos que F{, = {I < R|R/I € T,} cumple con:

i)Sil e Fl, eI C Jentonces J € F,.
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i) SiI,J € F{,, entonces [ NJ € FY,
iii) Para I € F¢, y a € R entonces (I : a) € FY,.

i) Consideremos el morfismo:

R/I—=R/J

dado por ¢(r + I) = r + J, el cual es suprayectivo. Entonces podemos
construir el diagrama:

R/ I —2—=R/J

|

(R/1)/kerg

dedonde R/J = (R/I)/keryp pero R/I, kery € T, es decir, (R/I)/keryp €
T, lo que implica R/J € T,. Por lo tanto, J € FY,.

ii) Consideremos el morfismo:

R/(INJ)—~R/I®R/J

dado por p(r+INJ) = (r+ I,r + J), el cual es inyectivo pues si
0= (r+1I,r+J)entoncesr € I,r € Jie, r € INJ. Con esto podemos con-
siderar a R/(IN.J) como un submédulo de R/I & R/.J pero R/I& R/J € T,
yasi R/(INJ) € T,. Porlo tanto, (I N.J) € FY,.

iii) Como I € F{,, podemos considerar los morfismos:

fa

0—=(I:a0)~—=R R—=R/I 0
rT—r—za—xa+ 1

Para usar el diagrama:

-
Il

R/Ker(mf,)
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Sea x € Ker(mf,), entonces 0 = (7 f,)(x) = 7(fu(z)) = 7(xa) = za + I.
Asi 0 = za + I es decir, za € I con lo cual x € (I : a). Luego, si z € (I : a)
entonces za € I de donde 0 = za + I = 7w(za) = (nf,)(z) es decir, x €
Ker(nf,). Por lo tanto, Ker(nf,) = (I :a) y asi R/( : a) = R/Ker(rf,) =
R/I € T, lo que implica que (I : a) € F{,. Como se verifican las condiciones
i),ii),iii), F'¢, es un filtro lineal.

Para terminar veamos que si se tiene:

1) R— fil—=R —lep—= R — fil

Ft +— oy — Y

OF¢

entonces Fl, =F(. Y que si

OF¢
IT) R—lep——=R— fil—=R —lep
o — Fl, +— opy,

entonces opy, =0.

I)Seal € F{,,,={K < R|R/K €1,,,} entonces R/I € T,,,. Asi R/I =
ore(R/I) = {F € R/I|Ann(T) € F(l}. Como Ann(F) = {k € RJkT =
k(r+1) =0} = {k € Rlkr+1 =0} = {k € Rlkr € I} = (I : r)
entonces Ann(F) = (I : r), con lo cual R/I = {F € R/I|(I : r) € F{},
en particular I = (I : 1) € F/{. Por otra parte, sir € Ry K € F/{
se tiene que (K : r) € F{ es decir, Ann(r + K) € F{. De aqui, pa-
ra todo (r + K) € R/K tenemos, Ann(r + K) € F{ lo que implica que
{(r+K) € R/K|Ann(r + K) € F{} = R/K, es decir op(R/K) = (R/K).
Con lo anterior (R/K) € T,,, es decir, K € F{,,,. Por lo tanto F{,,,=FU.

OF¢* OF¢

IT) Sea M € R — Mod. Entonces
ore, (M) ={x € M|Ann(z) € F{,}

= {zx € M|R/Ann(z) € T,}
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={x € M|Rx € T,}
= {x € M|o(Rx) = Rz} = o(M).
Por lo tanto opy,=c. |}

Como una consecuencia podemos describir cualquier prerradical exacto
izquierdo en términos del prerradical w.

Proposicién 1.0.18 Para cada 0 € R — lep existe un conjunto E5 de
mddulos inyectivos tales que 0 = N{wE|E € E4}.

Demostracion Sea o € R — lep. Considerando la proposicién 1.0.16 inciso
(3) tenemos que ¢ = A{wZ;|E € €}. Por otra parte, para todo £ € € el
prerradical w®, € R — lep asf que {wE;|F € €} C R — lep, el cual es un
conjunto considerando la correspondencia anterior. Luego, para cada F € €
vamos a considerar la clase [F]={Q € &€ |w§2Q = wk,} para después tomar de
cada clase un representante y construir el conjunto €, de médulos inyectivos
tales que {WE|E € €} = {wF|F € €,}. La igualdad anterior es vélida pues
por una parte {wZ,|E € €45} C {wEL|E € €} yaquesi E € €4 entonces F €
€. Verifiquemos la otra contencién. Sea w!; € {wE;|E € €}, entonces I € € y
podemos considerar la clase [E'|={Q" € & |w§(:2/ = w¥.} ala que pertenece
I Con lo anterior, encontramos el prerradical omega tal que w!, = wfjg, donde
E' € €5y asi wl; € {WELIE € €45} Por lo tanto {wZ,|E € €} = {wEL|E €

Eot- 1

De ahora en adelante, para cada ¢ € R — lep denotaremos por &£, un
conjunto fijo de médulos inyectivos con la propiedad de la proposicién ante-
rior.

Proposicién 1.0.19 Sean {M.} cr y { N, }yer familias de médulos tales que
para cada y € I se tiene que N, < M,. Sean N = @VGI N, M = @Vel M,
N' = nyel Ny y M = H'yEI M.

1. 8% N <gr M entonces para cada v € I, Ny <pr M, y a% = vveIOéN )
2. 81 N' <p; M" entonces para cada v € I, Ny, <p; M, y w%’ = /\’YEIWNW'

Demostraciéon 1. Supongamos que N <p; M. Sean S € Iy fz: Mg — M;g
un morfismo. Definamos f : M — M como f := @__; h,, donde hg = f3

yel
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y hy = 0 para v # 5. Sea v € Ng. Ya que N <p; M y fig(z) € N donde
ig : Mg — M es la inclusién. De lo anterior, fz(z) = hg(x) = mgfig(z) € Np,
donde mg : M — Mp es la proyecciéon candnica. Esto prueba que Ng <p; Ma.

Ahora, sean K € R—Mody g : M — K. Entonces g(N) = > ; gi,(N,) <
> e oz%:(K), asi que oy (K) < (V¢ a%:)(K). Por lo tanto aff <\ ¢, o/]‘\,?.
Por otra parte, scan K € R — Mod, v € I 'y g, : M, — K. Enton-
ces g,(N,) = g,m(N) < a¥(K). Por lo tanto ozjﬂ\;[;(K) < a¥(K) es de-

.M , M
cir, oy’ = o para cada v € [ asi que \/’yEI ay = o, Por lo tanto

a¥ = Ve oz%].

2. Supongamos que N’ <py M'" y sean f € Iy fs : Mg — Mp un
morfismo. Como en el inciso anterior, consideremos f’ : M’ — M’ como
f= HWGI h., donde hg = fz y hg = 0 para v # 5. Sea x € Ng. Ya que
N <pr M'y f’i/ﬁ(x) € N’ donde i : Mg — M’ es la inclusién. De lo ante-
rior, fa(x) = hg(z) = 75 f'is(x) € Ng, donde 7} : M’ — Mg es la proyeccién
canonica. Esto prueba que Ng <p; Ms.

Ahora, sean K € R— Mod, vy € [ 'y g, : K — M,,. Entonces w} (K) <
(i,9,) "L (N") = (g,)"1(N,), con lo cual w¥/ (K) < w]]\\,?(K) y de aqui wd <

w]]\\,? para cada v € I. Por lo tanto w%l <A
KeR—Mody g: K— M. Entonces

M’Y
yel WN, - Por otra parte, sean

Nyerwn (K) < N(mag) ™ (Na) = g1 (N),

asi que

My

. M. ’ /
es decir, /\ ;wy = Wiy por lo tanto whl = Nerwn, - |

yel

Proposiciéon 1.0.20 Para cada o € R — lep existe un modulo inyectivo E,
tal que 0 = wfga. En efecto, la igualdad anterior se verifica para cualquier

modulo inyectivo E, que contenga una copia isomorfa de cada E € E.

Demostraciéon Sea E, un mddulo inyectivo que contenga una copia isomor-
fa de cada E € £, por ejemplo:
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E" =L (GBEEQ7 E) ; EU = HEeag E

Utilizando la proposicién 1.0.15 se tiene que o < wf,go. Por otra parte, si
E' € €45 entonces E, = E'@ Q con Q € €. Considerando las proposiciones
1.0.18 y 1.0.19 tenemos que w’g = wPy Awly < whp, asi que wfy < Wl
para todo £’ € €. Por lo tanto, wfjgg = Npge., wep = 0, conlocual 0 = wfgg
para todo o € R — lep. |

De ahora en adelante, para cada ¢ € R — lep denotaremos por E, :=
[1gc., E como el médulo inyectivo canénico que cumple con la propiedad de
la proposicién anterior.



Capitulo 2

Moddulos Inyectivos Principales

Para este capitulo vamos a considerar cada conjunto de moédulos inyecti-
vos de cada elemento de R —lep que hemos obtenido en la proposicién 1.0.20
y construiremos un modulo que, con el prerradical omega, determinan un
modulo con el cual obtenemos otra descripcién de los prerradicales exactos
izquierdos. A este médulo lo llamaremos médulo inyectivo principal (M.I.P.) y
demostraremos algunas de sus propiedades. A continuacion, demostraremos
la existencia del isomorfismo entre las reticulas de submoddulos totalmente
invariantes de un modulo inyectivo principal y la de prerradicales exactos
izquierdos. Luego,y considerendo que R es un anillo artiniano, veremos que
existe un isomorfismo que invierte el orden entre Sy, (R) y R — fil para final-
mente llegar al teorema principal del capitulo, es decir, trabajaremos con el
anti-isomorfismo entre las reticulas S, (R) y Sy, (E).

Definicién 13 Un mddulo inyectivo E es un modulo inyectivo principal s

para cada o € R — lep se tiene que 0 = wZy

Proposicion 2.0.21 Para todo anillo R existen modulos inyectivos princi-
pales. En efecto, si E es un modulo inyectivo que contiene una copia isomorfa
de cada E, para cada 0 € R — lep, entonces E es un modulo inyectivo prin-
cipal.

Demostracién Sea E un médulo inyectivo que contenga una copia isomorfa
de cada F, para cada o € R—Ilep. Puesto que R—Ilep es un conjunto, podemos

considerar E = [],_,,, B, o también E = E (@ R-tep Fo ), ¥ cualquiera de

los dos cumple con lo anterior. Si ¢ € R — lep entonces o < wfﬁ por la
proposicién 1.0.15. Por otra parte, £ = E,@Q con Q € &€, con lo cual
wa = waEgc /\wa =< waEgc = 0, es decir wa =< 0. Por lo tanto, wa =0 |
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Proposicién 2.0.22 Sea E un mddulo inyectivo principal. SZ_E es un modu-

lo inyectivo que contiene una copia isomorfa de E entonces E es un modulo
myectivo principal.

Demostracién Sea E un médulo inyectivo principal y

E-".F

un monomorfismo. Como E contiene una copia isomorfa de E, tenemos que
E2E@Q paraalgiin Q € €. Sea o € R —lep y consideremos las proposi-

ciones 1.0.15 y 1.0.19 para obtener o < cuc% = ngE A wC?Q =< wfﬁ = ¢. Por lo

tanto 0 = w =, es decir £ es un médulo inyectivo principal. |}
g

Definamos Ey = E(Dg_ i, S)s €l cual es un cogenerador inyectivo (con-
siderando la proposicién A.1.5 del apéndice) y nos permite continuar cons-
truyendo modulos inyectivos principales como sigue.

Proposicién 2.0.23 Sea E un mddulo inyectivo principal y sea k = #E.
Entonces (Fy)" es un mddulo inyectivo principal.

Demostracion Para cada x € E podemos considerar el submodulo ciclico
Rz. Como es finitamente generado existe K, un submédulo méaximo de Rz
con el cual podemos construir el morfismo:

fo: Re — Rz /K, —— Ej

y como Fj es inyectivo, el morfismo anterior se extiende:

Rr——=F

W A

Eq

De esta manera, la familia de morfismos {ﬁ}mg y la propiedad universal
del producto, nos permite obtener el diagrama:

(Eo)” LN E,

a!i /
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donde el morfismo ¢ se calcula como:

E (Eo)"

e —=(fo(€))ser

Faltaria mostrar que ¢ es monomorfismo. Sea ¢ € Ker¢ tal que ¢ # 0.
Entonces 0 = ¢(e') = (f.(€')),e5, es decir, f.(¢/) = 0 para todo f,. Notemos
que ¢’ € E, entonces fu (e’ ) = 0, lo cual es absurdo por la construccién de o
Asi, ¢ es monomorfismo, por lo tanto (Ep)” contiene una copia isomorfa de F
y usando la proposicién 2.0.22 concluimos que (Ep)" es un médulo inyectivo

principal. |

Considerando la proposicion 1.0.20, tenemos los siguientes ejemplos de
modulos inyectivos principales:

1) Si R es cualquier anillo artiniano izquierdo y R — Simp = {S1,..., Sn}
entonces Fy = E(S1) @ ... & E(S,) es un mddulo inyectivo principal.

2) Si R es cualquier anillo Neteriano izquierdo entonces @{Q|Q es inyec-
tivo directamente inescindible } es un médulo inyectivo principal.

Para 1), veamos que para todo o € R —lep se tiene o = w . Puesto que
R es artiniano izquierdo todo médulo inyectivo I € R— Mod se escrlbe como
I= @] (E(S))ED m e {1,...,n} y X; algtin conjunto, pero podemos solo
considerar [ = @;n:l(E (S;)) ya que si @ es un moédulo inyectivo y usando la
proposicién 1.0.1 se tiene para Q&) que:

Q(X) Q(X)
Yo@w) T Yoy T = \wrg

Entonces si I = @QEX") podemos considerar el modulo inyectivo @ Q;
pues

Considerando lo anterior, tenemos para Ey = E(S1) @ ... ® E(S,,) la si-
guiente igualdad:

Ey _  E(S1)®..®E(Sn)
WoEy = Yo (B(S1)®...0E(Sn))
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reacomodando términos y usando la proposicion 1.0.19 tenemos que:

Ey _  E(S1)®..®E(S,) _ GB%(E( )

E By (E(S)
ocEy = Yo(E(S1)®..0FE(Sn)) — U@J 1(E(5;5))

N Wo (@, (B(S:))

de donde se obtiene:

Waty = Wor) N W@, (1 (s ) = Wan)

de manera que wfgo = wi (1) para todo I € R— Mod. Con lo cual tenemos que

UEO /\Eeao ) =0

pues wf,%o € {wE|E € €4}. Con lo anterior wEE = 0 Por otra par-

te, usando la proposicién 1.0.15 se verifica que o =< w . Por lo tanto,
Ey=FE(S)) ®...® E(S,) es un médulo inyectivo prm(:lpal.

Para 2), sea 0 € R — lep y veamos que o = w?agQ. Por hipétesis R es
neteriano izquierdo, con lo que para todo moédulo inyectivo I € R — Mod se
tiene I = @ Q' con Q' inyectivo directamente inescindible. Asi,

JBe _ 8¢ Dorar @ LB
UEBQ wU@Q/AwU®Q¢Q/Qj cPQ
de manera que wEBEgQ = w@egQ, para todo I € R — Mod. con lo cual te-

nemos que

EBQ _
Yoo 2 Npee, wf(E) =0

pues wEBEgQ € {wEL|E € €4}. Por lo tanto weaegQ =< 0. Por otra parte, usan-

do la proposicion 1.0.15 se verifica que o < weaegQ Por lo tanto, @{Q|Q es
inyectivo directamente inescindible } es un médulo inyectivo principal.

Proposicién 2.0.24 Sea E un mddulo inyectivo principal y sea S € R —
Simp. Entonces existe un monomorfismo:

Demostracién Sean E un médulo inyectivo principal. Como wo ) e R— lep
tenemos
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E(S
70( ) _ VE;)(S)( )_ ,E

con K = w?9(E). De lo anterior, wZ(E(S)) € wf®(E(S)) = 0, lo cual
implica que

Nyerromn(ms) 5 9 (0) =0.
por lo tanto tenemos un monomorfismo:

E(S)2~FE'
con I = Homp(E(S)), E). Considerando el monomorfismo anterior, tene-
mos el diagrama:

donde 7; es la proyeccién en f. Veamos que existe f € Hompg(E(S), E)
tal que Ker(mpa) = 0. Supongamos que para todo f € Homp(E(S), E)
se tiene que Ker(mpa) # 0 y sea f’ con las condiciones anteriores. Pues-
to que 0 # Ker(npa) < E(S) y E(S) es uniforme entonces Ker(mpa) es
submédulo esencial de E(S) es decir, para todo K < E(S) distinto de ce-
ro, se tiene que Ker(mpa) N K # 0. En particular, si K = S tenemos que
0# Ker(mpa)NS C Sycomo S € R—Simp se tiene que Ker(rpa)NsS =S
es decir, S C Ker(mpa) y como f' es arbitraria tenemos

S C ﬂfel Ker(ma)
donde I = Homg(E(S), E). Ya que Ker(m;a) = a~}(Kern) se tiene que

S C (Nyey Ker(mpa) = Ne; a Y Kerry) = a‘l(ﬂfd Kermy)

donde (;; Kermy = 0. Entonces S C a™' (N, Kerng) = a~'(0) = Kera =
0 pues « es monomorfismo. Asi S C 0, lo cual es un absurdo pues S €

R — Simp. Por lo tanto, existe f € Homg(E(S5), E) tal que Ker(mra) = 0
es decir, mra es un monomorfismo.

Proposicion 2.0.25 Cada maodulo inyectivo principal es cogenerador para
R — Mod.
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Demostraciéon Sea E un moédulo inyectivo principal y S € R — simp. Con-
siderando la proposicién anterior tenemos un monomorfismo:

E(S)-*~FE

es decir, F contiene una copia isomorfa de cada mdédulo simple usando la
proposicién A.1.5 del apéndice podemos concluir que E es un cogenerador
inyectivo. |

Proposicién 2.0.26 Para un anillo R las siguientes condiciones son equi-
valentes.

a) Todo médulo no cero contiene un submddulo uniforme.

b) Todo mddulo inyectivo es la cdpsula inyectiva de una suma directa de
submaodulos uniformes.

¢) Todo mddulo inyectivo principal es la cdpsula inyectiva de una suma di-
recta de submddulos uniformes.

Demostracién a) = b) Sea E un médulo inyectivo. Definimos el conjunto
de familias de submoddulos independientes de E' como sigue:

Q = {{Ni}ierl Zie] N; = @iel N, , N; uniforme }

2 es no vacfa pues E contiene un submédulo uniforme. Dados {N;}ier,
{N;}jes en €, definimos un orden como sigue:

{Ni}iel < {Nj}jej Si y SOlO Si Nz - {Nj}jEJ-

Con lo anterior, dada C' = {N;}, una cadena de elementos en {2, para la
cual se tiene que UC es un elemento de €2 pues si consideramos V;,, Ny, ..., IV;, ,
estos elementos se encuentran en alguna familia, digamos {N;}; pues esta-
mos considerando una cadena. De lo anterior y considerando la proposicién
A.1.10 del apéndice N;, + N;, + ...+ N;, = N;, @ N;, @ ... @ N,;, y como
Ny, Niy, ..., Nj, fueron arbitrarios se tiene que )y o N = @y N. Apli-
cando Lema de Zorn existe una familia maxima de submoédulos uniformes de

E, a la cual denotaremos por U.

Veamos que .7 U es esencial en E. Si 0 # N < E es tal que @7 U N
N = 0 existe un submédulo uniforme I de N tal que UU{I} € Q, lo cual es
una contradiccién pues U es maxima. Por lo tanto, @, .7 U < E esencial,

asi que ' = E(@ypU).
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b) = c¢) Por hipétesis, para I € R — Mod inyectivo, I = E(@,,.;U,)

NJaecJ T
donde U, es submédulo uniforme para todo o € J. Luego, para E médulo

inyectivo principal tenemos que £ = F (B,c; Ua) pues E es inyectivo.

¢) = a) Sea M un médulo no cero y E un médulo inyectivo principal,

entonces wiM = wk, donde K <p; E. De lo anterior,

Wl (EM) < wE(EM) = wFM(EM) =0
es decir, wZ(EM) = 0 con lo cual existe un monomorfismo:

EM—>F'

como E es un médulo inyectivo principal y usando la proposicién 2.0.22,
—I , . . . . . .
tenemos que £ es un modulo inyectivo principal. Considerando la hipotesis,

podemos afirmar que E' =F (B U) donde U es una familia indepen-
diente de submoédulos uniformes.

Sea M’ la imagen de M bajo el monomorfismo o : M — E(@,pU) y
sea N = M'N@, .z U # 0. Consideremos z € N, de donde z = )" | z; con
x; € Uy y U; € U. Entonces Ann(z) = Ann(x;) para cada i, asi que

Rx = R/Ann(z) = R/Ann(z;) = Rx;
es decir Rx = Rz < U; y como U; es uniforme entonces Rx es un submodulo

uniforme de M’ con lo cual M tiene un submoédulo uniforme como queriamos
mostrar. |}

Algunos ejemplos de anillos que satisfacen las condiciones de la proposi-
cion anterior son:

1. Anillos con dimensién de Gabriel.
2. Anillos de cadena izquierdos.

Para el desarrollo de los ejemplos anteriores considere la seccién A.2 del
apéndice.

De ahora en adelante, para M € R — Mod denotaremos por Sy, (M) al con-
junto de submodulos totalmente invariantes de M.
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Proposicién 2.0.27 Sea E un modulo inyectivo principal. Entonces las reticu-
las (R — lep, =, A\, V) y (S, (E), <,, +) son isomorfas.

Demostracién Veamos que (R—lep, <, A, V) y (S;.(E), <,(), +) son reticu-
las completas. Sean {0, }ocs una familia de prerradicales exactos izquierdos y
{ Ny }aer una familia de submddulos totalmente invariantes de E. Veamos que

L Aper%ar Vaer 0a € R—lep

2. /\ae[ NCU \/ael Na € sz(E)
Para 1, sea K < M € R — Mod con lo cual:
(Naer 0)(K) = Naes 0a(K) = Naes(0a(M) N K) = (Apey 0a) (M) N K
y asi

Nocr 0a(K) = (Aper0a)(M) N K, es decir A\ ;00 € R — lep. Por otra
parte, definimos:

Vaer 0o = \No € R —leplo, = o}

de donde:

(Vaer 0a) () = (Asepiep 9) (K)
= Mocn-iep(9a(M) N K)
= (Aocr-iep 7o) (M) N K)
= (Vaer0a) (M) N K

de manera que \/ ;0. € R — lep. Por lo tanto < R — lep, X, A,V > es
una reticula completa.

Para 2, sea f € HomR(E, E) y veamos que:

a) f(Auer Na) € Naer Na
b)f(\/ael ) C \/ e]
Como f(/\ael o) = f(ﬂaeINa> = ﬂael f(Na) C ﬂaeINa = /\aeINa
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tenemos que: f(A,c; Vo) € Apes Na

Por otro lado, f(VaEI Na) = f(ZaEI Na) g 2046[ f<N04) g Zael Na =
Voer Nas con lo cual f(\,c; No) € V,e; Na- Por lo tanto, se tiene que la

reticula < Sy, (E), <,(),+ > es completa.
Ahora definamos los morfismos:

)R- lepLSfi(E)

o+ o(E)
2) St (E) . R- lep
N +— wg

y veamos que los morfismos anteriores preservan el orden. Para 1), consi-
deremos o, T € R — lep tales que o < 7. Entonces para todo M € R — Mod
se tiene que o(M) < 7(M), en particular para E. Con lo anterior ¢(c) =
o(E) < 1(E) = ¢(7), luego ¢ preserva el orden.
Para 2), consideremos K € R — Mod, f € Homgr(K,E) y N,N' € S;,(E)

tales que N < N’. Entonces f~'(N) < f~}(N’). Como el homomorfismo es
arbitrario, tenemos:

N (N)If € Homp(K,E)} < N{fH(N)|f € Homr(K, E)}

es decir, wB(K) = ¢(N) < ¢(N') = wE,(K). Por lo tanto, ¢ y ¢ son morfis-
mos de orden.

Ahora, mostremos que para las familias {0a}tacr € R—1lep y {Nytaer C
S, (E) se satisfacen las siguientes igualdades:

L1) 6(Aaer 9a) = Naer #(0a)
1.2) ¢(Vaer 0a) = Vaes 9(00)-
2.1) (Aaer Na) = Naer 6(Na)
2.2) ¢(Vaer No) = Vaer 6(Na)-
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Para 1.1) se tiene que:

¥ Naer 70) = (Naer 7)(E) = Naer 0a(E) = Naes (0a) = Noes #(0a).

Para 1.2) recordemos que 0, < \/ ;0o con lo cual, 0,(E) < (V, c;00)(E) ¥
ast /o1 9(0a) < @(V ey 0a). Por otra parte, si K <p; E tal que ¢(0,) < K
entonces wy, o) =< Wk, es decir, waa @ = wky como E es inyectivo prin-
cipal 0, = w? — < wg. De lo anterior, (\/,c;0a)(E) < WwE(E) = K, de
manera que (\/,c;00)(E) < Ky asi ¢(\/ c; 0a) < Voes ¢(04). Por lo tanto,

oa(E)
Qb(vael Ua) = \/ael gb(ga)'

Para 2.1), tenemos que:

/\aej 5<Na> = /\aEI wga

= 0(Naer Na)

Para 2.2), sabemos que N, < \/,; N, entonces ¢(N,) = wﬁ = wv N. =
ac @

OV ooy No) v de aqui, \V,c; #(No) 2 d(V e; Na)- Por otro lado, para todo
o € R—lep tal que wy_ = o, se tiene que w]‘\E, (E) < 0( E). Asi, N, < o(E)

para todo a, es decir, >, N, < o(E), de donde w Ve (E) < o(E) y
como F es un inyectivo principal, WY Na = WS N -_< wE 5 =0. De esta

manera, para todo o € R—lep tal que wﬁa =< o se tiene que para cada o € I,
E .
W\, Na < 0. De lo anterior,

5(\/056[ Na) - ngEI Na
<NeceR- lep\wf,a <o}
= \/OCEI wﬁa

= \/aEI a(]V@)
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de esta manera ¢(\/,c; Na) = Vs @(Na) v ast o(V ooy No) = Voes #(No).

Finalmente, veamos que ¢o¢p = Idp_iep y que pop = [dsf.(E)' Sea o € R—lep,
entonces (¢ o ¢)(0) = ¢(¢(0)) = ¢(cE) = WUEE = o pues E es un inyectivo

principal. Por otra parte, sea N € Sy, (E), entonces (¢ 0 @)(N) = ¢(¢(N)) =
p(wh) = WE(E) = N. Por lo tanto ¢ o ¢ = Idg, ). De esta manera, las

reticulas (R — lep, <, A, V) v (S, (E), <,), +) son isomorfas. |
Proposicién 2.0.28 Sea E un mddulo inyectivo principal. Para cada modu-

lo inyectivo E se tiene que §S,(E) < #S1.(E) donde £ denota a la cardinali-
dad.

Demostraciéon Consideremos £ un médulo inyectivo y veamos que la fun-
cién:

S5, (E) "2 R~ lep
N — ¥

es inyectiva. Sean N,L € Sy (FE) y supongamos que ¢g(N) = ¥g(L), es

decir wh = wE. Entonces para E se tiene que N = wh(F) = wP(F) = L.

Por lo tanto N = L y asi la funcién ¥ g es inyectiva, con lo cual tenemos que
Si(E) = ¢p(Sy,(E)) C R —lep = Sy,(E)
de manera que 1Sy, (F) < #S.,(E). |

Corolario 2.0.29 Si E; y Ey son mddulos inyectivos principales, entonces

1Sy, (E1) =855, (E2).

Proposiciéon 2.0.30 Sea R artiniano. Entonces existe un isomorfismo de
reticulas completas que invierte el orden entre Sy, (R) y R — fil.

Demostraciéon Cosideremos las siguientes funciones:

1) 5, (R)—~ R — fil

I —n(l)
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donde I es un ideal bilateral y n(I) = {J < R|I C J}. Como R es ar-
tiano, por la proposicién A.1.10 todo elemento en R— fil es de la forma n(I).

2) R — fil—1~ 5, (R)
Fl=nI)r—1
Para 1), veamos que 7(/) es un filtro.

i)Si K e nI) ={J <RI CJ}yJ <R tal que K C J entonces
I CKCJydeaquilCJ,esdecir, Jenl).

ii) Sean K,L € n(I), entonces I C Ky I C Lconlocual I C KNLy
por lo tanto K N L € n(I).

iii) Sean K € n(I) y r € R. Veamos que (K : r) € n(I), es decir, que
I C (K :r).Seab e I, entonces rb € I y como I es bilateral, br € I C K.
Con lo anterior, b € {g € R|gr € K} = (K : r). Por lo anterior, n(I) es un
filtro lineal.

Para 2), usando la proposicién A.1.10 del apéndice tenemos que I es un
ideal bilateral.

Veamos que 7 es un morfismo de reticulas completas.

Sean J, K € S (R) tales que J < K y veamos que n(K) C n(J). Su-
pongamos que 7n(K) € n(J), entonces existe K’ € n(K) tal que K’ ¢ n(J)
es decir, K C K"y J & K’ lo cual es una contradicciéon pues por hipotesis
tenemos que J C K C K'. Por lo tanto n(K) C n(J).

Sea {J;}ica una familia de ideales bilaterales de R. Consideremos (), J;
y n(N; i) = {K < R|();J; € K}. Notemos que para cada i tenemos
n(J;) € n("; Ji). Sea Ft € R — fil tal que n(J;) C F{ para cada i € A.
Como R es artiniano, existe un ideal bilateral I tal que F¢ = n(I). Puesto
que n(J;) € n(I) entonces I C J; para todo i y asi I C [, J;. Con lo anterior,

Ien(N, /)y astn(); /i) € n(I). Por lo tanto, n(, J;) = V., n(J;).

Ahora consideremos la suma Y J; v n(>_ J;). Puesto que J; C > J;, se
tiene n(>_ J;) € n(J;) para todo i. Por lo tanto n(>_ J;) € (n(J;). Por otra
parte, si I es tal que J; C I para todo i, tenemos que »_ J; C I. Por lo tanto



53
A n(J:) € n(> J;). Finalmente n es un morfismo de reticulas completas.
Notemos que las funciones n y 7 son inversas una de la otra pues:
0)Sy,(R)—"= R — fil =~ S;,(R)

K— Fl = n(K) —K

ii)R — fil =~ S} (R) —~ R — fil
Fl=nK)— K +— Fl=n(K)

de esta manera 7 es un isomorfismo de reticulas completas que invierte

el orden. |

Definicién 14 Sea X una reticula. Decimos que X es una reticula neteriana
si toda cadena ascendente de elementos de X se estaciona.

Teorema 2.0.31 Sea R un anillo artiniano y E un mddulo inyectivo prin-
cipal. Las funciones:

I — Anng(1)

N +—— Anng(N)

son isomorfismos de reticulas que invierten el orden. En particular, Sy, (E)
es una reticula neteriana.

Demostracion Consideremos el siguiente diagrama:
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R— fil—*=R —lep

R—fz'l<a—R—lep

donde 7, a y [ representan las correspondencias de las proposiciones
2.0.30, 1.0.17 y 2.0.27 respectivamente. Del diagrama anterior obtenemos las
siguientes asignaciones:

I) ——oy)

I/f“( N

J = Anng(N) N

Flz =n(J)=—wy

wi
observemos que tanto ¢ como ¢ son composiciéon de morfismos de reticulas

completas, con lo cual ambos son morfismos de reticulas completas. Veamos
que:

) ¢(I) = Anng(1)

if) O(N) = Anng(N)

Para i), usando el tltimo diagrama tenemos que:

o(1) = o) (E)
=Y {N' < E|Anng(n) € n(I), para todo n € N'}
=Y {N' < E|I C Anng(n), para todon € N'}

= > AN < E|I € N,enr Anng(n)}
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=S {N' < E|IN' =0} = Annz(I).
Por lo tanto, ¢(1) = Anngz(I)
Para ii), consideremos las siguientes asignaciones:
N — wh — Flz =1(J)

donde {L < R|R/L = wi(R/L)} = Ffwg =n(J) = {K < R|J C K}, para
algun J ideal bilateral. Como N = wg(E), entonces N € ng y asi, para cada
n € N tenemos que Rn = R/Anng(n) € ng, con lo cual Anng(n) € Fﬁwg.
De esta manera J C Anng(n) para todo n € N, es decir, J C Anng(N).

Con lo anterior y usando que 7 invierte el orden, tenemos el siguiente
diagrama:

n(Anng(N))

N
3

€
z

—
R

A

On(Anng(N))

N

Tn(Annp(n) (E)

de donde N C 0yannpvy)(E) = Anng(Anng(N)) C
decir, Anng(Anng(N)) = N. De esta manera, Anng(N) =
diagrama de abajo hacia arriba) y por lo tanto ¢(N) = Ann

wE(E) = N, es
J (siguiendo el

r(N).

Ahora, veamos que ¢o¢ = Ids, (r) y que ¢o ¢ = Idg, (@ Sea I € Sy, (R),
entonces (3 0 §)(I) = B(o(1)) = H(Anng(I) = Anng(Anng(l) = I =
Ids, (r)(I). De lo anterior, pop= Ids, (r). Por otra parte, sea N € S, (E).

Entonces ¢ 0 3(N) = 6(3(N)) = ¢(Anna(N)) = Anng(Anna(N)) = N =
Idg, ) (N), ast ¢ o ¢ = Idg, (). Por lo tanto ¢ y ¢ son isomorfismos de
reticulas.

Finalmente, probemos que Sy, (E) es una reticula neteriana. Considere-
mos una cadena ascendente de submodulos totalmente invariantes de E:
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FEiCE,CE3C...CE, CEyp Co

considerando la cadena anterior y el morfismo ¢ tenemos la siguiente ca-
dena:

+ CO(Entr) CO(E,) C ... CO(Es) C o(E)

la cual es una cadena de ideales bilaterales que se estaciona pues R es
artiniano

O(Ey) C ... C o(Ey) C ¢(En)
y aplicando el morfismo ¢ se tiene que la cadena:
EiCE,CE3C...CE,

es decir, cualquier cadena ascendente de submdédulos de E se estaciona.

Por lo tanto Sy, (E) es una reticula neteriana. |

Ejemplo: Cosideremos el anillo R = Zy x (Zs @ Z2) conocido como la
extension trivial de Zy por Zs @ Zs, el cual se puede describir como:

R :{ (g (wély)) la € Zy (z,y) € ZQ@ZQ}

que tiene solamente un ideal maximo, a saber,

I :{ (8 (xéy)) (z,y) € Zs @Zz}

y este tiene a su vez tres ideales simples

{300
{300 )
{00 6 )
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Con lo anterior, la reticula de R tiene la forma:
or

o

e ® ®J,
®

Ademas R es artiniano y hay sélo un médulo simple S salvo isomorfismo,
con lo cual se tiene que £ = E(S) es un médulo inyectivo principal (consi-
derando el ejemplo 1) de la pdgina 35). De lo anterior y usando el teorema
2.0.30 obtenemos que la reticula de submédulos totalmente invariantes de £
es de la forma:

®r(S)
o N e oK
oq

9
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Capitulo 3

Moédulos Principales y Anillos
Inyectivos Principales

En este capitulo se describirdn los modulos principales y los anillos in-
yectivos principales siguiendo la idea del capitulo anterior. En el caso de
los médulos principales se considerarda que para un anillo R, la reticula de
prerradicales es un conjunto aunque esto en general no pasa.

Proposicion 3.0.32 Para cada 0 € R — lep existe X, C R — Mod tal que
o= \/{a%MﬂM € X,}.

Demostracién Sea 0 € R — pr. Entonces 0 = \/{aéw(M)|M € R— Mod}.

Sea v, una relacién de equivalencia en R — Mod definida por M «, N siy

solamente si 04% M) = 04{]7\7( NY- Para cada M € R — Mod denotemos su clase de

equivalencia como:

[M], = {N € R — Mod|N «, M}

Usando el axioma de eleccién para clases, podemos elegir exactamente un
representante de cada clase de equivalencia para construir la clase X, tal que

{ay(M)|M € R— Mod} = {Ozg”(M)|M e X, 1

Notemos que si R — pr es un conjunto, entonces X, también es un con-
junto pues la correspondencia:

XC,—¢>R—p7’

29
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M
[M ] o = Q)

es inyectiva. En este caso, el supremo de la proposicion anterior se puede
escribir como sigue.

Proposicién 3.0.33 Supongamos R — pr es un conjunto. Para cada o €

R — pr emiste M, € R — Mod tal que o = O‘y(}’\/[g)

Demostracion Sea o0 € R — pr, usando las proposiciones 1.0.1 y 1.0.19, se
tiene que o = \/{a%M)]M € R— Mod} = \/{af(X)\X € X,} = a%\;’a donde
M, =P{X|XeX,} |}

Ahora, introduciremos uno de los conceptos principales de esta seccion.

Definicién 15 Sea M € R — Mod. M es un mddulo principal si o = o,

para todo o € R — pr.

El siguiente teorema garantiza la existencia de modulos principales para
anillos R para los cuales la reticula de prerradicales es un conjunto.

Proposiciéon 3.0.34 St R — pr es un conjunto, entonces existe un modulo
principal M € R — Mod.

Demostracion Considerando la proposicion 3.0.33, para cada o € R —
pr existe M, tal que o = a%‘;ﬁ. Definimos M := @{M,lc € R—pr}y
consideremos 7 € R — pr. Entonces por un lado, oz% My 3T Por otra parte,
de la definicién de M se sigue que M := M, & M’ con M' := @{M,|o €
R — pr,o # 7}. De lo anterior y usando las proposiciones 1.0.1 y 1.0.15,

— oM M Mo _ MM M — oM
T =Gy =G Y Oy = e = Q- Por lo tanto 7 = az,,.

Dado un moédulo principal, la siguiente proposiciéon nos permite obtener
nuevos modulos principales a partir de él.

Proposicién 3.0.35 Sean M € R — Mod un mddulo principal y My €
R — Mod tal que M es sumando directo de My. Entonces My es un modulo
principal.

Demostracion Sea 0 € R — pr. Por hipétesis, My = M & L para algin
_ M M L _  M®L _ M

L e E—Mod. Entonces,'a'— Uary = Qpany VO () = Ap(ror) = aa((j\/lo) <o,

considerando las proposiciones 1.0.1 y 1.0.15. Con lo anterior tenemos que

— MO 7 ’ . .
0 = @,y ¥ asi My es un modulo principal. |
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Veamos un ejemplo de moédulo principal.

Sea R un anillo artiniano semisimple, entonces @{5|S € R — simp}
es un moédulo principal. Si R es semisimple, usamos el teorema A.3.1 pa-
ra concluir que R — pr es una reticula finita o bien un conjunto. Puesto
que R — pr es un conjunto, usamos la proposiciéon 3.0.34 para concluir que
existe M € R — Mod moédulo principal . Como R es artiniano semisimple
M = @{S¥s)|S € R — simp}, donde |Xg| > 0 para cada S € R — Simp.
Consideremos ¢ € R — pr y usemos las proposiciones 1.0.1 y 1.0.19 para
obtener:

) (Xs)
— M _ ®R757/mp S _ S(XS) o .
= Qo) T OCU(EBR,M-W, §(Xs)y = V{O‘US(XS)|S € R— simp}

esto es 0 = gy af(s) = O‘S?éisy con A = {S € R — simp||Xg| > 0}.
De lo anterior g, S es un médulo principal. Finalmente, usando la propo-
sicién 3.0.35 tenemos que My := P{S|S € R— simp} es también un médulo
principal.

Asi como hemos considerado los submoddulos totalmente invariantes de un
modulo inyectivo principal y la correspondencia entre éstos y los prerradica-
les exactos izquierdos; también para los submdédulos totalmente invariantes
de un médulo principal podemos establecer una correspondencia similar.

Proposicion 3.0.36 Sea M € R — Mod un mddulo principal. Entonces las
reticulas R —pr y Sy, (M) son isomorfas.

Demostraciéon Consideremos las siguientes asignaciones:
YM
R—pr - S (M)
or— a(M)
para cada o0 € R — pr y ademas:
5
Sfi (M) —>R— pr
N — o

Con lo anterior se tiene que (a0 d0p7)(N) = o (M) = N y que si, dado

o € R—pr entonces (0y70717)(0) = oM, = o, pues M es un médulo principal.
Por lo anterior, encontramos que (yp; 0 dyy) = Ls, () y ademds (barovar) =
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1r—pr. Veamos que son morfismos de orden. Sean 7,0 € R — pr tales que

7 . . . M . M
7 = 0. Como M es un médulo principal tenemos que 7 = o), 0 = ), con

lo cual vy (1) (M) = oM ,(M) =7M < oM = o™ (M) = vy (o(M). Por lo
tanto Y (1) < var(0).

Por otra parte, consideremos L, K € Sy, (M) tales que L < K. Puesto que
Sy (LY(M) = (M) = L < K = o (M) = §);(K)(M) entonces 6p(L) <
dn (K). Por lo tanto &y y yar son morfismos de orden, de aqui ismorfismos
de reticulas. |}

Consideremos ahora el caso en que el anillo R es un mdédulo inyectivo
principal izquierdo y derecho.

Definicién 16 Un anillo R es inyectivo principal izquierdo (derecho), si al
considerado como mddulo izquierdo (derecho) es inyectivo principal. Dire-
mos que el anillo R es inyectivo principal (A.1.P.) si es inyectivo principal
1zquierdo y derecho.

Definicién 17 Sea R un anillo. Decimos que R es quasi— frobenius (anillo
QF) si es artiniano izquierdo y derecho y ademds satisface:

a) Ann,.(Ann,(I)) = I para todo ideal derecho I de R
b) Anny(Ann,(I)) = I para todo ideal izquierdo I de R

donde Ann,(-) es al anulador derecho y Anny(-) es el anulador izquierdo.

Proposicién 3.0.37 Un anillo R artiniano izquierdo y derecho es un anillo
QF siy solamente si es autoinyectivo izquierdo y derecho.

Demostracién Para la demostracion véase [9, Pag. 276 Prop. 3.1]. |}

Ejemplo: Sea R un dominio de ideales principales (DIP) y consideremos
un ideal I # 0 de R. Entonces R/I es un anillo QF.

Veamos que R es artiniano. Sea Rn < R diferente de cero y consideremos
Rm/Rn < R/Rn, entonces Rn < Rm, es decir n = km con k € R. Como R
es un DIP, sabemos que R es un DFU, con lo cual n solo tiene un nimero
finito de divisores. Luego, R/Rn tiene un numero finito de ideales y asi R/Rn
es artiniano. Ahora mostremos que R/Rn es QF usando la definicién ante-
rior. Para ello, es suficiente probar que Ann(Ann(Rm/Rn)) = Rm/Rn con
Rm/Rn < R/Rn pues R es conmutativo. Antes, observemos que:
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Ann(Rm/Rn) = Rk/Rn = (Rn : k)/Rn
donde estamos considerando n = km con k € R.
Asi, Ann(Rm/Rn) ={a+ Rn € R/Rn | (a+ Rn)(Rm/Rn) = 0}
={a+ Rn € R/Rn | (a+ Rn)(m+ Rn) = 0}
={a+ Rn € R/Rn | (am + Rn) = 0}
={a+ Rne€ R/Rn|am € Rn}
={a+Rne R/Rn|am=Inlec R}
={a+ Rn € R/Rn | am = lkm}
={a+Rn€ R/Rn|a=1klk € R}
={a+ Rn € R/Rn | a € Rk} = Rk/Rn.
Por lo tanto, Ann(Rm/Rn) = Rk/Rn. Usando la tltima igualdad tenemos:
Ann(Ann(Rm/Rn)) = Ann(Rk/Rn)
={b+ Rne€ R/Rn| (b+ Rn)(Rk/Rn) =0}
={b+ Rn € R/Rn | (b+ Rn)(k+ Rn) =0}
— {b+ Rne R/Rn| bk € Rn}
={b+ Rn € R/Rn |bk=Inl € R}
={b+ Rn € R/Rn | bk = lkm}
={b+Rne€ R/Rn|b=Imle€ R}
={b+ Rn € R/Rn|b€ Rm} = Rm/Rn.

Luego, Ann(Ann(Rm/Rn)) = Rm/Rn y con esto podemos concluir que
R/Rn es un anillo QF.
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Definicién 18 Un anillo R es de Kasch izquierdo si R contiene una copia
1somorfa de cada S € R — Simp.

Proposicién 3.0.38 Cuando R es un anillo autoinyectivo izquierdo, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

a) R es un anillo de Kasch izquierdo.

b) R es un cogenerador inyectivo para R — Mod.

c) Anny(Ann,(I)) = I para todo ideal izquierdo I de R.
Demostracién a)=— b)

Esta implicacion se demuestra utilizando la proposicién A.1.5 del apéndi-
ce.

b)= ¢)

Sea I < R un ideal izquierdo. Como R es cogenerador de R — Mod, existe
un monomorfismo:

a:R/I— RX

del cual tenemos que a(k + I) = ka(l + I) y de aqui, Im o = Ra(l + I)
es decir a(1 + I) = (a;)jex. Notemos que si k € I entonces 0 = a(k + 1) =
k(a;) = (ka;). De esta manera (ka;) = 0, es decir ka; = 0 para todo j € X.
Luego, k € () Anny(a;) para todo j € X y asi I C () Anny(a;).

Por otra parte, si ta; = 0 para todo j € X entonces a(t + 1) = 0y
asi t € I. Por lo anterior tenemos que I = () Anny(a;) = Anni({a;}).

Ahora consideremos que 0 = «(r + I) = (ra;)jex, es decir ra; = 0. En-
tonces a; € Ann,(I) y asi {a;} C Ann,(I). Con lo anterior Ann;(Ann, (1)) C
Anny({a;}) = I. Para la otra contencién, tenemos que I(Ann,(I)) =0y con
esto encontramos que I C Ann;(Ann,(I)) C I como queriamos demostrar.

c)=— a)

Supongamos que Ann;(Ann,(I)) = I y construyamos un morfismo:
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B: R —s RAWD

de manera que Ker 3 = I. Puesto que (r) € R4 ) tomo (%¢)te Ann, (1) €
RA™ () donde x, € R y ademés considero que rt = 0 con t € Ann,.(I). De
lo anterior, B(7) = (7t)icann, 1) y asi Ker f =1 = Ann;(Ann,(I)). Notemos
que ahora tiene sentido la composicién:

R/I < R »— RA™ ) — R

Puesto que sabemos que todo S € R — Simp es un cociente de R con un
maximo, entonces consideramos a I como un maximo y ademds existe una
proyeccion tal que la composicién:

S < R RA™0) — R

no es cero y como S = R/I entonces la composicién es un monomorfis-
mo. Con lo anterior R contiene una copia isomorfa de cada simple y por lo
tanto R es un anillo de Kasch izquierdo. |}

La clase de los anillos inyectivos principales contiene a la clase de los
anillos QF'.

Proposicion 3.0.39 Todo anillo QF es un anillo inyectivo principal.

Demostraciéon Supongamos que R es un anillo QF'. En particular R es de
Kasch izquierdo y podemos considerar los morfismos:

S—R S — E(S)

donde S € R — Simp. Con lo anterior podemos construir el siguiente diagra-
ma;

S —— B(S)

|

R

pues R es inyectivo y con el cual hemos construido un monomorfismo:
E(S)— R

para cada S € R — Simp. De esta manera podemos considerar:
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Ey = @SER—Simp E(S) — R

y utilizando la proposicion 2.0.21, concluimos que R es inyectivo principal
izquierdo. De manera similar se puede probar que R es inyectivo principal
derecho. |}

Proposicién 3.0.40 Sea R un (A.I.P.). Entonces:

1. Existen E, E' < R tales que E = E(Zoc(R)), R=E@FE' y Zoc(E") = 0.
2. Existe un ideal I < R tal que:

o)l = wi!
b)wl' (E) =1, conlo cual I <p; E
¢)R/I = (E/I)D E'
d)Zoc(R/I) =0
e)Zoc(R) <1

Demostracién 1. Ya que R es inyectivo principal, existe un ideal izquierdo
E que es la capsula inyectiva de E = E(Zoc(R)) y siendo inyectivo, E es
un sumando directo de R. Sea E' < R tal que R = E E’. Puesto que
Zoc(R) < E, tenemos que Zoc(E'") = 0.

a) Como R es un mdédulo inyectivo principal izquierdo y wéE/ € R—lep,
tenemos que w} = ng’(R)' Donde wg’ (R) = Mfepompr.en kerf, el cual es
un ideal de R. Definimos I = (¢ o (r,p kerf tal que wl = wk.. Conside-

rando la proposicién 1.0.15 tenemos que wéy es radical. Por otra parte, con

la proposicién A.3.2 tenemos que:

c(wl) = wl', es decir, W = c(wk)

y puesto que I <p; R usando la proposicion A.3.3 tenemos:
R/T
c(wff) = wy’

por lo tanto, w = c(wk) = wl’"

b) Considerando el inciso anterior, tenemos que

I=wi(R)=uwi (E@F) =w; (BE)Dui (E) = wf (E).
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Por lo tanto I = wf (E).

¢) Puesto que I = wf’(E) < E'y ENE' = 0 podemos considerar
el monomorfismo:

E' — R/I
y como E’ es inyectivo, tenemos que R/I = E"@ E, con E" = E/I.
d) Como wg;' es radical, tenemos que:
0=wy (R/wf (R)) = wy (R/T) = ({Kerf |f € Homg(R/I, E')}
lo que nos permite construir un monomorfismo:
R/I — (E)X
del cual consideramos E/I »— (E")X.

Ya que Zoc(E') = 0 por hipétesis, tenemos que Zoc(E/I) = 0. De lo
anterior y considerando el inciso ¢) podemos concluir que Zoc(R/I) = 0.

e) Si S es un ideal izquierdo minimo de R tal que S £ I, entonces
SNI = 0. De esta manera y considerando el segundo teorema de isomorfismo,
tenemos que (S+1)/I = S lo que contradice que Zoc(R/I) = 0. Por lo tanto,
Zoc(R)<I. |}

Puesto que R es un modulo inyectivo principal, podemos considerar la reticu-
la de submdédulos totalmente invariantes Sy, (R) y la proposicion 2.0.26, para
establecer lo siguiente:

R — lepLSfi(R)
or—1

donde I = ¢(o) es un ideal de R tal que o = wf. Ademas, dado que R — lep
estd en correspondencia biunivoca con R — fil podemos preguntarnos por la
forma que tienen los filtros lineales. Para ello, sea 0 € R—lep y consideremos
su filtro asociado F/,, ademés definimos para cada ideal izquierdo K de R el
anulador derecho de K como Ann,.(K) = {r € R|Kr = 0} y para cada ideal
derecho L de R el anulador izquierdo de L como Ann,.(K) = {r € R|rL = 0}.
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Con lo anterior podemos establecer la siguiente proposicion:

Proposiciéon 3.0.41 Sea R un anillo inyectivo principal, c € R — lep y sea
¢(o) = I. Entonces Fl, = {K < R|Ann,.(K) < I}

Demostracion Veamos que
{K <RIR/K € Tw}{} ={K < R|Ann,.(K) < I}.

Supongamos que o = w¥ y consideremos K € F{,. Entonces w?(R/K) =
R/K, lo cual significa por definicién de w? que para cada f: R/K — R se
tiene que f(R/K) < I y consideremos a € Ann,(K). Entonces f,(K) = 0,
donde f,(r) = ra para cada r € R. De lo anterior podemos considerar el
homomorfismo:

fa:R/K - R

tal que E_W = f,, donde m : R — R/K es la proyeccién candnica y asi a €
fa(R) < fo(R/K) < I. De lo anterior, Ann,.(K) < I.

Por otra parte, si Ann,(K) < I, consideremos f : R/K — R. Entonces
fm:R— Rysia= fr(1l), tenemos que Ka = 0, es decir, a € Ann,.(K) < I.
Asi, f(R/K) < I y concluimos que wf(R/K) = R/K. Por lo tanto F{, =
{K < R|Ann,.(K) <I1}. |}

Asi como hemos considerado la asignacion:
¢
R —lep—— Sy, (R)
también podemos hablar de:
g $
fi (R) — R —lep
I— o0 T

donde o; es el prerradical exacto izquierdo asociado al filtro lineal princi-

pal Fty ={K < R|I C K}.

Proposicién 3.0.42 ¢ es inyectiva y Im ¢ = R—jans, donde R—jans es el
conjunto de todos los prerradicales exactos izquierdos cuya clase de pretorsion
hereditaria es cerrada bajo productos directos.
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Demostracién Veamos que ¢ es inyectiva. Sean I,.J € Sy, (R) tales que
I # J y supongamos que ¢(I) = ¢(J). De lo anterior tenemos que oftr =
o(I) = ¢(J) = 05" para todo M € R — Mod, es decir

donde
of (M) = {x € M|Anng(x) € Fl;}
o5t (M) = {x € M|Anng(x) € FU,}.
Seay € of (M) = o5 (M), entonces Anng(x) € Fl;y ademés Anng(z) €
Fl; con lo cual J C Anng(x) y I C Anng(z). Asi, tenemos que J € F/{;

y I € F{; pero esto indica que I C J y que J C I, es decir, [ = J lo cual
contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto ¢ es inyectiva.

Ahora consideremos el siguiente conjunto:

R — jans = {o € R —lep | dada {M,};cr C T, se tiene que [[,.p M; € T}

i€l
Como sabemos que:

Sy, —@R — lep—6>R — ptors

I or — 15,

tomemos {M;}ier C 15, y veamos que [[,. M; € T,,, es decir,
Ufw[ (ITicr Mi) = I Licr Ms.
Ya que M, € T,, para todo 7 € I' y ademas
Ufr%(Hier M;) = {(mi)ier € [Ticr Mi |I € Anng((m)ier)}

tenemos que I € Anng(m;) paratodoi € I'. Con lo anterior, I C (),op Anng(m;)
y como (;p Anng(m;) = Anng((m;)ier) encontramos que I € Anng((m;)ier)
con (my)ier € [Lier M;. De esta manera, [[,. M; € T,,. [

i€l
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Algunos resultados generales de Mdédu-
los

Proposicién A.1.1 Sea {N,}ic; una familia arbitraria. Si para todo F C I
finito se tiene que Y ;. p Ny = @, Ni entonces Y ,.; Ni = @,c; Ni

Demostracién Supongamos que Y .., N; # @,.; N; entonces existe j € [
tal que >, Ny N; # 0. Sea x € >, . N; N Ny, entonces z = 3 1| x;, €
Yoroi Nip v € Njes decir, Y, Ny # @,cp N con F = {iy, 1o, ..., 11 }. Esto
contradice una de las hipétesis y de aqui podemos concluir que » .., N; =

STSRA |
Definicién 19 Sea M € R — Mod y consideremos M* = Homg(M, R) co-

mo el dual de M. Al siguiente par de conjuntos

{Tataer ©M Y A{fataer € M*

se le conoce como la base dual de M si cada elemento x € M se puede
erpresar como:

T =Y ner fol@)2a
donde fo(x) =0 para casi todo o € 1.
Teorema A.1.2 M € R— Mod es proyectivo si y solo st M tiene base dual.

Definicién 20 Un mddulo inyectivo E es cogenerador inyectivo si para todo
M € R— Mod se tiene que Homg(M, E) # 0.

71
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Proposicién A.1.3 E es cogenerador inyectivo si Homg(C, E) # 0 para
todo C < M € R— Mod ciclico distinto de cero.

Demostraciéon Sea M € R — Mod distinto de cero. Entonces para m € M
con m # 0 existe un morfismo:

Rm-—2*>F

no cero y como F es inyectivo, podemos construir el digrama:

Rm——M

| A

E

donde @(m) # 0 con @ € Hompg(M, E). Por lo tanto E es cogenerador
inyectivo.

Proposicién A.1.4 Si E es un cogenerador inyectivo, entonces para todo
M € R — Mod eziste un monomorfismo

A
para algin conjunto I.

Demostracién Consideremos I = Hompg(M, E) y definamos:

M A EHomp(M,E)

m— ((rb(m))qﬁEHomR(M,E)

donde ¢ es morfismo pues si m,m' € M y r € R, entonces ¢(rm +m’') =

(p(rm + m'))peromprE) = (S(rm))setomprE) + (B(M'))scHomp(m,B) =
7(¢(m)) semomp(ar,5) + (M) peHomp (M,5) = Tp(m) +p(m'), es decir p(rm+
m') =re(m) + e(m’). Si m € M, m # 0 podemos construir un morfismo no
Cero:

Rm—~—=F

y puesto que F es inyectivo, el morfismo anterior se extiende:
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E

con a(m) # 0y de aqui se obtiene que ¢(m) # 0, es decir ¢ es mono-
morfismo. |}

Proposicion A.1.5 Un mddulo inyectivo E es cogenerador si, y solo si con-
tiene una copia isomorfa de cada modulo simple.

Demostraciéon Supongamos que E es cogenerador inyectivo y sea S €
R — Mod un médulo simple. Como E es cogenerador, Hompg(S,E) # 0
es decir, existe :

S—=F

no cero. Entonces Ker a = 0 ya que S es simple. Por lo tanto « es mo-
nomorfismo.

Por otra parte, supongamos que E contiene una copia isomorfa de ca-
da modulo simple y veamos que para todo M € R — Mod tenemos que
Hompr(M,E) # 0. Sea M € R — Mod y consideremos C' < M ciclico tal
que C' # 0. Ya que C es finitamente generado, tenemos K < C' submédulo
maximo con el cual podemos construir la siguiente sucesion:

C—ZIC/K~S* ~E

con 7 la proyeccién candnica y « un monomorfismo, donde wa # 0 €
Hompg(C, E) y como E es inyectivo, el morfismo anterior se extiende:

C—M

“| A

E

con lo cual Homg(M, E) # 0 para todo M € R — Mod. Por lo tanto, F
es un cogenerador inyectivo. |

Ejemplo: Q/Z es cogenerador inyectivo en Z — Mod.

Veamos que:



74 APENDICE A. APENDICE

1) Q/Z es divisible.

2) Q/Z contiene una copia isomorfa de cada Z, con p un primo.

Para 1), si (§+Z) € Q/Z tenemos que m((miq—i—Z)) = (§+Z) € Q/Z para
todo m # 0 € Z es decir, Q/7Z es divisible.

Para 2) consideremos:

7, ———=QJ/Z

n
n+pl —(—+72)
p
y veamos que « estd bien definida. Sean n + pZ,n’' 4+ pZ € Z, tales que
n+pZ = n' + pZ. Entonces (n —n’) +pZ = 0 con lo cual (n —n') = pk con
/ !/
k € Z, es decir (n n ) € Z. De lo anterior, L + 7 = n + 7. Por lo tanto,
p p
a(n+ pZ) = a(n’ + pZ), es decir «v estéd bien definida.

Ademés o« es morfismo pues si n + pZ,n' + pZ € Z, y r € Z, en-

/
™m4+n L7 -

tonces a(r(n + pZ) + (n' + pZ)) = a((rn +n') + pZ) =

(7’E + Z) +7Z = 7”(E +27Z)+ (Q + 7)) = ra(n + pZ) + a(n’ + pZ), es decir
p P p
a(r(n+pZ)+(n'+pZ)) = ra(n+pZ)+a(n’+pZ). Por lo tanto a es morfismo.

Finalmente, veamos que « es monomorfismo, es decir, veamos que Ker o =
0. Sea n + pZ € Ker «. Entonces a(n + pZ) = 0 y de aqui tenemos que

E—{—Z:Oesdecir,EGZconlocualn:pkconkreZ. Asi, n+ pZ = 0.
p p

Por lo tanto @ es monomorfismo. De esta manera, /7 es inyectivo y contiene
una copia isomorfa de cada modulo simple en Z— M od. Usando la proposicién
A.1.5 tenemos que Q/Z es un cogenerador inyectivo de Z — Mod. |

Definicién 21 Decimos que un mdédulo M es artiniano (resp. neteriano)
si cualquier {N;}ier familia no vacta de submddulos de M tiene elemento
minimo (resp mdzximo) con respecto a la inclusion. Decimos que un anillo R
es artiniano (resp. meteriano) si es artiniano (resp. neteriano) izquierdo y
derecho.

Definicién 22 Decimos que una cadena de submaodulos de M
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. C N1 € N; € Ny C
se estaciona st tiene solo un niumero finito de Ny, distintos.

Definicién 23 Un mddulo M es finitamente cogenerado (f.c.) si para toda
familia {N;}ie; de submddulos de M tales que (); N; = 0 entonces existe
F C I finito tal que (\p N; = 0. Notemos que si N < M tenemos que M/N
es finitamente cogenerado si para toda familia {L;},c; tal que (\;L; = N
eziste ' C I finito tal que (\p L;i = N.

Definicién 24 Sea M € R— Mod y X C M.
1) Decimos que X C M genera a M si RX = M.
2) Si X genera a M y X es finito, decimos que M es finitamente generado.

3) 8t X ={z} y genera a M, entonces decimos que M es ciclico.

Proposiciéon A.1.6 Un médulo M es finitamente generado (f.g.) siy solo si
para cada familia {N;}ier no vacia de submédulos de M tales que ) .., N; =
M eziste F' C I finito tal que ), ., Ny = M.

Demostracion Supongamos que M es f. g., entonces M = RX para algin
X C M finito. Notemos que

RX = Rx1+ Rxo+ Rxs + ... + Rz,

Si > ,c;Ni = M entonces para cada i € {1,2,3,...,n}, se tiene que
x; estd en una suma finita de submédulos en la familia {NV;};c;. Entonces
X = {1, 22, ...,x,} estd incluido en una suma finita de submédulos {N;}jer
con lo cual M C ZjGF N; C e Ni € M.

Por otra parte, tenemos que M = > Rm. De aqui, existe

meM
X ={x1, 29, .,xn} S M
tal que M =" | Rx; = RX. Por lo tanto M es finitamente generado. |}

Teorema A.1.7 Son equivalentes para M € R — Mod y N < M:
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1) M es artiniano.

2) N y M/N son artinianos.

3) Toda cadena descendente de submddulos de M se estaciona.
4) Todo cociente es finitamente cogenerado.

5) Para cada {N;}icr familia no vacia de submddulos de M existe F C I
finito tal que

N Ni =g Ni
Demostracién 1) = 2)

Sea {N;}ie; familia no vacia de submédulos de N, en particular son
submédulos de M y de esta manera {N,};c; tiene elemento minimo pues
M es artiniano. Por otra parte, consideremos 7 : M — M/N y sea {K;}jer
una familia no vacia de submddulos de M/N.

Afirmamos que si 7 1(Kj,) es un minimo en {7 !(K;)};es entonces K,
es minimo en {K};e;. Supongamos que no es asi, es decir, que tenemos
K; < Kj,. Entonces 77 1(K;/) < 7 '(Kj,) pero 7~ *(K},) es minimo, enton-
cesm Y(K;) =7 1 (Kj,). Delo anterior, K;; = (7 1K) = n(71(K},)) =
Kj,. Por lo tanto M /N es artiniano.

2) = 3)

Sea N1 O Ny D N3 D ... una cadena descendente de submodulos de M y
consideremos 7 : M — M /N. Definimos los siguientes conjuntos:

I ={Nli=12,3,..]}
Iy ={N;ANJi=123,.}
7(0) = {n(Ny)]i =1,2,3,...}
Ya que I' es no vacio, I'y y 7(I") son no vacios y utilizando nuestras hipotesis

ambos tienen elemento minimo a los que denotaremos por N,, N N y w(NV;)
respectivamente. Con lo anterior definimos n := maz(l, m) y tenemos:
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T(N,) =7(Npi) y Ny NN =N,.; NN coni=0,1,2,...

Veamos que N,, = N,,,; para i =0, 1,2, .... Puesto que m(N,,) = 7(Ny1),
tenemos que:

N,+ N =7"17(N,) =7 '7n(Npyi) = Nupi + N
es decir, N, + N = N,; + N. Con lo anterior y considerando N,, N N =
N,+i N N y la ley modular tenemos:
N,=(N,+N)NN,=(N,i+N)NN, =

3) = 1)

Supongamos que { N, };c; es una familia de submédulos de M que no tiene
elemento minimo, es decir, para cada ¢ € I existe j € I tal que N; D N;.
Luego, consideremos oy € I tal que:

Ny O Ny D ...

es una cadena estrictamente descendente. Esto es una contradiccién pues
toda cadena descendente se estaciona por hipdtesis.

4) = 5)

Sea {N;};e; una familia no vacia de submédulos de M y L =(); N;. Por
hipétesis M/ L es finitamente cogenerado entonces existe F' C I finito tal que

NpNi=L=;N.

5) = 4)

Sea L < M y consideremos {N; < M|L C N, };e; una familia no vacia de
submddulos de M. Entonces L = (); N; asi que existe F' C I finito tal que

(\r Ni = L. Por lo tanto M/L es finitamente cogenerado.

1) = 5)



78 APENDICE A. APENDICE

Sea {N;}ic; una familia no vacia de submédulos de M y consideremos
{Nz N:|F es finito }. Por hipdtesis tenemos que esta familia tiene minimo,
digamos (1 N;, entonces para cada j € I tenemos [z N; N N; C (g N,
lo que implica que ()7 N; N N; = (g N;. Por lo tanto (5, Ni € (), N; ¥
asf (N, Ni = N;.

5) = 3)

Consideremos N; © Ny O N3 D ... una cadena descendente de submédu-
los de M. Por hipétesis, existe ' C IN tal que () V; = [\ Vi, es decir existe
n € IN tal que (), N; = Ny IV;. Por lo tanto, N,, = N,,;; para toda j € IN.
|
Teorema A.1.8 Son equivalentes para M € R — Mod y N < M:

1) M es neteriano.

2) N y M/N son neterianos.

3) Toda cadena ascendente de submédulos de M se estaciona.

4) Todo cociente es finitamente generado.

5) Para cada {N;}ier familia no vacia de submddulos de M existe ' C I
finito tal que

Demostracion La demostracion de este teorema es analoga a la del teorema
A.1.7 y considerando la proposicién A.1.6 |

Proposicién A.1.9 Sea M € R — Mod. M es artiniano si y solo si para
cualquier familia { My }aer de submddulos de M no vacia, existe F C I finito

tal que (p Mo = (; Ma

Demostracién Supongamos que M es artiniano y consideremos una familia
{M,}aer no vacia de submédulos de M. Sea

I' = {Np M.|F C I finito }
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Como M es artiniano, I" tiene elemento minimo, digamos que es [ 7, Ma.
Ademas, para j € I tenemos que:

(ﬂFO Ma) N Mj - mFo Mo

y como () M, es minimo en I' se tiene que:

(ﬂFO Ma) n M] = mFQ Ma
es decir, ﬂFO M, C M; para todo j € I.

De lo anterior, (5, Mo € (); Ma y puesto que (g M, es minimo en T,
tenemos que ﬂFO M, =; M,.

Por otra parte, sea M; O My O Msz O ... una cadena descendente de
submddulos de M. Por hipétesis, existe F' C [ finito tal que () My = (; Ma,
es decir, existe n € IN tal que M,, = (| M, = (; M, con lo cual M, = M,
para todo ¢ € IN. De esta manera, la cadena se estaciona y podemos concluir
que M es artiniano. |

Proposicion A.1.10 Si R es artiniano, entonces para cada F¢ € R — fil
se tiene que F=n(I) ={J < R|I C J} para algin I < R ideal bilateral.

Demostracion Sea F{ € R— fil. Puesto que R es artiniano, existe F' C F{
finito, tal que

mJeFé‘] = mJeFJ =1,

notemos que I € F{ pues se escribe como una interseccién finita de ele-
mentos de F'/.

Sea K € F'l, entonces I = (,cpJ C K, es decir, I C K y asi F'{ Cn([).

Sea L € n(I) entonces I C L y puesto que I € F¢y F/ es filtro tenemos
que L € F{. Luego, n(I) C F¢. Por lo tanto, n(I) = F.

Finalmente, veamos que [ es un ideal bilateral. Sean b € [ y r € R.
puesto que I = (). J = (jep J se cumple que rb € I. Por otra parte,
como [ € F{ entonces (I : r) € F( y ademas F¢ = n(I). Con lo anterior
I'C(I:7r),esdecir,be (I:r)ydeaquibre l. Porlo tanto, I < R es un
ideal bilateral. |}
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Definicién 25 Sea M € R — Mod.
1)M es directamente escindible si M =0 o M =U @V con V,U # 0.

2)M es directamente inescindible si M # 0 y si M = U @&V entonces
U=00V =0.

3)Sea U C M. Decimos que M es uniforme sobre U si para todo A, B <
M tales que U C A y U C B se tiene que U C AN B.

4)Se dice que M es uniforme si es uniforme sobre {0}.

Definicién 26 Sea M € R— Mod y N < M. Un pseudocomplemento de
N en M es un submodulo L < M que es mdzrimo con la propiedad de que
NNL=0.

Proposiciéon A.1.11 Si R es neteriano, entonces todo modulo M # 0 con-
tiene un submaodulo uniforme diferente de cero.

Demostracién Veamos que todo 0 # N < M finitamente generado contie-
ne un submoédulo uniforme diferente de cero. Sea

[' = {X | X es pseudocomplemento en N}

El conjunto anterior es no vacio pues 0 es pseudocomplemento en N. Puesto
que N es neteriano, el conjunto anterior tiene un elemento méaximo digamos
Xp. Supongamos que X es pseudocomplemento de Uy en N.

Veamos que todo 0 # C' < Uy es esencial para concluir que Uj es uniforme.
Supongamos para L < U, que tenemos C' N L = 0 entonces se sigue que
CN(Xo+ L) = 0. Si consideramos C’ un pseudocomplemento de C' en N
tal que Xo 4+ L C €’ tenemos que Xy C C" € T' pero X, es maximo asi que
C" = Xy, con lo cual L = 0. Por lo tanto, C' es esencial en Uy, es decir, Uy es
uniforme. |

Proposicién A.1.12 Si R es artiniano entonces todo maodulo inyectivo @)
que sea directamente inescindible es la cdpsula inyectiva de un simple.
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Demostracion Sea () directamente inescindible, ¢ € ) y consideremos Rg
para construir el siguiente diagrama:

R fq

|

R/Kerf,

Rq

del cual, Rq = R/Ker f, y asi Rq es artiniano. De lo anterior, si consi-
deramos la cadena:

Rq 2 Ny 2 Ny O Ns...

donde N; # 0 para todo i. Ya que Rq es artiniano, la cadena anterior se
estaciona y donde se estaciona podemos encontrar el simple S. De esta ma-
nera, al considerar F(S) se tiene que E(S) < @ pero @ es directamente
inescindible entonces @ = E(S) |}

Proposicién A.1.13 Sea {N,}icr familia no vacia de submddulos de M. De
entre todos los subconjuntos J C I tales que @,., N; = > .., N; existe un
elemento mdximo.

Demostraciéon Consideremos:

F={J|JCIly @ieINi = ZiEINi}

I' # 0 es no vacio pues @ € I', ademds, I es un conjunto parcialmente
ordenado considerando la inclusién. Ahora, consideremos una cadena C en I,
entonces UC' € I' ya que en caso de no ser asi tenemos que > N; # @ o Ni
y de aqui existe una familia finita tal que su suma no es directa, pero C es
una cadena asi que dicha suma es directa. Por lo tanto, usando el lema de
Zorn T tiene maximos. |}

Proposicion A.1.14 Si R es neteriano entonces para () € R — Mod inyec-
tivo, Q = €P,c; Li, donde L; es directamente inescindible. Ademds, si R es
artiniano entonces cada uno de los sumandos es la capsula inyectiva de un

simple, es decir, Q = @,.; E(S;).

Demostraciéon Sea R neteriano y () € R — Mod inyectivo. Considere-
mos {Q; }ie; una familia maxima de submddulos inyectivos y directamente
inescindibles de () cuya suma sea directa (es decir, @, ; Qi = > ,c; Qi) ¥
sea Qo = €P,; Qi- Puesto que R es neteriano y @; es inyectivo para todo
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1 € I tenemos que )y es inyectivo, con lo cual ) = Qg P Q. Si pasa que
Q1 # 0, existe 0 # N < @ irreducible (usando la proposicién A.1.10) tal
que Q1 = E(N) @ @2 donde E(N) es inyectivo directamente inescindible.
Asi Q = (Qo @ E(N)) & Q2 pero Qp & E(N) contradice el hecho de que
(o sea maximo, por lo tanto, Q1 = 0y @ = Qp. Si ademés R es artiniano
podemos considerar la proposicién anterior para concluir. |

A.2. Dimension de Gabriel

Definicién 27 Una teoria de torsion 7 en R — Mod es una pareja (T, F)
de clases de maodulos tales que:

1. Homg(M,N) =0 para todo M € T, N € F.
2. Si Homp(M,N) =0 para todo N € F entonces M € T.
3. 8t Homgr(M,N) = 0 para todo M € T entonces N € F.

A T le llamaremos la clase de mdodulos de torsion de T y a F le llama-
remos la clase de modulos libres de torsion de 7. Diremos que una teoria de
torsion T es hereditaria si la clase de maodulos de T-torsion es cerrada bajo
submaodulos.

Denotaremos por R — tors a la clase de teorias de torsion hereditarias.
Ademds, para 7', T en R — tors definimos el siquiente orden:

T =(T F)<717=(T,F) siysolosiT' CT
o equivalentemente FF C F'.

Sean M € R — Mod y 1t = (T,,F,) € R — tors, diremos que M es
T — cocritico si M € F, y es tal que para todo submodulo no cero N < M,
M/N € T,. Diremos que M es cocritico si es T — cocritico para alguna teoria
de torsion T.

Proposiciéon A.2.1 Todo mddulo cocritico es uniforme.

Demostraciéon Sea M € R — Mod un moédulo cocritico, entonces M es
T — cocritico para alguna teoria de torsiéon 7. Con lo anterior, veamos que
para H, K < M con H N K = 0 entonces K = 0. Puesto que H + K < M
entonces (H + K)/H < M/H pero
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K~K/(HNK)~(H+K)/H<M/H¢eT,.

es decir, K < M/H € T,. Pero M es libre y como K < M, tenemos que
K=0 }

Definicién 28 Dada una familia {7,}aca € R—tors, el supremo y el infimo
los definimos como sigue:

7—/\QGA Ta = maEA 7;'1,!

]:VQGATQ = ﬂaeA ]:Ta

Ademds, si {Mu}aca € R—Mod, denotaremos por {({ My }aca) al menor
elemento de R — tors para el cual todos los elementos de {My}aca son de
torsion, es decir,

E{Mataca) = N{7 € R—tors|{Muy}aca C T}
y le llamaremos teoria de torsion generada por { My }aca-
De manera similar, definimos x({Ma}aca) como el mayor elemento de

R — tors para el cual todos los elementos de {My}aca son libres de torsion,
es decir,

X({Ma}aea) = V{7 € R —tors|{Ma}aea C Fr}
y le llamaremos la teoria de torsion cogenerada por { My }aca-
En particular, x = x({0}) y & = £({0}) denotan al elemento mayor y el
elemento menor de R — tors respectivamente. En caso de que {M,} = {M}
denotaremos por x(M) y E(M) a las teorias de torsion generada y cogenerada

por un solo modulo.

Definicién 29 Sea 7 € R —tors, definimos la siguiente filtracion de teorias
de torsion hereditarias, indicadas en los ordinales.

lL.7o=7
2. Sii es un ordinal sucesor, entonces T, = 17;_1 V {M|M es 1;_1 — cocritico}.

3. Si i es un ordinal limite, entonces 7, = \/{7;|7 < i}.
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Esta filtracion es llamada filtracion de Gabriel para T.

Definicién 30 Sea M € R — Mod, M # 0. Decimos que M tiene T-
Dimension de Gabriel i, con i un ordinal, si M es de T;-torsion pero no
es de Tj-torsion para j < i.

St M no es de T;-torsion para ninguna i, entonces decimos que M mno
tiene 1;-Dimension de Gabriel.

Denotaremos la T-Dimension de Gabriel para un mddulo M como T-
Gdim(M). En particular, la §-Dimension de Gabriel para M es la dimension

de Gabriel de M.

Proposicion A.2.2 Si R tiene Dimension de Gabriel, entonces para cual-
quiera 0,0’ € R—tors, tales que { < o < o' < x, existe un modulo o-cocritico
que es de o'-torsion.

Demostracién Sea v = Gdim(R) y h un ordinal minimo con la propie-
dad de 7, £ o. Notemos que h no es limite ni cero, si es limite ya que
es minimo con dicha propiedad tenemos que 7; < o para todo j < h'y
asi 7, = \/ i<n T < o, lo cual es una contradicciéon. Por otro lado no es
cero pues 19 = 7 < o. Entonces h es sucesor y 7, = 7,1 V E({M|M es
Th_1—cocritico }).

Supongamos que no existe un modulo o-cocritico de o’-torsién y veamos
que para todo ordinal i se tiene que 7; A ¢/ < 0. Notemos que para todo

ordinal j < h se tiene que 7; A 0’ < o, pues para j < h, 7; < 0.

Asi, sea i un ordinal tal que 7; A 0/ < o para todo j < i, y probemos
que 7; Ao’ < o.

Si i es un ordinal limite, tenemos que 7; =\/ i<iTi Y ademas

o' N1 =0" A (Vj<i ) = \/j<i(0/ ATj) <o.

Si i es sucesor, entonces 7; = 7,1 V E({M|M es 7;,_1—cocritico }) con lo
cual,
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o N1 =0 N(1i1 VEEM|IM es 1;_1—cocritico })) < 0.

Supongamos que existe M € R — Mod tal que M es de (7; A o’)-torsién y
sin pérdida de generalidad supongamos que M € F,, por hipdtesis de induc-
cién 7,_1 Ao’ < o, entonces M € F,, pp.Sea N =0, (M)=> {N|IN<M
y N € 1,1} es decir,

N e Tn,l/\o’ - To‘

por lo tanto N € T, y como M € F, entonces N = 0 con lo que se tiene
que M € F,,_,. De lo anterior existe un médulo C' que es 7;,_;-cocritico y
f:C — EM f # 0 monomorfismo. Por lo tanto M contiene un submoédulo
T;_1-cocritico, a saber f(C)N M = C’, luego

C'CMekF,

ysi HC C', H# 0, entonces C'/H es de 7;_1-torsién y por ser C'/H un
subcociente de M entonces es de (7;_1 A ¢’)-torsién, asi

C,/H € Tnfll\o’ - TO’

entonces C’ es un médulo o-cocritico que es de o’-torsion, lo que contra-
dice nuestra hipotesis. Por lo tanto 7; A 0’ < ¢ para todo ordinal 7.

Ya que Gdim(R) =+, entonces 7, = y y ademas ¢’ =o' Ax =7, Ao’ =0,
lo cual es una contradiccién y con esto terminamos la prueba. |

Proposicién A.2.3 Sea M € R — Mod y consideremos 7 = x(M) € R —
tors. Si existe un modulo x(M)-cocritico entonces M contiene un submddulo
X(M)-cocritico.

Demostracién Sea C' un x(M)-cocritico, entonces Hom(C, EM) # 0. Sea
f:C —= EM, f # 0 el cual es monomorfismo. Por lo tanto f(C) = C'y
luego f(C)N M # 0 es un submdédulo x(M)-cocritico. |}

Para mayor informacién sobre teorias de torsién, véase [8].
Considerando las proposiciones anteriores podemos concluir que si R tiene

dimensién de Gabriel, entonces es posible encontrar un submaédulo cocritico,
lo cual implica que el submédulo es uniforme. Asi, se satisface la condicion
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a) de la proposicién 2.0.24.

Por otra parte, para los Anillos de cadena izquierdos tenemos la cadena:
0<. <L <..<M<R

Veamos que R/I; es uniforme. Sean J, K < R entonces (J/1;) N (K/I;) <

R/I;. Puesto que J, K son ideales de R, estan encadenados y podemos con-

siderar que J < K con lo cual (J/I;) C (K/I;). De lo anterior, (J/I;) N

(K/1;) = J/I; # 0 es decir, R/I; es uniforme.

Por otra parte, si consideramos M € R — Mod, M # 0y 0 # m € M
tenemos que:

Rm = R/(0:m)

es uniforme. De esta manera, los Anillos de cadena izquierdos cumplen con
la condicién a) de la proposicién 2.0.26. |}

A.3. Algunos resultados sobre Prerradicales

Teorema A.3.1 Sea R un anillo. Son equivalentes:

1. R es un anillo artiniano semisimple.
2. R — pr es una reticula Booleana finita.

3. R — pr es una reticula Booleana.

4. R —pr es una gran reticula Booleana.

5. Para cada 0 € R — pr, tenemos que o = \/{ag(s)m?(s) <o}.

6. 1:\/{045(5)]5 € R — Simp}.

7. Para cada 0 € R — pr, existe A C R — Simp tal que 0 = Zocy(-) donde
Zoca(M) => {S < M|S=TeA}

Demostracién Teorema 11 [2]. |}

Definicién 31 Definimos para cada o € R — pr los siguientes prerradicales:

El igualador de o:

e(c)=N\{r € R—pr|to =0}
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El co-igualador de o:
clo)=\V{reR—pr|(c:17)=0}
Proposicion A.3.2 Sea 0 € R — pr, entonces
1.-a) o =e(o)
b) e(o) es un prerradical idempotente.
c) e(o) =0 siy solo sio esidempotente.
d) e(0) = V{1 |M € R — Mod}
2.-a)clo) <o
b) c(o) es un radical.

c) c(o) =0 siy solo sio es radical.

d) c(0) = NMuwy) """ |M € R — Mod}

Demostracién Teorema 3.1 [3] |}

Proposicion A.3.3 Sea M € R— Mod y N <gp; M. Entonces
1.-e(ad) =ak

2.- c(wy) = W?W/N

Demostracién Proposiciéon 1.5 [5] |}
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