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Capitulo 1

Introduccion y Preliminares

El Diseno de Regresién Discontinua (DRD) es un disefio cuasi-experimental usado para
evaluar la efectividad de tratamientos o programas. Se diferencia de los experimentos
aleatorizados sobre todo en la asignacién de los sujetos de estudio. En esta ultima clase de
experimentos los sujetos son asignados al grupo tratamiento y al grupo control (sujetos a los
que no se les aplica el tratamiento) aleatoriamente. En este caso, cualquier efecto detectado se
puede atribuir al programa debido a que los efectos de confusién son anulados por la asignacion
al azar.

Sin embargo, en muchos programas de intervencion social y de educacion se considera eficaz y
ético ofrecer un tratamiento o programa a las personas, con base en una medida relacionada con
la necesidad o el mérito. Esto implica asignar los sujetos de estudio a un grupo de tratamiento,
de manera que si los sujetos estan por debajo o por encima de un determinado punto de corte
respecto a dicha medida, entonces pertenecen a este grupo. Los resultados del tratamiento son
analizados usando las técnicas de regresion discontinua, asumiendo que el efecto del tratamiento
puede ser detectado en el punto de corte a través del andlisis de regresion.

Un ejemplo donde se puede aplicar un DRD es el siguiente. Se realiza un estudio de un curso
de correccion de escritura para estudiantes universitarios, los cuales son asignados a tal curso
cuando su calificacion en un determinado examen de evaluacion estd por debajo de un valor
determinado o punto de corte (Lee y Munk, 2008). En este tipo de situaciones no es posible
realizar una asignacién aleatoria, pues la asignacién de los sujetos de estudio estd en funcién
del puntaje obtenido. Es decir, la asignacién se basa en el valor de una variable puntaje con

referencia a un punto de corte. Se pretende utilizar esta asignacion en la evaluacion del efecto



del programa, asumiendo que la variable respuesta es una funcién continua de la puntuacion
asignada. Si el programa tiene un efecto en la variable respuesta, entonces se vera un brinco o
salto (es decir, una discontinuidad) en la linea de regresién justo en el punto de corte. El tamano
estimado del salto en esta discontinuidad se utiliza para estudiar la efectividad del programa.
Por ello, el DRD es visto como un método ttil para determinar la efectividad de un tratamiento
0 programa.

En este capitulo, se introducen algunos términos y definiciones preliminares que se emplearan
en el desarrollo de este trabajo, para el andlisis del DRD. Ademads, se dan a conocer algunas
ventajas que tiene este tipo de disefios en comparaciéon con otros disenos experimentales,
y se mencionan algunas de las aplicaciones que tienen los DRD en el campo profesional.
Posteriormente, se describe el enfoque bayesiano y se discute la importancia de los métodos

niumericos en la implementacion practica de los disenos experimentales y cuasi-experimentales.

1.1. Disenos cuasi-experimentales

Un diseno cuasi-experimental es un experimento de un estudio en particular, en el que uno
tiene poco o ningun control sobre la asignacién de los sujetos de estudio al tratamiento, programa
u otros factores de estudio (http://en.wikipedia.org/wiki/Design of quasi-experiments). La
diferencia de este enfoque empirico, en comparacién con otros disenos experimentales, es la falta
de asignacion aleatoria. El término cuasi-experimento se refiere a que el diseno tiene semejanzas
con el disenio experimental tradicional o con el ensayo clinico controlado aleatorizado (RCT, por
sus siglas en inglés; diseno experimental aleatorizado utilizado normalmente en investigaciones
médicas), pero no tiene el elemento de la asignacién aleatoria.

La asignacion al azar permite a los participantes tener la misma probabilidad de ser asignados
a una condicién de tratamiento dado. Como tal, la asignacion aleatoria asegura que el grupo
experimental y el grupo control son equivalentes. Sin embargo, si la asignacién al azar no es
adecuada, entonces las pruebas estadisticas pueden ser sesgadas y por lo tanto inadecuadas.
En un diseno cuasi-experimental, la asignacion a un tratamiento se basa en algo mas que la
asignacion aleatoria. Dependiendo del tipo de diseno cuasi-experimental, el investigador puede
tener cierto control sobre la asignacion al tratamiento a través de una condicién (por ejemplo, un
punto de corte), o puede no tener ningun control sobre la asignacién al tratamiento, y los criterios

utilizados para la asignacién pueden ser desconocidos. Factores como el costo, la viabilidad, y



consideraciones politicas, éticas o de conveniencia pueden influir en como los participantes son
asignados a un tratamiento, y por lo tanto, los disenios cuasi-experimentales estan sujetos a
cuestionamientos relativos a la validez interna (es decir, si los resultados del experimento se
pueden utilizar para hacer una inferencia causal).

Los disenos cuasi-experimentales se utilizan cuando la asignacion al azar es imposible o poco
practica, y por lo general son mas faciles de implementar que los disenos experimentales, en los

cuales se requiere la asignacién aleatoria de los sujetos de estudio. El lector interesado puede
consultar también Gribbons & Herman (1997) y Shadish, Cook & Campbell (2002).

1.2. Aplicaciones de la Regresién Discontinua

La Regresion Discontinua (RD), disenada para evaluar los efectos causales de intervenciones,
tratamientos o programas, fue introducido por primera vez por los psicologos Thistlethwaite y
Campbell (1960) en el area de educacién. Estos métodos no atrajeron mucha atencién en la
literatura econémica hasta hace poco. A partir de finales de los anos 1990s, ha crecido el nimero
de estudios relacionados con el DRD enfocados a economia y ha surgido una amplia aplicacion
de estos métodos (Cook, 2008). Alguna de estas aplicaciones han sido en las ciencias médicas y
sociales (Zuckerman, 2006). A continuacién se mencionan algunas de ellas.

La investigacion en servicios de salud a menudo implica la evaluacién de las intervenciones
médicas o programas de servicio fuera de un ambiente controlado. Estas intervenciones o
programas pueden ser el resultado de las politicas publicas o el resultado de la difusion de
servicios de reciente introduccién o de normas. El investigador de servicios de salud se enfrenta
al reto de evaluar la eficacia de dichos programas. A pesar de que el RCT puede ser el disefio
de estudio ideal, es con frecuencia inviable debido a limitaciones éticas, financieras, logisticas
y politicas (ver Hyunshik & Munk, 2008). Los investigadores han ideado muchos disenos
alternativos para evaluar el impacto de las intervenciones cuando los ensayos aleatorizados no
son posibles. Estos incluyen las comparaciones de los grupos control y tratamiento, asi como
series de tiempo interrumpidas. El diseno control-tratamiento es mas facil de implementar y
es un método comin de evaluacién para la revisién de utilizacién de medicamentos (Gurwitz,
Noonan, y Soumerai 1992; Ahluwalia et al. 1996; Farris et al. 1996; Collins et al. 1997; Monane
et al. 1998). Este enfoque de dos grupos pre-post es utilizado en el DRD.

En este contexto de la evaluacién de los efectos causales de las intervenciones, tratamientos



o programas, el enfoque bayesiano puede jugar un papel muy importante, ya que cada problema
es Unico y tiene su propio contexto, del cual se deriva la informacion inicial sobre el parametro
(o cualquier otra caracteristica) de interés. Ademds, los métodos bayesianos de inferencia se
desarrollan de manera natural a partir de la Teoria Probabilistica y por lo tanto no presentan
contradicciones internas. A continuacion se describe brevemente el enfoque bayesiano asi como

los métodos numéricos necesarios para su implementacion. El lector interesado puede consultar
el libro de Bernardo y Smith (1994).

1.3. El enfoque bayesiano

El propésito del enfoque bayesiano es disenar una Teoria Estadistica, basada en una pequena
serie de principios bédsicos (axiomas), que nos permita estructurar la solucién a cualquier
problema de inferencia; este tipo de enfoque le da a la Estadistica una estructura coherente,
ya que con otros enfoques pueden presentar casos en los que no hay una solucién razonable o se
presentan paradojas. Esto se logra a través de la Teoria de la Decision.

En el contexto de la Estadistica los elementos de un problema de decisién en ambiente de

incertidumbre son los siguientes:

1. El espacio de acciones potenciales disponibles: A.
2. El espacio parametral, que contiene los posibles estados de la naturaleza: ©.
3. El espacio de las consecuencias: C' = A x O.

4. Una relacién de preferencia en C': >~ .

Para poder resolver un problema de decision, es necesario cuantificar tanto la incertidumbre
sobre © como las consecuencias en C. La forma de cuantificar la incertidumbre es a través de
una medida de probabilidad, p(#), y las consecuencias deben cuantificarse por medio de una
funcién de pérdida, L(a, ), o equivalentemente, una funcién de utilidad u(a, 6).

El resultado fundamental de la teoria es que debe elegirse aquella acciéon que minimice la

pérdida esperada

L*(a) :/@L(a,ﬁ)p(ﬁ)dﬁ.



En términos de la funcion de utilidad, se debe elegir aquella accion que maximice la utilidad

esperada
u*(a) :/eu(a,@)p(ﬁ)dﬁ.

En problemas estadisticos se cuenta con informacién adicional en forma de una muestra
X1, ..., X, ~ p(x]0), la cual se puede incorporar al problema de decisién a través del Teorema
de Bayes, pues nos permite combinar las dos fuentes de informacion, p(f) y x = (x1, ..., 2,), v
de esta manera producir la distribucién final p(0|x).

El Teorema de Bayes establece que

POl
[ p(B)p(x|f)db

En este caso, la mejor accion sera aquella que minimice la pérdida esperada final

L;(a):AL(a,H)p(GIX)dH.

p(0]x) =

En términos de la funcion de utilidad, la mejor accién serd aquella que maximice la utilidad

esperada final
w(a) = [ ula. O)p(8})0.
®

En cierto sentido, la diferencia fundamental respecto al enfoque clasico es que en el enfoque
bayesiano el (valor del) pardmetro es tratado como aleatorio. Las inferencias se basan en p(6|x) en
lugar de p(x|0); es decir, en la distribucién de probabilidad (del valor desconocido) del pardmetro
dados los datos observados, en vez de la distribucion de los datos dado el valor del pardametro. Lo
anterior da lugar a inferencias més naturales, pero para ello es necesario un ingrediente mas: una
distribucion inicial, p(#), que describe la informacién que se tiene sobre el valor del pardmetro
antes de observar los datos.

El enfoque bayesiano reconoce explicitamente que toda asignacién de probabilidades es
subjetiva (es decir, dependen del estado de informacién del individuo que las asigna). No pretende
ser un enfoque “objetivo”.

En resumen, los cuatro pasos a seguir dentro del enfoque bayesiano son:
1. Especificacion de un modelo (verosimilitud), p(x|6).

2. Especificacién de una distribucién inicial, p(6).

3. Célculo de la distribucién final, p(6]x), via el Teorema de Bayes.
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4. Resumen de la informacién contenida en p(f|x) para hacer inferencias sobre las cantidades

de interés (parametros, observaciones futuras,...).

1.4. Importancia de los métodos numéricos

La implementacién practica de las técnicas Bayesianas usualmente requiere de un esfuerzo
computacional muy alto, para calcular ciertas caracteristicas de la distribucion final del
parametro de interés que permitan resumir de alguna forma la informacion contenida en ella.

En muchos casos, estos restiimenes inferenciales se reducen a calcular integrales de la forma

/ 4(0) - p(6) - p(x[0)d6

donde la dimension del espacio parametral de € puede ser muy elevada. En cualquier caso, nos
enfrentamos a complicados problemas de integracién que han constituido la principal dificultad
del andlisis bayesiano. Se han desarrollado distintos métodos de integracién numérica, mediante
aproximaciones deterministicas (ver Bernardo y Smith, 1994; O’Hagan, 1994; Robert y Casella,
1999).

Sin embargo, desde hace poco méas de 20 anos, los métodos basados en simulacion Monte
Carlo mediante Cadenas de Markov (MCMC, por sus siglas en inglés), permiten la resolucién
de problemas que hasta entonces no eran analiticamente tratables y que precisaban distintas
aproximaciones numéricas para las integrales implicadas. Estos métodos permiten muestrear
la distribucién final gracias a la construccion de una cadena de Markov cuya distribucion
estacionaria es precisamente p(6|x).

El proyecto BUGS (Bayesian Inference Using Gibbs Sampling) es un software di-
senado para el andlisis de modelos bayesianos usando MCMC (ver http://www.mrc-
bsu.cam.ac.uk/software /bugs/).

WinBUGS es un software de uso general para ajustar modelos bayesianos complejos usando
métodos Monte Carlo con Cadenas de Markov, los cuales en la practica han facilitado las
aplicaciones de los métodos de inferencia bayesiana. WinBUGS permite al usuario especificar un
modelo bayesiano usando un lenguaje con caracteristicas similares a las del paquete estadistico
R (ver http://www.R-project.org). En funcién de esto, el software determina el kernel de
transiciéon de una cadena de Markov y genera muestras de la distribucion final conjunta de
las cantidades desconocidas de interés, especificando el nimero de cadenas paralelas que se

correran, el nimero de iteraciones, las cantidades desconocidas que se monitorearan y algunos
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chequeos de convergencia. Los resultados finales de las distribuciones marginales univariadas
vienen dados en resimenes tanto numéricos como graficos.

Otro software que permite la resolucion de problemas bayesianos es el paquete estadistico
R mencionado anteriormente. Dicho paquete permite realizar tareas estadisticas de todo tipo,
ya que posee muchas funciones para andlisis estadisticos y gréaficos. Entre otras caracteristicas
dispone de almacenamiento y manipulacion efectiva de datos, también dispone de una amplia,
coherente e integrada coleccién de herramientas para el andlisis de datos, asi como graficas,
que funcionan directamente sobre pantalla o impresora, y un lenguaje de programacién bien
desarrollado, simple y efectivo, que incluye condicionales, ciclos, funciones recursivas y la
posibilidad de entradas y salidas. La ventaja que posee este lenguaje es que permite programar,
por lo tanto es posible realizar desde los calculos més basicos hasta los méas complejos, lo que a su

vez, permite implementar métodos tanto de Estadistica Clasica como de Estadistica Bayesiana.

1.5. Estructura de la tesis

La importancia de los disenos de regresion discontinua radica en que pueden ser considerados
métodos transparentes para la asignacién de los beneficiarios a un tratamiento o programa de
intervencion social. Debido a que la asignacién de los sujetos de estudio se basa en la necesidad
o mérito, se tiene que la mayor ventaja de este tipo de disenos es que resultan ser métodos éticos
para la evaluacion de programas o tratamientos.

El objetivo de este trabajo es describir el analisis del Diseno de Regresiéon Discontinua,
considerando los supuestos que se deben hacer para su estudio. En primera instancia, se
analizara el DRD a través del enfoque bayesiano. Asi mismo, se tiene como objetivo analizar
el Diseno de Regresion Discontinua Multivariado, que es una variante del DRD simple, y se
estudiaran algunos enfoques de estimacion para este tipo de disenos. A continuacion, se describe
la estructura de esta tesis.

En el siguiente capitulo, se da la definiciéon formal del DRD y se ilustra con un ejemplo
sencillo. Este ejemplo se analiza mediante métodos clasicos y bayesianos y se comparan los
resultados obtenidos. También en este capitulo, se dan a conocer algunas consideraciones y
variaciones de los DRD que se deben tomar en cuenta para su analisis. Cabe mencionar que
también se describe el paquete estadistico rdd, del software R, disenado especialmente para el
analisis de los DRD.



En el Capitulo 3, se describen los DRD sharp y fuzzy, y se discute el andlisis del DRD fuzzy
desde el punto de vista bayesiano, incluyendo una resena de una aplicaciéon del DRD fuzzy a la
evaluaciéon de becas universitarias italianas.

Posteriormente, en el Capitulo 4 se aborda una variante del DRD, el Diseno de Regresion
Discontinua Multivariado (DRDM). En este capitulo, se describe la estructura del DRDM y se
analizan algunos de los enfoques de estimacion para este tipo de disenos. Por 1ltimo, se estudian

algunos ejemplos simulados para comparar la eficiencia de estos enfoques.



Capitulo 2
El Diseno de Regresion Discontinua

El Diseno de Regresién Discontinua (DRD) es un diseno cuasi-experimental que puede
utilizarse para evaluar los efectos de un tratamiento, programa o intervencién. En este diseno los
participantes se asignan a dos grupos, control y tratamiento, con base en una puntuacion limite
o punto de corte. El término de Regresion Discontinua indica que el efecto del tratamiento se
presenta como un “salto” o discontinuidad en la funcién de regresién que relaciona la variable
puntaje (variable de asignacién) y la variable respuesta.

La mayor ventaja de los Disenos de Regresion Discontinua es que pueden ser utilizados
para estimar los efectos de un tratamiento o programa administrado a los individuos que mas
lo necesitan o merecen. Los individuos se asignan al tratamiento o programa de acuerdo a su
“necesidad” y nada maés; la asignacién se hace a través de cierto puntaje (punto de corte, valor
de corte) en la variable puntaje. Los Disenos de Regresién Discontinua tienen ventajas éticas
sobre los disenos experimentales, debido a que no requieren que algunos individuos necesitados
sean asignados a un grupo sin tratamiento (grupo control).

El DRD fue introducido por primera vez por los psicélogos Thistlethwaite y Campbell
(1960), y fue discutido con detalle por Campbell y Stanley (1963). Se ha reinventado varias
veces; por ejemplo, por el economista Goldberger (1972), el estadistico Rubin (1977) y por
investigadores de salud publica como Finkelstein (1996). A pesar de su constante reinvencién, el
Diseno de Regresion Discontinua no ha tenido muchas aplicaciones fuera de lo que es la educacion
compensatoria, donde estudiantes con calificaciones por debajo de un puntaje determinado en
una prueba de rendimiento se asignan a cursos de recuperacién (Trochim, 1984).

La baja frecuencia en la utilizacion de los DRD, puede deberse a que son novedosos o a que



los administradores requieren asignar los participantes a condiciones unicamente con base en
indicadores cuantitativos, limitando el papel del juicio, la discrecién o el favoritismo. Finalmente,
la comprension del disenio depende de una cierta familiaridad con el andlisis de regresion, por lo

que es dificil comunicar al puiblico no estadistico.

2.1. Estructura del Diseno de Regresion Discontinua

En su versién mas simple, el Diseno de Regresion Discontinua es un diseno con dos grupos,
un antes y un después (pre-post); es decir, se considera que todos los sujetos de estudio o
participantes son medidos antes y después de un tratamiento. La asignacion a cada uno de estos
grupos es a través de un unico punto de corte, basado en una variable puntaje. Dos versiones
de los grupos del Diseno de Regresion Discontinua pueden ser que el tratamiento esté siendo
contrastado con una condicién de ausencia del tratamiento (control), o que dos tratamientos
alternativos se comparen.

Para describir la idea del diseno, supongamos que la relacién entre la variable puntaje X y

la variable respuesta Y, es la siguiente:

Y=o+ X +¢,

donde ar y 3 son los coeficientes de regresion y € un término de error. Después del tratamiento, si
los sujetos tratados se ven afectados por un efecto de tratamiento constante (3, sobre la variable

respuesta, entonces la regresion puede ser reescrita como:
Yi=a+ BT; + 51 Xi + ¢, (2.1)

donde T; es la variable que asigna el valor de 1 si el tratamiento se aplico al sujeto ¢ y 0 si no se
le aplicé (y por lo tanto se asigna al grupo control).

Debido a la suposicién del efecto constante, la pendiente de la recta de regresién no cambia,
pero el término intercepto cambia a a+ [y para el grupo tratamiento. El término 3, sigue siendo
el efecto constante.

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama de un Disenio de Regresién Discontinua, donde
los puntos a la izquierda y derecha del punto de corte pertenecen al grupo control y al grupo

tratamiento, respectivamente. Asi mismo, se muestra el efecto del tratamiento.
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Figura 2.1: Diagrama de un Diseno de Regresiéon Discontinua. Se muestra la recta de regresion
(linea azul), la recta de regresiéon proyectada en el grupo control (linea verde) y el efecto del

tratamiento (flecha roja).

A continuacién se muestra un ejemplo de un DRD, donde se plantean los elementos de este

tipo de disenos.

2.2. Ejemplo 1

Para ilustrar el Diseno de Regresién Discontinua, la variable puntaje X se simul6é de una
distribucién normal con media 0 y varianza 0.5. El punto de corte fue la media muestral de la

variable X, es decir —0.03. La variable respuesta Y se modelé como sigue:

Y, =49.849.89-T; +14.8- X; +¢;, i=12,..n, (2.2)

donde ¢; se distribuye como una normal de media 0 y varianza 6.63, y la variable T; toma el valor
de 1 si X; >-0.03 y toma el valor de 0 si X; <-0.03. El tamafno de la muestra fue de n = 100.
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En la Figura 2.2 se muestra la grafica de la variable puntaje X contra la variable respuesta

Y. En este diagrama de dispersién podemos apreciar que hay un “salto” o “discontinuidad” en

x =~ 0. En la Figura 2.1 se muestra la grafica bivariada de los datos y la recta de regresién

ajustada para cada grupo del diseno. En ella se puede ver como el “tratamiento” tuvo un efecto

“positivo” en promedio.
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Figura 2.2: Grafica de la variable puntaje X contra la variable respuesta Y, de una muestra de

tamano n =100.

2.2.1.

Analisis clasico del modelo del Ejemplo 1

A continuacion se hace un analisis clasico del modelo del Ejemplo 1, descrito en la seccion

anterior. El andlisis se realizo ejecutando un algoritmo en el paquete estadistico R, empleando

la funcién Im, y los resultados obtenidos fueron los siguientes. Los coeficientes estimados son
& =50.31 (ee = 0.5855), By =7.90 (ee =1.0096) y B; = 16.61 (eec = 1.0013); los valores en

paréntesis son los errores estandar (ee) correspondientes. Por ello, el modelo ajustado es:
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A~

Y, =50314+7.90-T;+16.61-X; i=1,2,..n. (2.3)

El intervalo de confianza del 95 % para 5y es [5.919469, 9.894056]. De aqui, podemos decir que
el “tratamiento” tiene un efecto significativo en los sujetos a los cuales se les aplico, ya que el
verdadero valor del efecto del tratamiento, 9.89, estda contenido en este intervalo de confianza.
La grafica de residuales estandarizados contra los valores ajustados, se muestra en la Figura
2.3. Esta grafica sugiere que tanto para el grupo tratamiento como para el grupo control, el

ajuste es adecuado.
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Figura 2.3: Gréfica de residuales estandarizados contra valores ajustados del modelo (2.3).

El valor del coeficiente de determinacion multiple ajustado es 0.9406811, lo cual indica que
un 94.06 % de la variabilidad de Y es explicada por las variables X y T
En la siguiente seccion se hace un analisis bayesiano considerando el mismo modelo del

Ejemplo 1.
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2.2.2. Analisis bayesiano del modelo del Ejemplo 1

Analisis no informativo

Para efectos de comparacion, en este analisis bayesiano primero se utilizo una distribucion
inicial no informativa para los parametros del modelo. La distribucin inicial no informativa que
se utilizé se aproxima a la del andlisis de referencia haciendo uso del andlisis conjugado (ver
Gutiérrez-Pena, 1998); los detalles de la especifiacién de la distribucién inicial se pueden ver en
el Apéndice A. Aunque, se trata de un analisis de tipo conjugado se utilizé el paquete estadistico
WinBUGS para fines ilustrativos del mismo.

El andlisis se hizo ejecutando un algoritmo en el WinBUGS (ver Apéndice A). Después
de una fase de calentamiento de 1000 iteraciones y de monitorear los nodos «, By y [ por
10000 iteraciones mas, se obtuvieron los siguientes resultados. Los coeficientes estimados fueron
E(aly)=50.03 (de = 0.5779), E(5oly)=9.968 (de =0.9445) y E(pi|y)= 14.44 (de =0.873),
los valores en paréntesis son las desviaciones estandar (de) de las distribuciones finales

correspondientes. Por ello, el modelo ajustado es:

~

Y, =50.034+9.968 - T, + 14.44 - X;  i=1,2,....,n.

El intervalo de probabilidad del 95 % para fy es [8.131, 11.85], el cual contiene el verdadero valor
de By .

En la Figura 2.4 se muestran las graficas para el diagndstico de convergencia de los coeficientes
a, Boy B1; estas graficas sugieren que el algoritmo converge. En la Figura 2.5 se muestran las
graficas de la densidad, para cada uno de los coeficientes del modelo. Estas también sugieren un
ajuste significativo.
Analisis informativo

En este andlisis bayesiano se utilizé una distribucion inicial informativa para 3y, una normal
de media 7 y varianza 3. De igual forma que en el andlisis no informativo, se ejecuté un
algoritmo en el paquete estadistico WinBUGS. Después de una fase de calentamiento de 1000
iteraciones y de monitorear los nodos «, By y 1 por 10000 iteraciones mas, se obtuvieron
los siguientes resultados. Los coeficientes estimados fueron FE(aly)=50.39 (de = 0.5268),
E(Boly)=9.29 (de =0.8323) y E(bi|ly)= 14.94 (de =0.8077), los valores en paréntesis son las
desviaciones estdndar (de) de las distribuciones finales correspondientes. Por ello, el modelo
ajustado es:

A~

Y, =50394+9.29 T, +14.94- X,  i=1,2,...,n.
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Figura 2.4: Graficas de diagndstico de convergencia. A la izquierda las gréficas de traza y a la derecha

las graficas de autocorrelacion correspondientes a los coeficientes «, 5y y 51, respectivamente.

El intervalo de probabilidad del 95 % para 3y es [7.651,9.303], el cual contiene practicamente el
valor verdadero de [y, 9.89.

En la Figura 2.6 se muestran las graficas para el diagnéstico de convergencia de los coeficientes

a, Boy Pi; estas graficas sugieren que el algoritmo converge.
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Figura 2.7: Gréficas de las densidades de los coeficientes «, 5y y 31, respectivamente.
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Figura 2.5: Gréficas de las densidades de los coeficientes «, 3y y 31, respectivamente.

En la Figura 2.7 se muestran las gréaficas de la densidad final, para cada uno de los coeficientes
del modelo. Estas también sugieren un ajuste significativo.

Comparando los estimadores del efecto del tratamiento obtenidos en el andlisis cldsico (7.90,
efecto estimado del tratamiento) y en el andlisis bayesiano, se tiene que el efecto estimado mas
cercano al valor verdadero de efecto del tratamiento, 9.89, fue el obtenido en el analisis bayesiano
no informativo, 9.968. Ademas, el verdadero valor del tratamiento esta contenido practicamente
en el intervalo del 95 % de confianza (andlisis clasico) y en el intervalo del 95 % de probabilidad
del andisis bayesiano informativo, y esté contenido en el intervalo del 95 % de probabilidad del
analisis bayesiano no informativo.

Para efectos comparativos, a continuacion se describe el paquete rdd, implementado en R y

disenado para el analisis estadistico del DRD.

2.3. Paquete rdd

Este paquete proporciona herramientas para llevar a cabo la estimacion de los diferentes tipos
de disenios de regresién discontinua (http://cran.r-project.org/web/packages/rdd/rdd.pdf). La
estimacion se lleva a cabo utilizando regresiéon lineal local, por ambos lados del punto de
corte, empleando el calculo de ancho de banda 6ptimo Imbens-Kalyanaraman, denotado por
[-K (Imbens & Kalyanaraman, 2009); cabe mencionar que este ancho de banda opera en la
variable X.

El paquete rdd proporciona la funcién RDestimate, la cual sirve para la estimacion de

un DRD. Esta funciéon también abarca tanto el diseno fuzzy como el diseno sharp discutidos
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Figura 2.6: Graficas de diagndstico de convergencia. A la izquierda las gréficas de traza y a la derecha

las graficas de autocorrelacion correspondientes a los coeficientes «, By y 51, respectivamente.

en el capitulo siguiente. Algunos de los argumentos que requiere son: la férmula del DRD, la
especificacién del punto de corte (si ésta se omite, el punto de corte se considera como 0), un
vector numérico especificando el ancho de banda para la estimacién del DRD (si ésta se omite,
se considera el ancho de banda 6ptimo Imbens-Kalyanaraman (I-K), y se considera la mitad del
ancho de banda ((I-K)/2)y el doble del ancho de banda 2(I-K) para la evaluacién del diseno).
Los métodos tradicionales para la seleccién del ancho de banda 6ptimo generalmente tratan
de minimizar algin tipo error cuadratico medio, integrado a lo lago de todo el rango de los
datos, por medio de técnicas de validacin cruzada. Este procedimiento no es relevante en el
caso del diseno de regresién discontinua, donde lo que interesa es el comportamiento en una
vecindad del punto de corte. El error cuadratico medio propuesto por Imbens & Kalyanaraman
(2009) depende de la funcién a estimar solamente a través sus dos valores en el punto de corte
y de las estimaciones correspondientes, que a su vez son funciéon de ancho de banda. Imbens &
Kalyanaraman (2009) desarrollan una aproximacion asintética de este criterio, la cual es usada
en la practica para elegir el ancho de banda 6ptimo.

A continuacién se analiza el Ejemplo 1, empleando el paquete estadistico rdd.
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En la implementacién de este paquete para el andlisis del Ejemplo 1, se consideraron las
variables X y Y descritas en el Ejemplo 1 y el punto de corte -0.03. Los resultados que se

obtuvieron se resumen en el Cuadro 2.1.

Ancho de banda  Estimador  Observaciones Error estdndar z value
I-K 0.3547 9.369 56 1.826 5.1131%**
(IK)/2 0.1774 11.635 24 3.111 3.740%**
2(I-K) 0.7094 9.329 84 1.172 7.958%H*
Nivel de significancia: (e

Cuadro 2.1: Ajuste del modelo (2.2) con el paquete rdd.

En la Figura 2.8 se muestra la grafica obtenida empleando la funcion RDestimate, para el

andlisis del modelo descrito en el Ejemplo 1.
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Figura 2.8: Gréfica de la variable puntaje X contra la variable respuesta Y del Ejemplo 1,
utilizando el paquete rdd. Las lineas punteadas delimitan la banda de confianza al 95 %, y la

linea continua muestra el modelo de regresion ajustado por la funcién RDestimate.

Por otro lado, en el Cuadro 2.2, se resumen los resultados del analisis del DRD descrito en
el Ejemplo 1, correspondientes al andlisis clasico, andlisis bayesiano y los resultados obtenidos

empleando el paquete rdd.
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Andlisis clasico  Anélisis bayesiano  Paquete rdd
Estimador del efecto 7.90 7.93 9.369
Error estandar 1.0096 1.003 1.826

Cuadro 2.2: Resultados de los ajuste para el modelo (2.2).

El efecto del tratamiento del Ejemplo 1 es 9.89. Por lo anterior, considerando el Cuadro 2.2,
se tiene que el estimador mas cercano a este valor es el que se obtuvo con el paquete estadistico
rdd. Sin embargo, este estimador es el que tiene mayor error estandar debido a que ocupa menos

observaciones del modelo para hacer el ajuste.

2.4. Consideraciones y variaciones de un Diseno de

Regresion Discontinua

Esta seccién estd basada en el articulo Trochim (1990). Aqui se describen algunas

consideraciones y variaciones de un DRD, las cuales se requieren para su aplicacion.

1. La asignacion al grupo tratamiento y control se determina, totalmente o parcialmente, a

través de la variable puntaje X, por medio de un punto de corte.

2. La variable puntaje y los resultados potenciales estan asociados a través de una relacion
suave. Cualquier discontinuidad o salto en la distribucién condicional (o esperanza
condicional) de los resultados como funcién de la variable puntaje, en el punto de corte,

se interpreta como evidencia de un efecto causal del tratamiento.

3. La eleccion del punto de corte se puede hacer tnicamente con base en los recursos
disponibles o de acuerdo a argumentos circunstanciales. Aunque el uso de un punto de
corte distingue el Diseno de Regresion Discontinua, a menudo es dificil de implementar. En

muchas situaciones, no parece dejar espacio para el juicio profesional o la discrecionalidad.

4. Los sujetos de estudio son asignados al grupo tratamiento si su puntaje esta por arriba
(o abajo) del punto de corte y son asignados al grupo control si su puntaje estd por
abajo (o arriba) del punto de corte. Si la asignacién se hace unicamente a través de la

variable puntaje, el diseno es llamado “sharp”. Si la asignacion es por medio de la variable
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puntaje condicionada a una covariable o si hay “cruces”de tratamiento, el diseno es llamado

“fuzzy” (ver Capitulo 3).

5. Por otro lado, se considera que no hay otro factor que cause la discontinuidad en el punto de

corte, de modo que cualquier discontinuidad en el punto de corte se atribuye al tratamiento.

6. Otro supuesto es el principio de “no interferencias”, donde el resultado obtenido de la
aplicacién del tratamiento a un individuo no interfiere en el resultado del tratamiento en

otros individuos.

Algunas variaciones del Diseno de Regresion Discontinua descrito hasta ahora se plantean a

continuacion.

2.4.1. Puntos de corte miiltiples

Los DRD no se limitan a un tinico punto de corte. El caso mas sencillo de puntos de corte
multiples es el que consta de dos puntos de corte. En esta variante, los individuos con valores
en la variable puntaje mayores al punto de corte superior son asignados a un tratamiento, y los
individuos con valores en la variable puntaje menores al punto de corte inferior son asignados
a otro tratamiento. Finalmente, los individuos con puntuacién en el intervalo determinado por
estos dos puntos pertenecen al grupo control.

El DRD involucra puntos de corte multiples cuando la asignacion al tratamiento se lleva a
cabo por etapas, quizd comenzando con los mas necesitados antes de que sucesivamente se den
a los menos necesitados. En la primer etapa, se utiliza un unico punto de corte, y se asignan
los mas necesitados al tratamiento y posteriormente se mide el efecto del tratamiento. En la
segunda etapa, el valor de corte se traslada para incluir el siguiente grupo de mas necesitados,
con respecto a la medida de asignacion. Con el tiempo, todos los participantes pueden recibir el

tratamiento, pero en grupos ordenados de acuerdo a la necesidad y la etapa.

2.4.2. Variables de asignacion miiltiples

La exigencia del cumplimiento estricto de los criterios de corte implica un indicador
cuantitativo tinico. El uso de variables de asignacion multiples puede ayudar a incorporar mas

informacion en una estrategia de asignacién cuantitativa.
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La variaciéon de un Diseno de Regresion Discontinua aqui descrita da lugar al Diseno de

Regresion Discontinua Multivariado (DRDM). En el Capitulo 3 se discute este tipo de diseno.

2.4.3. Variantes del tratamiento

Cuando las comparaciones de tratamientos son absolutas, el grupo control no recibe ningtin
tratamiento formal o, en todo caso, recibe un tratamiento placebo. Cuando son relativas, el
grupo control recibe un tratamiento alternativo. Muy a menudo la intervencion que recibe el
grupo tratamiento se considera novedoso, y por ello debe ser comparado con los tratamientos
establecidos como exitosos.

El DRD es flexible para examinar las variantes de un tratamiento. Por ejemplo, supongamos
que se tienen tres variantes de tratamiento: la estandar y dos mas riesgosas. Considerando dos
puntos de corte podemos asignar la variante mas riesgosa del tratamiento a los individuos mas
necesitados, los individuos menos necesitados se les asigna la variante estandar, y a los individuos
comprendidos entre los dos puntos de corte, se les asigna la variante de moderado riesgo. En
caso de no contar con informacién inicial que determine qué variante del tratamiento es mas
riesgosa en comparacion con la otra, una alternativa es considerar un soélo punto de corte, y se
asignan los individuos menos necesitados al tratamiento estandar; posteriormente los individuos

restantes se asignan aleatoriamente a las variantes mas riesgosas.

2.4.4. Variantes en las escalas de medicion

En los DRD, la variable puntaje y la variable respuesta no necesariamente deben estar en las
mismas medidas o unidades. Por ejemplo, se podria asignar a los individuos a un tratamiento
de educacion para la salud en base a los ingresos del hogar, pero luego examinar sus efectos
sobre las actitudes hacia la salud. En este caso la variable puntaje es un indicador econémico y
la variable respuesta es un indicador cognitivo. Estos disenos no se limitan a un solo resultado,
y para cada variable respuesta se puede analizar un DRD por separado. Esto es ttil para crear

un resultado agregado.

2.4.5. Validez interna

La validez es un aspecto importante del diseno de investigacion. La validez se refiere a la

pertinencia de la medida. Una medida es valida, en general, cuando mide aquello para lo cual
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esta disenada. La validez interna y la validez externa son los dos tipos principales de validez;
cada una de ellas refleja aspectos diferentes del diseno y de los resultados obtenidos.

La validez interna, también considerada como validez causal, se refiere al grado en que
una inferencia causal es razonable. La validez interna es relevante en estudios que tratan de
establecer una relacién causal, no necesariamente en la mayoria de estudios observacionales
o descriptivos. La pregunta clave en este caso es si los cambios observados pueden atribuirse
al tratamiento aplicado y no a otras causas posibles. Otros factores que causalmente pueden
inducir una discontinuidad en la relacién de la variable puntaje y la variable respuesta en
el punto de corte, se consideran que son amenazas a la validez interna. Por ejemplo, en un
estudio de dos grupos control-tratamiento, un aumento en la puntuacién del grupo control al
grupo tratamiento puede ser atribuible al tratamiento o a otros posibles factores, tales como
acontecimientos histéricos que ocurren en el tiempo.

Muchas de estas amenazas se pueden descartar con la inclusién de un grupo control.
Suponiendo que el grupo control es equivalente al grupo tratamiento, previos al estudio, el grupo
control proporciona evidencia de que el cambio se debe atribuir a factores del tratamiento. Por
lo tanto, los disenos experimentales aleatorizados son fuertes con respecto a la validez interna,
debido a la equivalencia previa entre los grupos de comparacion, la cual es resultado de la
asignacion aleatoria. Esto asegura que el grupo control proporcionard un reflejo legitimo de
todos los factores que podrian afectar los resultados.

En los disenos que no utilizan la asignacién aleatoria, la preocupacion central gira en torno
a su validez interna, ya que existe la posibilidad de que los grupos de comparacion no sean
equivalentes antes de aplicar el tratamiento.

Se emplea el término “sesgo de seleccién” cuando el procedimiento de seleccién de los
grupos control y tratamiento determina sistemdaticamente que existan diferencias en una o
mas caracteristicas de estudio entre los distintos grupos, entre si, o entre ellos y la poblacién.
Cualquier factor que se presente diferenciando los grupos de comparacién (control y tratamiento)
puede causar un sesgo de seleccién y una amenaza a la validez interna.

En los Disenos de Regresién Discontinua, debido a la deliberada diferencia entre los grupos,
hay varias amenazas para la validez interna, lo cual a primera vista puede parecer un problema.

“maduracion”, que se refiere a todos aquellos

Por ejemplo, una posible amenaza es el efecto de
posibles procesos biolégicos o psicolégicos que varian de modo mas o menos sistemdtico en

funcién del tiempo, independientemente de ciertos acontecimientos externos, como puede ser
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el propio experimento. El aumento de estatura o edad, asi como la fatiga de los individuos de
estudio, son ejemplos de este efecto. Este tipo de efecto es dificil de controlar, sobre todo si
el periodo de tiempo transcurrido en el experimento es demasiado largo, ya que los cambios
ocurridos durante el mismo en los individuos de estudio pueden deberse a los efectos de
maduracion y no a la variable independiente. Otra amenaza a la validez interna es el fenémeno de
“regresion a la media” que surge cuando se considera una muestra heterogénea de la poblacion.
Este efecto se refiere al hecho de que la media muestral del grupo tratamiento es mas cercana
(en unidades estandarizadas) a la media de la poblacién, en comparacién con la media muestral
del grupo control que es mas lejana de la media muestral de la poblaciéon. En otras palabras, del
grupo control al grupo tratamiento la media muestral parece regresar a la media poblacional.
En los disenos de regresion discontinua, se crean deliberadamente muestras heterogéneas y por
lo tanto se espera una regresion a la media en ambos grupos. El término regresion fue utilizado
originalmente para referirse al hecho de que una linea de regresién describe la regresién a la
media.

Aunque inicialmente el DRD puede parecer susceptible a los sesgos de seleccién, en realidad
no lo es. En principio, el disenio de regresion discontinua es tan fuerte en la validez interna
como sus alternativas experimentales aleatorizadas, debido a que el proceso de seleccion de los
tratamientos se conoce totalmente y sélo aquellos factores que causalmente podrian inducir
una discontinuidad en la relacion pre-post en el punto de corte, pueden ser considerados una
amenaza.

Sin embargo, en la practica la validez también depende de como el analista puede modelar
la relacién pre-post para que una posible relacion no lineal subyacente no se disfrace como

discontinuidad en el punto de corte.

2.4.6. Potencia estadistica

La discusion anterior argumenta que el DRD es fuerte con respecto a la validez interna,
sin duda mas fuerte que el diseno de grupos no equivalentes y quizds tan fuerte como los
experimentos aleatorizados. Sin embargo, se sabe que los disenos de regresion discontinua
no son tan potentes estadisticamente como los experimentos aleatorizados (Trochim, 1990).
Especificamente, se ha visto que, con el fin de alcanzar el mismo nivel de precision estadistica,
un DRD necesita 2.75 veces més participantes que un experimento aleatorizado (Goldberger,

1972). Por ejemplo, si un experimento aleatorizado necesita de 100 participantes para alcanzar un
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cierto nivel de “potencia estadistica”, el DRD podria llegar a necesitar hasta 275 participantes.
El atractivo real de los Disenos de Regresion Discontinua, es que permite asignar el tratamiento
o programa a los sujetos de estudio que mas lo necesitan o merecen. Por lo tanto, el verdadero
atractivo del DRD es ético, con lo cual no se tiene que negar el programa o el tratamiento a los

participantes que pudieran necesitarlo, como lo hacemos en estudios aleatorizados.

2.5. Analisis de un Diseno de Regresion Discontinua

Para el analisis de un DRD, se necesita un modelo estadistico que incluya un término que
represente al grupo control, uno para el grupo tratamiento y una variable dummy que representa
si el programa se aplicd o no. A continuacién se discuten los supuestos principales para el analisis

de este disenio. Esta seccién también se basa en el articulo de Trochim (1990).

2.5.1. Supuestos para el analisis

Es importante que antes de discutir el andlisis del modelo de regresion discontinua se
especifiquen los supuestos que deben cumplirse. Considerando el diseno basico de RD, descrito
anteriormente, hay cinco supuestos centrales que deben cumplirse para el analisis del modelo,
cada uno de los cuales se discuten a continuacién:

1. El criterio de corte. Este criterio debe seguirse sin excepcion. Cuando hay una mala
asignacion en relacién con el punto de corte (a menos que se conozca que la asignacién es
aleatoria) surge una amenaza a la validez interna del diseno; por ello es probable que las
estimaciones del efecto del programa sean sesgadas.

2. La relacion de la variable puntaje y la variable respuesta. Se supone que la relacion entre
estas variables se puede describir como una funcién polinomial. Si la relacién verdadera es
logaritmica, exponencial o alguna otra funcién, el modelo estara mal especificado, y es probable
que las estimaciones del efecto del programa sean sesgadas. Sin embargo, si los datos se pueden
transformar antes del andlisis para crear una relacién polinomial, el modelo puede ser adecuado,
aunque es posible que sea mas dificil de interpretar.

3. Varianza de la variable puntaje en el grupo de control. Debe existir un ntimero suficiente
de valores de la variable puntaje en el grupo control que permita la estimacion adecuada de la
linea de regresiéon pre-post para ese grupo. Por lo general, es conveniente conocer la variabilidad

en el grupo tratamiento, aunque no es estrictamente necesario, pues se puede proyectar la linea
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de regresion del grupo de control, incluso a un solo punto del grupo tratamiento.

4. Continwidad de la distribucion del grupo control. Los grupos control y tratamiento deben
provenir de una distribucién del p continua, con sélo una discontinuidad entre los grupos
determinada por el punto de corte. En algunos casos se pueden encontrar grupos homogéneos
(por ejemplo, dos grupos de pacientes de dos dreas geograficas diferentes) que casualmente se
dividen en alguna medida con el fin de implicar algin punto de corte. Tales grupos, naturalmente
discontinuos, deben utilizarse con precaucion debido a que se tiene mayor probabilidad de que
si difieren en el punto de corte antes del tratamiento, tal diferencia podria reflejar un sesgo de
seleccion que podria introducir discontinuidades entre los grupos control y tratamiento en ese
punto.

5. Programa de ejecucion. Se supone que el programa o tratamiento se entrega de manera
uniforme a todos los destinatarios, es decir, que todos reciben la misma dosis, la misma duracién
de estancia, igual intensidad de entrenamiento, etc. Si este no es el caso, es necesario modelar
explicitamente el tratamiento tal como se aplica, lo que complica el analisis.

Con el fin de interpretar los resultados obtenidos en el anélisis, se debe conocer la naturaleza
de las variables. Sin esta informacién, no hay un patrén de resultados que indique directamente
si un efecto de tratamiento obtenido es positivo o negativo. Tiene sentido intuitivamente que la
responsabilidad de un tratamiento o programa dependa en gran medida de la transparencia de
la asignacion de los beneficiarios al tratamiento.

Los tres principales disenos de grupos pre y post son los experimentos aleatorizados, el
diseno de regresion discontinua y el diseno de grupos no equivalentes. Estos son analogos a los
tres tipos de esquemas de asignacion de tratamientos que los administradores pueden elegir.
Los experimentos aleatorizados son analogos a la utilizacién de un sorteo para la asignacion del
tratamiento. Los disenos de regresion discontinua pueden ser considerados métodos transparentes
de la asignacién al tratamiento en base a la necesidad o mérito. Por tultimo, los disenos no
equivalentes puede ser considerados como un tipo de asignacion politica, ya que permiten el
uso de una asignacién no verificable, subjetiva o de motivacién politica. La mayoria de los
tratamientos o programas sociales son asignados politicamente. Incluso cuando los tratamientos
se asignan principalmente en funcién de la necesidad o el mérito, el organismo regulador por lo
general se reserva una cierta capacidad discrecional para decidir quién recibe el programa. Sin
discutir la necesidad de tal discrecionalidad, es claro que se debe alentar a los administradores

para que utilicen disenos tales como el de regresién discontinua. Conforme los administradores
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puedan estar convencidos de avanzar hacia la eleccién de criterios de asignacién méas explicitos,

la utilidad potencial del DRD se incrementara.
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Capitulo 3

Inferencia Bayesiana para el DRD

En los capitulos anteriores se mencion6 que el Disenio de Regresién Discontinua surge de
la necesidad de evaluar la efectividad de tratamientos o programas de intervencion social o de
educaciéon, donde la participacién de los sujetos de estudio a estos tratamientos o programas
estd sujeta a decisiones administrativas. Ademas, la asignacion de incentivos para participar en
los tratamientos o programas son limitados debido a la escasez de recursos y al criterio de los
administradores.

Existen dos tipos de Disenos de Regresién Discontinua (DRD), el diseno sharp y el diseno
fuzzy. En el diseno sharp, el estatus de tratamiento se elige por medio de una funcién determinista
llamada variable puntaje. Todos los individuos con un valor de la variable puntaje mayor o menor
a un determinado punto de corte, se asignan a un estatus de tratamiento. En los disenos fuzzy,
el valor de la variable puntaje no es lo tinico que determina la recepcion del tratamiento, aunque
puede actuar como un estimulo o incentivo para participar en el tratamiento. En este caso, la
recepcion del tratamiento también depende de elecciones individuales, que plantean problemas
de autoseleccion.

En este capitulo se resena el articulo de Li, Mattei & Mealli (2014) cuyo objetivo es estudiar
el DRD fuzzy a través del enfoque bayesiano. En la primer seccién se describen de manera
breve los disenos sharp y fuzzy; posteriormente se describe a detalle el DRD fuzzy, visto desde
el enfoque bayesiano. Esta descripcion se hace a través de la aplicacién del DRD fuzzy a la

evaluacion de becas universitarias italianas.

27



3.1. Los DRD sharp y fuzzy

Como ya se ha mencionado, en los DRD la asociacién de la variable puntaje X con la variable
respuesta Y se supone suave, por lo cual cualquier discontinuidad en la distribucién condicional
de la variable Y dado X, en el punto de corte, se interpreta como evidencia del efecto causal
del tratamiento.

Asumimos que, para cada individuo de estudio i, existen dos resultados posibles, la
observacion obtenida de la variable respuesta dado que no se aplicé el tratamiento y la
observacién obtenida de la variable respuesta dado que se aplicé el tratamiento, Y;(0) y Y;(1),
respectivamente. El efecto causal se define por la diferencia Y;(1) — ¥;(0).

A continuacion se describen brevemente los disenos sharp y fuzzy. El lector interesado puede
consultar Imbens & Lemieux (2008) y Wong, Steiner & Cook (2012).

3.1.1. Diseno sharp

Este tipo de diseno se estudié en el Capitulo 2. En el diseno sharp la variable indicadora T’

es una funcion determinista de la variable puntaje X, es decir
T; = Ti(xo) = H{X; > 20} 6 T; = 1{X; < 0},

donde 1{} denota a la funcién indicadora. El individuo i se asigna al tratamiento si el valor de
la variable puntaje X; es mayor o igual al punto de corte g, y se asigna al grupo control si X; es
menor que . Alternativamente, el individuo 7 se asigna al tratamiento si el valor de la variable
puntaje X; es menor o igual a g, y se asigna al grupo control si X; es mayor que xy. En este

tipo de disenos se asume que la probabilidad de recibir el tratamiento cambia de 0 a 1, es decir,
lim EY;|X; = z] — lim E[Y;|X; = 2] = 1.
zTxo zlxg

Considerando lo anterior, el parametro de interés esta dado por:

s = E[Y;(1) = Yi(0)| X = x]. (3.1)

Asumiendo que la variable respuesta es continua en el punto de corte, entonces 7g se

interpreta como el efecto causal promedio del tratamiento.
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3.1.2. Diseno fuzzy

En el diseno fuzzy, la probabilidad de recibir el tratamiento no necesariamente cambia de 0

a 1. Sin embargo se debe cumplir que:
0< ilTr;(l) ElY|X; =x] — alir;(l) ElY;|X;,=z] < L
El efecto causal promedio del disenio fuzzy es distinto a (3.1). En el diseno fuzzy, ademés de
la hipotésis de continuidad de la variable respuesta, se requiere que no existan individuos
“desafiantes”, cuyo valor en X sea cercano al punto de corte. Un individuo se considera
“desafiante” si participa en el tratamiento cuando fue asignado al grupo control, o es parte
del grupo control cuando fue asignado al grupo tratamiento. Si las dos hipotésis anteriores se
cumplen, entonces se identifica el estimador causal del efecto del tratamiento en el punto de corte
para una subpoblacién de individuos “cumplidores”. Un individuo ¢ se considera cumplidor (C),
si
limT;(z) =1y limT;(z) =0,

ztr; zlx;

es decir, si el individuo se asigna al grupo tratamiento entonces toma el tratamiento, o si se
asigna al grupo control entonces permanece en el grupo control. El efecto causal promedio para

el diseno fuzzy estda dado por:

A continuacién se discute el DRD fuzzy, considerando el enfoque bayesiano, a través una

aplicacion a la evaluacion de becas universitarias italianas.

3.2. Inferencia bayesiana para un DRD

Algunas de las razones por las cuales es importante adoptar el enfoque bayesiano en el estudio
de los DRD son las siguientes. En primer lugar, la inferencia causal en los DRD generalmente
implica datos observacionales complejos, con multiples fuentes de incertidumbre, incluidos datos
faltantes. En segundo lugar, el analisis de regresién discontinua por lo general se basa en una
muestra de individuos con valores en la variable puntaje cercanos a un solo punto, y el tamano
de dicha muestra puede ser pequeno; los métodos bayesianos no dependen de aproximaciones
asintoticas, y por ello son atractivos cuando se consideran muestras pequenas. En tercer lugar,

en el paradigma bayesiano los resultados potenciales faltantes (no observables) son tratados
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como variables aleatorias y todas las inferencias se basan en las distribuciones finales. Asi, la
inferencia sobre muestras finitas y poblaciones grandes se puede obtener usando los mismos
procedimientos de inferencia. Finalmente, las covariables pueden ser facilmente incorporadas en
el enfoque bayesiano y pueden mejorar la eficiencia del analisis; es decir, reducir la variabilidad
de la distribucién final.

El principal objetivo del estudio descrito en este capitulo es investigar los efectos de las becas
universitarias italianas para dar igualdad de oportunidades y poder bajar la tasa de desercién
escolar en la educacion superior, evitando asi que estudiantes pertenecientes a familias de bajos
ingresos abandonen la educacién superior. En el sistema universitario italiano, la asignacion de
una beca se basa en los criterios de elegibilidad y una solicitud voluntaria. Sélo los estudiantes
que cumplen los criterios de elegibilidad y solicitan una beca puede recibir tal ayuda. El estatus
de elegibilidad depende de una medicién econémica de los ingresos y bienes (variable puntaje)
de la familia del estudiante en relacién a un determinado punto de corte (en este caso, el punto
de corte es 15 000 euros). Esta norma define el DRD fuzzy, en el sentido de que no todos
los estudiantes elegibles, con valor en la variable puntaje menor al punto de corte, consiguen
una beca. Los estudiantes elegibles deben solicitarla para recibir tal ayuda. Los estudiantes no
elegibles suelen solicitarla, ya sea porque no son conscientes de su condicion de elegibilidad, o
porque esperan que su solicitud se tome en cuenta quizas a causa de fondos adicionales u otras
consideraciones.

A continuacién se proporciona una definiciéon formal del DRD fuzzy, visto como un diseno
experimental aleatorizado local, basandose en una descripcion del mecanismo de asignacion, es
decir, en el proceso que describe el por qué los individuos quedan asignados a los diferentes
tratamientos. Primero se definen los tratamientos y los posibles resultados. Posteriormente, se
presenta una formulacién probabilistica del mecanismo de asignacion de la configuracion general
del DRD. Para ello, se asume que existe una pequena subpoblacién alrededor del punto de corte
en donde puede suponerse explicitamente que hay un traslape local, remplazando el supuesto
usual de continuidad por el supuesto de aleatorizacion local dentro de dicha subpoblacién. Por
ultimo, se introducen algunos supuestos estructurales que mejoran la inferencia.

A continuacién se introduce la notacion que se va a emplear en esta seccién.

Notacién:
X: variable puntaje. (Medida combinada de ingresos, ajustada por el tamano de la familia).

xo = 15 000 euros; punto de corte.
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T : funcién determinista de X, T; = 1(X; < x¢); t € {0,1}, t = 1 indica que el estudiante es

elegible y ¢ = 0 indica que el estudiante no es elegible.

Ai(t) = 1 si el estudiante 7 solicita la beca
’ 0 el estudiante 7 no solicita la beca
1 si el estudiante 7 recibe la beca
Wi(t) = . . .
0 el estudiante 7 no recibe la beca

Y;i(t): resultado (es decir, desercién del estudiante 7).

A%s = A;(T;) : estatus observado de solicitud.

Webs = Wi(T;) : estatus observado de recepcién de la beca.
Y,°% = Y;(T;): resultado observado.

Gi = (A;(0), A;(1)) : valores conjuntos del estatus de solicitud.
R : matriz de covariables de dimensién nxp.

En esta matriz el i-ésimo renglén sera denotado por R;.

En el contexto de evaluacién de becas, para definir los parametros causales de mayor interés
y su conexion con el efecto de recibir una beca, los individuos se pueden clasificar en cuatro
estratos principales: 1) G; = (0,1) = ¢, los estudiantes que no son elegibles no solicitan beca,
pero que si son elegibles si solicitan beca ; 2) G; = (1,1) = a, los estudiantes que si solicitan
beca independientemente de su estado de elegibilidad; 3) G; = (0,0) = n, los estudiantes que no
solicitan beca independientemente de su elegibilidad y 4) G; = (1,0) = d, los estudiantes que
no son elegibles si solicitan beca, y los que si son elegibles pero que no solicitan beca.

La estratificacién de los estudiantes con respecto al estatus de solicitud de beca, muestra que
los solicitantes elegibles y no elegibles observados son poblaciones heterogéneas: la primera es
una mezcla de 1) y 2), y la otra es una mezcla de 2) y 4).

Como resultado, un analisis simple que compara directamente los resultados observados entre
los solicitantes elegibles y no elegibles por lo general lleva a estimaciones sesgadas de los efectos
causales. La estratificacion también deja claro que sélo en los estratos 1) y 2), podemos observar
el resultado para algunos estudiantes elegibles que reciben una beca y el resultado para otros
estudiantes no elegibles que no reciben una beca. Los estudiantes pertenecientes a los otros
dos estratos, por el contrario, nunca reciben una beca, por lo que podemos sélo observar sus
resultados en ausencia de una beca. Por lo tanto, sacar conclusiones para el efecto causal de la
subvencién sélo es posible en los estratos 1) y 2). En este caso, el conjunto de pardmetros de

principal interés son los efectos causales en la poblaciéon promedio.
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El efecto de interés considerando el contexto anterior estda dado por:
7= E[Yi(1) = Yi(0)[G:i = {a, c}].

Sean 7, = E[Yi(1) — Yi(0)|G; = d], 7. = E[Y:(1) — Yi(0)|G; = ¢]|, 7a = Pr(G;, = a) y
7. = Pr(G; = ¢), donde g € {a, c}. Entonces,
TaTa + TeTe

T Tatme

En el andlisis de estudios observacionales, un paso preliminar importante es evaluar
cuidadosamente la posibilidad de conceptualizar que los datos observados surgieron a partir
de un experimento aleatorizado complejo, donde el mecanismo de asignaciéon al tratamiento se
ha perdido y debe ser reconstruido.

A continuacién se introduce formalmente el mecanismo de asignacién probabilistica para
el DRD que se esta considerando. La clave de esta propuesta radica en la reconstruccion del

experimento hipotético bajo el DRD, viendo la variable puntaje como una variable aleatoria con

una distribucion de probabilidad.

3.3. Supuestos para la inferencia

En esta seccién se plantean los supuestos a considerar en este enfoque, que garantizan la
existencia de la subpoblacién U,,, donde se asume el supuesto de aleatorizacién local. Asi mismo,
se define el mecanismo de asignacién probabilistica para el DRD en cuestion.

El supuesto 1, garantiza que se puede ver a la variable puntaje como una variable aleatoria
con una distribucion de probabilidad.

Suposicién 1. (Stable Unit Treatment Value Assumption). Consideremos dos estados de
elegibilidad T} = 1(X] < xo) y T/ = 1(X] < ), donde X! # X/'. Si T = T/, es decir, si
X <xyy XI' < wo, 6 X! > 29y X! > 20, entonces A;(T") = A;(T"), Wi(T') = Wi(T") y
Y;(T') = Y;(T").

Este supuesto puede ser controversial para toda la poblacién de estudio, pues depende del
maximo de X para cada individuo 7. Sin embargo, parece ser valido para una subpoblacion
de individuos que tienen mayor probabilidad de que los valores realizados de X caigan en una
vecindad alrededor de z, la cual se define mas adelante.

El mecanismo de asignacion, es una funcion que asigna probabilidades a todos los 2" posibles

vectores de asignacién T de dimensién n, como una funciéon que asigna probabilidades a todos
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los posibles vectores de dimension n de las realizaciones de la variable puntaje X, mayores o

menores al punto de corte xy. Es decir,

Pr(T|A(0), A(1), W(0), W(1), Y(0), Y(1),R)
= Pr(X € AJA(0), A(1), W(0), W(1), Y(0), Y(1), R),

donde T € {0,1}" y
Ac { (—00, 7o]™, (—00, 7o X (20, 00), (79, 00) X (—00, 2o)" !, } '
coey (=00, o] X (w0, 00)" 1, (209, 00)" " X (—00, 0], (20, 00)

Se asume que este mecanismo es localmente independiente, es decir, el mecanismo de
asignacion es separable en probabilidades de asignacion de individuos, y no depende de las
covariables o resultados potenciales de otros individuos. En principio, para cada estudiante, cada
valor de la variable puntaje es posible a priori, es decir, antes de que ocurra una realizacién de
la variable puntaje. Por ello es razonable asumir que el mecanismo de asignacién antes de la
realizacion de la variable puntaje es probabilistico, lo cual implica que para cada estudiante ¢,
ambos eventos X; < xg vy X; > xg tienen a priori una probabilidad no cero de ocurrencia.

El mecanismo de asignacion localmente independiente de los resultados potenciales define
los experimentos aleatorizados clasicos. Las reglas de asignaciéon fundamentales de los disenos
de RD sugieren que estos supuestos son més razonables para una subpoblacién de individuos
que tienen relativamente una mayor probabilidad de que sus valores realizados de la variable
puntaje caigan en una vecindad del punto de corte xy. Para esta subpoblacion, se supone que la
distribucion de la variable puntaje no esta relacionada con las caracteristicas observables y no
observables de los estudiantes. La siguiente suposicién garantiza que dicha subpoblacién exista.

Suposicién 2. (Local overlap) Sea U una muestra aleatoria (o poblacién) de individuos de
estudio. Existe un subconjunto de individuos, U,,, tal que para cada i € U,,, Pr(X; < xy) > €
y Pr(X; > zg) > € para € > 0 suficientemente grande.

En esta suposicién se asume que existe una subpoblacion de individuos, cada uno de los
cuales tiene una probabilidad distinta de cero de ser asignado a cualquiera de los estatus de
tratamiento. La siguiente suposicion ayuda en la préactica a la construccion de tal subpoblacion;
ademads indica cudles estudiantes pertenecientes a U,, tienen un valor de la variable puntaje X

que cae en una vecindad de x.
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Suposicién 3. Existe h > 0 tal que para cada ¢ > 0, Pr(zg —h < X; < xo+h) > 1 —¢,
para cada ¢ € Uy,.

La Suposicion 4, presentada a continuacién, formaliza el concepto del DRD visto como un
experimento aleatorizado local; es decir, que en una vecindad del punto de corte x, la variable
puntaje no depende de cualquiera de los resultados potenciales o de covariables.

Suposicién 4 (Local randomization). Para cada i € Uy,
PI"(X1|AZ(0), Al(l)v VVZ(O)a Wl(l)v }/1(0)7 Y;(l)’ RZ) = PI“(XZ)

Esta suposicion implica que los valores de la variable puntaje mayores o menores que el punto
de corte xq, y por tanto los estados de elegibilidad, se asignan al azar en una pequena vecindad,
U, alrededor de xy.

Asi mismo, la aleatorizacion local implica que para cada i € U,,, los valores de la distribucién
de probabilidad de los resultados potenciales, condicionada en la variable puntaje X, son
constantes, y por ello la distribucion es continua en x. Sin embargo, la suposicion de continuidad
estandar en la literatura de los disenos RD es un supuesto diferente y es menos estricto que la
aleatorizacion local, que implica la independencia del mecanismo de asignacién y los resultados
posibles sélo en el punto de corte. Dado el supuesto de continuidad, los métodos existentes
suelen centrarse en los pardametros causales definidos en un tinico punto de discontinuidad (zq) y
acoplan el supuesto de continuidad con los procedimientos de estimacion especificos tales como
polinomios locales, con el objetivo de encontrar un equilibrio é6ptimo entre la precision y el sesgo.
Por el contrario, el método propuesto no esta ligado a ningiin procedimiento de estimacién en
particular, y la inferencia se basa por completo en los supuestos estructurales del 1 al 4. Los
supuestos 5 y 6, que se mencionan a continuacién, en la practica facilitan la identificacién
paramétrica de los efectos causales.

Supuesto 5. A;(1) > A;(0) para todo i € U,,.

Supuesto 6. Pr(Y;(1)|G; =n,i € U,,) = Pr(Y;(0)|G; = n,i € Uy,).

Si se conociera la subpoblacién U, , de acuerdo con los supuestos mencionados anteriormente,
el efecto causal correspondiente al estrato a) seria identificable y estimable puntualmente de
manera no paramétrica a través del método de variables instrumentales. Sin embargo, los efectos
causales para los estratos 1) y 2) sélo son parcialmente identificables desde el punto de vista
no paramétrico bajo los supuestos dados anteriormente. La inferencia de estos estimadores se

basa en aproximaciones para muestras grandes, por ello pueden no ser confiables en algunos
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casos debido a que la muestra es pequena en U,,. Por otra parte, en aplicaciones reales, la
subpoblacion U,, es generalmente desconocida y debe ser seleccionada por el investigador.

A pesar de que las covariables no son necesarias para la estimacion de los efectos del
tratamiento, incluirlas en el anélisis mejoraran la precision de la inferencia causal y, con ello, los
resultados serdn menos sensibles a la eleccion de U,,.

Para la seleccion de U,, se propone un método de selecciéon basado en las covariables
(ver Cattaneo, Frandsen & Titiunik, 2015). Este método puede basarse tanto en covariables
predeterminadas (determinadas antes de asignar el tratamiento, por lo tanto no se ven
afectadas por el mismo) como en covariables placebo (determinadas despiies de la asignacién
del tratamiento; sin embargo, se espera que se vean efectadas por el tratamiento dado el
conocimiento tedrico previo de como opera el mismo). En la mayoria de las aplicaciones empiricas
del DRD, los investigadores tienen acceso a covariables predeterminadas y como ya se menciono
anteriormente estas son utilizadas para reducir la variabilidad de la distribucién final.

En la préctica, para seleccionar la subpoblacion U, es necesario elegir el tamano del intervalo,
h, en torno al punto de corte. Para seleccionar h, se comienza eligiendo un valor pequeno
alrededor de xy. Se considera un test de aleatorizacion y se hace el contraste de hipotesis; se
considera como hipédtesis nula que no hay efecto del tratamiento, esto significa que los resultados
observados son fijos e independientes de la asignacion a U,,. Posteriormente se aumenta el valor
de h, hasta que se rechaza la hipdtesis nula, lo cual puede interpretarse como evidencia contra
la Suposicién 4. El valor mas grande de h, para el cual la hipdtesis nula no fue rechaza es el
optimo. Una caracteristica importante de este enfoque es que se interesa por la posibilidad de
no rechazar la hip6tesis nula cuando esta es falsa (hipdtesis de error tipo II). En este contexto,
la hipdtesis nula se utiliza como prueba de que la aleatorizacion local no se cumple, y el objetivo
final es saber si los datos apoyan la existencia de una vecindad alrededor del punto de corte
donde la hipdtesis nula no se puede rechazar.

Para el contraste de hipdtesis se pueden emplear diferentes pruebas estadisticas tales como
el estadistico diferencia de medias, el de suma rangos de Wilcoxon o el estadistico Kolmogorov-
Smirnov, esto debido a que la distribucion nula de estas pruebas es conocida.

En la préctica es poco probable que el ancho de banda elegido coincida exactamente con el
valor verdadero. Por ello, la sensibilidad de los resultados con respecto a la eleccion de h debe

ser evaluada. Para mas detalles en cuanto a la eleccion de h, el lector puede consultar Cattaneo,
Frandsen & Titiunik (2015).
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En la siguiente seccion se desarrolla la inferencia bayesiana para estimar los efectos causales

que tienen las becas universitarias italianas.

3.4. Inferencia bayesiana

El desarrollo del enfoque bayesiano que se aborda en esta seccidn esta basado en los trabajos
de Rubin (1978) y Imbens & Rubin (1997).

En inferencia bayesiana, para estimar el efecto causal del tratamiento en cuestién, los
valores observados se consideran realizaciones de variables aleatorias y los valores no observados,
al ser desconocidos, se modelan como variables latentes, también aleatorias. Las cantidades
involucradas en esta estimacién son las siguientes: Y;(0), Y;(1), A;(0), A;(1), R;, X; de las cuales
R, X;, A% = A(T;), y Y% = Y;(T;) son observables, mientras que A7 = A;(1—T;) y ;™ =
Y;(1 —T;) no lo son.

Sea Pr(Y(0),Y(1),A(0),A(1),R,X) la distribuciéon de probabilidad conjunta de las
variables Y (0),Y (1), A(0),A(1),R y X. Se asume que esta distribucién es intercambiable, es
decir, invariante bajo permutaciones de los indices. Por el teorema de De Finetti, existe un
vector de parametros desconocido #, que es a su vez una variable aleatoria con distribucion

inicial conocida, p(#), y que cumple lo siguiente:
i=1

Considerando los datos observados, la distribucion final de 8 se puede ver de la forma siguiente:

Pr(0]Y”, A% R, X) (3.2)

n

o p(@)x//HPr(Y;(O),Yi(l),Ai(O),Ai(l),Ri,XiIH)inm“dA;”is

— p(@)x//HPr(Yi(O),Yi(l),Gi,Ri,Xi|0)dY;miSdA;”“
=1

= p(e)XH//[Pr(XzD/z(O)uY;(l)yG27R176X|Y,G7R)

=1

X PI‘(K(O), Y;(l), GZ’R“ 9y7(;‘R) X Pr(Rz|8R>] d}/lmzsdAzms’

donde Oxy,a.r, Ovgr ¥ Or son parametros desconocidos correspondientes a las variables
(X|Y,G, R), (Y,G|R) y R, respectivamente.
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Considerando ahora que dentro de la subpoblacion U,, el mecanismo de asignaciéon no

depende de los resultados potenciales, ni tampoco de las covariables, se tiene que

Pr(0]Y”, A% R, X;U,,) o p(0) (3.3)

I [//PrX]QX « Pr(Ri|0r)

x Pr(Y;(0), Yi(1), Gi|Ry; Oy, ir) Y™ d AT |

Los estimadores causales son funciones de Y;(z)'s y A;(z)’s, por lo cual el vector de parametros
¢ queda determinado por el vector fly,gr. Considerando que los vectores de pardmetros Ox,0p
y Oy,gr son independientes entre si (Rubin, 1978), entonces las distribuciones Pr(X;|0x) y

Pr(R;|0r) pueden ser ignoradas en la distribucién final 0y, g, por lo cual se tiene que:

Pr(9y7g|R’YObs, AObS, R, X;Uzo) 0.8 (HYG|R (34)
{ / / Pr(Y;(0), Yi(1), Gi|Ri: Oy 1) d Y™ d AT
1€Uz,
=p «9Y\GR Xp 9G|R)

11 // [Pr(Y;(0), Yi(1)|Gy Ry Oy .0)

1€Ug,

donde Oy,cr = (Ov|c,r, QG‘R).

La descomposicién anterior indica que para encontrar la distribucién final es necesario
especificar los dos modelos siguientes: (1) el modelo de resultados potenciales condicionados
en los estatus y las covariables, Pr(Y;(0),Y:(1)|G;,R;;0y|c.r), ¥ (2) el modelo de los estatus
condicionados en las covariables, Pr(G;|Ry; 0gr).

Sea m 4 = Pr(G; = g|Ri;0qr) v figqe = Pr(Yi(t)|Gi = g,Ri;0yig,r), donde g = a,c,n y
t = 1{z < x¢}. Entonces la distribucién (3.4), considerando los datos observados, se puede ver

de la siguiente forma:
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Pr(fy.qr| Y, A% R, X;U,,) o p(bycir) (3.5)
X H (Ticfico + Tinfin)

{ieUzo :Xi>w0,A%bs =0}

X H Wz,afi,ao X H 7T'Lnfzn

{i€Uag:Xi>amo, A =1} {i€Usy: Xi<20,A9%=0}

X H (Tiafiar + Ticficr)
{i€Ug: Xi<mo, A =1}
donde f;,, = fino = fin1, por el supuesto de que Pr(Y;(1)|G; = n,i € U,,) = Pr(Yi(0)|G; =
n,i € Ug,), el cual implica que los estudiantes que no solicitan la beca no recibiran tal apoyo,
independientemente de su estatus de elegibilidad. La ecuacién (3.5) no depende de Y;(0) y Y;(1),
entonces esta distribucion final es igual a su distribucion inicial siempre y cuando los parametros
de asociacion sean a priori independientes.

En el contexto de evaluacion de becas, los efectos causales promedio para la muestra se
obtienen bajo el supuesto de que para cada individuo 4, los resultados potenciales, Y;(0) y Y;(1),
son independientes condicionados en R; y 6.

El calculo de la distribucién final se puede llevar acabo especificando m; 4, fig v las
distribuciones a priori. Sin embargo, el calculo se complica debido a que la distribucién de
probabilidad final implica mezclas de distribuciones.

Por esta razoén se utiliza el muestreo de Gibbs con un paso del algoritmo de aumento de datos
para imputar los datos faltantes A7y por consiguiente G;. El algoritmo procede simulando

iterativamente de las dos distribuciones finales
Pr(Oy oir Y™, A% R, X;U,,) y Pr(A™=®|Y? A% R, X, 0y xr; Us,)-
Tomando en cuenta los estatus de solicitud se tiene que:

Pr(0y.qir Y™, A% A R, X;Us,) o< p(Bycir)

X H 7rz',cfi,co X H Wi,afi,ao

{i€Uy: Xi>w0,Gi=c} {i€Usg: Xi>20,Gi=a}
X H Wi,nfi,n X H 71-i,c.]l‘i,al
{ieUzolGizn} {’iEUIOZXiS.Z‘(),GiZa}

X H 7-‘-i,cfi,cl-

{iGUIO:Xing,GZ':C}
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La especificacion de m; 4, f; o+ v las distribuciones iniciales dependen de cada aplicacion especifica.
Como norma general, se sugiere especificar a 7, 4, y fi 4 condicionando en las covariables R y la
variable puntaje X. Si se conociera el ancho del intervalo £, entonces se conoceria U,,, y en teoria
no seria necesario ajustar para X condicionando en h, ya que la aleatorizacién local garantiza
que para cada individuo en U,, el valor de la variable puntaje esta por arriba o debajo del punto
de corte, independientemente de los resultados potenciales. Sin embargo, en la practica h es
desconocido, y una vez seleccionado un h* éptimo pueden haber algunos individuos con valor en
la variable puntaje zo — h* y xo + h*, que no pertenecen a U,,. Para estas unidades puede haber
una relacién entre los resultados y el valor de la variable puntaje, y estas dependencias necesitan
ser modeladas. Especificamente, las dependencias entre las estudiantes elegibles y no elegibles,
las cuales pueden afectar a la inferencia de la presencia de los estudiantes que no pertenecen a
Uz, -

La inclusién del vector de covariables R en el andlisis mejora la precision de la inferencia
causal, y hace que los resultados sean menos sensibles a la eleccién de U,,. A continuacién se
describen los modelos empleados para la estimacion del DRD, aplicado a la evaluaciéon de becas
italianas universitarias.

Para cada individuo ¢ de la subpoblaciéon U,,, se asume un modelo paramétrico para las

variables (fy:) v (m,), donde

fige = Pr(Yi(t)|Gi=g,Ri;0ycr), ¥
Tig = Pr(Gi=g|Ri;0qR).

El modelo para 7, el estrato principal de solicitud, consta de dos modelos probit condicionales
definidos mediante las variables indicadoras G (a) y Gf(n), para el individuo 4, el cual siempre

solicita una beca o para el individuo ¢ que nunca solicita una beca, es decir:
Pr(G; = a)=Pr

Pr(G; = n)=Pr
Pr(G; = ¢)=1—-Pr(G;=a)—Pr(G;=n),

PPN

donde

Gi(a) = aqg + a(X)XZ-* + R;oz(R) + €ai, Gi(n) = Buo + Ble)Xi* + R;ﬂ,(LR) + €nis

a a
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con €4 ~ N(0,1),€,; ~ N(0,1) independientes, y X = (X; — x¢)/1000. Considerando que la
variable respuesta, la desercion escolar, es una variable binaria entonces se asume un modelo

lineal generalizado con funcién liga probit, es decir:
Pr(Y;(t) = 1/G; = g, Xi, Ry) = ®(o,00 + By X7 + RiB;Y),

donde ® es la funcién de densidad de una normal estdndar. Para calcular los estimadores de los

promedios muestrales, es decir:

= (1) = Yi(0)]/ng,
1:Gi=g
donde g = a,¢,{a,c} y ny es el nimero de unidades en el estrato g, se asume que la correlaciéon
entre Y;(0) v Y;(1) es 0.
(X)

Deﬁniendo ag = [ag07ag aaf]/mg =any 69,2 = [ﬁO,g,taﬁ(X)aﬁ(R)

g,t g,t ]’g = a,Cn; = 0717

entonces por la Suposiciéon 6 mencionada en la seccién anterior, se tiene que 3,9 = 3,1. Por
otro lado, se asume que los parametros son inicialmente independientes y tienen distribuciones

normales multivariadas, es decir:
ag~ N (uag; aigl) . Bu~N (uﬁg,t; Jég,tl> , B~ N (ugio3l)

donde T es la matriz identidad. Por otro lado, se asume una distribucion inicial vaga poco
informativa. Especificamente, se asume que los parametros iniciales son los siguientes: fiq,, g, ,,
f1g son vectores nulos, y o7 :aég’t =03 =10 parag=a,c,ny t=0,1.

Se construyé una cadena de Markov (MCMC) que tiene, como distribucién de equilibrio, la
distribucion final de los parametros del modelo. El algoritmo de la cadena de Markov que se
adoptd, emplea el método de Aumento de Datos para imputar los indicadores faltantes y obtener
una distribucion final que emplea datos completos para actualizar la distribucién de parametros.
Tras obtener muestras finales de los parametros, se calcularon los efectos poblacionales promedio
(Ta, T) en Uy, los efectos poblacionales promedio en xgy y el efecto muestral promedio, TgX , en
Us,,- Los efectos poblacionales promedio en U,,, se calcularon promediando el modelo basado
en las proporciones de desercion escolar, entre la distribucion empirica de las covariables y la
variable puntaje, es decir:

X) v+ R X) v R
ZieUm Wi,gq)(ﬁ(),g,l + 55(,,1))(7; + RQB;J)) ZieU% Wi,g@(ﬁ(),g,o + 65(7,0))(1' + Réﬁé,o))

ZieUzO Ti,g ZieUzO Ti,g ’
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g = {a, c}. Los efectos promedio poblacionales en z, se calcularon de forma similar considerando

ahora que X = 0 (es decir, X; = x¢). Para estimar 7,°

finales de la variable respuesta para cada ¢ en U,,, y basados en esto se obtuvo la estimacién

en U,,, se obtuvieron las distribuciones

del efecto deseado.

3.5. Aplicacién a la evaluacion de becas universitarias

italianas

La desercion escolar en la universidad es un fenémeno relevante en Italia. Para estudiar
este fendmeno se utilizaron datos de estudiantes inscritos al primer ano de las universidades de
Florencia y Pisa. Posteriormente, se aplicé el marco conceptual propuesto anteriormente, para
evaluar los efectos que tienen las becas universitarias italianas. Esto se hizo con el fin de prevenir
la desercién escolar en estudiantes que pertenecen a familias de bajos recursos.

En la préactica, las cuestiones importantes a considerar dentro del marco conceptual fueron
la eleccién de la subpoblacién U,, (es decir, la eleccién del ancho de banda h) y la especificacién
de la relacién que hay entre la variable respuesta Y y la variable puntaje X.

En la aplicacién del marco conceptual, en este contexto, se considerd una regresion polinomial
en X. Para el andlisis se tomaron en cuenta varios ancho de banda y se consideraron distintos
modelos de regresién polinomial con diferentes 6rdenes.

Los resultados que se observaron fueron los siguientes. Las distribuciones finales de los efectos
causales de interés no cambiaron substancialmente con el orden del polinomio; por ello, sélo se

presentan los resultados obtenidos considerando sélo un polinomio de primer orden en X.

Ta,z0 Tez0 T,z Ta,zo Teo
h  Media SD Media SD Media SD Media SD  Media SD
500 0.324  0.015 0.060 0.018 0.616 0.021 -0.149 0.075 0.044 0.187
1000 0315 0.012 0.073 0018 0.612 0.017 -0.152 0.054 0.061 0.234
1500  0.331  0.009 0.046 0.006 0.623 0.010 -0.179 0.056 0.112 0.297
2000 0.343  0.010 0.048 0.014 0.609 0.014 -0.135 0.046 0.308 0.297
2500 0.315  0.008 0.067 0.011 0.617 0.011 -0.137 0.041 0.089 0.204

Cuadro 3.1: Estadisticas de las distribuciones finales, para un polinomio de regresién en X de primer

orden y distintos ancho de banda.
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En el Cuadro 3.1 se muestran las medias de las distribuciones finales y las desviaciones
estandar de los parametros causales de interés, considerando distintos anchos de banda, donde
las distribuciones finales se simularon de una sola cadena de 20 000 iteraciones después de un
periodo de calentamiento de 10 000 iteraciones. Las distribuciones finales del efecto causal para
los estudiantes que siempre solicitan la beca, 7, 5,, estan centradas en valores negativos y tienen
desviaciones estandar relativamente pequenas, independientemente de la elecciéon del ancho de
banda. El estimador 7, ,,, da una reduccién en la tasa de desercién escolar de estudiantes de
bajos ingresos que siempre solicitan una beca; esta reduccién va desde el 13.5% al 17.9 %.

Como resultado también se observé que la precision de los estimadores aumenta conforme
el ancho de la banda aumenta. Sorprendentemente, también se encontré que el acceso a una
beca incrementé la tasa de desercion para estudiantes que no solicitan una beca cuando no
son elegibles, aunque los efectos se estiman de manera muy imprecisa. En realidad, los datos no
parecen contener mucha informacién sobre los efectos causales en los estudiantes que no solicitan
una beca siendo no elegibles (se estima que la proporcién de estos estudiantes es muy pequena).
Cabe senalar que los resultados obtenidos para los estudiantes que no solicitan beca siendo no
elegibles son sensibles a la eleccion del ancho de la banda, lo que genera duda sobre la validez
de la asignacion al azar (Suposicién 4) para anchos de banda superiores a los 1000 euros.

Estos resultados sugieren que las becas universitarias italianas actuales son eficaces en reducir
la tasa de desercién escolar de los estudiantes que pertenecen a familias cuya medida econdmica
anual es de aproximadamente 15 000 euros. El analisis hecho anteriormente, también revela
que los estratos de los estudiantes que siempre solicitan o solicitan cuando no son elegibles son
heterogéneos con respecto al efecto de las becas. Por ello, desde una perspectiva econémica,
parece mas benéfico para los administradores educativos reducir los criterios de elegibilidad
(disminuyendo el punto de corte) para permitir a mas estudiantes obtener una beca, que

aumentar el monto de las becas a los estudiantes beneficiados.
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Capitulo 4

El Diseno de Regresion Discontinua

Multivariado

En un Disenio de Regresiéon Discontinua simple se presenta una discontinuidad, a lo largo de
una medida continua, debido a la asignacién de los individuos de estudio a un tratamiento o
programa. Para medir el efecto del tratamiento se estima la diferencia de los limites del promedio
de los resultados observados en ambos lados de la discontinuidad.

Los Disenos de Regresién Discontinua Multivariados (denominados asi por considerar
variables puntaje multiples) se distinguen de los disenos de regresiéon discontinua simples,
pues mas de una variable puntaje puede determinar la asignacion a mas de dos tratamientos.
Ademas, en lugar de proporcionar estimaciones de un unico efecto del tratamiento para una
sola poblacién (el efecto del tratamiento para las personas con puntuaciones cerca del punto
de corte), los Disenos de Regresion Discontinua Multivariados (en adelante DRDM) pueden
proporcionar varias estimaciones de efectos, que corresponden a los posibles contrastes de los
diversos tratamientos, y a los diferentes subgrupos de poblacién en donde se estiman los efectos.
Lo anterior lleva a que el investigador se enfrente a una gama mas amplia de estrategias para
la estimacion de los efectos de los tratamientos; la eleccién entre las diferentes estrategias de
estimacion tiene implicaciones importantes para la precision, el sesgo, y la generalizacion de las
estimaciones.

Este capitulo estda basado principalmente en los articulos Wong, Steiner y Cook (2012) y
Reardon y Robinson (2012). En las siguientes secciones se describen el DRD y el DRDM,;

asi mismo se presenta un ejemplo de un DRDM. Finalmente, se describen las estrategias de
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estimacién del efecto promedio de tratamiento y, a través de una serie de simulaciones, se

examina el desempeno de dos de los enfoques que se mencionan.

4.1. Diseno de Regresién Discontinua

Recordemos que, para describir el Diseno de Regresion Discontinua simple, se considera sélo
una variable puntaje, sea X, con punto de corte z., (sin pérdida de generalidad, supongamos
x. = 0), y dos posibles tratamientos, a y b. Si X; > 0 el individuo i se asigna al tratamiento a,
y si X; < 0 se asigna al tratamiento b.

Cada individuo 7 tiene dos posibles resultados: se asigna al tratamiento a (denotamos
esta asignacién como Y;) o se asigna al tratamiento b (denotamos esta asignacién como Y}).
El resultado esperado bajo el tratamiento a para individuos con X = x es denotado por
Y'(z) = E[Y|T = a,X = z] y el resultado esperado bajo el tratamiento b para individuos
con X = x es denotado por Yb(a:) — E[Y|T = b, X = z]. Suponiendo que Y (z) y ?b(x) son
funciones continuas de x en x = 0, el efecto promedio del tratamiento a relativo a b en x = 0,

esta descrito por:
5(0) = 6(2)|(z = 0) = lim Y"(z) — lim Y'(x). (4.1)

z—07F z—0~

Bajo la suposicién de continuidad, ambos limites a la derecha de la ecuacién (4.1) se pueden
estimar a partir de los datos observados. La diferencia de los limites estimados es el estimador
de regresion discontinua.

Con el fin de obtener una estimacion insesgada de esta diferencia, sélo se necesitan
estimaciones insesgadas de cada limite. Estas estimaciones se pueden obtener de un modelo
de regresién paramétrica, bajo el supuesto de que se conoce la forma funcional del modelo
especificado correctamente.

Una versién paramétrica general del modelo es:
Yi= f(xi) +0(T3) + &,

donde la variable x esta centrada en el punto de corte, f es una funcién continua en z = 0,
y T es una variable indicadora de que > 0 o no. Podemos también estimar §(z)|(z = 0) de
forma no paramétrica, usando un estimador de suavizamiento para cada uno de los limites de
la ecuacién (4.1).

La definicién de un estimador requiere de: 1) los resultados de interés Y, 2) la poblacién de

interés P, y 3) el contraste de tratamientos (a relativo a b).
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A continuacion se presenta un ejemplo del DRDM. Aqui, se considera solamente el caso en

el que hay dos variables puntaje y cuatro posibles tratamientos.

4.1.1. Ejemplo de un DRDM

Un grupo de estudiantes es asignado a cursos de verano con base en sus calificaciones en dos
pruebas, una de matematicas y la otra de inglés. En este caso, los estudiantes que obtienen una
puntuacion menor a un determinado punto de corte en el examen de matematicas, se asignan a
los cursos de verano de matematicas, mientras que los estudiantes que obtienen una puntuacion
menor a un determinado punto de corte en la prueba de inglés, se asignan a los cursos de verano
de inglés. Esto da lugar a cuatro posibles “condiciones de tratamiento”: no asisten a ningun
curso, asisten al curso de matemadticas, asisten a ambos cursos, y asisten al curso de inglés.

En este ejemplo se consideran dos variables X' y X2, que indican el curso de matematicas
y el curso de inglés, respectivamente. Los tratamientos a, b, ¢, y d corresponden a las cuatro
posibles condiciones de tratamiento, respectivamente. Aqui, las posibles estimaciones del efecto

de un tratamiento relativo a otro se ilustran en la Figura 4.1 y se describen a continuacién:

1. El efecto promedio de a (no asisten a ningin curso) contra b (asisten al curso de
mateméticas) en la regién X418 (regién determinada por la poblacién que es asignada

a los tratamientos a y b);

2. El efecto promedio de b (asisten al curso de matematicas) contra c (asisten a ambos cursos)

en la regién X5,

3. El efecto promedio de ¢ (asisten a ambos cursos) contra d (asisten al curso de inglés) en

la region XCIP:

4. El efecto promedio de a (no asisten a ningin curso) contra d (asisten al curso de inglés)

en la regién X4I1P;

5. El efecto promedio de a (no asisten a ningun curso) contra ¢ (asisten a ambos cursos ) en

el origen (interseccién de las cuatro regiones) ;

6. El efecto promedio de b (asisten al curso de matematicas) contra d (asisten al curso de

inglés ) en el origen.
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Figura 4.1: Ilustracién de una regresién discontinua con dos variables puntaje X! y X2, y cuatro

tratamientos.

4.2. Diseno de Regresién Discontinua Multivariado

Para describir el Diseno de Regresion Discontinua con variables puntaje multiples, por
simplicidad consideramos sélo dos variables puntaje X' y X2, con puntos de corte x! y 2,
respectivamente. Sea p un punto en el plano definido por X!y X2,

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ! = 0 y 22 = 0, y consideremos el caso donde
hay cuatro tratamientos distintos a, b, ¢, y d. La asignacién a los tratamientos es la siguiente:
individuos con valores en las variables X! y X? mayores a 2! y 22 se asignan al tratamiento a,
con valores menores a ' y mayores a x? se asignan al tratamiento b, valores mayores que z! y
menores a z2 se asignan al tratamiento d, y finalmente individuos con valores en las variables
puntaje menores a z! y z? se asignan al tratamiento ¢, (ver Figura 4.1). Dado que hay cuatro
tratamientos, cada individuo tiene cuatro posibles resultados, los cuales denotamos por Y%, Y,
Ye, v Y4 Denotemos por Y (p) al resultado esperado bajo el tratamiento t en el punto p.

El efecto promedio de un tratamiento (supongamos a) relativo a otro tratamiento
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3 -a

(supongamos b) en el punto p, estd dado por 6%(p) =Y (p) — Vb(p). Considerando lo anterior,

tenemos que el efecto promedio de a relativo b en la poblacion P, es:

w@:/RW@mwn

donde p(p) es la densidad de la poblacién en el punto p y R es el espacio bidimensional definido
por X; y Xo.

En un experimento aleatorizado, se pueden obtener estimaciones de §% (asi como de 6%,
5% v asf sucesivamente). Sin embargo, en un Disefio de Regresién Discontinua, no se obtienen
estimaciones que generalicen a toda la poblacion P. Por el contrario, se obtienen estimaciones
insesgadas del efecto promedio del contraste de dos tratamientos, en este caso de a en relacién
con b para el subconjunto P4® (poblacién determinada por la asignacién de los tratamientos a
y b) de P.

En un Diseno de Regresion Discontinua Multivariado se deben asumir dos supuestos para
obtener estimaciones insesgadas de los efectos promedio de los tratamientos. En primer lugar,
se supone que cada resultado promedio de la superficie potencial v (p), es una funcién continua
de p (es decir, se trata de una funcién continua de X' y X?) en el limite (o limites) en el que se
esta estimando el impacto del tratamiento. En segundo lugar, se asume que los puntos de corte
de X' y X? se determinan de manera exégena. Denotamos por d(p, q) la distancia euclideana

entre los puntos p y ¢ en X2. Entonces, para dos condiciones de tratamiento ¢ y u, tenemos lo

siguiente:
Mp) = Y'(p)—Y"(p) (4.2)
= 1im ¥V (9)|(d(p.q) = 5) — lim V"(q)|(d(p.q) = 5)
= lim Y'(@)(dlp.q) = 5,7 =1) - lim Y(@)l(d(p,q) = 5, T = u).

Los limites de la tltima linea de la ecuacién (4.2) pueden estimarse a partir de los datos
observados, siempre y cuando los datos observados de los casos asignados al tratamiento ¢ estén
arbitrariamente cerca del punto p; de igual forma, los datos observados asignados al tratamiento
u estén arbitrariamente cerca del punto de p. Por otra parte, suponiendo que la forma funcional
del estimador utilizado para obtener estos limites es apropiada, y que la estimacion de los limites
es insesgada, entonces se tiene una estimacién insesgada del efecto promedio del tratamiento,
en el punto p. De este modo, podemos obtener estimaciones insesgadas del efecto promedio

del tratamiento ¢ en comparacion con el tratamiento u sélo para los puntos de la frontera que
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determina la asignacion a las condiciones de tratamiento ¢ y u. Sin embargo, en lugar de estimar
6™ (p) en algin punto o varios puntos especificos a lo largo de esta frontera, se calcula el valor
medio de 5" sobre dicha frontera.

En la siguiente seccién se describe el problema de estimacién de un DRDM.

4.3. El problema de estimacion para DRDM

El marco conceptual de una estimacion analitica en un modelo de regresion discontinua simple
o multivariado es el siguiente: se usan los datos observados para estimar los limites del promedio
de las funciones potenciales de los resultados en la frontera de dos regiones de tratamiento
asignado, y se toma la diferencia de estos limites estimados. La complicacion radica en que
estos limites deben ser estimados en la frontera de los datos observados para cada condicién de
tratamiento; lo cual requiere ajustar un modelo de regresion. Tales modelos de regresion son de
la forma: .

Y= f(X1L X2 LX)+ 6T + RiBe, (4.3)
k=1
donde J es el numero de variables puntaje y K es el nimero de las distintas condiciones de
tratamiento, {X}, X? .., X/} € D C R; cada Xij son las diferentes variables puntaje que
determinan la asignacién de tratamientos, con j € {1,2, ..., J}; y T¥ denota las variables binarias
que indica si un individuo ¢ es asignado al tratamiento k.

Siguiendo este marco conceptual, los estimadores difieren en dos aspectos importantes: 1) la
especificacién de la funcién f, y 2) el dominio D de observaciones utilizadas en la estimacion del
modelo. La inclusion de un vector de covariables R;, en el modelo puede aumentar la precisién
de las estimaciones.

La eleccion de la forma funcional de f utilizada para modelar la superficie media de los
resultados es importante, sobre todo cuando los datos son relativamente escasos en la region
cercana a la frontera. Lo ideal es considerar una amplia cantidad de informaciéon cerca de una
frontera. En este caso, se utilizan sélo aquellas observaciones cercanas de uno y otro lado de la
frontera para el cdlculo de los limites. Esta es una estrategia que minimiza la necesidad de hacer
supuestos fuertes acerca de la forma funcional de f.

Bajo el supuesto de continuidad, las observaciones a ambos lados de una frontera son similares
entre si, en promedio, excepto por el tipo de tratamiento. Por otro lado, si limitamos nuestro

analisis sélo a los datos cercanos a la frontera, podemos analizar los datos como si hubieran sido
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producidos por un experimento de ruptura (experimento que tiene por objetivo examinar las
reacciones de la gente con respecto a las violaciones de normas sociales cominmente aceptadas).
Sin embargo, en ausencia de grandes cantidades de datos, el andlisis se restringe a puntos
muy cercanos a los puntos de corte, dando asi estimaciones insesgadas de los limites, haciendo
necesario el uso de informacion concerniente a los puntos de corte y a los supuestos sobre la
forma funcional de la superficie media de respuesta.

Idealmente, se espera que las estimaciones sean a la vez objetivas y precisas, pero estas
metas estan un poco en desacuerdo unas con otras, pues se puede mejorar la precisién mediante
la inclusion de nuevas observaciones cercanas a la frontera y asumiendo una forma funcional
para estimar los limites de las funciones promedio de resultados, pero esto aumenta el sesgo de
los limites estimados. Por otra parte, se puede reducir el sesgo al reducir el ancho de banda,
pero generalmente a costa de la precision.

En principio, podria decirse que para estimar los efectos de tratamiento se puede utilizar la
misma légica de estimacién de los disenos de regresion discontinua simple; sin embargo, para
estimar estos efectos existe mayor complejidad. En particular, se presentan varias estimaciones
posibles y varias estrategias de estimacion. En la siguiente seccién se discuten cuatro diferentes

enfoques de estimacion de tratamiento para un DRDM.

4.4. Estrategias de estimacion

Algunos posibles enfoques para estimar el(los) efecto(s) del(los) tratamiento(s), en un Diseno

de Regresion Discontinua con variables puntaje multiples son los siguientes:

1. Enfoque frontera. En este enfoque se ajusta un modelo paramétrico a la superficie de
respuesta completa, y el efecto del tratamiento se considera como aquellas discontinuidades

de esta superficie en los limites de asignacion del tratamiento.

2. El segundo enfoque, es llamado univariado. Se considera un subconjunto de individuos
para estimar el efecto de un par de tratamientos, ajustando sélo una variable puntaje en
el modelo de regresién discontinua, de un conjunto de datos adyacentes en una region de
R; es decir, si se consideran individuos sélo en dos regiones A y B, se estima el efecto del

tratamiento a relativo a b.

3. Enfoque basado en la distancia. Este enfoque utiliza la distancia a un punto (por ejemplo
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el origen) como la variable puntaje, y asi se comparan los contrastes de tratamiento

disponibles.

4. Finalmente, el enfoque centrado. Aqui se construye una sola variable unidimensional a
partir de las variables puntaje multiples, la cual determina la asignacién al tratamiento a

través de un sélo punto de corte.

Cabe aclarar que estos enfoques difieren en sus estimaciones y su potencia estadistica,
asi como en la medida en que los supuestos sobre los que se basan resultan faciles de evaluar.
Ademas, cada método tiene sus ventajas y deficiencias.

Para determinar qué enfoque se va a utilizar en el analisis del DRDM, lo primero que se debe
considerar es el estimador de interés. Posteriormente, dependiendo del niimero de tratamientos
o condiciones del tratamiento, de la cantidad de variables puntaje, y de la subpoblacion de
mayor interés, el investigador puede estimar diferentes parametros. Dependiendo de la eleccién
del estimador, uno o mas enfoques diferentes pueden ser ttiles. La eleccion entre estos enfoques
debe hacerse considerando su potencia estadistica y la facilidad con la cual los supuestos del
DRDM son evaluados.

Independientemente de la estrategia utilizada, se debe evaluar la informacién que
proporcionan los datos en cuanto a la determinacién de las variables puntaje y los puntos
de corte; esta determinacion debe ser exégena. También debe tomarse en cuenta la suposicion
de que la variable respuesta es continua y el supuesto de que la forma funcional del modelo es
correcta.

En la siguiente seccién se describe a detalle cada uno de los enfoques ya mencionados.

4.4.1. Enfoque frontera

Tal vez la manera més obvia para estimar los efectos de un(os) tratamiento(s) con respecto
a otro(s), es modelar los efectos del tratamiento como los desplazamientos de una superficie
multidimensional (ver Robinson, 2008). Es decir, simplemente ajustar un modelo de la forma
mostrada en la ecuacién (4.3), donde f es una funcién continua que describe la forma de la
superficie promedio de los datos observados y los coeficientes ¢’s indican los efectos promedio
del tratamiento.

Cuando se utilizan variables puntaje multiples para asignar los individuos a uno de dos

tratamientos posibles (tratamiento y control), la superficie de respuesta de un modelo de
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regresion discontinua es
Yi= f(X, X7, X)) 4 0T e

En este modelo, f es una funcion continua y 7; indica el tipo de tratamiento asignado con base en
{X}, X2, ..., X/}. Notemos que el modelo asume que el efecto de tratamiento no estd relacionado
con las variables puntaje. Cuando se utilizan las variables puntaje J > 2, para asignar los
individuos a uno de los K posibles tratamientos (donde, 2 < K < 27), la superficie de respuesta

de un modelo de regresion discontinua es:
K
Y= f(X, X7 X))+ 0 Tute,
k=1

donde f es una funcién continua y 7} indica la asignacion al tratamiento k.

Bajo el supuesto de que f tiene la forma funcional correcta, se tienen estimaciones insesgadas
de los efectos promedio de tratamiento. Ademas, se debe tomar en cuenta que el enfoque de
superficie de respuesta estima cada contraste de tratamientos posible, y puede ser utilizado
independientemente de la cantidad de puntos de corte o de tratamientos.

Para ilustrar el procedimiento que sigue este enfoque, se considera un modelo de regresion
discontinua con dos variables puntaje. Por simplicidad de notacién se supone en esta seccion
que X!'=X y X2=M. Para cada una de estas variables se consideran los puntos de corte . y
m., respectivamente. Dentro de los disenos de regresién discontinua, aqui se consideran solo los
llamados “sharp”. En este caso, se asigna el tratamiento si se “alcanzan” los puntos de corte
Ze, M. 0 ambos; es decir, los individuos son asignados a la condicién control C', si X; > x. y
M; > m¢; y son asignados al grupo tratamiento, si X; < z. o M; < m,. Asi, el conjunto de
individuos esta particionado en tres subespacios: el subespacio 17, donde las unidades sélo son
menores que x. y mayores que m., el subespacio Ts, las unidades son menores que x. y m., y el
subespacio T3, las unidades son menores que m, y mayores que .. Se consideran tres subespacios
del grupo tratamiento, pero se asume que todos los individuos reciben el mismo tratamiento.

La Figura 4.2 ilustra la descripcion de la asignacién al tratamiento.
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Figura 4.2: Regresién Discontinua con dos variables puntaje X y M, y dos puntos de corte.

Basédndose en un diseno de regresién discontinua “sharp”, es de interés estimar el efecto
promedio del tratamiento, de aqui en adelante denotado por Trpy, en la frontera de corte
F ={(x,m): (z > xe(,m = m.) U (x = z.,,m > m.)}. Sea T la variable binaria que indica
si un individuo se asigna o no al tratamiento; es decir, T; = 1 si el individuo ¢ pertenece al
grupo tratamiento y 7; = 0 si pertenece al grupo control. Denotemos por Y;(0) y Y;(1), los
resultados posibles, con Y;(0) como el resultado que se observa si el individuo ¢ no esta expuesto
al tratamiento (7; = 0) y Y;(1) el resultado que se observa si el individuo i estd expuesto
al tratamiento (7; = 1). En la préctica, se observa sélo el posible resultado de tratamiento
o el resultado de control para cada individuo en funcién del tratamiento recibido, pero no
ambos. Considerando lo anterior tenemos que el valor de la variable respuesta estd dado por
Y, = (1-T)-Yi(0) + T - ¥;(1),

Considerando lo expuesto en la Secciones 4.2 y 4.3 de este capitulo, tenemos que el efecto

promedio del tratamiento se define como:
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Trom = E[Yi(1) = Y;(0)|(X;, M;) € F]. (4.4)

Sea Fx = {(z,m) : (z = ze,m > me)}, Fy = {(z,m) : (x > ze,m = me)},
G =Yi(1) - Yi(0), y f(x,m) la funcién de densidad conjunta de las variables X y M. El efecto
promedio del tratamiento Trpys se puede descomponer en una media ponderada de efectos del
tratamiento en la frontera F. Esto es, se descompone como el promedio ponderado de esperanzas

condicionales en cada una de las fronteras F'x y Fiy

= WxTx +WyMTM,

donde

fm>m0 f(z =z, m)dm
Jroom 1@ = wem)dm + [ f(e,m=m.)dz’
. fm>xc flz,m :_mc)dx
S, F@ = dem)dm + [o, flw.m=m.)de

Wn

Las esperanzas condicionales representan el promedio de los efectos del tratamiento 7x y 7/

en las dos fronteras F'x y F), es decir

fmch g(x, m)f(:zc = T, m)dm

m>me cy

(4.6)

fggz% flz,m =m.)dx

T>Te 3 c

donde g(z,m) = y1(x,m) — yo(x, m) es la diferencia en los resultados pontenciales.

Teniendo en cuenta que Tgrpys puede ser descompuesto en una media ponderada de los
efectos en una frontera especifica, todos los supuestos requeridos para una regresién discontinua
univariada se deben cumplir para cada frontera Fx y F);. El diseno requiere discontinuidad
en las probabilidades de tratamiento sobre Fy y F);. Ademds, las esperanzas de los resultados
deben ser continuas en F'x y Fy, es decir

lim E[Y;(D|X; = =, M; >m/]=1lim E[Y;(1)|X; =z, M; > m,]

zlxe ztxe
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lim E[Y;(1)|X; > 2., M, =m] = lim E[Y;(1)|X; >z, M; = m].

e mime

Una igualdad similar se cumple para Y (0). Notemos que no se requiere la continuidad de M < m,.
en X =2,y X < z. en M = m,, porque estas fronteras no pertenecen a la frontera de
discontinuidad, F. Ademsds, el supuesto de continuidad no implica la continuidad de E[Y (1)] y
E[Y (0)] a lo largo de la frontera F.

Este procedimiento estima el tamano de la discontinuidad a lo largo de ambas fronteras al
mismo tiempo, y posteriormente pondera lo antes mencionado para obtener el efecto promedio
TrpMm- A continuacién se describe el procedimiento que sigue este enfoque.

En primer lugar, se estima la superficie de respuesta discontinua y(x,m), utilizando un
método de regresion paramétrico, semi-paramétrico o no-paramétrico. Dado que el estimador
de interés es el efecto promedio del tratamiento en la frontera de corte F', se estima la funcién
g(x,m|F) donde g(z,m|F) = y(x,m|F) — yo(x, m|F). Posteriormente, se estima la funcién de
densidad conjunta f(:lj', m), usando un estimador de densidad de kernel bivariado. Por tltimo, se
sustituye g(z, m|F) y f(x, m) en las ecuaciones (4.5) y (4.6) y a través de integracién numérica
se obtienen 7x y Ty, v los pesos wys v wy, para la estimacion de Trpyy-

La estimacion precisa de la densidad bivariada ]?(:)3, m), requiere recursos computacionales
intensos y de un gran numero de observaciones. Por ello, es preferible una estimaciéon no
paramétrica de las densidades univariadas condicionales y marginales fx|a, fax, fx ¥ fu. Por
lo tanto, utilizando integracion numérica y sustituyendo las densidades univariadas estimadas y
la funcién g(z, m|F') en las ecuaciones anteriores se tiene que:

_ Sz me Pt (ml = we)dm - f(x = xc) -
Wx = fmZmC fux(mle = zo)dm - fx(x = x.) + fxz% Ixp(z|lm = me)dx - far(m = mc\)4' )
Josa, Ixpa(@lm =me)dz - far(m = me)

Sz, frix(mlz = zc)dm - fx(z=xo) + [, fxp(zim =mo)dz - fy(m =m,)

wpr

fmch g(w = T¢, m) : fM|X(m‘5U = .lec)dm
Jrsm, Imix(mlz = zc)dm
fozc Ixu(z|m = me)dw - g(x,m = m,)

Josa, i (xlm =m)dx

ElGIFx] , (4.8)

E|G|Fu]
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y por tanto, se obtienen los efectos de frontera 7x vy 7as, los pesos wy; y wy, y el efecto promedio
de tratamiento 7rpys. Esta estrategia se puede aplicar con mas de dos variables de asignacion.

La gran ventaja de este enfoque es que utiliza todos los datos disponibles de una
manera relativamente parsimoniosa, produciendo estimaciones relativamente precisas del efecto
promedio del tratamiento. La debilidad del método es que requiere de supuestos fuertes sobre
la forma funcional para estimar el efecto promedio del tratamiento, y toma en cuenta los datos
que estan lejos de los puntos de corte. Si la forma funcional del modelo esta mal especificada,

las estimaciones pueden ser sesgadas.

4.4.2. Enfoque univariado

Un método mas simple que el de modelar una superficie de respuesta, es tomar un
subconjunto de datos por estatus (es decir, mayores o menores al punto de corte) en todas
menos en una de las variables puntaje, y luego modelar la discontinuidad a lo largo de la
variable puntaje restante usando métodos de regresién discontinua simple.

Por ejemplo, para estimar el efecto del tratamiento de a en comparacién con b (ver Figura 4.1)
se limita la muestra a aquellos individuos para los cuales X? > 0 y se usa regresiéon discontinua
simple para estimar el efecto promedio de a en relacién con b, a lo largo de la regién X415,

El efecto promedio de tratamiento local de a en relacién con b (ver Figura 4.1) puede ser

estimado ajustando el modelo de regresion
Y; = f(X)) + 0" T +e, (4.9)

donde la muestra cumple con X? > 0, dentro de un dominio especificado alrededor del punto de
corte. El pardmetro 6% indica el efecto de a relativo a b en la frontera definida por X415,
Si se incluye una funcién de otras variables puntaje (por ejemplo, X?) y de covariables en el

modelo, se puede mejorar la precisién de las estimaciones de 6/ :
Yi = [(Xi) + 0P Tut+g(X7) + RiB+e;.

De una manera similar, se puede estimar el efecto promedio de b contra ¢, ¢ contra d y d contra
a. Es importante senalar que estas estimaciones del efecto no son necesariamente comparables,
ya que cada uno se aplica a diferentes subpoblaciones. Es decir, no podemos estimar el efecto
de a contra ¢ simplemente con la adicién de los efectos promedio estimados de a contra b en

XAB v b contra ¢ en XPIC a menos que se asuma que los efectos son homogéneos en toda la
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poblacién de interés (o por lo menos entre las poblaciones de estas dos subregiones). Si sélo
hay dos tratamientos, entonces el enfoque univariado puede proporcionar alguna evidencia con
respecto a la heterogeneidad de los efectos, mediante la comparacion de los efectos promedio del

tratamiento entre los individuos a lo largo de la frontera X412 y aquellos a lo largo de frontera
XBle,

4.4.3. Enfoque basado en la distancia

Estimar el contraste del tratamiento a con ¢ (o b con d), puede ser dificil con muestras
pequenas, porque se comparan observaciones en un punto con las de otro punto (en lugar de a lo
largo de una linea, como se haria si se examina el tratamiento a contra b, por ejemplo). Una de
las estrategias para el estudio de estos contrastes es la construccion de una nueva variable, que es

la distancia euclidiana desde el punto p; al origen. Si se tienen dos variables puntaje, se construye

una nueva variable puntaje, d; = 1/(X})2 + (X?)2, usando sélo observaciones expuestas a uno
de los dos tratamientos de interés (por ejemplo, sélo de las regiones A y C). Posteriormente se
ajusta el modelo

Y; = f(d;) + 0T +e;.

Este método se puede utilizar para estimar el efecto en cualquier punto (X, X2* ..., X7/*),

donde la distancia a ese punto es d; = \/ ijl(Xij — X7*)2. Sin embargo, la mayoria de las
aplicaciones de este método tienen una baja potencia estadistica para estimar el efecto en un

solo punto.

4.4.4. Enfoque centrado

Este enfoque se basa en la construccién de una variable puntaje Z = g(X}, ..., X/), donde g
es una funcién monétona en cada X7, tal que ¢(0,0,...,0) = 0. La pregunta aqui es cuél funcién
g elegir. Una de las estrategias es considerar a g como el minimo de las variables puntaje
estandarizadas, basandose en el argumento de que esto hace que la distancia desde el punto de
corte sea comparable para cada una de las variables puntaje. Sin embargo, cualquier funciéon
¢ proporcionara una estimacién insesgada del efecto del tratamiento (suponiendo que se puede
identificar una forma funcional f correcta para el modelo de relacién Y con Z); aunque también
la eleccion de g puede afectar el modelo potencial de regresién discontinua, porque se ve afectada

la correlacién entre Z y Y, condicionada en T, lo cual afecta la potencia del estimador del modelo
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de regresién discontinua. Aun existe poca orientacion, empirica o tedrica, sobre cémo elegir una
funcién f que maximice la precision del enfoque centrado.
Para aumentar la precisién de las estimaciones, puede ser ttil incluir individualmente las

variables puntaje en el modelo como covariables. En este caso, el modelo se convierte en

Y; = f(Z)+hX}, .., X))+ 6T + ¢
- f(g(X217’X’LJ)) +h(leﬂ7XzJ)+61—ZL+EZ
= X)L X))+ 0T + .

Este enfoque es atractivo porque se puede usar toda la informacién disponible para estimar el
efecto del tratamiento, pero lo hace de manera simple transformando el vector multidimensional
de variables puntaje en un vector unidimensional que determina la asignacién al tratamiento.

En la siguiente seccion se ilustra una simulacion de un ejemplo de un diseno de regresion
discontinua multivariado. De igual forma, a través de una serie de simulaciones se examina el
desempeno de los enfoques frontera y centrado. Se consideran solo estos dos enfoques debido
a que son estrategias generales (no dependen del nimero de variables puntaje, del nimero de
puntos de corte y del nimero de tratamientos) que se pueden aplicar para estimar el efecto

promedio del tratamiento de un DRDM.

4.5. Simulaciones

Para ilustrar el analisis de un DRDM, asi como el desempeno de los enfoques frontera y
centrado descritos en la seccién anterior, se llevaron a cabo una serie de simulaciones, las cuales

se ejecutaron en el paquete estadistico R (ver Apéndice B).

4.5.1. Simulacién 1: ejemplo de un DRDM

Se consider6 un diseno con dos variables puntaje R y M, con puntos de corte r. y me,
respectivamente. Se asume que hay tres distintos tratamientos a, b, ¢ y un grupo control. Los
individuos se asignan al grupo control C, si R; > r.y M; > m,; y son asignados a un tratamiento
si Ry < 1.0 M; < m, (ver Figura 4.2).

Para ilustrar este diseno, se simulé una muestra de tamano n = 1000 de una distribucion

02 0
normal multivariada, con vector de medias u = (0,0) y matriz de covarianza o2 = < 0 02 ) .
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Se considero a las variables puntaje R y M, como los vectores transversales del vector bivariado
que se generd anteriormente.
Los puntos de corte fueron r. = 0.007781275 y m. = 0.03267760, que son las medias

muestrales de R y M, respectivamente. Finalmente, la variable respuesta que se genero fue:

donde ¢ se distribuye como una normal de media 0 y desviacion estandar 2, y los términos 77,
T, y Ty son variables indicadoras. La variable T} toma el valor de 1 si R; < r.y M; > m¢, T5 es
1si Ry <r.y M; <m.yTses1cuando R; > r.y M; < m,.

En la Figura 4.3 se muestra la superficie de respuesta con discontinuidades, y en la Figura
4.4 se muestra una grafica bidimensional, donde los contrastes de color indican los saltos de
discontinuidad, asi como las regiones en el plano determinadas por los individuos a los que se le

aplico cada tratamiento.

Figura 4.3: Superficie de respuesta de los datos observados para la Simulacién 1.
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Figura 4.4: Contrastes de color que ilustran los saltos de discontinuidad de la superficie de respuesta,

de los datos observados para la Simulacién 1.

La superficie de respuesta que se ajusto bajo el enfoque clasico fue:

~

Y; =3.903440.5722- R;+0.7315- M; +1.4784-T, +2.1803- T, +3.3547- T3, i=1,...,n. (4.11)

En el Cuadro 4.1, se muestran los resultados obtenidos en el ajuste de la superficie (4.11).

Coeficiente  Error estandar p-value
(Intercepto) 3.7337 0.1836 2e-16 ***
R 0.8114 0.2347 0.000569 ***
M 1.0411 0.2440 2.17e-05 ***
T1 1.5082 0.2518 2.95e-09 ***
T2 2.5287 0.3119 1.50e-15 ***
T3 3.6027 0.2454 2e-16 *¥**
Nivel de significancia: 0 *** 0.001 **  0.01 * 0.05 . 01 1

Cuadro 4.1: Ajuste del modelo (4.11).

Del cuadro anterior podemos notar que los tres tratamientos aplicados resultaron ser
significativos. Considerando el error estandar del estimador del tratamiento 73, éste es menor

que los errores estandar de los estimadores de los tratamientos 77 y 715, lo cual implica que
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el tratamiento T3 tuvo un efecto promedio més significativo en comparacién con los demés
tratamientos y en compracion con el grupo control. Esto, a su vez se ve reflejado en la superficie
de respuesta de los datos observados (Figura 4.3) y en la Figura 4.4, ya que en ambas figuras
se notan los saltos de discontinuidad de los datos observados, siendo el salto de discontinuidad

mayor el determinado por el tratamiento T5.

4.5.2. Simulacién 2: enfoque frontera

Para ilustrar el enfoque frontera se llevé a cabo la siguiente simulacion: se utilizé una muestra

de tamano n = 65 de una distribucién normal bivariada, con vector de medias y = (0,0) y matriz

02 0
de covarianza o? = . Se toman como variables puntaje R y M, a los vectores

0 02

transversales generados en la simulacion de esta distribucién bivariada, y como puntos de corte
las medias muestrales de Ry M, es decir r. = 0.02640 y m,. = —0.00924.

Se supone que todos los individuos reciben el mismo tratamiento. Los individuos se asignan
al grupo control C| si R; > r. y M; > m,; y son asignados al tratamiento si R; < r. 6 M; < m..

Finalmente la variable respuesta que se gener6 fue:

donde ¢ se distribuye como una normal de media 0 y desviacién estandar 1, y los términos 77,
T, v Ts son variables indicadoras. La variable T} toma el valor de 1 si R; < r.y M; > m., T5 es

1si Ry <r.y M; <m.yTses1cuando R; > r.y M; < m,.
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Figura 4.5: Superficie de respuesta de los datos observados para la Simulacién 2. Notemos que en esta

grafica sélo hay un salto de discontinuidad, debido a que se asume que hay un tnico tratamiento.

En la Figura 4.5 se muestra la superficie de respuesta de los datos observados. La superficie

de respuesta que se ajusté mediante métodos paramétricos clasicos fue:

A

Y; = 3.790340.5542- R;+0.5972- M; +2.4062- T} +2.2979 - T +2.1255- T3, i =1,....,n. (4.13)

Coeficiente  Error estdndar p-value
(Intercepto) 3.7903 0.3616 4.28e-15 ***

R 0.5542 0.5175 0.288586

M 0.5972 0.4176 0.157978
T1 2.4062 0.5050 1.27e-05 ***
T2 2.2979 0.6863 0.001421 **
T3 2.1255 0.5652 0.00039 ***

Nivel de significancia: 0 *** 0.001 **  0.01 * 0.05 . 0.1 1

Cuadro 4.2: Ajuste del modelo (4.13).

En el Cuadro 4.2 se muestran los resultados obtenidos del ajuste de la superficie (4.13).
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El estimador del efecto promedio utilizando el enfoque frontera fue de 2.249831. Para estimar
el error estdndar se utilizaron los métodos bootstrap paramétrico y no paramétrico (ver Apéndice
C), y se generd para ambos métodos una muestra de tamano n = 65 de los estimadores del efecto
promedio del tratamiento. Las estimaciones obtenidas de las muestras bootstrap se resumen en
el Cuadro 4.3. Para comparar que tan confiables son las estimaciones obtenidas por el método
bootstrap se célculo el error estdndar real (esto se logra debido a que se conoce el modelo
verdadero de los datos). Para ello, se simulo un gran nimero de muestras del modelo verdadero
(4.12) del mismo tamafio que el modelo verdadero. Las estimaciones obtenidas se presentan en
el Cuadro 4.3.

Estimaciones Bootstrap Bootstrap Error estandar
paramétrico no paramétrico real
Media 2.1476 1.4215 2.0036
Error estandar 0.4415 0.4768 0.3797
Intervalo de confianza
al 95% [2.038243,2.257075] [1.303434,1.539727] [1.9662,2.0111]

Cuadro 4.3: Estimaciones del efecto promedio del DRDM de la Simulacién 2.

En las Figura 4.6 y 4.7 se muestran las densidades y los histogramas, obtenidos de las
muestras de los estimadores del efecto promedio generadas a través de los métodos bootstrap

paramétrico y no paramétrico, respectivamente.

Histograma de los estimadores del efecto promedio Densidad de los estimadores del efecto promedio

12

frecuencias
10
densidad
0.6 0.8
I

0.4
L

0.2
I

| I .

r T 1 T T T T T T
2.0 25 3.0 10 15 20 25 3.0 35
T_MRD T_MRD

(a) Histograma (b) Densidad

Figura 4.6: Gréaficas de la muestra de los estimadores del efecto promedio generados por el método

bootstrap paramétrico.
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Histograma de los estimadores del efecto promedio Densidad de los estimadores del efecto promedio
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Figura 4.7: Graficas de la muestra de los estimadores del efecto promedio generados por el método

bootstrap no paramétrico.

De los resultados obtenidos anteriormente se concluye lo siguiente: de la superficie de
respuesta que se ajusta a los datos observados se puede observar que efectivamente existe una
discontinuidad en el limite de asignacién entre el grupo control y el grupo tratamiento. Ademas el
Cuadro 4.2 muestra que los coeficientes de las condicion tratamiento son significativas, es decir,
el efecto promedio del tratamiento resulta ser significativo, debido a que estas condiciones hacen
referencia a un solo tratamiento. Por otro lado, el efecto promedio del tratamiento obtenido a
través del enfoque frontera, 2.249831, es muy cercano al efecto promedio verdadero que es 2;
ademas el error estandar obtenido es mas cercano al error estandar real en comparacién con el
obtenido por el método bootstrap no paramétrico. Considerando el Cuadro 4.3 podemos notar
que se obtuvieron estimaciones mas precisas con el método bootstrap paramétrico que con el no
paramétrico; ya que el primer método tiene menor error estandar y el intervalo de confianza
obtenido por este método practicamente contiene al valor del efecto promedio del tratamiento
obtenido a través del enfoque frontera. En contraste, el intervalo de confianza obtenido a través
del método no paramétrico ni siquiera contiene al valor verdadero del efecto del tratamiento 2.

En la siguiente simulacion se ilustra el enfoque centrado.

4.5.3. Simulacion 3: enfoque centrado

En esta simulacién, el Diseno de Regresiéon Discontinua Multivariado que se utilizo es el
mismo que se describié en la Simulacién 2; su objetivo es ilustrar el desempeno del enfoque

centrado.
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Como se mencioné en la Seccién 4.4.4, el enfoque centrado se basa en la construccién de una
nueva variable puntaje Z, definida como Z = g(X}, ..., X/), donde g es una funcién monétona
en cada X7, tal que g(0, ...,0) = 0. En nuestro caso, Z se define como Z; = min{ R;—r., M;—m.}
para cada ¢ = 1,...,n. Se considera como punto de corte a z. = 0 y como variable de asignacion
T; porelloT; = 1si Z; > 0. Es decir el individuo ¢ se asigna al grupo tratamiento, de lo contrario

T; = 0 y se asigna al grupo control. Ahora, el DRD a analizar es:

K:O{+BQE—|—B1Z1+6“ Z:L,n (414)

El modelo ajustado fue:

Y; = 3.8367 +2.0011 - T, +0.9021 - Z;, i=1,..,n. (4.15)

El coeficiente de la variable de asignacién 3 es considerado como la magnitud del efecto del
tratamiento.

Empleando este enfoque se obtuvo que el estimador del efecto promedio es de 2.0011 con

error estdndar igual a 0.5400. El intervalo de confianza del 95 % para (y es [0.92159, 3.08051].

En la Figura 4.8 se muestra el diagrama del diseno de regresién discontinua simple (4.14), y en

el Cuadro 4.4, se muestran los resultados obtenidos del anédlisis de este diseno.

Coeficiente Error estandar p-value
(Intercepto) 3.8367 0.3329<2e-16 ***
Bo 0.9021 0.441 0.045110%*
Joi 2.0011 0.5400 0.0004527%**
Nivel de significancia: 0 *** 0.001 ** 0.01 *0.05 . 01 1

Cuadro 4.4: Ajuste del modelo (4.15).

64



Grupo Control

Grupo Tratamiento
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Figura 4.8: Diagrama del Diseno de Regresién Discontinua, donde se considera como variable puntaje
a Z. Se muestra la recta de regresién (linea azul), la recta de regresién proyectada en el grupo control

(linea verde) y el efecto del tratamiento (flecha).

A continuacién se emplea el paquete estadistico rdd, descrito en el Capitulo 2, para
compararlo con los resultados obtenidos en esta seccion.

En la implementacién del paquete rdd, para el analisis de la Simulacién 3, se consideraron
las variables Y y Z, descritas en la seccién anterior y el punto de corte 0. Los resultados que se

obtuvieron se resumen en el siguiente cuadro:

Ancho de banda  Estimador  Observaciones Error estdindar  z value
I-K 0.6778 2.647 42 0.8102 3.267**
(IK)/2 0.3389 2.334 21 1.2267 1.903.
2( I-K) 1.3555 2.347 65 0.5789 4.0547%F*
Nivel de significancia: Ok 0 0.001** 0.01%* 0.05.

Cuadro 4.5: Ajuste del modelo (4.14) con el paquete rdd.
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Punto de corte

Grupo Control

Grupo Tratamiento

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4.9: Gréfica de la variable puntaje Z contra la variable respuesta Y de la Simulacién 3, utilizando
el paquete estadistico rdd. Las lineas punteadas delimitan la banda de confianza al 95 %, y la linea

continda muestra la recta de regresion ajustada por la funcién RDestimate.

En la Figura 4.9 se muestra la grafica obtenida empleando la funcién RDestimate, para
el andlisis del modelo descrito en la Simulacion 3. En el Cuadro 4.6 se resumen los resultados

correspondientes al enfoque centrado y a los resultados obtenidos con el paquete rdd.

Enfoque centrado  Paquete rdd
Estimador del efecto 2.0011 2.647
Error estandar 0.5400 0.8102

Cuadro 4.6: Resultados del ajuste para el modelo descrito en la Simulacién 3. El estimador considerado

empleando el paquete rdd fue el estimador 6ptimo de I-K.

El estimador del efecto del tratamiento que se obtuvo con el enfoque centrado, es 2.011. Por
lo tanto, considerando el Cuadro 4.6, se tiene que el estimador mas cercano al valor del efecto del
tratamiento, cuyo valor es 2, es el que se obtuvo con el enfoque centrado; a su vez este estimador

es el de menor error estandar.
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4.5.4. Analisis bayesiano del modelo del enfoque centrado

Analisis no informativo

A través de métodos bayesianos y utilizando una distribucién inicial no informativa, se analiza
el modelo unidimensional descrito en el enfoque centrado. La distribucion inicial no informativa
que se utilizé se aproxima a la del andlisis de referencia haciendo uso del anélisis conjugado (ver
Gutiérrez-Pena, 1998); los detalles de la especifiacién de la distribucién inicial se pueden ver en
el Apéndice A. Aunque, se trata de un analisis de tipo conjugado se utilizé el paquete estadistico
WinBUGS para fines ilustrativos del mismo. El andlisis se hizo ejecutando un algoritmo en el
paquete estadistico WinBUGS. Después de una fase de calentamiento de 1000 iteraciones y de
monitorear los nodos «, 5y y 81 por 10000 iteraciones mas, se obtuvieron los siguientes resultados.
Los coeficientes estimados son E(aly)=3.839 (de = 0.3341), E(5|y)=1.997 (de =0.5452) y
E(B1]y)=0.9022 (de =0.4447), donde los valores en paréntesis (de) son las desviaciones estandar

de las correspondientes distribuciones finales. Por ello, el modelo ajustado es:

A~

Y, =3.839 + 1.997 - T; + 0.9022 - Z;,  i=1,2,....n.

El intervalo de probabilidad del 95 % para [, es [0.9288,3.074]. Comparando con los coeficientes
del modelo (4.15) y considerando los errores estandar, podemos decir que los coeficientes

estimados son significativos.
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Figura 4.10: Gréaficas de Diagnéstico de convergencia. A la izquierda las graficas de traza y a la derecha

las gréaficas de autocorrelacion correspondientes a los coeficientes «, Sy y 51, respectivamente.

En la Figura 4.10 se muestran las graficas para el diagnoéstico de convergencia de los

coeficientes v, By y [1; estas graficas sugieren que el algoritmo converge.

muestra alfa: 10000 muestra beta0: 10000
1.5 0.8r
10 0.6f
0.4
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T T T T T T T T T T
20 30 4.0 50 2.0 0.0 2.0 4.0
muestra beta: 10000
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0.0t
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20

Figura 4.11: Gréficas de las densidades de los coeficientes «, 3y y (1, respectivamente.

En la Figura 4.11 se muestran las graficas de la densidad para cada uno de los coeficientes
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estimados. Estas sugieren un ajuste significativo.

A continuacién se analiza el mismo modelo considerado aqui, pero ahora tomando en cuenta
una distribucién inicial informativa para f.
Analisis informativo

A través de métodos bayesianos y utilizando como distribucién inicial informativa para [
una distribucién normal de media 2 y desviacion estandar 5, se analiza el modelo unidimensional
descrito en el enfoque centrado. El andlisis se hizo ejecutando un algoritmo en el paquete
estadistico WinBUGS. Después de una fase de calentamiento de 1000 iteraciones y de monitorear
los nodos «, [y y [1 por 10000 iteraciones méds, se obtuvieron los siguientes resultados.
Los coeficientes estimados son E(aly)=3.839 (de = 0.3266), E(B|ly)=1.996 (de =0.5302) y
E(B1]y)=0.9012 (de =0.4345), donde los valores en paréntesis son las desviaciones estdndar de

las correspondientes distribuciones finales. Por ello, el modelo ajustado es:

o~

Y, =3.839+1.996-T; + 0.9012- Z;,  i=1,2,....n.

El intervalo de probabilidad del 95 % para [, es [0.9615, 3.041]. Comparando con los coeficientes
del modelo (4.15) y considerando los errores estandar, podemos decir que los coeficientes

estimados son significativos.
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Figura 4.12: Gréficas de Diagndéstico de convergencia. A la izquierda las gréficas de traza y a la derecha

las graficas de autocorrelacion correspondientes a los coeficientes a, 8y y 51, respectivamente.

En la Figura 4.12 se muestran las graficas para el diagnostico de convergencia de los

coeficientes o, [y v [1; estas graficas sugieren que el algoritmo converge.
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Figura 4.13: Gréficas de las densidades de los coeficientes «, By y (1, respectivamente.
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En la Figura 4.13 se muestran las graficas de la densidad para cada uno de los coeficientes
estimados. Estas sugieren un ajuste significativo.

Los resultados obtenidos por el enfoque centrado y el andlisis bayesiano (informativo y no
informativo) son similares. Tanto el estimador del efecto de tratamiento obtenido por el enfoque
centrado como el estimador obtenido a través de métodos bayesianos son muy proximos al
valor verdadero del efecto del tratamiento, y sus errores estandar son muy cercanos entre si.
Ademas el valor verdadero del efecto del tratamiento, 2, esta dentro del intervalo de confianza
del 95% y dentro de los intervalos de probabilidad del 95 %, por lo cual se concluye que los
resultados obtenidos del enfoque centrado son significativos. En la siguiente seccién se resumen

los resultados obtenidos de las simulaciones.

4.5.5. Resultados de las simulaciones 2 y 3

De acuerdo al DRDM empleado para la ilustracién de los enfoques frontera y centrado, en
la Simulacién 2 y 3, se tiene que el efecto del tratamiento acorde al modelo verdadero es de 2.0,
ya que es la magnitud de la discontinuidad entre el grupo control y el grupo tratamiento.

El estimador del efecto promedio empleando el enfoque frontera es de 2.2498, mientras el
estimador del efecto promedio empleando el enfoque centrado fue de 2.0011. Comparando estos
estimadores con el efecto promedio verdadero, se puede decir que son relativamente cercanos a

2. Sin embargo, analizando los errores estandar se tienen los siguientes resultados:

= Empleando el enfoque frontera, el error estandar que se obtuvo de una muestra
generada por el método bootstrap paramétrico de los estimadores del efecto promedio del
tratamiento fue 0.4415, y de la muestra generada por el método bootstrap no paramétrico,

el error estandar fue 0.4768.

= Finalmente, empleando el enfoque centrado se obtuvo un error estandar de 0.5400, el cual

surge del ajuste de la nueva variable a considerar en este enfoque.

De los resultados obtenidos de la examinacién del enfoque frontera y centrado podemos notar
que para este DRDM, el enfoque frontera produce estimaciones més precisas, ya que se obtuvo
un error estandar de los estimadores del efecto promedio menor, en comparacion con el obtenido
con el enfoque centrado. Este error fue obtenido a partir de la muestra generada por el método

de bootstrap paramétrico.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se definié y analizé el DRD, el cual es un diseno eficaz para la evaluacion
de programas y tratamientos de intervencion social, ya que la mayor ventaja de los DRD es que
pueden ser utilizados para estimar los efectos de un tratamiento administrado a los individuos
que mas lo necesitan o merecen. Como base para el analisis, se discutieron las consideraciones
y supuestos que se deben cumplir para implementar un DRD. Apoyados en estos supuestos y
consideraciones, se llegd a la conclusion de que, con el fin de interpretar los resultados obtenidos
en el analisis de un DRD, se debe conocer la naturaleza de las variables. Sin esta informacién,
no hay un patréon de resultados que indique directamente si un efecto de tratamiento obtenido
es positivo o negativo. Por ello, el enfoque bayesiano puede jugar un papel muy importante, ya
que cada problema tiene su propio contexto, del cual se deriva la informacién inicial sobre el
pardmetro (o cualquier otra caracteristica) de interés.

Cuando se trata de analizar un diseno fuzzy, resulta mas conveniente analizarlo a través del
enfoque bayesiano, debido a las diversas ventajas que tiene el enfoque bayesiano sobre otros
enfoques. En este trabajo se discutié como aplicar el enfoque bayesiano al andlisis de un DRD
fuzzy, dando los supuestos que se deben cumplir para poder analizar el disenio. Como ilustracion,
se consider6 un DRD fuzzy aplicado a la evaluaciéon de becas universitarias italianas, y los
resultados sugieren que las becas universitarias italianas actuales son eficaces en reducir la tasa
de desercion escolar de los estudiantes que pertenecen a familias cuya medida econémica anual
es de aproximadamente 15 000 euros.

Finalmente, se discutieron los enfoques de estimacién para un Diseno de Regresion

Discontinua Multivariado, por medio del cual se pueden proporcionar estimaciones de efectos
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multiples (que corresponde a los posibles contrastes de los tratamientos multiples, y a los
diferentes subgrupos de poblacién en donde se estiman los efectos). Lo anterior lleva a que
el investigador se enfrente a una gama mé&s amplia de estrategias para la estimacién de los
efectos de los tratamientos, tomando en cuenta que la eleccién entre las diferentes estrategias de
estimacion tiene implicaciones importantes para la precision, el sesgo y la generalizacién. Por
ello, es importante conocer la naturaleza del diseno a evaluar, para asi elegir una estrategia de
estimacion adecuada al problema. Los enfoques frontera y centrado resultan ser estrategias de
estimacion que se pueden generalizar a cualquier DRDM; es decir, el analisis no depende del
numero de variables puntaje y sirven para calcular cualquier estimador del tratamiento. Para
elegir alguna de estas estrategias sélo se debe tomar en cuenta la potencia estadistica que tiene
cada una. Sin embargo, el enfoque univariado y el enfoque basado en la distancia, son estrategias
que resultan eficaces cuando se pretende contrastar dos tratamientos.

Comparando el enfoque frontera con el centrado se obtuvo que el enfoque frontera resulté ser
mas eficiente, ya que produce estimaciones mas precisas. Sin embargo, este enfoque emplea mayor
tiempo de cémputo en el software estadistico R.

Cabe mencionar que aun existen varios problemas por resolver en el estudio de los disenos
de Regresién Discontinua y que son de gran importancia, pues facilitaria el estudio de diversos
programas y tratamientos de intervencion social. Uno de estos problemas es la estimacion de un
DRDM con puntos de corte multiples, para el cual en la literatura atin no se han especificado
estrategias de estimacion.

Como consideracién final, debe exhortarse a los administradores de programas de
intervencién social (que desean que sus programas sean responsables de hacer explicitos sus

criterios de elegibilidad) a que utilicen disefios cuasi-experimentales tales como el DRD.
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Apéndice A

Cddigos en WinBUGS

= El siguiente cédigo corresponde al analisis bayesiano del modelo del Ejemplo 1.

Ejemplo: analisis bayesiano de un DRD

1. Especificacion del modelo en el lenguaje de BUGS:
model;

{

for(iin1 :n) {

y[i]l “dnorm(muli],tau)

}

for(iin1 :n) {

mul[i] <- alpha + betaO*group[i]+beta * x[i]
}

alpha “dnorm( 0.0,1.0E-6)

beta0 “dnorm( 0.0,1.0E-6)

beta “dnorm( 0.0,1.0E-6)

tau “dgamma(0.01,0.01)

sigma2 <- 1 / tau

for(iin1 :n) {

# y.pred[i] “dnorm(muli],tau)

}

+
4.1. Datos
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list(n=100)
# Los datos estan en RDD.txt
Valores iniciales

list(alpha=0,beta0=0,beta=0,tau=1)
Cddigo correspondiente al analisis bayesiano informativo de la Seccién 4.5.4.

Ejemplo: analisis bayesiano informativo de un DRD
1. Especificacion del modelo en el lenguaje de BUGS:
model;

{

for(iin 1l :n) {

y[i] “dnorm(mul[i],tau)

}

for(iin1l :n) {

mu[i] <- alpha + betaO*group[i]+beta * x[il

}

alpha “dnorm( 0.0,1.0E-6)

betal0 “dnorm(2,0.2)

beta “dnorm( 0.0,1.0E-6)

tau “dgamma(0.01,0.01)

sigma2 <- 1 / tau

for(iin1 :n) {

# y.pred[i] “dnorm(muli],tau)

}

}
4.1. Datos
list (n=65)

# Los datos estan en datosEC1.txt
Valores iniciales

list(alpha=0,beta0=0,beta=0,tau=1)

)



Apéndice B
Cddigos en R

A continuacién se presentan algunos cédigos del Capitulo 4 en R .

s Codigo de la Simulacién 1

###Datos del pretest: x###i##
set.seed(5)
library(mvtnorm)
N<-1000
mp<-c(0,0)
vep<-matrix(c(0.2,0,0,0.2),2,2)
R_M<-rmvnorm(N,mp,vcp)
####Puntos de corte: cut###
rc=mean(R_M[,1])
mc=mean (R_M[,2])
###Variables grupo: group#####
ti1<-function(x,cutl,cut2){
g=which(x[,1]<cutl)
gl=which(x[,2] [g]>cut2)
group=array (0,N)
group[g] [g1]=1

return(group)
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t3<-function(x,cutl,cut2){

g=which(x[,2]<cut2)

gl=which(x[,1] [g]>cutl)
group=array(0,N)
group[g] [g1]=1

return(group) }

t2<-function(x,cutl,cut2){

g=which(x[,1]<cutl)

gl=which(x[,2] [g]<cut2)
group=array(0,N)
group[g] [g1]=1
return(group) }

T1<-t1(R_M,rc,mc)

T2<-t2(R_M,rc,mc)

T3<-t3(R_M,rc,mc)

### Error: e #####
e=rnorm(N,0,2)

### Variable posttest: y ###

R=R_M[, 1]

M=R_M[,2]

Y=4+0.5%R+M+1.2%T1+2xT2+3.4xT3+e
ajuste=1m(Y "R+M+T1+T2+T3)
### Grafica de la superficie de respuesta de los datos observados
yhat = function(R,M,rc,mc){
if(R<rc&M<mc) Y=4+ 0.5%¥R + M+2
# print("Region T2")

if(R<rc&M>mc) Y=4+ 0.5%R + M + 1.2

# print("Region T1")
if(R>rc & M>mc) Y=4+ 0.55R + M
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# print("Region C")
if(R>rc &M<mc) Y=4+ 0.54R + M + 3.4
# print("Region T3")

Rgrid = seq(min(R) ,max(R),length=100)
Mgrid = seq(min(M),max(M),length=100)

Ym = matrix(0,100,100)
for(i in 1:100){
for(j in 1:100){
Ym[i,j] = yhat(Rgrid[i],Mgrid[j],rc,mc)

}

image (Rgrid,Mgrid,Ym, col=rainbow(50,start=0.9,end=0) ,xlab="R",ylab="M")
image (Rgrid,Mgrid,Ym,col=gray(100:1 / 100),xlab="R",ylab="M")
legend(0.5,0.8,"tratamiento a",cex=0.8,merge = TRUE, bg = ’gray70’)
legend(-1.2,0.8,"tratamiento b",cex=0.8,merge = TRUE, bg = ’gray70’)
legend(-1.2,-0.7,"tratamiento c",cex=0.8,merge = TRUE, bg = ’gray80’)
legend(0.5,-0.7,"tratamiento d",cex=0.8,merge = TRUE, bg = ’gray70’)
persp(Rgrid,Mgrid,¥Ym,x1lab="R",ylab="M",zlab="Y",

theta = 40, phi = 48, r = sqrt(5), d = 1)

Cédigo para generar los datos que se emplean en la Simulacién 2 y 3

# 1. Datos

set.seed(2)

###Datos del pretest: x#####
library(mvtnorm)

N<-65

mp<-c(0,0)
vep<-matrix(c(0.2,0,0,0.2),2,2)
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###Variables grupo: group#####
ti<-function(x,cutl,cut2){
g=which(x[,1]<cutl)
gl=which(x[,2] [g]>cut2)
group=array(0,N)
group[gl [g1]=1

return(group) 7}

t3<-function(x,cutl,cut2){
g=which(x[,2]<cut2)
gl=which(x[,1] [g]>cutl)
group=array(0,N)
group[g] [g1]=1

return(group) }

t2<-function(x,cutl,cut2){
g=which(x[,1]<cutl)
gl=which(x[,2] [g]l<cut2)
group=array(0,N)
group[g] [g1]=1
return(group) 7}
R_M<-rmvnorm(N,mp,vcp)
####Puntos de corte: cut#####
rc=mean(R_M[,1])
mc=mean (R_M[,2])
T1<-t1(R_M,rc,mc)
T2<-t2(R_M,rc,mc)
T3<-t3(R_M,rc,mc)
T=cbind(T1,T2,T3)
#H##### Error: e #####

e=rnorm(N,0,1)
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###Variable posttest: y ###

R=R_M[, 1]

M=R_M[,2]

Y =4+ 0.5%xR + 1.0xM + 2.0%T1 + 2.0*T2 + 2.0%T3 + e

Cdigo de la Simulacén 2

#2. ENFOQUE FRONTERA ##########4###
### Estimacion de la superficie de respuesta:

efectos de tratamiento constante###
ajuste.1<-1m(Y "R+M+T1+T2+T3)
Y_hat=function(r,m,t1,t2,t3){
ajuste.1$coefficient[1]+ajuste.1$coefficient [2]*r
+ajuste.l1$coefficient [3]*m+ajuste.1$coefficient [4]*t1
+ajuste.1$coefficient [6]*t2+ajuste.1$coefficient [6]*t3}
#i### Estimacion de la densidad de R y M ##stsstitsatatis
library(ks)
H<-Hpi (x=cbind (R,M))

###### Pesos H#H#HHHS
a=array()
b=array ()
al=array(Q)

bl=array()

##### se calcula la regla del trapecio para calcular la integral###
d=abs ((mc- (max(M)+0.5))/(100-1))

m=seq (mc,max(M)+0.5,length.out=100)

for(i in 1:length(m)){

a[il=kde(x=cbind(R,M), H=H, eval.points=c(rc,m[i]))$estimate

}

for(i in 1:(length(m)-1))b[i]l=d*(ali+1]+ali])/2

int=sum(b)
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dl=abs((rc-(max(R)+0.5))/(100-1))
r=seq(rc,max(R)+0.5,length.out=100)

for(i in 1:length(r)){

al[i]l=kde(x=cbind(R,M), H=H, eval.points=c(r[i],mc))$estimate
}

for(i in 1:(length(r)-1)) bil[il=dix(alli+1]+al[i])/2
int1=sum(b1l)

#i#### Pesos: wR y wm  #H##HHH#HHH AR
wR.1=int/(int+int1)
wM.1=int1/(int+intl)

#iudf#t Efectos TR y TM #####H###4#

A=array ()

Al=array()

gr_hat=function(m){
#evaluando g en la frontera FR
if(m >= mc) g=Y_hat(rc,m,1,0,0)-Y_hat(rc,m,0,0,0)
return(g) }

gm_hat=function(r){
#evaluando g en la frontera FM
if(r >= rc) g=Y_hat(r,mc,0,0,1)-Y_hat(r,mc,0,0,0)
return(g) }

for(i in 1:(length(m)-1)){
Alil=gr_hat(m[i])}

int_p=sum(A*b)

for(i in 1:(length(r)-1)){
A1[il=gm_hat(r[i])}

int1l_p=sum(blx*A1l)

TR.1=int_p/int  #se genera una muestra de

#tamano N=65 para los efectos estimados del tratamiento
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TM.1=intl_p/int1

print(j)

#### EFECTO DEL TRATAMIENTO UTILIZANDO EL ENFOQUE FRONTERA####
T_MRD.1=wR.1*TR.1+wM.1*TM.1

## RESULTADOS DEL ENFOQUE FRONTERA
T_MRD.1

summary (ajuste.1)

Cédigo de la Simulacién 3

#1. ENFOQUE CENTRADO ##

Rz=R-rc

Mz=M-mc

T=cbind(T1,T2,T3)

r=array ()

for(i in 1:N)
rli]=sum(T[i,])

reg_cont=which(r==0)

reg_trat=which(r==1)

### Variable Puntaje:Z ###

zl=array()

z2=array ()

Z=array ()

for(i in 1:N){
z1[i]=min(Rz[i],Mz[i])
z2[i]=max(Rz[i],Mz[i])

Z[reg_cont]=z1[reg_cont]

Z[reg_trat]=z2[reg_trat]

### Variable grupo: group ###

g=which(Z>0)

group=array (0,N)

group[g]=1
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x1=Z [which(group==0)]
x2=Z[g]
y1=Y [which(group==0)]
y2=Y [g]

HH#HHHHHHHE Ajuste HHHHH
ajus<-1lm(Y~Z+group)
summary (ajus)

par (mfrow = c(1, 1))

#H####AH Grafica #H##HHSHEHHSHEHHHHEHSHHEHAHHEHEH
plot(Z,Y,abline(reg=ajus,lwd=2,col=4) ,xlab="pre-test",ylab="post-test")
points(x2,ajus$coeff [1]+ajus$coeff [2] *x2+ajus$coeff [3],type="1",1wd=2,c0l=3)
abline(v=0,1ty=2,1lwd=1.9,co0l=2)

legend(-0.6,8,"Punto de corte",cex=0.8)

legend(0.2,2.5,"Grupo Tratamiento",cex=0.8)

legend(-0.8,5.8,"Grupo Control",cex=0.8)

arrows(0.5,ajus$coeff [1]+ajus$coeff [2]*%0.5,0.5,
ajus$coeff[1]+ajus$coeff [2]*0.5+ajus$coeff [3],

angle=30,code=2,1wd=2)

legend(0.1,7,"Discontinuidad",cex=0.8)

## Ajuste del modelo con el paquete rdd##
library(rdd)

rd=RDestimate (Y~Z)

summary (rd)

plot(rd, xlab="Z",Ylab="Y")
abline(v=0,1ty=2,1lwd=1.9,co0l=2)
legend(-0.6,6,"Punto de corte",cex=0.8)
legend(0.2,3,"Grupo Tratamiento",cex=0.8)
legend(-0.8,2,"Grupo Control",cex=0.8)
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#H#####H se guardan datos #H###HHHEHHE R
datos=cbind(Y,group,Z)
write(t(datos),"datos_EC1.txt",nc=3)

# FIN: ENFOQUE CENTRADO #
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Apéndice C
Método bootstrap

El enfoque bootstrap propuesto por Bradley Efron (1979), proporciona estimaciones del
error estadistico, imponiendo escasas restricciones sobre las variables aleatorias analizadas y
se establece como un procedimiento de cardcter general, independientemente del estadistico
considerado. Dicho enfoque ve a la muestra observada como una poblaciéon. La funcion de
distribucién para dicha poblacién es la funciéon de distribuciéon empirica de los datos, y la
estimacidde los pardmetros basados en la muestra observada son tratados como los parametros
del modelo actual. Aunque los resultados simulados basados en el proceso bootstrap no
representan las propiedades exactas de los estimadores en muestras finitas, si proveen una
aproximacién que mejora conforme el tamano de la muestra observada aumenta.

En anos recientes, el procedimiento bootstrap ha ganado aceptacion en la investigacion
aplicada por diversas razones. Primero, el bootstrap evita la mayoria de las fuertes suposiciones
distribucionales requeridas en los tradicionales procedimientos Monte Carlo. Segundo, como en
la simulacion Monte Carlo, los procesos bootstrap pueden ser usados para resolver estimaciones
intratables por medios analiticos y problemas de inferencia mas alla de la dependencia de las
soluciones asintéticas, las cuales podrian llegar a ser muy complicadas en problemas no estandar.
Tercero, las aproximaciones bootstrap son frecuentemente equivalentes a los resultados asintéticos
de primer orden en muestras grandes y en algunos casos podrian dominarlos.

Existen diversos procedimientos para llevar a cabo una simulacién bootstrap, pero todas ellas
pertenecen a dos grandes rubros, los procedimientos paramétricos y los no paramétricos.

A continuacién se detallan las ideas bésicas de cada uno de estos rubros.

= No paramétrico: Sean X; variables aleatorias, para ¢ = 1,...,n. Supongamos que
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X1, ..., Xy ~ F(2) y que deseamos estimar a 0 = H(F).
La idea del método es la siguiente:

Parar=1,..., B.

1. Generar una muestra de variables aleatorias de X 1(r), XY el F,(z), donde

denota la funcién de distribucién empirica de la muestra 1, ..., x,.

2. Calcular #") = H (FT(LT)), donde F\"” denota la funcién de distribucién empirica de la

muestra xY), 2,

La idea de este método es utilizar la muestra 5(1), - I para aproximar la distribucién
del estimador 6 y de esta manera hacer inferencia sobre . La suposicion basica de este

método es que F(x) = F,(x).

= Paramétrico: Supongamos ahora que X1, ..., X,, ~ p(z|0).
La idea del método es la siguiente:
Parar =1, ..., B.

1. Generar una muestra de variables aleatorias Xl(r), xS p(x\g), donde § =

0(z,...,x,) es un estimador consistente de 6.

~

2. Caleular 00 = 8(z\”, ..., 2.

Como en el caso del bootstrap no paramétrico, la muestra 5(1), ...,(/9\(3) es utilizada para
aproximar la distribucién del estimador ) y de esta forma hacer inferencias de 6. Este

método esencialmente supone que 6 = 6.
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