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Capitulo 1

Introduccion

Un area de gran interés en las matematicas discretas es el estudio de
las redes complejas. Esto se debe en parte porque numerosos sistemas se
presentan en dicha forma [15]: el internet y las redes sociales, la redes
de colaboracion cientifica y numerosos sistemas de la biologia como las
redes neuronales, metabodlicas o de interacciones entre proteinas, son unos
cuantos ejemplos.

El papel de las redes se ha estudiado desde la década de 1930 en las
ciencias sociales, sobre todo desde el punto de vista de la centralidad y co-
nectividad de los nodos de redes conformadas por decenas, o en el mejor
de los casos, centenas de nodos [15]. Sin embargo, desde finales del siglo
XX el interés se ha trasladado hacia la investigacion de las propiedades
estadisticas de redes mucho mas grandes. Esto ha sido posible por el uso
de la computadora, mismo que ha permitido recopilar informacion de re-
des que tienen millones, o incluso miles de millones de nodos, con igual
numero de conexiones.

De acuerdo con Newman [15], un factor importante que a menudo se
menosprecia para explicar este cambio de enfoque es que, mientras que
uno puede dibujar con puntos y lineas una red de decenas de nodos y res-
ponder preguntas solo de la apariencia que tiene, lo mismo no se puede
hacer para una red conformada por millones de nodos. El desarrollo re-
ciente de herramientas estadisticas es un intento para encontrar algo que
juegue el papel de la vista en los analisis que se hacian en el siglo pasado.
Los métodos estadisticos son una respuesta a la pregunta: ";Cémo puedo
decir a qué se parece esta red, si no la puedo ver realmente?".

Newman divide los estudios sobre redes complejas en tres areas de in-



vestigacion relativamente disconexas [15]. En primer lugar, es importan-
te encontrar las propiedades estadisticas de las redes, distribuciones de
longitudes de caminos y de grados, asi como las herramientas apropiadas
para medir estas cantidades. En segundo lugar, se desarrollan modelos de
redes que pretenden capturar un aspecto u otro de las redes del mundo
real, y que nos ayudan a entender el significado de las propiedades del
primer campo de estudio. Finalmente, se pretende predecir el comporta-
miento de procesos dindmicos que se desarrollen sobre las redes, reales o
que provienen de un modelo, a partir de las propiedades estructurales de
éstas. Por ejemplo, los investigadores se preguntan como afecta la estruc-
tura de la red al trafico en Internet, o cuales son la propiedades dinamicas
de sistemas sociales o bioldgicos estructurados como una red. Lahtinen
et al. [10] explica que se espera que la topologia de la red deberia de te-
ner un impacto mayor en practicamente cualquier fenémeno que ocurra
en ella.

Por otro lado, en un campo que pareceria ajeno a las redes complejas,
los modelos de caminatas aleatorias sirven para describir diferentes pro-
cesos en campos del conocimiento tan diversos como la probabilidad y las
finanzas, la fisica, la quimica y la biologia. En mecanica estadistica, por
ejemplo, se utilizan para modelar un movimiento browniano o para hacer
modelos de polimeros [22].

De las multiples propiedades de una caminata aleatoria que pueden ser
de interés, se estudia frecuentemente al tiempo que requiere una camina-
ta para llegar por primera vez a un sitio de interés. Varios problemas en
biologia se formulan en términos de dicho tiempo, por ejemplo: la tasa de
transmision de enfermedades entre animales territoriales [7], problemas
de transporte a través de una membrana celular [20], o modelos del dispa-
ro de una neurona cuando el potencial, que realiza una caminata aleatoria
sesgada, llega por primera vez a cierto umbral [20]. Por otro lado, uno
puede calcular el tiempo de ruina de un jugador en diferentes juegos pro-
babilisticos al encontrar dicho tiempo [13]. Esta clasificacién importante
de problemas se conoce como problemas de primer paso.

Las caminatas aleatorias sirven precisamente como herramientas que
permiten estudiar la estructura de las redes complejas. En este trabajo se
estudian caminatas aleatorias que se desarrollan sobre un tipo particular
de red compleja, y se pretende hacer una aportacion a la tercer area de in-
vestigacion que se presento antes. La idea no es nueva (8, 9, 10, 21,17, 18,
5]; se han estudiado cantidades como el tiempo de cobertura, el tiempo de
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primer paso o el tiempo de primer retorno, que se relacionan con las pro-
piedades de recepcion y transmision de informacién [17] o con la relacion
de los tiempos de primer paso con la distribucién de caminos geodésicos
[18, 21]. En todos estos casos, se estudian caminantes que tienen que llegar
por primera vez a un sitio meta.

El problema de los tiempos de encuentro de dos caminantes en una red
es un problema poco estudiado, a pesar de que se formula naturalmente
en la red que resulta del producto cartesiano de la red original consigo
misma [1], y por lo tanto sirve para estudiar las propiedades de este pro-
ducto. Ademas, es también un problema de interés comparar los tiempos
de encuentro con los de primer paso: unos y otros muestran relaciones
interesantes [14].

Motivados por esta situacion, nos dedicamos a estudiar los tiempos de
primer encuentro de dos caminantes en una red compleja. Para conseguir-
lo, también tenemos que estudiar los tiempos de primer paso, y como se
comparan unos con otros. A continuacion introducimos las ideas basicas
del problema.

1.1. Descipcion del problema

Una caminata aleatoria es un proceso donde una particula se mueve en
cierto espacio, brincando entre los sitios disponibles de forma aleatoria a
lo largo del tiempo. La posicion de la particula cambia discontinuamente;
no nos interesa como llega de una posicion a otra, pero si nos importa qué
posiciones ocupa antes y después del brinco. Una caminata aleatoria es un
modelo matematico, y como tal procura representar sélo las caracteristicas
mas importantes del sistema real que pretende modelar.

1.1.1. Movimiento browniano

El ejemplo clasico donde se utilizan caminatas aleatorias, y que da una
buena intuicion del modelo, proviene de la fisica estadistica. Las camina-
tas son muy utiles para modelar el movimiento browniano, la trayectoria
de una particula inmersa en un gas y que sufre colisiones con las particu-
las que la rodean.

La particula que seguimos se mueve en linea recta con velocidad cons-
tante, hasta que se encuentre con otra particula: la colision le imprime



un momento y la hace cambiar de direcciéon y de velocidad. Ademas, la
distancia que recorre entre dos colisiones es variable (aunque podemos
hablar de un camino libre medio que tiene que ver con la densidad de
particulas. La la trayectoria de la particula se ve por lo tanto como una
sucesion de segmentos rectos, de longitud variable, con orientaciones re-
lativas que cambian aleatoriamente. Esta trayectoria se puede reproducir
mas o menos fielmente segin los detalles que se decidan incorporar con
una caminata aleatoria en el espacio real. En la figura ?? se representa una
caminata aleatoria en dos dimensiones.

Aqui iria como ejemplo una figura del movimiento de un gas de es-
feras rigidas, donde una de ellas tiene un marcador y deja impresa la
trayectoria que sigue.

1.1.2. Generalizacion de las caminatas aleatorias

Ciertos problemas de probabilidad se pueden formular como una ca-
minata aleatoria en un espacio discreto [13, 20]. Siguiendo este camino,
una clase de espacios discretos que se pueden estudiar por medio de cami-
natas aleatorias son las redes complejas. En una red, los sitios disponibles
para el caminante son los nodos. En el modelo mas simple, una vez que el
caminante ocupa cierto nodo puede brincar a los vecinos de éste siguiendo
las conexiones de la red.. Dos ejemplos se encuentran en la figura 1.1.

El tipo de red que nos interesa en este trabajo es la red de mundo pe-
queno, figura (b) en la figura 1.1. En este tipo de red cada nodo esta co-
nectado con cierto numero de nodos cercanos, y ademas hay un nimero
de “atajos” que conectan nodos alejados. La red de mundo pequeno es un
modelo que pretende incorporar la propiedad de mundo pequeno, mucho
mejor conocida como el fenémeno de los “seis grados de separacion” [22]
(la creencia de que uno puede relacionarse con una persona que parece-
ria muy alejada, utilizando como conexién a muy pocos individuos, por lo
general no mas de seis).

1.1.3. Tiempos de primer paso y de primer encuentro

La trayectoria de una caminata aleatoria es, valga la redundancia, alea-
toria. Sin embargo, se puede decir cual es la probabilidad de que siga cier-
ta trayectoria y también se puede decir la estadistica que tiene que seguir
un conjunto grande de caminatas. En este trabajo nos interesan el tiempo
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(a) (b)

Figura 1.1: Caminatas aleatorias en redes: Las caminatas aleatorias no se
restringen al espacio real, se pueden formular en espacios discreto como
en la redes que mostramos aqui. (a) El caminante (punto rojo) puede brin-
car al cualquiera de sus tres vecinos en esta grafica matematica. (b) En esta
red de mundo pequeno, el caminante también tiene tres nodos vecinos a
los que puede brincar.



() (b) (c)

Figura 1.2: Encuentros de dos caminantes: Tres posibles maneras en las
que dos caminantes (puntos azul y rojo) se pueden encontrar en una red.

que tarda un caminante en llegar a cierto sitio y el que le toma a dos ca-
minantes encontrarse. (Las diferentes maneras en que dos caminantes se
pueden encontrar se explican en la fig. 1.2.) Ambos casos son ejemplos de
una clasificacion importante de problemas que se llaman de primer paso.
Para un caminante en el primer caso, o para una pareja de caminantes en
el segundo, no podemos sabemos cual es el tiempo que vamos a encontrar.
No obstante, podemos calcular cual es el tiempo que esperamos encontrar,
el tiempo que en promedio deberiamos obtener.

1.1.4. Como tratar el problema

Nos acercamos a la cuestion de tres maneras distintas. En primer lugar,
podemos utilizar la computadora para simular directamente una caminata
aleatoria. Hacemos un gran nimero de caminatas (“gran namero” signi-
fica cientos de miles o millones de repeticiones), y tomamos el promedio
de los tiempos que encontramos. Este enfoque se conoce como simulacion
Monte Carlo. En segundo lugar, podemos decir exactamente como evolu-
ciona a lo largo del tiempo la probabilidad de encontrar al caminante en
cierto nodo de la red. Una vez conocida la probabilidad, la utilizamos pa-
ra encontrar los promedios que buscamos. Esta idea se llama enumeracion
exacta. Finalmente, podemos plantear un sistema de ecuaciones, donde
los tiempos promedio estan expresados unos en funciéon de otros. Es po-
sible resolver el sistema utilizando algebra lineal y encontrar con un solo
calculo los promedios para todos los nodos de la red. Este método se llama



el método matricial.

1.2. Plan de la tesis

La tesis se divide en dos partes que separan por un lado, el trabajo
que ya existia sobre el tema, y por otro, nuestras aportaciones. Hay, sin
embargo, algunos temas que se cuelan en la seccién que no pertenecen
porque anteponemos la coherencia logica del trabajo.

La parte I es una sintesis del trabajo previo al nuestro. En el capitulo 2
presentamos las caminatas aleatorias y las redes complejas. Mas adelante,
describimos la red de mundo pequeno, nuestro sujeto de estudio, y damos
las herramientas matematicas para trabajar con las caminatas aleatorias
en este tipo de red. También definimos los tiempos de primer paso y de
primer encuentro, y los tiempos promedio generales y los promedios sobre
configuraciones.

El capitulo 3 comienza con los resultados analiticos que se obtienen
para la red de mundo pequeno mas simple. Después presentamos los mé-
todos numéricos que sirven para encontrar los tiempos de primer paso y
primer encuentro, en redes que son mas complicadas. Discutimos breve-
mente al final del capitulo, cuales son las ventajas y aplicaciones de los
diferentes métodos, y con esto terminamos la primer parte.

La parte II comienza con el capitulo 4 donde hacemos la validacion
de los métodos numéricos. El capitulo 5 contiene los resultados que obte-
nemos al estudiar ejemplares especificos de redes. Al principio discutimos
los resultados que se obtienen para redes que no tienen atajos; mas adelan-
te, para redes que tienen atajos, estudiamos un caso que deja claro que las
caminatas de primer paso no son simétricas respecto a la condicién inicial
y el sitio meta, y comparamos los tiempos de primer paso con los tiempos
de primer encuentro, encontrando un parecido en un caso particular.

Los tiempos generales y los promedios sobre configuraciones se en-
cuentran en el capitulo 6. Es aqui donde comparamos diferentes redes, e
investigamos cdmo afecta a los tiempos de la densidad de atajos. Encontra-
mos una relacién interesante entre los promedios generales y la longitud
media de las redes. Al tomar el promedio sobre configuraciones, encon-
tramos de nuevo un parecido entre los tiempos de primer paso y los de
primer encuentro.

En el capitulo 7, investigamos la correlaciéon de los tiempos prome-
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dio con la distancia que separa los sitios fisicos de la red, y también la
distancia que separa en cada momento a los caminantes que tienen que
encontrarse. Mostramos que esta ultima hace una caminata aleatoria de
primer paso, y con ello encontramos una explicacion para el parecido de
los tiempos de uno y dos caminantes.

Por ultimo, damos un resumen de los resultados mas destacados del
trabajo, y direcciones que puede ser interesante investigar mas adelante.
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Parte I

Antecedentes
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Capitulo 2

Caminatas y redes

En este capitulo presentamos las caminatas aleatorias y las definicio-
nes basicas de redes, la red de mundo pequeno y las herramientas para
estudiar caminatas en redes. Definimos las dos cantidades que nos intere-
san a lo largo de la investigacion: el tiempo promedio de primer paso, y el
tiempo promedio de primer encuentro.

2.1. Caminatas aleatorias en el espacio real

Quizas las caminatas aleatorias mas sencillas, o por lo menos las que
podemos entender mejor porque para ellas tenemos la mayor intuicion,
son las caminatas en es espacio real. Es interesantes que no hay un Gnico
tipo de caminata en el espacio real, hay multiples definiciones que captu-
ran mejor o peor un aspecto u otro de lo que sea que se quiera estudiar.
Para comenzar, hay dos familias importantes, segin se utilice una version
discreta o continua del espacio.

2.1.1. Espacio discreto

Para fijar ideas, consideremos dos dimensiones. En el plano, una cami-
nata discreta tiene lugar en una cuadricula. A partir del sitio que ocupa,
que llamamos el centro, el caminante se puede mover a cualquiera de sus
vecinos. Lo mas comun es tomar a los vecinos mas cercanos del centro,
esto es, en forma de cruz griega +. Esta vecindad se 1lama vecindad de Von
Neumann [2]. Un ejemplo de caminata que se obtiene con esta definicion
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Figura 2.1: Trayectoria de una caminata aleatoria discreta después de (a)
100, (b) 1 000y (c) 10 000 pasos. Se colorea en rojo el punto donde empezd
la caminata (el origen) y en azul el punto donde termina.

se muestra en la fig. 2.1. También es comun incluir en la vecindad a los
sitios en las diagonales del centro, de manera a rodear completamente al
centro. Esta vecindad se conoce como vecindad de Moore [2].

2.1.2. Espacio continuo

Cuando se utiliza espacio continuo, los brincos son vectores 5 € R4 (d
es el namero de dimensiones del espacio). Hay diferentes maneras de de-
finir como se escoge el paso §; dos casos tipicos son tomar los pasos Ax
y Ay uniformemente en el intervalo [—a,4], o expresar al paso 5= (r0)
en coordenadas polares y escoger el angulo uniformemente en [0,27). A
menudo se toma el radio constante, r = 1. Vale la pena decir que siempre
hay transformaciones que nos llevan de un tipo de caminata a la otra. La
segunda definicién con 5= (1,0) se usa para la caminata de la fig. 2.2.

2.1.3. Tiempo

A menudo se obvia que las caminatas aleatorias no ocurren solamente
en el espacio, pero también en el tiempo. De la misma forma que para el
espacio, las caminatas se pueden definir para tiempo discreto o continuo.
En la primera versioén (que es la que se utiliza en los modelos de este tra-
bajo), el caminante da un brinco en cada paso de tiempo. En la de tiempo
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Figura 2.2: Trayectoria de una caminata aleatoria continua después de (a)
20, (b) 200y (c) 2 000 pasos. Los pasos tienen norma unitariay 6 € [0, 27).
Se colorea en rojo el punto donde empez6 la caminata (el origen) y en azul
el punto donde termina.

continuo, la particula espera un tiempo At entre cada brinco. At se obtie-
ne a partir de una distribucidon de probabilidad definida por una tasa (es
comun utilizar una distribuciéon exponencial).

2.1.4. El teorema del limite central

Una de las propiedades mas interesantes de las caminatas aleatorias es
que no importa demasiado como se definen-si se utilizan pasos discretos o
continuos, y en este caso de qué manera se toma el paso s-ya que, para un
numero suficientemente grande de pasos todas las caminatas se parecen
[22]. Esto se puede ver cualitativamente al comparar las figuras 2.2c y
2.1c. Sin embargo, el parecido es mas que cualitativo; todas las caminatas
que satisfacen cierto criterio técnico—que la distribucién del tamano de los
pasos tiene una varianza finita—satisfacen el teorema del limite central. En
la figura 2.3a, podemos apreciar que un nimero grande de caminantes del
tipo 5= (r,0) en coordenadas polares se distribuye con una simetria radial
después de unos pocos pasos. Los caminantes se distribuyen siguiendo
una distribucién normal: el perfil de la coordenada x en la figura 2.3b se
dibujo junto con el ajuste de dicha distribucion y el acuerdo es muy bueno.
Este comportamiento no es especial del paso polar s'= (r,0) y para las otras
definiciones de caminatas, incluida la caminata discreta, se puede obtener
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Figura 2.3: Teorema del limite central: (a) posiciéon de diez mil caminantes
distintos, después de 10 pasos, usando la definicion polar de pasos con-
tinuos y (b) histograma de la coordenada x de los puntos, con un ajuste
normal en rojo.

algo completamente analogo.

2.2. Redes complejas

Una red es un par ordenado G = (V,E) donde V es un conjunto de
nodos y E C V x V es un conjunto de conexiones' que unen a los nodos
[3]. De vez en cuando utilizaremos sitio como sinénimo de nodo

Normalmente los nodos se asocian con un namero entero, lo cual es
practico para identificarlos con un indice. Uno puede representar una red
acomodando los nodos en una circunferencia. En este trabajo los numera-
mos siguiendo el circulo en el sentido de las manecillas del reloj, utilizan-
do la convencion de que el primer nodo lleva el indice 0. Asi, sila red G
esta formada por N nodos, el ultimo lleva el indice N — 1:

V={0,1,.., N-1)}. (2.1)

Al nodo 0 lo llamaremos el origen de la red.

'Los simbolos V y E vienen de vertex y edge, vértice y arista en inglés, que se utilizan
en teoria de graficas. G mismo viene de graph.
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Figura 2.4: Distancia geodésica: Hay tres caminos que conectan los sitios
1y 5: el primero pasa por 2,3y 4y es de longitud 4, el segundo toma el
atajo y pasa por 3y 4y el altimo pasa por 0 y 6. Los dos altimos son de
longitud 3, por lo tanto, la distancia geodésica es d(1,5) = 3.

Dado E, el conjunto de conexiones de la red G, definimos el conjunto
de vecinos del sitio i como

N(i)={je€{0,..., N—-1}: (i,j) € E}.

El grado de un sitio es el nimero de conexiones que tiene:

deg(i) = [N(i)l.

donde |...| denota la cardinalidad de un conjunto.

La distancia geodésica d(i, m) que separa los nodos i y m es la longitud,
en numero de conexiones, del camino mas corto que une dichos nodos.
Puede que este camino no sea unico, de hecho es frecuente que haya mas
de un camino de longitud minima entre una pareja de nodos, por ejemplo,
en la figura 2.4.

La longitud media de la red L(G) es el promedio de las distancias geo-
désicas:

N-1N-

L(G) = % Z Zd(i,m) (2.2)

1= m=

—_



Un subconjunto no disconexo TV formado de tres nodos es un trian-
gulo si cada nodo en T esta conectado con los otros dos.

2.2.1. Lared de mundo pequeno

Una red de mundo pequeno tiene la propiedad de que la mayoria de
los pares de nodos estan conectados por un camino corto, al mismo tiem-
po que la la fracciéon de nodos agrupados en tridngulos se mantiene alta.
La primera propiedad es tipica de una grafica aleatoria, la segunda lo es
de una grafica regular. Es por este motivo que una red de mundo pequeno
tiene una estructura muy particular. Una familia de redes con diferente
numero de nodos N se define como una familia de redes de mundo pe-
queno si la longitud media L escala como

L logN

La figura 2.5 muestra este comportamiento.

Para modelar el efecto de mundo pequeno, Watts y Strogatz [24] inven-
taron un modelo simple que da lugar a una familia de redes, generadas por
un parametro p, que abarca desde una grafica regular hasta algo parecido,
aunque no del todo, a una grafica aleatoria.

Se comienza con una red regular con N nodos y 2k vecinos cercanos,
la red con parametro p = 0 que es exactamente la de la figura 2.6a. Para
obtener al resto de las redes de la familia, se recorre cada conexién y se
decide si se modifica con probabilidad p. Modificar la conexion es dejar
un extremo fijo y escoger el nuevo nodo al que se conecta el otro extremo
de manera uniforme en toda la red con la restriccién de que se prohibe
duplicar conexiones ya existentes.

En otra version, se puede reconectar los dos extremos de cada unién,
permitiendo repetir una conexion y también que un nodo sea su propio
vecino. Esto tiene la ventaja de que para p = 1 se obtiene una familia de
verdaderas graficas aleatorias de Erdés—Rényi.

Sethna [22], como lo hicieron antes Monasson [12] y Newman y Watts
Newman and Watts [16], propone una variante mas del modelo. En su
version se mantienen todas las conexiones con los vecinos cercanos, y se
agregan pNk “atajos” o nuevas conexiones de largo alcance para las cuales
cada extremo se escoge uniformemente en toda la red. La tinica condiciéon
que se prohibe es conectar a un nodo consigo mismo, pero se puede dupli-
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Figura 2.5: La propiedad de mundo pequeno: Una familia de redes con N
nodos tienen una longitud media L que escala como log(N). Obtenemos
las diferentes redes con el modelo de nuevas conexiones que se define un
poco mas adelante. Cada red tiene namero de vecinos k = 1 y densidad de
atajos p = 0.01.
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Figura 2.6: Redes de mundo pequeno con N = 20 nodos. Las primeras cua-
tro redes (de derecha a izquierda y de arriba a abajo) tienen k = 1 vecinos
cercanos y densidad de atajos p (a) 0, (b) 0.1, (c) 0.4 y (d) 1. Las taltimas
tienen p = 0.2y (e) k =2y (f) k = 3 vecinos cercanos.
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car una conexion que ya existia. De esta manera, del total de conexiones
N x2k/2 = Nk, p es la fraccién de nuevos atajos que se van a agregar:

# nuevas conexiones pNk

# conexiones entre vecinos cercanos Nk

En esta version p no es una probabilidad—el nimero de atajos esta fijo—
pero el parametro p codifica la densidad de atajos y su definicion lo hace
lo mas parecido posible a la probabilidad de Watts y Strogatz.

Como los atajos pueden repetir una unidén que ya existia, el nimero
real de nuevas conexiones puede ser igual o menor a pNk.

Una ventaja de este modelo es que ningin nodo puede terminar des-
conectado del resto, pero una desventaja es que la familia de graficas que
tienen p = 1 ya no son graficas aleatorias. Sin embargo, las diferentes ver-
siones son lo suficientemente parecidas cuando el parametro p es pequeno
[15].

La version de Sethna es la que se utiliza en este trabajo. En la figura
2.6, podemos encontrar diferentes versiones que se obtienen para distintas
combinaciones de los pardmetros p y k.

2.2.2. Producto cartesiano de dos redes

De Abdullah et al. [1] tomamos la siguiente definicién: para un par de
redes G y H finitas, se define el producto cartesiano P = G x H tal que

L] Vp:VGXVH

= ((a,x),(b,p)) € Ep
* (ab)eEgyx=yo
ca=by(xy)€Ey.
Uno puede imaginar el producto P como en la figura 2.7: hacemos una
copia nueva de una de las dos redes originales, por ejemplo G, una vez
por cada nodo de la otra, H. Para la copia de G que corresponde al nodo

x € Vi, Gy, y paraa € Vg, agregamos la conexion que une a € G, cona € G,
para todos los nodos y € Vy tales que (x,vy) € Ey.
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Figura 2.7: Producto cartesiano de dos redes: (a) Las redes originales Gy
H y (b) su producto cartesiano.

2.3. Caminatas en redes

Regresamos al tema de las caminatas aleatorias. Queremos ahora dis-
cutir la caminata que tiene lugar sobre una red de mundo pequeno. En
esta seccion, vamos a dar las herramientas matematicas que nos sirven.

2.3.1. Formalismo de las caminatas aleatorias

Nuestro objeto de estudio es la secuencia de variables aleatorias discre-
tas Xy, Xj, ..., que denotamos (X,,),>¢. El valor que toma una la variable
aleatoria X, es la posicién que ocupa un caminante en la red G, al tiempo
n,y por lo tanto pedimos que X,, € V. Vn > 0.

La secuencia (X},),>0 €s una caminata aleatoria si se cumple:

(1) P(Xo) =i
() P(Xpyp1 | Xo =ig, Xy =ip, o0, Xy = 1) = P(Xppp1 | Xy = 1)

La condicién (ii) se llama propiedad de Markov, y formaliza el hecho de
que el proceso no tiene memoria: el paso que toma el caminante en un
tiempo dado no depende de la trayectoria que sigui6 para llegar al lugar
que ocupa.
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Puesto que una particula en el sitio i escoge su destino en el conjunto
N(i), se tiene que cumplir ademas la restriccion x;,; € N(x;). Esto se redu-
ce a pedir que un caminante se mueva solamente a través de las conexiones
de la red.

Nos interesa calcular la probabilidad de las diferentes trayectorias que
puede seguir una caminata que empez6 en el sitio x(. La probabilidad de
que ocupe el sitio i al tiempo t es P(X; = i|Xy = xg).

Normalmente queda claro por el contexto que estamos hablando de
las trayectorias que se obtienen a partir de la condicién inicial x,, y enton-
ces omitiremos hacer explicito que ésta es una probabilidad condicional,
escribiendo simplemente

P(X, = i).

Una trayectoria puede pasar multiples veces por el sitio i. Como justi-
ficamos en la introduccion, nos interesa estudiar la probabilidad de que el
caminante pase por primera vez por el sitio meta i, que denotamos

F(X, = i).

Queda implicita en esta notacion, como con la probabilidad P, la con-
dicion inicial x(. Esta probabilidad en términos de IP, es la probabilidad
de que al tiempo t el caminante ocupe el sitio meta sin haberlo ocupado
antes al tiempo t, Yt <t. Formalmente:

IF(XtZZ):IP(XtZZ,Xt_l ii,...,XOii). (2.3)

Se le puede dar un peso distinto a cada una de las conexiones (esto se
hace por ejemplo en modelos de circuitos eléctricos, ver el libro de Redner
[20]) pero en este trabajo vamos a asignarles a todas el mismo peso. En la
practica esto significa que cada elemento de N(i) tiene la misma probabi-
lidad de ser seleccionado, y la probabilidad de transicion entre dos sitios
es

1
. 1 €N(i
B j)=w,={degm M 2.4
0 j&N(i).
De esta definicion queda claro que en general las probabilidades de
transicion no son simétricas:
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Wi,j * Wj,i
a menos de que deg(i) = deg(j).
En este trabajo, requerimos que los caminantes se muevan en cada paso

de tiempo. Esto es equivalente a pedir i € N(i).

2.3.2. La ecuacion maestra

Trabajando con un caminante, partimos de la probabilidad de que éste
se encuentre en el sitio i, al tiempo ¢, dado que empezd en el sitio x,
P(X; = i|Xy = xg) = P(X; = i). Una caminata aleatoria es una cadena de
Markov, asi que IP(X;) depende so6lo de las probabilidad al tiempo t —1. El
teorema de la probabilidad total nos da

P(X,=i)= ) TP(X,y =))W,
jEN (i)

) 1 )
P(X; = i) = deg(i)jg(i)ﬂj(xt_i =) (2.5)

Esta ecuacidn se llama ecuacion maestra. La condicion inicial, cuando
el caminante empieza en el sitio x;, es

P(Xg =) = 6.1 (2.6)

2.4. Tiempos de primer pasoy de primer encuen-
tro

En esta seccion definimos las dos cantidades que nos interesa encontrar
en las simulaciones de caminatas aleatorias, en redes de mundo pequeno.

2.4.1. Condiciones de terminacion y promedios de las dis-
tribuciones

Para estudiar los procesos de primer paso, necesitamos agregar condi-
ciones de terminacion a las caminatas aleatorias. En primer lugar quere-
mos estudiar una caminata que empieza en un sitio i y que termina cuando
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llega por primera vez a un sitio meta m. El tiempo que le toma a un cami-
nante cumplir esta condicion se llama tiempo de primer paso, y lo deno-
tamos por 7p(i  m). Un namero infinito de simulaciones de la caminata
define una distribucion de la variable aleatoria tp(i  m). El promedio de
dicha distribucion se denota por 7p(i  m) ,y es la cantidad que quere-
mos obtener. Vamos a referirnos a esta cantidad, como es costumbre, con
las siglas en inglés de tiempo promedio de primer paso, MFPT (Mean First
Passage Time).

En segundo lugar queremos estudiar el primer encuentro de dos ca-
minatas que empiezan respectivamente en los sitios i y m. Los tiempos
que les toma encontrarse se llaman tiempos de primer encuentro, tg(i, m).
Como en el caso anterior, nos interesa el promedio de la distribucién,

te(i,m) . En lugar de tiempo promedio de primer encuentro, lo llama-
mos MFET (Mean First Encounter Time).

Los caminantes que se mueven en la misma red hasta encontrarse son
indistinguibles (un detalle al que tenemos que poner cuidado en las simu-
laciones), y se satisface

te(i,m) = tg(m,i) . (2.7)

Sin embargo, la probabilidad de transicion entre sitios vecinos Wl-,]- no
es simétrica en general, y para primer paso tenemos:

twp(i m) = tp(m Q). (2.8)

2.4.2. Reformulacion del problema de primer encuentro
como un problema de primer paso

Cuando queremos calcular explicitamente la probabilidad de que dos
caminantes se encuentren, es mucho mas facil formular problema de pri-
mer encuentro como un problema de primer paso en un espacio de di-
mension mayor. Queremos definir, por tanto, una caminata aleatoria en
dos dimensiones.

Un caminante en una red G tiene en cada paso de tiempo x € V(G) =
{0,..., N — 1}. Si denotamos la posiciéon del segundo caminante por y €
V(G), definimos, en cada paso de tiempo, el vector posicion

X=(X,Y)e{xy): xpef0,...,N-1)} Z% (2.9)
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El vector X es un nuevo caminante en 72, y sus coordenadas son los sitios
que ocupan cada una de las particulas en la red original.

La dinamica del nuevo caminante es como sigue. En el caso mas simple
en el que lared tiene 2k = 2 primeros vecinos y no tiene atajos, p = 0 (la red
de la figura 2.6a), un caminante sdlo puede brincar al sitio a su izquierda
o a su derecha. Cuando lo hace el otro caminante se queda fijo, de modo
que si el primer caminante es el que brinca, la coordenada x aumenta o
disminuye en una unidad, y y no cambia; a la inversa, si brinca el segundo,
y aumenta o disminuye una unidad y x no cambia. Por lo tanto, en 72 1a
vecindad del sitio X es una vecindad de Von Neumann.

Si el nimero de primeros vecinos aumenta, k > 1, la vecindad se agran-
da e incorpora k sitios arriba, k sitios abajo, k a la izquierda y k a la derecha
de X: se mantiene la forma de cruz griega, pero el tamano de cada brazo
de la cruz crece. Si p > 0, ademas de los vecinos de la cruz, si x o p tienen
atajos en G, hay vecinos alejados de X.

Los caminantes X y Y tienen un encuentro en la red original G siy s6lo
si X = Y. Para el vector X, decimos que hay un encuentro si X pertenece al
conjunto

E={(x,x): xe V(G)}. (2.10)

En Z2, el conjunto E es el conjunto de sitios de la diagonal. Podemos en-
contrar esta representacion en la figura 2.8.

El problema de encontrar los tiempos de primer encuentro de dos ca-
minantes se convierte, por lo tanto, en el problema de encontrar los tiem-
pos de primer paso del caminante en dos dimensiones, para llegar al con-
junto E. Si los sitios i y m son las condiciones iniciales de los caminantes
en G,

te(i,m) = tp(Xy E). (2.11)
donde

X, = (i, m).

Como en el caso de un caminante, definimos la probabilidad de primer
encuentro al tiempo t,

F(X, € E).
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Figura 2.8: Reformulacion del problema: Reformulamos el problema de
encuentro de dos caminantes en una red como el primer paso del vector X
por los sitios del conjunto E. Representamos al sistema como una cuadri-
cula en Z?: el caminante es el punto rojo, sus vecinos son los sitios azules
y los sitios del conjunto E son verdes. Notemos que la vecindad del cami-
nante es una cruz griega o vecindad de Von Neumann, pero ademas incluye
un sitio alejado: en la red original hay un atajo que une los nodos 2y 6.
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7 ... ™m T ... m

Figura 2.9: (a) La meta esta fija y nos fijamos en el primer paso que hace el
caminante desde la condicion inicial i. (b) La condicién inicial esta fija y
nos interesa el ultimo paso que hace el caminante para llegar a la meta m.

Queda implicita en esta notacién la condicién inicial; sabemos que se re-
fiere a la probabilidad condicional IF()Z; € El)_()o = (i,m)).

La probabilidad de primer encuentro se expresa en términos de la pro-
babilidad de ocupaciéon P, como

F(X,eE)=P(X,€E X, ,¢E,...,X, ¢ E). (2.12)

Si G era nuestra red original, la caminata aleatoria en dos dimensiones
formalmente tiene lugar en el producto cartesiano G x G. Hablamos de la
caminata en dos dimensiones en Z? de la misma manera que decimos que
la caminata en G tiene lugar en una dimensién (en el conjunto V(G) Z).
Es mas facil imaginar la caminata en dos dimensiones en el plano discreto,
con todo y los brincos a sitios lejanos cuando uno de los caminantes toma
un atajo, que en lared G x G.

2.4.3. Ecuacion de recurrencia para el MFPT

Siguiendo a Redner [20], podemos expresar los tiempos promedio unos
en funcién de otros. Esto resulta ser Gtil porque podemos encontrarlos
todos al resolver un sistema lineal de ecuaciones.

Nos interesamos primero por el tiempo promedio de primer paso, Tp(i
m) . Podemos fijar el sitio meta m e investigar como se comportan los tiem-
pos de primer paso desde diferentes condiciones iniciales i, o podemos
hacer exactamente lo contrario, fijar la condicién inicial y tomar distin-
tos sitios meta. Analizamos los dos casos por separado. Ambos casos se
encuentran representados en la figura 2.9.
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Sitio meta fijo

El punto de partida es el valor esperado condicional. Dadas dos varia-
bles aleatorias X y Y, se tiene

E[X]= ZE[XlY:y]IP(Y:y). (2.13)

Identificamos a la variable aleatoria X con el tiempo de primer paso
tp(i  m),y alavariable aleatoria Y como el sitio vecino al que brinca el
caminante desde la condicion inicial 7, en el siguiente paso de tiempo. La
ecuacion anterior se convierte en

Eltp(i  m)]= (i m) = ) Elnp(i mli W,
jEN(i)
Hemos cometido un abuso de notacion al escribir la condicién i j. Que-
remos indicar simplemente que buscamos el valor esperado de la variable
aleatoria 7p(i  m), dado que el caminante que empieza en i se mueve al
sitio j en su primer movimiento. Recordamos que N (i) denota el conjunto
de los sitios vecinos a 1.

Concentremos nuestra atenciéon en el sumando E[tp(i  m)|i  j].Siel
caminante brinca de i a j, lo que tendremos como nueva variable aleatoria
es el tiempo que tarda de ir de j a la misma meta m. Sin embargo, hay que
tomar en cuenta que el caminante “perdi¢” una unidad de tiempo en ir
del sitio i a j:

E[tp(i  m)li  jl=E[tp(j m)+1]
= 1p(j m) +1.

Para evitar cargar con demasiada notacion, definimos y; ,, 1= 7p(i
m) . Usando el valor de la probabilidad de transiciéon dada en (2.4), econ-
tramos

L+ pim
Z deg]

jEN(i)
Z Wi (2.14)
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Las condiciones de frontera de esta ecuacion vienen implicitas en el
conjunto de vecinos N (i) de cada sitio i que tomemos como condicién ini-
cial de la caminata. De cualquier manera, ya hemos visto que en la red
de mundo pequeno todos los sitios estan conectados por lo menos con 2k
vecinos cercanos y que el origen, 0, es vecino del sitio N — 1. Tenemos, por
lo tanto, condiciones de frontera periddicas.

Condicion inicial fija
También en este caso partimos del valor esperado condicional, (2.13).
Identificamos la variable aleatoria X con el tiempo de primer paso, pero

ahora identificamos a la variable Y con el sitio desde el cual el caminante
brinca para llegar a la meta m. Entonces:

Elop(i m)= wp(i  m) = ) E[np(i  mlj m]W,
JEN (m)

El valor esperado condicional del lado derecho, nos da una nueva va-
riable aleatoria: el tiempo que tarda el caminante que empez0 en i, en
llegar por primera vez a j. Una vez en j, el caminante toma una unidad de
tiempo mas en llegar a la meta m, por lo tanto

E[tp(i  m)lj m]=E[tp(j m)+1]
= Tp(i ]) + 1.

Usando la notacion que definimos antes, y;,,:= Tp(i  m) , encontra-
mos la ecuacion de recurrencia

1 +;41]
Z Tesl) (2.15)

Comparada con (2.14), esta expresion es un poco mas complicada por-
que esta vez el factor 1/deg(j) no es comun a todos los sumandos, y no lo
podemos factorizar.
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2.4.4. Ecuacion de recurrencia para el MFET

Para encontrar el tiempo promedio de primer encuentro de dos cami-
nantes, aprovechamos la reformulacién del problema que hicmos antes, la
ecuacion (2.11).

Para simplificar la notacion, definimos v; ,, := 7g(i,m) . La ecuacion
del valor esperado condicional aplica igualmente en este caso, y encontra-
mos que el tiempo promedio de un sitio esta relacionado con los tiempos
promedio de sus vecinos exactamente de la misma manera para el MFPT
donde el sitio meta esta fijo:

1
Vi’m =1+ W Z V]"m. (216)

jeN(i,m)

La diferencia con los tiempos de primer paso, debemos insistir, es que
estamos usando sitios en dos dimensiones y nos referimos a ellos con dos
indices. N(i,m) se refiere al conjunto de vecinos en dos dimensiones del
sitio (i,m), y deg(i,m) es el grado del mismo sitio en la red G x G.

Como en el caso de primer paso, las condiciones de frontera vienen
implicitas en el conjunto de vecinos N(i,m). Cada uno de los caminantes
se mueve en una red de mundo pequeno que tiene fronteras ciclicas, por
lo tanto la caminata en Z? tiene fronteras periédicas.

2.5. Promedios

Queremos tener herramientas que nos permitan comparar diferentes
redes de mundo pequeno. Es natural pensar en tomar promedios de los
tiempos de primer paso y de primer encuentro que podamos encontrar.
En primer lugar, podemos tomar un promedio de los tiempos que se ob-
tienen para las diferentes condiciones iniciales. Al hacerlo obtenemos un
solo numero para cada configuracion de red, y podemos comparar dos re-
des con los valores obtenidos. Por otro lado, queremos conocer el efecto
que tienen los parametros de la red, en especial la densidad de atajos p,
sobre un conjunto grande de redes. En este caso, utilizamos un promedio
sobre distintas configuraciones.
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2.5.1. Tiempos promedio generales

Nos interesa resumir toda la distribuciéon de tiempos en un solo na-
mero para comparar dos ejemplares de redes que tienen los mismos pa-
rametros. Para una red compuesta por N nodos, definimos los tiempos
generales de primer encuentro y de primer paso,

1 N-1N-1
T GZWZZ 5 (i, m) (2.17)
=0 m=
y
1 N-1N-1
Tp GZWZZ Tp(i m) (218)
i=0 m=0

Los llamamos respectivamente GFET y GFPT, por la abreviaciéon de los
nombres en inglés. Hacemos notar que el GFPT esta relacionado con el
tiempo promedio de cobertura de la red,

1 N-1
N Z (0 m). (2.19)
m=0

Sin embargo, el GFPT que toma en cuenta todas las condiciones iniciales,
y le resta protagonismo al origen comparado con el tiempo de cobertura.
Consideramos que esto es importante, porque es completamente arbitra-
rio cual es el nodo que funge como el origen.

2.5.2. Promedios sobre configuraciones

Los resultados que tenemos para una red en particular son para pare-
jas de condiciones iniciales. Podemos fijar, al inicio de la simulacién, a un
caminante o al sitio meta en el origen; de esta manera obtenemos funcio-
nes de una sola variable 7 (el segundo caminante y la condicién inicial del
tiempo de primer paso): 7g(0,i) y 7p(i 0) .

Calculamos los tiempos de primer paso y de primer encuentro para ca-
da sitio i, y posteriormente tomamos los promedios sobre 7 en un conjunto
grande de redes. De esta manera podemos estudiar el efecto que tienen los
parametros de la red, especialmente la densidad de atajos p.
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Vamos a reducir la notacién del promedio temporal al tomar c = 7,
para denotar por ¢ al promedio sobre configuraciones:

CE(O,i)

se refiere al promedio de los tiempos de primer encuentro, y

Cp(o,i)

al promedio de los tiempos de primer paso. Es importante destacar que al
promediar sobre configuraciones obtenemos los mismos resultados para
cp(0  i)ycp(i 0), pues estamos promediando el “desorden” de la red.
Eran justamente los atajos acomodados de forma “desordenada” los que
impedian que las transiciones fueran simétricas, W; ; # W; ;. No tenemos
por tanto que distinguir entre la direccion de las simulaciones de primer
paso.
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Capitulo 3

Anillos y metodos numericos

En este capitulo discutimos el caso mas sencillo de la red de mundo
pequeno, el anillo simple con namero de vecinos cercanos k = 1 y den-
sidad de atajos p = 0, para el que podemos encontrar de forma analitica
los MFPT y MFET. Mostramos también que para anillos que tienen k > 1
hay una relacién exacta entre unos y otros. Posteriormente presentamos
los métodos numéricos que sirven para el resto de las redes que no son el
anillo simple, y que no tienen solucion analitica.

3.1. Resultados exactos para anillos

Cuando la densidad de atajos p es cero, podemos mostrar que el MFET
es la mitad del MFPT cuando se comparan sitio por sitio. Ademas, si k =1,
podemos encontrar la expresién analitica de los tiempos promedio.

3.1.1. El anillo simple

La red de mundo pequeno con N nodos, 2k vecinos cercanos, y densi-
dad de atajos p toma una forma muy sencilla cuando k =1y p = 0. En esta
situacion, el sistema es unidimensional y tienen condiciones de fronte-
ra periddicas: cualquier sitio tiene dos vecinos inmediatamente a su lado.
Habiamos encontrado esta red en la figura 2.6a cuando introdujimos el
modelo de mundo pequeno. Para referencia, la incluimos de nuevo en 3.1,
senalando cual es el origen. Llamamos a esta red, un anillo simple.
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Figura 3.1: Anillo simple formado por N = 20 nodos.

Expresion exacta para el MFPT

En el capitulo 2 encontramos la ecuacion de recurrencia (2.14) para el
valor esperado de los tiempos de primer paso cuando el sitio meta m esta

fijo:
Z Hjm:

Para el anillo simple, deg(i) = 2k = 2, y es facil escribir quiénes son los
vecinos del sitio i:

1
Hi,m =1+ (l"zlm+/"z+1m)

Podemos hacer un cambio de Var1ab1e: es claro que por la simetria del
anillo ;i = po,m—i = Wm—i (obviamos el cero en esta notacion, y el tiem-
po de encuentro es funcion soélo de la variable m —i). Con esta notacion,
reacomodando términos tenemos

Hm— (i+1) Zﬂm 1+l"m (i-1) -2. (3-1)

Del lado izquierdo de la ecuacién, reconocemos una derivada discreta
de segundo orden. La solucion a esta ecuacion es

Pm—i = Hmi = —(m—i)2 +A(m—1i)+B.
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Determinamos las constantes A y B con las condiciones de frontera:
Pm =0 B=0y py_nm=0 A=N.Lasolucion completa esta dada

por

Pim=—(m—i)?+N(m-i), m>i. (3.2)

Esta expresion es la solucion que encuentran Pandit y Amritkar [18].

Por definicién el MFPT es positivo, asi que la féormula de arriba es-
ta definida s6lo para m mayor que i. Esto resulta ser un ligero inconve-
niente, ya que en principio no esta definido el tiempo de primer paso al
origen, 7p(i  0), cuando usamos la numeracion usual para los indices,
i €{0,..., N —1}. Sin embargo, no es un inconveniente grave; si queremos
la expresion cuando el origen es el sitio meta, podemos tomar i negati-
vo. Es bastante claro cudl es el nodo a que nos referimos de esta forma:
empezando en en origen recorremos el anillo en el sentido contrario a las
manecillas del reloj hasta encontrar el sitio —i.

Dos casos que nos interesan particularmente, son los casos en que la
caminata parte del origen o llega al origen. Respectivamente encontramos:

pom=-m>+Nm,  m>0 (3.3)

pio=-i>=Ni, i O. (3.4)

El tiempo promedio de primer paso crece cuadraticamente con la dis-
tancia que separa la condicion inicial y el sitio meta: ésta es la caracte-
ristica mas importante de una caminata aleatoria en una dimension. Pero
ademas, como consecuencia de la frontera periddica, encontramos que la
contribucion lineal es proporcional al tamano N de la red. En este trabajo,
veremos que esta propiedad es también muy importante.

Expresion exacta para el MFET

Nos interesa ahora el tiempo promedio de primer encuentro, el MFET.
Para encontrarlo, fijémonos en la distancia geodésica d que separa a los
caminantes en el anillo. Para un par de caminantes en los sitios i y m, con
m>1,

d(i,m)=min{m—1i, N +i—m}. (3.5)
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Es claroque d(i,m)=0 i =m,y también que la distancia esta acota-
da:

N/2 siN es par,
Amax = P (3.6)

% si N es impar.

Los caminantes nunca se mueven simultaneamente; en cada paso de
tiempo se mueve uno después del otro, o se mueve dos veces el mismo
caminante. En cualquier caso, la distancia d que los separa aumenta o dis-
minuye en una unidad cada vez que camina uno de ellos. Por lo tanto,
d hace también una caminata aleatoria en una dimension en el conjunto
{0, ..., dnax}- El tiempo de primer encuentro de los caminantes es igual al
tiempo de primer paso de la distancia d por el origen:

te(i,m) = tp(d 0). (3.7)

En principio, esta nueva caminata se hace en un sistema mas pequeno
que el original, que sélo tiene d,,,, + 1 sitios, pero vamos a ver con de-
tenimiento qué sucede en la frontera d = d,,,. De nuevo, tenemos que
distinguir los casos N par o impar.

Denotemos por d; la distancia que separa a los caminantes al tiempo t.
SiN es pary d; = dp,y, la distancia disminuye forzosamente en el siguiente
paso: d; 1 = dmax — 1. Esto se encuentra representado en la figura 3.2a. La
frontera es absolutamente reflejante.

Por otro lado, si N es impar, en el siguiente paso la distancia puede
quedarse como d,,,, 0 puede disminuir. Ambos escenarios ocurren con
probabilidad 1/2. La figura 3.2b deja claro este comportamiento.

Tanto para N par como impar, podemos reflejar el sistema y tomamos
el tiempo de primer paso en cada extremo.

Si N es par, reflejamos exactamente sobre d = d ., (fig. 3.3a); el nuevo
sistema contiene 2d,,, +1 = N + 1 sitios. Si N es impar reflejamos a la
derecha de d = d,,,,, de manera a que este sitio tenga su reflejo (fig. 3.3b).
El nuevo sistema también contiene 2d,,,, + 2 = N + 1 sitios.

Nos interesamos, entonces, en el primer paso por el primer y altimo
sitio. Podemos identificarlos como el mismo sitio al tomar condiciones de
frontera ciclicas, y esto nos deja con un anillo con N sitios. Asi, encon-
tramos que se puede considerar que la caminata aleatoria de la distancia
también ocurre en un anillo simple de tamano N. De esta manera conclui-
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(a) (b)

Figura 3.2: Anillos simples par e impar: (a) Anillo simple con N = 8 nodos
y (b) con N = 9 nodos. En ambos casos d,,x = 4 pero a partir de la raya
punteada vemos que la situacion es diferente segtin la parida; si N es par
hay un sdélo sitio separado d,,,, del origen, si N es impar hay dos.

Figura 3.3: Reflejamos el espacio d: (a) Para un anillo con nimero par
de nodos, reflejamos sobre d,,,,; (b) para un anillo impar reflejamos a la
derecha de d,,,x. En las dos figuras d,,, = 4. El intervalo tiene fronteras
absorbentes en 0 y N + 1; podemos identificar ambos sitios tomando con-

diciones de forntera periddicas y recuperamos un anillo simple de tamano
N.
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mos que el tiempo de primer encuentro de dos caminantes es equivalente
al tiempo de primer paso por el origen, de un solo caminante.

En toda la discusion anterior, obviamos por simplicidad un punto im-
portante. De la manera en que definimos las caminatas en las simulaciones
de MFET, en cada paso de tiempo ocurren dos brincos. Esto implica que
en la caminata equivalente en el espacio de distancia que presentamos, el
resultado es dos veces mas grande del que deberia de ser segin nuestra de-
finicion. Puesto de otra manera, el resultado que se obtiene para el primer
encuentro es la mitad de lo que se obtiene para una caminata de primer
paso por el origen.

Encontramos, entonces, para el anillo simple:

) 1
e (i,m) = Spim

(i, m) :—%(m—i)2+%(m—i), m>i. (3.8)

3.1.2. El anillo general con k > 1

Si el nimero de vecinos cercanos es k > 1, la estrategia que utilizamos
para resolver (3.1)-tomar el lado izquierdo de la ecuacién como la aproxi-
macion discreta de la segunda derivada-ya no funciona. De acuerdo con
Pandit y Amritkar [18], el anillo general que tiene k > 1 no tiene solucién
analitica (aunque ellos proponen que escala de una cierta forma y encuen-
tran un ajuste relativamente bueno con los datos numéricos). Sin embargo,
el MFPT y el MFET estan relacionados de la misma manera que en el caso
del anillo simple, esto es, tg(i,m) = % tp(d(i,m) 0.

Para demostrar esta expresion, no vamos a utilizar el argumento de la
distancia geodésica que funcion¢ para el anillo simple. Para k general

N -1
dmax - "T-‘I (39)
y el espacio de distancia es cada vez mas pequeno cuando k crece, por lo
que no es tan facil recuperar una caminata en un espacio de tamano N.
Podemos recurrir a un argumento mas sencillo y mas poderoso (que
por supuesto aplica para el anillo simple, pero era importante introducir el
argumento del espacio de distancia que utilizaremos mas tarde). Cuando
simulamos dos caminantes, por la simetria del anillo, podemos escoger
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a uno de ellos y mantenerlo fijo, pensando que los dos brincos en cada
paso de tiempo los hace el otro caminante. Podemos pensar esta version
de la siguiente manera: en la caminata normal, siempre que el caminante
que escogimos es el que brinca, después de que brinca rotamos al sistema
para que recupere la posiciéon que ocupaba antes. Asi el caminante que
escogimos no cambia de posicion, y aparentemente es el otro el que se
mueve. Si fijamos al primer caminante en el origen, es evidente que el
segundo esta haciendo una caminata de primer paso que termina cuando
llega al origen, con la acotacion de que en cada paso de tiempo se mueve
dos veces y por lo tanto los valores que encontramos para MFET son la
mitad de los de MFPT.

3.2. Metodos numeéricos

Para los anillos que tiene k > 1 encontramos la relaciéon entre el MFET
y el MFPT, pero no tenemos una solucion analitica para ninguno de ellos.
Aqui, y en general para cualquier red que no sea el anillo simple, nece-
sitamos métodos numéricos para calcular los tiempos promedio. En esta
seccion presentamos tres métodos alternativos.

3.2.1. La simulacion Monte Carlo

La simulaciéon Monte Carlo es la base en este trabajo de la simulacién
numérica. Ocupa en cierto sentido el lugar del experimento en el labora-
torio, y a lo largo del trabajo los otros métodos numéricos se validan al
compararlos con los "datos"que se obtienen con esta simulacion.

Mas que un solo tipo de simulacion, Monte Carlo se refiere a una ex-
tensa familia de simulaciones. La idea detras de todas ellas es utilizar nu-
meros aleatorios o pseudo-aleatorios para modelar procesos que son com-
plicados, o que no son deterministas. Las caminatas aleatorias, como un
proceso estocastico, entran en la segunda categoria.

En la computadora utilizamos nameros aleatorios para decidir la tra-
yectoria de un caminante en la red de mundo pequeno. A partir de ésta,
podemos “medir” directamente cuanto tiempo tardo6 en llegar a un sitio
meta, y encontramos el tiempo de primer paso de esa caminata en parti-
cular. De la misma forma, usando dos trayectorias para dos caminantes,
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econtramos el tiempo de primer encuentro para dos ejemplares de cami-
natas.

Los tiempos promedio de primer paso MFPT, y de primer encuentro
MFET, se encuentran al calcular el promedio de un namero L de corridas
como las que acabamos de mencionar. Hay que decir, sin embargo, que es-
ta simulacion es costosa computacionalmente. Los tiempos de cada reali-
zacion son variables aleatorias independientes, tomadas de distribuciones
bien comportadas para las que existe el primer y segundo momento. Pode-
mos calcular la varianza del promedio, y encontramos que es proporcional
al inverso del numero de corridas L, por lo tanto, el error relativo que se
comete con las simulaciones Monte Carlo, disminuye como

1
=
Se necesita un numero de corridas L muy grande para que el resultado de

la simulacion sea preciso: obtener una cifra significativa mas requiere cien
veces mas corridas.

€rel

Sincronizacion de las caminatas en el tiempo

¢Coémo asignamos una escala de tiempo a las simulaciones? La simu-
laciéon de MFPT no presenta ningiin problema, s6lo depende de un cami-
nante y es natural definir que un paso de tiempo corresponde exactamente
a un brinco del caminante.

El MFET que depende de dos caminatas tiene que tratarse con mas cui-
dado. La primer idea que uno tiene es definir el tiempo como en el caso
de primer encuentro, haciendo simplemente que los dos caminantes brin-
quen una vez en cada tiempo, pero esta idea tiene problemas. Si las cami-
natas se hacen simultaneamente, dos particulas en sitios vecinos pueden
intercambiar sus posiciones sin encontrarse. Para que esto no suceda, los
caminantes tienen que moverse uno por uno, y no pueden moverse siem-
pre en el mismo orden porque introduciriamos una distincién entre dos
caminantes que eran indistinguibles en principio. Tenemos que escoger al
azar cual de los dos caminantes es el que se mueve.

Una segunda idea es por lo tanto que un paso de tiempo sea un brinco
de un caminante. Sin embargo, con esta solucion la escala de tiempo se
dilata de manera poco realista. Imaginemos que hacemos no dos sino diez
caminatas simultaneas. En cada paso de tiempo, escogemos entre los diez
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caminantes quién es el que se va a mover, cuando lo natural seria que
en promedio los diez caminantes se movieran en cada paso de tiempo. La
solucion es seleccionar a un caminante para que se mueva, en cada tiempo,
tantas veces como se tienen caminantes. De esta manera permitimos que
nuestra simulacion de tiempo discreto sea lo mas parecida a la de tiempo
continuo, donde cada caminante brincaba con una cierta tasa. En nuestro
caso de dos particulas, escogemos dos veces a un caminante. Puede ocurrir
que sea dos veces el mismo caminante el que se mueva, como también
puede suceder que se muevan ambos caminantes.

Algoritmos
A continuacion presentamos los algoritmos para llevar a cabo una rea-

lizacion de tiempo de primer paso o de primer encuentro.

Tiempo de primer paso La posiciéon del caminante se guarda en la va-
riable nodo_actual y el sitio meta en la variable nodo_meta. El algoritmo
es el siguiente:

1. Inicializa el tiempo como t = 0.

2. Si nodo_actual es distinto de nodo_meta, pasa a 3. De lo contrario
pasa a 4.

3. Mueve al caminante: escoge dentro de los vecinos de nodo_actual
un sitio y almacénalo en lugar del valor que contenia nodo_actual.
Incrementa el tiempo t en una unidad, vuelve al paso 2.

4. Regresa t.

Tiempo de primer encuentro Almacenamos la posicion de los caminan-
tes en dos variables: primer_nodo y segundo_nodo. El algoritmo es como
sigue:

1. Inicializa el tiempo como t = 0.

2. Siprimer_nodo es distinto de segundo_nodo, pasa a 3. De lo contra-
rio regresa t y termina el algoritmo. (Los caminantes empezaron en
el mismo sitio.)
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3. Repite dos veces las siguientes instrucciones. Si el algoritmo no ter-
mina, pasa a 4.

a) Escoge un caminante al azar. Si escogiste al primero, actualiza
la variable primer_nodo: escoge de entre sus vecinos a un nue-
vo sitio, y almacénalo en lugar de primer_nodo. Si escogiste al
segundo, haz lo propio para segundo_nodo.

b) Si primer_nodo es igual a segundo_nodo, regresa t + 1y ter-
mina el algoritmo.

4. Incrementa el tiempo t en una unidad, y vuelve al paso 3.

3.2.2. Enumeracion exacta

Hacer simulaciones de tipo Monte Carlo es costoso computacionalmen-
te. Una alternativa es utilizar el método de enumeracion exacta, que co-
rresponderia al limite L de Monte Carlo. (L es el nGmero de corridas
sobre las que se promedia.) De acuerdo con Majid et al. [11], se obtiene
mucha mas “informacién” para la misma cantidad de recursos compu-
tacionales con el método de enumeracion exacta que con una simulacion
Monte Carlo.

Un caminante

El método de enumeracion exacta consiste en resolver numéricamente
la ecuacion maestra (2.5)

. 1 .
IP(Xt - l) - deg(l) ];(Z)H)(Xt—l - ]))

dada la condicion inicial (2.6)

IP(XO = 1) = 5x0,1'.

La condicidn inicial sugiere que utilicemos un vector para almacenar la
distribucion de probabilidad al tiempo ¢, cuya componente i-ésima sea la
probabilidad de que el caminante ocupe el sitio i. Si la red tiene N nodos,
utilizamos un vector de N componentes:
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Figura 3.4: Enumaracion exacta para un caminante: Para el anillo simple,
podemos enviar en cada paso de tiempo la 1/2 de la probabilidad que hay
en un sitio a cada uno de sus vecinos, a la izquierda y a la derecha.

preRY,  (p)i =P(X,=1). (3.10)

Como ejemplo, tomemos como red el anillo simple con N nodos y 2k
vecinos cercanos. El caminante en un sitio puede brincar a sus vecinos
a la izquierda o a la derecha con probabilidad 1/2 asi que obtenemos la
sucesion de la figura 3.4.

En la practica es tedioso llevar a cabo los calculos repetitivos para en-
contrar p; a partir de p,_;, pero en la computadora esto no es un problema.

El algoritmo de enumeracion exacta nos permite calcular, de manera
numeéricamente exacta, la distribucién de probabilidades hasta cualquier
tiempo t arbitrariamente grande (aunque finito).

MFPT

Si lo que nos interesa son los tiempos de primer paso por el sitio meta
m, la receta que acabamos de explicar no nos sirve del todo, ya que las
iteraciones del vector de probabilidad contribuyen varias veces en tiempos
diferentes a la fracciéon de probabilidad que encontramos en el sitio que
nos interesa. Necesitamos una modificacion para descartar la fraccion que
correponderia a los caminantes que ya llegaron al sitio meta.

Siguiendo a Condamin et al. [4], después de actualizar las probabili-
dades con el método de enumeracion exacta, hacemos cero la entrada m
de p}, y guardamos esta cantidad por separado como [F(X; = m). Esta es la
probabilidad de primer paso por el sitio m al tiempo ¢, siempre que desde
t = 1 (desde la primera iteracion) hayamos hecho cero la entrada m de p;.
Al tratar de esta manera nuestro vector, obtenemos una distribuciéon mo-
dificada que podemos denotar como IP y que esta definida para cada sitio
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de nuestra red,

P(X; = 1) = (ps);- (3.11)
Por construccion, para el sitio meta

P(X,=m)=0  Vt>0.
Tenemos entonces que IP por si sola ya no es una probabilidad; al sumar
sobre el conjunto de stios de la red, no encontramos uno. Sin embargo, si
tomamos en cuenta la probabilidad que hemos extraido en cada paso, la
normalizacion funciona correctamente. En efecto, se cumple

Z P(X,=i)+F(X,=m)=1  Vt>0. (3.12)
ieV(G)

Queremos ahora obtener el tiempo promedio de primer paso. En prin-
cipio necesitamos la distribucién infinita de FF:

wp(xg  m) :Zt F(X, = m). (3.13)
t=0

El problema es que aunque el algoritmo sirva para alcanzar ¢ arbitra-
riamente grande, tenemos que detenernos en algun tiempo finito. Sin em-
bargo, podemos aprovechar que la distribucion tiene una cola exponen-
cial, F(X, = m) e %" si es t suficientemente grande [4, 23]. Utilizamos
el algoritmo de enumeracién exacta para calcular IF hasta un tiempo t(, y
aproximamos la contribucién del resto de los términos:

I
=
2
I
2
+
o)
2
|
S
o
>
=3
|
B
T
<

t=0 t=tg

La constante C se encontr6 con [F(X;, = m) = Ce~*"0~'). Vamos a lim-
piar un poco la notacion definiendo F(X;, = m) = f. Usando la serie geo-
métrica, encontramos
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to—1

tp(xg ™) :ZtIF(Xt:m)+ fto + fer
t=0

l—e @ (1-e@)?2

Si a es pequeno, podemos conservar solo los primeros dos términos de
la serie de la exponencial, y tenemos:

to—1

tp(xg  m) :;tm(xt:m)+7+§. (3.14)

Encontramos a a partir de la distribucién que ya calculamos. Usando
la aproximacioén de la cola exponencial para los tiempos t; y t;— 10,

de donde

1, F(Xy_10=m)

TR, =m)

(3.15)

Para encontrar un ¢, que nos sirva, corremos algunas pruebas y toma-
mos un valor lo suficientemente grande para que el resultado de tomar
to+1000 no difiera en mas de algunas cifras decimales. El error se mantie-
ne tan pequeno como se quiera, pues es igual a la diferencia entre los dos
valores.

Dos caminantes

El algoritmo que servia antes para las probabilidades de primer paso
no sirve para encontrar el tiempo de primer encuentro de dos caminantes.
El primer problema es que no hay un sitio meta como tal, el encuentro
puede suceder en cada sitio de la red. Ademas, los caminantes son inde-
pendientes y si tenemos sus respectivas probabilidades de ocupar el sitio
i al tiempo ¢, la probabilidad de que se encuentren es

P(X; =i, Y, =i)=P(X, = i)-P(Y; = i).

Esto es un segundo problema porque sdlo una fracciéon de la probabilidad
de ocupacion de un caminante contribuye a un encuentro. Si hacemos una
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entrada de su vector igual a cero quitariamos mas probabilidad de la que
contribuy6 al encuentro.

Para resolver el problema, utilizamos la caminata aleatoria en dos di-
mensiones que se definid en el capitulo anterior. El problema de encontrar
los tiempos de primer encuentro de los dos caminantes se reformula como
encontrar los tiempos de primer paso del caminante en 2D, al conjunto E:

w(i,m) = (X, E).

En Z2 los sitios del conjunto E son sitios meta de la caminata, y asi tra-
tamos el problema de la misma manera que las probabilidades de primer
paso de la secciéon anterior. Como antes, definimos las probabilidades de
primer paso por este conjunto,

F(X, € E),

y utilizamos el algoritmo que ya conocemos donde absorbemos probabili-
dades.

En lugar de los vectores p;, almacenamos las probabilidades en matri-
ces

Pr €My (po)ij=P(X; = i)P(Y; = i) = P(X; = (i, )). (3.16)

En cada paso de tiempo, después de actualizar a la matriz p; (esto es
mandar la fraccion de probabilidad que corresponde de un sitio a sus ve-
cinos), almacenamos la probabilidad que lleg6 a la diagonal y que contri-
buy6 al primer encuentro:

N-1

F(X,€E)=) (p)i

i=0
Después igualamos estas mismas entradas a cero. Obtenemos una distri-
bucién modificada

P(X; = (i, 1)) = (p1)s - (3.17)

De manera equivalente a (3.12), la suma de IP sobre todos los sitios en
7Z? mas la probabilidad de primer encuentro es igual a uno.
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Avanzando paso a paso, obtenemos p; a partir de p;_;. Encontramos el
tiempo promedio, de la misma forma que el MFPT, a partir de la distribu-
cion de probabilidades y una aproximacion para la cola exponencial. La
ecuacion equivalente a (3.14) s6lo necesita indicar que el primer paso es
por el conjunto E de los sitios de la diagonal:

to—1
5

w(X, E) :ZﬂF(}ieEH
t=0

F(X,€E)ty, F(X,eE
(X, €E)to  IF( 2 ) (3.18)
a
Ejemplo aqui.
Para que el método de enumeracion exacta sea compatible con la simu-
lacion Monte Carlo, definimos los vecinos en 2D como

N(i,m)={(i,r):re N(m)} {(r,m):reN(i)}. (3.19)

Recordemos que en la simulacion Monte Carlo, en un paso de tiem-
po los caminantes se mueven dos veces. Sin embargo, hemos usado aqui
que p; se encuentra a partir de p;_; utilizando la vecindad (3.19), donde
esta implicito que sélo se mueve un caminante en cada paso de tiempo.
(Recordemos que si p = 0, ésta es la vecindad de Von Neuman, y en esta
vecindad es facil verlo). Asi, los tiempos que se obtienen con el método de
enumeracion exacta que describimos son el doble de los tiempos de Monte
Carlo. Al implementar el método en la computadora, es facil resolver este
problema llevando a cabo dos iteraciones del algoritmo en cada paso de
tiempo. Cada uno de los dos valores de p que se absorben en la diagonal
se guarda, y en un paso de tiempo se regresa la suma. De esta manera, las
dos simulaciones se hacen equivalentes.

3.2.3. Metodo matricial

En este trabajo, nos interesa sobre todo calcular MFPT y MFET. Mon-
te Carlo y el método de enumeraciéon exacta nos permiten encontrar un
promedio, después de haber obtenido una parte de la distribucién de los
tiempos de primer paso o de primer encuentro. En ese sentido estos dos
meétodos hacen mas de lo que requerimos; podemos encontrar directamen-
te los tiempos promedio. Escribimos un sistema lineal de ecuaciones para
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todos los tiempos promedio (de primer paso o primer encuentro) y encon-
tramos la solucion de forma numéricamente exacta. Esta solucion se llama
método matricial [19].

MFPT al origen

Partimos de la ecuaciéon de recurrrencia para un sitio meta fijo (2.14),
que se encontro en el capitulo 2. Nos interesan en particular los tiempos de
primer paso por el origen, asi que tomamos m = 0. Reacomodamos (2.14)
para obtener

i,O deg Z ”l] 0— (320)
jeN(i)
Evidentemente,
’Llo!o =0. (321)

Estas dos ecuaciones definen un sistema lineal de ecuaciones:

M'ﬁi,o =G (3.22)

donde Ces un vector constante y M es la matriz de coeficiente de los tiem-
pos promedio. C’tiene todas sus entrada iguales a uno, excepto la primera,
o, que se anula porque el origen es el blanco de la caminata. M tiene unos
en toda la d'ie/lgonal y M, ; ::1/deg(i) Vje N(i).

La solucion es el vector ji; g = (po, pi1, ..., Un-1), dado por

fig=M".C (3.23)

La solucién ji; o se encuentra numéricamente.

Es conveniente definir a M como una matriz dispersa (sparse), porque
la mayoria de sus entradas son iguales a cero. El lenguaje Julia, en el que
se programo toda la investigacion de este trabajo, tiene implementada una
funcion especializada para resolver ecuaciones del tipo de (3.22), y que
utiliza diferentes algoritmos segun la estructura de M.
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MFPT desde el origen

Nos interesa el tiempo de primer paso cuando la condicion inicial esta
fija y hay multiples sitios meta. En particular, queremos que los caminan-
tes empiecen en el origen: fijamos i = 0 en la expresion de y; ,,. Podemos
reordenar (2.15) para obtener:

Hoj 1
Hom= ) degl] = Y Tee) (3.24)

JEN (m) JEN (m)

También en este caso vale (3.21), oo = 0, y escribimos al sistema de
ecuaciones en su forma vectorial,

M- iy =G (3.25)

La primer entrada de C es cero, y para el resto de las entradas, c,, =
)_jen(m)1/deg(j). Notemos que esta suma, en general, no es igual a uno.
La matriz M tiene unos en la diagonal, y para el resto de sus entradas,
M,,; =-1/deg(j) Yj € N(m).

MFET

Partimos de la ecuacion de recurrrencia (2.16), que reacomodamos de
la siguiente maneta:

1
Vipy— T————— V; =1.
. deg(l’m)jez%m "

Queremos escribir una ecuacion de la forma de (3.22) para los tiempos
promedio de primer encuentro, y para conseguirlo necesitamos ordenar
las N2 condiciones iniciales Xo = (i,m) € Z?, de manera que tengamos un
vector. Usamos el mapeo

s=(i+1)+Nm, (3.26)

que es especialmente util para trabajar con el sistema de indices de Julia.
Aplicandolo a los sitios de la ecuacién anterior, encontramos

1
vs_deg(s) Z v;i=1, (3.27)

JEN(s)
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Como hicimos antes para primer paso, reescribimos esta ecuacion en
forma vectorial: queremos encontrar ¥, solucioén de

M- V=2 (3.28)

Veamos qué forma tienen la matriz M y el vector constante ¢. Para
el MFET, todos los sitios de la diagonal, es decir del conjunto E, son los
blancos de la caminata. Estos sitios tienen i = m y por tanto satisfacen
sg = (N +1)i + 1. Para los blancos, v, = 0 Vsg. Las entradas del vector
constante para estos sitios son cero, ¢, = 0.

Por (3.27), el resto de las entradas del vector ¢’ son iguales a uno. La
matriz M tiene la misma forma que antes, unos en la diagonal y —1/deg(s)
en las entradas que corresponden a los vecinos del sitio s.

De particular interés son los tiempos de primer encuentro donde un
caminante comienza siempre en el origen. (Esto es para comparar con el
tiempo de primer paso por el origen). Recordando que los tiempos de pri-
mer encuentro son simétricos y se tiene 7g(0,m) = tg(m,0) , nos intere-
san especialmente las primeras N entradas de V.

Falta decir unas palabras sobre el conjunto de vecinos, N(s) = N(i, m).
Para implementar el método matricial, utilizamos el mismo conjunto que
en enumeracion exacta (3.19). Por lo tanto, heredamos de este conjunto
que s6lo se mueve un caminante por paso de tiempo, y los tiempos de en-
cuentro del método matricial que describimos no son los mismos que los
de Monte Carlo. No podemos utilizar la solucion que funciné para enume-
racion exacta, porque no estamos moviendo a los caminates, y tampoco es
buena idea utilizar otro conjunto de vecinos (uno que incorpore los sitios
posibles depués de dos movimientos) porque es mas probable encontrar
al caminante en algunos sitios de la vecindad que en otros, y se dificulta
escribir la ecuacion de recurrencia (3.27).

Nos conformamos entonces con que los resultados del método matri-
cial correspondan a una simulacién en que sdlo se hace un movimiento en
cada paso de tiempo, y al final dividimos los resultados entre dos. Al tomar
¥ como el resultado final, obtenemos tres métodos que son equivalentes.

Para terminar, hay que hacer notar que para una red con N nodos, el
problema se traduce a dos dimensiones con N2 sitios. Después se constru-
ye la matriz M de tamano N2 x N? = N4, asi que M crece mucho con el
numero de nodos de la red. De este comportamiento queda claro que, en
especial para el tiempo de encuentro, es sumamente importante utilizar
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matrices dispersas.

3.2.4. Ventajas y desventajas de los métodos

Al desarrollar nuestro trabajo, fuimos construyendo uno a uno los mé-
todos numéricos. Es ciertamente muy util tener diferentes soluciones al
mismo problema, porque cada método tiene aplicaciones y limitaciones
diferentes.

La primer herramienta de la que dispusimos fue Monte Carlo, y la ma-
yoria del codigo que desarrollamos se basa en las primeras ideas que tuvi-
mos con este método. Monte Carlo tiene la gran ventaja de ser completa-
mente general y facil de implementar, pero tiene también el inconveniente
de ser costoso en términos de recursos computacionales.

El método de enumeracion exacta es a su manera costoso computacio-
nalmente, pero el resultado que brinda es preciso; ésta es su principal ven-
taja sobre Monte Carlo. Sin embargo, tiene un problema con la paridad por
la aproximacion que se utiliza para la cola exponencial. Expliquémonos:
en un anillo simple con un namero par de nodos, un caminante que se
mueve en cada paso solo puede acceder a un sitio meta en un namero par
o impar de pasos. Este comportamiento se describe en la figura 3.5. Es-
to no es un problema para calcular el tiempo promedio de primer paso,
los tiempos pares (impares) contribuyen al promedio, los impares (pares)
no, y la suma infinita del promedio converge. Pero, en enumeracion exac-
ta utilizamos una aproximacion para la cola exponencial que supone que
todos los valores se sitian sobre la cola.

El método matricial, aunque tiene una utilidad diferente porque no sir-
ve para encontrar la distribucién de tiempos, es muy eficiente en términos
de recursos, cuando sélo nos interesan los tiempos promedio. No obstante,
su escalamiento como N* en el caso de primer encuentro lo hace inutiliza-
ble si el sistema es grande. Empiricamente, el limite para este método en
el caso de MFET es poco mas de N = 200 nodos (aunque esta cifra depen-
de del numero de vecinos de cada sitio, y por lo tanto de los parametros k
y p). Sistemas mas grandes pueden congelar la computadora en la que se
realizan los calculos. Para calcular el MFPT, el método matricial se puede
utilizar para sistemas mas grandes, no tiene esta limitacion.
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Figura 3.5: Tiempos prohibidos en un anillo simple: Por efectos de pa-
ridad de la caminata, los tiempos de primer paso a un sitio sélo pueden
ser pares o impares: (a) anillo simple conformado por N = 8 nodos y (b)
distribucién de los tiempos de primer paso de una caminata que va del
origen al sitio 2; es imposible que la caminata llegue al sitio meta en un
tiempo impar.
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Parte 11

Validacion y resultados
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Capitulo 4

Validacion de los métodos
numericos

En este capitulo mostramos la validacion de los métodos numéricos
que nos sirven para encontrar los tiempos promedio de primer paso y pri-
mer encuentro. La simulaciéon Monte Carlo juega en este trabajo el pa-
pel de los “datos experimentales”; los resultados de los otros métodos se
compararan con los resultados de Monte Carlo para validarlos. Ademas
comparamos los resultados numeéricos con la solucion analitica del anillo
simple.

4.1. Distribucion de los tiempos de primer paso
y de primer encuentro

Tanto Monte Carlo como el método de enumeracion exacta sirven para
encontrar la distribucién (o al menos una parte de la distribucion) de los
tiempos de primer paso y primer encuentro. Monte Carlo lo hace indirec-
tamente: para un namero grande de repeticiones calculamos la frecuencia
con que aparece cada tiempo. Enumeracion exacta da por su parte un re-
sultado que deberia ser exacto. En la figura 4.1 comparamos los resultados
de uno y otro método en el caso de primer paso: graficamos el histogra-
ma de los tiempos que se obtienen con Monte Carlo, y la distribucion de
probabilidades IF(X; = 0) de enumeracion exacta, para la misma red y la
misma condicion inicial. El acuerdo entre los dos métodos es muy bueno:
la curva limpia de enumeracion exacta siempre se encuentra en medio de
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las fluctuaciones de Monte Carlo.

Comparamos los resultados para primer encuentro en la figura 4.2.
Ambos métodos vuelven a dar un buen acuerdo. Llamamos la atenciéon
del lector sobre el hecho de que tanto en el caso de FPT como de FET, en la
figura (b), para la que se utiliza una escala logaritmica en el eje de las orde-
nadas, las curvas acaban en una linea recta. Esta es la cola exponencial de
la distribucion, y es lo que nos permite calcular el tiempo promedio con el
método de enumeracion exacta, utilizando la aproximacion de Condamin
et al. [4].

4.2. Tiempos promedio

Los tres métodos numéricos se utilizan para calcular los valores espe-
rados MFPT y MFET. Calculamos los tiempos promedio, tanto de primer
paso como primer encuentro, usando la red de la figura 4.3 como soporte
de las caminatas.

Las simulaciones de MFPT tienen una condicién inicial y un sitio me-
ta, esto es, tienen dos grados de libertad. Las de MFET tienen dos grados
de libertad también, por la condicién inicial de los dos caminantes. Para
facilitar la comparacion de los tiempos que encontremos, fijamos alguno
de los grados de libertad.

Los resultados del método matricial, enumeracién exacta y Monte Car-
lo se comparan en la figura 4.4 para el MFPT, cuando el sitio meta se fija
como el origen. Calculamos, por lo tanto, 7p(i  0) como funcion de i.
La comparacion para el MFET se encuentra en la figura 4.5; un caminan-
te comienza siempre en el origen y el otro empieza en el sitio i. De esta
manera calculamos 7g(0,7) como funcion de i.

Los valores que se obtienen con el método matricial y con enumeraciéon
exacta se parecen tanto que es dificil distinguirlos en la misma grafica.
Por esta razén calculamos el error relativo de Monte Carlo y enumeracion
exacta respecto al método matricial, en las figuras 4.4b y 4.5b.

Los tres métodos tienen un muy buen acuerdo cuando se calcula pri-
mer paso: en la figura 4.4b constatamos que las fluctuaciones de Monte
Carlo estan centradas alrededor de los resultados del método matricial;
los resultados de enumeracion exacta, por su parte, presentan una oscila-
cion interesante, que también esta centrada.

Para las simulaciones de primer encuentro, los resultados de Monte
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Figura 4.1: Comparacién de la distribucion de probabilidades de primer
paso, usando Monte Carlo con N = 10° corridas (negro) y enumeracién
exacta (rojo): (a) escala natural y (b) escala logaritmica. Las simulaciones
se hacen en la misma red, formada por N = 100 nodos, 2k = 4 vecinos
cercanos y densidad de atajos p = 0.1, y se utiliza la misma condicién ini-
cial: e caminante empieza en xy = 33 y la caminata termina cuando llega
al origen.
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Figura 4.2: Comparacién de la distribucion de probabilidades de primer
encuentro, usando Monte Carlo con N = 10° corridas (negro) y enumera-
cion exacta (rojo): (a) escala natural y (b) escala logaritmica. Las simula-
ciones se hacen sobre la red que se menciond en la fig. 4.1; un caminantes
empieza en el sitio i = 33 y el otro en el origen.

58



Figura 4.3: Los tiempos promedio se calculan para esta red, que tiene N =
100 nodos, 2k = 2 vecinos cercanos y densidad de atajos p = 0.1.

Carlo estan consistentemente abajo de los de los otros métodos. Conclui-
mos que tenemos una fuente de errores sistematicos al calcular el MFET,
y sugerimos que puede encontrarse en la definicién de la vecindad de un
sitio, N(i). Hemos visto que esta vecindad define camitas donde sélo se
mueve un caminata en cada paso de tiempo, y que tenemos que arreglar
la escala temporal de los métodos de enumeracion exacta y matricial con
artilugios.

Por su parte, los resultados de enumeracioén exacta son muy cercanos
a los del método matricial, mucho mas que los de Monte Carlo, pero se
encuentran consistentemente por arriba de los valores de referencia. En
este caso tenemos otro tipo de error sistematico, que no se puede explicar
por el conjunto N(i) ya que ambos métodos lo utilizan. El error sistema-
tico proviene de la aproximacién de la cola exponencial en el método de
enumeracion exacta. Recordemos que la distribucién que se obtiene con
este método es numéricamente exacta, pero para encontrar el valor espe-
rado de la distribucion cometemos necesariamente un error, que resulta
ser sistematico.

4.3. El anillo simple

Verificamos a continuacion que las relaciones entre el MFET y el MFPT
en los anillos del capitulo 3 son validas.
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Figura 4.4: (a) Comparaciéon de los tiempos promedio de primer paso
(MFPT) usando los tres métodos y (b) error relativo respecto a los resul-
tados del método matricial. En las leyendas “MM” se refiere al método
matricial, “EE” es enumeracion exacta y “MC” es Monte Carlo. Los resul-
tados de los primeros dos son tan parecidos que casi no se puede ver la
curva verde por debajo de la roja. Se utiliza la red de la fig. 4.3. El cami-

nante empieza en el sitio i y la caminata termina al llegar al origen.
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Figura 4.5: (a) Comparacion de los tiempos promedio de primer encuen-
tro (MFET) usando los tres métodos y (b) error relativo respecto a los re-
sultados del método matricial. Se utiliza la red de la fig. 4.3. Un caminate
comienza en el origen y el otro en el sitio i.
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Figura 4.6: MFET y MFPT para un anillo simple con N = 100 nodos. Se
utilizé el método matricial para obtener los resultados.

Numéricamente, el resultado (3.3) se verifica en la figura 4.6. Al to-
mar el cociente punto a punto, encontramos numéricamente que Tg es
exactamente la mitad de 7p .

Ademas, ajustamos un polinomio de grado dos a los datos del método
matricial, para el tiempo de primer paso. Encontramos:

7p(0,i)  —1.0i2+100.0i —5.90519x10713, i€ V(G).

De esta expresion es claro que, dentro del error de redondeo numérico,
encontramos exactamente los coeficientes —1, —N y 0 para los términos
cuadratico, lineal, y constante respectivamente, predichos en la solucién
analitica (3.3).

4.3.1. Conclusion de la validacion

La correspondencia entre las distribuciones de tiempos de Monte Carlo
y enumeracion exacta es muy buena (figs. 4.1 y 4.2) y podemos confiar
que el método de enumeracion exacta realmente produce una distribucion
numéricamene exacta.

62



Cuando comparamos el valor esperado, para primer paso los tres mé-
todos dan resultados practicamente idénticos (fig. 4.4). Sin embargo, pa-
ra primer encuentro la validaciéon nos indica que cometemos un par de
errores sistematico. El error del método de enumeracion exacta nos queda
claro, y a pesar de que es sistematico, no nos preocupa porque se puede
hacer tan chico como se quiera. Por su parte, el error sistematico de los dos
meétodos indirectos comparados con Monte Carlo es un poco mas molesto;
sOlo tenemos una adivinanza de donde se comete el error. No obstante,
destacamos que no es un error alarmante: la discrepancia que se obtiene
entre Monte Carlo y el método matricial ronda en promedio el 3 0 4%,y
el valor maximo no pasa de 8 %. Desde un punto de vista practico, el error
es suficientemente pequeno para decir que nuestros métodos funcionan
correctamente.

Por todas estas razones, la validacion de los resultados nos deja satisfe-
chos.
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Capitulo 5

Resultados en una red de mundo
pequeno

La tercia de parametros N, el numero de nodos, k el nimero de veci-
nos cercanos y p, la densidad de atajos, define una familia de redes. Cada
elemento de la familia tiene una configuracién distinta de atajos. En este
capitulo nos interesa tomar una red en particular, para comparar los tiem-
pos de primer paso y de primer encuentro, sin preocuparnos demasiado
de cual es el efecto de escoger diferentes parametros de red.

5.1. Anillos

La figura 5.1 presenta una comparacion del MFET y MFPT para anillos
que no tienen atajos y tienen un namero de vecinos cercanos de k > 1. Cabe
mencionar que el cociente punto a punto 7z / Tp es exactamente 0.5, y
esto valida la prediccion que habiamos hecho en el capitulo 3.

Mas alla de la validacion, la forma de cada una de las curvas en la fi-
gura 5.1, es por si misma interesante. Los primeros k puntos y los altimos
k puntos estan separados de la parte central de los datos por una disconti-
nuidad. Esto era de esperarse, porque los primeros k vecinos de cada lado
del origen estan conectados directamente con éste, a diferencia del resto
de los sitios de la red. Por lo tanto, debe de ser mucho mas tardado llegar
a los primeros sitios que ya no son vecinos del origen.

Fijemos nuestra atencioén sobre la curva de MFPT (curva roja) en la fi-
gura 5.1b, donde la red tiene k = 10 vecinos cercanos. La parte central,
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Figura 5.1: MFET y MFPT para dos anillos que no son simples, y que tienen
N =100 nodos, p =0y (a) k=3, (b) k =10 vecinos cercanos.
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Figura 5.2: Error relativo entre el ajuste cuadratico y los datos de la parte
central de la curva de MFPT de la fig. 5.1b. El ajuste es bueno cerca del
centro, pero no tanto en las orillas, cerca de los primeros puntos que dejan
de estar conectados con el origen.

entre las dos discontinuidades parece tener una forma parabolica. Para
verificar este comportamiento, ajustamos los resultados con un polinomio
de grado 2. La figura 5.2 muestra el error relativo €(i) que se tiene entre
el ajuste y los datos. En efecto, el comportamiento es aproximadamente
cuadratico excepto para los puntos mas cerca de la discontinuidad (los
primeros puntos que dejan de estar directamente conectados con el ori-
gen). Sin embargo, los coeficientes que se obtienen para el ajuste ya no
tienen ninguna relacion con los que predice la solucién del anillo simple—
el coeficiente —1 para el término cuadratico y el factor N para el término
lineal. En este caso en particular, se encontr6

(0 i) —0.026i%+2.57i+83.85, ie{ll,..., 89}

En esta ecuacion se utiliz6 la notaciéon del MFPT que comienza en el
origen; sin embargo, debido a que no hay atajos en los anillos, la proba-
bilidad de transicién es simétrica y las dos versiones de MFPT, la que co-
mienza en el origen y la que termina en el origen, dan el mismo resultado.
Mas aun, por la simetria del anillo es irrelevante qué sitio es el que nom-
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Figura 5.3: Red formada por N = 100 nodos, 2k = 2 vecinos cercanos y
densidad de atajos p = 0.1.

bramos el origen. Hubiéramos podido escribir igualmente 7p(i  0) , 0
incluso mejor, 7p(0,i) para insistir en que los dos tipos de MFPT son
iguales.

Para terminar esta discusion, también vale la pena notar que el tiempo
promedio para los puntos que son vecinos cercanos del origen crece con
una curvatura concava, lo contrario a lo que seria el comportamiento en
el anillo simple. También aqui era de esperarse un comportamiento muy
diferente al resto de la red, porque ademas de estar directamente conecta-
dos con el origen, estos sitios tienen un alto agrupamiento (clustering) con
respecto al origen, que es el centro del grupo.

La conclusion que obtenemos de estudiar los anillos generales es que a
pesar de que no hay resultado analitico, el comportamiento del sistema es
relativamente sencillo. Esto justifica que nos interesemos principalmente
por las redes que tienen atajos, p # 0, y bastara concentrarnos en el caso
caso k =1.

5.2. Dos tipos de MFPT

Para todos los resultados de este capitulo, retomamos la red de la figura
4.3 que se utilizo para la validacion de los métodos numéricos. Para futura
referencia, la volvemos a incluir en este punto.

Cuando estudiamos el tiempo de primer encuentro, queremos indagar
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cual es el efecto de la estructura de la red. Queremos comparar los sitios
de lared, y para hacerlo nos gustaria obtener funciones que sélo dependie-
ran de un sitio. El problema es que tenemos dos caminantes, cada uno con
su condicion inicial. Lo natural para deshacernos de la libertad en una
variable, es fijar una de las condiciones iniciales: uno de los caminantes
comenzara siempre en el origen, y el segundo ocupara en distintas simu-
laciones todos los otros sitios i de la red. De esta manera estudiamos el
comportamiento de 7g(0,7) como funcién de i.

En el caso de primer paso, estudiamos a un Gnico caminante, pero tam-
bién aqui tenemos dos variables: la condicion inicial y el sitio meta. Utili-
zamos la misma estrategia y fijamos una de la dos variables; hacemos que
el sitio meta sea el origen o al contrario, que sea la condicién inicial, de
todas las simulaciones.

Una de las consecuencias de que la probabilidad de transicion entre
dos sitios no es en general simétrica, W; ; # W; ;, es que el tiempo prome-
dio de primer paso de un sitio i a un sitio m no es igual al de m a i. Este
comportamiento esta plasmado en la ecuacion (2.8) en el capitulo 2. Por
dicho comportamiento nos interesa comparar las dos opciones que tene-
mos para fijar una de las variables, queremos ver qué tan diferentes son los
valores que se obtienen cuando el origen es el sitio meta o es la condiciéon
inicial.

Esto se encuentra en la figura 5.4. Para futura referencia, los nodos de
la red que estan conectados con atajos estan coloreados en rojo. Es intere-
sante que 7p(0 i) presenta mas variaciones que 7p(i  0) . Podemos
referirnos a las ecuaciones (2.14) y (2.15) para entender este fendémeno.
Supongamos que i es un sitio conectado con un atajo. Para el primer pa-
so que llega al origen 7p(i  0), el atajo s6lo afecta directamente a i,
no a sus vecinos. En efecto, el factor 1/deg(i) s6lo aparece en la ecuacion
del sitio i. Sin embargo, para el primer paso que comienza en el origen

tp(0 i), el atajo también afecta directamente a los vecinos de i ya que
el mismo factor 1/deg(i) aparece en la ecuacion de todos los sitios vecinos.
Por esta razén el segundo caso es mas sensible a la presencia de atajos, y
observamos variaciones mas importantes cerca de los puntos en rojo.

Ademas de que el primer paso desde el origen es mucho mas sensible a
la precencia de atahos que el MFPT al origen, en la comparacion de los dos
tipos de MFPT (fig. 5.4) pareceria que en ambos casos, entre dos puntos
consecutivos conectados por atajos (puntos rojos), los tiempos se ordenan
en parabolas.
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Figura 5.4: Comparacion de tp(i

de enumeracion exacta. Se utiliza la red de la fig. 4.3, que tiene N = 100
nodos, 2k = 2 vecinos cercanos y densidad de atajos p = 0.1. Las curvas se

obtuvieron con enumeracion exacta.
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5.3. Arcos de anillo entre dos atajos

Podemos verificar si es cierto que los tiempos se acomodan en para-
bolas, al tomar el caso mas sencillo posible: un anillo simple que tiene
solamente un atajo. Para esta red, el nGmero de vecinos cercanos es k =1,
y entre los nodos conectados por el atajo, tenemos un arco de un anillo
simple. Esperariamos entonces que entre los sitios conectados por el atajo,
el tiempo promedio de primer paso satisficiera la solucién que encontra-
mos para el anillo (3.2). Este debe ser el caso sélo del MFPT al origen, no
del MFPT desde el origen, 7p(0 i) . En efecto, Las ecuaciones que sa-
tisface este segundo no son las del anillo simple, porque los vecinos de un
atajo j tienen un término —1/deg(j).

5.3.1. Ajuste de los tiempos

Tenemos un ejemplo de una red con k = 1 vecinos cercanos y un tnico
atajo en la figura 5.5a. A su derecha, la figura 5.5b es la curva de primer
paso por el origen, 7p(i  0) . El atajo conecta los nodos 55 y 88 (que
coloreamos en negro). En lineas punteadas graficamos las parabolas que
se obtienen del ajuste de los tiempos de cada seccion.

Los términos lineales del ajuste se encuentran en la tabla 5.1. De acuer-
do con (3.3), en un anillo simple este término es el numero de nodos N so-
bre el que tiene lugar la caminata. Entre el origen y el primer atajo hay 56
sitios (contando los extremos). Entre los dos atajos hay 34 nodos, y entre
el segundo atajo y el origen hay 14 sitios. Por lo tanto, el nimero de nodos
N de cada ajuste no tiene nada que ver con el nimero de sitios que real-
mente conforman cada arco. Tenemos que interpretar al término lineal N
del ajuste como el numero efectivo de sitios en cada arco: se trata del na-
mero de nodos que tendria que tener un anillo simple para producir las
secciones de parabola que encontramos entre los atajos de la red 5.5a.

Intuitivamente, N debe depender de la posicion de los atajos y de lo
largos que sean estos, de cuantos sitios “brinquen”.

5.3.2. Resultados semi-analiticos para los arcos de anillo

Consideremos una red que tiene N nodos, k = 1 vecinos cercanos, y
densidad de atajo p. Supongamos que dicha red tiene r sitios a los que llega
uno o mas atajos, y que se trata de los nodos ay, a,, ..., a,. Sin pérdida de
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Figura 5.5: Red que tiene solamente un atajo. (a) La red conformada por
N =101 nodos, con k = 1 vecinos cercanos y densidad de atajos p = 0.01.
(b) MFPT al origen de esta red, junto con la parabolas que se obtienen

del ajuste de los puntos. En la tabla 5.1 podemos encontrar el coeficiente
lineal del ajuste.

N
i€f0,...,55] | 81.9
ie{55,...,88} | 31.2
ic(88,...,100} | -96.1

Tabla 5.1: Coeficiente lineal del ajuste de las parabolas de la fig. 5.5b. De
acuerdo con (3.4), este término es el nimero de nodos N de un anillo.
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generalidad, supongamos también que el origen no tiene atajos, ésto es,
que a; > 0. El resultado de la seccion anterior es que entre éstos sitios,
los MFPT al origen se acomodan en parabolas que satisfacen la expresion
(3.2), que repetimos aqui:

fim=—(m—i)>+N(m—i)

Por lo tanto, si conocemos el valor del MFPT al origen en los sitios
ai, ..., a,, los tiempos de las parabolas deberian de quedar determinados
de manera tnica. Denotemos a los tiempos en los sitios conectados por
atajos por

HKa,0 = Ts.

Para un nodo en el s-ésimo arco, a; 1 a,,q, se tiene que cumplir:

Hi0 :_(i_as)2+Ns(i_a5)+Ts- (5-1)

En esta ecuacion queda por determinar el nimero de atajos efectivo, N;.
Lo obtenemos de la condicién de frontera de la parabola en su extremo
derecho: tenemos que recuperar el tiempo del siguiente atajo, p,_ 0 = Tor1-
Por lo tanto

2
—(A541 — 5)" + Ng(as41 — a5) + T = Toi

Ns — (Ts+1 - Ts) + (a5+1 - as)z (52)

g1 —dg

Esta expresion nos da la dependencia de N. Nuestra intuicion era co-
rrecta y N; depende de la distancia (a,,; — a,) entre atajos consecutivos, y
también de la diferencia de alturas (7., — 7).

Ahora, el problema se reduce a encontrar los tiempos de los atajos,
Ti,..., T, y todo el sistema queda determinado. Pero nos hace falta un
dato mas. Hasta este punto hemos tratado igual a todos los sitios a4, ..., a,
que tienen un atajo, pero en realidad estos sitios estan apareados de dos
en dos debido a que estan conectados por g = r/2 atajos. Denotamos a la
pareja (el vecino via un atajo) de a; como a, , donde p, € {1, ..., r}\ {s}.

Escribimos entonces la ecuaciéon de recurrencia (2.14) para el sitio a:

T, =1+ m(%f1 + T, +Tp)-
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Los vecinos a la izquierda y a la derecha de a; pertenecen a dos para-
bolas donde los tiempos estan descritos por (5.1),

deg(as)Ts = deg(as) + [(_(as -1- as—l)z + Ns—l(as -1- as—l) + Ts—l)
+(—1+N5+T5)+Tps].

Utilizando (5.3.2), sustituimos el valor de Ny y N;_; en la ecuacion an-
terior. Después de un poco de algebra encontramos:

1 1

d K|t - —— 1 - ———— 1 -1, =
[ eg(as) S]TS as_as—lTS 1 a5+1—a5T5+1 Tps
deg(as) tasy1 — g1 — 21 (5-3)
donde
Ks — 2 _ a5+1 - as—l (5.4)

(as+1 - as)(as - as—l)

Encontramos una ecuacioén que relaciona 7, con los tiempos de los ata-
jos anterior y posterior, T;_1 y Tsy1, y de su pareja 7, . De esta manera
conseguimos un sistema lineal de r ecuaciones que es mucho mas rapido
resolver (recordemos que el tamano de la matriz de coeficientes crece co-
mo el cuadrado del numero de ecuaciones que se tengan). Esta soluciéon
puede ser util para sistemas muy grandes que tienen una proporcion rela-
tivamente pequena de atajos.

5.4. Comparacion entre el MFPT al origen y el
MFET

Las curvas de MFPT desde el origen o al origen resultan ser muy di-
ferentes (fig. 5.4). Sin embargo, podemos referirnos a la validacion de los
métodos y darnos cuenta que las curvas de primer encuentro y de primer
paso son similares cuando el origen es el sitio meta de las simulaciones de
primer paso, i.e. cuando graficamos 7p(i  0) . Este parecido es bastante
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sorprendente: uno esperaria que el comportamiento de un solo caminante
fuera muy diferente del de dos caminantes.

Comparamos ambas curvas en la figura 5.6a. En 5.6b graficamos el
cociente 7g(0,7) / Tp(i  0) para cada sitio i. Ademas calculamos el pro-
medio de este cociente sobre toda la red (excluyendo el origen para el cual
el MFPT y el MFET son ambos cero). El promedio corresponde a la linea
roja punteada en la figura 5.6b. Encontramos m = 0.43, con una desviaciéon
estandar o = 0.4.

Hemos visto ya que en anillos, el MFET es en cada punto exactamente
un medio del MFPT, y es por eso que es importante la figura 5.6b. Con
exepcion de los primeros 5 puntos (i = 1,...,5), la curva del cociente se
encuentra completamente por debajo de 0.5, y de hecho el promedio m =
0.43 es inferior a este valor. Si bien la presencia de atajos reduce todos
los tiempos promedio, tiene un efecto mas importante sobre el tiempo de
primer encuentro que sobre el de primer paso.
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Figura 5.6: (a) Comparaciéon del MFET y MFPT cuando éste se toma desde
i al origen, 7p(i  0) . (b) El cociente 7 / 7p . La linea roja punteada es
el promedio. Para las simulaciones se utiliza la red de la fig. 4.3
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Capitulo 6

Tiempos promedio generales y
promedios sobre configuraciones

Nos interesamos en este capitulo en dos cantidades que sirven para
comparar diferentes redes de mundo pequeno. En primer lugar, nos pre-
guntamos si dos redes con los mismos parametros dan lugar a tiempos
de primer paso y de primer encuentro que sean similares. Para contestar
esta pregunta, utilizamos los tiempos promedio generales. Por otro lado,
queremos conocer cual es el comportamiento promedio de los tiempos de
primer paso y primer encuentro, para un conjunto de redes que tienen
los mismos parametros. En este caso, investigamos los promedios sobre
configuraciones.

6.1. GFPT y GFET

En la figura 6.1 comparamos los tiempos generales de dos redes que
tienen los mismos parametros. Los promedios generales no son iguales.
Tanto el GFPT como el GFET son menores para la red 6.1b y esto apunta
a que la distribuciéon de atajos de esta red hace que los sitios sean mas
accesibles unos a partir de otros.

Nos preguntamos como cambian los tiempos generales en funcién del
parametro p. Nos conviene comparar los resultados que calculemos para
redes con atajos contra los tiempos generales de un anillo. En efecto, los
anillos que tienen densidad de atajos p = 0, tienen asociado un unico GFET
y un unico GFPT. Ademas, fijados los otros parametros N y k, el tiempo
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(a) (b)

Figura 6.1: Dos redes que se utilizan para comparar los tiempos generales

GFPT y GFET. Ambas tienen N = 100 nodos, 2k = 2 vecinos cercanos y

densidad de atajos p = 0.1. Para (a), redondeando a la unidad, encontramos
Tp ¢ =567y 1 g =250; para (b) tenemos 7p =488y 7p g =212.
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general maximo se obtiene para el anillo. Al trabajar con redes de mundo
pequeno, los atajos reducen la distancia geodésica que separa cualesquie-
ra dos sitios y es intuitivo que esto se tiene que reflejar en que bajen los
tiempos de primer paso y de primer encuentro. La comparacién con los
tiempos del anillo da entonces un namero en [0, 1].

Para redes con N = 500 nodos, y 2k = 2 vecinos cercanos, dibujamos los
tiempos GFPT como funcién de p en la figura 6.2a. También incluimos la
longitud media delared L(p), definida en (2.2) (comparada con la longitud
media maxima que es la del anillo, L(0)). Los GFET de redes con N = 100
y 2k = 2, como funcién de p, se encuentran en la figura 6.3a.

Recordamos que el nimero de atajos de una red de mundo pequeno es
n, = pNk. En nuestras simulaciones hemos utilizado k = 1, asi que no tene-
mos ningun atajo si p < 1/N. En este punto es poco realista nuestro modelo
porque no tenemos la libertad de tomar p arbitrariamente chica; al pasar
el umbral 1/N siempre obtenemos el anillo. Esta es la razén por la que los
puntos de la figura 6.2a terminan abruptamente del lado izquierdo; para
p mas pequena todos los datos son exactamente GFPT(0).

Tanto en la figura 6.2a como en 6.2a salta a la vista el parecido de
los tiempos generales con la longitud media L(p). Graficamos por lo tanto
GFPT(p) contra L(p) en la figura 6.2b, y GFET(p) contra L(p) en la figura
6.3b. Obtenemos un par de curvas muy bien definidas, que muestran una
clara correlacién positiva entre los promedios generales y la longitud me-
dia. Los puntos no se acomodan todos sobre una recta: para valores peque-
nos de L(p) aparece una ligera curvatura, pero de todas formas hacemos
un ajuste lineal de los puntos (lineas rojas punteadas) y en ambos casos
encontramos una pendiente de 1.08. Los tiempos generales y la longitud
media varian practicamente juntas.

Watts y Strogatz [24] dibujan precisamente la curva L(p)/L(0) en el ar-
ticulo en el que introducen el modelo de la red de mundo pequeno, y
concluyen que la presencia de atajos disminuye fuertemente la longitud
media. Por otro lado, Pandit y Amritkar [18] muestran que el tiempo de
acceso al punto diametralmente al origen (que argumentan, esta correla-
cionado con el tiempo promedio de cobertura (2.19)), tiene un compor-
tamiento similar a L(p)/L(0). Nosotros verificamos que este es también el
comportamiento del tiempo general de primer encuentro. Asi, nos queda
mas claro que nunca que la topologia de una red tiene un gran impacto en
los procesos dinamicos que ocurren en ella.
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Figura 6.2: Tiempo general de primer paso: (a) GFPT(p)y L(p) como fun-
cion de la densidad de atajos p, en redes que tienen N = 500 nodos y k =1
vecinos cercanos. (b) GFPT(p) contra L(p). La linea roja punteada es un
ajuste lineal de los puntos. Encontramos una pendiente de 1.08. En am-
bas figuras, los datos estan normalizados respecto a los valores del anillo,

GEPT(0) y L(0).
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Figura 6.3: Tiempo general de primer encuentro: (a) GFET(p) y L(p) como
funcion de p, en redes que tienen N = 100 y k = 1. (b) GFPT(p) contra
L(p). La linea roja punteada es un ajuste lineal de los puntos. También en
este caso encontramos una pendiente de 1.08. En ambas figuras, los datos
estan normalizados respecto a los valores del anillo, GFPT(0) y L(0).
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Figura 6.4: Promedio sobre 100 configuraciones de redes, de los tiempos
de primer paso al origen. Se utilizan redes con N =100 nodosy k = 1.

6.2. Promedios sobre configuraciones

Queremos estudiar el comportamiento de la familia de redes con para-
metro p, con otra herramienta ademas de los tiempos generales.

En la figura 6.4 dibujamos los promedios de los tiempos de primer
paso, colocando el origen en el centro de la curva. De esta manera queda
claro que, al promediar el “desorden” de los atajos, tenemos una simetria
respecto al origen: el tiempo que toma llegar a —i es idéntico que el de
i. Esta grafica sirve también de validacion de nuestros resultados, ya que
tiene el mismo aspecto que la que obtuvieron Pandit y Amritkar [18]. En
la figura 6.5 hacemos lo mismo para los tiempos de primer encuentro.

Los tiempos de primer paso son mayores que los de primer encuentro,
pero es muy interesante que, salvo por esta diferencia, las curvas de las
dos figuras tienen el mismo aspecto. Es sorprendente que el tiempo de
encuentro de dos caminantes tenga un comportamiento similar al tiempo
de primer paso; éste tltimo concierne sélo a un caminante.

Identificamos dos comportamientos distintos. Cuando |i| es pequena,
los tiempos se parecen al caso regular (el anillo) que es la curva azul p = 0.
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Figura 6.5: Promedio sobre 100 configuraciones de redes, de los tiempos
de primer encuentro. Se utilizan redes con N =100 nodosy k = 1.

Para |i| mas grande, los tiempos se saturan y la curva se vuelve constante.
Pandit y Amritkar [18] encuentran que parap =1, c¢p =1/(N—1). Este es
el comportamiento de una grafica aleatoria.

Cuando p aumenta, la transicién entre el comportamiento regular y la

saturacion ocurre antes, ademas de que la saturacién se vuelve mas pro-
minente.
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Capitulo 7

Relacion entre la distancia y los
MFPT y MFET

Uno de los resultados mas interesantes que hemos encontrado es que,
en un ejemplar de red, el MFPT al origen y el MFET son cualitativamente
similares. También lo son cuando tomamos promedios sobre configuracios
(y aqui no tenemos que distinguir el tipo de MFPT, los dos son idénticos), y
por lo tanto el encuentro de dos caminantes se comporta de forma similar
al primer paso de un caminante. En este capitulo exploramos, a través de
la distancia entre dos sitios, como la topologia muy particular de la red
de mundo pequeno resulta jugar un papel fundamental para explicar este
comportamiento.

7.1. Correlacion del MFPT al origen y MFET con
la distancia geodésica

Es natural pensar que la distancia geodésica que separa dos sitios de la
red afecta los tiempos promedio que se obtienen. En este punto retomamos
las curvas de la figura 5.6 y las dibujamos con la distancia d(0,7) que separa
los diferentes sitios de la red y el origen, figura 7.1. La correlacién con las
curvas salta a la vista.

En la figura 7.2 dibujamos los mismos datos como funcién de la dis-
tancia d(0,1). Constatamos que efectivamente existe una correlacion po-
sitiva entre los tiempos promedio, se trate de MFET o MFPT al origen, y
la distancia. Llama también nuestra atencion el hecho de que los puntos
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Figura 7.1: Curvas de MFET y MFPT de la fig. 5.6 junto con la distancia
d(0,1) de los sitios de la red al origen. Los tiempos promedio se encuentran
dibujados con un factor de escala 1/50 para que la escala de la figura sea
la verdadera escala de la distancia.
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Figura 7.2: MFET y MFPT al origen como funcion de la distancia 4(0,1).

se acomodan estructuradamente sobre arcos. Sin embargo esto no nos sor-
prende porque recordamos las parabolas del capitulo 5. Esta estructura es
consecuencia de dichas parabolas.

Este primer acercamiento con la distancia es instructivo, pero no es del
todo satisfactorio. Si bien la distancia d (i, 0) tiene la forma de las curvas de
MFET y MFPT al origen, no es asi para el MFPT que comienza en el origen.
Ademas, sabemos que una caminata aleatoria es un proceso de Markov, y
rapidamente pierde la memoria de su condicion inicial. Por lo tanto, espe-
ramos que las condiciones iniciales no jueguen un papel importante para
las caminatas que no se encontraron rapidamente, esto es, en un tiempo
comparable a la distancia inicial T d(0,17). Se sigue que tenemos que mi-
rar en una direccion distinta. Resulta que es mas interesante rastrear la
distancia geodésica que separa a los dos caminantes en la simulacion del
MFET, en cada paso de tiempo.

7.2. La distancia dinamica

En el capitulo 3 demostramos que para los anillos se cumple siempre
que el MFET es punto a punto un medio del MFPT. En el caso general,
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cuando p # 0 y hay atajos presentes, la relacion entre el MFET el MFPT
al origen (si hay atajos hay dos tipos de MFPT) es mas complicada. Pode-
mos referirnos a la figura 5.6b, que muestra el cociente punto a punto del
MFET y el MFPT al origen. No obstante, no deja de llamar la atenciéon de
que las dos caminatas dan resultados cualitativamente similares, pero no
asi el MFPT que parte del origen. Basandonos en las demostraciones que
hicimos para anillos, queremos justificar que este comportamiento tiene
que ver con la caminata de primer paso que se obtiene en el espacio de
distancia, cuando estudiamos dos caminantes.

7.2.1. Caminata aleatoria en el espacio de distancia

En el anillo simple, la distancia que separa a los caminantes hace exac-
tamente una caminata de primer paso, también sobre un anillo simple,
y del mismo tamano. La primer idea que podemos tener es que el MFPT
al origen y el MFET son similares porque la distancia d que separa a los
dos caminantes de MFET hace una caminata de primer paso en un espa-
cio que es una red de mundo pequeno con algunos parametros cambiados.
Desafortunadamente, esta idea esta equivocada: en el espacio de distancia,
no podemos tener una red de mundo pequeno. Veamos por qué.

En los anillos generales con nimero de vecinos cercanos k > 1, la ca-
minata de d no sigue de manera exacta lo que hacen los caminantes. Por
ejemplo, supongamos que tenemos la situacion de la figura 7.3, una red
que tiene k = 3 vecinos cercanos, y que en un tiempo dado un caminante
se encuentra en i y el otro en i+ 3. La distancia que separa a los caminantes
es 1, porque los sitios son vecinos. Sin embargo, si el segundo caminante
brinca a i+ 1 o i + 2, la distancia geodésica no cambia. Por lo tanto, en el
espacio de distancia puede suceder que d se quede inmovil cierto tiem-
po, a diferencia de los caminantes en una red de mundo pequeno, que se
mueven en cada paso temporal.

Por otro lado, en una red que tiene atajos, la caminata aleatoria de d
también es distinta de la de los caminantes. Supongamos que en un mo-
mento dado, un caminante se encuentra en el sitio i y el otro en m, y que
m esta conectado con un atajo. Si el segundo caminante es el que se mueve
y toma el atajo, su posicion cambia discontinuamente en la numeraciéon
de la red. Pero la distancia d nunca puede cambiar en mas de una unidad,
puesto que m es vecino del nuevo sitio que el caminante ocupa. Esto se
encuentra en la figura 7.4. De hecho también es posible en este caso que d
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i+3

i+2

Figura 7.3: Secciéon de una red que tiene k = 3 vecinos cercanos, con un
caminante en el sitio i y el otro en el i + 3. Para no saturar el diagrama sélo
hemos dibujado las conexiones de vecinos cercanos del sitio i, pero el resto
de los nodos que estan conectados de la misma forma que i a sus vecinos.

no cambie. (Esto ocurriria si hay otra ruta para llegar al nuevo sitio que no
pasa por el atajo y que da exactamente la misma distancia que la que sepa-
raba a los caminantes antes del brinco.) La caracteristica principal de las
redes de mundo pequeno, los atajos, se pierde por completo en el espacio
de distancia.

7.3. Visualizacion del espacio de distancia

En general, el espacio sobre el que ocurre la caminata aleatoria de la
distancia que separa a los caminantes no es una red de mundo pequeno.
No es trivial visualizar este espacio, pero puesto que es importante para
explicar el parecido del MFPT al origen y el el MFET, proponemos dos
opciones.

7.3.1. El espacio de distancia en una dimesion

Podemos imaginar al espacio de distancia como un intervalo discreto
en una dimension. A la izquierda tenemos al origen, a su derecha al sitio
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Figura 7.4: El caminante azul se mueve por el atajo de la red al sitio 2. A
pesar de que su posicion en la red cambia discontinuamente, la distancia
que separa a los caminantes s6lo aumenta en una unidad. Podemos obser-
var que en su nueva posicion la distancia que separa al caminante azul del
rojo es 3, medido tanto por el arco de anillo que pasa por 6 y 0 como en la
otra direccion, por los sitios 4 y 3 y el atajo.
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Figura 7.5: Intervalo discreto en el espacio de distancia.

1 (los caminantes estan separados en una unidad), a su derecha el sitio
2 (dos unidades), etc, y la cadena termina en el sitio d,,,.. El origen es
un sitio absorbente, y d,., es reflejante con una cierta probabilidad. En
general, las probabilidades de transicion entre los sitios no son iguales en
toda la cadena, ni tampoco lo son en las dos direcciones. Dependen de
la cantidad de pares de sitios que estén separados 1, 2, ..., d;,,, unidades.
Puesto que hay muchas parejas de sitios separados la misma distancia d,
hay ademas una probabilidad de que la caminata de la distancia se quede
en el sitio que ya ocupa.

Sobre la red de la figura 4.3 que tiene N = 100 nodos, k =1y p =0.1,
calculamos la distancia que separa a dos caminantes, a lo largo de un mi-
116n de pasos. En cada paso de tiempo, los caminantes se mueven dos ve-
ces, asi que en el espacio de distancia tenemos dos millones de posiciones.
Los primeros pasos se encuentran en la figura 7.6a, donde es evidente que
la distancia hace una caminata aleatoria.

En la figura 7.6b dibujamos la frecuencia con la que la caminata visita
cada posicion en el espacio de distancia. Si se tratara de una red de mun-
do pequeno, el histograma se veria como la distribuciéon de grados de la
red, y éste no es el caso. También calculamos la fraccion de las parejas de
sitios (i,m) que estan separados una distancia d. Los valores que encon-
tramos parad =0, 1, ..., d,,, definen la topologia de la red; no son una
propiedad dinamica, pero dan un buen acuerdo con las frecuencias de la
caminata. Es este histograma de las posiciones de la caminata de d el que
nos dice qué tan probable es ocupar los sitios de la cadena que presenta-
bamos arriba como una herramienta para visualizar a la caminata en el
espacio de distancias.

7.3.2. Ladistanciaenlared GxG

Una alternativa para imaginar el espacio donde ocurre la caminata
aleatoria de la distancia es dibujar el espacio Z?, coloreando un sitio (i, m)
segun la distancia d(i,m) en la red original G. Esta es una manera indirec-
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Figura 7.6: La distancia entre dos caminantes hace una caminata aleatoria.
En la red de la fig. 4.3 calculamos la distancia entre dos caminantes a
lo largo de un millén de pasos. (a) La caminata de la distancia para los
primeros 3500 pasos. La linea negra punteada es la distancia d,,,, = 23.
Notese que cerca del principio la distancia maxima se alcanza un par de
veces, y que los caminantes se encuentran cerca del tiempo 3200, pues la
curva toca el cero. (b) En azul, la fr%ﬂ,lencia con la que la caminata visita
cada distancia d(i,m). Las cruces negras que aparecen junto con las barras
son la fraccion de parejas (i, m) que estan separados una distancia d.



Figura 7.7: Distancia en la red Z? para dos redes que tiene N = 100 nodos,
k = 2 vecinos cercanos, y densidad de atajos (a) p=0.1; (b) p=0.01.

ta para imaginar el apecto que tiene G x G, donde ocurre la caminata de
primer encuentro.

La figura 7.7 muestra esta idea para dos redes que tienen 100 nodos,
k = 2 vecinos cercanos, y densidad de atajos p = 0.1 o p = 0.01. Los colores
mas frios son valores de d bajos—el azul oscuro es d = 0—y los mas calidos
son valores mas altos—el rojo oscuro corresponde a d = d;, .

La desventaja de esta representacion es que perdemos la nociéon de
quiénes son vecinos de qué sitio, porque los vecinos conectados por atajos
no estan representados uno cerca del otro. Por lo tanto, esta representacion
es mas bien cualitativa y no encontramos un uso practico para ella.

7.4. Resumen

Hemos encontrado la razén por la que el MFPT al origen se parece al
MFET: la simulacién de primer encuentro se puede traducir a una cami-
nata de primer paso por el origen en el espacio de distancia.

Para el anillo, la caminata en dicho espacio ocurre en un anillo idéntico,
pero este no es el caso para una red de mundo pequeno general, que tiene
densidad de atajos p > 0: el espacio de distancia no vuelve a ser una red
de mundo pequeno. De hecho la caracteristica principal de las redes de
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mundo pequeno que es la presencia de atajos que unen sitios lejanos, se
pierde por completo en el espacio de distancia.
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Capitulo 8

Conclusiones

El objetivo principal del presente trabajo fue estudiar los tiempos pro-
medio de primer encuentro (MFET) de dos caminantes aleatorios en la fa-
milia de redes de mundo pequeno. En el camino trabajamos con el tiempo
promedio de primer paso (MFPT), que esta cercanamente relacionado.

En la primera parte de la tesis resolvimos el caso mas sencillo de la red,
el anillo simple, y encontramos los tiempos de forma analitica. También
demostramos que en la ausencia de atajos el MFPT es exactamente el doble
del MFET, atin cuando el nimero de vecinos cercanos es mayor que k = 1.

El resto de los resultados de la investigacion se encuentran en la segun-
da parte del trabajo. El capitulo 4 contiene la validacion de los métodos
numeéricos. Encontramos que:

= Monte Carlo y enumeracion exacta, que sirven para encontrar la dis-
tribucion de tiempos, concuerdan satisfactoriamente. Sin embargo,
desde la validacion vemos la utilidad superior del método de enu-
meracion exacta, puesto que permite conseguir un resultado numé-
ricamente exacto.

= Los tres métodos dan resultados muy similares para el tiempo pro-
medio de primer paso.

» Para el tiempo de primer encuentro cometemos un par de errores sis-
tematicos. El primero es una sobrevaloracion por parte del método
de enumeracion exacta, que proviene de la aproximacion que se uti-
liza para la cola exponencial. Este error se puede hacer tan pequeno
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como se quiera, y no nos preocupa. El segundo error da una diferen-
cia entre Monte Carlo y los otros dos métodos. Intuimos que proviene
del conjunto de vecinos N (i) que se utiliza tanto para enumeracion
exacta como para el método matricial. En promedio el error ronda
4% y tomando un enfoque practico decidimos que no es demasiado
preocupante.

En el capitulo 5 discutimos diferentes resultados que se obtienen en
una version de red:

» En primer lugar estudiamos las redes que no tienen atajos pero si
tienen mas de un vecino cercano de cada lado. Para MFPT y MFET
encontramos dos comportamientos para los nodos que estan conec-
tados con el origen, y el resto de nodos de la red que no lo estan.

= En redes que tienen atajos, comparamos las dos direcciones de las si-
mulaciones de primer paso. Se obtienen diferentes curvas si el origen
es el sitio meta o la condicién inicial de las caminatas. En el segun-
do caso, los resultados presentan variaciones mas importantes. Esta
diferencia se explica a partir de las ecuaciones de recurrencia que
describen una y otra caminata. Ademas observamos que, en ambas
caminatas, los tiempos de los sitios que no estan conectados con ata-
jos se organizan en parabolas, como en el caso de un anillo simple.

= Comprobamos este comportamiento utilizando una red que tiene so-
lamente un atajo. Ajustamos tres secciones de parabolas del tiempo
de primer paso que llega al origen, y encontramos la expresion pre-
dicha del anillo simple. El ajuste define el numero efectivo de nodos
N, de cada arco que corresponde a una parabola.

= Con un tratamiento semi-analitico encontramos una expresion para
N en términos de los tiempos a los que llegan los atajos, y concluimos
que el problema se puede por lo tanto reducir a un sistema con un
numero menor de incégnitas.

» Por ultimo, comparamos el MFPT que llega al origen con el MFET.
Encontramos un parecido bastante importante, por lo menos cuali-
tativamente. Calculamos punto a punto el cociente del MFET entre
el MFPT y encontramos valores que por lo general estan debajo de
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un medio. La presencia de atajos disminuye el tiempo de primer en-
cuentro ain mas de lo que disminuye el de primer paso.

En el capitulo siguiente, capitulo 6, trabajamos con los tiempos prome-
dio generales y con los promedios sobre configuraciones. Los principales
resultados que encontramos son:

= Dos redes con los mismos parametros no tienen necesariamente el
mismo tiempo general de primer paso (GFPT), ni tampoco el mismo
tiempo general de primer encuentro (GFET).

» Los tiempos generales aumentan cuando la densidad de atajos p dis-
minuye. El tiempo general maximo para N nodos y k vecinos cerca-
nos se consigue en ausencia de atajos, esto es, cuando p = 0.

» Esta variacion nos hace pensar en la longitud media de la red L(p),
que es una propiedad topoldgica de la red. Encontramos una corre-
lacion casi exacta entre los tiempos generales y L(p).

= Cuando tomamos el promedio del MFPT o el MFET sobre distintas
configuraciones, las curvas que se obtienen segun la densidad de ata-
jos p que se tome, son muy parecidas para una y otra simulacion: el
comportamiento de dos caminantes es similar al de uno solo.

» Las curvas muestran dos tipos de comportamiento: para sitios cerca-
nos al origen, los tiempos se comportan como en una grafica regular;
para sitios lejanos, tienen el comportamiento de una grafica aleatoria
y se saturan en un valor constante. Cuando el pardmetro p aumenta,
la saturacion ocurre antes y se da de forma mas pronunciada.

Finalmente en el capitulo 7, tratamos de explicar por qué los tiempos
de primer paso y primer encuentro se parecen, utilizando la distancia que
separa a los dos caminantes en el segundo caso.

» La distancia de cada nodo al origen presenta variaciones similares a
las de MFET y MFPT que llega al origen. Al dibujar los tiempos pro-
medio contra esta distancia, encontramos una correlacion positiva.
Esta distancia estatica, sin embargo, no explica por qué es diferente
la curva de MFPT que parte del origen.
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= Nos fijamos, entonces, en la distancia d que separa a los caminan-
tes en la simulacion de MFET, en cada paso de tiempo. d hace una
caminata aleatoria de primer paso por el origen: los caminantes se
encuentran cuando la distancia llega por primera vez al valor cero.

» Lacaminata de d no ocurre en una red de mundo pequeno. Llegamos
a esta conclusion ya que la distancia nunca cambia en mas de una
unidad (y por lo tanto no puede haber atajos en el espacio en el que
se mueve), ademas de que d puede quedarse en el sitio que ocupa.

= Para imaginar el aspecto del espacio de distancia en el que ocurre la
caminata de d, proponemos un intervalo discreto en una dimension.
Podemos imaginar apréximadamente los valores de las probabilida-
des de transicion en dicho intervalo a partir de un histograma de
frecuencias que dibujamos.

= También podemos colorear la cuadricula de G x G, donde ocurre la
caminata de primer encuentro, con colores que dependen de la dis-
tancia que separa cada pareja de sitios. Esta forma de representar el
espacio no es mucho mas que cualitativa, porque no captura ningan
aspecto de los atajos de la red original.

Direcciones para continuar el trabajo

La conclusion mas interesante de la investigacion es que el MFET se
parece al MFPT que llega al origen y, por lo tanto, que en las redes de
mundo pequeno dos caminantes se comportan de forma similar a uno solo.
La explicacion de este parecido requiere que recurramos a la distancia que
separa a los caminantes que se deben de encontrar, y la caminata aleatoria
que hace esta distancia es relativamente bien comportada por la topologia
de la red.

Los vecinos cercanos tienen una influencia primordial en nuestra ver-
sion de la red de mundo pequeno. Seria instructivo verificar que se obtiene
el mismo comportamiento en la version original de Watts y Strogatz de la
red de mundo pequeno, porque en ese modelo se modifican las conexiones
con los vecinos cercanos.

Por otro lado, una pregunta obvia que nos podemos hacer es: ;Qué
sucede en otros tipos de redes? ;Co6mo se comparan los tiempos de pri-
mer paso y primer encuentro en una familia de redes completamente di-

96



ferente? Una eleccion interesante pueden ser las redes libres de escala de
Barabasi-Albert.
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