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Índice general

Introducción I

0. Preliminares 1
A.1. Axiomas de separación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
B.2. Continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Introducción

La teoŕıa de hiperespacios tiene su origen en los inicios del siglo XX, cuando Felix
Hausdorff define una métrica para la colección de conjuntos cerrados no vaćıos de un
espacio métrico acotado X, a la cual se le conoce por métrica o distancia de Hausdorff.
Más tarde Leopold Vietoris define para la colección de subconjuntos cerrados no vaćıos
de un espacio X arbitrario una topoloǵıa, la cual se conoce por topoloǵıa de Vietoris o
topoloǵıa finita. La topoloǵıa de Vietoris, como veremos en esta tesis, no sólo resulta
equivalente a la generada por la métrica Hausdorff en los espacios compactos y métricos,
sino que además a partir de ésta se pueden definir distintas topoloǵıas sobre la colección
de conjuntos cerrados no vaćıos de un espacio X variando un poco la definición de
la misma. A este tipo de topoloǵıas se les conoce por hipertopoloǵıas o topoloǵıas
admisibles, ya que lo que se busca son topoloǵıas que guarden una cierta relación con el
espacio X original, es decir, si denotamos a la colección de cerrados no vaćıos de X por
CL(X), se requiere que la función inclusión i : X → CL(X) definida por i(x) = {x} sea
un homeomorfismo en su imagen, que en el caso de espacios T1, se consigue una copia de
X en CL(X). Algunas de estas hipertopoloǵıas son, topoloǵıa de Vietoris, topoloǵıa de
Fell, topoloǵıa de Wijsman, topoloǵıa de Hausdorff, topoloǵıa Mosco, entre otras [16].
Una motivación para describir nuevas hipertopoloǵıas son sus múltiples aplicaciones a
distintas ramas de la matemática, por ejemplo: espacios de funciones, fractales, análisis
convexo, ecuaciones diferenciales, problemas de optimización, teoŕıa de juegos, teoŕıa
computacional, probabilidad, entre otras. Debido a la falta de tiempo y a lo amplia que
se vuelve la teoŕıa de hiperespacios, en esta tesis sólo nos enfocamos en dos de estas
hipertopoloǵıas que son la topoloǵıa de Vietoris y la topoloǵıa de Hausdorff.

Este trabajo tiene por propósito la exposición y el estudio de los temas fundamen-
tales y más representativos de la teoŕıa de hiperespacios con la topoloǵıa de Vietoris,
desde un punto de vista muy general. El desarrollo se dará separando cada tema parti-
cular de la teoŕıa de hiperespacios por caṕıtulos, en donde cada uno de ellos tendrá un
objetivo claro. Además, al pretender ser una buena introducción a la teoŕıa de hiperes-
pacios, no se dejará de lado el ser un texto didáctico y en el cual todo resultado que se
mencione será demostrado con el mayor rigor matemático posible, incluyendo aquellas
pruebas que son omitidas en varios textos donde se hace mención de ellas, a excepción
de aquello que requiera un desarrollo extenso para su entendimiento, o sobrepase a una
teoŕıa básica dentro de la topoloǵıa general, y en cuyo caso se incluirán referencias a
otros textos para su continuación y comprensión correcta.

En el Caṕıtulo 1 se define lo que es un hiperespacio de Vietoris a partir de un espacio
topológico X y se definen ciertos subconjuntos de su conjunto potencia P(X). Además
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ii ÍNDICE GENERAL

introducimos la notación necesaria para la comprensión de los caṕıtulos subsecuentes.
Definimos a los conjuntos 〈U〉+ y 〈U〉−, los cuales bajo la suposición de ser U un abierto
no vaćıo en X, estos forman una subbase para el hiperespacio CL(X). Mostraremos
algunos resultados elementales de la teoŕıa de hiperespacios que nos ayudarán en las
demostraciones de muchos teoremas que aparecen en los caṕıtulos siguientes. Después
tratamos la relación que guarda un espacio X con su hiperespacio CL(X) respecto
a los axiomas de separación: T0 (Kolmogorov), T1 (Fréchet), T2 (Hausdorff), T3, T3 1

2

(Tychonoff) y T4. Además, introducimos el problema de saber qué condiciones se le
pueden pedir a un espacio X para que su hiperespacio CL(X) resulte T4, y daremos
algunas condiciones necesarias para garantizar este hecho. Al final de este caṕıtulo,
mostraremos que para algunos axiomas de separación, si X los cumple, entonces el
hiperespacio de compactos K(X) también los satisface y viceversa.

En el Caṕıtulo 2 hablamos acerca de los axiomas de numerabilidad que cumple
un hiperespacio. Probaremos que si un espacio X es segundo numerable o separable,
entonces su hiperespacio CL(X) también lo es y viceversa. Además, daremos un ejemplo
de un espacio primero numerable cuyo hiperespacio no es primero numerable.

En el Caṕıtulo 3 tratamos los temas de compacidad y convergencia en hiperespacios.
Con respecto a la compacidad, presentamos una serie de teoremas que caracterizan a la
compacidad de CL(X) a partir de la compacidad de X y de otras propiedades como son
de Lindelöf, paracompacidad, metacompacidad y meta-Lindelöf. Con respecto al tema
de convergencia, introducimos la convergencia de redes de conjuntos, la cual recibe el
nombre de convergencia Kuratowski-Painlevé y analizamos la relación que guarda ésta
convergencia con la convergencia usual de redes en un hiperespacio y aśı caracterizar a
los subespacios compactos de un hiperespacio.

En el Caṕıtulo 4, tratamos exclusivamente el tema de pseudocompacidad en hiper-
espacios. En espećıfico, demostramos que una condición necesaria para que la compac-
tación de Stone-Čech del hiperespacio CL(X) coincida con el hiperespacio CL(βX) es
que tanto X como CL(X) sean pseudocompactos. Luego, mostramos algunos resultados
que relacionan a la pseudocompacidad de los productos finitos de un espacio X con la
compactación de subespacios de CL(X).

En el Caṕıtulo 5 se demuestran algunos resultados relacionados con la conexidad y
disconexidad de subespacios de un hiperespacio.

En el Caṕıtulo 6 introducimos la métrica de Hausdorff, la cual se define para la
colección de conjuntos compactos y no vaćıos de X. Mostramos que dado un espacio
métrico y compacto X, entonces el hiperespacio CL(X) coincide con el espacio generado
por esta métrica. También se demostrará que la convergencia de sucesiones de conjuntos
definida por la métrica de Hausdorff coincide con la convergencia Kuratowski-Painlevé.

En el Caṕıtulo 7, se muestra el teorema más importante y extenso expuesto en esta
tesis: bajo la suposición de la Hipótesis del Continuo, la compacidad de CL(X) equivale
a la normalidad de CL(X).



Caṕıtulo 0

Preliminares

A.1. Axiomas de separación

Definición A.1. Decimos que un espacio X es Kolmogorov o T0, si para cualquier
par de puntos x, y ∈ X existe un abierto U en X tal que |U ∩ {x, y}| = 1.

Teorema A.2. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es T0.

(ii) Si x, y ∈ X son tales que {x} = {y}, entonces x = y.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Si x 6= y, existe un abierto U en X tal que |U ∩ {x, y}| = 1.
Si suponemos que x ∈ U y {x} = {y}, entonces x ∈ {x} = {y}. Por tanto, U ∩{y} 6= ∅,
lo que contradice el hecho de que |U ∩ {x, y}| = 1. Luego {x} 6= {y}.

(ii) =⇒ (i) Si tomamos a x, y ∈ X distintos, entonces por hipótesis {x} 6= {y}. Si
suponemos que z ∈ {x}\{y}, entonces existe un abierto U de z tal que U ∩ {y} = ∅ y
U ∩ {x} 6= ∅, por tanto |U ∩ {x, y}| = 1. Análogamente si z ∈ {y}\{x}.

Definición A.3. Decimos que un espacio X es Fréchet o T1, si para cualquier par
de puntos x, y ∈ X con x 6= y, existen abiertos U y V en X de x y y, respectivamente,
tales que x ∈ U ∩ (X\V ) y y ∈ V ∩ (X\U).

Teorema A.4. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es T1.

(ii) {x} es cerrado en X para todo x ∈ X.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Si X es T1 y x ∈ X, entonces para cada z 6= x, existe un
abierto U de z tal que x /∈ U , es decir U ∩ {x} = ∅, de manera que X\{x} es un
conjunto abierto y, por tanto, {x} es cerrado.

(ii) =⇒ (i) Dados x, y ∈ X distintos. Los conjuntos X\{x} y X\{y} son abiertos ajenos
de y y x, respectivamente.

1
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Definición A.5. Decimos que un espacio X es Hausdorff o T2, si para cualquier par
de puntos x, y ∈ X existen abiertos ajenos U y V en X tales que x ∈ U y y ∈ V .

Teorema A.6. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es T2.

(ii) Dado x ∈ X, para cada y ∈ X\{x} existe un abierto U de x tal que y /∈ U .

(iii) Para todo x ∈ X
⋂
{U : U es un abierto de x} = {x}.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Por hipótesis, si X es T2 y x, y ∈ X con x 6= y, existen
abiertos ajenos U y V de x y y, respectivamente. Si y ∈ U entonces V ∩ U 6= ∅. Por
tanto y /∈ U .

(ii) =⇒ (iii) Sean x ∈ X y D = {U : U es un abierto de x}. Si z ∈ X es tal que z 6= x,
por hipótesis existe un abierto V de x tal que z /∈ V , por tanto V /∈ D. Luego z /∈

⋂
D.

(iii) =⇒ (i) Sean x, y ∈ X con x 6= y. Por hipótesis
⋂
{U : U es un abierto de x} = {x}.

Luego, existe un abierto V de x tal que y /∈ V . Por tanto, X\V es un abierto de y
ajeno a V .

Definición A.7. Decimos que un espacio X es regular de Hausdorff o T3, si es T1

y para cada x ∈ X y cualquier cerrado A en X tal que x /∈ A, existen abiertos ajenos
U y V tales que x ∈ U y A ⊆ V .

Teorema A.8. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es T3.

(ii) Para cada x ∈ X, si U es un abierto de x, entonces existe un abierto V de x tal
que x ∈ V ⊆ V ⊆ U .

(iii) Para cada x ∈ X, si U es un abierto de x, entonces existe un abierto V de x tal
que x ∈ V y A ∩ V = ∅.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Sean x ∈ X y U un abierto de x. Como X\U es un cerra-
do que no tiene a x, por hipótesis existen abiertos ajenos V y W tales que x ∈ V y
X\U ⊆ W . Como V ∩W = ∅ entonces V ⊆ X\W y, en consecuencia, V ⊆ X\W .
Finalmente, por la condición X\U ⊆W , se concluye que x ∈ V ⊆ V ⊆ X\W ⊆ U .

(ii) =⇒ (iii) Sean x ∈ X y A un cerrado con x /∈ A. Como X\A es un abierto de x,
por hipótesis, existe un abierto V de x tal que x ∈ V ⊆ V ⊆ X\A. Luego, A ⊆ X\V y
x ∈ V , es decir, A ∩ V = ∅ y x ∈ V .

(iii) =⇒ (i) Sean x ∈ X y A un cerrado con x /∈ A. Por hipótesis, existe un abierto V
de x tal que x ∈ V y A ∩ V = ∅. Luego, X\V es un abierto en X que satisface que
A ⊆ X\V , x ∈ V y V ∩X\V = ∅. Por lo tanto, X es T3.
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Definición A.9. Decimos que un espacio X es semiregular si X tiene una base de
abiertos regulares, donde un abierto U en X es regular , si U = Int(U).

Teorema A.10. Si X es un espacio T3, entonces X es semiregular.

Demostración. Sean x ∈ X y U un abierto de x. Por el Teorema A.8 (ii), existe un
abierto V tal que x ∈ V ⊆ V ⊆ U . Afirmamos que Int(V ) es un abierto regular tal
que x ∈ Int(V ) ⊆ U . Para probar que Int(V ) es un abierto regular, revisamos las dos
contenciones:

⊆)

Int(V ) ⊆ Int(V ) =⇒ Int(V ) = Int(Int(V )) ⊆ Int(Int(V )).

⊇)

Int(V ) ⊆ V =⇒ Int(V ) ⊆ V

=⇒ Int(Int(V )) ⊆ Int(V ).

En conclusión, Int(V ) = Int(Int(V )), es decir Int(V ) es regular. Más aún, x ∈ V ⊆
Int(V ) ⊆ U . Como U y x fueron arbitrarios, se concluye que X es semiregular.

Teorema A.11. Dado un espacio X. Si U es un abierto regular y D es denso en X,
entonces U ∩D es abiero regular en D.

Demostración. Sea V = U∩D. Por definición de cerradura, V
D

= V ∩D, lo que implica

que, IntD

(
V
D
)

= IntD
(
V ∩D

)
. Como U es un abierto en X y D es denso, resulta

que, U ∩D = U . En consecuencia,

IntD

(
V
D
)

= IntD
(
V ∩D

)
= IntD

(
U ∩D ∩D

)
= IntD

(
U ∩D

)
.

Ahora vamos a probar que IntD
(
U ∩D

)
= Int

(
U
)
∩ D. Sea W = IntD

(
U ∩D

)
,

donde W es el abierto en D más grande contenido en U ∩ D. Como W es abierto en
D, existe W ′ abierto en X tal que W = W ′ ∩ D. Supongamos por contradicción que
U ∩ D ( W ′ ∩ D ⊆ U ∩ D. Al aplicar cerradura en X en la cadena de contenciones,
nos queda que,

U ∩D ⊆W ′ ∩D ⊆ U =⇒ U ⊆W ′ ⊆ U(*)

De (*) y por ser U un abierto regular se tiene que, U = Int(U) = Int
(
W ′
)
. Por otro

lado, como W ′ es abierto en X, W ′ ⊆ Int(W ′) = U , lo que contradice el hecho de
que U ∩ D ( W ′ ∩ D. Por tanto W = U ∩ D, lo que implica que IntD(U ∩ D) =
W = U ∩ D = Int(U) ∩ D. Finalmente, completando las igualdades ya demostradas,
se obtiene que,
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IntD

(
V
D
)

= IntD
(
U ∩D

)
= Int

(
U
)
∩D = U ∩D = V.

Definición A.12. Un espacio X es Tychonoff o T3 1
2
, si es T1 y para cada x ∈ X

y cualquier cerrado A con x /∈ A, existe una función continua f : X → [0, 1] tal que
f(x) = 0 y f |A = 1.

Definición A.13. Si X es un espacio T2, decimos que X es normal o T4, si para
cada par de conjuntos cerrados ajenos A y B de X, existen vecindades ajenas U y V
que contienen a A y B, respectivamente.

Teorema A.14. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es T4.

(ii) Para cualquier cerrado A y cada abierto U de X tal que A ⊆ U , existe un abierto
V de X tal que A ⊆ V ⊆ V ⊆ U .

Demostración. (i) =⇒ (ii) Si A es un cerrado en X y A ⊆ U , entonces X\U es ce-
rrado en X y A ∩X\U = ∅. Como X es T4, existen abiertos ajenos V y W tales que
A ⊆ V y X\U ⊆ W . Bastaŕıa demostrar que V ∩ (X\U) = ∅. Suponiendo lo contra-
rio, existe x ∈ V ∩(X\U) ⊆ V ∩W , lo que contradice el hecho de que V y W son ajenos.

(ii) =⇒ (i) Tomando a un cerrado A en X y un abierto U en X, tales que A ⊆ U ,
entonces si B = X\U , se tiene que los cerrados A y B son ajenos. Por hipótesis, un
abierto V en X tal que A ⊆ V ⊆ V ⊆ X\B. Se sigue que los abiertos V y X\V son
ajenos y contienen a A y B respectivamente.

Definición A.15. Decimos que un espacio X es conexo si para cualesquiera abiertos
U y V de X tales que U ∩ V = ∅ y X = U ∪ V se tiene que X = U ó X = V .

Proposición A.16. Si X es un espacio T4, todo subespacio disconexo y cerrado de X
está contenido en una union de abiertos ajenos en X.

Demostración. Si D ⊆ X es un subespacio disconexo y cerrado de X, existen abiertos
U y V en X tales que D ⊆ U ∪V y U ∩V ∩D = ∅. Si U ∩V = ∅, habŕıamos acabado.
Analicemos el caso contrario. Puesto que U ∩ V ∩ D = ∅ y U ∩ V 6= ∅, observamos
que D ⊆ (X\U) ∪ (X\V ) y (X\U) ∩ (X\V ) ∩ D = ∅ ya que D ⊆ U ∪ V . Luego, al
ser D cerrado en X, D está contenido en la union de los cerrados ajenos (X\U) ∩D y
(X\V ) ∩ D. Como X es T4 y D es cerrado, existen abiertos U0 y V0 en X tales que,
(X\U) ∩D ⊆ U0, (X\V ) ∩D ⊆ V0 y U0 ∩ V0 = ∅, donde, D ⊆ U0 ∪ V0.



B.2. CONTINUIDAD 5

B.2. Continuidad

Definición B.17. Dados los espacios topológicos X y Y , una función f : X → Y , es
continua , si f−1(U) = {x ∈ X : f(x) ∈ U} es abierto en X para todo abierto U de Y .

Teorema B.18. Dada una función f : X → Y entre espacios topológicos X y Y , los
siguientes enunciados son equivalentes:

(i) f es continua.

(ii) f−1(B) es abierto en X para todo abierto subbásico B de Y .

(iii) Para todo x ∈ X, si U es un abierto de f(x) en Y , entonces existe un abierto V
de x en X tal que f(V ) ⊆ U .

(iv) f(A) ⊆ f(A) para todo A ⊆ X.

(v) f−1(B) ⊆ f−1(B) para todo B ⊆ Y .

Demostración. (i) =⇒ (ii) Es evidente usando la definición de continuidad.

(ii) =⇒ (iii) Sean B una subbase de Y y x ∈ X. Dado un abierto U en Y tal que f(x) ∈
U , podemos encontrar subbásicos B1, . . . , Bn ∈ B, para los cuales f(x) ∈

⋂n
i=1Bi ⊆ U .

El conjunto V =
⋂n
i=1 f

−1(Bi) es abierto. Además, x ∈ V y f(V ) ⊆ U .

(iii) =⇒ (iv) Sean A ⊆ X y x ∈ A y U un abierto de f(x). Por hipótesis, existe V
abierto de x, tal que f(x) ∈ f(V ) ⊆ U . Como x ∈ A, ∅ 6= V ∩A y, por tanto, se tienen
las siguientes contenciones: ∅ 6= f(V ∩ A) ⊆ f(V ) ∩ f(A) ⊆ U ∩ f(A). Como U fue
abierto arbitrario de f(x), entonces f(x) ∈ f(A). Como x ∈ A fue arbitrario, entonces
f(A) ⊆ f(A).

(iv) =⇒ (v) Sean B ⊆ Y y A = f−1(B). Como por hipótesis, f(A) ⊆ f(A) =
f(f−1(B)) ⊆ B, entonces f−1(B) ⊆ f−1(B).

(v) =⇒ (i) Si U es un abierto de Y , entonces por hipótesis, f−1(Y \U) ⊆ f−1(Y \U) =
f−1(Y \U). Por tanto, f−1(Y \U) = f−1(Y )\f−1(U) es cerrado y f−1(U) es abierto en
X.

Teorema B.19. Si X es un espacio arbitrario, Y es un espacio T2 y f, g : X → Y
son funciones continuas tales que f |D = g|D para algún subconjunto denso D en X,
entonces f = g.

Demostración. Si F : X → Y ×Y es la función definida por la correspondencia F (x) =
(f(x), g(x)), ésta es continua. Como Y es un espacio T2, el conjunto ∆ = {(y, y) ∈
Y × Y : y ∈ Y } es cerrado en Y × Y . Luego, por la continuidad de F , el conjunto
F−1(∆) = {x ∈ X : f(x) = g(x)} es cerrado en X. Como D es denso en X y D ⊆ {x ∈
X : f(x) = g(x)} se concluye que {x ∈ X : f(x) = g(x)} = X y, por tanto, f = g.
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Definición B.20. Dados A y B cerrados ajenos no vaćıos en un espacio X y f : X →
[0, 1] una función continua. Decimos que f es una función de Urysohn para A y B,
si f |A = 0 y f |B = 1.

Lema de Urysohn B.21. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(i) X es T4.

(ii) Para cualesquiera par de cerrados ajenos no vaćıos A,B ⊆ X, existe una función
de Urysohn para A y B.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Sea R = { k2n ∈ Q : 0 ≤ k ≤ 2n y n ∈ N}. Mostraremos que
para cada r ∈ R existe un abierto U(r) en Y que cumple las siguientes condiciones:

1) A ⊆ U(r) y U(r) ∩B = ∅.

2) Si r < r′, entones U(r) ⊆ U(r′).

Para esto, definimos al conjunto Dm = {U( k
2m ) : k ∈ {0, . . . 2n}} y procedemos por

inducción. El paso base n = 1, si definimos a U(1) = X\B y a U(0) tal que A ⊆
U(0) ⊆ U(0) ⊆ U(1), el cual existe por ser X un espacio T4 y aśı D1 = {U(0), U(1)}
cumple las condiciones 1) y 2). Si suponemos que tenemos definido al conjunto Dm−1,
para construir al conjunto Dm solo ocupamos definir a los abiertos U( k

2m ) con k impar.

Para cada k impar, por definición de Dm−1, U(k−1
2m ) ⊆ U(k+1

2m ), de tal manera que por
ser X un espacio T4, podemos tomar a U abierto tal que,

U

(
k − 1

2m

)
⊆ U ⊆ U ⊆ U

(
k + 1

2m

)
Y aśı definir a U( k

2m ) = U , lo cual completa la prueba por inducción. Si ahora redefi-
nimos a U(1) = X podemos definir a la función f : X → [0, 1] por la correspondencia,
f(x) = ı́nf{r : x ∈ U(r)}. Afirmamos que f es una función de Uryshon para A y B.
Si x ∈ B, entonces x ∈ U(r) = X ⇐⇒ r = 1, por lo que f(x) = 1, es decir, f |B = 1.
Además f |A = 0 ya que para todo x ∈ A, x ∈ U(r) para todo r ∈ R. Para ver que f
es continua. Sean x0, f(x0) = y0, si y0 no es 1 ó 0, tomamos a U = (y0 − ε, y0 + ε) y
r, r′ ∈ R con y0 − ε < r < y0 < r′ < y0 + ε. Luego V = U(r′)\U(r) es una vecindad
abierta de x0 y f(V ) ⊆ U . Si y0 es 1 ó 0 entonces V = U(r) o V = X\U(r′) respecti-
vamente cumplen también que f(V ) ⊆ U .

(ii) =⇒ (i) Sean A y B cerrados ajenos no vaćıos en X, por hipótesis existe una
función de Urysohn f para A y B, si definimos a los abiertos U = {x ∈ X : f(x) < 1

2}
y V = {x ∈ X : f(x) > 1

2}, estos resultan abiertos ajenos y además contienen a A y B
respectivamente.

Corolario B.22. Si X es un espacio T4, entonces existe una función de Urysohn f
con A = f−1(0) si y sólo si A es un conjunto Gδ. Más áun, todo conjunto Gδ resulta
cerrado.
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Demostración. =⇒) Si existe una función de Urysohn f con A = f−1(0), es claro que
A =

⋂
n∈N f

−1([0, 1
n)) donde f−1([0, 1

n)) es abierto en X para toda n ∈ N. Luego A es
Gδ.

⇐=) Sea A un conjunto Gδ en X y supongamos que A =
⋂
n∈N Un con {Un}n∈N sucesión

decreciente de abiertos. Para cada n ∈ N, se tiene que, A∩X\Un = ∅, por tanto, existe
una función fn : X → [0, 1] tal que fn(A) = 0 y fn(X\Un) = 1. Ahora definimos a

f : X → [0, 1] como f(x) =
∑
n∈N

1

2n
fn(x). Luego, f resulta continua, f(X\U1) = 1 y

A ⊆ f−1(0). Por último, x /∈ A si y sólo si existe m ∈ N tal que x /∈ Uk para k ≥ m si
y sólo sifk(x) = 1 para k ≥ m si y sólo si f(x) ≥ 1

2m , es decir, f−1(0) ⊆ A. Por tanto,
f es una función de Urysohn (entre A y X\U1) con A = f−1(0).

Teorema de Tietze B.23. [7] Dado un espacio X, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) X es T4.

(ii) Para todo cerrado A ⊆ X y para toda función continua f : A → R, existe una
función continua F : X → R tal que F |A = f .

Lema de Jones B.24. Si X es un espacio que contiene un subespacio cerrado y
discreto Y de X y un subespacio denso e infinito D de X tal que |Y | ≥ 2|D|, entonces
X no es T4.

Demostración. Haremos la prueba por contrapositiva. Sea Y un subespacio cerrado
y discreto de X y D un subespacio denso de X. Si para todo A ⊆ X definimos a
la colección C(A, [0, 1]) = {f : A → [0, 1] : f es continua}, por el Teorema B.19, la
función F : C(X, [0, 1]) → C(D, [0, 1]) definida por la correspondencia F (f) = f |D
resulta inyectiva y, en consecuencia,

|C(X, [0, 1])| ≤ |C(D, [0, 1])| ≤ |[0, 1]D| = |[0, 1]||D| = (2ℵ0)|D| = 2ℵ0·|D| = 2|D|,

y aśı |C(X, [0, 1])| ≤ 2|D|. Por otro lado, como Y es discreto en X, se tiene que, [0, 1]Y =
C(Y, [0, 1]) y, de esta manera, se tiene que |C(Y, [0, 1])| = 2ℵ0·|Y |. Como Y es cerrado en
X, el Teorema de Tietze B.23 nos garantiza que por cada función en C(Y, [0, 1]) existe
una función en C(X, [0, 1]), por lo que |C(Y, [0, 1])| ≤ |C(X, [0, 1])| y de esta manera

|Y | < 2ℵ0·|Y | = |C(Y, [0, 1])| ≤ |C(X, [0, 1])| ≤ 2|D|.

Definición B.25. Dados un espacio X, un conjunto Y y una función suprayectiva
f : X → Y , definimos a la topoloǵıa de identificación para Y como

Tf = {U ⊆ Y : f−1(U) es abierto en X}.

Definición B.26. Decimos que una función continua y suprayectiva f : X → Y entre
los espacios topológicos (X,TX) y (Y, TY ) es de identificación , si TY = Tf .
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Definición B.27. Decimos que una función f : X → Y es cerrada , si para cada
cerrado A en X se tiene que f(A) es cerrado en Y .

Teorema B.28. Si f : X → Y es una función continua, cerrada y suprayectiva,
entonces f es de identificación.

Demostración. Por ser f continua, TY ⊆ Tf . Si U ∈ Tf , entonces p−1(X\U) es cerrado
en X. Como f es cerrada y suprayectiva, se sigue que, X\U = f(f−1(X\U)) es cerrado
en Y con la topoloǵıa TY , por tanto, U ∈ TY .

Teorema de Transgresión B.29. Sea f : X → Y es una función de identificación. Si
h : X → Z es continua y h es constante en f−1(y) para cada y ∈ Y , entonces h ◦ f−1

está bien definida, es continua y además el siguiente diagrama

X
f //

h
��

Y

h◦f−1~~
Z

es conmutativo.

Demostración. Si x ∈ X, por hipótesis, h es constante en f−1(f(x)), es decir,

h(x) = h ◦ f−1(f(x)) = (h ◦ f−1)(f(x)).

Como h = (h ◦ f−1) ◦ f , el diagrama conmuta. Afirmamos que h ◦ f−1 es continua. Si
U es un abierto en Z, entonces por la continuidad de h

h−1(U) = (h ◦ f−1 ◦ f)−1(U) = f−1(h ◦ f−1)−1(U)

es abierto enX y, como f es una función de identificación, se concluye que (h◦f−1)−1(U)
es abierto en Y y que h ◦ f−1 es continua.

C.3. Topoloǵıa débil

Dado un conjunto X no vaćıo y una colección de espacios topológicos (Yi, Ti)i∈I ,
si {fi : X → Yi : i ∈ I} es una colección de funciones, entonces podemos asignarle al
conjunto X una topoloǵıa, la cual está generada por la colección Bw = {f−1

i (U) : i ∈
I y U ∈ Ti}, es decir, Bw es subbase para alguna topoloǵıa sobre el conjunto X. A esta
topoloǵıa se le conoce como topoloǵıa débil o topoloǵıa inicial generada por la colección
de funciones {fi : X → Yi : i ∈ I} y se denota por Tw cuando es claro que colección de
funciones se estan usando.

Teorema C.30. Si (X,T ) es un espacio topológico, (Yi, Ti)i∈I es una colección de
espacios topológicos y {fi : X → Yi : i ∈ I} es una colección de funciones continuas,
entonces Tw ⊆ T .
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Demostración. Como la colección Bw forma una subbase para el espacio topológico
(X,Tw), basta probar que Bw ⊆ T . Como fi : X → Yi es una función continua para
cada i ∈ I, por el Teorema B.18, todos los elementos de Bw son abiertos en (X,T ) y,
por tanto, Tw ⊆ T .

Definición C.31. Si (X,T ) es un espacio topológico y (Yi, Ti)i∈I es una colección de
espacios topológicos, se dice que una colección de funciones {fi : X → Yi : i ∈ I}
separa puntos de cerrados, si para todo cerrado K de X y todo x /∈ K existe i ∈ I
tal que fi(x) /∈ fi(K).

Teorema C.32. Si (X,T ) es un espacio topológico y (Yi, Ti)i∈I es una colección de
espacios topológicos, entonces la colección de funciones continuas {fi : X → Yi : i ∈ I}
separa puntos de cerrados si y sólo si la colección {f−1

i (U) : i ∈ I y U ∈ Ti} forma una
base para el espacio topológico (X,T ).

Demostración. =⇒) Sean x ∈ X y V 6= X un abierto de x en X. Como X\V es cerrado
y x /∈ X\V , por hipótesis, existe i ∈ I tal que fi(x) /∈ fi(X\V ). Por tanto existe un
abierto Ui de fi(x) en Yi tal que fi(x) ∈ Ui y Ui∩ fi(X\V ) = ∅. Aśı, x ∈ f−1

i (Ui) ⊆ V ,
donde f−1

i (Ui) es abierto por la continuidad de fi. El caso en que V = X es inme-
diato, ya que f−1

i (Yi) = X para toda i ∈ I. Como x fue arbitrario, se concluye que
{f−1
i (U) : i ∈ I y U ∈ Ti} forma una base para X.

⇐=) Sea K un cerrado y x /∈ K. Como x ∈ X\K con X\K abierto, existen i ∈ I y un
abierto Ui en Yi tal que x ∈ f−1

i (Ui) ⊆ X\K. Basta demsotrar que Ui ∩ fi(K) = ∅.
Si suponemos lo contrario, existe x0 ∈ K tal que fi(x0) ∈ Ui, es decir, x0 ∈ f−1

i (Ui) ⊆
X\K, lo cual es una contradicción. Por tanto Ui ∩ fi(K) = ∅ y concluimos aśı que
fi(x) /∈ fi(K).

Corolario C.33. Si (X,T ) es un espacio topológico, (Yi, Ti)i∈I es una colección de
espacios topológicos y {fi : X → Yi : i ∈ I} es una colección de funciones continuas
que separa puntos de cerrados, entonces la topoloǵıa T coincide con la topoloǵıa Tw
generada por la colección de funciones {fi : X → Yi : i ∈ I}.

Demostración. La prueba es inmediata usando el teorema C.32.

Teorema C.34. Si X es un espacio T3 1
2
, entonces la colección C∗(X) de todas las

funciones reales, continuas y acotadas definidas en X separa puntos y cerrados.

Demostración. Sean K cerrado en X y x /∈ K. Como X es T3 1
2
, existe una función

continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f |K = 1. Luego, como f(K) = {1} = f(K),
se sigue que f(x) /∈ f(K), donde f ∈ C∗(X).

Teorema C.35. SiX es un conjunto no vaćıo, entonces la topoloǵıa Tw, generada por la
colección C∗(X) tiene como subbase a la colección {f−1(a,∞) : a ∈ R+ y f ∈ C∗(X)}.
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Demostración. Por definición de la topoloǵıa débil Tw, la colección Bw = {f−1
i (U) : i ∈

I y U ∈ Ti} es una subbase para X. Luego, si f ∈ C∗(X), U es abierto en R y x ∈
f−1(U), entonces como U es abierto existen a1, . . . , an ∈ R tales que f(x) ∈

⋂n
i=1 Vi ⊆

U , donde Vi ∈ {(a,∞) : a ∈ R} ∪ {(−∞, a) : a ∈ R}, de donde x ∈
⋂n
i=1 f

−1(Vi) ⊆
f−1(U). Si definimos fi = f para cada i ≤ n, entonces x ∈

⋂n
i=1 f

−1
i (Vi) ⊆ f−1(U).

Ahora, si Vi = (−∞, ai) para alguna i ≤ n, entonces definimos a la función gi =
−fi, la cual cumple que g−1

i (ai,∞) = f−1
i (−∞, ai) y, en caso de que Vi = (ai,∞),

se define como gi = fi. De manera que las funciones gi ∈ C∗(X) satisfacen que
x ∈

⋂n
i=1 g

−1
i (ai,∞) ⊆ f−1(U). Como f , U y x fueron arbitrarios, se concluye que

{f−1(a,∞) : a ∈ R+ y f ∈ C∗(X)} es una subbase para la topoloǵıa débil en X.

Teorema C.36. Si (X,T ) es un espacio topológico T1, entonces X es T3 1
2

si y sólo si

la topoloǵıa T coincide con la topoloǵıa débil Tw generada por la colección de funciones
C∗(X).

Demostración. =⇒) Si X es T3 1
2
, por el Teorema C.34, la colección C∗(X) separa pun-

tos y cerrados. Luego, por el Corolario C.33, la topoloǵıa T coincide con la topoloǵıa
débil Tw generada por la colección de funciones C∗(X).

⇐=) Para probar que X es T3 1
2
, sean K un cerrado en X y x /∈ K. Por el Corolario C.35,

existen f1, . . . , fn ∈ C∗(X) y a1, . . . , an ∈ R tales que x ∈
⋂n
i=1 f

−1
i (ai,∞) ⊆ X\K. Si

definimos a las funciones continuas gi : X → R por la correspondencia gi = sup{fi −
ai, 0} para cada i ≤ n, se sigue que x ∈

⋂n
i=1 g

−1
i (0,∞) ⊆ X\K. Ahora, si definimos

a la función continua g : X → R por la correspondencia g =
∏n
i=1 gi, se tiene que

x ∈ g−1(0,∞) ⊆ X\K. Por último, si observamos que g(x) 6= 0 y g|K = 0, definimos a
la función continua h : X → [0, 1] por la correspondencia h(z) = 1

g(x) mı́n{g(z), g(x)},
y ésta cumple que h(x) = 1 y h|K = 0. Por tanto, X es T3 1

2
.

D.4. Convergencia

Dado un conjunto no vaćıo Λ y una relación binaria � definida en Λ, decimos que
la pareja ordenada (Λ,�) forma un conjunto dirigido si la relación � es reflexiva,
transitiva y para cada λ, λ′ ∈ Λ existe µ ∈ Λ tal que λ � µ y λ′ � µ.

Una red de elementos en un espacio topológico X es una función ψ : Λ → X
donde (Λ,�) es un conjunto dirigido. Para simplificar notación, si ψ(λ) = xλ sólo
escribiremos {xλ}λ∈Λ para denotar a dicha red. Un subconjunto R ⊆ Λ es residual
en (Λ,�) si existe λ ∈ Λ tal que µ ∈ R para toda µ � λ. Un subconjunto C ⊆ Λ es
cofinal en (Λ,�) si para toda λ ∈ Λ existe µ ∈ C tal que µ � λ.

Definición D.37. Sea X un espacio, x0 ∈ y {xλ}λ∈Λ una red de elementos en X.

(a) Decimos que x0 es un punto ĺımite de {xλ}λ∈Λ, si para cada abierto U de x0 el
conjunto {λ ∈ Λ : xλ ∈ U} es residual en (Λ,�). Si x0 es el único punto ĺımite
decimos que {xλ}λ∈Λ converge a x0.
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(b) Decimos que x0 es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ, si para cada abierto
U de x0 el conjunto {λ ∈ Λ : xλ ∈ U} es cofinal en (Λ,�).

(c) Decimos que x0 es un punto aislado de {xλ}λ∈Λ, si no es de acumulación.

Dados los conjuntos dirigidos (Λ,�) y (Λ′,�′), una función h : Λ′ → Λ se llama
monótona , si para cada par de elementos λ′1, λ

′
2 ∈ Λ′ tales que λ′1 �′ λ′2, se cumple

que h(λ′1) � h(λ′2). Se dice que h : Λ′ → Λ es una función cofinal si para cada λ ∈ Λ
existe λ′ ∈ Λ′ tal que λ � h(λ′). Dado un espacio X, una red {yλ′}λ′∈Λ′ se denomina
subrred de {xλ}λ∈Λ, si existe una función monótona y cofinal h : Λ′ → Λ tal que
yλ′ = xh(λ′).

Teorema D.38. Sean x0 ∈ X y {xλ}λ∈Λ una red en X.

(a) Si x0 es un punto de acumulación de cualquier subrred de {xλ}λ∈Λ, entonces x0

es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ.

(b) Si x0 es un punto ĺımite de {xλ}λ∈Λ, entonces x0 es un punto ĺımite de toda
subrred de {xλ}λ∈Λ.

(c) Si x0 es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ, entonces x0 es un punto ĺımite de
alguna subrred de {xλ}λ∈Λ.

Demostración. Sea {yλ′}λ′∈Λ′ una subrred {xλ}λ∈Λ y x0 ∈ X.

(a) Si x0 es un punto de acumulación de {yλ′}λ′∈Λ′ y U es un abierto arbitrario de
x0, entonces {λ′ ∈ Λ′ : yλ′ ∈ U} es cofinal en (Λ′,�′). Sea λ ∈ Λ. Como {yλ′}λ′∈Λ′

es subrred de {xλ}λ∈Λ, existe λ′ ∈ Λ′ tal que λ � h(λ′0). Por la cofinalidad del
conjunto {λ′ ∈ Λ′ : yλ′ ∈ U}, existe µ′ ∈ Λ′ tal que yµ′ ∈ U y λ′0 � µ′, luego
λ � h(λ′0) � h(µ′) y aśı xh(µ′) = yµ′ ∈ U . En conclusión {λ ∈ Λ : xλ ∈ U} es
cofinal en (Λ,�). Luego x0 es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ.

(b) Sea U un abierto de x0. Como x0 es un punto ĺımite de {xλ}λ∈Λ, el conjunto
{λ ∈ Λ : xλ ∈ U} es residual en (Λ,�), existe λ ∈ Λ tal que para toda µ � λ se
cumple que xµ ∈ U . Por ser {yλ′}λ′∈Λ′ , existe λ′ ∈ Λ′ tal que λ � h(λ′). Si ahora
tomamos a µ′ � λ′, entonces λ � h(λ′) � h(µ′), por lo cual yµ′ = xh(µ′) ∈ U . Esto
último equivale a decir que {λ′ ∈ Λ′ : yλ′ ∈ U} es residual en (Λ′,�′). Luego x0

es un punto ĺımite de {yλ′}λ′∈Λ′ .

(c) Definimos al conjunto Λ′′ = {(λ,U) ∈ Λ ×X : xλ ∈ U y x0 ∈ U} y a la relación
�′′ como sigue:

(λ1, U1) �′′ (λ2, U2) si y sólo si λ1 � λ2 y U2 ⊆ U1.

Notamos que (Λ′′,�′′) es un conjunto diriǵıdo. Si definimos a la red {zλ′′}λ′′∈Λ′′ ,
ésta resulta ser una subrred de {xλ}λ∈Λ tomando en cuenta a la función monótona
y cofinal h : Λ′′ → Λ, con la correspondencia, h(λ,U) = λ. Sea U un abierto de x0.
Como x0 es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ, existe λ0 ∈ Λ tal que xλ0 ∈ U .
Si (λ, V ) ∈ Λ′′ tal que (λ, V ) �′′ (λ0, U), se tiene que z(λ,V ) = xλ ∈ V ⊆ U , es
decir, {λ′′ ∈ Λ′′ : zλ′′ ∈ U} es residual. Al ser U un abierto arbitrario de x0, x0 es
un punto ĺımite de la subrred {zλ′′}λ′′∈Λ′′ .
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Teorema D.39. Si A ⊆ X y x ∈ X, entonces x ∈ A, si y sólo si existe una red de
elementos de A que converge a x.

Demostración. =⇒) Definimos al conjunto Λ = {U ⊆ X : U es abierto de x} y la re-
lación � en Λ como sigue: U1 � U2 si y sólo si U1 ⊇ U2. De tal manera que (Λ,�)
resulta ser un conjunto diriǵıdo. Como x ∈ A, se tiene que para cualquier abierto U de
x, A ∩ U 6= ∅. Entonces, para cada λ ∈ Λ, podemos tomar a un elemento xλ ∈ A ∩ U ,
donde λ = U . Veamos que x es un punto ĺımite de la red {xλ}λ∈Λ. Si V un abierto de
x, luego si λ0 = V ∈ Λ y λ � λ0, entonces λ es un abierto de x, digamos λ = W , tal que
x ∈W ⊆ V , por tanto xλ ∈ A∩W ⊆ A∩V ⊆ V , es decir, {λ ∈ Λ : xλ ∈ V } es residual.

⇐=) Si {xλ}λ∈Λ es una red de elementos de A que tiene como punto ĺımite a x, entonces
para un abierto U de x, se tiene que A ∩ U 6= ∅. Al ser U un abierto arbitrario de x,
se sigue que x ∈ A.

Teorema D.40. Un espacio X es T2 si y sólo si toda red en X tiene a lo más un punto
ĺımite.

Demostración. =⇒) Sean x0 y y0 puntos ĺımite de la red {xλ}λ∈Λ. Sean U y V abiertos
arbitrarios de x0 y y0 respectivamente. Por ser puntos ĺımite existe λ0 ∈ Λ tal que
xλ0 ∈ U ∩V . Como X es T2 y los puntos x0 y y0 no pueden ser separados por abiertos,
se concluye que x0 = y0.

⇐=) Supongamos que X no es T2. Entonces existen dos elementos distintos en X,
digamos x0 y y0, de tal forma que para cualesquiera abiertos U de x0 y V de y0 se tiene
que U ∩ V 6= ∅. Definimos al conjunto

Λ = {U ∩ V : U es abierto de x0 y V es abierto de y0}

y la relación � en Λ como sigue: λ1 � λ2 si y sólo si λ1 ⊇ λ2. Luego, (Λ,�) es un
conjunto diriǵıdo y además x0 y y0 son dos puntos ĺımite distintos de la red {xλ}λ∈Λ,
donde xλ es un punto fijo cualquiera tomado en λ ∈ Λ.

Proposición D.41. Sean X y Y espacios y f : X → Y una función. Si {xλ}λ∈Λ es
una red en X, entonces {f(xλ)}λ∈Λ es una red en Y .

Demostración. Por definición de red, ψ(λ) = xλ donde ψ es una función entre los
conjuntos Λ y X (ψ : Λ→ X). Luego la composición f ◦ ψ : Λ→ Y def́ıne una red en
Y .

Teorema D.42. Dados los espacios X y Y . Una función f : X → Y , es continua en x0

si y sólo si toda red {xλ}λ∈Λ que converge a x0 cumple que la red {f(xλ)}λ∈Λ converge
a f(x0).
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Demostración. =⇒) Sea V un abierto en Y de f(x0). Por la continuidad de f en x0,
existe un abierto U de x0 tal que f(U) ⊆ V . Como {xλ}λ∈Λ converge a x0, el conjunto
{λ ∈ Λ : xλ ∈ U} es residual. Por lo antes mencionado y la contención f(U) ⊆ V ,
se sigue que el conjunto {λ ∈ Λ : f(xλ) ∈ V } es residual, es decir, {f(xλ)}λ∈Λ que
converge a f(x0).

⇐=) Supongamos que f no es continua en x0. Entonces existe un abierto V de f(x0) en
Y tal que para todo abierto U de x0 en X, f(U)∩X\V 6= ∅. Por otro lado, definimos
al conjunto,

Λ = {U ⊆ X : U es abierto de x0},

y la relación � en Λ como sigue: λ1 � λ2 si y sólo si λ1 ⊇ λ2, se tiene que (Λ,�) es un
conjunto dirigido. Ahora, si construimos a la red {xλ}λ∈Λ de tal manera que,

xλ ∈ U = λ ∈ Λ, si f(xλ) ∈ f(U) ∩X\V,

se sigue x0 es un punto ĺımite de {xλ}λ∈Λ. Sin embargo, la red {f(xλ)}λ∈Λ no se acumula
en f(x0) ∈ V , ya que todos sus elementos son ajenos a V .

E.5. Compacidad

Dado un espacio X, una colección U de subconjuntos de X es una cubierta de
X, si

⋃
U = X. Si U consta de solamente conjuntos abiertos (cerrados), entonces U es

una cubierta abierta (cerrada) de X. Una colección V de conjuntos de X es una
subcubierta de U, si V ⊆ U y

⋃
V =

⋃
U. Entendemos que W es un refinamiento

de U, si para cada W ∈ W existe U ∈ U tal que W ⊆ U y
⋃
W =

⋃
U. Decimos que

una familia U de X es localmente finita , si para cada x ∈ X existe un abierto V de
x tal que V intersecta a lo más a un número finito de elementos de U. Además, se dice
que una cubierta U es de punto finito (numerable), si todo elemento de X pertenece
solamente a una cantidad finita (numerable) de elementos de U.

Definición E.43. Un espacio X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita.

Teorema E.44. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) X es compacto.

(ii) Si U es una colección de cerrados de X con
⋂
U = ∅, entonces existe una subco-

lección finita F de U tal que
⋂
F = ∅.

(iii) Toda red en X tiene una subrred con ĺımite en X.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Si U es una colección de cerrados de X tal que
⋂
U = ∅,

entonces la colección V = {X\U : U ∈ U} es una cubierta abierta de X. Por la
compacidad de X, existe una subcubierta F finita de V tal que

⋃
F = X. Luego,

F′ = {U : X\U ∈ F} es subcolección de U y
⋂
F′ = ∅.
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(ii) =⇒ (iii) Sea {xλ}λ∈Λ una red en X. Para cada λ ∈ Λ definimos al conjunto
Aλ = {xµ : µ ≥ λ}. Evidentemente la colección U = {Aλ : λ ∈ Λ} cumple que pa-
ra toda subcolección finita F de U,

⋂
F 6= ∅. Por tanto haciendo uso de la hipótesis,⋂

λ∈ΛAλ =
⋂
U 6= ∅. Notamos que todo punto en

⋂
λ∈ΛAλ es un punto de acumulación

de la red {xλ}λ∈Λ. Por el Teorema D.38 (c), existe una subrred de {xλ}λ∈Λ con ĺımite
en X.

(iii) =⇒ (i) Supongamos que X no es compacto, por tanto existe una cubierta abierta
de X, U = {Ui : α ∈ I} sin subcubiertas finitas. Definiendo al conjunto Λ = {J ⊆
I : |J | < ∞} y la relación � en Λ como sigue: J1 � J2 si y sólo si J1 ⊆ J2, entonces
(Λ,�) resulta un conjunto dirǵıdo. Ahora, para cada J = λ ∈ Λ, existe xλ /∈

⋃
i∈J Ui.

Si consideramos a la red {xλ}λ∈Λ, ésta no se acumula en ningún punto de X, de lo
contrario si existiera tal x, entonces para algún abierto de la cubierta U, digamos Uj
con x ∈ Uj , si {j} � J ∈ Λ ({j} ⊆ J ∈ Λ) se tendŕıa que xJ /∈

⋃
i∈J Ui, en particular

xj /∈ Uj , lo que contradice el hecho de que x es un punto de acumulación de {xλ}λ∈Λ.
Por tanto, {xλ}λ∈Λ no tiene puntos de acumulación y, por el Teorema D.38 (c), existe
una red en X cuyas subrredes no tienen punto ĺımite en X.

Teorema E.45. Si X es un espacio compacto y T2, entonces es T4.

Demostración. Para probar que X es T4 primero probaremos que X es T3. Sean A un
cerrado en X y x /∈ A. Como X es T2, para cada y ∈ A existen abiertos ajenos Vy y
Uy en X tales que x ∈ Vy y y ∈ Uy. Luego, como la familia A = {Uy : y ∈ A} consta
de abiertos de X y A ⊆

⋃
A. Al ser X es compacto y A es cerrado, entonces A es

compacto y, por tanto, existen abiertos Uyi con i ≤ n tales que A ⊆
⋃n
i=1 Uyi . Hagamos

a los abiertos U =
⋃n
i=1 Uyi y V =

⋂n
i=1 Vyi . Es sencillo verificar que x ∈ V y A ⊆ U .

Probemos que U ∩ V = ∅. Si por el contrario, existe z ∈ U ∩ V , entonces en particular
z ∈ U lo que implica que z ∈ Uyj para algún j ≤ n. De aqúı z ∈ Uyj ∩ Vyj , lo que es
una contradicción. Por tanto, U ∩ V = ∅ y X es T3.

Ahora para probar que X es T4, sean A y B cerrados ajenos en X. Como X es T3,
para cada x ∈ B podemos encontrar abiertos ajenos Vx y Ux en X, tales que x ∈ Vx y
A ⊆ Ux. La familia B = {Vx : x ∈ B} consta de abiertos de X y B ⊆

⋃
B. Al ser X es

compacto y B es cerrado en X, entonces B es compacto y por tanto existen abiertos Vxi
con i ≤ n tales que B ⊆

⋃n
i=1 Vxi . Hagamos a los abiertos U =

⋂n
i=1 Uxi y V =

⋃n
i=1 Vxi .

Una prueba similiar a la dada en el párrafo anterior verifica que U ∩ V = ∅. Además
es sencillo verificar que B ⊆ V y A ⊆ U . En conclusión X es T4.

Teorema E.46. Si X es un espacio compacto, Y es un espacio T2 y f : X → Y es
continua, entonces f es cerrada.

Demostración. Sea A un cerrado en X. Como X es compacto, A es compacto en X y
f es continua, entonces f(A) es compacto en Y . Al ser Y un espacio T2 se concluye que
f(A) es cerrado. Por ser A un cerrado arbitrario en X, se concluye que f es cerrada.
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Teorema de subbase de Alexander E.47. Dado un espacio X, con subbase B,
toda cubierta de X con elementos en B tiene una subcubierta finita si y sólo si X es
compacto.

Demostración. =⇒) Supongamos que X no es compacto y sea P la colección de todas
las cubiertas abiertas de X sin subcubiertas finitas. Como X no es compacto, P 6=
∅. Si ordenamos parcialmente a P con la relación inclusión, notamos que si C es un
subconjunto totalmente ordenado de P, entonces

⋃
C es una cubierta abierta de X y.

más aún,
⋃
C no tiene subcubiertas finitas que cubran a X, ya que de lo contrario, si

F es una subcubierta finita de X en
⋃
C , al ser C totalmente ordenado, existiŕıa una

cubierta U ∈ C tal que F ⊆ U, pero esto contradice el hecho de que U ∈ P, por tanto⋃
C ∈ P. El lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento maximal V ∈ P. Si

tomamos a la colección V∩B, esta no puede ser cubierta de X, ya que de lo contrario,
como todos sus elementos pertenecen a B por hipt́esis V ∩ B tendŕıa una subcubierta
finita F de X y además F ⊆ V, es decir, V /∈ P, pero esto es una contradicción. Luego
si tomamos a x /∈

⋃
V∩B, al ser V cubierta abierta de X, existe V ∈ V tal que x ∈ V

y al ser B subbase de X existen subbásicos Bi ∈ B con i ≤ n tal que x ∈
⋂n
i=1Bi ⊆ V .

Además notamos que por la elección de x ∈ X, Bi /∈ V∩B para cada i ≤ n. Luego por
la maximalidad de V, para cada i ≤ n la cubierta V ∪ {Bi} tiene subcubierta finita Fi
que cubre a X, donde claramente Bi ∈ Fi. Por tanto,

⋃n
i=1 Fi∪{

⋂n
i=1Bi} resulta en una

cubierta abierta finita de X, pero como
⋂n
i=1Bi ⊆ V , entonces

⋃n
i=1 Fi ∪ {V } es una

cubierta abierta finita de X, pero esto es una contradicción ya que
⋃n
i=1 Fi ∪{V } ⊆ V.

En conclusión, X es compacto.

Definición E.48. Decimos que un espacio es X es numerablemente compacto si
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Teorema E.49. Si X es un espacio T1, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(i) X es numerablemente compacto.

(ii) Toda sucesión infinita en X tiene al menos un punto de acumulación.

(iii) Todo subespacio cerrado y discreto de X es finito.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Por contrapositiva, si suponemos que existe una sucesión
{xn}n∈N sin puntos de acumulación, entonces por los Teoremas D.38 (c) y D.39, el
conjunto D = {xn : n ∈ N} es infinito y cerrado. En particular como ningún elemento
de D es de acumulación de la sucesión {xn}n∈N, cada elemento de D es aislado y, por
tanto, D es discreto en X. Luego, como D es discreto en X, existe un conjunto abierto
Vn en X tal que Un ∩ D = {xn} para cada n ∈ N. Si definimos a U = {Un : n ∈ N},
entonces U es una cubierta abierta numerable de D que no tiene subcubiertas finitas.
Como D es cerrado en X, entonces D no es numerablemente compacto y, por tanto, X
no es numerablemente compacto.

(ii) =⇒ (iii) Por contrapositiva, si suponemos que existe un subespacio cerrado, dis-
creto e infinito D de X, podemos tomar a D0 ⊆ D tal que D0 es numerable y D0 es un
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subespacio cerrado, discreto e infinito numerable de X. Luego, si D0 = {xn : n ∈ N}
y suponemos que la sucesión {xn}n∈N tiene un punto de acumulación tal que x0 /∈ D0,
entonces para cualquier abierto U de x0 y cualquier m ∈ N existe k ≥ m tal que xk ∈ U .
Esto implica que todo abierto de x0, intersecta a D0 y, por tanto, x0 ∈ D0 = D0, lo
cual es una contradicción. Por tanto {xn}n∈N no tiene puntos de acumulación.

(iii) =⇒ (i) Por contrapositiva, si X no es numerablemente compacto, existe una
cubierta abierta U = {Un : n ∈ N} de X tal que no tiene subcubiertas finitas. Por
lo tanto podemos tomar una sucesión infinita {xn}n∈N de tal forma que para cada
n ∈ N, xn /∈

⋃n
i=1 Un. Si definimos al conjunto D = {xn : n ∈ N}, observamos que

Un∩D ⊆ {x1, . . . , xn−1}, para cada n ∈ N. Hacemos notar que para cada n ∈ N, existe
k > n mı́nimo, tal que xn ∈ Uk, con lo cual si tomamos la sucesión {φ(n)}n∈N donde
φ(n) = k, esta cumple que

∅ 6= Uφ(n) ∩D ⊆ {x1, . . . , xφ(n)−1};

es decir, consideramos sólo a los abiertos de la cubierta original U que tienen puntos
de D. Como X es T1, el conjunto Vn = X\{x1, . . . , xn−1, xn+1, . . . , xφ(n)−1} resulta
abierto, de modo que para cada n ∈ N

Uφ(n) ∩ Vn ∩D = {xn},

y de esta manera D resulta ser un subespacio infinito y discreto de X. Para ver que
D es cerrado, tomamos a x /∈ D. Al ser U cubierta de X, existe Um tal que x ∈ Um.
Si Um ∩ D = ∅ habŕıamos acabado. En caso contrario tomamos al conjunto V =
(X\(Um ∩D)) ∩ Um, que resulta abierto ya que Um ∩D es finito y entonces x ∈ V y
x /∈ D con V ∩D = ∅. Aśı D es cerrado.

Definición E.50. Decimos que un espacio es X es secuencialmente compacto si
toda sucesión tiene una subsucesión convergente.

Teorema E.51. Si X es un espacio T1 y primero numerable, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) X es numerablemente compacto.

(ii) X es secuencialmente compacto.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Sean {xn}n una sucesión en X y supongamos que no tiene
subsucesiones convergentes. Por el Teorema D.38 (c) y la primero numerabilidad de
X, entonces {xn}n no tiene puntos de acumulación. Si A = {xn : n ∈ N} entonces
afirmamos que A es cerrado. Para esto, sea x0 /∈ A. Como {xn}n no se acumula en x0,
existe un abierto U de x0 y m0 ∈ N tal que si n ≥ m0, entonces xn /∈ U . Luego, el
abierto U∩(X\{x1, . . . , xm0}) tiene a x0 y es ajeno a A, lo que implica que A es cerrado
y aśı A es numerablemente compacto, ya que X es numerablemente compacto. Como
ningún punto de A es punto de acumulación, se tiene que para cada k ∈ N, existen
un abierto V de xk y m0 ∈ N tal que si n ≥ m0, entonces xk /∈ V . De esta manera,
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V ∩ (X\({x1, . . . , xm0}\{xk})) es un abierto de xk tal que V ∩A = {xk}. Como k ∈ N
fue arbitrario, A resulta discreto, infinito y numerable, pero esto es una contradicción
ya que A es numerablemente compacto. Por tanto, {xn}n debe tener alguna subsuce-
sión convergente.

(ii) =⇒ (i) Por contradicción supongamos que X no es numerablemente compacto.
Sea U = {Un : n ∈ N} una cubierta abierta de X sin recubrimientos finitos. Entonces,
para cada n ∈ N podemos tomar a xn ∈ X\

⋃n
i=1 Ui y aśı definir a la sucesión {xn}n.

Notamos que si m ≥ n, entonces xm ∈ X\
⋃n
i=1 Ui. Por ser X un espacio secuencial-

mente compacto, existe x0 ∈ X y una subsucesión {xnk}k de {xn}n tal que {xnk}k
converge a x0. Al ser U una cubierta abierta de X, existe m0 ∈ N con x0 ∈ Um0 . Ahora,
como {xnk}k converge a x0, existe k0 ∈ N tal que si k ≥ k0, entonces xnk ∈ Um0 . Si
tomamos a nk ≥ m0, entonces xnk ∈ Um0 y, en consecuencia, xnk /∈

⋃m0
i=1 Ui, lo que es

una contradicción. Por tanto, X es numerablemente compacto.

Definición E.52. Decimos que un espacio X es pseudocompacto si toda función
continua f : X → R es acotada.

Teorema E.53. Si X es un espacio T3 1
2
, entonces los siguientes enunciados son equi-

valentes:

(i) X es pseudocompacto.

(ii) Si {Vn}n∈N es una sucesión decreciente de abiertos no vaćıos, entonces
⋂
n∈N Vn 6=

∅.

(iii) Si {Vn}n∈N es una sucesión decreciente de abiertos no vaćıos tal que Vn+1 ⊆ Vn
para toda n ∈ N, entonces

⋂
n∈N Vn 6= ∅.

(iv) Todo conjunto Gδ no vaćıo en βX intersecta a X.

(v) Toda cubierta localmente finita de X tiene una subcubierta finita.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Supongamos que existe una sucesión decreciente de abiertos
no vaćıos {Vn}nN, con

⋂
n∈N Vn = ∅. Notamos que la colección {Vn : n ∈ N} es local-

mente finita. Ahora para cada n ∈ N, tomamos a una función continua fn : X → R tal
que fn(X\Vn) = 0 y fn(xn) = n para algún xn ∈ Vn. Como la colección {Vn : n ∈ N}
es localmente finita, la función f =

∑
n∈N

fn es continua y está bien definida. Además f

no es acotada y, por tanto, X no es pseudocompacto.

(ii) =⇒ (iii) Es inmediato.

(iii) =⇒ (i) Si X no es pseudocompacto, existe una función continua y no acotada
f : X → R. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f no es acotada por
arriba. Si definimos a Vn = f−1((n,∞)) para toda n ∈ N, {Vn}n∈N es una sucesión
decreciente de abiertos no vaćıos. Sean m > 1, x ∈ Vm y supongamos que x /∈ Vm−1.
Como x /∈ Vm−1, se tiene que f(x) ≤ m− 1 y x ∈ f−1((−∞,m)). Al ser x elemento de
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Vm, se debeŕıa cumplir que, f−1((−∞,m)) ∩ Vm = f−1((−∞,m)) ∩ f−1((m,∞)) 6= ∅,
lo cual es una contradicción. Con esto queda demostrado que para toda n ∈ N, se
cumple la condición Vn+1 ⊆ Vn+1 ⊆ Vn. Además,

⋂
n∈N Vn =

⋂
n∈N f

−1((n,∞)) =
f−1(

⋂
n∈N (n,∞)) = ∅.

(ii) =⇒ (iv) Supongamos que existe un conjunto Gδ no vaćıo en βX, digamos A, tal que
A ⊆ βX\X. Por el corolario B.22, al ser βX T4, existe una función continua f : βX →
[0, 1] con A = f−1(0). Como A es Gδ y A = f−1(0), entonces A =

⋂
n∈N f

−1([0, 1
n)). Al

ser X denso en βX, Vn = X ∩ f−1([0, 1
n)) 6= ∅ para toda n ∈ N. De tal manera, que

{Vn}n∈N es una sucesión decreciente de abiertos no vaćıos en X. Poe el (ii),

∅ 6=
⋂
n∈N

Vn
X

=
⋂
n∈N

X ∩ f−1

([
0,

1

n

))X
⊆
⋂
n∈N

X ∩ f−1

([
0,

1

n

])X
=
⋂
n∈N

X ∩ f−1

([
0,

1

n

])
= X ∩

( ⋂
n∈N

f−1

([
0,

1

n

]))
= X ∩A.

Lo cual es una contradicción a la suposición inicial de que A ⊆ βX\X.

(iv) =⇒ (i) Si X no es pseudocompacto, existe una función g : X → R continua que
no es acotada. Definiendo a la función f : X → [0, 1] como f(x) = 1

|g(x)|+1 , esta re-

sulta continua y acotada con f(X) ⊆ (0, 1]. Por la propiedad universal de βX, existe
F : βX → [0, 1] extensión continua de f y 0 ∈ f(X) al ser g no acotada. Como βX
es T4 y f(X) ⊆ F (βX), entonces F−1(0)∩X = ∅ y F−1(0) es un conjunto Gδ no vaćıo.

(i) =⇒ (v) Sea U = {Vn : n ∈ N} una cubierta abierta de X localmente finita. Su-
pongamos que U no tiene subcubiertas finitas. Como X es T3 1

2
para cada n ∈ N si

tomamos a xn ∈ Vn fijo, existe una función continua fn : X → [0, n] tal que fn(xn) = n
y fn|X\Vn = 0. Como U es una colección localmente finita, la función f : X → R de-

finida por la correspondencia f =
∑
n∈N

fn está bien definida y es continua. Finalmente,

f(xn) ≥ n para toda n ∈ N, es decir, f no es acotada y, por tanto, X no es pseudo-
compacto.

(v) =⇒ (i) Si suponemos que X no es pseudocompacto, entonces existe una función
f : X → R continua, no negativa y no acotada. Si tomamos a la colección de abiertos
U = {f−1((n− 1, n+ 1)) : n ∈ N}, esta resulta en una cubierta abierta de X. Más aún,
es localmente finita ya que dado x ∈ X existe m ∈ N tal que x ∈ f−1((m− 1,m+ 1)) y
si n 6= m, entonces f−1((m− 1,m+ 1))∩ f−1((n− 1, n+ 1)) = ∅. Además, U no tiene
subcubierta finitas.
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Teorema E.54. Si X es pseudocompacto y f : X → Y es una función continua y
suprayectiva, entonces Y es pseudocompacto.

Demostración. Sea g : Y → R una función continua. Si h = g ◦ f : X → R, entonces
h resulta continua por ser composición de funciones continuas. Por hipótesis, X es
pseudocompacto con lo que h es acotada. Suponiendo que h(X) ∈ [−M,M ] para algúna
M > 0, como f es suprayectiva, para cada y ∈ Y , existe x ∈ X tal que f(x) = y y
aśı g(y) = g(f(x)) = h(x) ∈ [−M,M ], es decir, g(Y ) ∈ [−M,M ]. Por tanto, g es
acotada y Y resulta pseudocompacto.

Teorema E.55. Si X es un espacio T4, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(i) X es numerablemente compacto.

(ii) X es pseudocompacto.

Demostración. (i) =⇒ (ii) Sea f : X → R una función continua. Si para cada n ∈ N
definimos a los abiertos Un = f−1((−n, n)), entonces U = {Un : n ∈ N} es una cu-
bierta abierta numerable de X. Por ser X numerablemente compacto, U tiene una
subcubierta finita F. Si tomamos a m = máx{n ∈ N : Un ∈ F}, entonces es claro que
X = Um = f−1((−m,m)), es decir, f es acotada.

(ii) =⇒ (i) Supongamos que X no es numerablemente compacto. Por el Teorema E.49,
existe una sucesión {xn}n∈N, sin puntos de acumulación. Análogamente a la prueba del
Teorema E.51, el conjunto A = {xn : n ∈ N} es cerrado y discreto con xn 6= xm si
n 6= m. La función f : A → R definida por la correspondencia f(xn) = n para cada
n ∈ N es continua. Ahora, empleamos el Teorema de Tietze B.23, para concluir que,
existe una función continua g : X → R tal que g|A = f . De manera que g no es acotada
en X, lo que contradice la pseudocompacidad de X.

Corolario E.56. Si X es primero numerable y T4, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) X es numerablemente compacto.

(ii) X es pseudocompacto.

(iii) X es secuencialmente compacto.

Teorema E.57. Si X es pseudocompacto y Y es compacto, entonces X × Y es pseu-
docompacto.

Demostración. Por el Teorema E.53, basta probar que toda cubierta abierta local-
mente finita de X × Y tiene una subcubierta finita. Sea U una de estas cubiertas. Si
pX : X×Y → X y pY : X×Y → Y son las funciones proyección sobre X y Y , respecti-
vamente. Para cada x ∈ X, podemos definir a la colección Ux = {U ∈ U : x ∈ pX(U)},
entonces la colección {pY (U) : U ∈ Ux} es una cubierta abierta de Y . Como Y
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es compacto, existe una subcubierta finita {pY (U1), . . . , pY (Unx)} y de esta mane-
ra, Vx =

⋂
{pX(U1), . . . , pX(Unx)} es un abierto de x. Si definimos a la colección

V = {Vx : x ∈ X}, ésta es una cubierta abierta de X y afirmamos que V es local-
mente finita. Sean x ∈ X y y ∈ Y . Como U es una cubierta abierta localmente finita,
existe un abierto W (x, y) en X × Y de (x, y) tal que W (x, y) intersecta a lo más una
cantidad finita de elementos de U. Definimos a la colección Wx = {W (x, y) : y ∈ Y }. La
colección {pY (W ) : W ∈Wx} es una cubierta abierta de Y , por lo que existe una sub-
cubierta finita {pY (W1), . . . , pY (Wmx)} y, aśı, Wx =

⋂
{pX(W1), . . . , pX(Wmx)} es un

abierto de x. Además, notamos que, si Wx ∩ Vz 6= ∅ para z 6= x, entonces W1 ∩Ui 6= ∅
para alguna i ≤ nz y como U es una colección localmente finita, Wx sólo puede inter-
sectar a lo más una cantidad finita de elementos de V y como x ∈ X fue arbitrario, se
concluye que V es una colección localmente finita. Por último usando la pseudocompa-
cidad de X, se obtiene una subcubierta de finita V′ ⊆ V y si definimos a la cubierta
U′ =

⋃
{{U1, . . . , Unx} : Vx ∈ V′}, ésta es una subcolección de U que cubre a X × Y y

es finita.

Corolario E.58. Si X es pseudocompacto y Y es secuencialmente compacto, entonces
X × Y es pseudocompacto.

Demostración. Supongamos que X×Y no es pseudocompacto y sea f : X×Y → R una
función continua que no es acotada. Entonces, para cada n ∈ N existe (xn, yn) ∈ X×Y
tal que |f(xn, yn)| ≥ n. Como Y es secuencialmente compacto podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que la sucesión {yn}n∈N converge a yo ∈ Y . Por el Teorema
D.39, el conjunto A = {yn : n ∈ N} ∪ {y0} es cerrado y compacto por el Teorema
E.44. Por el Teorema E.57 X ×A es pseudocompacto y en consecuencia, f |X×A es una
función continua y acotada, lo que es una contradicción, ya que |f |X×A(xn, yn)| ≥ n.
Por tanto, X × Y es pseudocompacto.

Corolario E.59. SiX es un T4 y primero numerable, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) X es numerablemente compacto.

(ii) X es pseudocompacto.

(iii) X es secuencialmente compacto.

(iv) Xn es pseudocompacto para toda n ∈ N.

Definición E.60. Decimos que un espacio X es de Lindelöf si toda cubierta abierta
de X tiene una subcubierta numerable.

Teorema E.61. Un espacio X es compacto si y sólo si X es numerablemente compacto
y de Lindelöf.

Demostración. =⇒) La demostración es inmediata.

⇐=) Sea U es una cubierta abierta de X. Por ser X un espacio de Lindelöf, existe
una subcubierta numerable V de U y, por ser X numerablemente compacto, existe una
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subcubierta finita F de V, que a su vez es subcubierta de U. Como U fue arbitraria, se
concluye que X es compacto.

Definición E.62. Un espacio X es paracompacto si toda cubierta abierta de X tiene
un refinamiento localmente finito.

Teorema E.63. Todo espacio T3 y de Lindelöf es paracompacto.

Demostración. Sean X un espacio regular y de Lindelöf. Dada una cubierta U una
cubierta abierta de X, para cada x ∈ X escojamos un abierto Ux ∈ U tal que x ∈ Ux.
Como X es T3, para cada x ∈ X existe un abierto Vx tal que

x ∈ Vx ⊆ Vx ⊆ Ux.

Si V es la cubierta de los abiertos Vx, entonces por la propiedad de Lindelöf existe
una subcubierta V = {Vx1 , Vx2 , . . . , Vxn , . . .} ⊆ V numerable de X. Ahora si para cada
n ∈ N definimos a

W1 = Ux1 y Wn = Uxn\
n−1⋃
i=1

Vxi si n > 1

entonces W = {W1,W2, . . . ,Wn, . . .} es una cubierta abierta de X. Para corroborar lo
anterior, tomamos un x ∈ X. Como V es una cubierta de X, existe un primer natural
m ∈ N tal que x ∈ Vxm y, por ende, x ∈ Uxm\

⋃m−1
i=1 Vxi = Wm. Puesto que W es un

refinamiento de U sólo hace falta probar que ésta es localmente finita. Dado x ∈ X,
existe k0 tal que x ∈ Vxk0 , por lo que si k > k0, entonces Wk ∩ Vxk0 = ∅.

Teorema E.64. Todo espacio paracompacto y T3 es T4.

Demostración. Sea X un espacio paracompacto y T3. Si K y L son cerrados ajenos no
vaćıos en X, como X es T3, para cada xk ∈ K existen abiertos ajenos Uk y Vk tales que
xk ∈ Uk y L ⊆ Vk. Luego, la colección U = {Uk : xk ∈ K} ∪ {X\K} es una cubierta
abierta para X. Como X es paracompacto, existe un refinamiento abierto Û localmente
finito de U. Si V = {U ∈ Û : U ∩K 6= ∅}, entonces V es una colección localmente finita
que cubre a K. De esta manera, el conjunto W =

⋃
U∈V U es abierto en X con K ⊆W .

Notamos que por ser V un refinamiento de U, se tiene que para cada U ∈ V existe
xk ∈ K tal que U ⊆ Uk, por lo que U ⊆ Uk lo que implica que L∩U = ∅. Además, como
V es localmente finita, afirmamos que

⋃
U∈V U =

⋃
U∈V U . Para esto, sean y ∈

⋃
U∈V U

y W un abierto un abierto de y que intersecta a lo más a un número finito de elemento
en V digamos {U1, . . . , Un}. Si W ′ es un abierto arbitrario de y, entonces y ∈W ∩W ′
y por tanto (W ∩W ′)∩

⋃
V 6= ∅. Luego, (W ∩W ′)∩

⋃n
i=1 Ui, y como V fue arbitrario

y ∈
⋃n
i=1 Ui =

⋃n
i=1 Ui ⊆

⋃
U∈V U . Por tanto, L ∩

⋃
U∈V U = L ∩

⋃
U∈V U = ∅.

Teorema E.65. Sea X es un espacio T3 1
2
. Si K y L son subespacios cerrados ajenos y

no vaćıos de X de tal manera que K es compacto, entonces existe una función continua
f : X → [0, 1] tal que f |K = 1 y f |L = 0.
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Demostración. Como X es T3 1
2
, para cada x ∈ K existe función continua fx : X → [0, 1]

tal que fx(x) = 1 y f |L = 0. Si tomamos a la colección U =
{
fx
−1
((

1
2 , 1
])

: x ∈ K
}

,
ésta es una cubierta abierta para K. Por la compacidad de K, existen x1, . . . , xn ∈ K
tales que K ⊆

⋃n
i=1 fxi

−1
((

1
2 , 1
])

. Sea g : X → R una función continua definida por la

correspondencia g =
n∑
i=1

fxi . Entonces g(K) ⊆
(

1
2 ,∞

)
y g|L = 0. Ahora, si definimos

a la función h : X → [0, 1] por la correspondencia h = 2 mı́n{g, 1
2}, ésta es continua y

satisface que h|K = 1 y h|L = 0.

Definición E.66. Un espacio X es meta-compacto (meta-Lindelöf), si toda cu-
bierta abierta de X tiene un refinamiento abierto de punto finito (numerable).

Teorema E.67. Todo espacio paracompacto es meta-compacto y todo espacio meta-
compacto es meta-Lindelöf.

Demostración. Sea X un espacio paracompacto y U una cubierta abierta de X. Por la
paracompacidad de X, existe un refinamiento localmente finito V de U. Esto quiere de-
cir que, para cada x ∈ X existe un abierto V de x que intersecta a un número finito de
elementos de V y, por tanto, x intersecta a lo más a un número finito de elementos de V.

La demostración de que un espacio meta-compacto es meta-Lindelöf es inmediata.

Teorema E.68. Todo espacio separable y meta-Lindelöf es de Lindelöf.

Demostración. Sea X un espacio un espacio separable y meta-Lindelöf y sea U una
cubierta abierta de X. Como X es meta-Lindelöf, existe un refinamiento de punto nu-
merable V de U. Por ser X un espacio separable, existe un subespacio denso numerable
D de X. Si definimos a las colecciones Vx = {V ∈ V : x ∈ V }, entonces Vx es un
conjunto numerable para toda x ∈ D. Afirmamos que V =

⋃
x∈DVx. Si V ∈ V, por la

densidad de D, se tiene que V ∩D 6= ∅, por lo que, si z ∈ V ∩D, entonces V ∈ Vz,
es decir, V ∈

⋃
x∈DVx. Puesto que se tiene contención

⋃
x∈DVx ⊆ V se sigue que

V =
⋃
x∈DVx. Luego, como V es una unión numerable de conjuntos numerables, V es

numerable. Por último, como V es un refinamiento de U, digamos V = {Vn : n ∈ N},
podemos tomar Un ∈ U tal que Vn ⊆ Un para cada n ∈ N. Luego, W = {Un : n ∈ N}
es una subcubierta numerable de U que cubre a X, es decir, X es de Lindelöf.

Definición E.69. Dado un espacio X, un subconjunto B de X y una colección no
vaćıa U de subconjuntos de X, definimos al conjunto estrella de B y U como,

St(B,U) =
⋃
{U ∈ U : U ∩B 6= ∅}.

Lema E.70. Si X es numerablemente compacto y U es una cubierta abierta de X,
entonces existe un conjunto finito K ⊆ X tal que St(K,U) = X.

Demostración. Supongamos por contradicción que para todo subconjunto finito K de
X, se tiene que St(K,U) ( X. Fijamos un elemento x1 ∈ X. Como St({x1},U) ( X,
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podemos tomar a un elemento x2 /∈ St({x1},U), luego como St({x1, x2},U) ( X pode-
mos tomar a un elemento x3 /∈ St({x1, x2},U). De esta manera, recursivamente pode-
mos definir a xn+1 /∈ St({x1, . . . , xn},U) para cada n ∈ N y, aśı, construir al conjunto
A = {xn ∈ X : n ∈ N}. Ahora, notamos que si x ∈ A, como U es cubierta abierta de
X, existe U ∈ U tal que x ∈ U y se sigue que A ∩ U 6= ∅. Por lo anterior, tomando a
xk ∈ A ∩ U para alguna k ∈ N, se sigue que x ∈ St({x1, . . . , xk},U). Como x ∈ A es
arbitrario, se concluye que V = {St({x1, . . . , xn},U) : n ∈ N} es una cubierta abierta
de A. Como X es numerablemente compacto y A es cerrado, entonces A es numerable-
mente compacto. Por tanto, existe m ∈ N tal que A ⊆ A ⊆

⋃m
i=1 St({x1, . . . , xn},U),

lo que es una contradicción, ya que xm+1 /∈
⋃m
i=1 St({x1, . . . , xn},U). En conclusión,

existe un conjunto finito K ⊆ X tal que St(K,U) = X.

Lema E.71. Si X es un espacio meta-Lindelöf y para toda cubierta abierta U de X
existe un subconjunto numerable K de X tal que St(K,U) = X, entonces X es de
Lindelöf.

Demostración. Sea U una cubierta abierta de X. Como X es meta-Lindelöf existe un
refinamiento de punto numerable V. Por hipótesis, existe un conjunto numerable K de
X tal que St(K,V) = X. Si tomamos a la colección W = {V ∈ V : V ∩K 6= ∅}, notamos
W es cubierta abierta de X, más aún, W es un refinamiento de punto numerable de U.
Por lo que para todo x ∈ K el conjunto Wx = {V ∈W : x ∈ V } es numerable y como
W =

⋃
x∈K Wx y K es numerable, se sigue que, W es numerable. Por último, como W

es un refinamiento de U y suponemos que W = {Wn : n ∈ N}, entonces podemos tomar
a Un ∈ U tal que Wn ⊆ Un para cada n ∈ N, lo que implica que C = {Un : n ∈ N} es
una subcubierta numerable de U y, por tanto, X es de Lindelöf.

Teorema E.72. Todo espacio numerablemente compacto y meta-Lindelöf es compacto.

Demostración. Sea X un espacio numerablemente compacto y meta-Lindelöf, y sea U
una cubierta abierta de X. Como X es numerablemente compacto, por el Lema E.70,
existe un conjunto finito K ⊆ X tal que St(K,U) = X. Luego, como X es meta-
Lindelöf y U fue arbitraria, por el Lema E.71, X es Lindelöf. Por último, como X es
numerablemente compacto y de Lindelöf. Usando el Teorema E.61, se concluye que X
es compacto.

F.6. Espacios de ordinales

Si denotamos a la clase de números ordinales por OR, para cada α ∈ OR podemos
definir a los conjuntos [0, α) = {β ∈ OR : β < α} y [0, α] = {β ∈ OR : β ≤ α}, donde ≤
es el orden usual en OR. Debido a esto podemos asignar a [0, α) y [0, α] una estructura
topológica a partir del orden total ≤, es decir, la colección de conjuntos de la forma
(γ,∞) = {β ∈ [0, α] : γ < β} y (−∞, γ) = {β ∈ [0, α] : β < γ}, generan una subbase
para el espacio [0, α], donde [0, α) hereda la topoloǵıa de [0, α].

Teorema F.73. Para todo α ∈ OR. [0, α] es un espacio discreto si y sólo si α < ω.
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Demostración. =⇒) Si suponemos que α ≥ ω, en particular ω ∈ [0, α], entonces existe
un abierto básico de la forma (γ1, γ2) en [0, α] tal que {ω} = (γ1, γ2) ∩ [0, ω] = (γ1, ω].
Como ω es un ordinal ĺımite y γ1 < ω, se tiene que el conjunto (γ1, ω] no puede tener
solamente a ω como elemento, lo cual es una contradicción. Por tanto a < ω.

⇐=) Si 0 < γ < α < ω, entonces el abierto (γ − 1, γ + 1) tiene como único elemento a
γ. Análogamente, si γ = 0, consideramos al conjunto [0, γ + 1).

Si denotamos por ω1 al primer ordinal no numerable, se tienen los siguientes resul-
tados.

Teorema F.74. [0, ω1] es compacto, mientras que [0, ω1) no lo es. Más aún, [0, ω1) es
numerablemente compacto.

Demostración. Para probar que [0, ω1] es compacto, tomamos una cubierta abierta U
de este espacio, la cual por el Teorema E.47 podemos suponer que consta solamente
de subbásicos. Ahora, al ser U cubierta, debe existir γ < ω1 tal que ω1 ∈ (γ, ω1] ∈ U.
Como el conjunto B = {β ∈ [0, ω1] : ω1 ∈ (β, ω1) ∈ U} es conjunto de ordinales no
vaćıo, existe un elemento mı́nimo en B, digamos γ0. De igual manera, como γ0 ∈
[0, ω1], debe existir un elemento U ∈ U tal que γ0 ∈ U . Al ser γ0 mı́nimo en B,
U 6= (β, ω1) con β < γ0, por tanto U = [0, β0), con β0 > γ0. De aqúı es claro que
[0, ω1] = [0, β0) ∪ (γ0, ω1] = [0, β0) ∪ (γ0, ω1]. Luego [0, ω1] es compacto. Para ver que
[0, ω1) no es compacto, basta tomar a la cubierta U = {[0, α) ⊆ [0, ω1) : α < ω1},
ya que al ser ω1 un ordinal ĺımite, U resulta en una cubierta para [0, ω1) y cualquier
subcolección finita F de U tendŕıa un máximo bajo la contención, digamos [0, α0) tal que
α0 < ω1, con lo cual el elemento α0 + 1 < ω1 no estaŕıa cubierto por algún elemento de
F. Luego, U no tiene subcubiertas finitas y por ende [0, ω1) no es compacto. Por último,
para mostrar que [0, ω1) es numerablemente compacto, notamos que si U es una cubierta
abierta numerable de [0, ω1) que consta solamente de subbásicos, necesariamente debe
haber un elemento en U de la forma (γ0, ω1). Con una prueba similar a la da para
la compacidad del espacio [0, ω1], el espacio [0, γ0] es compacto y al ser γ0 un ordinal
numerable, U es una cubierta de [0, γ0], por lo que existe una subcubierta finita de F
de U. Luego, la cubierta F∪ {(γ0, ω1)} ⊆ U es finita y cubre a [0, ω1). Por tanto, [0, ω1)
es numerablemente compacto.

Corolario F.75. [0, ω1] es T4.

Demostración. Para probar que [0, ω1] es T4, basta demostrar que es T2 por los Teore-
mas E.45 y F.74. Sean α, β ∈ [0, ω1] distintos. Sin pérdida de generalidad, suponemos
que α < β. Si se tiene el caso en que α + 1 = β, entonces los abiertos [0, β) y (α, ω1]
ajenos que contienen a α y β, respectivamente. En otro caso, si α + 1 < β tomamos
a los abiertos [0, α + 1) y (α, ω1] ajenos que contienen a α y β, respectivamente. En
cualquier caso se sigue que [0, ω1] es T2 y, por tanto, [0, ω1] es T4.

Definición F.76. Dado un ordinal α, decimos que un subconjunto C de [0, α) es no
acotado, si para cada β < α existe γ ∈ C tal que β < γ.
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Lema F.77. Dado α < ω1, si {Kβ}β<α es una colección de cerrados no acotados en
[0, ω1), entonces

⋂
β<αKβ es cerrado y no acotado en [0, ω1).

Demostración. Si definimos a D =
⋂
β<αKβ, entonces D es cerrado. Basta probar que

D no es acotado. Sea γ < ω1. Si definimos a ε0 = γ, como {Kβ}β<α es una colección
de cerrados no acotados, entonces existe un ordinal σ(0, β) ∈ Kβ tal que ε0 < σ(0, β)
para cada β < α. Si definimos al ordinal ε1 = sup{σ(0, β) : β < α}, notamos que
γ = ε0 < ε1 < ω1. Análogamente podemos definir ε2 = sup{σ(1, β) : β < α} donde
ε1 < σ(1, β) para cada β < α. De esta manera podemos definir recursivamente a
una sucesión creciente de ordinales numerables {εn}n∈N. Si definimos al ordinal γ0 =
sup{εn : n ∈ N}, entonces γ < γ0 < ω1 y por definición de γ0, si U = (α1, α2) es
un abierto básico arbitrario de γ0 en [0, ω1), entonces existe m ∈ N tal que εm ∈ U ,
donde εm < σ(m,β) < γ0 para cada β < α. Luego, α1 < εm < σ(m,β) < γ0 < α2 y
aśı σ(m,β) ∈ U para cada β < α, es decir, U ∩Kβ 6= ∅ para cada β < α. Como U fue
arbitrario se concluye que γ0 ∈ Kβ para cada β < α. Por tanto γ0 ∈ D.

Definición F.78. Dado un ordinal ĺımite α, si {Kβ}β<α es una colección de cerrados
no acotados en [0, α), definimos a la intersección diagonal de {Kβ}β<α como,

∆β<αKβ =

γ < α : γ ∈
⋂
β<γ

Kβ

 .

Lema F.79. Si {Kβ}β<ω1 es una colección de cerrados no acotados en [0, ω1), entonces
∆β<ω1Kβ es cerrado y no acotado en [0, ω1).

Demostración. Si definimos a D = ∆β<ω1Kβ, primero probaremos que D es cerrado.
Basta probar que si γ < ω1 es un ordinal ĺımite y {γn}n∈N es una sucesión creciente
de elementos en D que converge a γ, entonces γ ∈ D. Si tomamos a β < γ y definimos
al conjunto L = {α ∈ D ∩ [0, γ) : β < α} notamos que L ⊆ Kβ. Luego, como {γn}n∈N
converge a γ y β < γ, existe m ∈ N tal que si n ≥ m entonces β < γn < γ, es decir,
γn ∈ L ⊆ Kβ si n ≥ m. Sin pérdida de generalidad, si suponemos que m = 1, al ser
{γn}n∈N un sucesión de elementos en Kβ con Kβ cerrado, se tendŕıa que γ ∈ Kβ por el
Teorema D.39. El caso en que γ es un ordinal sucesor es evidente. Por último, como β
fue arbitrario, se concluye que γ ∈ D y que D es cerrado. Para ver que D no es acotado,
sea β0 < ω1. Por el Lema F.77,

⋂
β<β0

Kβ no es acotado en [0, ω1), lo que implica que
existe β1 ∈

⋂
β<β0

Kβ tal que β0 < β1 < ω1. Análogamente existe β2 ∈
⋂
β<β1

Kβ tal
que β0 < β1 < β2 < ω1. Recursivamente podemos construir una sucesión creciente
de ordinales {βn}n∈N. Luego, si definimos a γ0 = sup{βn : n ∈ N}, notamos que
β0 < γ0 < ω1 y afirmamos que γ0 ∈ D. Para esto, dado que βm ∈

⋂
β<βn

Kβ si
m ≥ n + 1 y

⋂
β<βn

Kβ es cerrado para toda n ∈ N, al ser {βn}n∈N una sucesión que
converge a γ0, se tiene que γ0 ∈

⋂
β<βn

Kβ para toda n ∈ N. Por tanto,

γ0 ∈
⋂
n∈N

⋂
β<βn

Kβ =
⋂
β<γ0

Kβ,

es decir, γ0 ∈ D y en conclusión, β0 < γ0 < ω1 con γ0 ∈ D. Como la elección inicial de
β0 fue arbitraria se concluye que D no es acotado. Por tanto D = ∆β<ω1Kβ es cerrado
y no acotado.
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Definición F.80. Un subconjunto S de [0, ω1) es estacionario, si S intersecta a todo
conjunto cerrado y no acotado en [0, ω1).

Lema de Fodor F.81. Dado un subconjunto estacionario S de [0, ω1), si f : S →
[0, ω1) es una función tal que para toda γ ∈ S\{0}, f(γ) < γ, entonces existe α < ω1

tal que f−1(α) es un subconjunto estacionario de [0, ω1).

Demostración. Supongamos lo contrario, es decir, que para cada α < ω1 existe un
conjunto cerrado y no acotado Kα en [0, ω1) tal que Kα ∩ f−1(α) = ∅. Suponiendo
sin pérdida de generalidad que 0 /∈ S, al ser S un conjunto estacionario, por el Lema
F.79, S ∩ ∆β<ω1Kβ 6= ∅. Luego, tomando a γ ∈ S ∩ ∆β<ω1Kβ fijo, por definición de
∆β<ω1Kβ, γ ∈

⋂
β<γ Kβ. Además, como γ ∈ S, f(γ) < γ esto implica que γ ∈ Kf(γ)

y γ ∈ f−1(f(γ)), es decir, γ ∈ Kf(γ) ∩ f−1(f(γ)), lo que es una contradicción. Por lo
tanto, existe α < ω1 tal que f−1(α) es un subconjunto estacionario de [0, ω1).

Teorema F.82. [0, ω1]× [0, ω1) no es T4.

Demostración. Para probar que [0, ω1]× [0, ω1) no es T4, mostraremos que existen dos
conjuntos cerrados ajenos en [0, ω1]× [0, ω1) que no pueden ser separados por abiertos
ajenos. Si definimos a los conjuntos K = {(α, α) : α < ω1} y L = {(ω1, α) : α < ω1},
entonces son cerrados ajenos y afirmamos que éstos son los cerrados buscados. Ahora,
sean U y V abiertos tales que K ⊆ U y L ⊆ V . Como (α, α) ∈ U para cada α < ω1 y
U es abierto, existe βα < α tal que (α, α) ∈ (βα, α] × (βα, α] ⊆ U , y en consecuencia,
podemos definir a la función f : [0, ω1) → [0, ω1) por la correspondencia f(0) = 0 y
f(α) = βα si α > 0. Luego, como f(α) < α si α > 0 y [0, ω1) es un conjunto estacionario,
entonces por el Lema de Fodor F.81, existe un ordinal γ0 < ω1 tal que f−1(γ0) es un
subconjunto estacionario de [0, ω1). Como f−1(γ0) es estacionario, f−1(γ0)∩[β, ω1) 6= ∅
para toda β < ω1 y, por consiguiente,

[γ0 + 1, ω1)× [γ0 + 1, ω1) =
⋃

α∈f−1(γ0)

(γ0, α]× (γ0, α] ⊆ U.

Por otro lado, observamos que (ω1, γ0 + 1) ∈ L ⊆ V y como V es abierto, podemos
garantizar que existe β0 > γ0 + 1 tal que (ω1, γ0 + 1) ∈ (β0, ω1] × {γ0 + 1} ⊆ V . Por
último, dado que

[β0, ω1)× [β0, ω1) ⊆ U y (β0, ω1]× {γ0 + 1} ⊆ V

se tiene que (β0 + 1, γ0 + 1) ∈ U ∩V , es decir, U ∩V 6= ∅. Como U y V fueron abiertos
arbitrarios se concluye que K y L no pueden ser separados por abiertos ajenos y, por
tanto, [0, ω1]× [0, ω1) no es T4.

G.7. La compactación de Stone-Čech

Definición G.83. Sean X y Y espacios topológicos. Se dice que (Y, h) es una com-
pactación de X, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Y es un espacio compacto y T2.
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2. h : X → Y es una función continua, tal que h es un homeomorfismo en su imagen
(X ' h(X)).

3. h(X) es denso en Y .

Definición G.84. Dado un espacio X, definimos a la compactación de Stone-Čech
(βX, hβ), como la única compactación de X que cumple la siguiente propiedad: Para
toda función continua f : X → [0, 1], existe una única función continua F : βX → [0, 1]
tal que f = F ◦ hβ. Esta propiedad recibe el nombre de propiedad universal de la
compactación de Stone-Čech.

Teorema G.85. [7] Dado un espacio X, entonces X es T3 1
2

si y sólo si existe la

compactación (βX, hβ).

Teorema G.86. [12] Sean X un espacio T3 1
2

y n ∈ N. Si Xn es pseudocompacto,

entonces β(Xn) = (βX)n.

Lema G.87. Si X es un espacio T4 y {Ki}ni=1 es una colección de cerrados en X,

entonces
⋂n
i=1Ki

βX
=
⋂n
i=1Ki

βX
.

Demostración. Haremos esta prueba por inducción sobre n ∈ N. Tomamos n = 2.

Debido a que la contención
⋂2
i=1Ki

βX
⊆
⋂2
i=1Ki

βX
siempre es válida, sólo se ne-

cesita probar que
⋂2
i=1Ki

βX ⊆
⋂2
i=1Ki

βX
. Por contradicción, si suponemos existe

x ∈
⋂2
i=1Ki

βX
y x /∈

⋂2
i=1Ki

βX
, al ser βX un espacio T4, podemos tomar a un

abierto U en βX que contiene a x de tal manera que
⋂2
i=1Ki

βX
∩ UβX = ∅. Si to-

mamos al abierto V = U ∩ X en X, por la densidad de X en βX se tiene tiene que

V
βX

= U ∩XβX
= U

βX
lo que implica que

⋂2
i=1Ki∩V

βX
= ∅. Si para cada i ≤ 2, de-

finimos a Li = Ki∩V
X

, afirmamos que x ∈
⋂2
i=1 Li

βX
. Para esto, sea W un abierto en

βX que contiene a x. Por tanto, U∩W es un abierto en βX que contiene a x. Por hipóte-

sis, esto x ∈
⋂2
i=1Ki

βX
, lo que implica que ∅ 6= U ∩W ∩Ki para cada i ≤ 2. Más aún,

como Ki es un cerrado en X, ∅ 6= U∩W∩Ki∩X = W∩Ki∩V ⊆W∩Ki∩V
X

= W∩Li.
Como W fue arbitrario x ∈ Li

βX
para cada i ≤ 2, y entonces x ∈

⋂2
i=1 Li

βX
. Luego,

como
⋂2
i=1Ki ∩ V

X
= ∅, se tiene que

⋂2
i=1 Li = ∅. Por otro lado, como X es T4, por

el Teorema B.21 existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f |L1 = 0 y f |L2 = 1
para cada i ≤ 2. Luego, por la propiedad universal de la compactación de Stone-Čech,
existe una función continua F : βX → [0, 1] tal que F |X = f . Por continuidad se sigue
que,

F

(
2⋂
i=1

Li
βX

)
⊆

2⋂
i=1

F
(
Li
βX
)
⊆

2⋂
i=1

F (Li) =

2⋂
i=1

f(Li) = {0} ∩ {1} = {0} ∩ {1} = ∅.

Lo que quiere decir que
⋂2
i=1 Li

βX
= ∅, y contradice que x ∈

⋂2
i=1 Li

βX
. Por lo tanto,

x ∈
⋂2
i=1Ki

βX
y aśı,

⋂2
i=1Ki

βX
=
⋂2
i=1Ki

βX
.
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Ahora supongamos que para n = k se cumple que
⋂k
i=1Ki

βX
=
⋂k
i=1Ki

βX
. Entonces,

k+1⋂
i=1

Ki
βX

=
k⋂
i=1

Ki
βX ∩Kk+1

βX
=

k⋂
i=1

Ki

βX

∩Kk+1
βX
.

Como L =
⋂k
i=1Ki y Kk+1 son cerrados en X, para el caso n = 2 se tiene que

k⋂
i=1

Ki

βX

∩Kk+1
βX

= L
βX ∩Kk+1

βX
= L ∩Kk+1

βX
=

k+1⋂
i=1

Ki

βX

,

y aśı,
⋂k+1
i=1 Ki

βX
=
⋂k+1
i=1 Ki

βX
. Como k ∈ N fue arbitraria se concluye la prueba por

inducción.

Teorema G.88. Sea X un espacio numerablemente compacto y T4. Si {Kn}n∈N es

una colección de cerrados no vaćıos de X, entonces
⋂
n∈NKn

βX
=
⋂
n∈NKn

βX
.

Demostración. Debido a que la contención
⋂
n∈NKn

βX ⊆
⋂
n∈NKn

βX
siempre es váli-

da, sólo se necesita probar que
⋂
n∈NKn

βX ⊆
⋂
n∈NKn

βX
. Por contrapositiva, sea

x /∈
⋂
n∈NKn

βX
. Como X es T4, existe un abierto U de x en βX tal que

⋂
n∈NKn

βX ∩
U
βX

= ∅. Si tomamos a V = U ∩ X, se tiene por la densidad de X en βX que,

V
βX

= U ∩XβX
= U

βX
, por lo que

⋂
n∈NKn ∩ V = ∅. Con una prueba análoga

al Teorema E.44, existe m ∈ N tal que
⋂m
i=1Kn ∩ V = ∅. Análogo al Lema G.87,

por ser X un espacio T4, se tiene que
⋂m
i=1Kn

βX
∩ UβX = ∅, lo que implica que⋂m

i=1Kn
βX ∩ UβX = ∅. Por tanto, como x ∈ U , entonces x /∈

⋂m
i=1Kn

βX
lo que

implica que x /∈
⋂
n∈NKn

βX
.



Caṕıtulo 1

Hiperespacio de Vietoris

1.1. Hiperespacio de Vietoris

Dado un espacio topológico (X,T ), denotamos a la colección de conjuntos cerrados no
vaćıos de X como CL(X). A esta colección se le proporciona una topoloǵıa a la cual
llamamos topoloǵıa finita o topoloǵıa de Vietoris1([26], [21] y [22]) que denotamos por
TV . Dada una colección finita de conjuntos no vaćıos U1, . . . , Un en (X,T ), definimos
al conjunto

〈U1, . . . , Un〉 =

{
K ∈ CL(X) : K ⊆

n⋃
i=1

Ui y K ∩ Ui 6= ∅ para i ≤ n

}
.

Ya con esto, si los conjuntos U1, . . . , Un son abiertos, el conjunto 〈U1, . . . , Un〉 resulta
en un abierto básico para la topoloǵıa TV y la colección CL(X) recibe el nombre de
hiperespacio de cerrados de X. A partir de esta definición, se definen a las siguientes
colecciones de conjuntos cuya estructura topológica esta generada por la topoloǵıa TV .

Fn(X) = {K ∈ CL(X) : |K| ≤ n}, para cada n ∈ N.

F(X) =
⋃
n∈NFn(X) = {K ∈ CL(X) : K es finito}.

C(X) = {K ∈ CL(X) : K es conexo}.

K(X) = {K ∈ CL(X) : K es compacto}.

CL∅(X) = CL(X) ∪ {∅}.2

Más aún, podemos extender esta definicón a la colección de todos los subconjuntos
de X y asi definir al hiperespacio de conjuntos no vaćıos de X como A(X) = {K ∈
P(X) : K 6= ∅}, donde los conjuntos básicos en A(X) son de la forma 〈U1, . . . , Un〉 con
U1, . . . , Un subconjuntos no vaćıos de X.

1Leopold Vietoris (4 Junio de 1891 - 9 de Abril 2002). Matemático austriaco.
2Hacemos notar que para la colección CL∅(X) debemos considerar a la topoloǵıa TV ∪ {{∅}}. De

esta manera el único abierto en (CL∅(X), TV ∪ {{∅}}) que contiene al conjunto ∅ es el conjunto {∅}.

29
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Nos referimos a la cerradura y al interior de un conjunto A en un espacio topológi-

co (Y, T ) como A
Y

e IntY (A), respectivamente. Al trabajar en un espacio topológico
(X,T ) fijo y su hiperespacio asociado CL(X), denotamos a la cerradura y al interior de
un subconjunto A de CL(X) solamente como A e Int(A) respectivamente, y escribire-
mos X en vez de (X,T ) cuando se tenga claro sobre que topoloǵıa estemos trabajando.

1.2. Propiedades fundamentales en hiperespacios

En esta sección definimos a ciertos subconjuntos de un hiperespacio, los cuales cumplen
propiedades que serán de gran utilidad en el transcurso de este escrito. Mostramos
algunas proposiciones y teoremas fundamentales básicos en la teoŕıa de hiperespacios.
Además, introducimos notación para simplificar la escritura.

Definición 1.1. Dado A ⊆ X con A 6= ∅, definimos a los conjuntos

〈A〉+ = {B ∈ CL(X) : B ⊆ A} y 〈A〉− = {B ∈ CL(X) : B ∩A 6= ∅}.

Proposición 1.2. Para todo A ⊆ X con A 6= ∅,

(a)
〈
A
X
〉+

es cerrado en CL(X).

(b)
〈
A
X
〉−

es cerrado en CL(X).

(c) 〈IntX(A)〉+ es abierto en CL(X).

(d) 〈IntX(A)〉− es abierto en CL(X).

Demostración. (a) Sea D ∈ CL(X)\
〈
A
X
〉+

. Si definimos al abierto
〈
X,X\AX

〉
, se

sigue que, D ∈
〈
X,X\AX

〉
⊆ CL(X)\

〈
A
X
〉+

y, por tanto, CL(X)\
〈
A
X
〉+

es

abierto.

(b) Sea B ∈ CL(X)\
〈
A
X
〉−

. Como B ∩ AX = ∅, se cumple que B ∈
〈
X\AX

〉+
y

qué
〈
X\AX

〉+
∩
〈
A
X
〉−

= ∅. Por tanto,
〈
A
X
〉−

es cerrado.

Los incisos (c) y (d) son inmediatos usando la definición del espacio topológico
(CL(X), TV ), ya que 〈IntX(A)〉+ = 〈IntX(A)〉 y 〈IntX(A)〉− = 〈X, IntX(A)〉.

Teorema 1.3. La colección de los conjuntos de la forma 〈U〉+ y 〈U〉− tal que U es un
conjunto abierto no vaćıo en la topoloǵıa (X,T ), forma una subbase para (CL(X), TV ).
A esta subbase la denotamos como P = P+ ∪ P−, donde P+ = {〈U〉+ : U ∈ T} y
P− = {〈U〉− : U ∈ T}.

Demostración. Sea 〈U1, U2, . . . , Un〉 un básico arbitrario de CL(X). Definiendo a U =⋃n
i=1 Ui, A = 〈U〉+ y Bi = 〈Ui〉−, obtenemos que 〈U1, U2, . . . , Un〉 = A∩ (

⋂n
i=1Bi).
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Teorema 1.4. Si X es un espacio T1 y A,B ⊆ X con A y B no vaćıos, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(a) Si A ⊆ B, entonces 〈A〉+ ⊆ 〈B〉+.

(b) Si A ⊆ B, entonces 〈A〉− ⊆ 〈B〉−.

(c) 〈A〉+ =
〈
A
X
〉+

.

(d) Int(〈A〉+) = 〈IntX(A)〉+.

(e) 〈A1, . . . , An〉 =
〈
A1

X
, . . . , An

X
〉

.

Demostración. Los incisos (a) y (b) son inmediatos.

(c) Por el inciso (a), con la contención A ⊆ A
X

, entonces 〈A〉+ ⊆
〈
A
X
〉+

y, usando

la Proposición 1.2 (a), obtenemos 〈A〉+ ⊆
〈
A
X
〉+

. Para demostrar la otra con-

tención, sea B ∈
〈
A
X
〉+

y 〈U1, U2, . . . , Un〉 un básico que contiene a B. Como

B ∩ Ui 6= ∅ para cada i ≤ n y B ⊆ A
X

podemos tomar xi ∈ Ui ∩ A y definir
al conjunto D = {x1, x2, . . . , xn} el cual es un elemento en CL(X) y que además
cumple que D ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 ∩ 〈A〉+, por lo tanto B ∈ 〈A〉+.

(d) Por el inciso (a), se tiene la contención, 〈IntX(A)〉+ ⊆ 〈A〉+ y usando la Pro-
posición 1.2 (c) obtenemos 〈IntX(A)〉+ ⊆ Int(〈A〉+). Para demostrar la otra
contención, sea B ∈ CL(X)\〈IntX(A)〉+. Esto quiere decir que B ∩ X\A 6= ∅.
Sea 〈U1, U2, . . . , Un〉 un abierto básico que contiene a B. Lo que queremos pro-
bar es que B ∈ CL(X)\〈A〉+. Para esto, como B ⊆

⋃n
i=1 Ui y B ∩ X\A 6= ∅,

podemos tomar a x0 ∈
⋃n
i=1 Ui\A y definir a D = B ∪ {x0} el cual es cerrado.

Además, D ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉 y D 6⊆ A lo que implica que D ∈ 〈U1, U2, . . . , Un〉∩
(CL(X)\〈A〉+). Por lo tanto, B ∈ CL(X)\〈A〉+.

(e) Para simplificar notación, la demostración la haremos para el caso m = 2. No-

tamos que
〈
A1

X
, A2

X
〉

=
〈
A1

X ∪A2
X
〉+
∩
〈
A1

X
〉−
∩
〈
A2

X
〉−

. Por la Pro-

posición 1.2 (a) y 1.2 (b),
〈
A1

X
, A2

X
〉

es cerrado y contiene a 〈A1, A2〉. Lue-

go 〈A1, A2〉 ⊆
〈
A1

X
, A2

X
〉

. Para la otra contención, sea B ∈
〈
A1

X
, A2

X
〉

y

〈U1, U2, . . . , Un〉 un abierto básico que contiene a B. Lo que tenemos que demos-

trar es que 〈A1, A2〉∩〈U1, U2, . . . , Un〉 6= ∅. Como B ⊆
⋃n
j=1 Uj y B∩Ai

X 6= ∅ pa-

ra i ≤ 2, entonces
⋃n
j=1 Uj∩Ai

X 6= ∅ para i ≤ 2 y además, como B ⊆ A1 ∪A2
X

=

A1
X ∪ A2

X
y Uj ∩ B 6= ∅ para j ≤ n, entonces A1 ∪A2

X ∩ Uj 6= ∅ para j ≤ n.

En resumen,
⋃n
j=1 Uj ∩Ai

X 6= ∅ para i ≤ 2 y A1 ∪A2
X ∩Uj 6= ∅ para j ≤ n y de

esto se sigue que,
⋃n
j=1 Uj ∩Ai 6= ∅ para i ≤ 2 y (A1 ∪A2)∩Uj 6= ∅ para j ≤ n.

Ya con esto, si tomamos a xi ∈
⋃n
j=1 Uj ∩ Ai para i ≤ 2 y yj ∈ (A1 ∪A2) ∩ Uj

para j ≤ n, entonces D = {x1, x2, y1 . . . , yn} ∈ 〈A1, A2〉 ∩ 〈U1, U2, . . . , Un〉 con lo
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cual mostramos que 〈A1, A2〉∩〈U1, U2, . . . , Un〉 6= ∅ y aśı B ∈ 〈A1, A2〉. Los casos
m > 2 son análogos.

Teorema 1.5. Si X es un espacio T1 y A ⊆ X con A 6= ∅, los conjuntos 〈A〉+ y 〈A〉−
son abiertos (cerrados) en CL(X) si y sólo si A es abierto (cerrado) en X.

Demostración. =⇒) Si 〈A〉+ es abierto, por el Teorema 1.4 (d), 〈A〉+ = 〈Int(A)〉+. En
consecuencia x ∈ A si y sólo si {x} ∈ 〈A〉+ si y sólo si {x} ∈ 〈Int(A)〉+ si y sólo si

x ∈ Int(A). Si 〈A〉+ es cerrado, por el Teorema 1.4 (c), 〈A〉+ =
〈
A
X
〉+

y, por tanto,

x ∈ AX si y sólo si {x} ∈
〈
A
X
〉+

si y sólo si {x} ∈ 〈A〉+ si y sólo si x ∈ A. La prueba

es análoga para 〈A〉−.

⇐=) Si A es abierto, la demostración es inmediata utilizando que 〈A〉+ = 〈A〉 y 〈A〉− =
〈X,A〉. Si A es cerrado, usando la Proposición 1.2 con los incisos (a) y (b) con A = A
concluimos que 〈A〉+ y 〈A〉− son cerrados.

Proposición 1.6. Sea X un espacio T1 y sean U = 〈U1, U2, . . . , Um〉 y V = 〈V1, . . . , Vk〉
abiertos básicos en CL(X). Entonces V ⊆ U si y sólo si para cada i ≤ m existe j ≤ k
tal que Vj ⊆ Ui y

⋃k
j=1 Vj ⊆

⋃m
i=1 Ui.

Demostración. =⇒) Supongamos que existe x0 ∈
⋃k
j=1 Vj tal que x0 ∈ X\

⋃m
i=1 Ui y

sea xi ∈ Vi para cada i ≤ k. Entonces el conjunto {x0, x1, . . . , xk} ∈ V\U , lo cual
contradice la hipótesis, por tanto

⋃k
j=1 Vj ⊆

⋃m
i=1 Ui. Para la segunda condición, si

suponemos que existe Ui tal que Vj\Ui 6= ∅, para cada j ≤ k y tomamos a x′j ∈ Vj\Ui,
entonces el conjunto {x′1, . . . , x′k} ∈ V\U , lo que es a una contradicción, por tanto, para
cada Ui existe Vj tal que Vj ⊆ Ui.

⇐=) Sea K ∈ V. Como K ⊆
⋃k
j=1 Vj ⊆

⋃m
i=1 Ui, entonces K ⊆

⋃m
i=1 Ui. Ahora, dado

i ≤ m, por hipótesis existe j ≤ k tal que Vj ⊆ Ui, como K ∩ Vj 6= ∅ se sigue que
K ∩ Ui 6= ∅. Por tanto, K ∈ U , luego V ⊆ U .

Definición 1.7. Dado A ⊆ X con A 6= ∅, definimos al espacio topológico (CL(A), TVA)
como el hiperespacio generado por (A, TA), donde TA es la topoloǵıa de subespacio con
respecto a (X,T ).

De esta definición, al tener (A, TA) estructura de subespacio, los subconjuntos ce-
rrados en A resultan ser intersecciones de elementos de CL(X) con A, con lo cual
CL(A) = {K∩A 6= ∅ : K ∈ CL(X)}. Análogamente están definidos los espacios Fn(A),
F(A), C(A) y K(A).

Proposición 1.8. Sea X un espacio T2. Si Y es un subespacio cerrado propio y no
vaćıo de X, entonces CL(Y ) es un subespacio cerrado de CL(X).
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Demostración. Para ver que CL(Y ) es subespacio de CL(X) solo basta observar que
dados U1, . . . Un abiertos no vaćıos en X entonces 〈U1∩Y, . . . , Un∩Y 〉Y = 〈U1, . . . Un〉∩
CL(Y ) donde 〈·〉Y denota a los abiertos básicos respecto al hiperespacio CL(Y ). Para
ver que CL(Y ) es cerrado, sea K ∈ CL(X)\CL(Y ). Como K no es cerrado en Y , se
tiene que K no está contenido en Y , es decir, K ∩ (X\Y ) 6= ∅. Además, como Y es
un subespacio cerrado propio de X, el conjunto X\Y es un abierto no vaćıo en X. Por
tanto 〈X\Y 〉− es un abierto que contiene a K ajeno a CL(Y ).

Proposición 1.9. Sean X es un espacio y f : X → [0, 1](R)3 una función continua.
Si definimos a las funciones f+ : CL(X) → [0, 1](R) y f− : CL(X) → [0, 1](R) como
f+(K) = sup{f(x) : x ∈ K} y f−(K) = ı́nf{f(x) : x ∈ K}, entonces f+ y f− son
continuas.

Demostración. Haremos la prueba para f : X → [0, 1], ya que el caso para f : X → R es
análogo. Para ver que f+ es continua, sea K ∈ CL(X) y supongamos que f+(K) ∈ (a, b)
con 0 < a < b < 1. Si δ = f+(K), definimos al abierto V =

〈
f−1

(
[0, δ+b2 )

)
, f−1

(
(a, δ+b2 )

)〉
.

Ahora, si L ∈ V, entonces como L ⊆ f−1
(
[0, δ+b2 )

)
∪ f−1

(
(a, δ+b2 )

)
= f−1

(
[0, δ+b2 )

)
y aśı f+(L) ≤ δ+b

2 < b. Por otro lado, L ∩ f−1
(
(a, δ+b2 )

)
6= ∅, es decir, a < f+(L) y,

por tanto, f+(L) ∈ (a, b). En conclusión, f+(V) ⊆ (a, b) con V vecindad abierta de K.
De manera similar se prueban los casos f+(K) ∈ (a, 1] y f+(K) ∈ [0, b). Luego f+ es
continua. Análogamente, se prueba que f− es continua.

Para finalizar esta sección, presentamos los siguientes resultados que relacionan a
un espacio X con los subespacios Fn(X), los cuales son de gran utilidad en las secciones
posteriores.

Proposición 1.10. Si X es un espacio T1, entonces para toda n ∈ N, la función
pn : Xn → Fn(X) definida por la correspondencia (x1, x2, . . . , xn) 7−→ {x1, x2, . . . , xn}
resulta continua, cerrada y suprayectiva.4

Demostración. La suprayectividad es inmediata. La prueba de la continuidad la hare-
mos para n = 2. Sea (x, y) ∈ X2 y 〈U1, U2, . . . Um〉 un abierto básico que contiene a
p2((x, y)). Definiendo al conjunto⋃{

(Uσ(1) ∩ . . . ∩ Uσ(k))× (Uσ(k+1) ∩ . . . ∩ Uσ(m)) : 1 ≤ k < m, σ ∈ Sm
}

5,

este resulta abierto y además, si (z, w) es un punto en este conjunto (al cual denotamos
por V(x, y) por ser una vecindad de (x, y)), sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que Uσ(i) = Ui para cada i ≤ n, k es un entero fijo y (z, w) ∈ (U1 ∩ . . . ∩ Uk) ×
(U(k+1) ∩ . . . ∩ Um). Dicho esto, p2((z, w)) ∩ Ui = {z, w} ∩ Ui 6= ∅, para cada i ≤ m
y p2((z, w)) = {z, w} ⊆

⋃n
i=1 Ui. Por esta razón, al ser (z, w) ∈ V(x, y) una elección

arbitraria, se concluye que p2(V(x, y)) ⊆ 〈U1, U2, . . . , Um〉. Como (x, y) fue arbitrario,

3R = [−∞,∞], donde su topoloǵıa es idéntica a la usual en R agregando los intervalos abiertos
(a,∞], [−∞, a) con a ∈ R y [−∞,∞].

4A las funciones con entradas reales φ(x1, x2, . . . , xn) que no dependen del orden de sus variables,
se les llama esencialmente simétricas.

5Donde Sm es el conjunto de permutaciones del conjunto {1, . . . ,m}.
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p2 resulta continua. Por último, para ver que p2 es cerrada, sea A 6= X2 un cerrado
no vaćıo en X2 y sea {x1, x2} ∈ F1(X)\p2(A). Como {x1, x2} ∈ F1(X)\p2(A), se tiene
que (x1, x2) /∈ A y, como A es cerrado en X, existen abiertos U1 y U2 en X tales
que (x1.x2) ∈ U1 × U2 y (U1 × U2) ∩ A = ∅. Afirmamos que {x1, x2} ∈ 〈U1, U2〉 y
〈U1, U2〉 ∩ p2(A) = ∅. Por contradicción, si suponemos que {z1, z2} ∈ 〈U1, U2〉 ∩ p2(A),
entonces es claro que (z1, z2) ∈ A o (z2, z1) ∈ A y (z1, z2) ∈ U1×U2 o (z2, z1) ∈ U1×U2.
En cualquier caso se concluye (U1 × U2) ∩ A 6= ∅, lo que es una contradicción y
aśı 〈U1, U2〉 ∩ p2(A) = ∅ donde {x1, x2} ∈ 〈U1, U2〉. Como {x1, x2} fue arbitrario se
concluye que p2(A) es cerrado en F2(X) y por tanto p2 es cerrada. Los casos para
n 6= 2 son análogos.

Corolario 1.11. Si X es un espacio T1, entonces X es homeomorfo a F1(X).

Demostración. Por la Proposición 1.10, la función p1 : X → F1(X) es continua, cerrada
y suprayectiva, además de inyectiva y por tanto biyectiva e invertible. Solo basta mos-
trar que p−1

1 : F1(X) → X es continua. Por el Teorema B.28, p1 es una identificación,
y además la función identidad I : X → X es continua y constante en p−1

1 (y) para cada
y ∈ F1(X). Ya con esto, por el Teorema B.29, la función p−1

1 = I ◦ p−1
1 es continua.

Corolario 1.12. Si X es un espacio T1 y f : X → [0, 1](R) es una función continua,
entonces existe una función continua F : CL(X)→ [0, 1](R) tal que F |X = f .

Demostración. La demostración se sigue de la Proposición 1.9 y el Corolario 1.11.

Proposición 1.13. Si X es un espacio T2, entonces Fn(X) es cerrado en CL(X) para
toda n ∈ N.

Demostración. Sean m ∈ N y K ∈ CL(X)\Fm(X). Como |K| > m, podemos tomar
m+1 elementos distintos de K, a saber, x1, x2, . . . , xm+1. Luego, como X un espacio T2,
esto garantiza la existencia de abiertos ajenos dos a dos U1, U2, . . . , Um+1 tales que, xi ∈
Ui para toda i ≤ m + 1. Si consideramos al abierto básico V = 〈X,U1, U2, . . . , Um+1〉,
se sigue que K ∈ V y V ∩ Fm(X) = ∅. Luego, Fm(X) es cerrado en CL(X).

Proposición 1.14. Si X es un espacio T1, entonces

(a) Si D es denso en X, entonces Fn(D) es denso en Fn(X) para toda n ∈ N.

(b) F(X) es denso en CL(X).

(c) Si D es denso en X, entonces F(D) es denso en CL(X).

Demostración. (a) Sean n ∈ N y U = 〈U1, U2, . . . , Um〉 un abierto básico en CL(X).
Si U ∩Fn(X) 6= ∅, existe {x1, . . . , xk} ∈ U con k ≤ n. Para cada i ≤ k, definimos
a Ui = {Uj : xi ∈ Uj y j ≤ m}. Como D es denso en X, (

⋂
Ui)∩D 6= ∅ para cada

i ≤ m. Luego, tomando zi ∈ (
⋂
Ui) ∩D se tiene que {z1, . . . , zk} es un conjunto

cerrado tal que {z1, . . . , zk} ∈ U ∩ Fn(D). Por tanto, Fn(D) es denso en Fn(X).

(b) Al tomar un básico arbitrario U = 〈U1, U2, . . . , Um〉 en CL(X), seleccionamos un
elemento xi de cada Ui respectivamente y formamos al cerrado {x1, x2, . . . , xm},
el cual pertenece a F(X), esto es, U ∩ Fn(X) 6= ∅.
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(c) La prueba es análoga al inciso anterior tomando los puntos xi en los conjuntos
Ui ∩D, los cuales son no vaćıos ya que D es denso en X.

1.3. Axiomas de separación

En esta sección estudiamos la relación que guardan los axiomas de separación6 en-
tre un espacio X y su hiperespacio CL(X). También analizamos las condiciones que se
deben pedir a X para que el hiperespacio CL(X) resulte un espacio T4. Una condición
necesaria para garantizar la normalidad de CL(X) es que el espacio X sea numerable-
mente compacto. Finalizamos esta sección probando algunos resultados que muestran
la estrecha relación que guardan los axiomas de separación entre X y el hiperespacio
K(X).

Teorema 1.15. Si X es un espacio topológico, entonces CL(X) es T0.

Demostración. Sean A y B cerrados en X tales que {A} = {B} y supongamos que
A 6= B. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B ∩ (X\A) 6= ∅. Ahora, si
definimos al conjunto V = CL(X)\〈A〉+, éste es abierto por la Proposición 1.2 (a) y
cumple que B ∈ V y por consiguiente V ∩ {B} 6= ∅. Como por hipótesis {A} = {B},
resulta que V ∩ {A} 6= ∅, de donde A ∩ (X\A) 6= ∅, lo que es una contradicción. Por
tanto, A = B.

Lema 1.16. Supongamos que X es un espacio T1 y sea A un subconjunto propio de
X, entonces el conjunto

〈A〉∗ = {B ∈ CL(X) : A ⊆ B}

es cerrado en CL(X).

Demostración. Sean D ∈ CL(X)\〈A〉∗ y x0 ∈ A ∩ (X\D). Como X es T1, el conjunto
U = X\{x0} es abierto. Más aún, 〈U〉+ es un abierto en CL(X) tal que D ∈ 〈U〉+ y
〈U〉+ ∩ 〈A〉∗ = ∅. Por tanto, 〈A〉∗ es cerrado.

Teorema 1.17. Si X es un espacio T1, entonces CL(X) es T1.

Demostración. Sea A un subconjunto cerrado en X. Como X es T1, por el Lema 1.16,
〈A〉∗ es cerrado. Por otro lado, el conjunto 〈A〉+ cerrado por la Proposición 1.2 (a).
Luego, {A} = 〈A〉+ ∩ 〈A〉∗ es cerrado y, por el Teorema A.4, concluimos que CL(X) es
T1.

En general la implicación contraria del Teorema 1.17 no es válida, por ejemplo,
supóngase que X es un conjunto de cardinalidad mayor o igual a 2, dotado de la
topoloǵıa indiscreta, es decir, donde el único cerrado no vaćıo es X mismo. Entonces
X no es T1, sin embargo, CL(X) = {X} es T1.

Proposición 1.18. Si X es un espacio T1 y F1(X) es cerrado en CL(X), entonces X
es T2.

6Las definiciones de estos axiomas se pueden consultar en los Preliminares sección A.1.
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Demostración. Sean x, y ∈ X elementos distintos. Como X es T1, {x, y} es cerrado
en X. Por ser F1(X) cerrado en CL(X) y {x, y} /∈ F1(X), existe un abierto básico
U = 〈U1, . . . , Un〉 tal que, {x, y} ∈ U y U ∩ F1(X) = ∅. Definimos a los abiertos
V =

⋂
{Ui : x ∈ Ui} y U =

⋂
{Ui : y ∈ Ui} de x y y, respectivamente. Finalmente, U y

V son abiertos ajenos, ya que de lo contrario, si z ∈ U ∩V , entonces z ∈
⋂n
i=1 Ui lo que

implica que {z} ∈ U ∩ F1(X), pero esto es una contradicción. Por tanto, X es T2.

Teorema 1.19. [18] Si X es un espacio T1, entonces se cumplen los siguientes enun-
ciados:

(i) CL(X) es T2 si y sólo si X es T3.

(ii) Si CL(X) es T3, entonces X es T4.

(iii) Si X es T4, entonces CL(X) es T3.

(i) Demostración. =⇒) Sean K un cerrado en X y x /∈ K. Como CL(X) es T2,
existen abiertos V = 〈U1, U2, . . . , Un〉 y W = 〈U ′1, U ′2, . . . , U ′m〉 tales que K ∈ V,
K∪{x} ∈ W ({x} es cerrado) y V ∩W = ∅. Como K /∈ W y K∪{x} ∈ W, existe
j0 ≤ m tal que (K ∪ {x}) ∩ U ′j0 6= ∅ y K ∩ U ′j0 = ∅. Si definimos al conjunto
J = {1, 2, . . . ,m}, entonces el conjunto I = {j ∈ J : K ∩ U ′j = ∅} 6= ∅ pues
j0 ∈ I. Observamos que x ∈ U ′j para cada j ∈ I. Por otro lado, si definimos a
V = (

⋃n
i=1 Ui)∩ (

⋃m
j=1 U

′
j) y U =

⋂
j∈I U

′
j , afirmamos que V y U son los abiertos

buscados para separar a K y x, ya que K ⊆ V y x ∈ U . Ahora, supongamos
que V ∩ U 6= ∅ y sea z ∈ V ∩ U . Entonces K ∪ {z} ∈ V y K ∪ {z} ⊆

⋃m
j=1 U

′
j .

Además, K ∩ U ′j 6= ∅ para cada j /∈ I y {z} ⊆
⋂
j∈I U

′
j . De esto se sigue que,

(K ∪ {z}) ∩ U ′j 6= ∅ para cada j ∈ I ∪ (J\I) = J , esto es, K ∪ {z} ∈ V ∩W, lo
cual es una contradicción. Por lo tanto, V ∩ U = ∅ y X es T3.

⇐=) Sean K y K ′ cerrados distintos en X y supongamos que existe x ∈ K\K ′.
Como X es un espacio T3, existe un abierto U tal que x ∈ U y U ∩ K ′ = ∅.

Observamos que como K ∩ U 6= ∅, si definimos a V = 〈U〉− y W =
〈
X\UX

〉+
,

éstos resultan abiertos tales que K ∈ V y K ′ ∈ W. Además, V ∩W = ∅, ya que

para todo A ⊆ X si A ∩ U 6= ∅, entonces A ∩ UX 6= ∅.

(ii) Sean K y L cerrados ajenos no vaćıos en X. Como K ⊆ X\L, entonces
〈X\L〉+ es abierto de K. Por ser CL(X) un espacio T3, existe un abierto básico
〈U1, . . . , Un〉 tal que

K ∈ 〈U1, . . . , Un〉 ⊆
〈
U1

X
, . . . , Un

X
〉
⊆ 〈X\L〉+.

Si definimos a U =
⋃n
i=1 Ui, notamos que para cada x ∈ U

X
=
⋃n
i=1 Ui

X
, si

tomamos xi ∈ Ui
X

para cada i ≤ n, entonces el conjunto D = {x, x1, . . . , xn}
es cerrado en X y D ∈ 〈U1

X
, . . . , Un

X〉, por lo que x ∈ D ⊆ X\L. Como x fue

arbitrario, entonces U
X ⊆ X\L. Por tanto, los abiertos U y X\UX son ajenos y

contienen a K y L respectivamente.
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(iii) Sean K un cerrado en CL(X) y K ∈ CL(X)\K. Definimos a U0 = CL(X)\K.
Como U0 es abierto en CL(X), existe un abierto básico V = 〈U1, U2, . . . , Un〉 tal
que

K ∈ V ⊆ U0.

Notamos que

para todo K ′ ∈ K,K ′ 6⊆
n⋃
i=1

Un ó K ′ ∩ Ui = ∅ para algún i ≤ n.(*)

Como X es T4 y K y X\
⋃n
i=1 Un son cerrados ajenos, existen abiertos ajenos U ′

y V ′ tales que

K ⊆ U ′, y X\
n⋃
i=1

Un ⊆ V ′.

Ahora, escogemos xi ∈ K ∩ Ui para cada i ≤ n. Como X es T3, existen abiertos
ajenos U ′i y V ′i en X tales que,

xi ∈ U ′i y X\Ui ⊆ V ′i .

Por último, si definimos a los abiertos

U = 〈U ′〉+ ∩

(
n⋂
i=1

〈U ′i〉−
)

V = 〈V ′〉− ∪

(
n⋃
i=1

〈V ′i 〉+
)
.

Afirmamos que K ∈ U , K ⊆ V y U ∩ V = ∅. La prueba de que K ∈ U es
inmediata. Probemos que K ⊆ V. Si L ∈ K, entonces por (*), L 6⊆

⋃n
i=1 Un o

L∩Ui = ∅ para algún i ≤ n. Si L 6⊆
⋃n
i=1 Un, entonces L∩V ′ 6= ∅. En el caso de

que L ∩ Ui = ∅ para algún i ≤ n, se tiene que L ⊆ V ′i . En cualquier caso, L ∈ V
y, en consecuencia, K ⊆ V. Por último, si L ∈ U , entonces L ⊆ U ′ y L ∩ U ′i 6= ∅
para toda i ≤ n. Como U ′ es ajeno a V ′ entonces L ∩ V ′ = ∅ y además como U ′i
es ajeno a V ′i para cada i ≤ n, sucede que L 6⊆ V ′i para cada i ≤ n. Luego, L /∈ V,
es decir, U ∩ V = ∅ y aśı CL(X) es T3.

Ya con los resultados expuestos hasta ahora, es natural preguntarse acerca de la nor-
malidad del hiperespacio CL(X). Evidentemente lo deseable es dar una caracterización
de la normalidad en CL(X) en términos de algunas propiedades topológicas del espacio
X, como veremos en el Caṕıtulo 7. La solución a este problema no es tan evidente.
ya que necesitamos de más herramienta para ello, sin embargo, la demostraremos. Lo
que śı podemos hacer en un principio, es dar condiciones necesarias para garantizar la
normalidad de CL(X), las cuales veremos a continuación.

Teorema 1.20. Si X es infinito y discreto, entonces CL(X) no es T4.
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Demostración. Sean X1 y X2 subconjuntos ajenos de X tales que |X1| = |X2| = |X|
(éstos existen por ser X infinito) tales que X = X1 ∪X2 y sean f1 : X → X1, f2 : X →
X2 biyecciones. Definimos al subespacio de CL(X):

A = {f1(A) ∪ f2(X\A) : A ⊆ X}.

Para ver que A es discreto, tomamos A ⊆ X y definimos F(A) = f1(A) ∪ f2(X\A).
Como X es discreto, el conjunto 〈F(A)〉 es abierto en CL(X). Ahora, si B ∈ 〈F(A)〉∩A,
existe C ⊆ X tal que B = f1(C)∪f2(X\C). Además, como B ⊆ F(A), se debe cumplir
que,

f1(C) ⊆ f1(A) y f2(X\C) ⊆ f2(X\A)

ya que X1 y X2 son ajenos. Más aún, por ser f1 y f2 biyecciones,

C ⊆ A y X\C ⊆ X\A
lo cual implica que C = A. Por tanto, B = F(A) y 〈F(A)〉 ∩ A = {F(A)} y aśı A es
discreto. Para ver que A es cerrado, si tomamos un cerrado B ∈ CL(X)\A, entonces

f−1
1 (B ∩X1) ∪ f−1

2 (B ∩X2) 6= X.

Por otro lado, si tomamos al abierto 〈B〉, entonces B ∈ 〈B〉 y afirmamos que 〈B〉 es
ajeno a A. Para demostrar ésto, supongamos por el contrario que C ∈ 〈B〉 ∩ A. Como
C ∈ A, existe A ⊆ X tal que C = f1(A) ∪ f2(X\A) y como C ∈ 〈B〉, C ⊆ B. Por lo
anterior,

f1(A) ⊆ B ∩X1 y f2(X\A) ⊆ B ∩X2,

con lo cual

A ⊆ f−1
1 (B ∩X1) y X\A ⊆ f−1

2 (B ∩X2).

Pero esto implicaŕıa que X = A ∪ (X\A) ⊆ f−1
1 (B ∩X1) ∪ f−1

2 (B ∩X2) 6= X, lo que
es una contradicción. Por tanto, 〈B〉 es ajeno a A y A es cerrado.

Por último, como |A| = |P(X)| = 2|X| y el conjunto D = {B ∈ CL(X) : |B| ∈ N} =
F(X) es denso en CL(X) con |D| = |X|, se cumple la desigualdad |A| ≥ 2|D| y, usando
el Lema de Jones B.24, se concluye que CL(X) no es T4.

Recordamos que un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta abier-
ta numerable de X tiene subcubierta finita, por lo que el teorema anterior tiene un
corolario casi directo acerca de esta propiedad y da una condición necesaria para que
CL(X) sea T4.

Corolario 1.21. Si CL(X) es T4, entonces X es numerablemente compacto.

Demostración. Por contradicción, si suponemos que X no es numerablemente compac-
to, por el Teorema E.49, existe un subespacio A cerrado, discreto e infinito de X, donde
además CL(A) es cerrado en CL(X) por la Proposición 1.8 y por ende T4. Pero esta es
una contradicción al Teorema 1.20. Por tanto, X es numerablemente compacto.
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Un subespacio interesante de CL(X), es el espacio K(X). Además de ser el más
grande que tiene como elementos a los compactos no vaćıos de X, éste comparte mu-
chas propiedades topológicas con el espacio X. A continuación veremos que respecto a
algunos axiomas de separación, K(X) y X resultan equivalentes.

Teorema 1.22. Si X es un espacio T1, entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) K(X) es T2 si y sólo si X es T2.

(ii) K(X) es T3 si y sólo si X es T3.

(iii) K(X) es T3 1
2

si y sólo si X es T3 1
2
.

(i) Demostración. =⇒) Como {x} es compacto para todo x ∈ X,X ' F(X) ⊆ K(X)
por el Corolario 1.11 y por ser K(X) un espacio T2, se concluye que X es T2.

⇐=) Sean A,B ∈ K(X) distintos. Supongamos que existe x ∈ B\A. Como X es
T2 y, A y {x} son compactos ajenos, existen abiertos ajenos U y V en X tales
que, A ⊆ U y x ∈ V . Si definimos a U = 〈U〉 ∩ K(X) y V = 〈X,V 〉 ∩ K(X),
estos resultan abiertos ajenos en K(X) que tienen como elementos a A y B,
respectivamente.

(ii) =⇒) Como {x} es compacto para todo x ∈ X, X ' F(X) ⊆ K(X) por el
Corolario 1.11 y por ser K(X) un espacio T3, se concluye que X es T3.

⇐=) Sean A ∈ K(X) y U = 〈U1, . . . , Un〉 vecindad abierta de A. Si U =
⋃n
i=1 Ui,

como X es T3 y A es compacto con A ⊆ U , existe un abierto V en X tal que
A ⊆ V ⊆ V ⊆ U . Luego, si definimos a Vi = Ui ∩ V para cada i ≤ n, entonces
A ∈ 〈V1, . . . , Vn〉. Usando la Proposición 1.6 y el Teorema 1.4 (e), se concluye que
A ∈ 〈V1, . . . , Vn〉 ∩ K(X) ⊆ 〈V1, . . . , Vn〉 ∩ K(X) ⊆ U .

(iii) =⇒) Como {x} es compacto para todo x ∈ X, X ' {{x} : x ∈ X} ⊆ K(X) y
por ser K(X) un espacio T3 1

2
, se concluye que X es T3 1

2
.

⇐=) Por el Teorema 1.3 y el Teorema C.36 sólo basta probar que los elementos
de la subbase en (K(X), TV )7 son abiertos en la topoloǵıa débil Tw en K(X),
generada por la colección de funciones C∗(K(X)), ya que por el teorema C.30 se
tiene que Tw ⊆ TV .

Para probar que Q− ⊆ Tw, sean K ∈ K(X) y V un abierto en X, de tal mane-
ra que K ∈ 〈V 〉−. Tomemos x ∈ K ∩ V fijo. Como X es T3 1

2
, por el Teorema

C.36 existen funciones reales, continuas y acotadas f1, . . . , fn, las cuales podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, son de la forma f1, . . . , fn : X → [0, 1] de

7Los subbasicos para el espacio K(X) son los conjuntos de la forma 〈U〉+ ∩ K(X) y 〈U〉− ∩ K(X),
con U abierto no vaćıo en (X,T ). Ya con esto, podemos referirnos a esta subbase como Q = Q+ ∪Q−,
donde Q+ = {〈U〉+ ∩ K(X) : U ∈ T} y Q− = {〈U〉− ∩ K(X) : U ∈ T}.
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tal manera que x ∈
⋂n
i=1 f

−1
i ((0, 1]) ⊆ V . Por la Proposición 1.9, si para ca-

da i ≤ n definimos a la funciones gi = fi+|K(X) : K(X) → [0, 1] éstas resultan
continuas. Afirmamos que K ∈

⋂n
i=1 gi

−1((0, 1]) ⊆ 〈V 〉−. Notamos que, como
x ∈

⋂n
i=1 f

−1
i ((0, 1]), entonces fi(x) ∈ (0, 1] para cada i ≤ n lo que implica que

gi(K) = sup{fi(z) : z ∈ K} ∈ (0, 1], es decir, K ∈
⋂n
i=1 gi

−1((0, 1]). Ahora, si L ∈⋂n
i=1 gi

−1((0, 1]), entonces para cada i ≤ n, gi(L) = sup{fi(z) : z ∈ L} ∈ (0, 1].
Luego, por definición de gi, existe xi ∈ L tal que fi(xi) ∈ (0, 1] para cada i ≤ n
y, por tanto, xi ∈

⋂n
j=1 f

−1
j ((0, 1]) ⊆ V , es decir, xi ∈ L ∩ V para cada i ≤ n y

aśı L ∈ 〈V 〉−, de manera que K ∈
⋂n
j=1 gj

−1((0, 1]) ⊆ 〈V 〉−. Como K y V fueron

arbitrarios, se concluye que Q− ⊆ Tw.

Para probar que Q+ ⊆ Tw, sean K ∈ K(X) y V un abierto en X de tal manera
que K ∈ 〈V 〉+. Si suponemos que V ( X, entonces como X es T3 1

2
, por el Teore-

ma E.65, existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f |K = 1 y f |X\V = 0.
Por la Proposición 1.9, si definimos a la función g = f−|K(X) : K(X) → [0, 1],
entonces g es continua y g(K) = 1 y aśı K ∈ g−1((0, 1]). Por otro parte, si
L ∈ g−1((0, 1]) ∩ K(X), entonces g(L) = ı́nf{f(x) : x ∈ L} ∈ (0, 1], es de-
cir, f(L) ⊆ (0, 1], de donde L ∩ (X\V ) = ∅ y por tanto L ∈ 〈V 〉+, es decir,
K ∈ g−1((0, 1]) ⊆ 〈V 〉+, por lo que 〈V 〉+ ∩ K(X) ∈ Tw. El caso en que V = X,
es inmediato, si observamos que 〈X〉+ ∩ K(X) = K(X) ∈ Tw. Con lo cual queda
demostrado que Q+ ⊆ Tw.

Por tanto Q− ∪ Q+ = Q ⊆ Tw, es decir, TV ⊆ Tw, y aśı las topoloǵıas TV y Tw
coinciden en K(X) y por el Teorema C.36, K(X) resulta T3 1

2
.



Caṕıtulo 2

Axiomas de numerabilidad

En esta corto caṕıtulo damos algunas equivalencias acerca de las ya conocidas pro-
piedades de numerabilidad; primero numerabilidad, segundo numerabilidad y separabi-
lidad en hiperespacios.

Lema 2.1. Si B es una base de X tal que B es cerrada bajo uniones finitas, entonces
〈B〉 = {〈U1, . . . , Un〉 ∩ K(X) : n ∈ N,∀k ≤ n(Uk ∈ B)} es base de K(X).

Demostración. Sea U = 〈U1, . . . , Un〉 ∩ K(X) un abierto en K(X) y K compacto tal
que K ∈ U . Para cada x ∈ K, podemos tomar a Bxi ∈ B de tal forma que x ∈
Bxi ⊆ Ui, para cada i ≤ n que cumpla la condición x ∈ Ui. Como K es compacto y
B∗ = {Bxi : x ∈ K, i ≤ n} es una cubierta abierta de K, existe una subcolección finita
{V1, . . . , Vm} ⊆ B∗ tal que K ⊆

⋃m
j=1 Vi. Por la elección de B∗, la cubierta {V1, . . . , Vm}

cumple que para cada j ≤ m existe i ≤ n con Vj ⊆ Ui si y sólo si Vj = Bxi para
alguna x ∈ K. Además podemos suponer que para cada i ≤ n existe j ≤ m tal que
Vj ⊆ Ui. En caso de no ocurrir esto último agregamos a la cubierta {V1, . . . , Vm} a lo
más n elementos de B∗ que cumplan dicha propiedad. Si definimos para cada i ≤ n al
conjunto Wi =

⋃
{Vj : Vj ⊆ Ui}, entonces Wi resulta en un abierto tal que; (1) Wi ⊆ Ui,

(2)
⋃n
j=1Wj ⊆

⋃n
j=1 Uj y (3) Wi ∈ B (la base B es cerrada bajo uniones finitas). Por

las condiciones (1) y (2) y la Proposición 1.6, 〈W1, . . . ,Wn〉 ∩ K(X) ⊆ U . Más aún,
{V1, . . . , Vm} ⊆ B, K ∈ 〈W1, . . . ,Wn〉∩K(X) y por (3), 〈W1, . . . ,Wn〉∩K(X) ∈ 〈B〉.

Teorema 2.2. Si X es un espacio T1, entonces se cumplen los siguientes enunciados,

(a) X es separable si y sólo si CL(X) es separable.

(b) X es segundo numerable si y sólo si K(X) es segundo numerable.

(c) Si K(X) es primero numerable, entonces X es primero numerable.

Demostración. (a) =⇒) Por la Proposición 1.14 (c), si D es un denso numerable en
X, F(D) es denso en CL(X) con |F(D)| = |

⋃
n∈NFn(D)| ≤

∑
n∈N |Fn(D)| ≤∑

n∈N ω = ω.

⇐=) Sea D = {Kn ∈ CL(X) : n ∈ N} un denso numerable en CL(X). Si escoge-
mos para cada n ∈ N un elemento xn ∈ Kn, entonces afirmamos que el conjunto
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D = {xn ∈ X : n ∈ N} es denso en X. Sea U un abierto no vaćıo en X. Como
〈U〉+ es un abierto no vaćıo en CL(X), existe Km ∈ 〈U〉+ para alguna m ∈ N, es
decir, xm ∈ Km ⊆ U y por tanto U ∩D 6= ∅. Como U fue arbitrario se concluye
que D es denso en X.

(b) =⇒) Si X tiene una base numerable B y definimos a B′ = {
⋃
A : A ⊆ B} entonces

B′ base de X y es cerrada bajo uniones finitas, por lo que usando el Lema 2.1,
〈B′〉 es base de K(X) además de ser numerable.

⇐=) Como X es T1, X ' F1(X) ⊆ K(X) y la segunda numerabilidad se hereda
a subespacios, X resulta segundo numerable.

(c) La prueba es análoga al regreso del inciso (b).

El regreso del Teorema 2.2 (c) no es cierto en general. Para esto se da el siguiente
ejemplo. Tomemos en R2 a los conjuntos Si = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = i2} para i ≤
2 y definamos a X = S1 ∪ S2. Una base para X es la siguiente: si (x, y) ∈ S2, el
conjunto singular {(x, y)} va a resultar ser un abierto en X. Si (x, y) ∈ S1, B(δ, (x, y))
es una bola abierta de radio δ > 0 con centro en (x, y) con la topoloǵıa usual de R2

y Pr : S1 → S2 es la función proyección del conjunto S1 sobre S2. Entonces definimos
al abierto Uδ(x, y) = (B(δ, (x, y)) ∩ S1) ∪ (Pr(B(δ, (x, y)) ∩ S1))\{Pr(x, y)}. Luego la
colección P = {{(x, y)} : (x, y) ∈ S2} ∪ {Uδ(x, y) : (x, y) ∈ S1 y δ > 0} forma una base
para X. Ya con esta topoloǵıa, no es dif́ıcil ver que X resulta ser un espacio primero
numerable, compacto y T4. Ahora si

K =
(
B(δ, (0, 1)) ∩ S1

)
∪ Pr

(
B(δ, (0, 1)) ∩ S1

)
,

con δ tal que K 6= X (por ejemplo δ = 1), es sencillo comprobar que K es un conjunto
cerrado en X. Como K es compacto, podemos tomar a una cantidad finita de abiertos
Uδi(xi, yi) con i ≤ n tales que los conjuntos Uδi(xi, yi) cubren a K ∩ S1. Con esto
observamos que si a y b son los puntos extremos del conjunto K ∩ S2, entonces el
conjunto

U = 〈Uδ1(x1, y1), . . . , Uδn(xn, yn), {Pr(x1, y1)}, . . . , {Pr(xn, yn)}, {a}, {b}〉

resulta ser un abierto que tiene a K. Ahora Si K ∈ V = 〈V1, . . . Vm〉 ⊆ U , por la
Proposición 1.6, para cada conjunto abierto {Pr(xi, yi)}, i ≤ n debe existir j ≤ m tal
que Vj = {Pr(xi, yi)}. Luego, como hay una cantidad no numerable de posibilidades de
cubrir al conjunto K, existe una cantidad no numerable de formas posibles de tomar a
los puntos {Pr(xi, yi)}, es decir, si BK es una base local de abiertos de K en CL(X),
necesariamente debe haber una cantidad no numerable de abiertos V en BK . Por lo
tanto, CL(X) no puede ser primero numerable, mientras que X śı lo es.

El siguiente teorema da una condición suficiente para garantizar la compacidad de
un espacio a partir de la segunda numerabilidad de su hiperespacio.
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Teorema 2.3. Dado un espacio X, si CL(X) es T2 y segundo numerable, entonces X
es compacto.

Demostración. Por contradicción supongamos que X no es compacto. Por el Teorema
E.61, X no es numerablemente compacto o X no es Lindelöf. Si suponemos que X es
numerablemente compacto, entonces al ser CL(X) segundo numerable, se tiene por el
Teorema 2.2, que X es numerablemente compacto y segundo numerable. Claramente,
los espacios segundo numerables son meta-Lindelöf1 y, por tanto, usando el Teorema
E.72, X resulta compacto, lo que es una contradicción, con lo cual, la suposición de
que X es numerablemente compacto no es válida. Ya con esto, por el Teorema E.49,
existe un conjunto cerrado, discreto e infinito numerable A en X y, aśı, por el Teorema
2.2, CL(A) es separable. Por la Proposición 1.8, CL(A) es segundo numerable al ser un
subespacio de CL(X). Si B es una base numerable para CL(A), como A es discreto, si
B ⊆ A entonces B ∈ CL(A) y 〈B〉+ es un abierto de B y, por tanto, existe UB ∈ B tal
que B ∈ UB ⊆ 〈B〉+. Con esto notamos que si definimos a la función f : P(A)→ B por
la correspondencia f(B) = UB, entonces f es inyectiva ya que si B1\B2 6= ∅, se tiene
que B1 ∈ UB1 y B1 /∈ UB2 por lo que f(B1) = UB1 6= UB2 = f(B2), pero esto implicaŕıa
que ℵ0 < |CL(A)| ≤ |P(A)| ≤ |B| ≤ ℵ0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, X
es compacto.

1La definición de espacio meta-Lindelof se encuentra en los Preliminares sección E.5.
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Caṕıtulo 3

Compacidad y convergencia en
hiperespacios

3.1. Compacidad

En esta sección mostramos que ciertas propiedades relacionadas con la compacidad
de CL(X) pueden ser obtenidas a partir de la compacidad de X y viceversa. A partir
de aqúı será conveniente pedir al espacio X ser T3 y como ya vimos en el Teorema 1.19,
esto resulta equivalente a pedirle al hiperespacio CL(X) ser T2.

El primer resultado que demostramos tiene que ver con la compacidad de CL(X),
la cual resulta ser equivalente a la compacidad de X.

Teorema 3.1. Un espacio X es compacto si y sólo si CL(X) es compacto.

Demostración. =⇒) Sea U = {〈Uα〉+ : α ∈ A} ∪ {〈Uβ〉− : β ∈ B} una cubierta abierta
de subbásicos de CL(X) y definimos al cerrado Y = X\

⋃
β∈B Uβ. En el primer caso, si

Y = ∅, entonces X =
⋃
β∈B Uβ y como X es compacto, existen {β1, . . . , βm} ⊆ B tales

que X =
⋃m
j=1 Uβj . Luego, CL(X) ⊆

⋃
{〈Uβ1〉−, . . . , 〈Uβm〉−}. En caso de que Y 6= ∅,

se tendŕıa que Y /∈ 〈Uβ〉− para todo β ∈ B. Como U es una cubierta de CL(X), entonces
Y ⊆ Uα0 para algún α0 ∈ A, con lo cual X\Uα0 ⊆ X\Y =

⋃
β∈B Uβ. Como X\Uα0 es un

cerrado no vaćıo de X, este resulta compacto, luego existen {β1, . . . , βm} ⊆ B tales que
X\Uα0 ⊆

⋃m
j=1 Uβj . De aqúı se sigue que, CL(X) ⊆ 〈Uα0〉+ ∪

⋃
{〈Uβi〉−, . . . , 〈Uβm〉−}.

⇐=) Sea U = {Uα ⊆ X : α ∈ A} una cubierta abierta de X. Si definimos a la colec-
ción V = {〈X,Uα〉 : α ∈ A}, ésta es una cubierta abierta de CL(X). Por la com-
pacidad de CL(X) existe una subcubierta finita F ⊆ V de CL(X), digamos F =
{〈X,Uα1〉, . . . , 〈X,Uαn〉}. Si tomamos a la colección {Uα1 , . . . , Uαn} ⊆ U, ésta resulta
una cubierta finita de X, ya que para todo x ∈ X existe m ≤ n tal que {x} ∈ 〈X,Uαm〉
si y sólo si x ∈ Uαm .

Corolario 3.2. Si X es un espacio compacto, entonces CL(X) es T4.

Demostración. Usando los Teoremas 3.1 y E.45 la prueba es inmediata.
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Ahora veremos que el inciso (iii) del Teorema 1.19 tiene una versión más fuerte con
respecto al axioma T3 1

2
y para ello necesitamos el siguiente resultado.

Lema 3.3. Si X es T4 y definimos a la función F : CL(X) → CL(βX)1 por la corres-

pondencia F(K) = K
βX

, entonces F es un encaje2.

Demostración. Si K,K ′ ∈ CL(X) son tales que F(K) = K
βX

= K ′
βX

= F(K ′), en-
tonces K = F(K) ∩X = F(K ′) ∩X = K ′, por tanto F es inyectiva.

Lo que tenemos que demostrar ahora es que tanto F como F−1 son continuas. Em-
pezando con F , sean K ∈ CL(X) y V = 〈U1, U2, . . . Un〉 un abierto básico en CL(βX)
tales que F(K) ∈ V. Como F(K) ∩ Ui 6= ∅, entonces K ∩ Ui 6= ∅, para toda i ≤ n.
Por el Teorema 3.1, βX es un espacio compacto y por tanto T4 por el Teorema E.45.
Luego, por el Teorema A.14, existen abiertos Vi en βX tales que,

K ∩ Ui
βX ⊆ F(K) ∩ Ui

βX ⊆ Vi ⊆ Vi
βX ⊆

n⋃
j=1

Uj .

y por tanto,

∅ 6= K ∩ Ui =
(
K ∩ Ui

βX
)
∩ Ui ⊆ Vi ∩ Ui ⊆ Ui.

Ahora, si definimos a U = 〈(V1 ∩ U1) ∩X, (V2 ∩ U2) ∩X, . . . , (Vn ∩ Un) ∩X〉, entonces
se cumplen las siguientes condiciones,

1. U es abierto en CL(X);

2. K = K
βX ∩X ⊆

n⋃
i=1

[(Vi ∩ Ui) ∩X];

3. K ∩ [(Vi ∩ Ui) ∩X] 6= ∅ para toda i ≤ n;

4. K ∈ U .

Sea K ′ ∈ U . Como K ′ ⊆
n⋃
i=1

[(Vi ∩ Ui) ∩X], entonces

F(K ′) = K ′
βX ⊆

n⋃
i=1

[(Vi ∩ Ui) ∩X]
βX ⊆

n⋃
i=1

(Vi ∩X)
βX ⊆

n⋃
i=1

Vi
βX ⊆

n⋃
i=1

Ui.

Más aún, para toda i ≤ n,

∅ 6= K ′ ∩ [(Vi ∩ Ui) ∩X] ⊆ K ′ ∩ Ui ⊆ F(K ′) ∩ Ui.

Por lo tanto, F(K ′) ∈ V, lo que prueba que F(U) ⊆ V, es decir, F es continua.

1La definición del espacio βX se puede consultar en los Preliminares sección G.7.
2Decimos que una función f : X → Y es un encaje, si f es un homeomorfismo en su imagen.
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Ahora mostremos que F−1 es continua. Sea U = 〈U1, U2, . . . , Un〉 un abierto de K en
CL(X). Como K ⊆

⋃n
i=1 Ui, entonces K ∩ B = ∅ donde B =

⋂n
i=1 (X\Ui). Como X

un espacio T4, el Lema de Urysohn B.21 nos garantiza que existe una función continua
f : X → [0, 1] tal que f |K = 0 y f |B = 1. Por la propiedad universal de βX, existe una
única extensión continua F : βX → [0, 1] de f . Por continuidad de F ,

F
(
K
βX ∩BβX

)
⊆ F

(
K
βX
)
∩ F

(
B
βX
)
⊆ F (K) ∩ F (B)

donde el lado derecho de la última contención, equivale a la expresión

f(K) ∩ f(B) = {0} ∩ {1} = {0} ∩ {1} = ∅,

ya que F (K) = f(K) y F (B) = f(B) por ser F extensión de f . Esto implica que

K
βX ∩BβX

= ∅. Por el Lema G.87, B
βX

=
⋂n
i=1 (X\Ui)

βX
. Luego,

F(K) = K
βX ⊆ βX\BβX

= βX\

(
n⋂
i=1

(X\Ui)
βX

)

=
n⋃
i=1

βX\
[
(X\Ui)

βX
]

=
n⋃
i=1

Vi

donde Vi = βX\
[
(X\Ui)

βX
]

es abierto en βX, para toda i ≤ n. Tomamos al abierto

V = 〈V1, V2, . . . , Vn〉 en CL(βX). Para ver que F(K) ∈ V, basta demostrar que F(K)∩
Vi 6= ∅ para cada i ≤ n. Si suponemos lo contrario, entonces K

βX ⊆ (X\Ui)
βX

para
alguna j ≤ n, lo que implica que

K = K
βX ∩X ⊆ (X\Uj)

βX ∩X = X\Uj
X

= X\Uj .

Esto contradice el hecho de que K ∈ U . De manera que V es un abierto de F(K). Basta

probar que F−1(V) ⊆ U . Si L ∈ F−1(V), entonces L
βX ∈ V. Como L

βX ∩ Vi 6= ∅ para
cada i ≤ n, se tiene que L∩Vi 6= ∅ para cada i ≤ n. Si ahora suponemos que L∩Ui = ∅
para alguna i ≤ n, entonces L ⊆ X\Ui

βX
y aśı L∩Vi = L∩

(
βX\[(X\Ui)

βX
]
)

= ∅, lo

cual es una contradicción. Por tanto L ∩ Ui 6= ∅ para toda i ≤ n. Por otro lado, como

L
βX ⊆

⋃n
i=1 Vi =

⋃n
i=1 βX\

[
(X\Ui)

βX
]
, se tiene que

L ⊆ LβX ⊆
n⋃
i=1

Vi =
n⋃
i=1

βX\
[
(X\Ui)

βX
]
⊆

n⋃
i=1

βX\ [(X\Ui)],

y como L ⊂ X, entonces L ⊆
⋃n
i=1X\[(X\Ui)]. Como L fue arbitrario, se concluye que

F−1(V) ⊆ U , y aśı F−1 es continua sobre F(CL(X)), es decir, F es un encaje.

Corolario 3.4. Si X es un espacio T1, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(i) X es T4.
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(ii) CL(X) es T3.

(iii) CL(X) es T3 1
2
.

Demostración. Por el Teorema 1.19, basta demostrar que (i) implica (iii). Como X
es T4, por el Lema 3.3, obtenemos que CL(X) se encaja en CL(βX). Más aún, si
U = 〈U1, . . . , Un〉 es un abierto en CL(βX), entonces Ui ∩X 6= ∅ para cada i ≤ n ya
que X es denso en βX. Luego, tomando a xi ∈ Ui ∩ X para cada i ≤ n, el conjunto
D = {x1, . . . , xn} es cerrado tanto en X como en βX y por tanto D ∈ U ∩ CL(X).
Como U fue un abierto arbitrario se concluye que CL(X) es denso CL(βX). Por lo
tanto, haciendo uso del Teorema 3.1, garantizamos la compacidad de CL(βX), por lo
que éste espacio es una compactación de CL(X), pero esto sólo puede ocurrir si CL(X)
es T3 1

2
.

A partir de los resultados anteriores se desprenden una serie de equivalencias que
ligan a la compacidad de un hiperespacio con la paracompacidad y la propiedad de
Lindelöf del espacio base. Los Teoremas E.63 y E.64, nos indican que al tener un
espacio de Lindelöf y T3, éste resulta T4. Más aún, usando el Corolario 3.4, podemos
expresar ésto en términos de hiperespacios como sigue.

Teorema 3.5. Si X es un espacio de Lindelöf y T3 entonces CL(X) es T3 1
2
.

De hecho podemos decir más acerca de la normalidad de CL(X). Si CL(X) es
T2, entonces por el Teorema 3.5, CL(X) es T3 1

2
. Si además suponemos que CL(X)

es de Lindelöf, entonces éste resulta T4 aplicando los Teoremas E.63 y E.64. De esta
observación se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.6. Dado un espacio X, si CL(X) es de Lindelöf y T2, entonces CL(X) es
T4.

Corolario 3.7. Dado un espacio X, si CL(X) es de Lindelöf y T2, entonces X es
compacto.

Demostración. Pensamos a X como subespacio cerrado de CL(X) por la Proposición
1.13. Como CL(X) es de Lindelöf, entonces X es de Lindelöf. Haciendo uso de los
Corolarios 3.6 y 1.21, X resulta numerablemente compacto. Por el Teorema E.61, X es
compacto.

Con los resultados anteriores ahora mostramos el siguiente teorema que caracteriza
la compacidad en los hiperespacios.

Teorema 3.8. Si X es un espacio T3, los siguientes enunciados son equivalentes;

(a) X es compacto.

(b) CL(X) es compacto.

(c) CL(X) es de Lindelöf.

(d) CL(X) es paracompacto.
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(e) CL(X) es metacompacto.

(f) CL(X) es meta-Lindelöf.

Demostración. (a) =⇒ (b) Es inmediato utilizando el Teorema 3.1.

(b) =⇒ (c) Es inmediato utilizando el Teorema E.61.

(c) =⇒ (d) Por el Corolario 3.6, CL(X) es T4. Luego, por el Teorema E.63, CL(X) es
paracompacto.

(d) =⇒ (e) Se sigue del Teorema E.67.

(e) =⇒ (f) Se sigue del Teorema E.67.

(f) =⇒ (a) Primero vamos a demostrar que X es numerablemente compacto. Si supo-
nemos lo contrario, por el Teorema E.49, existe un subespacio D cerrado, discreto e
infinito de X. Si tomamos a un subespacio numerable D0 de D, se sigue que D0 es ce-
rrado, discreto e infinito numerable. Por el teorema 2.2 (a) y la Proposición 1.8, CL(D0)
es separable y cerrado en CL(X) y, en consecuencia, separable y meta-Lindelöf. Por el
Teorema E.68, CL(D0) es Lindelöf. Luego, usando el Corolario 3.6, CL(D0) es T4, lo que
es una contradicción debido al Teorema 1.20. Luego, X es numerablemente compacto.
Además, como X es homeomorfo a un subespacio cerrado de CL(X), por la Proposición
1.13, se tiene que X es meta-Lindelöf. Por tanto, como X es numerablemente compacto
y meta-Lindelöf, por el Teorema E.72, X es compacto.

3.2. Convergencia en hiperespacios

Hasta el momento hemos trabajado en la caracterización de la compacidad para
el espacio CL(X) pero no para sus subespacios y para tratar este tema, daremos una
breve introducción acerca de la convergencia en espacios de conjuntos3.

Dado un conjunto Λ, decimos que la pareja ordenada (Λ,�) forma un conjunto
dirigido si la relación � es reflexiva, transitiva y para cada λ, λ′ ∈ Λ existe µ ∈ Λ tal
que λ � µ y λ′ � µ.

Una red de subonjuntos en un espacio topológico X es una función ψ : Λ→ P(X)
donde (Λ,�) es un conjunto dirigido. Para simplificar notación, si ψ(λ) = Aλ sólo
escribiremos {Aλ}λ∈Λ para denotar a dicha red. Un subconjunto R ⊆ Λ es residual
en (Λ,�) si existe λ ∈ Λ tal que µ ∈ R para toda µ � λ. Un subconjunto C ⊆ Λ es
cofinal en (Λ,�) si para toda λ ∈ Λ existe µ ∈ C tal que µ � λ.

Definición 3.9. Dado un espacio topológico X y una red {Aλ}λ∈Λ de subconjuntos
de X.

3Para una definición de red de elementos en un espacio topológico X revisar los Preliminares sección
D.4.
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a) Un punto x es un punto ĺımite de {Aλ}λ∈Λ si para cada abierto U de x el
conjunto {λ ∈ Λ: Aλ ∩U 6= ∅} es residual en (Λ,�). Denotamos a LiAλ como el
conjunto de puntos ĺımite de {Aλ}λ∈Λ.

b) Un punto x es un punto de acumulación de {Aλ}λ∈Λ si para cada abierto U
de x el conjunto {λ ∈ Λ: Aλ ∩ U 6= ∅} es cofinal en (Λ,�). Denotamos a LsAλ
como el conjunto de puntos de acumulación de {Aλ}λ∈Λ.

Como estamos trabajando en hiperespacios de cerrados, es deseable que al tratar
con redes de subconjuntos, la convergencia de éstas pertenezca al mismo hiperespacio,
es decir, su “ĺımite” o punto al que convergen sea un conjunto cerrado.

Proposición 3.10. Si {Aλ}λ∈Λ es una red de subconjuntos de un espacio X, entonces

LiAλ =
⋂{⋃

λ∈Σ

Aλ : Σ es cofinal en Λ

}

LsAλ =
⋂{⋃

λ∈Σ

Aλ : Σ es residual en Λ

}

y aśı definimos a LiAλ y LsAλ como el ĺımite inferior y superior de {Aλ}λ∈Λ, respecti-
vamente. Como consecuencia inmediata, LiAλ y LsAλ son cerrados en X y, por tanto,
son elementos de CL∅(X).

Demostración. Sean x ∈ LiAλ y Σ un subconjunto cofinal de Λ. Como x es un punto
ĺımite, dado un abierto U de x, el conjunto {λ ∈ Λ: Aλ ∩ U 6= ∅} es residual, por
tanto, existe λ′ tal que Aλ ∩ U 6= ∅, si λ � λ′. Al ser Σ cofinal, existe µ � λ′ con
µ ∈ Σ, de tal forma que Aµ∩U 6= ∅, lo cual implica que U ∩ (

⋃
λ∈ΣAλ) 6= ∅ y como U

fue arbitrario, x ∈
⋃
λ∈ΣAλ. Para la otra contención, si x /∈ LiAλ, entonces existe un

abierto U que contiene a x tal que el conjunto {λ ∈ Λ: Aλ ∩ U 6= ∅} no es residual, o
de forma equivalente, el conjunto Σ = {λ ∈ Λ: Aλ ∩ U = ∅} es cofinal. En conclusión,
para toda λ ∈ Σ, Aλ ∩ U = ∅, es decir, x /∈

⋃
λ∈ΣAλ. La igualdad para el conjunto

LsAλ se resuelve de forma análoga.

Definición 3.11. Dada una red {Aλ}λ∈Λ de subconjuntos de un espacio X, decimos
que ésta converge en el sentido de Kuratowski-Painlevé a un subconjunto A ⊆ X, si
A = LiAλ = LsAλ y, en este caso, escribimos K-LimAλ = A.

La definición anterior nos da una herramienta para tratar la convergencia en redes de
espacios de conjuntos, en particular, para el hiperespacio CL(X). Hacemos notar que la
convergencia en el sentido de Kuratowski-Painlevé no es equivalente a la convergencia en
Vietoris4. Por ejemplo, si consideramos a R con la topoloǵıa usual, entonces la colección
anidada de cerrados {Fn}n∈N definida por Fn = [n,∞) cumple que

⋂
i∈N Fi = ∅ y, en

consecuencia, K-LimFi = ∅ /∈ CL(R), es decir, V-LimFi no existe ya que V-Lim
no puede tomar como valor ĺımite al conjunto vaćıo. Pese a esto, la convergencia en

4La convergencia en Vietoris es simplemente la convergencia de una red en un hiperespacio generado
por la topoloǵıa TV , la cual denotamos por V-Lim.
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Kuratowski-Painlevé es muy útil para encontrar ĺımites de subconjuntos cerrados, con
la cual damos una forma equivalente de tratar la convergencia en un hiperespacio.

Recordando el Teorema 1.3, las colección P = P+ y P− forma una subbase para
CL(X). De igual manera podemos definir para CL(X) dos topoloǵıas más pequeñas:
la generada por la base de abiertos P+ y la generada por la subbase de abiertos P−,
las cuales denotamos por topoloǵıa superior de Vietoris TV + y topoloǵıa inferior de
Vietoris TV − , respectivamente. Definimos estas dos topoloǵıas para dar un criterio sobre
la convergencia V-Lim y K-Lim. Para ello mostramos algunos resultados previos.

Definición 3.12. Dados los espacios topológicos (X,T1) y (X,T2) definimos el nuevo
espacio (X,T1 ∨ T2) donde T1 ∨ T2 es la topoloǵıa generada por los conjuntos U ∩ V ,
donde U ∈ T1 y V ∈ T2. A T1 ∨ T2 se le suele llamar la topoloǵıa supremo5 respecto
a T1 y T2.

Proposición 3.13. Dada una red {xλ}λ∈Λ de elementos de un espacio X y x0 ∈ X.
Entonces {xλ}λ∈Λ converge a x0 en (X,T1 ∨ T2) si y sólo si {xλ}λ∈Λ converge a x0 en
(X,T1) y (X,T2).

Demostración. =⇒) Esta implicación es directa usando que T1 ⊆ T1∨T2 y T2 ⊆ T1∨T2.

⇐=) Sea U ∩ V un abierto básico de x0 en (X,T1 ∨ T2). Como x0 es un punto ĺımite
en (X,T1) y (X,T2), los conjuntos {λ ∈ Λ: {xλ} ∩ U 6= ∅} y {λ ∈ Λ: {xλ} ∩ V 6= ∅}
resultan residuales. Usando el hecho de que Λ es un conjunto dirigido, es sencillo verificar
que el conjunto {λ ∈ Λ: {xλ} ∩ U ∩ V 6= ∅} es residual.

Por el Teorema 1.3, TV = TV + ∨ TV − , por lo tanto podemos aplicar la Proposición
3.13 a un hiperespacio como sigue.

Proposición 3.14. Si {Aλ}λ∈Λ es una red de subconjuntos de X y A ⊆ X. Entonces
V-LimAλ = A si y sólo si {Aλ}λ∈Λ converge a A en (CL(X), TV +) y (CL(X), TV −).

Ya con lo visto hasta ahora, podemos mostrar la siguiente proposición que relaciona
a la convergencia Kuratowski-Painlevé con la convergencia en el hiperespacio CL(X).

Proposición 3.15. Si {Aλ}λ∈Λ es una red de subconjuntos no vaćıos de X, entonces
{Aλ}λ∈Λ converge a K-LimAλ en (CL(X), TV −) si K-LimAλ existe y es no vaćıo.

Demostración. Supongamos que K-LimAλ = A 6= ∅ y sea 〈U1〉− ∩ · · · ∩ 〈Un〉− un
abierto básico de A en TV − . Si xi ∈ A ∩ Ui=LiAλ ∩ Ui para cada i ≤ n, entonces
existe λi ∈ Λ tal que Aλ ∩ Ui 6= ∅ para toda λ � λi. Como Λ es un conjunto dirigido,
existe λ0 ∈ Λ tal que λ0 � λi para cada i ≤ n. Con esto, si λ � λ0, entonces Aλ ∈
〈U1〉− ∩ . . . ∩ 〈Un〉−. Por tanto {Aλ}λ∈Λ converge a A en (CL(X), TV −).

El lema siguiente es consecuencia inmediata de la proposición 3.15.

Lema 3.16. Si {Aλ}λ∈Λ es una red de cerrados no vaćıos de un espacio X y A ⊆ X.
Entonces V-LimAλ = A si K-LimAλ = A y {Aλ}λ∈Λ converge a A en (CL(X), TV +).

5Se le llama topoloǵıa supremo debido a que la colección de espacios topológicos de un conjunto X
forma una ret́ıcula con respecto a la inclusión.
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Las redes en un espacio topológico resultan importantes por su utilidad en la carac-
terización de la compacidad del mismo: un espacio X es compacto si y sólo si toda red
tiene una subrred convergente en X. El siguiente teorema debido a S. Mrówka muestra
que se puede prescindir de la propiedad de compacidad a un espacio para que una red
tenga una subrred convergente en el sentido de Kuratowski-Painlevé.

Teorema de Mrówka 3.17. [2] Si {Aλ}λ∈Λ es una red de subconjuntos de X, entonces
{Aλ}λ∈Λ tiene una subrred convergente en el sentido de Kuratowski-Painlevé.

Demostración. Sea B una base para el espacio X y {Aλ}λ∈Λ es una red de elementos
en CL(X). Si dotamos al conjunto {0, 1} con la topoloǵıa discreta, los elementos del
espacio producto {0, 1}B pueden ser vistos como funciones; g : B → {0, 1}. Para cada
λ ∈ Λ y para cualquier U ∈ B definimos;

fλ(U) =

{
1 si Aλ ∩ U 6= ∅
0 si Aλ ∩ U = ∅

Por el Teorema de Tychonoff, {0, 1}B resulta compacto y por tanto la red {fλ}λ∈Λ

tiene una subrred convergente {fλ′}λ′∈Λ′ .
Supongamos que {fλ′}λ′∈Λ′ converge a f , que B es enumerado por un ordinal α, es

decir, B = {Uγ : γ < α} y que {0, 1}B =
∏
γ<α {0, 1}. Si f(Uβ) = 1 para algún β < α,

entonces el básico {1} ×
∏
γ 6=β {0, 1} es un abierto de f y por tanto existe λ′0 ∈ Λ′ tal

que fλ′ ∈ {1}×
∏
γ 6=β {0, 1} si y sólo si fλ′(Uβ) = 1 si y sólo si Aλ′ ∩Uβ 6= ∅ para toda

λ′ � λ′0. Afirmamos que LsAλ′ ⊆ LiAλ′ . Dado x ∈ LsAλ′ y Uβ ∈ B abierto de x en X
solo bastaŕıa probar que f(Uβ) = 1. Si suponemos por contradicción que f(Uβ) = 0,
entonces existiŕıa λ′1 ∈ Λ′ tal que si µ � λ′1 entonces fµ ∈ {0} ×

∏
γ 6=β {0, 1}, y por

tanto, Aµ ∩ Uβ seŕıa vaćıo eventualmente, contradiciendo el hecho de que x ∈ LsAλ′ ,
por lo tanto f(Uβ) = 1, y aśı x ∈ LiAλ′ . Como además se tiene la contención evidente
LiAλ′ ⊆ LsAλ′ , se obtiene que {Aλ′}λ′∈Λ′ es una subrred convergente en Kuratowski-
Painlevé, haciendo notar que K-LimAλ′ ∈ CL∅(X).

Para finalizar esta sección damos el teorema que caracteriza a los conjuntos com-
pactos de un hiperespacio en términos de sus elementos, cuya demostración requiere
del apoyo de la convergencia Kuratowski-Painlevé.

Teorema 3.18. Si X es un espacio T3 y K es un subespacio de CL(X). Entonces K es
compacto si y sólo si K es cerrado y se cumple la siguiente condición;

para todo K ∈ CL(X),para toda U cubierta abierta de K en X,(*)

existe una subcubierta finita F de U tal que 〈K〉− ∩ K ⊆
⋃
F∈F
〈F 〉−.

Demostración. =⇒) Dado un subespacio compacto K de CL(X), la condición de ser
cerrado resulta inmediata al ser CL(X) un espacio T2. Ahora, sea K cerrado no vaćıo
en X y U cubierta abierta de K. Notamos que 〈K〉− ∩ K resulta cerrado en K y por
tanto compacto. Consideremos a la colección V = {〈U〉− : U ∈ U} y mostremos que
ésta es una cubierta abierta de 〈K〉− ∩ K. Dado A ∈ 〈K〉− ∩ K, como A ∩K 6= ∅ y U
es cubierta de K, existe U ∈ U tal que (A∩K)∩U 6= ∅ lo que implica que A∩U 6= ∅
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y aśı V es cubierta abierta de 〈K〉− ∩ K. Como 〈K〉− ∩ K es compacto, existe una
subcubierta {〈U1〉−, . . . , 〈Un〉−} de V tal que 〈K〉−∩K ⊆

⋃n
i=1 〈Ui〉−. Luego definiendo

a F = {U1, . . . , Un} ⊆ U se obtiene el resultado.

⇐=) Sea {Aλ}λ∈Λ una red de elementos en K. Por el Teorema de Mrowka 3.17, existe
una subrred {Aλ′}λ′∈Λ′ con K-LimAλ′ = A para algún A ∈ CL∅(X). Supongamos que
{Aλ′}λ′∈Λ′ no converge a A en (CL∅(X), TV +), es decir, existe un abierto básico 〈U〉+
de A en el cual {λ′ ∈ Λ′ : Aλ′ ⊆ U} no es residual. Como X\U ⊆ X\A = X\LsAλ′ y
U 6= X (si U = X, {λ′ ∈ Λ′ : Aλ′ ⊆ U} seŕıa residual), cada x ∈ X\U no es punto de
acumulación de {Aλ′}λ′∈Λ′ y por consiguiente existe una vecindad abierta Ux de x de
tal forma que {λ′ ∈ Λ′ : Aλ′ ∩ Ux 6= ∅} no es cofinal o equivalentemente existe λ′x ∈ Λ′

de tal modo que Ux∩Aλ′ = ∅, para λ′ � λ′x. Ahora si definimos a U = {Ux : x ∈ X\U},
ésta es una cubierta abierta (no vaćıa) del conjunto cerrado X\U . Usando la hipótesis
(*), existe una subcubierta finita F de U, digamos F = {Ux1, . . . Uxn} que cumple:
〈X\U〉− ∩ K ⊆

⋃n
i=1 〈Uxi〉−. Si elegimos a µ ∈ Λ′ tal que µ � λ′xi para cada i ≤ n,

entonces Uxi ∩ Aλ′ = ∅ para λ′ � µ. Por lo anterior, como {Aλ′}λ′∈Λ′ ⊆ K si λ′ � µ,
(X\U)∩Aλ′ = ∅ si y sólo si Aλ′ ⊆ U , lo cual contradice el hecho de que {λ′ ∈ Λ′ : Aλ′ ⊆
U} no sea residual. Por tanto, {Aλ′}λ′∈Λ′ converge a A en (CL∅(X), TV +). Además,
como el conjunto vaćıo en un punto aislado en CL∅(X) se tiene que A 6= ∅. Ya con
esto, {Aλ′}λ′∈Λ′ converge a A en (CL∅(X), TV +) y K-LimAλ′ = A, y por el Lema 3.16,
V-LimAλ′ = A. Finalmente por ser K cerrado, A ∈ K.
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Caṕıtulo 4

Pseudocompacidad

Decimos que un espacio X es pseudocompacto si toda función continua f : X → R
es acotada. Esta propiedad en general es mucho más débil que cualquiera de las demás
propiedades derivadas de la propia compacidad, ya sea compacidad, compacidad nu-
merable, compacidad secuencial, paracompacidad o metacompacidad. Respecto al tema
de hiperespacios, si recordamos el Lema 3.3, el hiperespacio CL(βX) resulta ser una
compactación del hiperespacio CL(X). Una pregunta interesante seŕıa el saber si se
cumple el homeomorfismo CL(βX) ' β(CL(X)). Es decir, la compactación CL(βX)
resulta equivalente a la compactación de Stone-Čech de CL(X). Respecto a este pro-
blema, existe una respuesta parcial. En [14] James Keesling da una condición necesaria
para la cual se cumple la igualdad CL(βX) ' β(CL(X)) y esta condición es que CL(X)
sea pseudocompacto. Más tarde John Ginsburg da un prueba de este hecho [11], la cual
veremos en este caṕıtulo y será nuestro resultado principal.

Al hablar de compactación de un espacio Y en general, estamos pidiendo como
mı́nimo que Y sea T3 1

2
, y en el caso de hiperespacios requerimos como mı́nimo que

CL(X) sea T3 o equivalentemente que X sea T4, como fue visto en el Corolario 3.4. Por
lo cual en este caṕıtulo supondremos en todo momento que X es T4.

Dado un espacio X, denotamos por C∗(X), al conjunto de todas las funciones reales,
continuas y acotadas definidas en X. Decimos que un subconjunto Y de un espacio X
está C∗ - encajado en X, si toda función f ∈ C∗(Y ) tiene una extensión continua
sobre X.

Proposición 4.1. Si f ∈ C∗(Y ) y Y está C∗ - encajado en X entonces existe una
extensión h de f a X, tal que h es acotada.

Demostración. La prueba es directa teniendo en mente que si f(Y ) ⊆ [−M,M ] para
algún real positivo M , y g es una extensión continua de f sobre X, entonces la fun-
ción h : X → R definida por la correspondencia, h(x) = mı́n{M,máx{g(x),−M}} es
continua, acotada y extiende a f .

Lema 4.2. Sean X,Y y Z espacios, tales que X está C∗ - encajado en Y y Y está C∗
- encajado en Z . Entonces X está C∗ - encajado en Z.

55
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Demostración. La prueba es inmediata extendiendo cualquier función continua y aco-
tada f : X → R a una función continua y acotada g : Y → R , para después extenderla
a una función continua h : Z → R.

Lema 4.3. Dado un espacio X, si D ⊆ X y F es una colección abierta localmente finita
de X cuyos elementos son ajenos dos a dos, de tal forma que F cubre a D y para cada
V ∈ F, |V ∩ D| = 1, entonces D está C∗ - encajado en X.

Demostración. Sea f : D → R continua y acotada. Por hipótesis para cada elemento
z ∈ D, podemos tomar Vz ∈ F con z ∈ Vz. Como X es T3 1

2
, existe una función continua

gz : X → [0, 1] con gz(z) = 1 y gz(X\Vz) = 0. Si ahora definimos a F : X → R por
la correspondencia F (x) = Σz∈Df(z)gz(x), afirmamos que F está bien definida, es
continua y extiende a f . Para ver que F extiende a f , si tomamos x ∈ D,

F (x) = Σz∈Df(z)gz(x) = Σz∈D\{x}f(z)gz(x) + f(x)gx(x).

Como |Vz ∩ D| = 1 para z ∈ D\{x}, entonces x /∈ Vz, con lo cual gz(x) = 0. Y
aśı F (x) = f(x)gx(x) = f(x). Para ver que F está bien definida sólo basta probar
que F (x) ∈ R para toda x /∈ D. Sea y /∈ D, si y ∈ Vx0 para algún x0 ∈ D, al ser
F una colección de abiertos ajenos dos a dos, se tiene que si z /∈ D\{x0}, entonces
gz(y) = 0. Por tanto |F (y)| = |f(x0)||gx0(y)| ≤ |f(x0)| < ∞. Si por el contrario y /∈ V
para todo V ∈ F, entonces gz(y) = 0 para toda z ∈ D, es decir, F (y) = 0. Por último
tenemos la continuidad. Sea x ∈ X, y U una vecindad abierta de F (x) en R. Al ser F
localmente finita, existe un abierto W en X que sólo intersecta a una cantidad finita
de elementos de F, digamos {Vz1 , . . . Vzn}. Por esta razón F |W : W → R está definida
como F |W (x) = Σn

i=1f(zi)gzi(x). Claramente F |W es continua, por lo que F−1|W (U)
es un abierto en W , y más aún como W es abierto en X, F−1|W (U) es abierto en X.
En conclusión, x ∈ F−1|W (U) y F (F−1|W (U)) ⊆ U , es decir F es continua.

Teorema 4.4. Si CL(βX) ' β(CL(X)), entonces X y CL(X) son pseudocompactos.

Demostración. Para esta prueba primero probaremos que X es pseudocompacto. Por
contradicción, si suponemos que X no es pseudocompacto, por el Teorema E.53, exis-

te una {Vn}nN sucesión decreciente de abiertos no vaćıos tal que Vn+1
X ( Vn, con⋂

n∈N Vn = ∅. Si para cada n ∈ N definimos a Kn = Vn+1
X

y Un = 〈Vn〉 ∩ 〈X\Kn+1〉−.
Es claro que Kn ∈ Un. Ahora afirmamos que la colección U = {Un : n ∈ N} es localmen-
te finita en CL(X). Para esto, sea K ∈ CL(X), y x ∈ K. Como

⋂
n∈NKn = ∅, existe

m ∈ N tal que x /∈ Km. De tal forma que K ∈ 〈X,X\Km〉, con 〈X,X\Km〉∩Uk = ∅ si
k ≥ m+1. Luego U es localmente finita. Ahora si definimos a D = {Kn : n ∈ N} y U ′n =
Un\{K1, . . . ,Kn−1} observamos que U ′n∩D = {Kn} para cada n ∈ N, de lo cual se sigue
que D es un subespacio discreto de CL(X). Como CL(X) es T2, existe una colección de
abiertos ajenos dos a dos {Vn : n ∈ N} de tal manera que Kn ∈ Vn para toda n ∈ N. Si
ahora tomamos a la colección W = {U ′n∩Vn : n ∈ N}, esta cumple ser localmente finita,
con elementos ajenos dos a dos con U ′n ∩Vn ∩D = {Kn} para toda n ∈ N. Por el Lema
4.3, D está C∗ - encajado en CL(X) y usando al encaje F del Lema 3.3, F(D) está C∗ -
encajado en F(CL(X)). Por hipótesis, CL(βX) ' β(CL(X)), es decir, por la propiedad
universal de la compactación de Stone-Čech, F(CL(X)) está C∗ - encajado en CL(βX).
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Haciendo uso del Lema 4.2 con los espacios F(D),F(CL(X)) y CL(βX), concluimos que
F(D) está C∗ - encajado en CL(βX). Como F(D) = {F(Kn) : n ∈ N} es un subespacio
discreto de CL(βX), la función f : F(D)→ R definida por la correspondencia

f(F(Kn)) =

{
1 si n es impar
0 si n es par

es continua y acotada. Por otro lado la sucesión {F(Kn)}n∈N de cerrados no vaćıos en
CL(βX) es decreciente y por lo tanto

LiF(Kn)n = LsF(Kn)n =
⋂
n∈N
F(Kn)

CL(βX)
=
⋂
n∈N
F(Kn).

Afirmamos que K-LimF(Kn)n =
⋂
n∈NF(Kn) 6= ∅. Si por el contrario,

⋂
n∈NF(Kn) =

∅, al ser CL(βX) compacto, existiŕıa m ∈ N tal que
⋂m
i=1F(Ki) = F(Km) = ∅, lo

cual contradice el hecho de que {Vn}n∈N era en principio una sucesión de abiertos no
vaćıos. Luego K-LimF(Kn)n 6= ∅. Finalmente, al poder extender continuamente a f
con una función F : CL(βX)→ R, se tiene que

F (K-LimF(Kn)n) = F ( ĺım
n→∞

F(Kn)n) = ĺım
n→∞

F (F(Kn)) = ĺım
n→∞

f(F(Kn)),

pero esto es una contradicción ya que la sucesión {1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .} no es convergente
en R. En conclusión X es pseudocompacto.

Para finalmente mostrar que CL(X) es pseudocompacto, usaremos la equivalencia dada
por el Teorema E.53 inciso (iv). En efecto, sea A un conjunto Gδ no vaćıo en CL(βX)
y supongamos que A =

⋂
n∈NWn con Wn abierto en CL(βX) para toda n ∈ N. Sea

K ∈ A. Como K ∈ Wn para cada n ∈ N, podemos tomar un abierto básico W ′n =
〈Un1 , . . . , Unmn〉 en CL(βX) con K ∈ W ′n ⊆ Wn. Como βX es T4 y K ⊆

⋃mn
i=1 U

n
i ,

existe un abierto Gn en βX de tal forma que K ⊆ Gn ⊆ Gn
βX ⊆

⋃mn
i=1 U

n
i para

toda n ∈ N. De esta manera, si fijamos a n ∈ N, entonces para cada k ≤ mn, los
abiertos Gnk = Unk ∩ Gn resultan no vaćıos e intersectan a K. Más aún, observamos
que K ∈ 〈Gn1 , . . . , Gnmn〉 ⊆ W

′
n ⊆ A. Por otra parte si G =

⋂
n∈N

⋃mn
i=1G

n
i =

⋂
n∈NGn,

entonces para cada n ∈ N y para cada k ≤ mn, Gnk ∩ G es un conjunto Gδ no vaćıo
en βX. Como ya hemos mostrado que X es pseudocompacto, por el Teorema E.53,
podemos tomar a un elemento xnk ∈ Gnk ∩ G ∩X. Si B = {xnk ∈ X : n ∈ N y k ≤ mn},
se tiene que

B
X ⊆ BβX ⊆ GβX =

⋂
n∈N

Gn
βX

⊆
⋂
n∈N

Gn
βX ⊆

⋂
n∈N

mn⋃
i=1

Uni ,

y afirmamos que B
X ∈ CL(X) ∩A. Para esto, por como fue definido B, B

X ∩Unk 6= ∅
para toda n ∈ N y para cada k ≤ mn, y además B

X ⊆
⋃mn
i=1 U

n
i , es decir,

B
X ∈ CL(X) ∩

⋂
n∈N
W ′n ⊆ CL(X) ∩

⋂
n∈N
Wn ⊆ CL(X) ∩ A.

En conclusión CL(X) es pseudocompacto.



58 CAPÍTULO 4. PSEUDOCOMPACIDAD

Teorema 4.5. Dado un espacio X, si Xn es pseudocompacto, entonces βFn(X) '
Fn(βX) para toda n ∈ N.

Demostración. Sea f : Fn(X)→ [0, 1] una función continua. Para probar que βFn(X) '
Fn(βX), por la propiedad universal de la compactación de Stone-Čech solo basta ver
que f tiene una única extensión continua al espacio Fn(βX). Si recordamos a la fun-
ción pn : Xn −→ Fn(X) de la Proposición 1.10, la función F : Xn → [0, 1] definida por
F = f ◦ pn resulta continua. Luego, por el Teorema G.86, existe una función continua
G : (βX)n → [0, 1] tal que G|Xn = F . Ahora para cada n ∈ N la función hn : (βX)n →
Fn(βX) definida por la correspondencia hn(z1, . . . , zn) = {z1, . . . , zn}, resulta continua
y cerrada por la Proposición 1.10. Más aún, para cada z = {z1, . . . , zm} ∈ Fn(βX),
si a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) son tales que a, b ∈ h−1

n (z), al ser X denso
en βX, por el Teorema D.39 para cada zi ∈ z, existe una red {zλi }λ∈Λ de elemen-
tos en X, de tal forma que {zλi }λ∈Λ converge a zi. Ya con esto no es dif́ıcil probar
que la red definida por {zλ1 , . . . , zλm}λ∈Λ en βX converge a z. Si ahora para cada
i ≤ n y alguna j ≤ m ai = zj (análogamente si bi = zj), definimos a aλi = zλj
(bλi = zλj ). Ya con esto, las redes {(aλ1 , . . . , aλn)}λ∈Λ y {(bλ1 , . . . , bλn)}λ∈Λ en (βX)n con-
vergen ambas a a y b respectivamente ya que cada una de las entradas o proyec-
ciones de red lo hace. Además {(aλ1 , . . . , aλn)}λ∈Λ y {(bλ1 , . . . , bλn)}λ∈Λ son redes que
sólo constan de elementos de Xn, es decir, {G(aλ1 , . . . , a

λ
n)}λ∈Λ = {F (aλ1 , . . . , a

λ
n)}λ∈Λ y

{G(bλ1 , . . . , b
λ
n)}λ∈Λ = {F (bλ1 , . . . , b

λ
n)}λ∈Λ. Luego, por como fue definida F , (F = f ◦pn),

y el Teorema D.42, F (aλ1 , . . . , a
λ
n) = F (bλ1 , . . . , b

λ
n) para cada λ ∈ Λ, y {F (bλ1 , . . . , b

λ
n)}λ∈Λ

y {F (aλ1 , . . . , a
λ
n)}λ∈Λ convergen a G(a) = G(b). En conclusión para cada z ∈ Fn(βX)

el mapeo G ◦ h−1
n (z) está bien definido. Finalmente, como hn es continua, cerrada y

suprayectiva, por los Teoremas B.28 y B.29, la función H = G◦h−1
n (z) resulta continua,

y para todo z ∈ Fn(X), H(z) = G ◦ h−1
n (z) = G ◦ p−1

n (z) = F ◦ p−1
n (z) = f(z), es decir,

H es una extensión continua de f al espacio Fn(βX).

(βX)n
hn //

G
��

Fn(βX)

G◦h−1
nyy

[0, 1]

Para ver que H es única, sólo basta ver que al ser X denso en βX, haciendo uso de
la Proposición 1.14 (a), el espacio Fn(X) es denso en Fn(βX) y por el Teorema B.19,
H queda completamente determinada por Fn(X), es decir, H es única. En conclusión,
βFn(X) ' Fn(βX).

Teorema 4.6. Dado un espacio X, si Xn es pseudocompacto entonces Fn(X) es pseu-
docompacto para toda n ∈ N.

Demostración. Para cada n ∈ N, si tomamos a la función continua y suprayectiva
pn : Xn −→ Fn(X) definida en la Proposición 1.10, por el Teorema E.54, Fn(X) resulta
pseudocompacto.



Caṕıtulo 5

Conexidad y disconexidad en
hiperespacios

Con respecto a la conexidad y disconexidad en hiperespacios, en este caṕıtulo mos-
tramos algunos enunciados que tratan estas propiedades y como están relacionadas con
sus subespacios.

Proposición 5.1. Si B es una subcolección de elementos de CL(X), B es conexo1 y
alguno de sus elementos es conexo, entonces

⋃
B es conexo.

Demostración. Sean U y V abiertos en X tales que
⋃
B ⊆ U ∪V y (

⋃
B)∩U ∩V = ∅.

Lo que tenemos que demostrar es que
⋃
B ⊆ U ó

⋃
B ⊆ V . Por hipótesis, existe un

E ∈ B conexo, por tanto al cumplirse que E ⊆
⋃
B ⊆ U ∪ V y E ∩ U ∩ V = ∅,

esto implica que E ⊆ U o E ⊆ V . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
E ⊆ U y con esto afirmar que

⋃
B ⊆ U . Para mostrar lo último, si suponemos por el

contrario que
⋃
B ∩ V 6= ∅, entonces existe E′ ∈ B tal que E′ ∩ V 6= ∅. Con esto los

abiertos 〈U〉 y 〈V 〉− resultan no vaćıos y además tienen algún elemento de B (E y E′

respectivamente). Ahora, dado un elemento en B, éste puede estar contenido en U o
intersectar a V y sólo hay esos dos posibles casos ya que

⋃
B ⊆ U ∪ V , por lo tanto

B ⊆ (〈U〉 ∩ B)∪ (〈V 〉− ∩B) donde 〈U〉 ∩ B y 〈V 〉− ∩B son abiertos no vaćıos de B. Por
último, como B es conexo, existe W ∈ (〈U〉 ∩ B)∩ (〈V 〉− ∩B) 6= ∅, el cual cumple que,
W ⊆ U , W ∩V 6= ∅ y W ∈ B, lo cual implica que ∅ 6= W ∩V ∩U ⊆ (

⋃
B)∩V ∩U pero

esto es una contradicción con la suposición inicial, por tanto
⋃
B ∩ V = ∅,

⋃
B ⊆ U y

aśı
⋃
B es conexo.

Teorema 5.2. Para toda n ∈ N, si X es un espacio T1, entonces X es conexo si y sólo
si Fn(X) es conexo.

Demostración. =⇒) Dada n ∈ N, como la conexidad se preserva bajo productos finitos,
Xn es conexo. Por la función definida en la Proposición 1.10, pn(Xn) = Fn(X) resulta
conexo.

1La definción de espacio conexo se puede consultar en los Preliminares sección A.15.
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⇐=) La prueba es directa usando la Proposición 5.1 si tomamos la subcolección B =
Fn(X) ya que

⋃
Fn(X) = X.

Teorema 5.3. Si X es un espacio T1, entonces X es conexo si y sólo si CL(X) es
conexo.

Demostración. =⇒) Como X es conexo, Xn resulta conexo para toda n ∈ N y por la
Proposición 1.10, Fn(X) es conexo. Como {Fn(X)}n∈N es una sucesión creciente de
espacios conexos cuya intersección es no vaćıa,

⋃
n∈NFn(X) = F(X) es conexo. Por

último, haciendo uso de la Proposición 1.14, F(X) es denso, y por tanto, la cerradura
de éste es conexa, es decir, F(X) = CL(X) es conexo.

⇐=) Usando la Proposición 5.1 con B = CL(X), es claro que {x} es conexo y pertenece
a B para toda x ∈ X. Por tanto,

⋃
B = X es conexo.

De la prueba del Teorema 5.3 se demuestra que el subespacio F(X) resulta conexo.
De hecho una prueba similar usando los resultados anteriores muestra que F(X) es
conexo si y sólo si X es conexo en espacios T1. Usando este último resultado podemos
dar condiciones en términos de F(X) para que un subconjunto de A(X) (una colección
de subconjuntos no vaćıos de X) sea conexo.

Lema 5.4. Para toda n ∈ N, la función H : A(X)n → A(X) definida por la corres-
pondencia (E1, . . . , En) 7−→

⋃n
i=1Ei resulta continua. Lo mismo si cambiamos A(X)

por CL(X) o CL∅(X).

Demostración. Para el caso n = 2, si (E1, E2) es un elemento arbitrario en A(X)2 y
E1 ∪ E2 ∈ 〈U1, . . . Um〉, en analoǵıa con la prueba de la Proposición 1.10, el conjunto⋃
{(Uσ(1)∩. . .∩Uσ(k))×(Uσ(k+1)∩. . .∩Uσ(m)) : 1 ≤ k < m, σ : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m}},

resulta en un abierto de (E1, E2) cuya imagen bajo H se queda contenida en 〈U1, . . . Un〉.
Los casos n 6= 2 son análogos.

Proposición 5.5. Sean X un espacio T1 y A1, . . . An subconjuntos conexos X. Si

F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉 ⊆ G ⊆
〈
A1

X
, . . . An

X
〉

, entonces G es conexo. Donde 〈A1, . . . An〉
es abierto en A(X).

Demostración. Sea B = 〈A1, . . . An〉. Por el Teorema 5.2, F(Ai) es conexo, para cada
i ≤ n, . Como el producto arbitrario de conexos es conexo, resulta que

∏n
i=1F(Ai) es

conexo en A(X)n. Por otro lado usando la función H del Lema 5.4, H(
∏n
i=1F(Ai)) =

F(X)∩〈A1, . . . An〉. Por tanto, F(X)∩〈A1, . . . An〉 es conexo. Como F(X)∩〈A1, . . . An〉
es denso en 〈A1, . . . An〉 tenemos la igualdad 〈A1, . . . An〉 = F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉

B
, y por
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ser 〈A1, . . . An〉 abierto en A(X) se tienen las siguientes igualdades:

〈A1, . . . An〉
A(X)

= F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉
B
A(X)

= F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉
A(X) ∩ 〈A1, . . . An〉

A(X)

= F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉 ∩ 〈A1, . . . An〉
A(X)

= F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉
A(X)

.

Por el Teorema 1.4 (e) y lo anterior se sigue que si, F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉 ⊆ G ⊆〈
A1

X
, . . . An

X
〉

= 〈A1, . . . An〉
A(X)

= F(X) ∩ 〈A1, . . . An〉
A(X)

, G se queda conteni-

do entre un conjunto conexo y su cerradura, y por ende, es conexo. La misma prueba es
válida si cambiamos A(X) por CL(X) ó CL∅(X) y con A1, . . . An abiertos conexos.

Recordamos que un espacio es cero - dimensional si es T1 y tiene una base de
abiertos-cerrados2. Un espacio es totalmente disconexo si cualesquiera dos puntos
distintos pueden ser separados por un abierto-cerrado. La siguiente proposición rela-
ciona estas propiedades entre un espacio X y los espacios K(X) y CL(X).

Proposición 5.6. Si X es un espacio T1, se tienen los siguientes resultados.

(a) X es cero-dimensional si y sólo si K(X) es cero-dimensional.

(b) X es totalmente disconexo si y sólo si K(X) es totalmente disconexo.

(c) X es discreto si y sólo si K(X) es discreto.

(d) X no tiene puntos aislados si y sólo si CL(X) no tiene puntos aislados.

(e) Si X es T4, entonces C(X) es cerrado en CL(X).

Demostración. (a) =⇒) Dado K compacto, al ser X cero-dimensional, todo x ∈ K
tiene una vecindad abierta-cerrada Vx. Como la colección {Vx : x ∈ K} es una
cubierta abierta de K, y K es compacto, existe una subcubierta finita de K
digamos {Vx1, Vx2, . . . , Vxm}. Si definimos al subbásico 〈

⋃m
i=1 Vxi〉, éste resulta ser

un abierto-cerrado en CL(X) que contiene a K.

⇐=) La prueba es directa viendo a X ' F1(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

(b) =⇒) Dados K y K ′ compactos distintos no vaćıos tales que K ′\K 6= ∅, fijamos
x0 ∈ K ′\K. ComoX es totalmente disconexo, para cada xk ∈ K existe un abierto-
cerrado Uk tal que xk ∈ Uk y x0 /∈ Uk. Como la colección {Uk : k ∈ K} resulta
ser una cubierta abierta de K con K compacto, extraemos una subcubierta finita
{Uk1, Uk2, . . . , Ukm}. Con esto, el conjunto

⋃m
i=1 Uki resulta ser un abierto-cerrado

que contiene a K y además separa a K y x0. Si definimos al subbásico 〈
⋃m
i=1 Uki〉,

éste resulta ser un abierto-cerrado en CL(X) que contiene K pero no a K ′.

⇐=) La prueba es directa viendo a X ' F1(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

2Un conjunto es abierto-cerrado si es abierto y cerrado a la vez.
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(c) =⇒) Como X es discreto, sus subconjuntos compactos son finitos y por esto los
abiertos básicos V〈{x1}, {x2}, . . . , {xm}〉 con {x1, x2, . . . , xm} ∈ K(X) = F(X)
constituyen una base de abiertos singulares.

⇐=) La prueba es directa viendo a X ' F1(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

(d) =⇒) Si CL(X) tuviera algún punto aislado, digamos K, existiŕıa un básico V =
〈U1, U2, . . . , Um〉 tal que V = {K}. Por esta razón para cada i ≤ m |K ∩ Ui| = 1.
Por el contrario si para una j en particular |K ∩ Uj | > 1, para cada i ≤ m
podŕıamos tomar a xi ∈ K ∩Ui y xj′ ∈ (K ∩Uj)\{xj}, donde {x1, x2, . . . , xm} (
{x1, x2, . . . , xm} ∪ {xj′} ⊆ K con {x1, x2, . . . , xm} ∈ V, lo cual es una contradic-
ción.

⇐=) Si X tiene algún punto aislado, digamos x, entonces {{x}} es un punto
aislado de CL(X).

(e) Sea K un cerrado no vaćıo en X con K /∈ C(X). Por la Proposición A.16, existen
abiertos ajenos U y V en X tales que K ⊆ U∪V , U∩V = ∅ y K∩U 6= ∅ 6= K∩V .
Si tomamos al abierto 〈U, V 〉, claramente K ∈ 〈U, V 〉. Además, si L ∈ 〈U, V 〉,
L ⊆ U ∪ V , L ∩ U 6= ∅ 6= L ∩ V y como U ∩ V = ∅ es claro que L ∩ U ∩ V = ∅,
es decir, L no es conexo. Por tanto, C(X) ∩ 〈U, V 〉 = ∅, con K ∈ 〈U, V 〉. En
conclusión, C(X) es cerrado en CL(X).



Caṕıtulo 6

Métrica de Hausdorff

Una de las propiedades elementales que podemos pedirle a un espacio topológico
es el ser metrizable. Esta propiedad es importante por el hecho de tratar conceptos
como la convergencia en términos de una distancia. Cuando llevamos la metrizabilidad
a espacios de conjuntos no sólo tendremos los beneficios de estar en un espacio métrico,
sino que además, los elementos pueden darnos información adicional como lo expuesto
en la sección 3.2. Por esto, es natural preguntarse que relación guarda un espacio X
con el hiperespacio CL(X) respecto a esta propiedad. Por ejemplo, sabemos que al
poder ver a X como subespacio cerrado de CL(X), si el hiperespacio es metrizable, de
igual manera X lo es. Por otro lado, si X es compacto y metrizable, el hiperespacio
CL(X) también resulta ser metrizable, es decir, es posible dar una métrica con la cual
generemos a (CL(X), TV ). Esta métrica es llamada métrica de Hausdorff, 1 la cual
definimos a continuación.

Definición 6.1. Dado un espacio métrico (X, d). Para un subconjunto A ⊆ X y ε > 0,
definimos la nube de radio ε centrada en A con respecto a la métrica d como el
conjunto

Nd(ε,A) = {x ∈ X : d(x, a) < ε para alguna a ∈ A}.

Observamos que Nd(ε,A) =
⋃
a∈AB(ε, a), donde B(ε, a) = {x ∈ X : d(x, a) < ε}.

Definición 6.2. Dado un espacio métrico y compacto (X, d) tal que d es una métrica
acotada, definimos la función Hd : CL(X)× CL(X)→ R como

Hd(A,B) = ı́nf{ε > 0: A ⊆ Nd(ε,B) y B ⊆ Nd(ε,A)}.

La función Hd la llamaremos métrica de Hausdorff.

Debido a la Definición 6.2 a partir de ahora supondremos que X es un espacio com-
pacto y que d es una métrica acotada, y por tanto podemos reemplazar a CL(X) por
K(X).

Lema 6.3. Si K,L ∈ K(X) y x ∈ K, entonces existe y ∈ L tal que d(x, y) ≤ Hd(K,L).

1Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero de 1942). Matemático alemán.
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Demostración. Sea x ∈ K, y supongamos que 0 ≤ δ = Hd(K,L). Sea {εn}n∈N una
sucesión decreciente de números positivos tal que ĺımn→∞ εn = δ y K ⊆ Nd(εn, L).
Esta sucesión existe al ser el conjunto {ε > 0 : K ⊆ Nd(ε, L) y L ⊆ Nd(ε,K)} no vaćıo.
Como K ⊆

⋃
z∈LB(εn, z), para cada n ∈ N, tomamos a yn ∈ L tal que d(x, yn) < εn.

Como L es compacto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la sucesión
{yn}n∈N converge a y ∈ L. Por otro lado, como la función d(x, ·) : X → R es continua
se tiene que,

d(x, y) = d(x,V-Lim{yn}) = ĺım
n→∞

d(x, yn) ≤ ĺım
n→∞

εn = δ = Hd(K,L).

Teorema 6.4. La métrica de Hausdorff Hd es, en efecto, una métrica.

Demostración. Las propiedades que debe cumplir Hd para ser una métrica son,

(i) Hd(A,B) ≥ 0, para todo A,B ∈ K(X).

(ii) Hd(A,B) = 0 si y sólo si A = B.

(iii) Hd(A,B) = Hd(B,A), para todo A,B ∈ K(X).

(iv) Hd(A,C) ≤ Hd(A,B) +Hd(B,C), para todo A,B,C ∈ K(X).

Ya que las pruebas de los incisos (i) y (iii) resultan sencillas sólo mostraremos (ii) y (iv).

(ii) =⇒) Si Hd(A,B) = 0 supongamos que x0 ∈ B\A 6= ∅. Como B ⊆ Nd(ε,A) para
toda ε > 0, existe una red en {aε}ε>0 ⊆ A tal que d(x0, aε) < ε, pero al ser A
cerrado con X espacio métrico, x0 ∈ A, lo cual es una contradicción. Análoga-
mente, si A\B 6= ∅, por tanto A = B.

⇐=) Si A = B, A ⊆ Nd(ε,A) para toda ε > 0 si y sólo si Hd(A,A) ≤ ε para toda
ε > 0 si y sólo si Hd(A,B) = 0.

(iv) Sea ε > 0. Sea a ∈ A. Por el Lema 6.3, existe b ∈ B tal que d(a, b) ≤ Hd(A,B).
Usando de nuevo el Lema 6.3 para el punto b, existe un elemento c ∈ C tal que
d(b, c) ≤ Hd(B,C). Por la desigualdad del triángulo en (X, d),

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) ≤ Hd(A,B) +Hd(B,C) ≤ Hd(A,B) +Hd(B,C) + ε.

Como a ∈ A fue arbitrario, A ⊆ Nd(Hd(A,B) + Hd(B,C) + ε, C). Repitiendo
la prueba para cualquier punto en C; C ⊆ Nd(Hd(A,B) + Hd(B,C) + ε,A).
Por definición de Hd(A,C), Hd(A,C) ≤ Hd(A,B) + Hd(B,C) + ε. Como ε es
arbitraria, Hd(A,C) ≤ Hd(A,B) +Hd(B,C).
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Una observación útil de esta métrica que usaremos más adelante es la siguiente:
Dado ε > 0 tal que Hd(A,B) < ε donde A y B son compactos fijos no vaćıos, al ser
Hd el ı́nfimo de un conjunto, debe existir δ > 0 con Hd(A,B) ≤ δ < ε, de tal forma
que A ⊆ Nd(δ,B) y B ⊆ Nd(δ, A) y por definición de las nubes Nd, A ⊆ Nd(ε,B) y
B ⊆ Nd(ε,A).

Dado que hemos probado que la función Hd resulta ser una métrica para K(X),
podemos hablar del espacio topológico generado por esta métrica: (K(X), THd). Co-
mo hab́ıamos anticipado en la introducción, mostraremos que el espacio topológico
(K(X), TV ) es metrizable o de manera equivalente los espacios topológicos (K(X), THd)
y (K(X), TV ) son iguales.

Definición 6.5. Dado un espacio métrico (X, d), si K,L ∈ K(X), definimos a

dH(K,L) = ı́nf{d(x, y) : x ∈ K y y ∈ L}.

Lema 6.6. Sea (X, d) espacio métrico. Si K,L ∈ K(X) con K ∩ L = ∅, entonces
dH(K,L) > 0.

Demostración. Por contrapositiva, si suponemos que dH(K,L) = 0, entonces se cumple
que para toda n ∈ N, existe xn ∈ K y yn ∈ L tales que d(xn, yn) < 1

n . Como K y L son
compactos, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las sucesiónes {xn}n∈N
y {yn}n∈N convergen a x ∈ K y y ∈ L, respectivamente. Por lo tanto, para ε > 0
arbitraria, podemos tomar m ∈ N suficientemente grande de tal forma que se cumpla
la siguiente desigualdad;

d(x, y) ≤ d(x, xm) + d(xm, ym) + d(ym, y) ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Lo cual implica que x = y, es decir, K ∩ L 6= ∅.

A modo de observación, en el lema anterior si no pedimos a K y L ser conjuntos
compactos, entonces dH(K,L) puede ser igual cero, por ejemplo en R2, los conjuntos
K = {(x,− 1

x) : x < 0} y L = {(x, 1
x) : x > 0}, cumplen lo anteriormente dicho.

Denotamos a BHd(ε,K) = {L ∈ K(X) : Hd(K,L) < ε} como la bola abierta de radio ε
centrada en K con respecto a la métrica Hd.

Teorema 6.7. Dado un espacio métrico (X, d), entonces THd = TV .

Demostración. Primero mostremos la contención TV ⊂ THd .
Para esta contención lo que vamos a probar es que la subbase P de TV dada en el
Teorema 1.3 se queda contenida en THd . Sea K ∈ K(X) y U = 〈U〉+ vecindad de
K, con U 6= X. Como K ∩ (X\U) = ∅ con X\U compacto no vaćıo, usando el
Lema 6.6, δ = dH(K,X\U) > 0. Afirmamos que BHd(δ,K) ⊆ U . Si D ∈ BHd(δ,K),
como Hd(K,D) < δ, en particular se cumple que D ⊆ Nd(δ,K). Por contradicción, si
suponemos que D∩(X\U) 6= ∅, tomando a algún x ∈ D∩(X\U), debe existir z ∈ K de
tal forma que d(x, y) < δ, pero esto querŕıa decir que δ = dH(K,X\U) ≤ d(z, x) < δ,
lo cual es una contradicción. Por tanto D ∈ U .
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Por otro lado, sea L ∈ K(X) y V = 〈V 〉− un abierto de L, con V 6= X. Toman-
do un elemento x ∈ L ∩ V , por el Lema 6.6, δ = dH({x}, X\V ) > 0. Afirmamos
que BHd(δ, L) ⊆ V. En analoǵıa al caso anterior, si D ∈ BHd(δ, L), y suponemos
por contradicción que D ⊆ X\V , entonces como L ⊆ Nd(δ,D), en particular para
x, existe z ∈ X\V de tal forma que d(x, z) < δ, lo cual contradice el hecho de que
δ = dH({x}, X\V ) ≤ d(x, z) < δ, lo cual es una contradicción. Por tanto D ∈ V. Los
casos U = V = X son evidentes. De esta manera la subbase P se queda contenida en
la topoloǵıa THd .

Ahora mostremos la contención THd ⊂ TV .
SeaK ∈ K(X) y sea ε > 0. ComoK es compacto, existen abiertosB( ε4 , x1), . . . , B( ε4 , xn)
de X que cubren a K para algunos xi ∈ X, con K∩B( ε4 , xi) 6= ∅ para toda i ≤ n. Defi-
nimos a U =

〈
B( ε4 , x1), . . . , B( ε4 , xn)

〉
y tomamosD ∈ U . Sea z ∈ D. Si z ∈ D∩B( ε4 , xj),

entonces d(z, xj) <
ε
4 . Por otro lado, como K ∩ B( ε4 , xj) 6= ∅, existe y ∈ K tal que

d(y, xj) <
ε
4 y, de esta forma, d(z, y) ≤ d(z, xj) + d(xj , y) < ε

4 + ε
4 = ε

2 . Al ser z ∈ D
arbitrario, D ⊆ Nd(

ε
2 ,K). Haciendo la misma prueba intercambiando los papeles de

K y D concluimos que K ⊆ Nd(
ε
2 , D), con lo cual D ⊆ Nd(

ε
2 ,K) y K ⊆ Nd(

ε
2 , D), es

decir, Hd(K,D) ≤ ε
2 < ε. Por lo tanto K ∈ U ⊆ BHd(ε,K).

Al ser el hiperespacio CL(X) metrizable, la convergencia de redes no sólo se sim-
plifica a convergencia de sucesiones sino que, además, al añadir la suposición de ser X
compacto, conecta a las convergencia dada por la métrica de Hausdorff y la convergen-
cia de Kuratowski-Painlevé vista en la sección 3.2. A partir de ahora nos referiremos
a la métrica de Hausdorff por H en vez de Hd, bajo la aclaración de que (X, d) es el
espacio métrico con el que estamos trabajando.

Teorema 6.8. Sea {An}n∈N una sucesión de elementos deK(X). Entonces, K-LimAn =
A si y sólo si {An}n∈N converge a A en K(X) respecto a la métrica de Hausdorff H.

Demostración. =⇒) Si K-LimAn = A, por la Proposición 3.10, A es cerrado. Usando
la misma Proposición 3.10, al ser X es compacto, solo bastaŕıa probar que la familia{⋃

n∈ΣAn : Σ es residual en N
}

cumple la propiedad de intersección finita. Pero esto

es sencillo si observamos que los conjuntos residuales de N con el orden usual ≤, son los
conjuntos de la forma [m,∞)∩N y (m,∞)∩N para toda m ∈ N, los cuales denotamos
solamente por [m,∞) y (m,∞), respectivamente, para simplificar notación. De ésta
manera se puede demostrar por inducción sobre m que los conjuntos

⋂m
i=1

⋃
n∈[m,∞)An

son no vaćıos para toda m ∈ N y aśı garantizar que LsAn = A 6= ∅. Claramente la
base inductiva m = 1 se cumple, al ser los conjuntos {An}n∈N no vaćıos. Para m = 2,
como

⋃
n∈[2,∞)An ⊆

⋃
n∈[1,∞)An, probar que

⋃
n∈[2,∞)An ∩

⋃
n∈[1,∞)An 6= ∅ resulta

equivalente a que
⋃
n∈[2,∞)An 6= ∅, y claramente esto último ocurre por la misma

razón de que los conjuntos {An}n∈N son no vaćıos. De forma análoga se prueba por
inducción para m > 2. Ahora, por las Proposiciones 3.15 y 3.14, bastaŕıa probar que
V+-LimAλ = A. Sea U abierto en X tal que A ∈ 〈U〉+. Como LsAn = A ⊆ U , esto
equivale a que

X\U ⊆ X\
⋂
m∈N

⋃
n≥m

An =
⋃
m∈N

(
X\

⋃
n≥m

An

)
.
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Como X\U es compacto, existe m0 ∈ N tal que

X\U ⊆
m0⋃
k=1

(
X\

⋃
n≥k

An

)
si y sólo si

⋃
n≥m0

An =

m0⋂
k=1

⋃
n≥m

An ⊆ U.

De tal forma que para n ≥ m0, An ∈ 〈U〉+ y, aśı, concluimos que V+-LimAλ = A.

⇐=) De igual manera por las Proposiciones 3.14 y 3.15, al tener por hipótesis A 6= ∅,
sólo basta mostrar que K-LimAn existe, o equivalentemente K-LimAn = A. Para esto
demostremos que LsAn ⊆ A ⊆ LiAn. Al ser la prueba evidente para el caso A = X,
suponemos que A 6= X.

Sea x ∈ X\A. Como X es un espacio T2 y A es compacto, existe un abierto V
de X tal que A ⊆ V ⊆ V ⊆ X\{x}. Como A ∈ 〈V 〉, 〈V 〉 es abierto en K(X) y
{An}n∈N converge a A, existe m ∈ N tal que An ⊆ V ⊆ V si y sólo si An∩ (X\V ) = ∅,
para toda n ≥ m. Por tanto, como x ∈ X\V , x no es un punto de acumulación de
{An}n∈N, es decir, x /∈ LsAn. En conclusión LsAn ⊆ A. Para mostrar que A ⊆ LiAn.
Supongamos que |A| > 1 y sea x ∈ A y sea U un abierto de x. Como A ∈ 〈U,X\{x}〉,
entonces 〈U,X\{x}〉 es abierto en K(X) y {An}n∈N converge a A. Aśı, existe m ∈ N
tal que An ∈ 〈U,X\{x}〉 si n ≥ m, en particular An ∩ U 6= ∅ si n ≥ m, por tanto
x ∈ LiAn. La prueba para |A| = 1, es evidente. Por tanto LsAn ⊆ A ⊆ LiAn y
aśı K-LimAn = A.

Debido al Teorema 6.8, podemos escribir ĺımn→∞H(An, A) = 0 en vez de K-
LimAn = A.

Al estar trabajando en un espacio métrico y compacto X, la convergencia con
la métrica de Hausdorff H nos garantiza que cualquier sucesión de CL(X) tiene una
subsucesión convergente cuyo ĺımite es un espacio métrico y compacto. Más aún, nos
podemos hacer la pregunta: ¿cuándo el ĺımite de estas sucesiones resulta conexo?. Para
responder esta pregunta introducimos el concepto de continuo. Decimos que un espacio
X es un continuo, si X es un espacio métrico, compacto, conexo y no vaćıo. Decimos
que Y ⊆ X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la topoloǵıa heredada de
X. Debido a esta definición el conjunto C(X) se convierte en la colección de todos los
subcontinuos del espacio X cuya estructura topológica es la heredada por el hiperes-
pacio CL(X). Debido a esto, podemos contestar preguntas acerca de la compacidad y
conexidad de subconjuntos de X usando solamente la convergencia de la métrica H en
el espacio (C(X), H) por lo que tenemos el siguiente resultado importante.

Teorema 6.9. Si X es un continuo, entonces C(X) es compacto.

Demostración. Como X es compacto, por el Teorema 3.1, CL(X) es compacto. Al ser
X métrico, X resulta ser T4, por tanto usando la Proposición 5.6 (e), C(X) es cerrado
en CL(X). Por tanto C(X) es compacto.

Corolario 6.10. Si X es un continuo, entonces toda sucesión de subcontinuos de X
tiene una subsucesión convergente a un subcontinuo de X.
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Demostración. La prueba es inmediata ya que al existir una subsucesión convergente
de C(X) su ĺımite debe pertenecer a C(X), esto por la compacidad de C(X) debida al
Teorema 6.9. D 



Caṕıtulo 7

Normalidad implica compacidad

En el Caṕıtulo 1.3, el Corolario 1.21 establece que si un hiperespacio CL(X) resulta
T4, entonces ésta es una condición suficiente para garantizar la compacidad numerable
de X. Una pregunta fuerte seŕıa saber bajo qué condiciones adicionales, si es que las
hay, podemos garantizar que X es compacto. Evidentemente, como se vió en la sec-
ción 3.1, es suficiente con pedir a X ser Lindelöf. Sin embargo, como veremos en este
caṕıtulo, no es necesaria una condición adicional, es decir, la compacidad y normalidad
resultan equivalentes en CL(X). Para esto existen varias pruebas al respecto por auto-
res como Velichko [25] y Di Maio [6]. Debido a que las pruebas dadas por los autores ya
mencionados son extensas o hacen uso de una teoŕıa más avanzada de la vista en cursos
básicos de topoloǵıa general, presentamos una prueba mas sencilla dada por Keesling
[15], quien con el apoyo de la Hipótesis del Continuo, realiza una prueba de este famoso
resultado.

Recordamos que la Hipótesis del Continuo establece que no existe un conjunto A,
de tal forma que ℵ0 < |A| < 2ℵ0 .

Para mostrar la equivalencia entre la normalidad y la compacidad entre hiperespa-
cios, se necesita una serie de resultados previos los cuales por si solos dan información
adicional acerca de la naturaleza de los hiperespacios. Por ejemplo, si suponemos que
X no es compacto se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Si para un espacio X, CL(X) es T4 y X no es compacto, entonces Xn

no es pseudocompacto para alguna n ∈ N.

Demostración. Supongamos que X no es compacto y que a su vez Xn es pseudo-
compacto para toda n ∈ N. Por ser X un subespacio cerrado de CL(X), X es T4,
por tanto si βX es la compactación de Stone-Čech de X, podemos tomar a un ele-

mento z ∈ βX\X. Si ahora definimos al conjunto K = {K ∈ CL(X) : z ∈ K
βX},

afirmamos que K es cerrado en CL(X) y, además, K ∩ F1(X) = ∅. Para ver que

K es cerrado, si tomamos L ∈ CL(X)\K, entonces z ∈ βX\LβX . Luego el conjunto

〈βX\{z}〉 es abierto en CL(βX) y, además, L
βX ∈ 〈βX\{z}〉. Usando a la función F

del Lema 3.3, F−1(〈βX\{z}〉) resulta ser abierto de L en CL(X), de manera que si

K ∈ F−1(〈βX\{z}〉), entonces K
βX

= F(K) ∈ 〈βX\{z}〉, es decir, z ∈ βX\KβX
y,

por tanto, K∩F−1(〈βX\{z}〉) = ∅. Como L fue arbitrario, se concluye que K es cerra-
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do. Luego para ver que K ∩ F1(X) = ∅, sólo basta observar que al ser βX un espacio

T1, para todo x ∈ X, {x}βX = {x} y, por tanto, como z ∈ βX\X, z /∈ {x}βX . Ya
con esto, al ser CL(X) un espacio T4, por el Teorema B.21, existe una función continua
f : CL(X)→ [0, 1] tal que f |F1(X) = 0 y f |K = 1. Si ahora definimos para cada n ∈ N a
gn = f |Fn(X) : Fn(X)→ [0, 1], entonces por el Teorema 4.5, βFn(X) ' Fn(βX) y, por

tanto, por la propiedad universal de la compactación de Stone-Čech, existe una única
función continua Gn : Fn(βX) → [0, 1] que extiende a gn. Notamos que por ser X
denso en βX por la Proposición 1.14 (a), F1(X) es denso en F1(βX). Más aún, como
{z} ∈ F1(βX) ⊆ Fn(βX) y haciendo uso del Teorema D.39, existe una red {Aλ}λ∈Λ

de elementos de F1(X) que converge a {z}. Luego, por la continuidad de Gn y por
el Teorema D.42, se tiene que {Gn(A)}λ∈Λ = {gn(A)}λ∈Λ = {f(A)}λ∈Λ converge a
Gn({z}) para toda n ∈ N. Además, por la suposición de que f |F1(X) = 0, entonces
{f(A)}λ∈Λ = {0}λ∈Λ y, por ende, Gn({z}) = 0 para toda n ∈ N. Ahora, por la conti-
nuidad de Gn, el conjunto G−1

n ([0, 1
2n )) resulta un abierto de {z} en Fn(βX) para toda

n ∈ N y, por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe un abierto
Un de z en βX, tal que G−1

n ([0, 1
2n )) = 〈Un〉∩Fn(βX). Si ahora definimos a los cerrados

Kn = Un ∩X en X para cada n ∈ N, afirmamos que z ∈
⋂
n∈NKn

βX
, ya que,

z ∈
⋂
n∈N

Un
βX

=
⋂
n∈N

Un ∩X
βX

=
⋂
n∈N

Un ∩X
βX

=
⋂
n∈N

Kn
βX
.

Luego, por el Teorema G.88,
⋂
n∈NKn

βX
=
⋂
n∈NKn

βX
y, por tanto, z ∈

⋂
n∈NKn

βX
.

Por esto último, si K =
⋂
n∈NKn, entonces por definición del conjunto K se tiene

que K ∈ K. Luego por ser F(X) denso en CL(X), por el Teorema D.39, existe una
red {Fλ}λ∈Λ de elementos en F(X) que converge a K y, además, podemos suponer
que Fλ ⊆ K para cada λ ∈ Λ. Afirmamos que para cada λ ∈ Λ, f(Fλ) = 0. Para
esto notamos que dado λ ∈ Λ, Fλ ⊆ Kn para cada n ∈ N. Ahora, si suponemos que

|Fλ| = m para algún m ∈ N, por la continuidad de Gn, se tiene que
〈
Un

βX
〉
∩Fn(βX) ⊆

G−1
n ([0, 1

2n ]) por lo que debido a las contenciones Fλ ⊆ Kn ⊆ Un
βX

se concluye que
Fλ ∈ G−1

k ([0, 1
2k

]), es decir, f(Fλ) = gk(Fλ) = Gk(Fλ) ≤ 1
2k

para k ≥ m y esto implica
que f(Fλ) = 0. Por esta razón y la continuidad de f se concluye que f(K) = 0, pero
esto contradice el hecho de que f |K = 1, por lo tanto Xn no es pseudocompacto para
alguna n ∈ N.

La conclusión del Teorema 7.1 indica que se puede garantizar la compacidad de X
por medio de la pseudocompacidad no solamente del mismo X sino por lo menos de
todos sus productos finitos. Por esta razón, podemos dar condiciones suficientes para
que los espacios Xn sean pseudocompactos y, por ende, condiciones para que X sea
compacto.

Teorema 7.2. Si para un espacio X, CL(X) es T4, entonces X es compacto, si se
cumple alguna de las siguientes propiedades,

(a) X es secuencialmente compacto.

(b) X es primero numerable.
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(c) La cerradura de todo subconjunto numerable de X es compacto.

Demostración. (a) Por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto. Como X
es un subespacio cerrado de CL(X), se tiene que X es T4. Luego por el Teorema
E.55 X es pseudocompacto. Además, por hipótesis, X también es secuencialmente
compacto. Ya con esto, por el Corolario E.58, Xn resulta pseudocompacto para
toda n ∈ N y, usando el Teorema 7.1, se concluye que X es compacto.

(b) Por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto. Como X es primero nu-
merable y T4, por el Corolario E.59, Xn resulta pseudocompacto para toda n ∈ N
y, usando el Teorema 7.1, se concluye que X es compacto.

(c) Primero probaremos que X es pseudocompacto. Supongamos por contradicción
que existe una función continua g : X → R que no es acotada. Por tanto podemos
tomar a xn ∈ g−1((−∞,−n] ∪ [n,∞)) fijo para cada n ∈ N. Si definimos al
conjunto numerable V = {xn : n ∈ N}, por hipótesis V es compacto y, por
tanto, como g(V ) es compacto en R, existe m ∈ R tal que g(V ) ⊆ [−m,m], pero
esto implica que xm+1 ∈ V ⊆ V ⊆ g−1([−m,m]), lo cual es una contradicción,
por tanto X es pseudocompacto. Ahora solamente probaremos que X × X es
pseudocompacto, ya que de forma análoga prueba que Xn también lo es para n >
2. Supongamos nuevamente por contradicción que X ×X no es pseudocompacto
y sea f : X × X → R una función continua que no es acotada. Como f no es
acotada, para cada n ∈ N existe (xn, wn) ∈ X × X tal que |f(xn, wn)| ≥ n. Si
definimos al conjunto W = {wn : n ∈ N}, por hipótesis W es compacto y, aśı, por
el Teorema E.57, X ×W es pseudocompacto y, por tanto, f |X×W es una función
continua y acotada, pero esto es una contradicción ya que |f |X×W (xn, wn)| ≥ n
para cada n ∈ N. Luego X ×X es pseudocompacto. Por tanto, X es compacto.

Lema 7.3. Dado un espacio separable X, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Si A es un subespacio discreto de X, entonces |A| ≤ 2ℵ0 .

(b) Si B es una base para X, entonces |B| ≤ 2ℵ0 .

Demostración. (a) Al ser A un subespacio discreto, para cada x ∈ A, existe un abierto
Vx en X tal que Vx ∩A = {x}. Más aún, al ser X un espacio T3, por el Teorema
A.8, podemos suponer que Vx ∩ A = {x}. Si D es un denso numerable en X, se
tiene que Vx ∩ D 6= ∅ para toda x ∈ X. Ya con esto, si definimos a la función
f : A→ P(D) por la correspondencia f(x) = Vx ∩D, afirmamos que esta función
es inyectiva. Para esto, sean x, y ∈ A con x 6= y. Como x ∈ Vx y Vy ∩A = {y}, se
tiene que x /∈ Vy. Luego, x ∈ Vx\Vy y, por la densidad de D, (Vx\Vy) ∩ D 6= ∅.
Por último, como f(y) ⊆ Vy, se sigue que,

∅ 6= (Vx\Vy) ∩ D = (Vx ∩ D) ∩ (X\Vy) ⊆ f(x) ∩ (X\Vy) ⊆ f(x)\f(y).

Esto implica que f(x) 6= f(y), es decir, f es inyectiva. Ahora, f(A) es una co-
lección de abiertos en D y, al ser D un subespacio de X, D tiene una base de
abiertos de cardinalidad a lo más |P(D)| = 2ℵ0 , por tanto |f(A)| ≤ 2ℵ0 y, por la
inyectividad de f , se concluye que |A| ≤ |f(A)| ≤ 2ℵ0 .
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(b) Por el Teorema A.10, podemos suponer que B es una base que consta de abiertos
regulares. Si consideramos a la función g : P(X)→ P(X) por la correspondencia
g(A) = Int(A), notamos que el conjunto imágen de g es la colección de todos
los abiertos regulares de X. Ahora si D es un denso numerable en X, usando el
Teorema A.11, la colección B′ = {V ∩D : V ∈ B} es una base para D que consta
de abiertos regulares. Al ser D numerable, se tiene que |B′| ≤ |P(D)| = 2ℵ0 .
Luego, para cada V ∈ B, g(V ∩ D) = Int(V ∩ D) = Int(V ) = g(V ) = V , es
decir, g es biyectiva en su imágen, donde claramente g(B′) = B y, por tanto,
|B| = |B′| ≤ |P(D)| = 2ℵ0 .

Mediante el uso de recursión transfinita1, el siguiente resultado nos da una cons-
trucción de una familia de cerrados la cual nos será útil en los dos teoremas siguientes.

Teorema 7.4. Si un espacio X es numerablemente compacto, no es primero numerable
y para un punto fijo z ∈ X, si Bz = {Uα : α < ω1} es una base local de z tal que ningún
refinamiento2 numerable de Bz es base local de z, entonces existe una colección anidada
de cerrados {Kα}α≤ω1 de tal forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Kα+1 ⊆ Uα.

2. Kα ( Kγ si α > γ.

3. K` =
⋂
{Kβ : β < `}, si ` es un ordinal ĺımite.

4. Kω1 = {z}.

Demostración. Definimos a Bz = {Uα : α < ω1}. Si α < ω1 vamos a demostrar que
{z} (

⋂
β<α Uβ. Supongamos lo contrario, es decir, {z} =

⋂
β<α Uβ. Ahora, dado

V ∈ Bz, se tiene que
⋂
β<α Uβ ⊆ V . Luego, por ser X numerablemente compacto,

existen β1 < · · · < βm < α tales que {z} ⊆
⋂m
i=1 Uβi ⊆

⋂m
i=1 Uβi ⊆ V . Notamos que

este argumento lo hicimos para V ∈ Bz arbitrario, por tanto V = {
⋂
γ∈F⊆[0,α] Uγ :

Uγ ∈ Bz y |F | < ω} forma una base local para z, pero al ser α < ω1, se concluye
|V| ≤ |α| = |ω| = ℵ0, lo cual contradice el hecho de que ningún refinamiento numerable
de Bz es base local de z. Por tanto, {z} (

⋂
β<α Uβ para cada α < ω1. Al ser X un

espacio T2, haciendo uso del Teorema A.6 (iii), {z} =
⋂
β<ω1

Uβ. Por tanto, para cada

α < ω1, existe α < γ < ω1 tal que
⋂
β<γ Uβ (

⋂
β<α Uβ y, por esta razón, si tomamos a

γ como el mı́nimo con esta propiedad, podemos definir a la función φ : OR→ OR por
la correspondencia φ(α) = γ. Ahora, definiendo a la función H : P([0, ω1]) → [0, ω1]
por H(A) = supA y haciendo uso del teorema de recursión, existe una única función
ψ : [0, ω1)→ [0, ω1) tal que:

1. ψ(0) = 0.

2. ψ(α+ 1) = φ(ψ(α)).

1Para una introducción completa al tema de recursión transfinita se puede consultar [1].
2Se puede consultar la definición de refinamiento de una cubierta en los Preliminares sección E.5.
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3. ψ(`) = H(ψ|`) = sup{ψ(β) : β < `}, si ` es un ordinal ĺımite.

Es sencillo verificar que tanto φ como ψ son funciones no decrecientes y, más aún,
α ≤ ψ(α) para cada α < ω1. Ahora, si para cada α < ω1 se define al cerrado Kα =⋂
{Uβ : β < ψ(α)}, afirmamos que la colección de cerrados {Kα}α<ω1 cumplen con las

condiciones del teorema. Para 1, como α ≤ ψ(α) < ψ(α+ 1), entonces Uα ∈ {Uβ : β <
ψ(α+ 1)} y, por tanto, Kα+1 ⊆ Uα. Para 2, si α > γ y observamos que α ≥ γ + 1 > γ,
al ser ψ no decreciente, se tendŕıa que ψ(α) ≥ ψ(γ + 1) = φ(ψ(γ)) > ψ(γ) y por tanto

Kα =
⋂

β<ψ(α)

Uβ ⊆
⋂

β<ψ(γ+1)

Uβ =
⋂

β<φ(ψ(γ))

Uβ (
⋂

β<ψ(γ)

Uβ = Kγ .

Para 3, sea ` un ordinal ĺımite con β < ` y x ∈ K`. Ahora, si β′ < ψ(β), entonces
β′ < ψ(β) ≤ ψ(`), por definición de K`. De esta manera x ∈ Uβ′ y, al ser β′ arbitrario,
se concluye que x ∈ Kβ. Análogamente al ser β < ` arbitrario, x ∈

⋂
{Kβ : β < `}. Para

la otra contención, sea x ∈ X\K`. Esto significa que existe β0 < ψ(`) tal que x ∈ X\Uβ0 .
Luego, por ser ψ(`) = sup{ψ(β) : β < `}, debe existir γ < ` tal que β0 < ψ(γ) ≤ ψ(`),
con lo cual x ∈ X\

⋂
β<ψ(γ) Uβ = Kγ , es decir, x ∈ X\

⋂
{Kβ : β < `}. En conclusión

K` =
⋂
{Kβ : β < `}. Finalmente para 4, al ser X un espacio T2, por el Teorema A.6

(ii), se concluye que Kω1 =
⋂
{Uβ : β < ω1} = {z}.

Teorema 7.5. Si X es un espacio separable, numerablemente compacto y no es primero
numerable, entonces el espacio ordinal [0, ω1] se puede encajar en CL(X).

Demostración. Si B es una base fija para X y Bx ⊆ B es una base local para cada x ∈X,
al no ser X primero numerable, existe z ∈ X de tal forma |Bz| > ℵ0. Al ser X separable,
por el Lema 7.3 (b), |Bz| ≤ 2ℵ0 , con lo que asumiendo la Hipótesis del Continuo,
necesariamente |Bz| = 2ℵ0 . Ahora, si Bz = {Uβ : β < ω1}, por lo dicho anteriormente,
podemos suponer que en la elección de Bz ningún refinamiento numerable es base local
de z. Por el Teorema 7.4, existe una colección anidada de cerrados {Kα}α≤ω1 de tal
forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Kα+1 ⊆ Uα.

2. Kα ( Kγ si α > γ.

3. K` =
⋂
{Kβ : β < `}, si ` es un ordinal ĺımite.

4. Kω1 = {z}.

Si ahora definimos a la función F : [0, ω1] → {Kα : α ≤ ω1} ⊆ CL(X) por la co-
rrespondencia F (α) = Kα, afirmamos que F es un encaje. Claramente por definición
de F , ésta es biyectiva, por tanto, sólo nos basta probar que F es continua y cerra-
da. Para ver que F es continua, sea γ ∈ [0, ω1] con γ ordinal ĺımite. Si γ < ω1, y
〈U1, . . . Un〉 es un abierto de F (γ) = Kγ , podemos suponer que para alguna j ≤ n,
z ∈ X\Uj . Ahora, si tomamos a y ∈ Uj ∩ Kγ fijo, por la construcción de la colec-
ción {Kα}α≤ω1 , debe existir un ordinal numerable β0 > γ tal que y ∈ X\Kβ0 y, de
esta manera, (X\Kβ0) ∩ Uj 6= ∅. Por tanto, haciendo uso del Teorema 1.6 y, que
Kβ0 ( Kγ , entonces F (γ) = Kγ ∈ U = 〈U1, . . . Un, (X\Kβ0) ∩ Uj〉 ⊆ 〈U1, . . . Un〉.
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Si recordamos la condición 3, Kγ =
⋂
{Kβ : β < γ}, con lo cual si {γm}m∈N es

una sucesión estrictamente creciente de ordinales que converge a γ y, suponemos que
Vγm = Kγm\

⋃n
i=1 Ui∪ [(X\Kβ0)∩Uj ] 6= ∅ para cada m ∈ N, entonces al ser {Vm}m∈N,

una sucesión decreciente de cerrados no vaćıos, se tendŕıa que por ser X numerable-
mente compacto:

∅ 6=
⋂
m∈N

Vm =
⋂
m∈N

Kγm\
n⋃
i=1

Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ Uj ] = Kγ\
n⋃
i=1

Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ Uj ],

pero esto contradice el hecho de que Kγ ∈ U . Por tanto, existe γ0 < γ tal que si γ0 <
β < γ, entonces Kβ ⊆

⋃n
i=1 Ui∪ [(X\Kβ0)∩Uj ] o, de forma equivalente, Kβ ∈ F−1(U).

Con lo cual se concluye que el conjunto V = (γ0, γ + 1) es un abierto de γ en [0, ω1] el
cual cumple que F (γ) ∈ F (V ) ⊆ U ⊆ 〈U1, . . . Un〉, es decir, F es continua en γ.
En el caso en que γ no sea un ordinal ĺımite y F (γ) ∈ 〈U1, . . . Un〉, definimos a
V = (γ − 1, γ + 1) si γ > 0 ó V = [0, 1) si γ = 0. En cualquier caso se concluye
que F (γ) ∈ F (V ) ⊆ 〈U1, . . . Un〉 y, aśı, F resulta continua en γ. Finalmente, si γ = ω1

y {z} = F (ω1) ∈ 〈U1, . . . Un〉, entonces z ∈ Ui para toda i ≤ n y, por tanto, al ser X un
espacio T3 existe γ0 < ω1 tal que z ∈ Kγ0 = Uγ0 ⊆

⋂n
i=1 Ui. Luego por las condiciones

1 y 2, si β > γ0, z ∈ Kβ ( Kγ0 ⊆ Uγ0 ⊆
⋂n
i=1 Ui, por tanto definiendo al abierto

V = (γ0, ω1], F (ω1) ∈ F (V ) ⊆ 〈U1, . . . Un〉, y por tanto F es continua en ω1. Dicho
todo lo anterior, F resulta continua en [0, ω1].

Por último para probar que F es cerrada sólo basta notar que, por el Teorema F.74,
[0, ω1] es compacto y {Kα : α ≤ ω1} es T2, con lo cual F resulta cerrada por el Teorema
E.46. En conclusión F es un homeomorfismo.

En el Teorema 7.5, la condición de no ser primero numerable nos garantiza que el
espacio ordinal [0, ω1] se puede encajar en CL(X). En el siguiente teorema mostramos
que si le pedimos al espacio X no ser compacto, entonces podemos garantizar que el
espacio ordinal [0, ω1) puede ser encajado en CL(X) como subespacio cerrado.

Teorema 7.6. Si X es un espacio separable, numerablemente compacto y no es com-
pacto, entonces el espacio ordinal [0, ω1) se puede encajar en CL(X) como subespacio
cerrado.

Demostración. Como X no es compacto, el Teorema E.44 nos dice que existe una co-
lección decreciente de cerrados no vaćıos {Fβ}β<α en X de tal forma que

⋂
β<α Fβ = ∅,

en donde α debe ser un ordinal ĺımite. Si tomamos al ordinal α como el mı́nimo ordinal
con esta propiedad, entonces afirmamos que el espacio ordinal [0, α) está encajado en
CL(X). Para esto, haciendo una prueba análoga a la dada en el Teorema 7.4, a partir de
la colección de cerrados {Fβ}β<α se puede construir una familia de cerrados no vaćıos
{Kβ}β<α en X tal que:

1. Kβ+1 ⊆ Fβ.

2. Kβ ( Kγ si β > γ.

3. K` =
⋂
{Kβ : β < `}, si ` es un ordinal ĺımite.
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Ya con esto basta probar que [0, α) es homeomorfo a {Kβ : β < α} ⊆ CL(X) y que {Kβ :
β < α} es cerrado. Para lo primero, definamos la función F : [0, α) → {Kβ : β < α}
por la correspondencia F (γ) = Kγ . Afirmamos que F es un encaje. Claramente F es
biyectiva. Para ver que F es continua, sea γ ∈ [0, α) un ordinal ĺımite y 〈U1, . . . , Un〉 un
abierto de F (γ). Ahora como Kγ ∩ U1 6= ∅, si tomamos un elemento y ∈ Kγ ∩ U1 fijo,
por la condición 1,

⋂
β<αKβ = ∅ y, por tanto, debe existir β0 > γ tal que y ∈ X\Kβ0

y, de esta manera, (X\Kβ0) ∩ U1 6= ∅. Por tanto, haciendo uso del Teorema 1.6 y
del hecho de que Kβ0 ( Kγ , entonces F (γ) = Kγ ∈ U = 〈U1, . . . Un, (X\Kβ0) ∩ U1〉 ⊆
〈U1, . . . Un〉. Si recordamos la condición 3, Kγ =

⋂
{Kβ : β < γ} y, por tanto, si {γλ}λ∈Λ

es una red estrictamente creciente de ordinales que converge a γ y suponemos que
Kγλ\

⋃n
i=1 Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ U1 6= ∅ para toda λ ∈ Λ, entonces la colección de cerrados

{Kγλ\
⋃n
i=1 Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ U1]}λ∈Λ es estrictamente decreciente la cual cumple que:

∅ = Kγ\
n⋃
i=1

Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ U1] =
⋂
λ∈Λ

Kγλ\
n⋃
i=1

Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ U1]

=
⋂
λ∈Λ

Kγλ+1\
n⋃
i=1

Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ U1].

Si ahora identificamos a Λ como un ordinal, entonces {Kγλ\
⋃n
i=1 Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩

U1]}λ∈Λ es una colección de cerrados no vaćıos con intersección vaćıa, donde Λ ≤ γ < α,
pero esto contradice la minimalidad del ordinal α y, por tanto, debe existir un ordinal
γ0 < γ tal que si γ0 < β < γ. Entonces Kβ ⊆

⋃n
i=1 Ui ∪ [(X\Kβ0) ∩ Uj ], o de forma

equivalente Kβ ∈ F−1(U). Con lo cual se concluye que el conjunto V = (γ0, γ + 1) es
un abierto de γ en [0, α) el cual cumple que F (γ) ∈ F (V ) ⊆ U ⊆ 〈U1, . . . Un〉, es decir,
F es continua en γ.
En el caso en que γ no sea un ordinal ĺımite y F (γ) ∈ 〈U1, . . . Un〉, definimos V =
(γ − 1, γ + 1) si γ > 0 ó V = [0, 1) si γ = 0. En cualquier caso se concluye que F (γ) ∈
F (V ) ⊆ 〈U1, . . . Un〉 y, aśı, F resulta continua en γ. Dicho todo lo anterior, F resulta
continua en [0, α). Por último, para probar que F−1 es continua, seaKγ ∈ {Kβ : β < α}.
Si γ > 0, y (β0, γ+1) es algún abierto de γ, entonces por la condición 1, podemos tomar
un elemento x0 ∈ Kβ0\Kγ fijo. Si definimos al conjunto U = 〈X\{x0}〉\〈Kγ+1〉, éste
cumple ser abierto de Kγ y, además, γ ∈ F−1(U) ⊆ (β0, γ + 1). Si γ = 0, es claro que
0 ∈ F−1(〈X\K1〉−) ⊆ [0, 1). En cualquier caso F−1 resulta continua.

Por otra parte, para ver que {Kβ : β < α} es cerrado en CL(X), sea K ∈ CL(X)\{Kβ :
β < α}. Si K no está contenido en algún elemento de {Kβ : β < α}, entonces el conjun-
to CL(X)\〈K0〉 es un abierto de K ajeno a {Kβ : β < α}. En el caso de que K ⊆ Kβ0

para algún β0 < α, tomamos al conjunto cerrado L =
⋂
{Kβ : K ⊆ Kβ}. Luego L es un

cerrado no vaćıo y, más aún, como {Kβ}β<α es una colección decreciente de cerrados,
existe γ0 < α tal que L = Kγ0 . Como por hipótesis K no es elemento de {Kβ : β < α},
entonces K ( L. Ahora, tomando un elemento x0 ∈ L\K fijo, se tiene que el conjunto
〈X\{x0}〉\〈Kγ0+1〉 es un abierto de K y es ajeno a {Kβ : β < α}. Como K fue arbi-
trario, se concluye que {Kβ : β < α} es cerrado en CL(X).
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Por último vamos a probar que α = ω1. Si L = {` ∈ [0, α) : ` es un ordinal ĺımite},
entonces el conjunto S = [0, α)\L resulta en un subespacio discreto de [0, α). Además,
dado que se tiene una función inyectiva f : L → S definida por la correspondencia
f(`) = `+ 1, entonces |L| ≤ |S|. Luego, como X es separable, por el Teorema 2.2 (a),
CL(X) es separable y, por el Lema 7.3 (a), |L| ≤ |S| ≤ 2ℵ0 , es decir,

|[0, α)| = |L ∪ S| = |L|+ |S| ≤ |2ℵ0 |+ |2ℵ0 | = 2ℵ0 .

Como X es numerablemente compacto, se debe cumplir que |[0, α)| > ℵ0, ya que de lo
contrario

⋂
β<α Fβ =

⋂
β<ω Fβ 6= ∅. Además, como estamos suponiendo la Hipótesis

del Continuo y ℵ0 < |[0, α)| ≤ 2ℵ0 , entonces |[0, α)| = 2ℵ0 . Por tanto, α = ω1 y se
concluye que el espacio ordinal [0, ω1) se puede encajar en CL(X) como un subconjunto
cerrado.

La idea de haber demostrado los Teoremas 7.5 y 7.6, es que bajo las hipótesis sobre
X de no ser un espacio primero numerable ni compacto, podemos demostrar que el
espacio [0, ω1]× [0, ω1) se encaja en un hiperespacio como un conjunto cerrado y T4, lo
cual no es posible por el Teorema F.82. Para llegar a esto necesitamos los siguientes dos
lemas, donde el primero trata al producto de hiperespacios y el segundo nos garantiza
que si CL(X) es T4 y separable, entonces X es compacto.

Lema 7.7. Si Y y Z son subespacios cerrados ajenos de un espacio X, tales que
X = Y ∪ Z, entonces CL∅(X) ' CL∅(Y )× CL∅(Z).

Demostración. Definamos a la función H : CL∅(Y ) × CL∅(Z) → CL∅(X) por la co-
rrespondencia H(K,L) = K ∪L. Claramente esta función resulta suprayectiva y, al ser
Y y Z ajenos, H también es inyectiva. Haciendo una prueba análoga a la dada por el
Lema 5.4, H resulta continua. Por tanto, sólo basta mostrar que H−1 es continua. Para
probar que H−1 : CL∅(X)→ CL∅(Y )× CL∅(Z) es continua, hay que verificar que las
funciones proyección pY ◦H−1 : CL∅(X)→ CL∅(Y ) y pZ ◦H−1 : CL∅(X)→ CL∅(Z),
definidas por:

pY ◦H−1(B) = B ∩ Y
pZ ◦H−1(B) = B ∩ Z

son continuas. Para ver que pY ◦H−1 es continua, por el Teorema B.18, basta probar que
la imágen inversa de los subbásicos resulta en un conjunto abierto. En el primer caso, si
U es un abierto subbásico en CL∅(Y ) de la forma 〈U ∩ Y 〉+ y si V = (pY ◦H−1)−1(U),
es claro que V = {B ∈ CL∅(X) : B∩Y ⊆ U ∩Y } = {B ∈ CL∅(X) : B ⊆ U ∪ (X\Y )} y
al ser Y cerrado en X, entonces V = 〈U ∪ (X\Y )〉+ es abierto en CL∅(X). Ahora para
el caso en que U es un abierto subbásico en CL∅(Y ) de la forma 〈U ∩ Y 〉−, entonces
V = {B ∈ CL∅(X) : (B ∩ Y ) ∩ (U ∩ Y ) 6= ∅} = {B ∈ CL∅(X) : B ∩ (U ∩ Y ) 6= ∅}
y al ser Y = X\Z con Z cerrado, se tiene que Y es abierto en X y, por tanto, V =
〈U ∩ Y 〉− es abierto en CL∅(X). El caso en que U = {∅}, el resultado es evidente. En
cualquier caso, V = (pY ◦H−1)−1(U) resulta abierto, es decir, pY ◦H−1 es una función
continua. Análogamente se prueba que pZ ◦H−1 es una función continua y, aśı, queda
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demostrado que H−1 es continua. En conclusión H es un homeomorfismo y, por ende,
CL∅(X) ' CL∅(Y )× CL∅(Z).

Lema 7.8. Si X es un espacio separable y CL(X) es T4, entonces X es compacto.

Demostración. Por contradicción, si suponemos que X no es compacto, por el Teorema
7.2, X no es primero numerable en algún elemento z ∈ X. Como X no es compacto,
existe una cubierta abierta {Uα : α ∈ A} de X sin subcubiertas finitas. Por tanto, como
z ∈ Uα0 para algún α0 ∈ A es evidente que X\Uα0 no es compacto. Como X es T4, existe

un abierto V en X tal que z ∈ V ⊆ V ⊆ Uα0 . Además, como X\Uα0 ⊆ X\V ⊆ X\V ,

claramente X\V no es compacto, y afirmamos que es separable. Como X es separable
existe un denso numerable D en X, luego si W es un abierto arbitrario no vaćıo en

X\V y U es un abierto en X tal que W = U∩(X\V ), entonces U∩(X\V ) es un abierto
no vaćıo de X y, por tanto, ∅ 6= U ∩ (X\V ) ∩ D ⊆ W ∩ D. Como W fue arbitrario,

se concluye que D ∩ X\V es denso en X\V , es decir, X\V es separable. Ahora, si

definimos a V ∗ = X\
(
X\V

)
y tomamos un abierto V0 en X tal que z ∈ V0 ⊆ V0 ⊆ V ∗,

definimos a K = V0 y L = X\V ∗. Observamos que K no es primero numerable en z,
ya que de lo contrario si B fuera una base local numerable de z en K, claramente
B′ = {V0 ∩B : B ∈ B} seŕıa una base local numerable de z en V0, y como B = UB ∩ V0

para algún abierto UB de X para todo B ∈ B, entonces B′ = {V0 ∩ UB : B ∈ B} seŕıa
también una base local numerable de z en X, lo cual contradice el hecho de que X no
es primero numerable en z. La prueba de K es separable es análoga a la prueba de L.
Luego, por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto, y por tanto K y L son
espacios numerablemente compactos por ser subespacios cerrados de X. Ya con esto,
hasta el momento tenemos lo siguiente:

1. K es separable, numerablemente compacto y no es primero numerable.

2. L es separable, numerablemente compacto y no es compacto.

Usando los Teoremas 7.5 y 7.6, obtenemos que los espacios ordinales [0, ω1] y [0, ω1)
se pueden encajar como subespacios cerrados en CL(K) y CL(L) respectivamente. Por
otro lado, el espacio Z = K ∪ L visto como subespacio de X, cumple que CL∅(Z) '
CL∅(K)×CL∅(L) por el Lema 7.7 y, como ∅ /∈ [0, ω1]∪[0, ω1), entonces [0, ω1]×[0, ω1) se
puede encajar en CL(K)×CL(L) ⊆ CL(Z) como subconjunto cerrado. Evidentemente,
como K, L y Z son subespacios cerrados y no vaćıos de X, por la Proposición 1.8,
CL(K), CL(L) y CL(Z) son subespacios cerrados de CL(X) y, por tanto, [0, ω1]× [0, ω1)
se puede encajar en CL(Z) como subespacio cerrado. Por hipótesis, CL(X) es T4 y, por
tanto, CL(Z) es T4. Finalmente, al ser [0, ω1] × [0, ω1) cerrado en CL(Z), se concluye
que [0, ω1] × [0, ω1) es T4, pero esto es una contradicción según el Teorema F.82. Por
tanto X es compacto.

Teorema 7.9. Si X es un espacio T3, entonces CL(X) es T4 si y sólo si X es compacto.

Demostración. =⇒) Para ver que X es compacto sólo basta probar que la cerradura
de todo subconjunto numerable es compacto, según el Teorema 7.2. Entonces sea K un
conjunto numerable de X. Si L = K, por el Teorema 2.2 y la Proposición 1.8, CL(L)



78 CAPÍTULO 7. NORMALIDAD IMPLICA COMPACIDAD

separable y cerrado en CL(X), por tanto T4. Luego por el Lema 7.8, CL(L) es com-
pacto, lo que implica que L es compacto por el Teorema 3.1. Como K fue un conjunto
numerable arbitrario, se concluye que X es compacto.

⇐=) Si X es compacto, por el Teorema 3.1, CL(X) es compacto. Luego, como CL(X)
es compacto y T2, usando el Teorema E.45, CL(X) es T4.

Debido al Teorema 7.9 podemos ampliar el Teorema 3.8 como sigue.

Teorema 7.10. Suponiendo la Hipótesis del Continuo. Si X es un espacio T3, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) CL(X) es compacto.

(c) CL(X) es Lindelöf.

(d) CL(X) es paracompacto.

(e) CL(X) es metacompacto.

(f) CL(X) es meta-Lindelöf.

(g) CL(X) es T4.
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