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Introduccion

La teoria de hiperespacios tiene su origen en los inicios del siglo XX, cuando Felix
Hausdorff define una métrica para la coleccién de conjuntos cerrados no vacios de un
espacio métrico acotado X, a la cual se le conoce por métrica o distancia de Hausdorff.
Mas tarde Leopold Vietoris define para la coleccién de subconjuntos cerrados no vacios
de un espacio X arbitrario una topologia, la cual se conoce por topologia de Vietoris o
topologia finita. La topologia de Vietoris, como veremos en esta tesis, no sélo resulta
equivalente a la generada por la métrica Hausdorff en los espacios compactos y métricos,
sino que ademds a partir de ésta se pueden definir distintas topologias sobre la coleccién
de conjuntos cerrados no vacios de un espacio X variando un poco la definicién de
la misma. A este tipo de topologias se les conoce por hipertopologias o topologias
admisibles, ya que lo que se busca son topologias que guarden una cierta relacién con el
espacio X original, es decir, si denotamos a la colecciéon de cerrados no vacios de X por
CL(X), se requiere que la funcién inclusién i : X — CL(X) definida por i(z) = {z} sea
un homeomorfismo en su imagen, que en el caso de espacios 17, se consigue una copia de
X en CL(X). Algunas de estas hipertopologias son, topologia de Vietoris, topologia de
Fell, topologia de Wijsman, topologia de Hausdorff, topologia Mosco, entre otras [16].
Una motivacién para describir nuevas hipertopologias son sus miltiples aplicaciones a
distintas ramas de la matematica, por ejemplo: espacios de funciones, fractales, anélisis
convexo, ecuaciones diferenciales, problemas de optimizacion, teoria de juegos, teoria
computacional, probabilidad, entre otras. Debido a la falta de tiempo y a lo amplia que
se vuelve la teoria de hiperespacios, en esta tesis sélo nos enfocamos en dos de estas
hipertopologias que son la topologia de Vietoris y la topologia de Hausdorff.

Este trabajo tiene por propdsito la exposicién y el estudio de los temas fundamen-
tales y més representativos de la teoria de hiperespacios con la topologia de Vietoris,
desde un punto de vista muy general. El desarrollo se dard separando cada tema parti-
cular de la teoria de hiperespacios por capitulos, en donde cada uno de ellos tendra un
objetivo claro. Ademas, al pretender ser una buena introduccién a la teoria de hiperes-
pacios, no se dejara de lado el ser un texto didactico y en el cual todo resultado que se
mencione serd demostrado con el mayor rigor matematico posible, incluyendo aquellas
pruebas que son omitidas en varios textos donde se hace mencion de ellas, a excepcién
de aquello que requiera un desarrollo extenso para su entendimiento, o sobrepase a una
teoria basica dentro de la topologia general, y en cuyo caso se incluiran referencias a
otros textos para su continuacion y comprension correcta.

En el Capitulo 1 se define lo que es un hiperespacio de Vietoris a partir de un espacio
topoldgico X y se definen ciertos subconjuntos de su conjunto potencia P(X). Ademads
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introducimos la notacién necesaria para la comprension de los capitulos subsecuentes.
Definimos a los conjuntos (U)" y (U)~, los cuales bajo la suposicién de ser U un abierto
no vacio en X, estos forman una subbase para el hiperespacio CL(X). Mostraremos
algunos resultados elementales de la teoria de hiperespacios que nos ayudaran en las
demostraciones de muchos teoremas que aparecen en los capitulos siguientes. Después
tratamos la relacién que guarda un espacio X con su hiperespacio CL(X) respecto
a los axiomas de separacién: Ty (Kolmogorov), T7 (Fréchet), Tp (Hausdorff), T3, T; 1

(Tychonoff) y Ty. Ademads, introducimos el problema de saber qué condiciones se le
pueden pedir a un espacio X para que su hiperespacio CL(X) resulte Ty, y daremos
algunas condiciones necesarias para garantizar este hecho. Al final de este capitulo,
mostraremos que para algunos axiomas de separacién, si X los cumple, entonces el
hiperespacio de compactos (X) también los satisface y viceversa.

En el Capitulo 2 hablamos acerca de los axiomas de numerabilidad que cumple
un hiperespacio. Probaremos que si un espacio X es segundo numerable o separable,
entonces su hiperespacio CL(X ) también lo es y viceversa. Ademés, daremos un ejemplo
de un espacio primero numerable cuyo hiperespacio no es primero numerable.

En el Capitulo 3 tratamos los temas de compacidad y convergencia en hiperespacios.
Con respecto a la compacidad, presentamos una serie de teoremas que caracterizan a la
compacidad de CL(X) a partir de la compacidad de X y de otras propiedades como son
de Lindelof, paracompacidad, metacompacidad y meta-Lindel6f. Con respecto al tema
de convergencia, introducimos la convergencia de redes de conjuntos, la cual recibe el
nombre de convergencia Kuratowski-Painlevé y analizamos la relacién que guarda ésta
convergencia con la convergencia usual de redes en un hiperespacio y asi caracterizar a
los subespacios compactos de un hiperespacio.

En el Capitulo 4, tratamos exclusivamente el tema de pseudocompacidad en hiper-
espacios. En especifico, demostramos que una condicién necesaria para que la compac-
tacién de Stone-Cech del hiperespacio CL(X) coincida con el hiperespacio CL(3X) es
que tanto X como CL(X) sean pseudocompactos. Luego, mostramos algunos resultados
que relacionan a la pseudocompacidad de los productos finitos de un espacio X con la
compactacién de subespacios de CL(X).

En el Capitulo 5 se demuestran algunos resultados relacionados con la conexidad y
disconexidad de subespacios de un hiperespacio.

En el Capitulo 6 introducimos la métrica de Hausdorff, la cual se define para la
coleccién de conjuntos compactos y no vacios de X. Mostramos que dado un espacio
métrico y compacto X, entonces el hiperespacio CL(X) coincide con el espacio generado
por esta métrica. También se demostrara que la convergencia de sucesiones de conjuntos
definida por la métrica de Hausdorff coincide con la convergencia Kuratowski-Painlevé.

En el Capitulo 7, se muestra el teorema mas importante y extenso expuesto en esta
tesis: bajo la suposicién de la Hip6tesis del Continuo, la compacidad de CL(X) equivale
a la normalidad de CL(X).



Capitulo 0

Preliminares

A.1. Axiomas de separacion

Definicion A.1. Decimos que un espacio X es Kolmogorov o Ty, si para cualquier
par de puntos z,y € X existe un abierto U en X tal que |U N {z,y}| = 1.

Teorema A.2. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(’L) X es T().
(#3) Si z,y € X son tales que {x} = {y}, entonces = = .

Demostracion. (i) == (ii) Si x # y, existe un abierto U en X tal que |U N {z,y}| = 1.
Si suponemos que z € U y {z} = {y}, entonces z € {x} = {y}. Por tanto, UN{y} # &,
lo que contradice el hecho de que |U N {z,y}| = 1. Luego {z} # {y}.

(i) = (i) Si tomamos a z,y € X distintos, entonces por hipétesis {z} # {y}. Si
suponemos que z € {x}\{y}, entonces existe un abierto U de z tal que U N{y} = @y
Un{z} # @, por tanto |[U N{x,y}| = 1. Andlogamente si z € {y}\{z}. O

Definicion A.3. Decimos que un espacio X es Fréchet o 11, si para cualquier par
de puntos x,y € X con x # y, existen abiertos U y V en X de z y ¥, respectivamente,
tales que z € UN(X\V) yy € VN (X\U).

Teorema A.4. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(’L) X es Tl.
(1) {x} es cerrado en X para todo z € X.

Demostracion. (i) = (ii) Si X es T1 y « € X, entonces para cada z # x, existe un
abierto U de z tal que z ¢ U, es decir U N {z} = @, de manera que X\{z} es un
conjunto abierto y, por tanto, {x} es cerrado.

(11) = (i) Dados z,y € X distintos. Los conjuntos X \{z} y X\{y} son abiertos ajenos
de y y x, respectivamente. O
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Definiciéon A.5. Decimos que un espacio X es Hausdorff o Ts, si para cualquier par
de puntos x,y € X existen abiertos ajenos U y V en X talesquez € UyyeV.

Teorema A.6. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(’L) X es Tg.
(ii) Dado z € X, para cada y € X \{z} existe un abierto U de z tal que y ¢ U.

(#i7) Para todo x € X ﬂ{ﬁ : U es un abierto de z} = {z}.

Demostracion. (i) = (i1) Por hipétesis, si X es Ty y x,y € X con x # y, existen
abiertos ajenos U y V' de = y y, respectivamente. Si y € U entonces V NU # @. Por
tanto y ¢ U.

(ii) = (iii) Sean z € X y D = {U : U es un abierto de z}. Si 2z € X es tal que z # z,
por hipétesis existe un abierto V' de z tal que z ¢ V, por tanto V' ¢ D. Luego z ¢ (] D.

(iii) = (i) Sean x,y € X con x # y. Por hipétesis (\{U : U es un abierto de x} = {x}.
Luego, existe un abierto V de z tal que y ¢ V. Por tanto, X\V es un abierto de y
ajeno a V. O

Definicion A.7. Decimos que un espacio X es regular de Hausdorff o T3, si es T}
y para cada x € X y cualquier cerrado A en X tal que = ¢ A, existen abiertos ajenos
UyVtalesquexeUy ACV.

Teorema A.8. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(’L) X es Tg.

(7i) Para cada x € X, si U es un abierto de z, entonces existe un abierto V' de x tal
quezxz eV CV CU.

(7i1) Para cada x € X, si U es un abierto de x, entonces existe un abierto V de x tal
quezxeVyAnNV =g.

Demostracion. (i) = (i) Sean x € X y U un abierto de z. Como X\U es un cerra-
do que no tiene a x, por hipétesis existen abiertos ajenos V' 'y W tales que x € V' y
X\U C W. Como VNW = & entonces V C X\W vy, en consecuencia, V C X\W.
Finalmente, por la condicién X\U C W, se concluye que x € V CV C X\W C U.

(i) = (117) Sean x € X y A un cerrado con z ¢ A. Como X\A es un abierto de z,
por hipédtesis, existe un abierto V' de x tal que z € V C V C X\ A. Luego, A C X\V y
re€V,esdecir, ANV =0yzecV.

(191) = (i) Sean z € X y A un cerrado con = ¢ A. Por hipétesis, existe un abierto V'
de z tal que z € V' y AN ZZ @. Luego, X\V es un abierto en X que satisface que
ACX\V,zeVyVnX\V =g. Por lo tanto, X es Ts. O
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Definicion A.9. Decimos que un espacio X es semiregular si X tiene una base de

abiertos regulares, donde un abierto U en X es regular, si U = Int(U).
Teorema A.10. Si X es un espacio T3, entonces X es semiregular.

Demostracion. Sean x € X y U un abierto de x. Por el Teorema A.8 (ii), existe un
abierto V' tal que z € V. C V C U. Afirmamos que Int(V') es un abierto regular tal

que x € Int(V) C U. Para probar que Int(V') es un abierto regular, revisamos las dos
contenciones:

En conclusién, Int(V) = Int(Int(V)), es decir Int(V) es regular. Mas atn, x € V C

Int(V) CU. Como U y x fueron arbitrarios, se concluye que X es semiregular. O

Teorema A.11. Dado un espacio X. Si U es un abierto regular y D es denso en X,
entonces U N D es abiero regular en D.

Demostracion. Sea V= UND. Por definicién de cerradura, VP = VND, lo que implica
que, Intp (VD> = Intp (Vﬂ D). Como U es un abierto en X y D es denso, resulta

que, U N D = U. En consecuencia,
tntp (V) = Intp (V.1 D) = Intp (TADN D) = Intp (UN D).

Ahora vamos a probar que Intp (UHD) = Int (U) ND. Sea W = Intp (UOD),
donde W es el abierto en D mas grande contenido en U N D. Como W es abierto en
D, existe W' abierto en X tal que W = W’ N D. Supongamos por contradiccién que
UNDC W' NnD CUnD. Al aplicar cerradura en X en la cadena de contenciones,
nos queda que,

(*) UNDCWNDCU=UCW CU

De (*) y por ser U un abierto regular se tiene que, U = Int(U) = Int (W’). Por otro
lado, como W' es abierto en X, W’ C Int(W’) = U, lo que contradice el hecho de
que UND C W N D. Por tanto W = U N D, lo que implica que Intp(UN D) =

W =UnND = Int(U) N D. Finalmente, completando las igualdades ya demostradas,
se obtiene que,
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Intp (V) = Intp (UN D) = It (U)nD=UND=V.

O

Definicion A.12. Un espacio X es Tychonoff o 151, si es 11 y para cada x € X
2

y cualquier cerrado A con x ¢ A, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que

f) =0y fla=1

Definiciéon A.13. Si X es un espacio T», decimos que X es normal o Ty, si para
cada par de conjuntos cerrados ajenos A y B de X, existen vecindades ajenas U y V
que contienen a A y B, respectivamente.

Teorema A.14. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) X es Ty.

(i) Para cualquier cerrado A y cada abierto U de X tal que A C U, existe un abierto
VdeXtalque ACVCV CU.

Demostracion. (i) = (ii) Si A es un cerrado en X y A C U, entonces X\U es ce-
rrado en X y AN X\U = @. Como X es Ty, existen abiertos ajenos V' y W tales que
ACVy X\UC W. Bastarfa demostrar que V N (X\U) = @. Suponiendo lo contra-
rio, existe z € VN(X\U) C VNW, lo que contradice el hecho de que V' y W son ajenos.

(i1) = (i) Tomando a un cerrado A en X y un abierto U en X, tales que A C U,
entonces si B = X\U, se tiene que los cerrados A y B son ajenos. Por hipdtesis, un
abierto V en X tal que A CV CV C X\B. Se sigue que los abiertos V' y X\V son
ajenos y contienen a A y B respectivamente.

O

Definicion A.15. Decimos que un espacio X es conexo si para cualesquiera abiertos
UyVdeXtalessqueUNV =0y X=UUV setieneque X=U6 X =V.

Proposiciéon A.16. Si X es un espacio Ty, todo subespacio disconexo y cerrado de X
estd contenido en una union de abiertos ajenos en X.

Demostracion. Si D C X es un subespacio disconexo y cerrado de X, existen abiertos
UyVenXtalesque DCUUV yUNVND=a.SiUNV = @, habriamos acabado.
Analicemos el caso contrario. Puesto que UNV ND =@y UNV # &, observamos
que D C (X\U)U (X\V)y (X\U)N(X\V)ND =@ yaque D C UUV. Luego, al
ser D cerrado en X, D estd contenido en la union de los cerrados ajenos (X\U) N D y
(X\V)N D. Como X es Ty y D es cerrado, existen abiertos Uy y Vp en X tales que,
(X\U)ND C Uy, (X\V)ND CVyyUsNVy= g, donde, D C Uy U V. O
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B.2. Continuidad

Definicion B.17. Dados los espacios topoldgicos X y Y, una funciéon f: X — Y, es
continua, si f~1(U) = {zx € X: f(z) € U} es abierto en X para todo abierto U de Y.

Teorema B.18. Dada una funcién f : X — Y entre espacios topoldgicos X y Y, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es continua.
(ii) f~1(B) es abierto en X para todo abierto subbésico B de Y.

(7i7) Para todo x € X, si U es un abierto de f(x) en Y, entonces existe un abierto V'
de z en X tal que f(V) CU.

(iv) f(A) C f(A) para todo A C X.
(v) f~1(B) C f~Y(B) para todo BCY.

Demostracion. (i) = (i1) Es evidente usando la definicién de continuidad.

(1) = (i7i) Sean B una subbase de Y y € X. Dado un abierto U en Y tal que f(z) €
U, podemos encontrar subbdsicos B, ..., B, € B, para los cuales f(z) € ()., B; CU.
El conjunto V = (i, f~1(B;) es abierto. Ademés, x € V'y f(V) CU.

(iii) = (iv) Sean A C X y x € A y U un abierto de f(z). Por hipétesis, existe V
abierto de z, tal que f(z) € f(V) CU. Comox € A, @ # VN Ay, por tanto, se tienen
las siguientes contenciones: @ # f(V N A) C f(V)N f(A) CUN f(A). Como U fue
abierto arbitrario de f(x), entonces f(x) € f(A). Como x € A fue arbitrario, entonces

f(A) € f(A).

(iv) = (v )§ an B CY y A= f‘lLB). Como por hipétesis, f(A) C f(A) =
f(f~YB)) C B, entonces f~ (B) Qf_l(B).

(v) = (i) Si U es un abierto de Y, entonces por hipétesis, f~1(Y\U) C f~H(Y\U) =
“L(Y'\U). Por tanto, f~1(Y\U) = f~YY)\f~1(U) es cerrado y f~1(U) es abierto en
X. O

Teorema B.19. Si X es un espacio arbitrario, Y es un espacio To y f,g : X = Y
son funciones continuas tales que f|p = g|p para algun subconjunto denso D en X,
entonces f = g.

Demostracion. Si F : X — Y xY es la funcién definida por la correspondencia F'(z) =
(f(x),g(x)), ésta es continua. Como Y es un espacio T, el conjunto A = {(y,y) €
Y XY :y € Y} es cerrado en Y x Y. Luego, por la continuidad de F, el conjunto

“1(A)={r € X : f(z) = g(x)} es cerrado en X. Como D es densoen X y D C {z €

X : f(z) = g(x)} se concluye que {z € X : f(x) =g(z)} = X y, por tanto, f =g¢g. O
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Definicion B.20. Dados A y B cerrados ajenos no vacios en un espacio X y f: X —
[0, 1] una funcién continua. Decimos que f es una funciéon de Urysohn para Ay B,

sifla=0y flp=1

Lema de Urysohn B.21. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(Z) X es T4.

(73) Para cualesquiera par de cerrados ajenos no vacios A, B C X, existe una funcién
de Urysohn para A y B.

Demostracidn. (i) = (ii) Sea R = {5 € Q: 0 < k < 2" y n € N}. Mostraremos que
para cada r € R existe un abierto U(r) en Y que cumple las siguientes condiciones:

1) ACU(r)yU(r)nB = o.

2) Sir <7, entones U(r) C U(r').

Para esto, definimos al conjunto Dy, = {U(5) : k € {0,...2"}} y procedemos por
induccion. El paso base n = 1, si definimos a U(1) = X\B y a U(0) tal que A C
U(0) € U(0) C U(1), el cual existe por ser X un espacio Ty y asi D; = {U(0),U(1)}
cumple las condiciones 1) y 2). Si suponemos que tenemos definido al conjunto D,,_1,

para construir al conjunto D,,, solo ocupamos definir a los abiertos U (2%) con k impar.

Para cada k impar, por definicién de D,,_1, U(%) - U(%), de tal manera que por
ser X un espacio Ty, podemos tomar a U abierto tal que,

U<l€2_ml> gUgUgU<k;ml>

Y asi definir a U (2%) = U, lo cual completa la prueba por induccién. Si ahora redefi-
nimos a U(1) = X podemos definir a la funcién f : X — [0, 1] por la correspondencia,
f(z) = inf{r : x € U(r)}. Afirmamos que f es una funcién de Uryshon para A y B.
Siz € B, entonces x € U(r) = X <= r =1, por lo que f(z) =1, es decir, f|p = 1.
Ademds f|4 = 0 ya que para todo x € A, x € U(r) para todo r € R. Para ver que f
es continua. Sean x, f(xg) = Yo, si yo no es 1 6 0, tomamos a U = (yp —&,y0 +€) y
r’ € Reonyg—e <r<yg<r <yy+e. Luego V = U(r")\U(r) es una vecindad
abierta de xo y f(V) CU. Siypes 160 entonces V =U(r) o V= X\U(r') respecti-
vamente cumplen también que f(V) C U.

(15) = (i) Sean A y B cerrados ajenos no vacios en X, por hipdtesis existe una
funcién de Urysohn f para A y B, si definimos a los abiertos U = {z € X : f(z) < 1}
yV={zxeX: f(z)> %}, estos resultan abiertos ajenos y ademds contienen a A y B
respectivamente. ]

Corolario B.22. Si X es un espacio Ty, entonces existe una funcién de Urysohn f
con A = f71(0) si y sélo si A es un conjunto Gs. Més dun, todo conjunto Gy resulta
cerrado.
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Demostracion. =) Si existe una funcién de Urysohn f con A = f~1(0), es claro que
A= Npen f7H[0, 1)) donde f71([0, 1)) es abierto en X para toda n € N. Luego A es
Gs.

<=) Sea A un conjunto G5 en X y supongamos que A = ), . Un con {Uy, }nen sucesién
decreciente de abiertos. Para cada n € N, se tiene que, ANX\U,, = &, por tanto, existe
una funcién f, : X — [0,1] tal que f,(A) = 0y fn(X\U,) = 1. Ahora definimos a

1
f:X —[0,1] como f(x) = Z Q—nfn(x) Luego, f resulta continua, f(X\U;) =1y
neN
A C f710). Por tltimo, z ¢ A si y sélo si existe m € N tal que x ¢ Uy, para k > m si
y s6lo sify(z) = 1 para k > m siy sélo si f(z) > 5k, es decir, f~1(0) C A. Por tanto,

f es una funcién de Urysohn (entre A y X\Uj) con A = f~1(0). O

Teorema de Tietze B.23. [7] Dado un espacio X, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) X es Ty.

(7i) Para todo cerrado A C X y para toda funcién continua f : A — R, existe una
funcién continua F': X — R tal que F|4 = f.

Lema de Jones B.24. Si X es un espacio que contiene un subespacio cerrado y
discreto Y de X y un subespacio denso e infinito D de X tal que |Y| > 2P|, entonces
X no es Ty.

Demostracion. Haremos la prueba por contrapositiva. Sea Y un subespacio cerrado
y discreto de X y D un subespacio denso de X. Si para todo A C X definimos a
la coleccién C(A,[0,1]) = {f : A — [0,1] : f es continua}, por el Teorema B.19, la
funciéon F' : C(X,[0,1]) — C(D,]0,1]) definida por la correspondencia F(f) = f|p
resulta inyectiva y, en consecuencia,

C(X, [0,1])] < [C(D, [0,1))] < [[0,1]7] = [[0,1]|!P! = (2%)IP! = 2% 1P! = oI,

y asi |C(X, [0,1])| < 2Pl Por otro lado, como Y es discreto en X, se tiene que, [0, 1]Y =
C(Y,[0,1]) y, de esta manera, se tiene que |C(Y, [0,1])] = 28'Vl. Como Y es cerrado en
X, el Teorema de Tietze B.23 nos garantiza que por cada funcién en C(Y, [0, 1]) existe
una funcién en C(X, [0, 1]), por lo que |C(Y,[0,1])| < |C(X,][0,1])| y de esta manera

Y| < 2% M=oy [0,1))] < |C(X, [0,1])] < 217
O

Definicion B.25. Dados un espacio X, un conjunto Y y una funcién suprayectiva
f: X — Y, definimos a la topologia de identificacion para Y como

Ty ={U CY : f}(U) es abierto en X}.

Definicion B.26. Decimos que una funciéon continua y suprayectiva f : X — Y entre
los espacios topolégicos (X, Tx) y (Y,Ty) es de identificacion, si Ty = Tj.
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Definicion B.27. Decimos que una funcién f : X — Y es cerrada, si para cada
cerrado A en X se tiene que f(A) es cerrado en Y.

Teorema B.28. Si f : X — Y es una funcién continua, cerrada y suprayectiva,
entonces f es de identificacién.

Demostracién. Por ser f continua, Ty C Ty. Si U € Ty, entonces p~ (X \U) es cerrado
en X. Como f es cerrada y suprayectiva, se sigue que, X\U = f(f~1(X\U)) es cerrado
en Y con la topologia Ty, por tanto, U € Ty. ]

Teorema de Transgresion B.29. Sea f : X — Y es una funcién de identificacion. Si
h: X — Z es continua y h es constante en f~!(y) para cada y € Y, entonces ho f~1
estd bien definida, es continua y ademas el siguiente diagrama

x—1.y

VA

es conmutativo.

Demostracién. Si x € X, por hipdtesis, h es constante en f~1(f(z)), es decir,

h(z) =ho f7(f(x)) = (ho f)(f(x)).

1

Como h = (ho f~1) o f, el diagrama conmuta. Afirmamos que ho f~! es continua. Si

U es un abierto en Z, entonces por la continuidad de h

W' (U) = (ho f~o /)7 (U) = fH(ho f71)7H(U)

es abierto en X y, como f es una funcién de identificacién, se concluye que (hof~1)~*(U)
es abierto en Y y que ho f~! es continua. O

C.3. Topologia débil

Dado un conjunto X no vacio y una coleccién de espacios topoldgicos (Y;, T;)ier,
si{fi: X = Y;:i€ I} esuna coleccién de funciones, entonces podemos asignarle al
conjunto X una topologia, la cual estd generada por la coleccién By, = { f;l(U )i €
Iy U €T}, es decir, B, es subbase para alguna topologia sobre el conjunto X. A esta
topologia se le conoce como topologia débil o topologia inicial generada por la coleccion
de funciones {f; : X — Y; :i € I} y se denota por T,, cuando es claro que coleccién de
funciones se estan usando.

Teorema C.30. Si (X,7") es un espacio topolégico, (Y;,T;)ier es una coleccién de
espacios topoldgicos y {f; : X — Y;: i € I} es una coleccién de funciones continuas,
entonces 1T,, C T
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Demostracion. Como la coleccion B,, forma una subbase para el espacio topoldgico
(X,Ty), basta probar que B,, C T. Como f; : X — Y; es una funcién continua para
cada i € I, por el Teorema B.18, todos los elementos de B, son abiertos en (X,T) y,
por tanto, T, C T. O

Definicién C.31. Si (X,T') es un espacio topoldgico y (Y;,T;)icr es una coleccién de
espacios topolégicos, se dice que una coleccion de funciones {f; : X — Y;: i € I}
separa puntos de cerrados, si para todo cerrado K de X y todo x ¢ K existe i € I

tal que f;(x) ¢ fi(K).

Teorema C.32. Si (X,T) es un espacio topolégico y (Y;,T;)ier es una coleccién de
espacios topoldgicos, entonces la coleccién de funciones continuas {f; : X — Y;:i € I}
separa puntos de cerrados si y sélo si la coleccion { fi_l(U) :ie€lyU eT;} forma una
base para el espacio topolégico (X, T).

Demostracion. =) Sean x € X y V # X un abierto de x en X. Como X\V es cerrado
y © ¢ X\V, por hipétesis, existe ¢ € I tal que fi(x) ¢ fi(X\V). Por tanto existe un
abierto U; de fi(z) en Y; tal que fi(z) € U; y UiN fi(X\V) = @. Asi, x € 7 ({U;) C V,
donde fi_l(UZ-) es abierto por la continuidad de f;. El caso en que V = X es inme-
diato, ya que f;l(Yi) = X para toda i € I. Como z fue arbitrario, se concluye que

{f7*(U):i€1yU & T;} forma una base para X.

<=) Sea K un cerrado y x ¢ K. Como = € X\K con X\K abierto, existen ¢ € I y un
abierto U; en Y; tal que z € f; *(U;) € X\K. Basta demsotrar que U; N f;(K) = @.
Si suponemos lo contrario, existe g € K tal que f;(zg) € U;, es decir, z¢ € fi_l(Ui) C
X\K, lo cual es una contradiccién. Por tanto U; N f;(K) = @ y concluimos asi que

fi(x) & fi(K). O

Corolario C.33. Si (X,T) es un espacio topoldgico, (Y;,T;)ier es una coleccién de
espacios topologicos y {f; : X — Y; : ¢ € I} es una coleccién de funciones continuas
que separa puntos de cerrados, entonces la topologia T coincide con la topologia T,
generada por la coleccién de funciones {f; : X — Y, :i € I}.

Demostracion. La prueba es inmediata usando el teorema C.32. 0

Teorema C.34. Si X es un espacio 731, entonces la coleccion C*(X) de todas las
funciones reales, continuas y acotadas definidas en X separa puntos y cerrados.

Demostracion. Sean K cerrado en X y ¢ K. Como X es Tj1, existe una funcién
2

continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0y f|x = 1. Luego, como f(K) = {1} = f(K),
se sigue que f(z) ¢ f(K), donde f € C*(X). O

Teorema C.35. Si X es un conjunto no vacio, entonces la topologia T},, generada por la
coleccién C*(X) tiene como subbase a la coleccién {f~1(a,00) : a € RT y f € C*(X)}.
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Demostracion. Por definicién de la topologfa débil Ty, la coleccién B, = {f; H(U) : i €
Iy U € T;} es una subbase para X. Luego, si f € C*(X), U es abiertoen Ry z €
f71(U), entonces como U es abierto existen ar, ..., a, € R tales que f(z) € (i, Vi C
U, donde V; € {(a,00) : a € R} U{(~00,a) : a € R}, de donde = € N, f~1(V;) C
f~HU). Si definimos f; = f para cada i < n, entonces = € (i, f; (Vi) C f~H(U).
Ahora, si V; = (—o00,a;) para alguna ¢ < n, entonces definimos a la funcién ¢; =
—fi, la cual cumple que g;l(ai,oo) = f;l(—oo,ai) y, en caso de que V; = (a;,0),
se define como g; = f;. De manera que las funciones ¢g; € C*(X) satisfacen que
r e (N, g;l(ai,oo) C f~Y(U). Como f, U y x fueron arbitrarios, se concluye que
{f~Y(a,00) :a € R y f € C*(X)} es una subbase para la topologia débil en X. O

Teorema C.36. Si (X,T) es un espacio topoldgico T7, entonces X es T;1 siy s6lo si
la topologia T' coincide con la topologia débil T, generada por la coleccion de funciones

C*(X).

Demostracion. =) Si X es Ty1, por el Teorema C.34, la colecciéon C*(X) separa pun-
2

tos y cerrados. Luego, por el Corolario C.33, la topologia T coincide con la topologia
débil T, generada por la coleccién de funciones C*(X).

<) Para probar que X es T;1, sean K un cerrado en X y = ¢ K. Por el Corolario C.35,
2

existen fi,...,fn € C*(X) y ai,...,an € R tales que = € (I, f; *(ai,00) € X\K. Si
definimos a las funciones continuas g; : X — R por la correspondencia g; = sup{f; —
a;,0} para cada i < n, se sigue que = € (), gi_l(O, o00) € X\ K. Ahora, si definimos
a la funcién continua g : X — R por la correspondencia g = [[;", ¢;, se tiene que
x € g71(0,00) € X\ K. Por 1iltimo, si observamos que g(z) # 0y g|x = 0, definimos a
la funcién continua h : X — [0, 1] por la correspondencia h(z) = Wlx) min{g(z), g(z)},
y ésta cumple que h(z) =1y h|x = 0. Por tanto, X es T3%. O

D.4. Convergencia

Dado un conjunto no vacio A y una relacién binaria < definida en A, decimos que
la pareja ordenada (A, <) forma un conjunto dirigido si la relacién < es reflexiva,
transitiva y para cada A\, \' € A existe p € A tal que A < puy N < p.

Una red de elementos en un espacio topolégico X es una funcién ¢ : A — X
donde (A, =) es un conjunto dirigido. Para simplificar notacién, si ¥(A) = z sélo
escribiremos {x)}aea para denotar a dicha red. Un subconjunto R C A es residual
en (A, <) si existe A € A tal que p € R para toda p = A. Un subconjunto C' C A es
cofinal en (A, <) si para toda A € A existe u € C tal que p > A.

Definicién D.37. Sea X un espacio, xg € y {z)}rea una red de elementos en X.
(a) Decimos que zg es un punto limite de {x)} ca, si para cada abierto U de zg el

conjunto {\A € A : z) € U} es residual en (A, <). Si ¢ es el tnico punto limite
decimos que {x)}rca converge a .
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(b) Decimos que zg es un punto de acumulacion de {x)},cn, si para cada abierto
U de zg el conjunto {\ € A : z) € U} es cofinal en (A, <).

(¢) Decimos que xq es un punto aislado de {x)}xcp, si no es de acumulacién.

Dados los conjuntos dirigidos (A, <) y (A’,;=’), una funcién h : A’ — A se llama
mondtona, si para cada par de elementos A}, A, € A’ tales que \] <" X}, se cumple
que h(N)) = h(N,). Se dice que h : A’ — A es una funcidn cofinal si para cada X € A
existe A € A’ tal que A < h()\). Dado un espacio X, una red {yy }reas se denomina
subrred de {z)}cn, si existe una funcién mondtona y cofinal A : A’ — A tal que

Y = ,Ih()\/).
Teorema D.38. Sean xg € X y {x)}rca una red en X.

(a) Si xg es un punto de acumulacién de cualquier subrred de {z)}xca, entonces zg
es un punto de acumulacién de {z)}xen.

(b) Si zy es un punto limite de {x)}reca, entonces xp es un punto limite de toda
subrred de {x)}xen.-

(¢) Si zp es un punto de acumulacién de {z)}xep, entonces xy es un punto limite de
alguna subrred de {x)}xea-

Demostracion. Sea {yy }xep una subrred {x)}aea v 2o € X.

(a) Si zg es un punto de acumulacién de {yy }aepr vy U es un abierto arbitrario de
x0, entonces {\ € A’ : yy € U} es cofinal en (A’, %'). Sea A € A. Como {yx }rens
es subrred de {x)}xep, existe A € A’ tal que A < h()}). Por la cofinalidad del
conjunto {\ € A’ : yy € U}, existe ' € A’ tal que y,y € U y X\j = 1/, luego
A 2 h(Ny) = h(p') y ast zpry = yw € U. En conclusion {\ € A : x\ € U} es
cofinal en (A, <X). Luego zp es un punto de acumulacién de {)}rea-

(b) Sea U un abierto de xy. Como z( es un punto limite de {z)}xeca, €l conjunto
{AN € A:z) €U} esresidual en (A, <), existe A € A tal que para toda p = A se
cumple que z,, € U. Por ser {yy }renr, existe X' € A’ tal que A < h()N). Si ahora
tomamos a u' = N, entonces A < h(\') < h(y'), por lo cual y,y = () € U. Esto
dltimo equivale a decir que {\ € A’ : yy € U} es residual en (A’, X'). Luego
es un punto limite de {yx }year-

(¢) Definimos al conjunto A” = {(\,U) e Ax X :x\ € Uy xo € U} y a la relacién
<" como sigue:

()\1,U1) j// ()\Q,UQ) si y 8(310 si )\1 j )\2 y UQ g Ul.

Notamos que (A", <") es un conjunto dirigido. Si definimos a la red {z)»}rrear,
ésta resulta ser una subrred de {z)} e tomando en cuenta a la funcién monétona
y cofinal h : A” — A, con la correspondencia, h(\,U) = A. Sea U un abierto de z.
Como g es un punto de acumulacién de {x)}ren, existe A\g € A tal que xy, € U.
Si (A, V) € A" tal que (A, V) =" (Ao, U), se tiene que z(\ vy = oy € V C U, es
decir, {\" € A : zy\n € U} es residual. Al ser U un abierto arbitrario de xg, 2o es
un punto limite de la subrred {zy»}arepr.
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O]

Teorema D.39. Si A C X y 2 € X, entonces z € A, si y sélo si existe una red de
elementos de A que converge a .

Demostracion. =) Definimos al conjunto A = {U C X : U es abierto de z} y la re-
lacién < en A como sigue: Uy < Us si y sélo si U; 2 Us. De tal manera que (A, <)
resulta ser un conjunto dirigido. Como z € A, se tiene que para cualquier abierto U de
x, ANU # &. Entonces, para cada A € A, podemos tomar a un elemento xy € ANU,
donde A\ = U. Veamos que x es un punto limite de la red {x)}xeca. Si V un abierto de
x,luegosi \g =V € Ay A = Ag, entonces A es un abierto de x, digamos A = W, tal que
x € W CV, portantoxy € ANW C ANV C V, es decir, {\ € A : z) € V} es residual.

<=) Si{zx}xea es unared de elementos de A que tiene como punto limite a x, entonces
para un abierto U de z, se tiene que ANU # &. Al ser U un abierto arbitrario de =,
se sigue que = € A. O

Teorema D.40. Un espacio X es 715 si y solo si toda red en X tiene a lo méas un punto
limite.

Demostracion. =) Sean z( y yo puntos limite de la red {z)} ea. Sean U y V abiertos
arbitrarios de zg y yo respectivamente. Por ser puntos limite existe A\g € A tal que
zy, € UNV. Como X es T y los puntos g y yo no pueden ser separados por abiertos,
se concluye que zg = yp.

<) Supongamos que X no es T». Entonces existen dos elementos distintos en X,
digamos xg y ¥o, de tal forma que para cualesquiera abiertos U de xg y V de yq se tiene
que U NV # @. Definimos al conjunto

A={UNV :U es abierto de zy y V es abierto de yo}

y la relaciéon < en A como sigue: A\ < Ag siy sélo si A\; 2O Ag. Luego, (A, <) es un
conjunto dirigido y ademds xg y yop son dos puntos limite distintos de la red {z)}xea,
donde x) es un punto fijo cualquiera tomado en \ € A. ]

Proposicién D.41. Sean X y Y espacios y f : X — Y una funcién. Si {z)}rca es
una red en X, entonces {f(z))}xeca es una red en Y.

Demostracion. Por definicién de red, ¥(A) = z) donde 1 es una funcién entre los
conjuntos A y X (¢ : A — X). Luego la composicién f o1 : A — Y define una red en
Y. O

Teorema D.42. Dados los espacios X y Y. Una funcién f : X — Y, es continua en zg
si y sélo si toda red {z)}rea que converge a xy cumple que la red {f(z))}rca converge

a f(zo).
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Demostracion. =) Sea V un abierto en Y de f(z). Por la continuidad de f en g,
existe un abierto U de xq tal que f(U) C V. Como {x)}rcp converge a xg, el conjunto
{A € A : z) € U} es residual. Por lo antes mencionado y la contencién f(U) C V,
se sigue que el conjunto {\ € A : f(z)) € V} es residual, es decir, {f(z))}rer que
converge a f(xg).

<) Supongamos que f no es continua en xy. Entonces existe un abierto V' de f(x¢) en
Y tal que para todo abierto U de zg en X, f(U) N X\V # @. Por otro lado, definimos
al conjunto,

A ={U C X : U es abierto de ¢},

y la relacién < en A como sigue: A\j < \g siy s6lo si A\; D g, se tiene que (A, <) es un
conjunto dirigido. Ahora, si construimos a la red {x)} ca de tal manera que,

zy€U=XeA,sif(z)) € fFU)NX\V,

se sigue x es un punto limite de {z )} ea. Sin embargo, lared { f(x)) }aea 00 se acumula
en f(xzo) € V, ya que todos sus elementos son ajenos a V. ]

E.5. Compacidad

Dado un espacio X, una coleccién il de subconjuntos de X es una cubierta de
X, si U = X. Si U consta de solamente conjuntos abiertos (cerrados), entonces 4l es
una cubierta abierta (cerrada) de X. Una coleccién U de conjuntos de X es una
subcubierta de U, si U C Uy [JU = JU. Entendemos que 20 es un refinamiento
de 4, si para cada W € 2 existe U € i tal que W C U y 20 = [JU. Decimos que
una familia { de X es localmente finita, si para cada x € X existe un abierto V de
x tal que V intersecta a lo mas a un numero finito de elementos de 4. Ademsds, se dice
que una cubierta il es de punto finito (numerable), si todo elemento de X pertenece
solamente a una cantidad finita (numerable) de elementos de .

Definicion E.43. Un espacio X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita.

Teorema E.44. Dado un espacio X, los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) X es compacto.

(77) Si 4l es una coleccién de cerrados de X con (U = @, entonces existe una subco-
leccién finita § de U tal que (F = .

(7i7) Toda red en X tiene una subrred con limite en X.

Demostracion. (i) = (i) Si Y es una coleccién de cerrados de X tal que (U = @,
entonces la coleccion U = {X\U : U € i} es una cubierta abierta de X. Por la
compacidad de X, existe una subcubierta § finita de U tal que |J§ = X. Luego,
§F ={U : X\U € §F} es subcoleccién de U y N F = 2.
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(11) = (i17) Sea {x)r}rea una red en X. Para cada A € A definimos al conjunto
Ay = {z, : p > A}. Evidentemente la coleccién ¢ = {4, : X € A} cumple que pa-
ra toda subcoleccién finita § de 4, (1§ # @. Por tanto haciendo uso de la hipétesis,
Maea Ax = N U # @. Notamos que todo punto en (¢, Ax es un punto de acumulacién
de la red {x)}rea. Por el Teorema D.38 (c), existe una subrred de {z)}xea con limite
en X.

(7i1) = (1) Supongamos que X no es compacto, por tanto existe una cubierta abierta
de X, 44 = {U; : a € I} sin subcubiertas finitas. Definiendo al conjunto A = {J C
I:|J| < oo}y larelacién < en A como sigue: J; < Jy siy sélo si J; C Ja, entonces
(A, =) resulta un conjunto dirgido. Ahora, para cada J = X € A, existe xx ¢ (J;c; Us-
Si consideramos a la red {x)}xca, ésta no se acumula en ningin punto de X, de lo
contrario si existiera tal x, entonces para algtiin abierto de la cubierta U, digamos Uj;
conx € Uj,si{j} =J €A ({j} €JeA)se tendria que z; ¢ |J;c; U;, en particular
x;j ¢ Uj, lo que contradice el hecho de que z es un punto de acumulacién de {z}ea.
Por tanto, {z)} ca no tiene puntos de acumulacién y, por el Teorema D.38 (c), existe
una red en X cuyas subrredes no tienen punto limite en X. O

Teorema E.45. Si X es un espacio compacto y Ts, entonces es Tj.

Demostracion. Para probar que X es T, primero probaremos que X es T3. Sean A un
cerrado en X y ¢ A. Como X es Ty, para cada y € A existen abiertos ajenos V,, y
Uy en X tales que x € V,, y y € Uy. Luego, como la familia A = {U,: y € A} consta
de abiertos de X y A C . Al ser X es compacto y A es cerrado, entonces A es
compacto y, por tanto, existen abiertos U, con i < n tales que A C |J;"_, U,,. Hagamos
a los abiertos U = J_, Uy, y V =iz, V. Es sencillo verificar que z € V.y ACU.
Probemos que U NV = &. Si por el contrario, existe z € U NV, entonces en particular
z € U lo que implica que z € U,, para algin j < n. De aqui z € Uy, NV, lo que es
una contradiccién. Por tanto, UNV =J y X es T5.

Ahora para probar que X es Ty, sean A y B cerrados ajenos en X. Como X es T5,
para cada z € B podemos encontrar abiertos ajenos V, y U en X, talesque z € V, y
A C U,. La familia B = {V,,: x € B} consta de abiertos de X y B C [JB. Al ser X es
compacto y B es cerrado en X, entonces B es compacto y por tanto existen abiertos V,,
con i < n tales que B C | J;, V;,. Hagamos a los abiertos U = (i Uy, vy V = Ui Va,.
Una prueba similiar a la dada en el parrafo anterior verifica que U NV = @&. Ademads
es sencillo verificar que B C V y A C U. En conclusiéon X es Ty. O

Teorema E.46. Si X es un espacio compacto, Y es un espacio To y f : X — Y es
continua, entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea A un cerrado en X. Como X es compacto, A es compacto en X y
f es continua, entonces f(A) es compacto en Y. Al ser Y un espacio T se concluye que
f(A) es cerrado. Por ser A un cerrado arbitrario en X, se concluye que f es cerrada. [J
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Teorema de subbase de Alexander E.47. Dado un espacio X, con subbase B,
toda cubierta de X con elementos en B tiene una subcubierta finita si y sélo si X es
compacto.

Demostracion. —) Supongamos que X no es compacto y sea P la coleccién de todas
las cubiertas abiertas de X sin subcubiertas finitas. Como X no es compacto, P #
@. Si ordenamos parcialmente a P con la relacién inclusién, notamos que si C es un
subconjunto totalmente ordenado de P, entonces | JC es una cubierta abierta de X y.
méas aun, | JC no tiene subcubiertas finitas que cubran a X, ya que de lo contrario, si
§ es una subcubierta finita de X en |JC , al ser C totalmente ordenado, existiria una
cubierta U € C tal que § C U, pero esto contradice el hecho de que U € P, por tanto
|JC € P. El lema de Zorn nos garantiza la existencia de un elemento maximal ¥ € P. Si
tomamos a la coleccion U N B, esta no puede ser cubierta de X, ya que de lo contrario,
como todos sus elementos pertenecen a B por hipfesis 2 N B tendria una subcubierta
finita § de X y ademds § C U, es decir, U ¢ P, pero esto es una contradicciéon. Luego
si tomamos a x ¢ |JU N B, al ser Y cubierta abierta de X, existe V € U tal que x € V
y al ser B subbase de X existen subbésicos B; € B con i <n tal que z € (), B C V.
Ademads notamos que por la eleccién de x € X, B; ¢ BN B para cada i < n. Luego por
la maximalidad de V, para cada i < n la cubierta U U {B;} tiene subcubierta finita §;
que cubre a X, donde claramente B; € §;. Por tanto, |J;_, §U{(;_, B:} resulta en una
cubierta abierta finita de X, pero como (' ; B; C V, entonces |J;~; § U {V} es una
cubierta abierta finita de X, pero esto es una contradiccién ya que (J;_, §U{V} C U.
En conclusion, X es compacto. ]

Definicion E.48. Decimos que un espacio es X es numerablemente compacto si
toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita.

Teorema E.49. Si X es un espacio 77, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(7i) Toda sucesién infinita en X tiene al menos un punto de acumulacién.
(#i7) Todo subespacio cerrado y discreto de X es finito.

Demostracion. (i) = (ii) Por contrapositiva, si suponemos que existe una sucesién
{Zp}nen sin puntos de acumulacién, entonces por los Teoremas D.38 (c¢) y D.39, el
conjunto D = {z,,: n € N} es infinito y cerrado. En particular como ningin elemento
de D es de acumulacién de la sucesién {z, },en, cada elemento de D es aislado y, por
tanto, D es discreto en X. Luego, como D es discreto en X, existe un conjunto abierto
Vo en X tal que U, N D = {z,} para cada n € N. Si definimos a { = {U,: n € N},
entonces 4 es una cubierta abierta numerable de D que no tiene subcubiertas finitas.
Como D es cerrado en X, entonces D no es numerablemente compacto y, por tanto, X
no es numerablemente compacto.

(11) = (4i7) Por contrapositiva, si suponemos que existe un subespacio cerrado, dis-
creto e infinito D de X, podemos tomar a Dy C D tal que Dy es numerable y Dy es un
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subespacio cerrado, discreto e infinito numerable de X. Luego, si Dy = {z,, : n € N}
y suponemos que la sucesion {x, }en tiene un punto de acumulacién tal que xg ¢ Dy,
entonces para cualquier abierto U de zg y cualquier m € N existe k > m tal que z;, € U.
Esto implica que todo abierto de xg, intersecta a Dy y, por tanto, xqg € Dy = Dy, lo
cual es una contradiccién. Por tanto {x, },en no tiene puntos de acumulacién.

(151) = (i) Por contrapositiva, si X no es numerablemente compacto, existe una
cubierta abierta Y = {U, : n € N} de X tal que no tiene subcubiertas finitas. Por
lo tanto podemos tomar una sucesién infinita {z,},en de tal forma que para cada
n €N, z, ¢ Ui, Upn. Si definimos al conjunto D = {x, : n € N}, observamos que
U,ND C{xy,...,xy_1}, para cada n € N. Hacemos notar que para cada n € N, existe
k > n minimo, tal que x,, € Uy, con lo cual si tomamos la sucesiéon {¢(n)}nen donde
¢(n) = k, esta cumple que

G # Upiny N D CH{z1,. ., Tg(m)—1};

es decir, consideramos sélo a los abiertos de la cubierta original 4 que tienen puntos
de D. Como X es Ti, el conjunto V;, = X\{21,...,%n—1,%nt1,.--,Tp(n)—1} resulta
abierto, de modo que para cada n € N

U¢(n) NV, ND={x,},

y de esta manera D resulta ser un subespacio infinito y discreto de X. Para ver que
D es cerrado, tomamos a x ¢ D. Al ser 4 cubierta de X, existe Uy, tal que z € Uy,.
Si Uy, N D = & habriamos acabado. En caso contrario tomamos al conjunto V =
(X\ (U, N D)) N Uy, que resulta abierto ya que Uy, N D es finito y entonces x € V' y
x ¢ DconVND=g. Asi D es cerrado.

O

Definicion E.50. Decimos que un espacio es X es secuencialmente compacto si
toda sucesién tiene una subsucesién convergente.

Teorema E.51. Si X es un espacio 17 y primero numerable, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(71) X es secuencialmente compacto.

Demostracion. (i) = (ii) Sean {zy}, una sucesién en X y supongamos que no tiene
subsucesiones convergentes. Por el Teorema D.38 (c) y la primero numerabilidad de
X, entonces {x,}, no tiene puntos de acumulacién. Si A = {z,, : n € N} entonces
afirmamos que A es cerrado. Para esto, sea xg ¢ A. Como {z}, no se acumula en zo,
existe un abierto U de xyp y mo € N tal que si n > my, entonces z, ¢ U. Luego, el
abierto UN(X\{x1,...,Zm,}) tiene a xo y es ajeno a A, lo que implica que A es cerrado
y asi A es numerablemente compacto, ya que X es numerablemente compacto. Como
ningin punto de A es punto de acumulacién, se tiene que para cada k € N, existen
un abierto V de z; y mo € N tal que si n > mg, entonces x ¢ V. De esta manera,



E.5. COMPACIDAD 17

VO (X\({zx1,...,Zme}\{zk})) es un abierto de zj, tal que VN A = {zx}. Como k € N
fue arbitrario, A resulta discreto, infinito y numerable, pero esto es una contradiccién
ya que A es numerablemente compacto. Por tanto, {z,}, debe tener alguna subsuce-
sién convergente.

(11) = (i) Por contradiccién supongamos que X no es numerablemente compacto.
Sea il = {U,, : n € N} una cubierta abierta de X sin recubrimientos finitos. Entonces,
para cada n € N podemos tomar a z, € X\|J; U; y asi definir a la sucesién {z, }n.
Notamos que si m > n, entonces z,, € X\ J;, U;. Por ser X un espacio secuencial-
mente compacto, existe zg € X y una subsucesién {z,, }; de {z,}, tal que {zp, }x
converge a zo. Al ser {{ una cubierta abierta de X, existe mg € N con zg € Up,,. Ahora,
como {zn, } converge a g, existe kg € N tal que si k > ko, entonces x,, € Uy,. Si
tomamos a ny > my, entonces ,, € Up, y, en consecuencia, x,, ¢ |J;"% U;, lo que es
una contradiccion. Por tanto, X es numerablemente compacto. ]

Definicion E.52. Decimos que un espacio X es pseudocompacto si toda funcién
continua f : X — R es acotada.

Teorema E.53. Si X es un espacio Tj1, entonces los siguientes enunciados son equi-
2

valentes:
(71) X es pseudocompacto.

(i) Si{Vyp}nen es una sucesién decreciente de abiertos no vacios, entonces (), oy Vi #
J.

(7i1) Si {Vi}nen es una sucesién decreciente de abiertos no vacios tal que V11 C V,
para toda n € N, entonces (), oy Vi # 2.

(7v) Todo conjunto Gs no vacio en X intersecta a X.
(v) Toda cubierta localmente finita de X tiene una subcubierta finita.

Demostracion. (i) = (i1) Supongamos que existe una sucesién decreciente de abiertos
no vacios {Vy }nn, con [,y Vo = @. Notamos que la coleccion {V, : n € N} es local-
mente finita. Ahora para cada n € N, tomamos a una funcién continua f, : X — R tal
que fr(X\Vy) =0y fo(x,) = n para algin x,, € V;,. Como la coleccién {V,, : n € N}
es localmente finita, la funcién f = Z fn es continua y estd bien definida. Ademas f

neN
no es acotada y, por tanto, X no es pseudocompacto.

(1) = (i7i) Es inmediato.

(731) = (i) Si X no es pseudocompacto, existe una funcién continua y no acotada
f : X — R. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f no es acotada por
arriba. Si definimos a V;, = f~1((n,0)) para toda n € N, {V,,},en es una sucesién
decreciente de abiertos no vacios. Sean m > 1, x € V,,, y supongamos que = ¢ Vi, 1.
Como x ¢ Vi1, se tiene que f(x) <m —1yx € f~1((—oo,m)). Al ser = elemento de
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Vi, se deberfa cumplir que, f~!((—00,m)) NV = f~1((—00,m)) N f~1((m, 00)) # 2,
lo cual es una contradiccion. Con esto queda demostrado que para toda n € N, se
cumple la condicién V11 € Vi1 € Vi Ademds, (e Vi = Nhen f(n,0)) =

FH(Mpen (n,00)) = 2.

(11) = (iv) Supongamos que existe un conjunto G5 no vacio en fX, digamos A, tal que
A C BX\X. Por el corolario B.22, al ser X Ty, existe una funcién continua f : fX —
[0,1] con A = f~1(0). Como A es Gs y A= f~1(0), entonces A = (,,cn f ([0, 2)). Al
ser X denso en BX, V,, = X N f1([0, 1)) # @ para toda n € N. De tal manera, que
{Vih}nen es una sucesién decreciente de abiertos no vacios en X. Poe el (1),

oo () e ()

neN neN neN

(bl

neN

“o(nr (o))

neN
=XnNA.

X

Lo cual es una contradiccién a la suposicién inicial de que A C fX\ X.

(iv) = (i) Si X no es pseudocompacto, existe una funcién g : X — R continua que
no es acotada. Definiendo a la funcién f : X — [0,1] como f(x) = m, esta re-

sulta continua y acotada con f(X) C (0, 1]. Por la propiedad universal de 5X, existe
F : X — [0,1] extension continua de f y 0 € f(X) al ser g no acotada. Como X

esTyy f(X) C F(BX), entonces F~1(0)NX = @y F~1(0) es un conjunto G5 no vacio.

(i) = (v) Sea 4 = {V,, : n € N} una cubierta abierta de X localmente finita. Su-
pongamos que 4 no tiene subcubiertas finitas. Como X es T; 1 para cada n € N si
tomamos a x,, € V,, fijo, existe una funcién continua f, : X — [0, n| tal que f,(x,) =n
y falx\v, = 0. Como 4 es una coleccién localmente finita, la funcién f : X — R de-

finida por la correspondencia f = Z fn esta bien definida y es continua. Finalmente,

neN
f(z,) > n para toda n € N, es decir, f no es acotada y, por tanto, X no es pseudo-

compacto.

(v) = (i) Si suponemos que X no es pseudocompacto, entonces existe una funcién
f + X — R continua, no negativa y no acotada. Si tomamos a la coleccién de abiertos
U={f"1(n—1,n+1)): n € N}, esta resulta en una cubierta abierta de X. M4s atin,
es localmente finita ya que dado € X existe m € Ntal que z € f~Y((m—1,m+1))y
sin # m, entonces f~H((m—1,m+1))Nf~1((n—1,n+1)) = @. Ademds, i no tiene
subcubierta finitas. O
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Teorema E.54. Si X es pseudocompacto y f : X — Y es una funcién continua y
suprayectiva, entonces Y es pseudocompacto.

Demostracion. Sea g 1 Y — R una funcién continua. Si h = go f : X — R, entonces
h resulta continua por ser composicién de funciones continuas. Por hipétesis, X es
pseudocompacto con lo que h es acotada. Suponiendo que h(X) € [—M, M] para algina
M > 0, como f es suprayectiva, para cada y € Y, existe z € X tal que f(z) =y y
asi g(y) = g(f(x)) = h(zx) € [-M,M], es decir, g(Y) € [-M, M]. Por tanto, g es
acotada y Y resulta pseudocompacto. O

Teorema E.55. Si X es un espacio Ty, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(ii) X es pseudocompacto.

Demostracion. (i) = (ii) Sea f : X — R una funcién continua. Si para cada n € N
definimos a los abiertos U,, = f~!((—n,n)), entonces U = {U, : n € N} es una cu-
bierta abierta numerable de X. Por ser X numerablemente compacto, 4l tiene una
subcubierta finita §. Si tomamos a m = max{n € N : U,, € §}, entonces es claro que
X = Uy = f~1((—m,m)), es decir, f es acotada.

(79) = (i) Supongamos que X no es numerablemente compacto. Por el Teorema E.49,
existe una sucesion {x, }nen, sin puntos de acumulacién. Andlogamente a la prueba del
Teorema E.51, el conjunto A = {z,, : n € N} es cerrado y discreto con x, # x, si
n # m. La funcién f : A — R definida por la correspondencia f(x,) = n para cada
n € N es continua. Ahora, empleamos el Teorema de Tietze B.23, para concluir que,
existe una funcién continua g : X — R tal que g|4 = f. De manera que g no es acotada
en X, lo que contradice la pseudocompacidad de X. ]

Corolario E.56. Si X es primero numerable y T}, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(ii) X es pseudocompacto.
(7i1) X es secuencialmente compacto.

Teorema E.57. Si X es pseudocompacto y Y es compacto, entonces X X Y es pseu-
docompacto.

Demostracion. Por el Teorema E.53, basta probar que toda cubierta abierta local-
mente finita de X X Y tiene una subcubierta finita. Sea il una de estas cubiertas. Si
px : X XY — X ypy : X XY — Y son las funciones proyeccion sobre X y Y, respecti-
vamente. Para cada x € X, podemos definir a la coleccién U, = {U € U : x € px(U)},
entonces la coleccién {py(U) : U € #;} es una cubierta abierta de Y. Como Y
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es compacto, existe una subcubierta finita {py (Ui),...,py(Un,)} y de esta mane-
ra, V; = ({px(U1),...,px(Un,)} es un abierto de z. Si definimos a la coleccién
¥ = {V, : x € X}, ésta es una cubierta abierta de X y afirmamos que U es local-
mente finita. Sean x € X y y € Y. Como &l es una cubierta abierta localmente finita,
existe un abierto W(z,y) en X x Y de (z,y) tal que W (z,y) intersecta a lo més una
cantidad finita de elementos de . Definimos a la coleccién W, = {W(z,y) :y € Y}. La
coleccién {py (W) : W € 20,} es una cubierta abierta de Y, por lo que existe una sub-
cubierta finita {py (W1),...,py Wi, )} v, asi, W = ({px(W1),...,px(Wp,)} es un
abierto de z. Ademds, notamos que, si W, NV, # @& para z # x, entonces Wy NU; # &
para alguna i < n, y como i es una coleccién localmente finita, W, sélo puede inter-
sectar a lo més una cantidad finita de elementos de ¥ y como x € X fue arbitrario, se
concluye que U es una coleccién localmente finita. Por ultimo usando la pseudocompa-
cidad de X, se obtiene una subcubierta de finita U’ C U y si definimos a la cubierta
W =U{{U1,...,Upn,}: Vi € U'}, ésta es una subcoleccién de U que cubre a X x Y y
es finita. O

Corolario E.58. Si X es pseudocompacto y Y es secuencialmente compacto, entonces
X XY es pseudocompacto.

Demostracion. Supongamos que X XY no es pseudocompacto y sea f : X XY — R una
funcién continua que no es acotada. Entonces, para cada n € N existe (z,,y,) € X XY
tal que |f(zn,yn)| = n. Como Y es secuencialmente compacto podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que la sucesién {yn,}nen converge a y, € Y. Por el Teorema
D.39, el conjunto A = {y, : n € N} U {yo} es cerrado y compacto por el Teorema
E.44. Por el Teorema E.57 X x A es pseudocompacto y en consecuencia, f|xx4 es una
funcién continua y acotada, lo que es una contradiccién, ya que |f|xxA(Zn,yn)| = n.
Por tanto, X x Y es pseudocompacto. O

Corolario E.59. Si X es un Ty y primero numerable, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(1) X es numerablemente compacto.
(7i) X es pseudocompacto.
(7i7) X es secuencialmente compacto.
(iv) X™ es pseudocompacto para toda n € N.

Definicién E.60. Decimos que un espacio X es de Lindeldf si toda cubierta abierta
de X tiene una subcubierta numerable.

Teorema E.61. Un espacio X es compacto si y sélo si X es numerablemente compacto
y de Lindelof.

Demostracion. =) La demostracién es inmediata.

<=) Sea il es una cubierta abierta de X. Por ser X un espacio de Lindelof, existe
una subcubierta numerable U de U y, por ser X numerablemente compacto, existe una
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subcubierta finita § de U, que a su vez es subcubierta de . Como 4 fue arbitraria, se
concluye que X es compacto. O

Definicion E.62. Un espacio X es paracompacto si toda cubierta abierta de X tiene
un refinamiento localmente finito.

Teorema E.63. Todo espacio T3 y de Lindelof es paracompacto.

Demostracion. Sean X un espacio regular y de Lindelof. Dada una cubierta 4 una
cubierta abierta de X, para cada z € X escojamos un abierto U, € U tal que x € U,.
Como X es T3, para cada = € X existe un abierto V, tal que

Si ¥ es la cubierta de los abiertos V,, entonces por la propiedad de Lindeldf existe
una subcubierta U = {V,,, Vay, ..., Vi, ...} € U numerable de X. Ahora si para cada
n € N definimos a

n—1
Wi=Us, y Wa=U,\JV s n>1
=1

entonces 2 = {Wy, Wy, ..., W,,...} es una cubierta abierta de X. Para corroborar lo
anterior, tomamos un x € X. Como U es una cubierta de X, existe un primer natural
m € N tal que z € V,,, y, por ende, = € Uy, \ U, Vi, = Wyn. Puesto que 20 es un
refinamiento de 4 sélo hace falta probar que ésta es localmente finita. Dado x € X,
existe kg tal que x € kao, por lo que si k > kg, entonces Wj N ka,o = . L]

Teorema E.64. Todo espacio paracompacto y T3 es Ty.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y T3. Si K y L son cerrados ajenos no
vacios en X, como X es T3, para cada xj € K existen abiertos ajenos Uy y V, tales que
xp € Uy y L C Vi. Luego, la coleccién U = {Uy : z, € K} U{X\K} es una cubierta
abierta para X. Como X es paracompacto, existe un refinamiento abierto §I localmente
finito de Y. S1 Y = {U € U UNK # @}, entonces U es una coleccién localmente finita
que cubre a K. De esta manera, el conjunto W = (J;;cq U es abierto en X con K C W.
Notamos que por ser ¥ un refinamiento de 4, se tiene que para cada U € U existe
x, € K tal que U C Uy, por lo que U C Uy, lo que implica que LNU = @. Ademds, como
2 es localmente finita, afirmamos que Jycq U = Upey U Para esto, sean y € Uy e U
y W un abierto un abierto de y que intersecta a lo mas a un nimero finito de elemento
en U digamos {Uy,...,U,}. Si W’ es un abierto arbitrario de y, entonces y € W N W’
y por tanto (W NW')NJY # @. Luego, (W NW')NU;_, Ui, y como V fue arbitrario
yelU, Ui=UL,U; C UUE,BU. Por tanto, L ﬂm =LnN UU@BU =g. O

Teorema E.65. Sea X es un espacio T51. Si K y L son subespacios cerrados ajenos y
2

no vacios de X de tal manera que K es compacto, entonces existe una funciéon continua
f:X —[0,1] tal que flg =1y f|r =0.
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Demostracion. Como X es Ty1, para cada x € K existe funcién continua f, : X — [0, 1]
2
tal que fo(z) = 1y f|z = 0. Si tomamos a la coleccién {4 = {fzfl ((%, 1)) iz e K},
ésta es una cubierta abierta para K. Por la compacidad de K, existen x1,...,x, € K
tales que K C (J;", foi ! ((%, 1]) Sea g : X — R una funcién continua definida por la
n

correspondencia g = mez Entonces g(K) C (%,oo) y 9|z = 0. Ahora, si definimos
i=1

a la funcién h : X — [0,1] por la correspondencia h = 2min{g, %}, ésta es continua y

satisface que h|g =1y h|r =0. O

Definicién E.66. Un espacio X es meta-compacto (meta-Lindeldf), si toda cu-
bierta abierta de X tiene un refinamiento abierto de punto finito (numerable).

Teorema E.67. Todo espacio paracompacto es meta-compacto y todo espacio meta-
compacto es meta-Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio paracompacto y 4 una cubierta abierta de X. Por la
paracompacidad de X, existe un refinamiento localmente finito U de 4. Esto quiere de-
cir que, para cada x € X existe un abierto V' de x que intersecta a un nimero finito de
elementos de U y, por tanto, x intersecta a lo mas a un nimero finito de elementos de 0.

La demostracién de que un espacio meta-compacto es meta-Lindelof es inmediata. [
Teorema E.68. Todo espacio separable y meta-Lindelof es de Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio un espacio separable y meta-Lindelof y sea 4 una
cubierta abierta de X. Como X es meta-Lindel6f, existe un refinamiento de punto nu-
merable U de L. Por ser X un espacio separable, existe un subespacio denso numerable
D de X. Si definimos a las colecciones U, = {V € U : x € V}, entonces Y, es un
conjunto numerable para toda x € D. Afirmamos que U = (J,cp V.. Si V € Y, por la
densidad de D, se tiene que VN D # @, por lo que, si z € VN D, entonces V € U,
es decir, V' € U,cp Ve Puesto que se tiene contencién (J,.p V. € U se sigue que
U = U,ep Ve Luego, como U es una unién numerable de conjuntos numerables, U es
numerable. Por tltimo, como U es un refinamiento de i, digamos U = {V,, : n € N},
podemos tomar U, € 4 tal que V,, C U,, para cada n € N. Luego, 20 = {U,, : n € N}
es una subcubierta numerable de 4 que cubre a X, es decir, X es de Lindel6f. ]

Definicion E.69. Dado un espacio X, un subconjunto B de X y una colecciéon no
vacia 4 de subconjuntos de X, definimos al conjunto estrella de B y il como,

St(B, &) =| iU e 4:UNB + o}

Lema E.70. Si X es numerablemente compacto y i es una cubierta abierta de X,
entonces existe un conjunto finito K C X tal que St(K, i) = X.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que para todo subconjunto finito K de
X, se tiene que St(K,4) C X. Fijamos un elemento x; € X. Como St({z1},4) € X,
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podemos tomar a un elemento x2 ¢ St({z1}, ), luego como St({x1,z2},4) C X pode-
mos tomar a un elemento xz ¢ St({z1,x2}, ). De esta manera, recursivamente pode-
mos definir a x,, 11 ¢ St({z1,...,2,},4) para cada n € N y, asi, construir al conjunto
A ={z, € X : n € N}. Ahora, notamos que si z € A, como il es cubierta abierta de
X, existe U € i tal que x € U y se sigue que ANU # @. Por lo anterior, tomando a
1, € ANU para alguna k € N, se sigue que x € St({z1,..., 2}, ). Como = € A es
arbitrario, se concluye que U = {St({z1,...,z,},4) : n € N} es una cubierta abierta
de A. Como X es numerablemente compacto y A es cerrado, entonces A es numerable-
mente compacto. Por tanto, existe m € N tal que A C A C |, St({z1,..., 2.}, 1),
lo que es una contradiccién, ya que i1 ¢ Uiy St({x1, ..., 25}, 4). En conclusién,
existe un conjunto finito KX C X tal que St(K,4) = X. O

Lema E.71. Si X es un espacio meta-Lindelof y para toda cubierta abierta 4 de X
existe un subconjunto numerable K de X tal que St(K,4) = X, entonces X es de
Lindelof.

Demostracion. Sea i una cubierta abierta de X. Como X es meta-Lindelof existe un
refinamiento de punto numerable . Por hipédtesis, existe un conjunto numerable K de
X tal que St(K,U) = X. Si tomamos a la coleccion 2 = {V € U: VNK # &}, notamos
2T es cubierta abierta de X, mas ain, 2J es un refinamiento de punto numerable de i1.
Por lo que para todo = € K el conjunto 20, = {V € Q : = € V} es numerable y como
W = U, W, y K es numerable, se sigue que, W es numerable. Por tltimo, como U
es un refinamiento de 4l y suponemos que 20 = {W,, : n € N}, entonces podemos tomar
a U, € 4 tal que W,, C U, para cada n € N, lo que implica que € = {U,, : n € N} es
una subcubierta numerable de 4 y, por tanto, X es de Lindel6f. O

Teorema E.72. Todo espacio numerablemente compacto y meta-Lindel6f es compacto.

Demostracion. Sea X un espacio numerablemente compacto y meta-Lindelof, y sea i
una cubierta abierta de X. Como X es numerablemente compacto, por el Lema E.70,
existe un conjunto finito K C X tal que St(K,4) = X. Luego, como X es meta-
Lindelof y 4 fue arbitraria, por el Lema E.71, X es Lindeldf. Por ultimo, como X es
numerablemente compacto y de Lindel6f. Usando el Teorema E.61, se concluye que X
es compacto. ]

F.6. Espacios de ordinales

Si denotamos a la clase de ntimeros ordinales por OR, para cada o € OR podemos
definir a los conjuntos [0,a) = {8 € OR: f < a}y[0,a] = {8 € OR: 5 < a}, donde <
es el orden usual en OR. Debido a esto podemos asignar a [0, «) y [0, o] una estructura
topoldgica a partir del orden total <, es decir, la colecciéon de conjuntos de la forma
(v,00) ={B € [0,a] : v < B}y (—o0,7) ={B € [0,0] : B < ~}, generan una subbase
para el espacio [0, a], donde [0, &) hereda la topologia de [0, a].

Teorema F.73. Para todo a € OR. [0, a| es un espacio discreto si y sélo si a < w.
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Demostracion. =) Si suponemos que o > w, en particular w € [0, a, entonces existe
un abierto bésico de la forma (v1,72) en [0, a] tal que {w} = (y1,72) N [0,w] = (71, w].
Como w es un ordinal limite y v < w, se tiene que el conjunto (v1,w] no puede tener
solamente a w como elemento, lo cual es una contradiccién. Por tanto a < w.

<) Si0 < v < a < w, entonces el abierto (y — 1,7+ 1) tiene como tnico elemento a
~. Anélogamente, si v = 0, consideramos al conjunto [0,y + 1). O

Si denotamos por w; al primer ordinal no numerable, se tienen los siguientes resul-
tados.

Teorema F.74. [0,w;] es compacto, mientras que [0,w;) no lo es. Mds ain, [0,w;) es
numerablemente compacto.

Demostracion. Para probar que [0,w;] es compacto, tomamos una cubierta abierta ${
de este espacio, la cual por el Teorema E.47 podemos suponer que consta solamente
de subbésicos. Ahora, al ser { cubierta, debe existir 7 < w; tal que w; € (y,w1] € 4.
Como el conjunto B = {f € [0,wi]: w1 € (B,w1) € YU} es conjunto de ordinales no
vacio, existe un elemento minimo en B, digamos ~y. De igual manera, como ~yy €
[0,w1], debe existir un elemento U € $ tal que 79 € U. Al ser 79 minimo en B,
U # (B,w1) con B < 7, por tanto U = [0, By), con By > 79. De aqui es claro que
[0,w1] = [0, Bo) U (70, w1] = [0, Bo) U (70, w1]. Luego [0,w;] es compacto. Para ver que
[0,w;) no es compacto, basta tomar a la cubierta 4 = {[0,a) C [0,w;) : @ < wi},
ya que al ser w; un ordinal limite, 4l resulta en una cubierta para [0,w;) y cualquier
subcoleccién finita § de U tendria un méximo bajo la contencién, digamos [0, ag) tal que
ap < w1, con lo cual el elemento ap+ 1 < wy no estaria cubierto por algin elemento de
§. Luego, 4 no tiene subcubiertas finitas y por ende [0, w;) no es compacto. Por ltimo,
para mostrar que [0, w) es numerablemente compacto, notamos que si 4 es una cubierta
abierta numerable de [0,w;) que consta solamente de subbésicos, necesariamente debe
haber un elemento en 4 de la forma (7yg,w1). Con una prueba similar a la da para
la compacidad del espacio [0,w], el espacio [0,7p] es compacto y al ser 7y un ordinal
numerable, 4l es una cubierta de [0,7], por lo que existe una subcubierta finita de §
de Y. Luego, la cubierta § U {(y0,w1)} C Y es finita y cubre a [0,w;). Por tanto, [0,w;)
es numerablemente compacto. O

Corolario F.75. [0,w;] es Ty.

Demostracion. Para probar que [0,w1] es Ty, basta demostrar que es T por los Teore-
mas E.45 y F.74. Sean «, 8 € [0,w;] distintos. Sin pérdida de generalidad, suponemos
que a < (. Si se tiene el caso en que a + 1 = 3, entonces los abiertos [0, 8) vy (o, w1]
ajenos que contienen a « y 3, respectivamente. En otro caso, si a + 1 < 8 tomamos
a los abiertos [0, + 1) y (o, w;] ajenos que contienen a « y 3, respectivamente. En
cualquier caso se sigue que [0,w;] es T5 y, por tanto, [0,w:] es Tj. O

Definicién F.76. Dado un ordinal «, decimos que un subconjunto C' de [0, «) es no
acotado, si para cada 8 < « existe v € C tal que 8 < 7.
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Lema F.77. Dado o < wy, si {Kpg}g<q €s una colecciéon de cerrados no acotados en
[0,w1), entonces (5, Kp es cerrado y no acotado en [0, wy).

Demostracion. Si definimos a D =) g<a K3, entonces D es cerrado. Basta probar que
D no es acotado. Sea v < wq. Si definimos a g9 = v, como {Kg}g<q €s una coleccion
de cerrados no acotados, entonces existe un ordinal o (0, 5) € Kz tal que g9 < ¢(0, 3)
para cada § < «. Si definimos al ordinal e; = sup{c(0,5) : 8 < a}, notamos que
v = €p < €1 < wi. Andlogamente podemos definir 9 = sup{c(1,f) : § < a} donde
e1 < o(1,8) para cada 8 < «. De esta manera podemos definir recursivamente a
una sucesion creciente de ordinales numerables {&,},en. Si definimos al ordinal vy =
sup{e, : n € N}, entonces v < 79 < wp y por definicién de g, si U = (a1, a2) es
un abierto bésico arbitrario de vy en [0,w;), entonces existe m € N tal que &, € U,
donde €, < o(m,8) < 7o para cada 8 < a. Luego, a1 < &, < o(m, ) < v < as 'y
asi o(m, ) € U para cada 8 < «, es decir, U N K3 # & para cada < a. Como U fue
arbitrario se concluye que g € Kg para cada 8 < a. Por tanto 79 € D. O

Definicién F.78. Dado un ordinal limite «, si { K3}g<q €s una coleccién de cerrados
no acotados en [0, o), definimos a la interseccion diagonal de {Kg}g<, como,

Aﬂ<aK5: 7<a:’y€ﬂKg
B<y

Lema F.79. Si {Kg}s<., es una coleccién de cerrados no acotados en [0, w1 ), entonces
Ag<w, Kp es cerrado y no acotado en [0, w1).

Demostracion. Si definimos a D = Ag.,, K3, primero probaremos que D es cerrado.
Basta probar que si 7 < wj es un ordinal limite y {7, }nen €s una sucesién creciente
de elementos en D que converge a -y, entonces v € D. Si tomamos a S < v y definimos
al conjunto L = {a € DN [0,7) : f < a} notamos que L C Kg. Luego, como {7y }nen
converge a vy B < 7, existe m € N tal que si n > m entonces 5 < v, < 7, es decir,
Y € L C Kg si n > m. Sin pérdida de generalidad, si suponemos que m = 1, al ser
{¥n}nen un sucesion de elementos en K3 con K cerrado, se tendria que v € K3 por el
Teorema D.39. El caso en que = es un ordinal sucesor es evidente. Por dltimo, como
fue arbitrario, se concluye que v € D y que D es cerrado. Para ver que D no es acotado,
sea By < wi. Por el Lema F.77, (\5_4, Kp no es acotado en [0,wr), lo que implica que
existe B € ﬂ6<60 K3 tal que By < 1 < wi. Analogamente existe 3y € ﬂ5<51 Kp tal
que By < (1 < B2 < wi. Recursivamente podemos construir una sucesion creciente
de ordinales {f,}nen. Luego, si definimos a vy = sup{f3, : n € N}, notamos que
Bo < v < wp y afirmamos que 79 € D. Para esto, dado que 8, € mﬁ<6n Kp si
m>n+1y ﬂﬁ<5n K3 es cerrado para toda n € N, al ser {3, }nen una sucesién que
converge a 7, se tiene que yg € ﬂ5<5n K para toda n € N. Por tanto,

we () ) Ks= (] Ks,

neN B<Bn B<vo
es decir, v9 € D y en conclusién, Sy < 79 < wy con vg € D. Como la eleccién inicial de
Bo fue arbitraria se concluye que D no es acotado. Por tanto D = Ag.,,, K3 es cerrado
y no acotado. O
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Definicién F.80. Un subconjunto S de [0,w;) es estacionario, si S intersecta a todo
conjunto cerrado y no acotado en [0, w1).

Lema de Fodor F.81. Dado un subconjunto estacionario S de [0,w;), si f : S —
[0,w;) es una funcién tal que para toda v € S\{0}, f(y) < 7, entonces existe a < wy
tal que f~!(a) es un subconjunto estacionario de [0,wy).

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, que para cada a < wi; existe un
conjunto cerrado y no acotado K, en [0,w;) tal que K, N f~!(a) = @. Suponiendo
sin pérdida de generalidad que 0 ¢ S, al ser S un conjunto estacionario, por el Lema
F.79, SN Agew, Kg # @. Luego, tomando a v € S N Ag,, K3 fijo, por definicién de
Agew Kpg, v € ﬂ6<v Kp. Ademds, como v € S, f(v7) < v esto implica que v € Ky
vy v € fHf(7)), es decir, v € K¢y N fHf(7)), 1o que es una contradiccién. Por lo
tanto, existe a < wy tal que f~!(a) es un subconjunto estacionario de [0, w1 ). O

Teorema F.82. [0,w;] X [0,w1) no es Ty.

Demostracion. Para probar que [0,w1] X [0,w1) no es Ty, mostraremos que existen dos
conjuntos cerrados ajenos en [0,w] X [0,w;) que no pueden ser separados por abiertos
ajenos. Si definimos a los conjuntos K = {(a,a) : a < w1}y L = {(w1,0) : a < wi },
entonces son cerrados ajenos y afirmamos que éstos son los cerrados buscados. Ahora,
sean U y V abiertos tales que K CU y L C V. Como (a,a) € U para cada o < wy y
U es abierto, existe S, < « tal que (o, @) € (Ba, ] X (Ba,a] C U, y en consecuencia,
podemos definir a la funcién f : [0,w;) — [0,w1) por la correspondencia f(0) = 0y
f(a) = Ba sia > 0. Luego, como f(a) < awsiw > 0y [0,w1) es un conjunto estacionario,
entonces por el Lema de Fodor F.81, existe un ordinal 7o < w; tal que f~!(y0) es un
subconjunto estacionario de [0, w). Como f~!(yg) es estacionario, f~1(y0)N[B,w1) # @
para toda 8 < wy y, por consiguiente,

o+ 1Lw)x o+ La)= |J (w.alx (0,0 CU.
a€f~1 ()

Por otro lado, observamos que (w1,7 + 1) € L € V y como V es abierto, podemos
garantizar que existe Sy > v + 1 tal que (w1,70 + 1) € (Bo,w1] x {70+ 1} C V. Por
ultimo, dado que

[Bo,wi) X [Bo,w1) CU gy (Boswi) X {0 +1}CV

se tiene que (Bp+ 1,70+ 1) e UNV, es decir, UNV # &. Como U y V fueron abiertos
arbitrarios se concluye que K y L no pueden ser separados por abiertos ajenos y, por
tanto, [0,w1] X [0,w1) no es Ty. O

G.7. La compactacién de Stone-Cech

Definicién G.83. Sean X y Y espacios topoldgicos. Se dice que (Y, h) es una com-
pactacion de X, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Y es un espacio compacto y T5.
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2. h: X — Y es una funcién continua, tal que h es un homeomorfismo en su imagen
(X ~ h(X)).

3. h(X) esdenso en Y.

Definicién G.84. Dado un espacio X, definimos a la compactacién de Stone-Cech
(BX, hg), como la tnica compactaciéon de X que cumple la siguiente propiedad: Para
toda funcién continua f : X — [0, 1], existe una tnica funcién continua F' : 5X — [0, 1]
tal que f = F o hg. Esta propiedad recibe el nombre de propiedad universal de la
compactacién de Stone-Cech.

Teorema G.85. [7] Dado un espacio X, entonces X es T51 si y sélo si existe la
2

compactacion (58X, hg).

Teorema G.86. [12] Sean X un espacio T51 y n € N. Si X" es pseudocompacto,
2
entonces S(X™) = (BX)".

Lema G.87. Si X es un espacio Ty y {K;}; es una coleccién de cerrados en X,
[ ) ' —B8X
entonces [, KZ-B =N, Joeka

Demostracion. Haremos esta prueba por induccién sobre n € N. Tomamos n = 2.
Debido a que la contencién ﬂ?zl K; - ﬂ?zl KZ-B siempre es valida, sdlo se ne-
. 2 06X 2 c .y, . .
cesita probar que (;_; Kzﬂ C N/ Ki . Por contradiccién, si suponemos existe

x € ﬂ§:1 EBX y o ¢ ﬂ?zl Kiﬁx, al ser X un espacio Ty, podemos tomar a un
abierto U en SX que contiene a x de tal manera que ﬂ?zl KiBX N U’BX = @&. Si to-
mamos al abierto V = U N X en X, por la densidad de X en SX se tiene tiene que
v _onx™ =" 1 que implica que ﬂle KiﬂVBX = @. Si para cada i < 2, de-
finimos a L; = K HVX, afirmamos que x € ﬂ?zl Eﬁ X Para esto, sea W un abierto en
BX que contiene a x. Por tanto, UNW es un abierto en 5X que contiene a z. Por hip6te-
sis, esto = € ﬂ?zl EBX, lo que implica que @ # UNW N K, para cada ¢ < 2. M4s aun,
como K; esun cerradoen X, @ = UNWNK;NX = WNK;NV C WﬂKZﬂVX =WnlL;.
Como W fue arbitrario z € Eﬁx para cada ¢ < 2, y entonces = € ﬂ§:1 E-BX. Luego,
como 0?21 K;N VX = O, se tiene que 0?21 L; = @. Por otro lado, como X es T}, por
el Teorema B.21 existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f|o, =0y f|L2V =1
para cada i < 2. Luego, por la propiedad universal de la compactacién de Stone-Cech,
existe una funcién continua F' : X — [0, 1] tal que F|x = f. Por continuidad se sigue
que,

2

F (ﬂLﬁX> c N F(E7) € MFT) =TT =03 n {1} = {0} n {1} = @.

i=1 =1 =1

x

. . . —BX
Lo que quiere decir que ﬂ?zl = O, y contradice que = € ﬂ?zl Liﬁ . Por lo tanto,

X o —BX __sx
T € ﬂ?zl K; y asi, ﬂ?zl K, = ﬂ?zl Kzﬂ .
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—— X I
Ahora supongamos que para n = k se cumple que ﬂi.“:l K, = ﬂ,’f:l K,ﬂ X Entonces,

k+1 ax k ax ax PR sx
mKZ = ﬂKz N Ky = ﬂKz N Ky
i=1 i=1 i=1
Como L = ﬂle K; y Kj1 son cerrados en X, para el caso n = 2 se tiene que
- BX - B8X

k k1
——BX  =BX X X
ﬂKi ﬂKk+1B =7’ ﬁKk+13 = Lka—i-lB = ﬂ K;

——fBX —
y asi, ﬂfill K, = ﬂf;rll KZ-B X Como k € N fue arbitraria se concluye la prueba por
induccién. O

Teorema G.88. Sea X un espacio numerablemente compacto y Ty. Si {K, }nen €s

‘s ; N ——BX
una coleccién de cerrados no vacios de X, entonces [, ey K = \pen Kn' -

., . o~ BX —BX . 1
Demostracion. Debido a que la contencién (7),,c Knﬁ C Mhen Knﬁ siempre es vali-

— ——BX
da, sélo se necesita probar que (1),cy Kn’B X C Mhen Kn’g . Por contrapositiva, sea
———BX ——BX
T ¢ Nhen Knﬁ . Como X es Ty, existe un abierto U de x en SX tal que (), oy Knﬁ N

U'BX = @. Si tomamos a V = U N X, se tiene por la densidad de X en X que,
v —TAax™ = UBX, por lo que (), oy Kn N V = @. Con una prueba andloga
al Teorema E.44, existe m € N tal que (%; K, NV = @. Andlogo al Lema G.87,
por ser X un espacio Ty, se tiene que ()% KRBX N Uﬁx = @, lo que implica que
Niz, 57 00" = 2. Por tanto, como = € U, entonces = ¢ (-, 7 1o que

implica que x ¢ (),,cn fnﬁx. O



Capitulo 1

Hiperespacio de Vietoris

1.1. Hiperespacio de Vietoris

Dado un espacio topoldgico (X,T'), denotamos a la coleccién de conjuntos cerrados no
vacios de X como CL(X). A esta coleccién se le proporciona una topologia a la cual
llamamos topologia finita o topologia de Vietoris' ([26], [21] y [22]) que denotamos por
Ty . Dada una coleccién finita de conjuntos no vacios Uy, ...,U, en (X,T), definimos
al conjunto

<U1,...,Un>:{KECE(X):KCUUiyKﬂUi#@parai<n}.
i=1

Ya con esto, si los conjuntos Uy, ..., U, son abiertos, el conjunto (Uy,...,U,) resulta
en un abierto bésico para la topologia Ty y la coleccién CL(X) recibe el nombre de
hiperespacio de cerrados de X. A partir de esta definicién, se definen a las siguientes
colecciones de conjuntos cuya estructura topoldgica esta generada por la topologia T3,.

Fo(X)={K € CL(X): |K| < n}, para cada n € N.
F(X) = Upen Fn(X) = {K € CL(X): K es finito}.
C(X)={K €CL(X): K es conexo}.

K(X) ={K € CL(X): K es compacto}.
CLz(X)=CLIX)U{o}.2

Mas ain, podemos extender esta definicon a la coleccion de todos los subconjuntos
de X y asi definir al hiperespacio de conjuntos no vacios de X como A(X) = {K €
P(X): K # @}, donde los conjuntos bésicos en A(X) son de la forma (Uy,...,U,) con
Ui, ..., U, subconjuntos no vacios de X.

Leopold Vietoris (4 Junio de 1891 - 9 de Abril 2002). Matemdtico austriaco.
?Hacemos notar que para la coleccién CLy(X) debemos considerar a la topologfa Ty U {{@}}. De
esta manera el dinico abierto en (CLz(X),Tv U{{@}}) que contiene al conjunto & es el conjunto {}.

29
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Nos referimos a la cerradura y al interior de un conjunto A en un espacio topoldgi-

co (Y, T) como A er nty (A), respectivamente. Al trabajar en un espacio topoldgico
(X, T) fijo y su hiperespacio asociado CL(X ), denotamos a la cerradura y al interior de
un subconjunto A de CL(X) solamente como A e Int(A) respectivamente, y escribire-
mos X en vez de (X, T) cuando se tenga claro sobre que topologia estemos trabajando.

1.2. Propiedades fundamentales en hiperespacios

En esta seccién definimos a ciertos subconjuntos de un hiperespacio, los cuales cumplen
propiedades que serdan de gran utilidad en el transcurso de este escrito. Mostramos
algunas proposiciones y teoremas fundamentales bésicos en la teorfa de hiperespacios.
Adems4s, introducimos notacién para simplificar la escritura.

Definiciéon 1.1. Dado A C X con A # &, definimos a los conjuntos
(A)t ={BeCL(X): BC A} y (A)” ={BeCL(X): BNA+# o}.
Proposicién 1.2. Para todo A C X con A # &,

(a) <XX>+ es cerrado en CL(X).

(b) <ZX>7 es cerrado en CL(X).

Intx(A))" es abierto en CL(X).
Intx(A))~ es abierto en CL(X).

—x\t —X
Demostracion. (a) Sea D € CL(X)\ <A > . Si definimos al abierto <X, X\4 >, se

sigue que, D € <X,X\ZX> C CL(X)\ <ZX>+ y, por tanto, CL(X)\ <ZX>+ es
abierto.

X\~ _ —x\+
(b) Sea B € CL(X)\ <AX> . Como BNA~ = &, se cumple que B € <X\AX> y

qué <X\ZX>+ N <ZX>7 = @. Por tanto, <ZX> es cerrado.

Los incisos (c¢) y (d) son inmediatos usando la definicién del espacio topolégico
(CL(X),Ty), ya que (Intx(A))T = (Intx(A)) y (Intx(A))~ = (X, Intx(A)).
O

Teorema 1.3. La coleccién de los conjuntos de la forma (U)* y (U)~ tal que U es un
conjunto abierto no vacio en la topologia (X, T'), forma una subbase para (CL(X), Ty ).
A esta subbase la denotamos como P = Pt UP~, donde Pt = {({U)": U € T} y
P-={{U) :UeT}.

Demostracion. Sea (Ui, Us, ..., U,) un basico arbitrario de CL(X). Definiendo a U =
U, Ui, A= (U)" y B; = (U;)~, obtenemos que (U, Us, ..., U,) = AN(N B;). O
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Teorema 1.4. Si X es un espacio 71 y A, B C X con A y B no vacios, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(a)
(b)
(¢)
(d)
()

Si A C B, entonces (A)T C (B)*.
Si A C B, entonces (A)~ C (B)~.
A = <ZX>+.

Int((A)") = (Intx(A))".

oA = (A A,

Demostracion. Los incisos (a) y (b) son inmediatos.

()

. . —X —x\Tt
Por el inciso (a), con la contencién A C A™, entonces (A)T C <A > y, usando

_x\+
la Proposicién 1.2 (a), obtenemos (A)* C <AX> . Para demostrar la otra con-
_x\+
tencién, sea B € <AX> y (U1,Us,...,Uy,) un béasico que contiene a B. Como
BNU; # @ paracadai <ny B C ZX podemos tomar x; € U; N A y definir
al conjunto D = {x1,x2,...,2,} el cual es un elemento en CL(X) y que ademés
cumple que D € (Uy,Us,...,U,) N(A)T, por lo tanto B € (A)*.

Por el inciso (a), se tiene la contencién, (Intx(A))* C (A)T y usando la Pro-
posicién 1.2 (c) obtenemos (Intx(A))™ C Int((A)*"). Para demostrar la otra
contencién, sea B € CL(X)\(Intx(A))T. Esto quiere decir que BN X\A # @.
Sea (Uy,U,,...,Uy,) un abierto basico que contiene a B. Lo que queremos pro-
bar es que B € CL(X)\(A)*. Para esto, como B C |J;_, U; y BN X\A # o,
podemos tomar a zg € (J;—; U;\A y definir a D = B U {zo} el cual es cerrado.
Ademids, D € (U1, Us,...,U,) y D € Alo que implica que D € (U, Us,...,Uy)N
(CL(X)\(A)T). Por lo tanto, B € CL(X)\(A)*.

Para simplificar notacién, la demostracién la haremos para el caso m = 2. No-
——X —X —X —/—x\7t ——X\ "~ ——X\
tamos que <A1 , As > = <A1 U As > N <A1 > N <A2 > . Por la Pro-
posicién 1.2 (a) y 1.2 (b), <EX,£X> es cerrado y contiene a (Aj, As). Lue-
go (A1, Ag) C <A71X,A72X>. Para la otra contencién, sea B € <A71X,A72X> y
(Uy,Us,...,U,) un abierto bésico que contiene a B. Lo que tenemos que demos-
trar es que (A1, A2)N(U1, Uy, ..., Uy) # @. Como B C U?Zl Ujy BHEX #+ O pa-
rai < 2, entonces U?Zl UjﬂEX #+ @ parai < 2y ademads, como B C A; U AQX =
/TlX U/TQX y Uj N B # @ para j < n, entonces A1UA2X NU; # @ para j < n.
En resumen, (Jj_, U; DEX # @ parai <2y A1 U AQXﬂUj # P paraj < nyde
esto se sigue que, Jj_, UjNA; # @ para i <2y (A1 U As) NU; # @ para j < n.

Ya con esto, si tomamos a x; € U?:l UinNA; parai <2y y; € (A1 UA)NU;j
para j < n, entonces D = {x1,x9,y1...,yn} € (A1, A2) N (U1, Us,...,U,) con lo
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cual mostramos que (Ay, A2) N (U1, Us,...,U,) # @y asi B € (A1, Ag). Los casos
m > 2 son andlogos.

O]

Teorema 1.5. Si X es un espacio T} y A C X con A # &, los conjuntos (A)T y (A)~
son abiertos (cerrados) en CL(X) si y sélo si A es abierto (cerrado) en X.

Demostracién. =) Si (A)™ es abierto, por el Teorema 1.4 (d), (A)" = (Int(A))*. En
consecuencia x € A si y sélo si {x} € (A) siy sélo si {x} € (Int(A))* siy sélo si

A
Jr
x € Int(A). Si (A)" es cerrado, por el Teorema 1.4 (c), ( < > y, por tanto,

=X <X\t . n
x €A siy sdlo si {x}E<A> siy sélosi {z} € (A4)T siy sdlosix € A. La prueba

es andloga para (A)~.

<=) Si A es abierto, la demostracién es inmediata utilizando que (A)" = ( =
(X, A). Si A es cerrado, usando la Proposicién 1.2 con los incisos (a) y (b) con A = A
concluimos que (A)* y (A)~ son cerrados. O

Proposicién 1.6. Sea X un espacio 71 y sean U = (U1, Us, ..., Upn) yV = (V1,..., Vi)
abiertos basicos en CL(X). Entonces V C U si y sélo si para cada ¢ < m existe j < k
tal que V; CU; y U?:l Vv, CUL, Ui

Demostracion. =) Supongamos que existe xg € U?Zl V; tal que 9 € X\U;2, U; y
sea x; € V; para cada i < k. Entonces el conjunto {xo,z1,...,2x} € V\U, lo cual
contradice la hipdtesis, por tanto U§:1 V; € U, U;. Para la segunda condicién, si
suponemos que existe U; tal que V;\U; # @, para cada j < k y tomamos a a:; e V,\U,
entonces el conjunto {z}, ...,z } € V\U, lo que es a una contradiccién, por tanto, para
cada U; existe Vj tal que V; C U;.

<) Sea K € V. Como K C U;?:l V; C UL, Ui, entonces K C [J", U;. Ahora, dado
i < m, por hipétesis existe j < k tal que V; C U;, como K NV, # @ se sigue que
KnNU; # 2. Por tanto, K € U, luego V C U. O

Definicién 1.7. Dado A C X con A # &, definimos al espacio topolégico (CL(A), Ty, )
como el hiperespacio generado por (A, Ty4), donde T4 es la topologia de subespacio con
respecto a (X, T).

De esta definicién, al tener (A,T4) estructura de subespacio, los subconjuntos ce-
rrados en A resultan ser intersecciones de elementos de CL(X) con A, con lo cual
CLA)={KNA#@: K € CL(X)}. Andlogamente estan definidos los espacios F,(A),
F(A), C(A) y K(A).

Proposicién 1.8. Sea X un espacio T5. Si Y es un subespacio cerrado propio y no
vacio de X, entonces CL(Y') es un subespacio cerrado de CL(X).
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Demostracion. Para ver que CL(Y) es subespacio de CL(X) solo basta observar que
dados Uy, . ..U, abiertos no vacios en X entonces (U1NY,..., U, NY)y = (Uy,...Up)N
CL(Y) donde (-)y denota a los abiertos basicos respecto al hiperespacio CL(Y). Para
ver que CL(Y) es cerrado, sea K € CL(X)\CL(Y). Como K no es cerrado en Y, se
tiene que K no estd contenido en Y, es decir, K N (X\Y) # @. Ademds, como Y es
un subespacio cerrado propio de X, el conjunto X'\Y es un abierto no vacio en X. Por
tanto (X\Y)~ es un abierto que contiene a K ajeno a CL(Y). O

Proposicién 1.9. Sean X es un espacio y f: X — [0,1](R ) una funcién continua.
Si definimos a las funciones fy: CL(X) — [0,1](R) y f-: CL(X) — [0,1](R) como
f+(K) = sup{f(z): x € K} y f-(K) = inf{f(z): © € K}, entonces f; y f_ son

continuas.

Demostracion. Haremos la prueba para f: X — [0,1], ya que el caso para f: X — Res
andlogo. Para ver que f es continua, sea K € CL(X) y supongamos que f4(K) € (a,b)
con0<a<b<1.8i6= f(K),definimos al abierto V = (f~* ([0, =20)) L 7 ((a, 5J2rb))>.
Ahora, si L € V, entonces como L C f~ ([0, ‘Hb)) Ut ((a, M)) = f=1([o, M))

y asi fy(L) < % < b. Por otro lado, LN f~! ((a, 5“’)) # &, es decir, a < fi(L) vy

por tanto, fi (L) € (a,b). En conclusién, f(V) C (a b) con V vecindad abierta de K
De manera similar se prueban los casos f1(K) € (a,1] y f+(K) € [0,b). Luego fy es
continua. Andlogamente, se prueba que f_ es continua. O

Para finalizar esta seccién, presentamos los siguientes resultados que relacionan a
un espacio X con los subespacios F,,(X ), los cuales son de gran utilidad en las secciones
posteriores.

Proposicién 1.10. Si X es un espacio 17, entonces para toda n € N, la funcién
pn: X" — Fp(X) definida por la correspondencia (x1, o, ..., z,) — {z1,2Z2,...,2n}
resulta continua, cerrada y suprayectiva.

Demostracion. La suprayectividad es inmediata. La prueba de la continuidad la hare-
mos para n = 2. Sea (z,y) € X2y (U1, Us,...Uy) un abierto basico que contiene a
p2((x,y)). Definiendo al conjunto

U{(Ug(l) n...N Ug(k)) X (Ug(k_,_l) Nn...N Ug(m)): 1<k<m,o¢€ Sm}5,

este resulta abierto y ademds, si (z,w) es un punto en este conjunto (al cual denotamos
por V(z,y) por ser una vecindad de (x,y)), sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que U, = U; para cada i < n, k es un entero fijo y (z,w) € (Up N...NU) X
(Ugg41) N --. N Up,). Dicho esto, pa2((2,w)) NU; = {z,w} NU; # &, para cada i < m
y p2((z,w)) = {z,w} C U, U;. Por esta razén, al ser (z,w) € V(z,y) una eleccién
arbitraria, se concluye que po(V(z,v)) C (U1,Us,...,Up). Como (z,y) fue arbitrario,

SR = [—o00, 0], donde su topologia es idéntica a la usual en R agregando los intervalos abiertos
(a, 0], [~00,a) con a € Ry [—o0, c0].
4A las funciones con entradas reales ¢(x1, 2, ...,Z,) que no dependen del orden de sus variables,

se les llama esencialmente simétricas.
5Donde S, es el conjunto de permutaciones del conjunto {1,...,m}.
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po resulta continua. Por ultimo, para ver que py es cerrada, sea A # X? un cerrado
no vacio en X? y sea {x1, 22} € F1(X)\p2(4). Como {x1,z2} € F1(X)\p2(4), se tiene
que (z1,22) ¢ Ay, como A es cerrado en X, existen abiertos U; y Uz en X tales
que (z1.72) € Uy x Uy y (Up x Uz) N A = @. Afirmamos que {x1,z2} € (U1,Us) y
(U1,U2) Npa(A) = @. Por contradiccién, si suponemos que {z1, 22} € (Uy, U2) N pa(A4),
entonces es claro que (21, 22) € Ao (22,21) € Ay (21,22) € Uy xUs 0 (22,21) € Uy x Us.
En cualquier caso se concluye (U; x Us) N A # &, lo que es una contradiccién y
asi (U1,Us) N pa(A) = @ donde {x1,z2} € (Uy,Us). Como {x1,z2} fue arbitrario se
concluye que po(A) es cerrado en Fo(X) y por tanto ps es cerrada. Los casos para
n # 2 son andlogos. O

Corolario 1.11. Si X es un espacio 77, entonces X es homeomorfo a Fi(X).

Demostracion. Por la Proposicién 1.10, la funcién p; : X — F;1(X) es continua, cerrada
y suprayectiva, ademas de inyectiva y por tanto biyectiva e invertible. Solo basta mos-
trar que pl_1 : F1(X) — X es continua. Por el Teorema B.28, p; es una identificacion,
y adem4s la funcién identidad I : X — X es continua y constante en pfl(y) para cada
y € F1(X). Ya con esto, por el Teorema B.29, la funcién pl_1 = Iopl_l es continua. [

Corolario 1.12. Si X es un espacio 71 y f: X — [0,1](R) es una funcién continua,

entonces existe una funcién continua F': CL(X) — [0,1](R) tal que F|x = f.
Demostracion. La demostracién se sigue de la Proposicién 1.9 y el Corolario 1.11. [

Proposicién 1.13. Si X es un espacio T», entonces F,,(X) es cerrado en CL(X) para
toda n € N.

Demostracion. Sean m € Ny K € CL(X)\Fn(X). Como |K| > m, podemos tomar
m+1 elementos distintos de K, a saber, x1,x3, ..., Znt1. Luego, como X un espacio T5,
esto garantiza la existencia de abiertos ajenos dos a dos Uy, Us, ..., Uy,11 tales que, z; €
U; para toda i < m + 1. Si consideramos al abierto basico V = (X, U1, Us,...,Un+1),
se sigue que K € V y VN F,(X) = @. Luego, F,(X) es cerrado en CL(X). O

Proposiciéon 1.14. Si X es un espacio T, entonces
(a) Si D es denso en X, entonces F, (D) es denso en F,(X) para toda n € N.
(b) F(X) es denso en CL(X).
(c¢) Si D es denso en X, entonces F(D) es denso en CL(X).

Demostracion. (a) Sean n € Ny U = (U, Us,...,Uy) un abierto basico en CL(X).
SiUNF,(X) # @, existe {z1,...,x} €U con k < n. Para cada i < k, definimos
alli ={U;: z; € U; y j <m}. Como D es denso en X, ((\U;)ND # & para cada
i < m. Luego, tomando z; € ((U;) N D se tiene que {z1,..., 2} es un conjunto
cerrado tal que {z1,...,2x} € U N Fp(D). Por tanto, F,, (D) es denso en F,(X).

(b) Al tomar un bésico arbitrario U = (U, Us, ..., Up,) en CL(X), seleccionamos un
elemento z; de cada U; respectivamente y formamos al cerrado {1, z2,...,Zm},
el cual pertenece a F(X), esto es, U N F(X) # @.
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(c) La prueba es andloga al inciso anterior tomando los puntos x; en los conjuntos
U; N D, los cuales son no vacios ya que D es denso en X.
O

1.3. Axiomas de separacion

En esta seccién estudiamos la relacién que guardan los axiomas de separacién® en-

tre un espacio X y su hiperespacio CL(X). También analizamos las condiciones que se
deben pedir a X para que el hiperespacio CL(X) resulte un espacio Ty. Una condicién
necesaria para garantizar la normalidad de CL(X) es que el espacio X sea numerable-
mente compacto. Finalizamos esta seccién probando algunos resultados que muestran
la estrecha relacién que guardan los axiomas de separacién entre X y el hiperespacio
K(X).

Teorema 1.15. Si X es un espacio topoldgico, entonces CL(X) es Tp.

Demostracion. Sean Ay B cerrados en X tales que {A} = {B} y supongamos que
A # B. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que BN (X\A) # &. Ahora, si
definimos al conjunto V = CL(X)\(A)™, éste es abierto por la Proposicién 1.2 (a) y
cumple que B € V y por consiguiente V N {B} # &. Como por hipétesis m = @,
resulta que VN {A} # &, de donde AN (X\A) # &, lo que es una contradiccién. Por
tanto, A = B. O

Lema 1.16. Supongamos que X es un espacio 11 y sea A un subconjunto propio de
X, entonces el conjunto

(A)* ={BeCL(X): AC B}
es cerrado en CL(X).

Demostracion. Sean D € CL(X)\(A)* y g € AN (X\D). Como X es T, el conjunto
U = X\{zo} es abierto. Més atn, (U)" es un abierto en CL(X) tal que D € (U)" y
(UYT N (A)* = @. Por tanto, (A)* es cerrado. O

Teorema 1.17. Si X es un espacio 7171, entonces CL(X) es T7.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado en X. Como X es 71, por el Lema 1.16,
(A)* es cerrado. Por otro lado, el conjunto (A)™ cerrado por la Proposicién 1.2 (a).
Luego, {A} = (A)T N (A)* es cerrado y, por el Teorema A.4, concluimos que CL(X) es
T;. O

En general la implicacién contraria del Teorema 1.17 no es valida, por ejemplo,
supéngase que X es un conjunto de cardinalidad mayor o igual a 2, dotado de la
topologia indiscreta, es decir, donde el Uinico cerrado no vacio es X mismo. Entonces
X no es T, sin embargo, CL(X) = {X} es T.

Proposicién 1.18. Si X es un espacio 171 y F1(X) es cerrado en CL(X), entonces X
es Ty.

5Las definiciones de estos axiomas se pueden consultar en los Preliminares seccién A.1.
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Demostracion. Sean z,y € X elementos distintos. Como X es T1, {z,y} es cerrado
en X. Por ser Fi(X) cerrado en CL(X) y {z,y} ¢ Fi(X), existe un abierto bésico
U = (Uy,...,Up,) tal que, {z,y} € U y U N F1(X) = @. Definimos a los abiertos
V=Ui:zeU}yU=({U:ye U} de x y y, respectivamente. Finalmente, U y
V son abiertos ajenos, ya que de lo contrario, si z € UNV, entonces z € (), U; lo que
implica que {z} € U N F1(X), pero esto es una contradiccién. Por tanto, X es Tp. [

Teorema 1.19. [18] Si X es un espacio T, entonces se cumplen los siguientes enun-

ciados:

(1) CL(X) es Ty siy s6lo si X es Ts.
(i) Si CL(X) es T3, entonces X es Ty.

(797) Si X es Ty, entonces CL(X) es T5.

(1) Demostracion. =) Sean K un cerrado en X y =z ¢ K. Como CL(X) es Tb,
existen abiertos V = (Uy,Us, ..., Uy) y W = (U, Uj, ..., U} tales que K € V,
KU{z} € W ({z} es cerrado) y VNW = @. Como K ¢ Wy KU{z} € W, existe
jo < mtal que (KU {z})NU; # @y KNU] = @. Si definimos al conjunto
J ={1,2,...,m}, entonces el conjunto I = {j € J: KN Uj’~ = g} # & pues
jo € I. Observamos que x € UJ’- para cada j € I. Por otro lado, si definimos a
V= (UL U)N (UL Uj) y U =er Uj, afirmamos que V' y U son los abiertos
buscados para separar a K y x, ya que K C V y x € U. Ahora, supongamos
que VNU # @ yseaz € VNU. Entonces K U{z} € Vy KU{z} C U, U}
Ademds, K NU; # @ para cada j ¢ Iy {2z} C [\, Uj. De esto se sigue que,
(KU{z})NU; # @ para cada j € [ U (J\I) = J, esto es, KU {z} €e VN W, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, VNU =@ y X es T3.

<) Sean K y K’ cerrados distintos en X y supongamos que existe x € K\ K.
Como X es un espacio T3, existe un abierto U tal que v € U y UNK' = @.
Observamos que como K NU # &, si definimos a V = (U)” y W = <X\UX>+,
éstos resultan abiertos tales que K € Vy K’ € W. Ademds, VNW = &, ya que
para todo A C X si ANU # @, entonces A N~ #+ .

(1) Sean K y L cerrados ajenos no vacios en X. Como K C X\L, entonces
(X\L)T es abierto de K. Por ser CL(X) un espacio T3, existe un abierto basico
(Uy,...,U,) tal que

K€ (Ui, Un) (T T ) S (X\D)T

. . —X =X .
Si definimos a U = |J!"; U;, notamos que para cada x € U~ = J;_, U;", si
tomamos x; € U;” para cada i < n, entonces el conjunto D = {x,z1,...,2,}
es cerradoen X y D € <71X7”"U—nx>’ por lo que z € D C X\ L. Como z fue

. . —X . —X .
arbitrario, entonces U~ C X\ L. Por tanto, los abiertos U y X\U" son ajenos y
contienen a K y L respectivamente.
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(731) Sean K un cerrado en CL(X) y K € CL(X)\K. Definimos a Uy = CL(X)\K.
Como Uy es abierto en CL(X), existe un abierto basico V = (U, Us, ..., Uy,) tal
que

K eV ClU.

Notamos que

n
*) para todo K' € K, K' ¢ U U, 6 K'NU; = @ para algin i < n.
i=1

Como X es Ty y K y X\ U, Uy son cerrados ajenos, existen abiertos ajenos U’
y V' tales que

Kcvu, y XxX\Ju.cVv.
i=1

Ahora, escogemos x; € K NU; para cada i < n. Como X es T3, existen abiertos
ajenos U/ y V! en X tales que,

x; € Uz/ y XV\UZ - V;/.

Por ultimo, si definimos a los abiertos

U= (U)o <ﬂ <U;>>

=1

n
V=(V)"u (U <v;>+> :

i=1
Afirmamos que K € U, K CV yUNYVY = &. La prueba de que K € U es
inmediata. Probemos que K C V. Si L € K, entonces por (*), L Z |, U, o
LNU; = @ para algin ¢ <n. Si L  |J;'; Up, entonces LNV’ # &. En el caso de
que L NU; = @ para algin i < n, se tiene que L C V/. En cualquier caso, L € V
y, en consecuencia, K C V. Por ultimo, si L € U, entonces L CU' y LNU] # &
para toda ¢ < n. Como U’ es ajeno a V' entonces LNV' = @ y ademéds como U/
es ajeno a V; para cada i < n, sucede que L € V;/ para cada i < n. Luego, L ¢ V,
es decir, UNV =D y asi CL(X) es T5. O

Ya con los resultados expuestos hasta ahora, es natural preguntarse acerca de la nor-
malidad del hiperespacio CL(X ). Evidentemente lo deseable es dar una caracterizacién
de la normalidad en CL(X) en términos de algunas propiedades topoldgicas del espacio
X, como veremos en el Capitulo 7. La solucién a este problema no es tan evidente.
ya que necesitamos de mas herramienta para ello, sin embargo, la demostraremos. Lo
que si podemos hacer en un principio, es dar condiciones necesarias para garantizar la
normalidad de CL(X), las cuales veremos a continuacion.

Teorema 1.20. Si X es infinito y discreto, entonces CL(X) no es Ty.
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Demostracion. Sean X1 y X2 subconjuntos ajenos de X tales que | X;| = |X2| = | X|
(éstos existen por ser X infinito) tales que X = X1 U Xy y sean f1: X — Xy, fo: X —
X biyecciones. Definimos al subespacio de CL(X):

A={fi(A)U fr(X\A): A C X},

Para ver que A es discreto, tomamos A C X y definimos F(A) = fi(A) U fa(X\A4).
Como X es discreto, el conjunto (F(A)) es abierto en CL(X). Ahora, si B € (F(A))NA,
existe C C X tal que B = f1(C)U f2(X\C). Ademads, como B C F(A), se debe cumplir
que,

J1(C) € f1(A) y  fo(X\C) C fo(X\A)

va que X1 y Xo son ajenos. Mas atn, por ser fi1 y fo biyecciones,

CCA y X\C CX\A
lo cual implica que C' = A. Por tanto, B = F(A) y (F(A))NA={F(A)} y asi A es
discreto. Para ver que A es cerrado, si tomamos un cerrado B € CL(X )\ A, entonces

A BNX)U fHBNX,) # X,

Por otro lado, si tomamos al abierto (B), entonces B € (B) y afirmamos que (B) es
ajeno a A. Para demostrar ésto, supongamos por el contrario que C € (B) N A. Como
C € A, existe A C X tal que C' = f1(A) U fo(X\A) y como C € (B), C C B. Por lo
anterior,

fi(A)SBNX:  y  foa(X\A) S BN Xy,

con lo cual

AC Y BNX) vy X\AC f,1(BNXa).

Pero esto implicarfa que X = AU (X\A) C f{ (BN X1) U f, {(BN X3) # X, lo que
es una contradiccién. Por tanto, (B) es ajeno a Ay A es cerrado.

Por tltimo, como |A| = |P(X)| = 21Xl y el conjunto D = {B € CL(X): |B| € N} =
F(X) es denso en CL(X) con |D| = | X|, se cumple la desigualdad | A| > 2/P! y, usando
el Lema de Jones B.24, se concluye que CL(X) no es Ty. O

Recordamos que un espacio X es numerablemente compacto si toda cubierta abier-
ta numerable de X tiene subcubierta finita, por lo que el teorema anterior tiene un

corolario casi directo acerca de esta propiedad y da una condicién necesaria para que
CL(X) sea Ty.

Corolario 1.21. Si CL(X) es T}, entonces X es numerablemente compacto.

Demostracion. Por contradiccion, si suponemos que X no es numerablemente compac-
to, por el Teorema E.49, existe un subespacio A cerrado, discreto e infinito de X, donde
ademdas CL(A) es cerrado en CL(X) por la Proposicién 1.8 y por ende Ty. Pero esta es
una contradiccién al Teorema 1.20. Por tanto, X es numerablemente compacto. O



1.3. AXIOMAS DE SEPARACION 39

Un subespacio interesante de CL(X), es el espacio K(X). Ademds de ser el mas
grande que tiene como elementos a los compactos no vacios de X, éste comparte mu-
chas propiedades topoldgicas con el espacio X. A continuacién veremos que respecto a
algunos axiomas de separacién, K(X) y X resultan equivalentes.

Teorema 1.22. Si X es un espacio 717, entonces se cumplen los siguientes enunciados:
(1) K(X) es Ty siy sélo si X es Th.
(13) K(X) es T5 siy sélo si X es T5.

(7i1) K(X) es T3% siy solo si X es TB%'

(1) Demostracién. =) Como {x} es compacto paratodozr € X, X ~ F(X) C £(X)
por el Corolario 1.11 y por ser K(X) un espacio T3, se concluye que X es Tb.

<=) Sean A, B € K(X) distintos. Supongamos que existe z € B\A. Como X es
Ty y, Ay {z} son compactos ajenos, existen abiertos ajenos U y V en X tales
que, AC U yzxzeV.Sidefinimosald = (U)NnK(X)yV = (X,V)nK(X),
estos resultan abiertos ajenos en K(X) que tienen como elementos a A y B,
respectivamente.

(1) =) Como {x} es compacto para todo x € X, X ~ F(X) C K(X) por el
Corolario 1.11 y por ser K(X) un espacio T3, se concluye que X es T;.

=) Sean A € K(X) yU = (Uy,...,U,) vecindad abierta de A. Si U = J!", Uj,
como X es T35 y A es compacto con A C U, existe un abierto V en X tal que
A CV CV CU. Luego, si definimos a V; = U; NV para cada i < n, entonces
A e (V,...,V,). Usando la Proposicién 1.6 y el Teorema 1.4 (e), se concluye que
Ae (Vi,...,Vp)NK(X) C(V,..., V) NK(X) CU.

(731) =) Como {z} es compacto paratodoz € X, X ~{{z}: 2 € X} CK(X)y
por ser K(X) un espacio Ty1, se concluye que X es Tj1.
2 2

<=) Por el Teorema 1.3 y el Teorema C.36 sélo basta probar que los elementos
de la subbase en (K(X),Ty)" son abiertos en la topologfa débil T, en K(X),
generada por la coleccién de funciones C*(K (X)), ya que por el teorema C.30 se
tiene que T;, C Ty .

Para probar que @~ C Ty, sean K € K(X) y V un abierto en X, de tal mane-
ra que K € (V)~. Tomemos x € K NV fijo. Como X es T3%, por el Teorema
C.36 existen funciones reales, continuas y acotadas fi,..., fn, las cuales podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, son de la forma fi,..., f,: X — [0,1] de

"Los subbasicos para el espacio K(X) son los conjuntos de la forma (U)T N K(X) y (U)~ N K(X),
con U abierto no vacio en (X,T). Ya con esto, podemos referirnos a esta subbase como @ = QT U Q™
donde QY = {()TNK(X): U eT}y Q ={{U)" NnK(X): U €T}.
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tal manera que =z € [\, fi_l((O, 1]) € V. Por la Proposicién 1.9, si para ca-
da i < n definimos a la funciones g; = fi [x(x): K(X) — [0,1] éstas resultan
continuas. Afirmamos que K € (i, ¢ 1((0,1]) € (V). Notamos que, como
x € N, £;,1((0,1]), entonces f;(x) € (0,1] para cada i < n lo que implica que
gi(K) =sup{fi(z): z € K} € (0,1], es decir, K € i, ¢;'((0,1]). Ahora, si L €
N, 9:71((0,1]), entonces para cada i < n, g;(L) = sup{fi(z): z € L} € (0,1].
Luego, por definicién de g;, existe x; € L tal que f;(z;) € (0,1] para cada i < n
y, por tanto, x; € ﬂ’;:l fj_l((O7 1]) C V, es decir, z; € LNV paracadai <ny
asi L € (V)~, de manera que K € ();_, g; 1((0,1]) € (V)~. Como K y V fueron
arbitrarios, se concluye que @~ C Ty,.

Para probar que Q" C Ty, sean K € K(X) y V un abierto en X de tal manera
que K € (V)™. Si suponemos que V' C X, entonces como X es Ty 1, por el Teore-
ma E.65, existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f|x =1y flx\v = 0.
Por la Proposicién 1.9, si definimos a la funcién g = f_|xx): K(X) — [0,1],
entonces g es continua y g(K) = 1y asi K € g~1((0,1]). Por otro parte, si
L € g7 1((0,1]) N K(X), entonces g(L) = inf{f(z): = € L} € (0,1], es de-
cir, f(L) € (0,1], de donde L N (X\V) = @ y por tanto L € (V)*, es decir,
K € g7(0,1]) € (V)*, por lo que (V)T NK(X) € T,. El caso en que V = X,
es inmediato, si observamos que (X)) NK(X) = K(X) € Ty,. Con lo cual queda
demostrado que O C T,,.

Por tanto O~ U QT = Q C Ty, es decir, Ty C Ty, v asf las topologias Ty y Ty,
coinciden en IC(X) y por el Teorema C.36, K(X) resulta T} . O
2



Capitulo 2

Axiomas de numerabilidad

En esta corto capitulo damos algunas equivalencias acerca de las ya conocidas pro-
piedades de numerabilidad; primero numerabilidad, sequndo numerabilidad vy separabi-
lidad en hiperespacios.

Lema 2.1. Si B es una base de X tal que B es cerrada bajo uniones finitas, entonces
(BY ={(U1,...,Up) NK(X): n € N,Vk < n(Uy € B)} es base de K£(X).

Demostracion. Sea U = (Uy,...,U,) N K(X) un abierto en K(X) y K compacto tal
que K € U. Para cada x € K, podemos tomar a B,; € B de tal forma que x €
B.; C U;, para cada ¢ < n que cumpla la condicién = € U;. Como K es compacto y
B* = {Bgi: © € K,i < n} es una cubierta abierta de K, existe una subcoleccién finita
{(,...,Vin} € B* tal que K C (JL, V;. Por la eleccién de B*, la cubierta {V4,..., Vi }
cumple que para cada j < m existe ¢ < n con V; C U; siy solo si V; = By, para
alguna z € K. Adem&s podemos suponer que para cada i < n existe j < m tal que
Vj C U;. En caso de no ocurrir esto ultimo agregamos a la cubierta {Vi,...,V;,} alo
més n elementos de B* que cumplan dicha propiedad. Si definimos para cada i < n al
conjunto W; = (J{V;: V; C U;}, entonces W resulta en un abierto tal que; (1) W; C U,
(2) Uiy W C U2 Uj y (3) Wi € B (la base B es cerrada bajo uniones finitas). Por
las condiciones (1) y (2) y la Proposicién 1.6, (Wq,...,W,) N K(X) C U. Més atn,
{N,..., Vi CB, K € (Wq,...,W)NK(X) ypor (3), Wi,...,W,)NK(X) € (B). O

Teorema 2.2. Si X es un espacio 11, entonces se cumplen los siguientes enunciados,
(a) X es separable si y sélo si CL(X) es separable.
(b) X es segundo numerable si y sélo si (X)) es segundo numerable.
(c¢) SiK(X) es primero numerable, entonces X es primero numerable.

Demostracion. (a) =) Por la Proposicién 1.14 (c), si D es un denso numerable en
X, F(D) es denso en CL(X) con |F(D)| = |Upen Fn(D)] < X pen [Fn(D)] <
Y oneNW = W,

<) Sea D = {K,, € CL(X): n € N} un denso numerable en CL(X). Si escoge-
mos para cada n € N un elemento x,, € K,, entonces afirmamos que el conjunto

41
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D = {z, € X : n € N} es denso en X. Sea U un abierto no vacio en X. Como
(U)* es un abierto no vacio en CL(X), existe K,,, € (U)* para alguna m € N, es
decir, x,, € K, C U y por tanto U N D # &. Como U fue arbitrario se concluye
que D es denso en X.

(b) =) Si X tiene una base numerable B y definimos a B’ = {|J A: A C B} entonces
B’ base de X y es cerrada bajo uniones finitas, por lo que usando el Lema 2.1,
(B') es base de K(X) ademds de ser numerable.

<=) Como X es T1, X ~ F1(X) C £(X) y la segunda numerabilidad se hereda
a subespacios, X resulta segundo numerable.

(c) La prueba es anéloga al regreso del inciso (b).
]

El regreso del Teorema 2.2 (c) no es cierto en general. Para esto se da el siguiente
ejemplo. Tomemos en R? a los conjuntos S; = {(z,y) € R?: 22 + y? = %} para i <
2 y definamos a X = S; U Sy. Una base para X es la siguiente: si (z,y) € Sa, el
conjunto singular {(z,y)} va a resultar ser un abierto en X. Si (z,y) € S1, B(J, (z,y))
es una bola abierta de radio § > 0 con centro en (z,y) con la topologia usual de R?
y Pr: S; — Ss es la funcién proyeccién del conjunto S7 sobre S3. Entonces definimos
al abierto Us(z,y) = (B(6, (z,y)) N S1) U (Pr(B(0, (z,y)) N S1))\{Pr(z,y)}. Luego la
coleccién P = {{(z,y)}: (z,y) € So} U{Us(z,y): (z,y) € S1 y § > 0} forma una base
para X. Ya con esta topologia, no es dificil ver que X resulta ser un espacio primero
numerable, compacto y Ty. Ahora si

K = (m N 51) U Pr (B(a, 0,1)) N 51) ,

con § tal que K # X (por ejemplo § = 1), es sencillo comprobar que K es un conjunto
cerrado en X. Como K es compacto, podemos tomar a una cantidad finita de abiertos
Us,(xi,y;) con i < n tales que los conjuntos Us,(z;,y;) cubren a K N S;. Con esto
observamos que si a y b son los puntos extremos del conjunto K N Sy, entonces el
conjunto

U= <U61 (:L'l, y1)7 oy Us, ($na yn)a {Pr(xla yl)}v SRR {Pr(xm yn)}a {a}> {b}>

resulta ser un abierto que tiene a K. Ahora Si K € V = (V4,...V,,,) C U, por la
Proposicién 1.6, para cada conjunto abierto { Pr(x;,v;)}, i < n debe existir 7 < m tal
que V; = {Pr(z;,y;)}. Luego, como hay una cantidad no numerable de posibilidades de
cubrir al conjunto K, existe una cantidad no numerable de formas posibles de tomar a
los puntos {Pr(z;,y;)}, es decir, si Bx es una base local de abiertos de K en CL(X),
necesariamente debe haber una cantidad no numerable de abiertos V en Bg. Por lo
tanto, CL(X) no puede ser primero numerable, mientras que X s lo es.

Fl siguiente teorema da una condicién suficiente para garantizar la compacidad de
un espacio a partir de la segunda numerabilidad de su hiperespacio.
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Teorema 2.3. Dado un espacio X, si CL(X) es Ty y segundo numerable, entonces X
es compacto.

Demostracion. Por contradiccién supongamos que X no es compacto. Por el Teorema
E.61, X no es numerablemente compacto o X no es Lindel6f. Si suponemos que X es
numerablemente compacto, entonces al ser CL(X) segundo numerable, se tiene por el
Teorema 2.2, que X es numerablemente compacto y segundo numerable. Claramente,
los espacios segundo numerables son meta-Lindeléf! y, por tanto, usando el Teorema
E.72, X resulta compacto, lo que es una contradiccion, con lo cual, la suposiciéon de
que X es numerablemente compacto no es valida. Ya con esto, por el Teorema E.49,
existe un conjunto cerrado, discreto e infinito numerable A en X vy, asi, por el Teorema
2.2, CL(A) es separable. Por la Proposicién 1.8, CL(A) es segundo numerable al ser un
subespacio de CL(X). Si B es una base numerable para CL(A), como A es discreto, si
B C A entonces B € CL(A) y (B)* es un abierto de By, por tanto, existe Ug € B tal
que B € Ug C (B)*. Con esto notamos que si definimos a la funcién f: P(A) — B por
la correspondencia f(B) = Up, entonces f es inyectiva ya que si B1\By # &, se tiene
que By € Up, y B1 ¢ Up, por lo que f(By) = Up, # Up, = f(B2), pero esto implicaria
que Ng < [CL(A)| < |P(A)| < |B|] < N, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, X
es compacto. ]

'La definicién de espacio meta-Lindelof se encuentra en los Preliminares seccién E.5.
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Capitulo 3

Compacidad y convergencia en
hiperespacios

3.1. Compacidad

En esta seccién mostramos que ciertas propiedades relacionadas con la compacidad
de CL(X) pueden ser obtenidas a partir de la compacidad de X y viceversa. A partir
de aqui serd conveniente pedir al espacio X ser T3 y como ya vimos en el Teorema 1.19,
esto resulta equivalente a pedirle al hiperespacio CL(X) ser T.

El primer resultado que demostramos tiene que ver con la compacidad de CL(X),
la cual resulta ser equivalente a la compacidad de X.

Teorema 3.1. Un espacio X es compacto si y s6lo si CL(X) es compacto.

Demostracion. =) Sea s = {(Us)": o € A} U {(Ug)™: B € B} una cubierta abierta
de subbdsicos de CL(X) y definimos al cerrado Y = X\ gz Us. En el primer caso, si
Y = @, entonces X = UBEB Up y como X es compacto, existen {f1,..., B} C B tales
que X = [JiL,; Ug,. Luego, CL(X) € U{(Us,)";--.,(Up,,)” }- En caso de que YV # &,
se tendria que Y ¢ (Ug)~ para todo 8 € B. Como il es una cubierta de CL(X), entonces
Y C Uy, paraalgin ap € A, con lo cual X\Us, € X\Y = g Up. Como X\Up, es un
cerrado no vacio de X, este resulta compacto, luego existen {f1, ..., Bn} C B tales que
X\Uq, € UL, U, De aqui se sigue que, CL(X) C (Uay)™ UU{(Us,) - -+ (Us,) " }-

<) Sea 4 = {U, € X: o € A} una cubierta abierta de X. Si definimos a la colec-
cion ¥ = {(X,U,): a € A}, ésta es una cubierta abierta de CL(X). Por la com-
pacidad de CL(X) existe una subcubierta finita § C U de CL(X), digamos § =
{{(X,Uqny),---,(X,Uy,)}. Si tomamos a la colecciéon {Uy,,...,Us,} C U, ésta resulta
una cubierta finita de X, ya que para todo x € X existe m < n tal que {z} € (X,U,,,)
siy sélosixeU,,. O

Corolario 3.2. Si X es un espacio compacto, entonces CL(X) es Tj.

Demostracion. Usando los Teoremas 3.1 y E.45 la prueba es inmediata. 0

45
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Ahora veremos que el inciso (ii7) del Teorema 1.19 tiene una versiéon més fuerte con
respecto al axioma 751 y para ello necesitamos el siguiente resultado.
2

Lema 3.3. Si X es Ty y definimos a la funcién F: CL(X) — CL(BX)! por la corres-

pondencia F(K) = F’BX, entonces F es un encaje’.

Demostracion. Si K, K' € CL(X) son tales que F(K) = )G G- F(K'), en-
tonces K = F(K)NX = F(K')N X = K’, por tanto F es inyectiva.

Lo que tenemos que demostrar ahora es que tanto F como F~! son continuas. Em-
pezando con F, sean K € CL(X) y V = (Uy,Us,...U,) un abierto basico en CL(SX)
tales que F(K) € V. Como F(K)NU; # @, entonces K NU; # &, para toda i < n.
Por el Teorema 3.1, X es un espacio compacto y por tanto Ty por el Teorema E.45.
Luego, por el Teorema A.14, existen abiertos V; en X tales que,

KnT™ cF)nT cvicvi™ c|Ju
=1

y por tanto,
o +KNU; = (KOEBX)ﬂUiQViﬁUigUi.

Ahora, si definimos ald = (ViNU)NX,(VanUz)NX,...,(Vu,NU,) NX), entonces
se cumplen las siguientes condiciones,

1. U es abierto en CL(X);
2. K=K"n U (VN U;) N X];

3. KN[(V;NnU;) N X] # @ para toda i < n;

4. Kel.
Sea K' e U. Como K’ C U Vi N U;) N X], entonces
FK)=FK" ¢ U [(V:nU;) cUwinx)™ cyv™ cYu.
i=1 i=1 i=1 i=1

Maés atn, para toda i < n,
gAK N[(VinU)NX]CK'nU; C F(K')NU;.

Por lo tanto, F(K’) € V, lo que prueba que F(U) C V), es decir, F es continua.

'La definicién del espacio X se puede consultar en los Preliminares seccién G.7.
2Decimos que una funcién f: X — Y es un encaje, si f es un homeomorfismo en su imagen.
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Ahora mostremos que F~! es continua. Sea U = (Uy,Us, ..., U,) un abierto de K en
CL(X). Como K C |J!, U;, entonces K N B = @& donde B = (., (X\U;). Como X
un espacio Ty, el Lema de Urysohn B.21 nos garantiza que existe una funcién continua
f: X —[0,1] tal que f|x =0y f|p = 1. Por la propiedad universal de X, existe una
tnica extensién continua F': X — [0,1] de f. Por continuidad de F,

F (FBX mﬁf”‘) CF (XBX) NF (EﬁX) C F(K)NF(B)

donde el lado derecho de la ultima contencién, equivale a la expresién

FE)Nf(B)={0}n{1} ={0}n{1} =2
)

ya que F(K) = f(K) y F(B) = f(B) por ser F extensiéon de f. Esto implica que
K" nB” = 2. Por el Lema G.87, B = Nizy (X\Ui)ﬁx . Luego,

F(K)=K" c px\B™

= BX\ (ﬂ X\ X)

—UBX\[X\U } UV

donde V; = BX\ [(X\Ui)ﬂX} es abierto en 8X, para toda ¢ < n. Tomamos al abierto
V= (V,Va,...,V;,) en CL(BX). Para ver que F(K) € V, basta demostrar que F(K)N

— < BX
Vi # @ para cada i < n. Si suponemos lo contrario, entonces K - (X\Ui)ﬂ para
alguna j < n, lo que implica que

K=K nxcxX0)” nx =X\U;," = x\U;.

Esto contradice el hecho de que K € Y. De manera que V es un abierto de F(K). Basta
probar que F~1(V) CU. Si L € F~Y(V), entonces I’ € v. Como I’ n V; # @ para
cada i < n, se tiene que LNV, # & para cada i < n. Si ahora suponemos que LNU; = &
para alguna i < n, entonces L C mﬁx vasi LNV, =LnN (ﬁX\[(X\Ui)ﬁXD =, lo
cual es una contradiccion. Por tanto L N U; # @ para toda ¢ < n. Por otro lado, como
™ c U, Vi=U", X\ [(X\Ui)BX], se tiene que

_8x n n
recUn=Uox V[T UﬂX\ (X\U);
i=1 i=1
y como L C X, entonces L C |J_; X\[(X\U;)]. Como L fue arbitrario, se concluye que

F~YV) CU, y asi F~! es continua sobre F(CL(X)), es decir, F es un encaje. O

Corolario 3.4. Si X es un espacio 711, entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

(1) X es Ty.
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(1) CL(X) es T;.
(11i) CL(X) es 51

Demostracion. Por el Teorema 1.19, basta demostrar que (i) implica (i77). Como X
es Ty, por el Lema 3.3, obtenemos que CL(X) se encaja en CL(SX). Mas atn, si
U= (Uy,...,U,) es un abierto en CL(SX), entonces U; N X # & para cada i < n ya
que X es denso en SX. Luego, tomando a x; € U; N X para cada ¢ < n, el conjunto
D = {x1,...,x,} es cerrado tanto en X como en SX y por tanto D € U N CL(X).
Como U fue un abierto arbitrario se concluye que CL(X) es denso CL(SX). Por lo
tanto, haciendo uso del Teorema 3.1, garantizamos la compacidad de CL(5X), por lo
que éste espacio es una compactacién de CL(X), pero esto sélo puede ocurrir si CL(X)
es Tsé' O

A partir de los resultados anteriores se desprenden una serie de equivalencias que
ligan a la compacidad de un hiperespacio con la paracompacidad y la propiedad de
Lindeldf del espacio base. Los Teoremas E.63 y E.64, nos indican que al tener un
espacio de Lindelof y T3, éste resulta Ty. Mas ain, usando el Corolario 3.4, podemos
expresar ésto en términos de hiperespacios como sigue.

Teorema 3.5. Si X es un espacio de Lindeldf y T3 entonces CL(X) es Tj1.
2

De hecho podemos decir més acerca de la normalidad de CL(X). Si CL(X) es
Ty, entonces por el Teorema 3.5, CL(X) es T51. Si ademds suponemos que CL(X)
2

es de Lindeldf, entonces éste resulta Ty aplicando los Teoremas E.63 y E.64. De esta
observacion se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.6. Dado un espacio X, si CL(X) es de Lindelof y Ta, entonces CL(X) es
Ty.

Corolario 3.7. Dado un espacio X, si CL(X) es de Lindeldf y T, entonces X es
compacto.

Demostracion. Pensamos a X como subespacio cerrado de CL(X) por la Proposicién
1.13. Como CL(X) es de Lindeldf, entonces X es de Lindeldf. Haciendo uso de los
Corolarios 3.6 y 1.21, X resulta numerablemente compacto. Por el Teorema E.61, X es
compacto. ]

Con los resultados anteriores ahora mostramos el siguiente teorema que caracteriza
la compacidad en los hiperespacios.

Teorema 3.8. Si X es un espacio T3, los siguientes enunciados son equivalentes;

a) X es compacto.

(

(b
(c
(d

)
) CL(X) es compacto.

) CL(X) es de Lindeldf.
) CL

(X) es paracompacto.
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(e) CL(X) es metacompacto.
(f) CL(X) es meta-Lindeldf.
Demostracion. (a) = (b) Es inmediato utilizando el Teorema 3.1.

(b) = (c) Es inmediato utilizando el Teorema E.61.

(¢) = (d) Por el Corolario 3.6, CL(X) es Ty. Luego, por el Teorema E.63, CL(X) es

paracompacto.
(d) = (e) Se sigue del Teorema E.67.
(e) = (f) Se sigue del Teorema E.67.

(f) = (a) Primero vamos a demostrar que X es numerablemente compacto. Si supo-
nemos lo contrario, por el Teorema E.49, existe un subespacio D cerrado, discreto e
infinito de X . Si tomamos a un subespacio numerable Dy de D, se sigue que Dy es ce-
rrado, discreto e infinito numerable. Por el teorema 2.2 (a) y la Proposicién 1.8, CL(Dy)
es separable y cerrado en CL(X) y, en consecuencia, separable y meta-Lindel6f. Por el
Teorema E.68, CL(Dy) es Lindel6f. Luego, usando el Corolario 3.6, CL(Dy) es Ty, lo que
es una contradiccién debido al Teorema 1.20. Luego, X es numerablemente compacto.
Ademads, como X es homeomorfo a un subespacio cerrado de CL(X), por la Proposicién
1.13, se tiene que X es meta-Lindel6f. Por tanto, como X es numerablemente compacto
y meta-Lindel6f, por el Teorema E.72, X es compacto. ]

3.2. Convergencia en hiperespacios

Hasta el momento hemos trabajado en la caracterizacién de la compacidad para
el espacio CL(X) pero no para sus subespacios y para tratar este tema, daremos una
breve introduccién acerca de la convergencia en espacios de conjuntos?.

Dado un conjunto A, decimos que la pareja ordenada (A, <) forma un conjunto
dirigido si la relacién < es reflexiva, transitiva y para cada A\, \' € A existe p € A tal
que A py N 2 p.

Una red de subonjuntos en un espacio topolégico X es una funcién ¢: A — P(X)
donde (A, =) es un conjunto dirigido. Para simplificar notacién, si ¥(A) = Ay sélo
escribiremos {A)} ca para denotar a dicha red. Un subconjunto R C A es residual
en (A, <) si existe A € A tal que p € R para toda p = A. Un subconjunto C C A es
cofinal en (A, <) si para toda A € A existe p € C tal que p = A.

Definicién 3.9. Dado un espacio topolégico X y una red {A)} ea de subconjuntos
de X.

3Para una definicién de red de elementos en un espacio topoldgico X revisar los Preliminares seccién
D.4.
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a) Un punto z es un punto limite de {A)} ca si para cada abierto U de z el
conjunto {\ € A: AxNU # @} es residual en (A, <). Denotamos a LiA como el
conjunto de puntos limite de {Ax}xea.

b) Un punto = es un punto de acumulacion de {A)} cp si para cada abierto U
de z el conjunto {A € A: AyxNU # @} es cofinal en (A, =). Denotamos a LsA)y
como el conjunto de puntos de acumulacién de {Ay}rea.

Como estamos trabajando en hiperespacios de cerrados, es deseable que al tratar
con redes de subconjuntos, la convergencia de éstas pertenezca al mismo hiperespacio,
es decir, su “limite” o punto al que convergen sea un conjunto cerrado.

Proposicién 3.10. Si {A)}xca es una red de subconjuntos de un espacio X, entonces

LiA, = ﬂ { U Ay : Y es cofinal en A}

AEX

LsA), = ﬂ { U Ay : ¥ es residual en A}

A€X

y asi definimos a LiA) y LsA) como el limite inferior y superior de {Ay}ea, respecti-
vamente. Como consecuencia inmediata, LiAdy y LsA) son cerrados en X y, por tanto,
son elementos de CLgy(X).

Demostracion. Sean ¢ € LiAy y ¥ un subconjunto cofinal de A. Como x es un punto
limite, dado un abierto U de z, el conjunto {\A € A: Ay NU # &} es residual, por
tanto, existe X tal que Ay NU # @, si A = N. Al ser ¥ cofinal, existe u = )\ con
p € X, de tal forma que A, NU # @, lo cual implica que U N (Uyex; Ax) # @ y como U
fue arbitrario, x € (Jycy Ax. Para la otra contencion, si # ¢ LiA), entonces existe un
abierto U que contiene a x tal que el conjunto {\ € A: Ay NU # @} no es residual, o
de forma equivalente, el conjunto ¥ = {A € A: Ay NU = @&} es cofinal. En conclusién,
para toda A € ¥, A\NU = &, es decir, x ¢ (J,c5 Ax. La igualdad para el conjunto
LsA) se resuelve de forma anéloga. O

Definicién 3.11. Dada una red {A)}xea de subconjuntos de un espacio X, decimos
que ésta converge en el sentido de Kuratowski-Painlevé a un subconjunto A C X, si
A =LiA) = LsA, y, en este caso, escribimos K-LimA) = A.

La definicién anterior nos da una herramienta para tratar la convergencia en redes de
espacios de conjuntos, en particular, para el hiperespacio CL(X). Hacemos notar que la
convergencia en el sentido de Kuratowski-Painlevé no es equivalente a la convergencia en
Vietoris*. Por ejemplo, si consideramos a R con la topologfa usual, entonces la coleccién
anidada de cerrados {F}, },en definida por F,, = [n,00) cumple que ;e Fi = @ y, en
consecuencia, K-LimF; = @ ¢ CL(R), es decir, V-LimF; no existe ya que V-Lim
no puede tomar como valor limite al conjunto vacio. Pese a esto, la convergencia en

4La convergencia en Vietoris es simplemente la convergencia de una red en un hiperespacio generado
por la topologia Ty, la cual denotamos por V-Lim.
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Kuratowski-Painlevé es muy 1til para encontrar limites de subconjuntos cerrados, con
la cual damos una forma equivalente de tratar la convergencia en un hiperespacio.

Recordando el Teorema 1.3, las colecciéon P = P y P~ forma una subbase para
CL(X). De igual manera podemos definir para CL(X) dos topologias méas pequenas:
la, generada por la base de abiertos P y la generada por la subbase de abiertos P,
las cuales denotamos por topologia superior de Vietoris Ti/+ y topologia inferior de
Vietoris Ty -, respectivamente. Definimos estas dos topologias para dar un criterio sobre
la convergencia V-Lim y K-Lim. Para ello mostramos algunos resultados previos.

Definicién 3.12. Dados los espacios topoldgicos (X,7T1) y (X, T3) definimos el nuevo
espacio (X,T; V T») donde T7 V T; es la topologia generada por los conjuntos U NV,
donde U € Ty y V € Ty. A Ty V T se le suele llamar la topologia supremo® respecto
a T1 y T2.

Proposicién 3.13. Dada una red {z)} ca de elementos de un espacio X y zp € X.
Entonces {x)}rca converge a xg en (X, 71V Ts) si y sélo si {z)}repa converge a z( en
(X7 Tl) y (Xv T2)

Demostracion. —) Esta implicacién es directa usando que Ty C Ty VTa y To C Ty V.

<=) Sea U NV un abierto bésico de xy en (X, T V T»). Como x( es un punto limite
en (X,T1) y (X,T3), los conjuntos {A € A: {z\} NU # @} y{A € A: {z\} NV # @&}
resultan residuales. Usando el hecho de que A es un conjunto dirigido, es sencillo verificar
que el conjunto {A € A: {z\} NUNV # &} es residual. O

Por el Teorema 1.3, Ty, = Ty + V Ty, —, por lo tanto podemos aplicar la Proposicién
3.13 a un hiperespacio como sigue.

Proposicién 3.14. Si {A)}ca es una red de subconjuntos de X y A C X. Entonces
V-LimA) = A siy sélo si {Ay}aen converge a A en (CL(X),Ty+) y (CL(X), Ty -).

Ya con lo visto hasta ahora, podemos mostrar la siguiente proposicion que relaciona
a la convergencia Kuratowski-Painlevé con la convergencia en el hiperespacio CL(X).

Proposicién 3.15. Si {A)}rca es una red de subconjuntos no vacios de X, entonces
{Ax}rea converge a K-LimA)y en (CL(X), Ty -) si K-LimA) existe y es no vacio.

Demostracion. Supongamos que K-LimAy = A # @ y sea (U1)” N--- N (U,)~ un
abierto basico de A en Ty-. Si z; € ANU;=LiA) N U; para cada i < n, entonces
existe \; € A tal que Ay NU; # @ para toda A = A;. Como A es un conjunto dirigido,
existe A\g € A tal que A\g = \; para cada ¢ < n. Con esto, si A = Ag, entonces Ay €
(U1)~ N...N(Uyp)~. Por tanto {A)}rea converge a A en (CL(X), Ty -). O

El lema siguiente es consecuencia inmediata de la proposicién 3.15.

Lema 3.16. Si {A)}\ca es una red de cerrados no vacios de un espacio X y A C X.
Entonces V-LimA) = A si K-LimA) = Ay {A)}xea converge a A en (CL(X), Ty +).

5Se le llama topologia supremo debido a que la coleccién de espacios topolégicos de un conjunto X
forma una reticula con respecto a la inclusién.
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Las redes en un espacio topolégico resultan importantes por su utilidad en la carac-
terizacién de la compacidad del mismo: un espacio X es compacto si y sélo si toda red
tiene una subrred convergente en X. El siguiente teorema debido a S. Mréwka muestra
que se puede prescindir de la propiedad de compacidad a un espacio para que una red
tenga una subrred convergente en el sentido de Kuratowski-Painlevé.

Teorema de Mréwka 3.17. [2] Si {A)} ca es una red de subconjuntos de X, entonces
{A)} e tiene una subrred convergente en el sentido de Kuratowski-Painlevé.

Demostracion. Sea B una base para el espacio X y {Ax}xea es una red de elementos
en CL(X). Si dotamos al conjunto {0,1} con la topologia discreta, los elementos del
espacio producto {0,1}” pueden ser vistos como funciones; g: B — {0,1}. Para cada
A € A y para cualquier U € B definimos;

. 1 siAxNU#o
fA(U)_{o siANU =2

Por el Teorema de Tychonoff, {0,1}5 resulta compacto y por tanto la red {f\}rea
tiene una subrred convergente { fa}xear.

Supongamos que {fy }xep converge a f, que B es enumerado por un ordinal «, es
decir, B = {U,: v < a} y que {0,1}5 = [1,<o {0,1}. Si f(Up) = 1 para algtin 8 < a,
entonces el basico {1} x [[,_.5{0,1} es un abierto de f y por tanto existe Ay € A’ tal
que fy € {1} x [, ,5{0,1} siy sdlosi fa(Ug) = 1 siy sélo si Ay NUp # @ para toda
X' = Xj. Afirmamos que LsAy C LiAy. Dado z € LsAy y Ug € B abierto de z en X
solo bastarfa probar que f(Ug) = 1. Si suponemos por contradicciéon que f(Ug) = 0,
entonces existirfa A} € A’ tal que si u = X} entonces f, € {0} x [[,,5{0,1}, y por
tanto, A, N Ug seria vacio eventualmente, contradiciendo el hecho de que z € LsA),
por lo tanto f(Ug) =1, y asi € LiAy. Como ademas se tiene la contencién evidente
LiAy C LsAy, se obtiene que {Ay }xear es una subrred convergente en Kuratowski-
Painlevé, haciendo notar que K-LimAy € CLy(X). O

Para finalizar esta seccion damos el teorema que caracteriza a los conjuntos com-
pactos de un hiperespacio en términos de sus elementos, cuya demostracion requiere
del apoyo de la convergencia Kuratowski-Painlevé.

Teorema 3.18. Si X es un espacio T3 y K es un subespacio de CL(X). Entonces K es
compacto siy sélo si K es cerrado y se cumple la siguiente condicién;

(*) para todo K € CL(X), para toda il cubierta abierta de K en X,
existe una subcubierta finita § de 4 tal que (K)”™ N K C U (F)~.
Feg

Demostracion. =) Dado un subespacio compacto K de CL(X), la condicién de ser
cerrado resulta inmediata al ser CL(X) un espacio T5. Ahora, sea K cerrado no vacio
en X y 4 cubierta abierta de K. Notamos que (K)~ N K resulta cerrado en K y por
tanto compacto. Consideremos a la coleccion U = {(U)™: U € U} y mostremos que
ésta es una cubierta abierta de (K)~ N K. Dado A € (K)”" NK, como ANK #ay i
es cubierta de K, existe U € U tal que (ANK)NU # @ lo que implica que ANU # &
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y asi U es cubierta abierta de (K)~ N K. Como (K)~ N K es compacto, existe una
subcubierta {(U1)~, ..., (U,)~ } de U tal que (K)~ NK C |J;; (U;) . Luego definiendo
a g ={Ui,...,U,} C 4 se obtiene el resultado.

<=) Sea {Ax}xea una red de elementos en K. Por el Teorema de Mrowka 3.17, existe
una subrred {Ay }yepr con K-LimAy, = A para algin A € CLz(X). Supongamos que
{Ax}ren no converge a A en (CLy(X), Ty +), es decir, existe un abierto basico (U)*
de A en el cual {N € A’: Ay, C U} no es residual. Como X\U C X\A = X\LsAy y
U#X (siU=X,{N eAN: Ay CU} serfa residual), cada z € X\U no es punto de
acumulacién de {Ay }yepr v por consiguiente existe una vecindad abierta U, de x de
tal forma que {N € A’: Ay NU, # @} no es cofinal o equivalentemente existe X, € A’
de tal modo que U,NAy = &, para X' = .. Ahora si definimos a { = {U,: z € X\U},
ésta es una cubierta abierta (no vacia) del conjunto cerrado X\U. Usando la hipdtesis
(*), existe una subcubierta finita § de Y, digamos § = {U,1,...Uzn} que cumple:
(X\U)"NK C U (Ugi)~. Si elegimos a p € A’ tal que p = X, para cada i < n,
entonces U,; N Ay = @ para N = p. Por lo anterior, como {Ay }yea € K si N = p,
(X\U)NAy = @ siysdlosi Ay C U, lo cual contradice el hecho de que {\ € A": Ay C
U} no sea residual. Por tanto, {Ay }year converge a A en (CLy(X), Ty/+). Ademsds,
como el conjunto vacio en un punto aislado en CLz(X) se tiene que A # @. Ya con
esto, { Ay} e converge a A en (CLyH(X), Ty/+) y K-LimAy, = A, y por el Lema 3.16,
V-LimA), = A. Finalmente por ser K cerrado, A € K. O
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Capitulo 4

Pseudocompacidad

Decimos que un espacio X es pseudocompacto si toda funcién continua f: X — R
es acotada. Esta propiedad en general es mucho mas débil que cualquiera de las demas
propiedades derivadas de la propia compacidad, ya sea compacidad, compacidad nu-
merable, compacidad secuencial, paracompacidad o metacompacidad. Respecto al tema
de hiperespacios, si recordamos el Lema 3.3, el hiperespacio CL(8X) resulta ser una
compactacion del hiperespacio CL(X). Una pregunta interesante serfa el saber si se
cumple el homeomorfismo CL(5X) ~ B(CL(X)). Es decir, la compactacion CL(SX)
resulta equivalente a la compactacién de Stone-Cech de CL(X). Respecto a este pro-
blema, existe una respuesta parcial. En [14] James Keesling da una condicién necesaria
para la cual se cumple la igualdad CL(8X) ~ B(CL(X)) y esta condicién es que CL(X)
sea pseudocompacto. Mds tarde John Ginsburg da un prueba de este hecho [11], la cual
veremos en este capitulo y serd nuestro resultado principal.

Al hablar de compactaciéon de un espacio Y en general, estamos pidiendo como
minimo que Y sea Tj 1,y en el caso de hiperespacios requerimos como minimo que
CL(X) sea T3 o equivalentemente que X sea Ty, como fue visto en el Corolario 3.4. Por
lo cual en este capitulo supondremos en todo momento que X es Tjy.

Dado un espacio X, denotamos por C*(X), al conjunto de todas las funciones reales,
continuas y acotadas definidas en X. Decimos que un subconjunto Y de un espacio X
estd C* - encajado en X, si toda funcién f € C*(Y) tiene una extensién continua
sobre X.

Proposicién 4.1. Si f € C*(Y) y Y estd C* - encajado en X entonces existe una
extension h de f a X, tal que h es acotada.

Demostracion. La prueba es directa teniendo en mente que si f(Y) C [-M, M] para
algin real positivo M, y g es una extension continua de f sobre X, entonces la fun-
ciéon h: X — R definida por la correspondencia, h(z) = min{M, max{g(x), —M}} es
continua, acotada y extiende a f. ]

Lema 4.2. Sean X,Y y Z espacios, tales que X estd C* - encajadoen Y y Y estd C*
- encajado en Z . Entonces X estd C* - encajado en Z.

95
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Demostracion. La prueba es inmediata extendiendo cualquier funciéon continua y aco-
tada f: X — R a una funcién continua y acotada g: ¥ — R , para después extenderla
a una funcién continua h: Z — R. ]

Lema 4.3. Dado un espacio X, si D C X y § es una coleccién abierta localmente finita
de X cuyos elementos son ajenos dos a dos, de tal forma que § cubre a D y para cada
V eF, [VND| =1, entonces D estd C* - encajado en X.

Demostracion. Sea f: D — R continua y acotada. Por hipdtesis para cada elemento
z € D, podemos tomar V, € § con z € V.. Como X es T; 1 existe una funcién continua
gz: X — [0,1] con g.(z) = 1y ¢g.(X\V.) = 0. Si ahora definimos a F': X — R por
la correspondencia F(z) = X,cpf(2)g.(z), afirmamos que F estd bien definida, es
continua y extiende a f. Para ver que F extiende a f, si tomamos x € D,

F(r) = 2.enf(2)9:(%) = Ziep\ (2} f(2)92(2) + [(2)ga(2)-

Como |V, ND| = 1 para z € D\{z}, entonces x ¢ V,, con lo cual g,(z) = 0. Y
asi F(z) = f(x)g.(x) = f(z). Para ver que F estd bien definida sélo basta probar
que F(z) € R para toda x ¢ D. Seay ¢ D, si y € V,, para algin zo € D, al ser
§ una coleccién de abiertos ajenos dos a dos, se tiene que si z ¢ D\{xz¢}, entonces
9:(y) = 0. Por tanto |F(y)| = |f(x0)||gz, ()] < |f(x0)| < 0o. Si por el contrario y ¢ V
para todo V € §, entonces g,(y) = 0 para toda z € D, es decir, F(y) = 0. Por tltimo
tenemos la continuidad. Sea = € X, y U una vecindad abierta de F'(z) en R. Al ser §
localmente finita, existe un abierto W en X que sélo intersecta a una cantidad finita
de elementos de §, digamos {V,,...V,, }. Por esta razén F|y: W — R esta definida
como Flw(x) = ¥, f(2:)g,(x). Claramente F|y es continua, por lo que F~1y (U)
es un abierto en W, y mas ain como W es abierto en X, F~ |y (U) es abierto en X.
En conclusién, z € F~ Yy (U) y F(F~Yw(U)) C U, es decir F es continua. O

Teorema 4.4. Si CL(SX) ~ B(CL(X)), entonces X y CL(X) son pseudocompactos.

Demostracion. Para esta prueba primero probaremos que X es pseudocompacto. Por

contradiccion, si suponemos que X no es pseudocompacto, por el Teorema E.53, exis-
. . . , X

te una {V,},n sucesién decreciente de abiertos no vacios tal que V,y;~ € Vj,, con

Mpen Vi = 9. Si para cada n € N definimos a K, = THX y Un = (Vo) N {(X\Kpt1)~.
Es claro que K,, € U,. Ahora afirmamos que la coleccién U = {U,: n € N} es localmen-
te finita en CL(X). Para esto, sea K € CL(X), y x € K. Como (), .y K, = 9, existe
m € N tal que z ¢ K. De tal forma que K € (X, X\K,,), con (X, X\K,,) "\Uy, = & si
k > m+1. Luego 4 es localmente finita. Ahora si definimos a D = {K,,: n € N} yU] =
U \{K1, ..., K,_1} observamos que U,ND = { K, } para cada n € N, de lo cual se sigue
que D es un subespacio discreto de CL(X). Como CL(X) es T, existe una coleccién de
abiertos ajenos dos a dos {V,,: n € N} de tal manera que K,, € V,, para toda n € N. Si
ahora tomamos a la coleccién 20 = {U], NV, : n € N}, esta cumple ser localmente finita,
con elementos ajenos dos a dos con U}, NV, ND = {K,,} para toda n € N. Por el Lema
4.3, D estd C* - encajado en CL(X) y usando al encaje F del Lema 3.3, (D) esta C* -
encajado en F(CL(X)). Por hipétesis, CL(SX) ~ B(CL(X)), es decir, por la propiedad
universal de la compactacién de Stone-Cech, F(CL(X)) estd C* - encajado en CL(BX).
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Haciendo uso del Lema 4.2 con los espacios F(D), F(CL(X)) y CL(SX), concluimos que
F(D) esta C* - encajado en CL(BX). Como F(D) = {F(Ky): n € N} es un subespacio
discreto de CL(SX), la funcién f: F(D) — R definida por la correspondencia

1 sin esimpar

F(F(Kn)) = {O si n es par

es continua y acotada. Por otro lado la sucesion {F (K, )}nen de cerrados no vacios en
CL(BX) es decreciente y por lo tanto

LiF(Ky)n = LsF(Ky)n = () FRKa) 7Y = N F(&
neN neN

Afirmamos que K-LimF (K, ), = [,y F (Kn) # @. Si por el contrario, (), oy F (Kn) =
@, al ser CL(BX) compacto, existirfa m € N tal que %, F(K;) = F(Kp) = &, lo
cual contradice el hecho de que {V},},en era en principio una sucesién de abiertos no
vacios. Luego K-LimF (K, ), # @. Finalmente, al poder extender continuamente a f
con una funcién F': CL(SX) — R, se tiene que

F(K'Limf(Kn)n) = F( lim ]:(Kn)n) = lim F(]:(Kn)) = lim f(]:(Kn))a

n—0o0 n—00 n—oo

pero esto es una contradiccién ya que la sucesién {1,0,1,0,1,0,...} no es convergente
en R. En conclusién X es pseudocompacto.

Para finalmente mostrar que CL(X) es pseudocompacto, usaremos la equivalencia dada
por el Teorema E.53 inciso (iv). En efecto, sea A un conjunto G5 no vacio en CL(X)
y supongamos que A = [, oy Wn con W, abierto en CL(SX) para toda n € N. Sea
K € A. Como K € W, para cada n € N, podemos tomar un abierto bésico W),
(U7, ...,0% ) en CL(BX) con K € W), € W,. Como X es Ty y K C U™ U”
existe un abierto G, en X de tal forma que K C G, C Gnﬂ C Uy;"l U para
toda n € N. De esta manera, si fijamos a n € N, entonces para cada k < my, los
abiertos G} = U}’ N Gy, resultan no vacios e intersectan a K. M4ds atin, observamos
que K € (GY,...,G}, ) €W, C A. Por otra parte si G = [,ey Uity G = Npen Gns
entonces para cada n € N y para cada k < m,, G N G es un conjunto G5 no vacio
en $X. Como ya hemos mostrado que X es pseudocompacto, por el Teorema E.53,
podemos tomar a un elemento 2} € Gy NGNX. Si B={2} € X:neNyk <m,},
se tiene que

_ _ _ ——BX _ mn
B*cB™cad™=Na cN& <Y
neN neN neNi=1
y afirmamos que B ¢ CL(X) N A. Para esto, por como fue definido B, B N Ul # @
para toda n € N y para cada k < m,,, y ademas BY C UM U, es decir,
BY ecc(x)n (Wi CeL(X)n () Wa CCLX) N A,
neN neN

En conclusién CL(X) es pseudocompacto. O
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Teorema 4.5. Dado un espacio X, si X" es pseudocompacto, entonces SF,(X) ~
Fn(BX) para toda n € N.

Demostracion. Sea f: F,(X) — [0, 1] una funcién continua. Para probar que SF, (X) ~
Fn(BX), por la propiedad universal de la compactacién de Stone-Cech solo basta ver
que f tiene una tnica extensién continua al espacio F,(8X). Si recordamos a la fun-
cién pp: X" — Fp(X) de la Proposicién 1.10, la funcién F': X™ — [0, 1] definida por
F = f op, resulta continua. Luego, por el Teorema .86, existe una funcién continua
G: (BX)" — [0,1] tal que G|x» = F. Ahora para cada n € N la funcién h,: (6X)" —
Fn(BX) definida por la correspondencia hy,(z1,...,2,) = {z1,..., 2n}, resulta continua
y cerrada por la Proposicién 1.10. Mas ain, para cada z = {z1,...,2m} € Fn(8X),
sia = (a1,...,an) y b = (b1,...,b,) son tales que a,b € h_!(z), al ser X denso
en BX, por el Teorema D.39 para cada z; € z, existe una red {z}rcn de elemen-
tos en X, de tal forma que {zf‘} AcA converge a z;. Ya con esto no es dificil probar

que la red definida por {zi\,...,zfn} reA en BX converge a z. Si ahora para cada
i < nyalguna j < m a; = z; (andlogamente si b; = z;), definimos a af‘ = zj)‘
(b} = zj‘) Ya con esto, las redes {(a?,...,a))xea v {(07,...,0)) }aea en (BX)™ con-
vergen ambas a a y b respectivamente ya que cada una de las entradas o proyec-
ciones de red lo hace. Ademas {(a,...,ap) aea v {(B7,...,b))}ren son redes que
s6lo constan de elementos de X™, es decir, {G(a},...,a)) aer = {F(a?,...,a)) }ren ¥

{G(b, ..., D) aer = {F (D7, ...,b)) }rea. Luego, por como fue definida F, (F = fop,),
y el Teorema D.42, F(a3,...,a)) = F(b},...,b)) paracada A € A,y {F(b7,...,b)) }ren
y {F(a,...,a})}rea convergen a G(a) = G(b). En conclusién para cada z € F,(8X)
el mapeo G o h;!(z) estd bien definido. Finalmente, como h,, es continua, cerrada y
suprayectiva, por los Teoremas B.28 y B.29, la funcién H = Goh, !(z) resulta continua,
y para todo z € F,(X), H(z) = Goh,;'(2) = Gop,(z) = Fop,'(z) = f(2), es decir,
H es una extensién continua de f al espacio F,(8X).

(BX)" — F,(8X)

G

[0,1]

Para ver que H es unica, sélo basta ver que al ser X denso en 58X, haciendo uso de
la Proposicién 1.14 (a), el espacio F,,(X) es denso en F,,(5X) y por el Teorema B.19,
H queda completamente determinada por F,(X), es decir, H es tnica. En conclusion,
BFa(X) = FulBX). O

Teorema 4.6. Dado un espacio X, si X" es pseudocompacto entonces JF,,(X) es pseu-
docompacto para toda n € N.

Demostracion. Para cada n € N, si tomamos a la funcién continua y suprayectiva
Pn: X" — Fn(X) definida en la Proposicién 1.10, por el Teorema E.54, F,, (X) resulta
pseudocompacto. ]



Capitulo 5

Conexidad y disconexidad en
hiperespacios

Con respecto a la conexidad y disconexidad en hiperespacios, en este capitulo mos-
tramos algunos enunciados que tratan estas propiedades y como estén relacionadas con
sus subespacios.

Proposicién 5.1. Si B es una subcoleccién de elementos de CL(X), B es conexo! y

alguno de sus elementos es conexo, entonces | J B es conexo.

Demostracion. Sean U y V abiertos en X tales que JBCUUV y (UB)NUNV = @.
Lo que tenemos que demostrar es que |JB C U 6 |JB C V. Por hipétesis, existe un
E € B conexo, por tanto al cumplirse que £ C | JB C UUV y ENUNV = &,
esto implica que £ C U o E C V. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
E C U y con esto afirmar que |JB C U. Para mostrar lo dltimo, si suponemos por el
contrario que | JB NV # &, entonces existe E' € B tal que E' NV # &. Con esto los
abiertos (U) y (V)™ resultan no vacios y ademds tienen algin elemento de B (E y E’
respectivamente). Ahora, dado un elemento en B, éste puede estar contenido en U o
intersectar a V' y s6lo hay esos dos posibles casos ya que |JB C U UV, por lo tanto
BC ({(U)ynB)U(V)"NB) donde (U)NBy (V)™ NB son abiertos no vacios de B. Por
ultimo, como B es conexo, existe W € ((U)NB)N((V)~ NB) # &, el cual cumple que,
W CU,WNV # @y W € B,locual implica que @ # WNVNU C (JB)NVNU pero
esto es una contradiccién con la suposicion inicial, por tanto BNV =2, UBC Uy
asi |J B es conexo.

O

Teorema 5.2. Para toda n € N, si X es un espacio 17, entonces X es conexo si y solo
si F(X) es conexo.

Demostracion. =) Dada n € N, como la conexidad se preserva bajo productos finitos,
X" es conexo. Por la funcién definida en la Proposicién 1.10, p,(X™) = F,(X) resulta
conexo.

'La defincién de espacio conexo se puede consultar en los Preliminares seccién A.15.
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<=) La prueba es directa usando la Proposicién 5.1 si tomamos la subcoleccién B =
Fn(X) ya que U Fn(X) = X. O

Teorema 5.3. Si X es un espacio 77, entonces X es conexo si y sélo si CL(X) es
conexo.

Demostracion. —) Como X es conexo, X" resulta conexo para toda n € N y por la
Proposicién 1.10, F,,(X) es conexo. Como {F,(X)}nen es una sucesién creciente de
espacios conexos cuya interseccién es no vacfa, |J, ey Fn(X) = F(X) es conexo. Por
ultimo, haciendo uso de la Proposicién 1.14, F(X) es denso, y por tanto, la cerradura
de éste es conexa, es decir, F(X) = CL(X) es conexo.

<=) Usando la Proposicién 5.1 con B = CL(X), es claro que {z} es conexo y pertenece
a B para toda x € X. Por tanto, | JB = X es conexo. O

De la prueba del Teorema 5.3 se demuestra que el subespacio F(X) resulta conexo.
De hecho una prueba similar usando los resultados anteriores muestra que F(X) es
conexo si y s6lo si X es conexo en espacios 7T7. Usando este iltimo resultado podemos
dar condiciones en términos de F(X) para que un subconjunto de A(X) (una coleccién
de subconjuntos no vacios de X') sea conexo.

Lema 5.4. Para toda n € N, la funcién H : A(X)" — A(X) definida por la corres-
pondencia (E1,..., E,) — [J;_, E; resulta continua. Lo mismo si cambiamos A(X)
por CL(X) o CLz(X).

Demostracion. Para el caso n = 2, si (F1, F) es un elemento arbitrario en A(X)? y
EyUE5 € (Uy,...Uy), en analogia con la prueba de la Proposicién 1.10, el conjunto

U{(Ua(l)ﬂ. . .ﬂUa(k))X(Ug(k+1)ﬁ. . .ﬁUJ(m)): 1<k<m,o:{1,...,m} = {1,...,m}},

resulta en un abierto de (E1, F3) cuya imagen bajo H se queda contenida en (U, ... Up,).
Los casos n # 2 son andlogos. O

Proposicién 5.5. Sean X un espacio 77 y Ai,... A, subconjuntos conexos X. Si
F(X)N(Ay,...A,) C G C <I1X, .. .A7nX>, entonces G es conexo. Donde (Aj,... A,)
es abierto en A(X).

Demostracion. Sea B = (Ay,...Ay,). Por el Teorema 5.2, F(A;) es conexo, para cada
i <n, . Como el producto arbitrario de conexos es conexo, resulta que [[;"; F(A;) es
conexo en A(X)™. Por otro lado usando la funcién H del Lema 5.4, H([[;", F(4;)) =
F(X)N(A1,...Ay). Por tanto, F(X)N(Aj,...Ay) es conexo. Como F(X)N(Aq,...Ap)

es denso en (A1, ... Ay) tenemos la igualdad (Ag,... A,) = F(X) N (A4,... An)B, y por
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ser (Ay,...A,) abierto en A(X) se tienen las siguientes igualdades:

A A —FoOn (A An>BA(X)
— FO N (A, A .An>A(X)
— FOX) N (AL, A N (Ar, Ay )
— FX) N (A5, A

Por el Teorema 1.4 (e) y lo anterior se sigue que si, F(X) N (A,...A,) € G C
<A71X, . A7nX> = (Aq,... An>A(X) = F(X)N(Aq,... An>A(X), G se queda conteni-

do entre un conjunto conexo y su cerradura, y por ende, es conexo. LLa misma prueba es
vélida si cambiamos A(X) por CL(X) 6 CLz(X) y con Ay,... A, abiertos conexos. [

Recordamos que un espacio es cero - dimensional si es T1 y tiene una base de
abiertos-cerrados®. Un espacio es totalmente disconexo si cualesquiera dos puntos
distintos pueden ser separados por un abierto-cerrado. La siguiente proposicién rela-
ciona estas propiedades entre un espacio X y los espacios K(X) y CL(X).

Proposiciéon 5.6. Si X es un espacio 11, se tienen los siguientes resultados.

(a) X es cero-dimensional si y sélo si K(X) es cero-dimensional.

(b) X es totalmente disconexo siy sélo si K(X) es totalmente disconexo.
(¢) X es discreto si y sélo si K(X) es discreto.

(d) X no tiene puntos aislados si y sélo si CL(X) no tiene puntos aislados.

(e) Si X es Ty, entonces C(X) es cerrado en CL(X).

Demostracion. (a) =) Dado K compacto, al ser X cero-dimensional, todo z € K
tiene una vecindad abierta-cerrada V. Como la coleccién {V, : x € K} es una
cubierta abierta de K, y K es compacto, existe una subcubierta finita de K
digamos {Vy1, Vzo, ..., Vam }. Si definimos al subbésico (| J;" Vi), éste resulta ser
un abierto-cerrado en CL(X) que contiene a K.

<=) La prueba es directa viendo a X ~ F;(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

(b) =) Dados K y K’ compactos distintos no vacios tales que K'\K # &, fijamos
xo € K'\K. Como X es totalmente disconexo, para cada xy € K existe un abierto-
cerrado Uy tal que xp € U y x¢ ¢ Ug. Como la coleccién {Uy : k € K} resulta
ser una, cubierta abierta de K con K compacto, extraemos una subcubierta finita
{Us1,Uk2, . .., Ugm }. Con esto, el conjunto |J;"; Uy, resulta ser un abierto-cerrado
que contiene a K y ademds separa a K y x¢. Si definimos al subbasico (\J;~; Us;),
éste resulta ser un abierto-cerrado en CL(X) que contiene K pero no a K'.

<) La prueba es directa viendo a X ~ F;(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

2Un conjunto es abierto-cerrado si es abierto y cerrado a la vez.
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—) Como X es discreto, sus subconjuntos compactos son finitos y por esto los
abiertos basicos V({x1},{z2},...,{zm}) con {z1,22,...,2n} € K(X) = F(X)
constituyen una base de abiertos singulares.

<) La prueba es directa viendo a X ~ F;(X) como subespacio de K(X) por el
Corolario 1.11.

=) Si CL(X) tuviera algin punto aislado, digamos K, existiria un basico V =
(Uy,Us,...,Upy) tal que ¥V = {K}. Por esta razén para cada i < m |[K NU;| = 1.
Por el contrario si para una j en particular |K N U;| > 1, para cada ¢ < m
podriamos tomar a x; € KNU; y zjr € (K NU;j)\{z;}, donde {x1,22,...,2n} C
{z1,22,...;xpn} U{zy} € K con {x1,22,...,25} €V, lo cual es una contradic-
cién.

<=) Si X tiene algin punto aislado, digamos x, entonces {{z}} es un punto
aislado de CL(X).

Sea K un cerrado no vacio en X con K ¢ C(X). Por la Proposicién A.16, existen
abiertos ajenos U y V en X talesque K CUUV, UNV =2y KNU # @ # KNV.
Si tomamos al abierto (U, V), claramente K € (U,V). Ademas, si L € (U,V),
LCUUV, LNU#2#LNVycomoUNV =g esclaroque LNUNV =g,
es decir, L no es conexo. Por tanto, C(X) N (U,V) = &, con K € (U,V). En
conclusién, C(X) es cerrado en CL(X).

O]



Capitulo 6

Métrica de Hausdorff

Una de las propiedades elementales que podemos pedirle a un espacio topoldgico
es el ser metrizable. Esta propiedad es importante por el hecho de tratar conceptos
como la convergencia en términos de una distancia. Cuando llevamos la metrizabilidad
a espacios de conjuntos no solo tendremos los beneficios de estar en un espacio métrico,
sino que ademas, los elementos pueden darnos informacién adicional como lo expuesto
en la seccion 3.2. Por esto, es natural preguntarse que relacién guarda un espacio X
con el hiperespacio CL(X) respecto a esta propiedad. Por ejemplo, sabemos que al
poder ver a X como subespacio cerrado de CL(X), si el hiperespacio es metrizable, de
igual manera X lo es. Por otro lado, si X es compacto y metrizable, el hiperespacio
CL(X) también resulta ser metrizable, es decir, es posible dar una métrica con la cual
generemos a (CL(X),Ty). Esta métrica es llamada métrica de Hausdorff, 1 la cual
definimos a continuacion.

Definicién 6.1. Dado un espacio métrico (X, d). Para un subconjunto A C X y € > 0,
definimos la nube de radio ¢ centrada en A con respecto a la métrica d como el
conjunto

Ny(e,A) ={z € X : d(z,a) < € para alguna a € A}.

Observamos que Ny(e, A) = J,eq B(e,a), donde B(e,a) = {r € X : d(z,a) < e}.

Definicién 6.2. Dado un espacio métrico y compacto (X,d) tal que d es una métrica
acotada, definimos la funcién Hy : CL(X) x CL(X) — R como

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ny(e,B) y B C Ny(e,A)}.
La funciéon Hy; la llamaremos métrica de Hausdorff.

Debido a la Definicién 6.2 a partir de ahora supondremos que X es un espacio com-
pacto y que d es una métrica acotada, y por tanto podemos reemplazar a CL(X) por
K(X).

Lema 6.3. Si K, L € K(X) y x € K, entonces existe y € L tal que d(z,y) < Hy(K, L).

!Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero de 1942). Matemdtico alemén.
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Demostracion. Sea x € K, y supongamos que 0 < § = Hy(K,L). Sea {ey,}nen una
sucesién decreciente de nimeros positivos tal que lim, e, = § y K C Ny(ey, L).
Esta sucesién existe al ser el conjunto {¢ > 0: K C Ny(e,L) y L C Ny(e, K)} no vacio.
Como K C J,c;, B(en, 2), para cada n € N, tomamos a y, € L tal que d(z,y,) < &n.
Como L es compacto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la sucesion
{Yn}nen converge a y € L. Por otro lado, como la funcién d(z,-) : X — R es continua
se tiene que,

d(z,y) = d(z, V-Lim{y, }) = nl;n;o d(z,yn) < nlggo en=0=Hy(K,L).

Teorema 6.4. La métrica de Hausdorfl Hy; es, en efecto, una métrica.

Demostracion. Las propiedades que debe cumplir H; para ser una métrica son,
(1
(i

(iii

, para todo A, B € K(X).

Hy =0siysélosi A= B.

Hy Hy(B, A), para todo A, B € K(X).

) Ha(A, B) >
) Ha(A, B)
) Ha(A, B) =
) Hy(A,C) < Hy(A, B) + Hy(B, C), para todo A, B,C € K(X).

(iv

Ya que las pruebas de los incisos (i) y (iii) resultan sencillas sélo mostraremos (i7) y (iv).

(11) =) Si Hq(A, B) = 0 supongamos que zg € B\A # @. Como B C Ny(e, A) para
toda £ > 0, existe una red en {a:}e>0 C A tal que d(zo,a:) < €, pero al ser A
cerrado con X espacio métrico, g € A, lo cual es una contradicciéon. Andloga-
mente, si A\B # &, por tanto A = B.

<) Si A= B, AC Ny(e, A) para toda e > 0 siy s6lo si Hy(A, A) < € para toda
e > 0siy sélosi Hy(A,B) =0.

(iv) Sea e > 0. Sea a € A. Por el Lema 6.3, existe b € B tal que d(a,b) < Hy(A, B).
Usando de nuevo el Lema 6.3 para el punto b, existe un elemento ¢ € C tal que
d(b,c) < Hq(B,C). Por la desigualdad del tridangulo en (X, d),

d(a,c) < d(a,b)+d(b,c) < Hy(A,B)+ Hq(B,C) < Hq(A,B) + Hy(B,C) +¢

Como a € A fue arbitrario, A C Ny(Hy(A

, Hy(B,C) + ¢,C). Repitiendo
la prueba para cualquier punto en C; C' C
d
C)

B) +
Na(Hq4(A,B) + Hq(B,C) + ¢, A).
Por definiciéon de Hy(A,C), Hy(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + . Como ¢ es

arbitraria, Hy(A,C) < Hq(A, B) + Hq(B
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Una observacién til de esta métrica que usaremos mas adelante es la siguiente:
Dado € > 0 tal que Hy(A, B) < ¢ donde A y B son compactos fijos no vacios, al ser
H; el infimo de un conjunto, debe existir 6 > 0 con Hy(A,B) < § < ¢, de tal forma
que A C Ny(6,B) y B C N4(6,A) y por definicién de las nubes Ny, A C Ny(e,B) y
B C Nd(E, A)

Dado que hemos probado que la funcién Hy resulta ser una métrica para KC(X),
podemos hablar del espacio topolégico generado por esta métrica: (K(X),TH,). Co-
mo habiamos anticipado en la introduccién, mostraremos que el espacio topolégico
(K(X),Tv) es metrizable o de manera equivalente los espacios topolégicos (KC(X), Tx,)
y (K(X),Ty) son iguales.

Definicién 6.5. Dado un espacio métrico (X, d), si K, L € K(X), definimos a

dpg(K,L) = inf{d(z,y) :x € Kyye L}

Lema 6.6. Sea (X,d) espacio métrico. Si K,L € K(X) con K N L = &, entonces
dy(K,L) > 0.

Demostracion. Por contrapositiva, si suponemos que dy (K, L) = 0, entonces se cumple
que para toda n € N, existe x,, € K y y, € L tales que d(zp,yn) < % Como K y L son
compactos, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las sucesiénes {z, }nen
Y {Yn}tnen convergen a x € K y y € L, respectivamente. Por lo tanto, para ¢ > 0
arbitraria, podemos tomar m € N suficientemente grande de tal forma que se cumpla
la siguiente desigualdad;

d(z,y) < d(z,zm) + d(Tm, Ym) + d(Ym, y) < % + % + % =e.

Lo cual implica que = =y, es decir, K N L # &. O

A modo de observacién, en el lema anterior si no pedimos a K y L ser conjuntos
compactos, entonces dy (K, L) puede ser igual cero, por ejemplo en R?, los conjuntos
K={(z,-1):2 <0} yL={2):2 >0}, camplen lo anteriormente dicho.
Denotamos a By, (¢, K) = {L € K(X) : Hq(K,L) < e} como la bola abierta de radio ¢
centrada en K con respecto a la métrica Hy.

Teorema 6.7. Dado un espacio métrico (X, d), entonces Ty, = Ty .

Demostracion. Primero mostremos la contencién Ty C T'y,.

Para esta contencién lo que vamos a probar es que la subbase P de Ty dada en el
Teorema 1.3 se queda contenida en Ty,. Sea K € K(X) y U = (U)* vecindad de
K, con U # X. Como K N (X\U) = @ con X\U compacto no vacio, usando el
Lema 6.6, 0 = dy (K, X\U) > 0. Afirmamos que By, (6,K) C U. Si D € By, (0, K),
como Hy(K, D) < 0, en particular se cumple que D C Ny(9, K). Por contradiccién, si
suponemos que DN(X\U) # @&, tomando a algin z € DN (X\U), debe existir z € K de
tal forma que d(z,y) < J, pero esto querria decir que § = dy (K, X\U) < d(z,z) < 0,
lo cual es una contradiccién. Por tanto D € U.
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Por otro lado, sea L € K(X) y V = (V)™ un abierto de L, con V # X. Toman-
do un elemento x € LNV, por el Lema 6.6, 6 = dg({z},X\V) > 0. Afirmamos
que Bp,(0,L) € V. En analogia al caso anterior, si D € Bp,(d,L), y suponemos
por contradiccién que D C X\V, entonces como L C Ny(d, D), en particular para
x, existe z € X\V de tal forma que d(z,z) < 4, lo cual contradice el hecho de que
0 =dp({z}, X\V) < d(z,z) < 0, lo cual es una contradiccién. Por tanto D € V. Los
casos U = V = X son evidentes. De esta manera la subbase P se queda contenida en
la topologia Ty,

Ahora mostremos la contencién Ty, C Ty .

Sea K € K(X) yseac > 0. Como K es compacto, existen abiertos B(§,z1), ..., B(§,Zn)
de X que cubren a K para algunos x; € X, con KNB($,x;) # @ para toda i < n. Defi-
nimos alf = (B(£,z1),...,B(5,2,)) y tomamos D € U. Sea z € D. Siz € DNB(§,z;),
entonces d(z,r;) < §. Por otro lado, como K N B(§,r;) # 9, existe y € K tal que
d(y,z;) < 5y, de esta forma, d(z,y) < d(z,z;) +d(zj,y) < 4+ 5 =5. Alser z € D
arbitrario, D C Ny(5, K). Haciendo la misma prueba intercambiando los papeles de
K y D concluimos que K C Ny(5, D), con lo cual D C N4(5,K) y K C Ny(5,D), es
decir, Hy(K,D) < § < ¢. Por lo tanto K € U C Bp,(¢, K). O

Al ser el hiperespacio CL(X) metrizable, la convergencia de redes no sélo se sim-
plifica a convergencia de sucesiones sino que, ademads, al anadir la suposicién de ser X
compacto, conecta a las convergencia dada por la métrica de Hausdorff y la convergen-
cia de Kuratowski-Painlevé vista en la secciéon 3.2. A partir de ahora nos referiremos
a la métrica de Hausdorff por H en vez de Hy, bajo la aclaracién de que (X, d) es el
espacio métrico con el que estamos trabajando.

Teorema 6.8. Sea { A, } ,en una sucesién de elementos de K£(X). Entonces, K-LimA4,, =
A siy sblo si {Ay }nen converge a A en K(X) respecto a la métrica de Hausdorff H.

Demostracion. =) Si K-LimA,, = A, por la Proposicién 3.10, A es cerrado. Usando
la misma Proposicién 3.10, al ser X es compacto, solo bastaria probar que la familia

{UnEE A, : ¥ es residual en N} cumple la propiedad de interseccion finita. Pero esto

es sencillo si observamos que los conjuntos residuales de N con el orden usual <, son los
conjuntos de la forma [m,00) NNy (m, 00) NN para toda m € N, los cuales denotamos
solamente por [m,o0) y (m,o0), respectivamente, para simplificar notacién. De ésta
manera se puede demostrar por induccién sobre m que los conjuntos (", Une[m’ 00) A,
son no vacios para toda m € N y asi garantizar que LsA,, = A # @. Claramente la
base inductiva m = 1 se cumple, al ser los conjuntos {4, },en no vacios. Para m = 2,
como U,epa,00) An € Unept o) Any Probar que U, e o0y An N Upept, o) An # @ resulta
equivalente a que Une[2,oo) A, # O,y claramente esto tltimo ocurre por la misma
razon de que los conjuntos {4, },en son no vacios. De forma andloga se prueba por

induccién para m > 2. Ahora, por las Proposiciones 3.15 y 3.14, bastaria probar que
V*-LimA) = A. Sea U abierto en X tal que A € (U)". Como LsA, = A C U, esto

equivale a que
xwvex\( U 4= (X\U An).

meNn>m meN n>m
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Como X\U es compacto, existe mo € N tal que

X\Ug@(X\UAQ siysolosi | An:ﬁ U a.cu.
k=1

n>k n>mq k=1n>m

De tal forma que para n > mq, A, € (U)" y, asi, concluimos que V*t-LimA) = A.

<) De igual manera por las Proposiciones 3.14 y 3.15, al tener por hipdtesis A # &,
sélo basta mostrar que K-LimA,, existe, o equivalentemente K-LimA, = A. Para esto
demostremos que LsA, C A C LiA,. Al ser la prueba evidente para el caso A = X,
suponemos que A # X.

Sea z € X\A. Como X es un espacio T5 y A es compacto, existe un abierto V'
de X tal que A C V CV C X\{z}. Como A € (V), (V) es abierto en K(X) y
{ A, }nen converge a A, existe m € N tal que A, CV CV siy sélosi 4,N(X\V) = 2,
para toda n > m. Por tanto, como x € X\V, x no es un punto de acumulacién de
{Ap }nen, es decir, x ¢ LsA,. En conclusion LsA,, C A. Para mostrar que A C LiA,,.
Supongamos que |A| > 1y sea x € Ay sea U un abierto de z. Como A € (U, X\{z}),
entonces (U, X\{z}) es abierto en K(X) y {4, }nen converge a A. Asi, existe m € N
tal que A4, € (U, X\{x}) si n > m, en particular A, NU # & si n > m, por tanto
x € LiA,. La prueba para |A| = 1, es evidente. Por tanto LsA,, C A C LiA, y
asi K-LimA, = A. O

Debido al Teorema 6.8, podemos escribir lim,, o, H(A,, A) = 0 en vez de K-
LimA, = A.

Al estar trabajando en un espacio métrico y compacto X, la convergencia con
la métrica de Hausdorff H nos garantiza que cualquier sucesiéon de CL(X) tiene una
subsucesién convergente cuyo limite es un espacio métrico y compacto. Mas aun, nos
podemos hacer la pregunta: jcudndo el limite de estas sucesiones resulta conexo?. Para
responder esta pregunta introducimos el concepto de continuo. Decimos que un espacio
X es un continuo, si X es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Decimos
que Y C X es un subcontinuo de X si Y es un continuo con la topologia heredada de
X. Debido a esta definicién el conjunto C(X) se convierte en la coleccién de todos los
subcontinuos del espacio X cuya estructura topoldgica es la heredada por el hiperes-
pacio CL(X). Debido a esto, podemos contestar preguntas acerca de la compacidad y
conexidad de subconjuntos de X usando solamente la convergencia de la métrica H en
el espacio (C(X), H) por lo que tenemos el siguiente resultado importante.

Teorema 6.9. Si X es un continuo, entonces C(X) es compacto.

Demostracién. Como X es compacto, por el Teorema 3.1, CL(X) es compacto. Al ser
X métrico, X resulta ser Ty, por tanto usando la Proposicién 5.6 (e), C(X) es cerrado
en CL(X). Por tanto C(X) es compacto. O

Corolario 6.10. Si X es un continuo, entonces toda sucesion de subcontinuos de X
tiene una subsucesién convergente a un subcontinuo de X.
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Demostracion. La prueba es inmediata ya que al existir una subsucesiéon convergente
de C(X) su limite debe pertenecer a C(X), esto por la compacidad de C(X) debida al
Teorema 6.9. N



Capitulo 7

Normalidad implica compacidad

En el Capitulo 1.3, el Corolario 1.21 establece que si un hiperespacio CL(X) resulta
Ty, entonces ésta es una condicién suficiente para garantizar la compacidad numerable
de X. Una pregunta fuerte seria saber bajo qué condiciones adicionales, si es que las
hay, podemos garantizar que X es compacto. Evidentemente, como se vié en la sec-
cién 3.1, es suficiente con pedir a X ser Lindel6f. Sin embargo, como veremos en este
capitulo, no es necesaria una condicién adicional, es decir, la compacidad y normalidad
resultan equivalentes en CL(X). Para esto existen varias pruebas al respecto por auto-
res como Velichko [25] y Di Maio [6]. Debido a que las pruebas dadas por los autores ya
mencionados son extensas o hacen uso de una teoria mas avanzada de la vista en cursos
basicos de topologia general, presentamos una prueba mas sencilla dada por Keesling
[15], quien con el apoyo de la Hipdtesis del Continuo, realiza una prueba de este famoso
resultado.

Recordamos que la Hipdtesis del Continuo establece que no existe un conjunto A,
de tal forma que Rg < |A| < 2%,

Para mostrar la equivalencia entre la normalidad y la compacidad entre hiperespa-
cios, se necesita una serie de resultados previos los cuales por si solos dan informacién
adicional acerca de la naturaleza de los hiperespacios. Por ejemplo, si suponemos que
X no es compacto se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Si para un espacio X, CL(X) es Ty y X no es compacto, entonces X"
no es pseudocompacto para alguna n € N.

Demostracion. Supongamos que X no es compacto y que a su vez X" es pseudo-
compacto para toda n € N. Por ser X un subespacio cerrado de CL(X), X es Ty,
por tanto si SX es la compactacién de Stone-Cech de X, podemos tomar a un ele-

mento z € SX\X. Si ahora definimos al conjunto K = {K € CL(X) : z € FBX},
afirmamos que K es cerrado en CL(X) y, ademds, £ N F1(X) = @. Para ver que

K es cerrado, si tomamos L € CL(X)\K, entonces z € BX\EBX. Luego el conjunto

(BX\{z}) es abierto en CL(8X) y, ademsds, 7 ¢ (BX\{z}). Usando a la funcién F
del Lema 3.3, F~1((8X\{z})) resulta ser abierto de L en CL(X), de manera que si

K ¢ F~1((BX\{z})), entonces B = F(K) € (BX\{z}), es decir, z € ﬂX\FﬁX Y,
por tanto, KNFL((BX\{z})) = @. Como L fue arbitrario, se concluye que K es cerra-
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do. Luego para ver que K N F1(X) = &, s6lo basta observar que al ser 5X un espacio
Ty, para todo = € X, mﬁx = {x} y, por tanto, como z € SX\X, z ¢ mﬁx‘ Ya
con esto, al ser CL(X) un espacio Ty, por el Teorema B.21, existe una funcién continua
f:CL(X) = [0,1] tal que f|r,(x) =0y flx = 1. Si ahora definimos para cadan € N a
In = flr.x) : Fa(X) — [0, 1], entonces por el Teorema 4.5, 3F,,(X) ~ F,(BX) y, por
tanto, por la propiedad universal de la compactacién de Stone-Cech, existe una tnica
funcién continua G, : Fp,(6X) — [0,1] que extiende a g,. Notamos que por ser X
denso en SX por la Proposicién 1.14 (a), F1(X) es denso en Fi(5X). Més atin, como
{z} € F1(BX) C Fo(BX) y haciendo uso del Teorema D.39, existe una red {Ay}xea
de elementos de F1(X) que converge a {z}. Luego, por la continuidad de G,, y por
el Teorema D.42; se tiene que {Gn(A)}rxear = {gn(A)}rea = {f(A)}ren converge a
Gn({z}) para toda n € N. Ademds, por la suposicién de que f|r x) = 0, entonces
{f(A)}rer = {0} xea v, por ende, G,,({z}) = 0 para toda n € N. Ahora, por la conti-
nuidad de Gy, el conjunto G, ([0, 5=)) resulta un abierto de {z} en F,,(8X) para toda
n € Ny, por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe un abierto
U, de z en BX, tal que G, ([0, 5)) = (Upn) NF,(BX). Si ahora definimos a los cerrados
K, =U,NX en X para cada n € N, afirmamos que z € (), oy Knﬁx, ya que,

e NG =N GAXY = NTnx =N EX
neN neN neN neN

Luego, por el Teorema G.88, [,cy KnﬁX = Nhen E’BX ¥y, por tanto, z € [, cy Kn’BX.
Por esto tltimo, si K = [,y K, entonces por definicion del conjunto K se tiene
que K € K. Luego por ser F(X) denso en CL(X), por el Teorema D.39, existe una
red {F)}rea de elementos en F(X) que converge a K y, ademds, podemos suponer
que F\ C K para cada A € A. Afirmamos que para cada A € A, f(F)) = 0. Para
esto notamos que dado A € A, F), C K,, para cada n € N. Ahora, si suponemos que

|F\| = m para algun m € N, por la continuidad de G,,, se tiene que <mﬂx>ﬂfn(ﬁX) C

G- (o, 2%]) por lo que debido a las contenciones Fy C K, C mﬁx se concluye que

n
Fy € G ([0, Qik]), es decir, f(F)\) = gr(F)\) = Gi(F\) < 2% para k > m y esto implica
que f(F)) = 0. Por esta razon y la continuidad de f se concluye que f(K) = 0, pero
esto contradice el hecho de que f|x = 1, por lo tanto X™ no es pseudocompacto para

alguna n € N. O

La conclusién del Teorema 7.1 indica que se puede garantizar la compacidad de X
por medio de la pseudocompacidad no solamente del mismo X sino por lo menos de
todos sus productos finitos. Por esta razéon, podemos dar condiciones suficientes para
que los espacios X" sean pseudocompactos y, por ende, condiciones para que X sea
compacto.

Teorema 7.2. Si para un espacio X, CL(X) es T}y, entonces X es compacto, si se
cumple alguna de las siguientes propiedades,

(a) X es secuencialmente compacto.

(b) X es primero numerable.
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(c¢) La cerradura de todo subconjunto numerable de X es compacto.

Demostracion. (a) Por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto. Como X
es un subespacio cerrado de CL(X), se tiene que X es Tj. Luego por el Teorema
E.55 X es pseudocompacto. Ademads, por hipdtesis, X también es secuencialmente
compacto. Ya con esto, por el Corolario E.58, X" resulta pseudocompacto para
toda n € N y, usando el Teorema 7.1, se concluye que X es compacto.

(b) Por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto. Como X es primero nu-
merable y Ty, por el Corolario E.59, X" resulta pseudocompacto para toda n € N
y, usando el Teorema 7.1, se concluye que X es compacto.

(c) Primero probaremos que X es pseudocompacto. Supongamos por contradiccién
que existe una funcién continua g : X — R que no es acotada. Por tanto podemos
tomar a xz, € g !((—o0o,—n] U [n,00)) fijo para cada n € N. Si definimos al
conjunto numerable V' = {x, : n € N}, por hipétesis V es compacto y, por

tanto, como g(V') es compacto en R, existe m € R tal que g(V') C [-m, m], pero
esto implica que ;11 € V C V C g ([-=m,m]), lo cual es una contradiccién,
por tanto X es pseudocompacto. Ahora solamente probaremos que X X X es
pseudocompacto, ya que de forma andloga prueba que X" también lo es para n >
2. Supongamos nuevamente por contradiccién que X x X no es pseudocompacto
ysea f: X x X — R una funcién continua que no es acotada. Como f no es
acotada, para cada n € N existe (zp,w,) € X x X tal que |f(zn,wy,)| > n. Si
definimos al conjunto W = {w,, : n € N}, por hipétesis W es compacto y, asi, por
el Teorema E.57, X x W es pseudocompacto y, por tanto, f|xxw es una funcién
continua y acotada, pero esto es una contradiccién ya que |f|xxw (zn, wn)| > n
para cada n € N. Luego X x X es pseudocompacto. Por tanto, X es compacto.
O

Lema 7.3. Dado un espacio separable X, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Si A es un subespacio discreto de X, entonces |A| < 2%,

(b) Si B es una base para X, entonces |B| < 2%,

Demostracion. (a) Alser A un subespacio discreto, para cada x € A, existe un abierto
Vy en X tal que V, N A = {x}. Mds atn, al ser X un espacio T3, por el Teorema
A.8, podemos suponer que V, N A = {z}. Si D es un denso numerable en X, se
tiene que V, N D # & para toda z € X. Ya con esto, si definimos a la funcién
f:A— P(D) por la correspondencia f(x) =V, ND, afirmamos que esta funcién
es inyectiva. Para esto, sean z,y € A con z # y. Como z € V, y V,N A = {y}, se
tiene que = ¢ V. Luego, z € V;\V,, v, por la densidad de D, (V;\V,) N D # @.
Por dltimo, como f(y) C V,, se sigue que,

@ # (Ve\Vy) ND = (V; N D) N (X\V,) € f(2) N (X\Vy) € f(2)\f ().

Esto implica que f(x) # f(y), es decir, f es inyectiva. Ahora, f(A) es una co-
leccion de abiertos en D y, al ser D un subespacio de X, D tiene una base de
abiertos de cardinalidad a lo més |P(D)| = 2%0, por tanto |f(A)| < 2% y, por la
inyectividad de f, se concluye que |A| < |f(A)| < 2%,
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(b) Por el Teorema A.10, podemos suponer que B es una base que consta de abiertos
regulares. Si consideramos a la funcién g : P(X) — P(X) por la correspondencia
g(A) = Int(A), notamos que el conjunto imigen de g es la coleccién de todos
los abiertos regulares de X. Ahora si D es un denso numerable en X, usando el
Teorema A.11, la colecciéon B/ = {V ND : V € B} es una base para D que consta
de abiertos regulares. Al ser D numerable, se tiene que |B'| < |P(D)| = 2%,
Luego, para cada V € B, g(V N D) = Int(VND) = Int(V) = g(V) = V, es
decir, g es biyectiva en su imdgen, donde claramente g(B’') = B y, por tanto,
1B = B < [P(D)| = 2%.

O

Mediante el uso de recursion transfinita', el siguiente resultado nos da una cons-
truccion de una familia de cerrados la cual nos serd 1til en los dos teoremas siguientes.

Teorema 7.4. Si un espacio X es numerablemente compacto, no es primero numerable
y para un punto fijo z € X, si B, = {U, : @ < w1} es una base local de z tal que ningin
refinamiento? numerable de B, es base local de z, entonces existe una coleccién anidada
de cerrados { K }a<w, de tal forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Koi1 CU,.

2. Ko C K, sia>n.

3. Ky =({Kp:B <!}, silesun ordinal limite.
4. K, ={z}.

Demostracién. Definimos a B, = {E s < wi}. Sia < wp vamos a demostrar que
{2} € NgeaUs- Supongamos lo contrario, es decir, {z} = (3., Us. Ahora, dado
V € B,, se tiene que ﬂﬂ<a Ug C V. Luego, por ser X numerablemente compacto,
existen 1 < --+ < B < « tales que {z} C (2, Ug, € (%, Us, € V. Notamos que
este argumento lo hicimos para V € B, arbitrario, por tanto V = {ﬂvng[Oya] U, :
U, € B,y |F| < w} forma una base local para z, pero al ser & < wi, se concluye
V| < |a] = |w| = Ny, lo cual contradice el hecho de que ningtin refinamiento numerable
de B, es base local de z. Por tanto, {z} C ﬂﬂ<a75 para cada a < wi. Al ser X un
espacio T, haciendo uso del Teorema A.6 (iii), {z} = (s, Up. Por tanto, para cada
a < wi, existe a < v < wy tal que ﬂ,3<,yU7/3 - ﬂ5<a@ y, por esta razén, si tomamos a
~ como el minimo con esta propiedad, podemos definir a la funciéon ¢ : OR — OR por
la correspondencia ¢(«) = . Ahora, definiendo a la funcién H : P([0,w;]) — [0,w1]
por H(A) = sup A y haciendo uso del teorema de recursion, existe una unica funcién
¥ :[0,w1) = [0,wr) tal que:

1. ¥(0) = 0.
2. Pla+1) =9(¥(a)).

!Para una introduccién completa al tema de recursién transfinita se puede consultar [1].
2Se puede consultar la definicién de refinamiento de una cubierta en los Preliminares seccién E.5.
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3. ¥(€) = H(y|g) = sup{e(B) : B < £}, si £ es un ordinal limite.

Es sencillo verificar que tanto ¢ como 1 son funciones no decrecientes y, mas ain,
a < ¢(a) para cada o < wy. Ahora, si para cada o < w; se define al cerrado K, =
M{Us : B < ¢(a)}, afirmamos que la coleccién de cerrados { Ky }a<w, cumplen con las
condiciones del teorema. Para 1, como a < 9(a) < 9(av + 1), entonces Uy, € {Us : 8 <
Y(a+1)} v, por tanto, Ko11 C U,. Para 2, si a > 7 y observamos que a > v+ 1 > 7,
al ser ¥ no decreciente, se tendria que () > (v + 1) = ¢(¥(7)) > ¥(v) vy por tanto

Ko N T N TG= ) Tc ) G-k,
B<y () B<y(v+1) B<d( (7)) B<Y(v)

Para 3, sea ¢ un ordinal limite con 8 < £y x € K. Ahora, si 3/ < (), entonces
B < (B) < ¥(¢), por definicién de K. De esta manera « € Ug y, al ser 3" arbitrario,
se concluye que = € Kg. Andlogamente al ser 3 < £ arbitrario, z € ({Kg : f < {}. Para
la otra contencidn, sea x € X\ K. Esto significa que existe Sy < 1(¢) tal que z € X\Ug,.
Luego, por ser ¥ (¢) = sup{¢(B) : 5 < £}, debe existir v < £ tal que By < (v) < ¥ (¥),
con lo cual z € X\ ﬂ6<¢(7)Uiﬁ = K, es decir, x € X\({Kj3 : 8 < ¢}. En conclusién
Ky =({Kps: p < £}. Finalmente para 4, al ser X un espacio T5, por el Teorema A.6
(ii), se concluye que K, = ({Us: B < w1} = {z}. O

Teorema 7.5. Si X es un espacio separable, numerablemente compacto y no es primero
numerable, entonces el espacio ordinal [0,w;] se puede encajar en CL(X).

Demostracion. Si B es una base fija para X y B, C B es una base local para cada x €X,
al no ser X primero numerable, existe z € X de tal forma |B,| > Xy. Al ser X separable,
por el Lema 7.3 (b), |B.| < 2%, con lo que asumiendo la Hipdtesis del Continuo,
necesariamente |B,| = 2%. Ahora, si B, = {Ug : 8 < w1}, por lo dicho anteriormente,
podemos suponer que en la eleccion de B, ningin refinamiento numerable es base local
de z. Por el Teorema 7.4, existe una coleccién anidada de cerrados {Ky}a<w, de tal
forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Koi1 CU,.

2. Ko C K, sia>n.

3. Ky =({Kp: B <!}, silesun ordinal limite.
4. K, ={z}.

Si ahora definimos a la funcién F' : [0,w;] — {Ks : @ < w1} € CL(X) por la co-
rrespondencia F'(a) = K,, afirmamos que F' es un encaje. Claramente por definicién
de I, ésta es biyectiva, por tanto, sélo nos basta probar que F' es continua y cerra-
da. Para ver que F' es continua, sea 7 € [0,w;| con « ordinal limite. Si v < wy, y
(U1, ...Uy) es un abierto de F(y) = K,, podemos suponer que para alguna j < n,
z € X\Uj. Ahora, si tomamos a y € U; N K, fijo, por la construccién de la colec-
cién {Kq}ta<w,, debe existir un ordinal numerable fy > v tal que y € X\Kpg, y, de
esta manera, (X\Kg,) N U; # @. Por tanto, haciendo uso del Teorema 1.6 y, que
Kg, € K., entonces F(vy) = K, € U = (Uy,...Up, (X\Kg,) NU;) C (U,...Uy).
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Si recordamos la condicién 3, K, = ({Ks : f < 7}, con lo cual si {ym}men es
una sucesion estrictamente creciente de ordinales que converge a - y, suponemos que
Vi = Ky \UiL, Us U[(X\K3,) NUj] # @ para cada m € N, entonces al ser {Vp, }men,
una sucesion decreciente de cerrados no vacios, se tendria que por ser X numerable-
mente compacto:

2# () V=[] K.\ J Ui UI(X\Eg) n U] = K\ [ Ui U [(X\Kg,) N U],
meN meN i=1 i=1

pero esto contradice el hecho de que K, € U. Por tanto, existe 9 < 7 tal que si 9 <
B < 7, entonces K C |, U; U[(X\Kp,) NUj] o, de forma equivalente, Kz € F~(U).
Con lo cual se concluye que el conjunto V' = (9,7 + 1) es un abierto de v en [0, w;] el
cual cumple que F(y) € F(V) CU C (Uy,...U,), es decir, F' es continua en 7.

En el caso en que v no sea un ordinal limite y F(v) € (Uy,...U,), definimos a
V=Fr-1Ly+1)siy>06V =10,1) si ¥ = 0. En cualquier caso se concluye
que F(v) € F(V) C (Uy,...Uy) vy, asi, F resulta continua en ~. Finalmente, si v = w;
y {z} = F(w1) € (Uy,...U,), entonces z € U; para toda i < n y, por tanto, al ser X un
espacio T3 existe 7o < wy tal que z € K, = UiﬂYO C N7, Ui. Luego por las condiciones
ly2,siB>v,2¢€ KgC K, C UiﬂYO C N, Ui, por tanto definiendo al abierto
V = (y,w1], F(wy) € F(V) C (Uy,...Uy), y por tanto F' es continua en w;. Dicho
todo lo anterior, F' resulta continua en [0, wy].

Por ultimo para probar que F es cerrada sélo basta notar que, por el Teorema F.74,
[0,w1] es compacto y { K, : @ < wy} es Ty, con lo cual F resulta cerrada por el Teorema
E.46. En conclusién F' es un homeomorfismo. O

En el Teorema 7.5, la condicién de no ser primero numerable nos garantiza que el
espacio ordinal [0, w;] se puede encajar en CL(X). En el siguiente teorema mostramos
que si le pedimos al espacio X no ser compacto, entonces podemos garantizar que el
espacio ordinal [0,w;) puede ser encajado en CL(X) como subespacio cerrado.

Teorema 7.6. Si X es un espacio separable, numerablemente compacto y no es com-
pacto, entonces el espacio ordinal [0,w;) se puede encajar en CL(X) como subespacio
cerrado.

Demostracion. Como X no es compacto, el Teorema E.44 nos dice que existe una co-
leccién decreciente de cerrados no vacios {F}g<q en X de tal forma que (5, Fp = 9,
en donde « debe ser un ordinal limite. Si tomamos al ordinal a como el minimo ordinal
con esta propiedad, entonces afirmamos que el espacio ordinal [0, «) estd encajado en
CL(X). Para esto, haciendo una prueba anéloga a la dada en el Teorema 7.4, a partir de
la coleccién de cerrados {F3}g<q se puede construir una familia de cerrados no vacios
{Kg}p<a en X tal que:

1. Kgi1 C F.
2. Kz C Ky sif>n.

3. Ky ={Kp: B <!}, silesun ordinal limite.
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Ya con esto basta probar que [0, ) es homeomorfo a {Kg : f < a} C CL(X)y que {Kp :
B < a} es cerrado. Para lo primero, definamos la funcién F : [0,a) — {Kpg : f < o}
por la correspondencia F(y) = K,. Afirmamos que F' es un encaje. Claramente F' es
biyectiva. Para ver que F' es continua, sea v € [0, &) un ordinal limite y (Uy,...,Uy,) un
abierto de F'(y). Ahora como K, NU; # @, si tomamos un elemento y € K, N U; fijo,
por la condicién 1, ﬂﬁ<a Kg = @y, por tanto, debe existir Sy > ~ tal que y € X\ Kp,
y, de esta manera, (X\Kg,) N Uy # @. Por tanto, haciendo uso del Teorema 1.6 y
del hecho de que Kg, C K, entonces F(vy) = K, € U = (Uy,...Up, (X\Kg,) NU1) C
(U, ...Uy). Sirecordamos la condicién 3, Ky = (J{Kpg : B < v}y, por tanto, si {7 }rea
es una red estrictamente creciente de ordinales que converge a vy y suponemos que
K, \Ui, Ui U[(X\Kg,) N Uy # @ para toda A € A, entonces la coleccién de cerrados

{K,\U7_, Ui U(X\Kp,) NUi]}ren es estrictamente decreciente la cual cumple que:

o =K\ |JUU[(X\Kz)nTh] =[] K,\[J Ui UI(X\Eg,) N U]

=1 AEA i=1
= ﬂ Ky 1\ U Ui U [(X\Kg,) N U]
AEA =1

Si ahora identificamos a A como un ordinal, entonces {K,,\;_; U; U [(X\Kgz,) N
U]} aea es una coleccién de cerrados no vacios con interseccién vacia, donde A < v < «,
pero esto contradice la minimalidad del ordinal « y, por tanto, debe existir un ordinal
Y0 < 7 tal que si 79 < B < 7. Entonces Kg C |J; U; U [(X\Kg,) NUj], o de forma
equivalente K3 € F~1(U). Con lo cual se concluye que el conjunto V = (y9,7 + 1) es
un abierto de v en [0, @) el cual cumple que F(y) € F(V) CU C (Uy,...U,), es decir,
F' es continua en 7.

En el caso en que 7 no sea un ordinal limite y F(y) € (Uy,...U,), definimos V =
(vy=1,y+1)siy>06V =[0,1) si v = 0. En cualquier caso se concluye que F(v) €
F(V) C (Uh,...Uy) vy, asi, F resulta continua en +. Dicho todo lo anterior, F' resulta
continua en [0, ). Por tltimo, para probar que F~! es continua, sea K, € {Kg: 8 < a}.
Siy >0,y (Bo,7+1) es algin abierto de v, entonces por la condicién 1, podemos tomar
un elemento zg € Kpa,\K, fijo. Si definimos al conjunto U = (X \{zo})\(K,+1), éste
cumple ser abierto de K., y, ademas, v € F~1(U) C (By,v +1). Siy =0, es claro que
0€ F71((X\K1)7) C[0,1). En cualquier caso F~! resulta continua.

Por otra parte, para ver que {Kg : f < a} es cerrado en CL(X), sea K € CL(X)\{Kp :
f < a}. Si K no esta contenido en algin elemento de { K3 : 8 < a}, entonces el conjun-
to CL(X)\(Kp) es un abierto de K ajeno a {Kpz: 8 < a}. En el caso de que K C Kjg,
para algin By < o, tomamos al conjunto cerrado L = ({Kg : K C Kg}. Luego L es un
cerrado no vacio y, mas atn, como {Kg}g<, es una colecciéon decreciente de cerrados,
existe 79 < o tal que L = K.,;. Como por hipétesis K no es elemento de {Kp3 : 8 < a},
entonces K C L. Ahora, tomando un elemento xy € L\ K fijo, se tiene que el conjunto
(X\{z0})\(K4y+1) es un abierto de K y es ajeno a {Kz : f < a}. Como K fue arbi-
trario, se concluye que {Kp3 : 3 < a} es cerrado en CL(X).
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Por tltimo vamos a probar que a = w;. Si L = {¢ € [0,«) : ¢ es un ordinal limite},
entonces el conjunto S = [0, @)\ L resulta en un subespacio discreto de [0, ). Ademas,
dado que se tiene una funcién inyectiva f : L — S definida por la correspondencia
f() =€+ 1, entonces |L| < |S|. Luego, como X es separable, por el Teorema 2.2 (a),
CL(X) es separable y, por el Lema 7.3 (a), |£| < |S| < 2%0, es decir,

[0, )| = [LUS| = [L] +[S] < [2%] + |2%| = 2%.

Como X es numerablemente compacto, se debe cumplir que |[0, @)| > Ny, ya que de lo
contrario (s, Fg = (g, Fp # 9. Ademds, como estamos suponiendo la Hipdtesis

del Continuo y Ng < |[0,a)| < 2%, entonces |[0,a)| = 2%0. Por tanto, o = w; y se
concluye que el espacio ordinal [0,w) se puede encajar en CL(X ) como un subconjunto
cerrado. O

La idea de haber demostrado los Teoremas 7.5 y 7.6, es que bajo las hipétesis sobre
X de no ser un espacio primero numerable ni compacto, podemos demostrar que el
espacio [0,w1] X [0,w1) se encaja en un hiperespacio como un conjunto cerrado y Ty, lo
cual no es posible por el Teorema F.82. Para llegar a esto necesitamos los siguientes dos
lemas, donde el primero trata al producto de hiperespacios y el segundo nos garantiza
que si CL(X) es Ty y separable, entonces X es compacto.

Lema 7.7. Si Y y Z son subespacios cerrados ajenos de un espacio X, tales que
X =Y UZ, entonces CL(X) ~CLH(Y) x CLH(Z).

Demostracion. Definamos a la funcién H : CLy(Y) X CLy(Z) — CLH(X) por la co-
rrespondencia H (K, L) = K U L. Claramente esta funcién resulta suprayectiva y, al ser
Y y Z ajenos, H también es inyectiva. Haciendo una prueba andloga a la dada por el
Lema 5.4, H resulta continua. Por tanto, slo basta mostrar que H~! es continua. Para
probar que H 1 : CLy(X) — CLy(Y) x CL5(Z) es continua, hay que verificar que las
funciones proyeccién py o H™' : CLy(X) = CLs(Y) y pz o H' : CLH(X) — CLH(Z),
definidas por:

pyoH Y(B)=BNY
pzoH Y B)=BnZ

son continuas. Para ver que py o H ! es continua, por el Teorema B.18, basta probar que
la imédgen inversa de los subbdsicos resulta en un conjunto abierto. En el primer caso, si
U es un abierto subbésico en CL4(Y) de la forma (UNY)t ysi V = (py o H-H) "1 (U),
esclaroque V={B €CLx(X): BNY CUNY} ={BeCLx(X):BCUUX\Y)}y
al ser Y cerrado en X, entonces V = (U U (X\Y))T es abierto en CLy(X). Ahora para
el caso en que U es un abierto subbdsico en CL4(Y) de la forma (U NY) ™, entonces
V={BelLyg(X):BNY)NUNY)#2}={BelCLyx(X): BN({UNY) # o}
y al ser Y = X\Z con Z cerrado, se tiene que Y es abierto en X y, por tanto, V =
(UNY)™ es abierto en CLy(X). El caso en que U = {@}, el resultado es evidente. En
cualquier caso, V = (py o H~1)~}(U) resulta abierto, es decir, py o H~! es una funcién
continua. Analogamente se prueba que pz o H~! es una funcién continua y, asi, queda
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demostrado que H~! es continua. En conclusién H es un homeomorfismo y, por ende,

Lema 7.8. Si X es un espacio separable y CL(X) es Ty, entonces X es compacto.

Demostracion. Por contradiccion, si suponemos que X no es compacto, por el Teorema
7.2, X no es primero numerable en algin elemento z € X. Como X no es compacto,
existe una cubierta abierta {U, : a € A} de X sin subcubiertas finitas. Por tanto, como
z € Uy, para algin ag € A es evidente que X \U,, no es compacto. Como X es Ty, existe

un abierto V en X tal que z € V. C V C U,,. Ademés, como X\U,, C X\V C X\V,
claramente X \V no es compacto, y afirmamos que es separable. Como X es separable
existe un denso numerable D en X, luego si W es un abierto arbitrario no vacio en

X\V y U es un abierto en X tal que W = UN(X\V), entonces UN(X\V) es un abierto
no vacio de X y, por tanto, @ # U N (X\V)N D C W N D. Como W fue arbitrario,

se concluye que D N X\V es denso en X\V, es decir, X\V es separable. Ahora, si
definimos a V* = X'\ (X\V) y tomamos un abierto Vj en X tal que z € Vo C Vp C V¥,

definimos a K = V5 y L = X\V*. Observamos que K no es primero numerable en z,
yva que de lo contrario si I fuera una base local numerable de z en K, claramente
B'={VyN B : B € B} serfa una base local numerable de z en Vj, y como B = Up NVo
para algin abierto Up de X para todo B € B, entonces B = {Vy NUp : B € B} serfa
también una base local numerable de z en X, lo cual contradice el hecho de que X no
es primero numerable en z. La prueba de K es separable es andloga a la prueba de L.
Luego, por el Corolario 1.21, X es numerablemente compacto, y por tanto K y L son
espacios numerablemente compactos por ser subespacios cerrados de X. Ya con esto,
hasta el momento tenemos lo siguiente:

1. K es separable, numerablemente compacto y no es primero numerable.
2. L es separable, numerablemente compacto y no es compacto.

Usando los Teoremas 7.5 y 7.6, obtenemos que los espacios ordinales [0,w:] y [0,w1)
se pueden encajar como subespacios cerrados en CL(K) y CL(L) respectivamente. Por
otro lado, el espacio Z = K U L visto como subespacio de X, cumple que CLy(Z) ~
CLy(K)XCLz(L) por el Lema 7.7y, como @ ¢ [0,w;]U[0, w1), entonces [0, w;]|x[0,w;) se
puede encajar en CL(K) x CL(L) C CL(Z) como subconjunto cerrado. Evidentemente,
como K, L y Z son subespacios cerrados y no vacios de X, por la Proposicién 1.8,
CL(K),CL(L)y CL(Z) son subespacios cerrados de CL(X) y, por tanto, [0,w1] X [0, w1)
se puede encajar en CL(Z) como subespacio cerrado. Por hipétesis, CL(X) es Ty y, por
tanto, CL(Z) es Ty. Finalmente, al ser [0,w;] X [0,w;) cerrado en CL(Z), se concluye
que [0,w;] X [0,w1) es Ty, pero esto es una contradiccién segin el Teorema F.82. Por
tanto X es compacto. ]

Teorema 7.9. Si X es un espacio T3, entonces CL(X ) es Ty siy s6lo si X es compacto.

Demostracion. =) Para ver que X es compacto sélo basta probar que la cerradura
de todo subconjunto numerable es compacto, segiin el Teorema 7.2. Entonces sea K un
conjunto numerable de X. Si L = K, por el Teorema 2.2 y la Proposicién 1.8, CL(L)
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separable y cerrado en CL(X), por tanto Ty. Luego por el Lema 7.8, CL(L) es com-
pacto, lo que implica que L es compacto por el Teorema 3.1. Como K fue un conjunto
numerable arbitrario, se concluye que X es compacto.

<=) Si X es compacto, por el Teorema 3.1, CL(X) es compacto. Luego, como CL(X)
es compacto y T5, usando el Teorema E.45, CL(X) es Tj. O

Debido al Teorema 7.9 podemos ampliar el Teorema 3.8 como sigue.

Teorema 7.10. Suponiendo la Hipdtesis del Continuo. Si X es un espacio T3, los
siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es compacto.

(b) CL(X) es compacto.

(c) CL(X) es Lindeldf.

(d) CL(X) es paracompacto.
(e) CL(X) es metacompacto.
(f) CL(X) es meta-Lindeldf.
(g) CL(X) es Ty.
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