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Resumen

La teoria de matrices aleatorias (RMT) se ha aplicado en distintas areas
de conocimiento desde que se hizo popular con los trabajos de Wigner, una
de esas areas, y en la que nos enfocaremos, es la del estudio de series de
tiempo de rendimientos. Para estudiar estas series de tiempo se analiza la
matriz de correlacion, donde el tema apropiado en RMT son los ensembles
de Wishart.

En este trabajo se aplica un método nuevo para analizar series de tiem-
po cortas con el que se obtienen mas valores propios. Este método consiste
en crear un ensemble de matrices de correlacion a partir de un ntmero fijo
de series de tiempo y con ésto se puede hacer un analisis de las propieda-
des estadisticas del espectro de valores propios de dichas matrices. Después
se compara con el caso no correlacionado, que corresponde al ensemble de
Wishart.

Ademas de la correlacién de Pearson, se estudié la correlacion parcial
entre las series de tiempo, y se encontré que las fluctuaciones de los espectros
de valores propios obtenidos con estos tipos de correlaciones se comportan
cualitativamente de la misma forma, pero las distribuciones espectrales son
diferentes. Se observé que la estructura de la matriz de correlacion juega un
papel en los momentos de crisis, y no solo importa el nivel de correlaciones
global del mercado.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de los anos se han usado una gran variedad de métodos de anali-
sis de series de tiempo para estudiar el comportamiento de acciones financie-
ras, con el proposito de comprender la estructura y dinamica del mercado y
detectar hechos estilizados' en el mismo [1]. En la caracterizacién del perfil
de correlaciones, estos métodos generalmente trabajan con el coeficiente de
correlacién de Pearson, para estudiar la relacién entre acciones.

Propiedades emergentes, tales como la presencia de estados del merca-
do, se han detectado mediante la agrupacion de matrices de correlacién pa-
ra distintos tiempos [2]. Otro método, ademas del estudio de los elementos
de correlacién, se ha enfocado en la aplicacién [3-7] de Teoria de Matrices
Aleatorias (RMT) [8,9], principalmente en el estudio de la distribucién es-
pectral de matrices grandes de correlacion. Generalmente el problema con
estos andlisis es que, debido a que se estudian series de tiempo muy largas,
no se pueden caracterizar las propiedades de las distribuciones espectrales en
periodos de tiempo corto, ademas de que las series de tiempo financieras no
son estacionarias.

En el trabajo de Miinnix et al. [2], a pesar de que se estudian series de
tiempo cortas, no se puede hacer un analisis espectral, puesto que mientras
mas cortas las series de tiempo, menos valores propios diferente de cero hay.
Motivados por lo anterior, en este trabajo se implementa un nuevo método
que nos permitira estudiar series de tiempo cortas, con la ventaja de tener
suficientes valores propios que nos permiten hacer un analisis estadistico.
Este método consiste en crear un ensemble de matrices de correlacién {C,},
a partir del conjunto de series de tiempo que se quieren caracterizar. Las series
de tiempo que analizamos son las series de rendimientos para un conjunto
de acciones del indice S&P 500, que, al igual que en [2], fueron seleccionadas

I Propiedades estadisticas que son comunes para un amplio rango de instrumentos
financieros, mercados y periodos de tiempo.
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por haber existido a lo largo del tiempo bajo consideraciones econdémicas
similares.

En el capitulo 2 damos algunos conceptos necesarios para entender los
datos con los que se trabaja, es decir, conceptos relacionados con los mercados
financieros. Ademas, se introducen algunos modelos y distribuciones en RMT,
principalmente modelos de ensembles de matrices de correlacién, como el
ensemble de Wishart [10,11] y Wishart correlacionado [12-14], asi como la
distribucién de espaciamiento a primer vecino p(s) y la varianza de nimero
¥2(L).

En el capitulo 3 describimos nuestro modelo, que consiste en crear un
ensemble de matrices de correlacién {C,} a partir de un conjunto de N series
de tiempo de rendimientos. Para crear un miembro del ensemble se eligen n <
N series de tiempo de las N originales y consideramos dos formas de eleccién:
aleatoriamente y por sectores, éste 1ltimo es conservando las proporciones de
acciones que corresponden a los diferentes sectores industriales. Ademas de
estudiar la correlaciéon de Pearson, también se analiza la correlacién parcial
[15] entre las acciones dado el valor promedio de rendimientos del conjunto de
acciones, es decir, se remueve el efecto del mercado. Al final de este capitulo
se explica como se define la correlacion parcial entre dos series de tiempo
dado una tercera.

En el capitulo 4 se describen los resultados obtenidos con ambos méto-
dos de eleccion durante la construccién del ensemble, tanto con correlacién
ordinaria como con correlacién parcial. Un resultado importante es que las
distribuciones p(s) y ¥?(L) se comportan de forma similar para correlacién
ordinaria y parcial, a pesar de que el promedio del valor propio mas grande
<)\1> difiere substancialmente. Ademas, la forma de eleccién en la construc-
cion del ensemble no juega un papel importante en el método.

Finalmente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo desa-
rrollado.



Capitulo 2

Conceptos fundamentales

2.1. Conceptos financieros

2.1.1. ;Qué es un sistema financiero?

Un sistema financiero consiste de instituciones financieras' y mercados
que interactian, generalmente de forma compleja. Las instituciones son los
agentes principales en los mercados financieros debido a que desempenan la
funcién de intermediarios.

Un mercado financiero es un mercado donde instrumentos financieros son
intercambiados o comerciados por agentes financieros. Estos son bienes intan-
gibles, de los cuales se esperan que provean beneficios futuros, por ejemplo,
una ganancia monetaria. Un ejemplo de instrumento financiero son las ac-
ciones, las cuales son emitidas por companias como una forma de obtener
fondos y dan a los accionistas derechos sobre los bienes y ganancias de la
compania.

Cualquier transaccién relacionada con un instrumento financiero inclu-
ye al menos dos agentes: compradores y vendedores. Estos proveen, como
principales caracteristicas, las siguientes tres funciones:

1. Descubrimiento de precio
2. Liquidez
3. Reduccién de costos de transaccion

La funcién de descubrimiento de precio se refiere a que las transaccio-
nes entre los compradores y vendedores de instrumentos financieros en un

! Firmas que proveen servicios financieros a sus consumidores. Por ejemplo, invertiendo
sus fondos.
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mercado financiero determinan el precio del bien intercambiado. Esto es un
principio econémico basico llamado oferta y demanda. Por ejemplo, si los
agentes financieros piensan que el precio de una accién es mas bajo del que
deberia, ésto incrementa el interés en el bien, y por lo tanto habra mas com-
pradores que vendedores. Esto hace que el precio del bien suba.

La funcién de liquidez provee a los inversionistas la oportunidad de vender
instrumentos financieros, ya que se refiere a la capacidad de vender un bien
en el mercado en cualquier momento. Sin liquidez, un inversor seria forzado
a retener el instrumento financiero hasta que una oportunidad se presente.
Todos los mercados financieros tienen algin grado de liquidez, sin embargo,
diferentes mercados estan caracterizados por ésta.

2.1.2. Mercado primario vs Mercado secundario

Cuando se crean instrumentos financieros y se venden por primera vez,
se hace en el llamado mercado primario. Por ejemplo, cuando se crean ac-
ciones con el objetivo de venderlas, estas se venden por primera vez en un
mercado primario. A partir de la primera venta, las ventas subsecuentes se
realizan en el mercado secundario. Los vendedores y compradores que deter-
minan el precio de los instrumentos interactiian en este tipo de mercado. Las
instituciones emisoras no obtienen nuevos fondos cuando los instrumentos se
comercian en el mercado secundario; los fondos inicamente son obtenidos en
el mercado primario.

Las caracteristicas de los mercados financieros que se mencionaron en la
seccion anterior corresponden a caracteristicas de los mercados secundarios,
y generalmente cuando se habla de mercados financieros se piensa en este
tipo de mercados.

Los instrumentos financieros pueden ser intercambiados en dos formas.
La primera es una bolsa (exchange), las bolsas son mercados centralizados y
regulados, donde los instrumentos son comerciados de manera estandariza-
da y transparente. Ejemplos de estas bolsas son: New York Stock Exchange
(NYSE), Nasdaq, y la Bolsa Mexicana de Valores (BMV). Generalmente las
companias grandes eligen éste tipo de intercambio para cotizar y comerciar
sus instrumentos. Sin embargo, muchas companias no cumplen con los requi-
sitos para cotizar en éste tipo de bolsas o no quieren pagar los costos. Estas
empresas cotizan en mercados extra-bursdtiles (Over-The-Counter OTC), el
segundo método para intercambiar instrumentos financieros. Los mercados
extra-bursatiles son redes descentralizadas de dealers, en donde los brokers
y dealers interactian directamente entre ellos ya sea por redes computacio-
nales o por teléfono. Esta forma de cotizar es menos transparente ya que, a
diferencia de la bolsa, los precios de postura generalmente no son publicados;
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a menos que se trate de acciones que también estan registradas en la bolsa.
Por esta razén, generalmente se analizan los instrumentos financieros que
cotizan en la bolsa, como en el caso de este trabajo.

2.1.3. Indice financiero

Un indice financiero es una medida del desempeno de un portafolio o
conjunto de instrumentos financieros en un mercado en particular, o de cierta
parte del mercado. Tipicamente, un indice es un promedio ponderado sobre
un conjunto de instrumentos que da informacion de los cambios en los precios
en el portafolio. Ademas, cada indice es calculado y ponderado de forma
diferente.

2,500

2,000

1,500

1,000

500

P

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Figura 2.1: Indice S&P 500 desde 1950.

Hay muchos tipos de indices, dependiendo del tipo del mercado o del sec-
tor. Uno de los indices financieros mas populares es el Standard & Poor’s
500 ( S&P500 ) y contiene 500 acciones consideradas como las mas represen-
tativas de las bolsas NYSE y Nasdaq. Este indice se usa comunmente como
referencia del mercado estadounidense. Ejemplos de otros indices son: Nik-
kei 225 y FTSE 100, que son indices basados en acciones de Japén y Reino
Unidos, respectivamente. En México, esta el Indice de Precios y Cotizacio-

nes (IPC), que mide el desempeno de 35 acciones que cotizan en la Bolsa
Mexicana de Valores (BMV).
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2.2. Teoria de Matrices Aleatorias (RMT)

Originalmente la teoria de matrices aleatorias (RMT?) fue aplicada por
Wigner [16-18] para tratar con la estadistica de eigenvalores y eigenfunciones
de sistemas cudnticos complejos de muchos cuerpos. Por ejemplo, ha sido apli-
cada exitosamente a las propiedades de fluctuaciones espectrales del nucleo
atomico y se han estudiado las fluctuaciones estadisticas de los procesos de
dispersion en tales sistemas [8,9]. Se considera que el campo de estudio de
RMT comenzé con estos trabajos debido a su influencia, pero su origen se
remonta a los trabajos de Wishart [10] y de James [19].

El modelo introducido por Wigner difiere en forma fundamental de la
aplicacion estandar de conceptos estadisticos en la fisica. En la mecéanica
estadistica, uno considera un ensemble de sistemas fisicos idénticos, todos
gobernados por el mismo hamiltoniano pero con condiciones iniciales distin-
tas, y calcula funciones termodinamicas promediando sobre este ensemble.
Wigner procedié diferente: él considerd ensembles de sistemas dindmicos go-
bernados por hamiltonianos diferentes con alguna propiedad de simetria en
comun. El modelo enfoca su atencién en las propiedades que son comunes
en casi todos los miembros del ensemble y que estan determinadas por las
simetrias fundamentales sobresalientes.

RMT ha experimentado un desarrollo rapido e inesperado en el ultimo
cuarto de siglo. Ha sido aplicada exitosamente a una gran variedad de pro-
blemas fisicos, y ha llegado a ser una herramienta importante en el estudio
de sistemas que son aparentemente bastante diferentes de sistemas de mu-
chos cuerpos, como sistemas moleculares. Por ejemplo: sistemas cuanticos
desordenados, sistemas cudnticos cadticos [9] y sistemas financieros. En las
figuras 2.2 y 2.3 se muestran ejemplos, de una distribuciéon que caracteriza
las fluctuaciones espectrales, para dos sistemas diferentes.

En la siguiente seccién se dara una breve descripcion del ensemble gaus-
siano, seguido del ensemble de Wishart y después del de Wishart correlacio-
nado.

2.2.1. Ensembles gaussianos

En RMT, se empieza con un ensemble de hamiltonianos que es definido
por un ensemble de matrices aleatorias, donde cada miembro describe una
dinamica diferente. En la practica se usan matrices hamiltonianas de dimen-
sion finita D, aunque para resultados analiticos a menudo se toma el limite
D — .

2 Random Matrix Theory.
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Figura 2.2: Distribucién de espaciamiento a primer vecino para una matriz de correlacién
construida con datos entre 1994 y 1995 para 1000 acciones. En pasos de 30 min. Tomada
de [3].

Figura 2.3: Distribucién de espaciamiento a primer vecino para los modos electromecani-

cos de un cristal de cuarzo de forma irregular. Tomada de [9].

Se han clasificado tres ensembles relevantes en mecanica cuantica, defini-
dos en términos de las propiedades de simetria del hamiltoniano [§].
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(i) El ensemble ortogonal gaussiano (GOE?). Son sistemas invariantes
ante inversiéon temporal. Para tales sistemas, la matriz hamiltoniana puede
ser elegida real y simétrica.

(ii) El ensemble unitario gaussiano (GUE?). Son sistemas no invariantes
ante reversion temporal. Para tales sistemas, las matrices hamiltonianas son
hermitianas y los elementos H,,, de las matrices aleatorias son complejos.

(iii) El ensemble simpléctico gaussiano (GSE®). Son sistemas invariantes
ante inversion temporal, sin simetria rotacional y con espin semi-entero.

En los tres casos la densidad de probabilidad de encontrar una matriz
particular estd dada por una funcién Pp(H). Las funciones Pp(H) son in-
variantes bajo transformaciones ortogonales, unitarias y simplécticas del ha-
miltoniano, respectivamente.

Para estos ensembles considerados por Wigner, las densidades de pro-
babilidad Pp(H) se escogen con forma gaussiana. Que sean densidades de
probabilidad gaussianas se debe a un argumento de maxima entropia en las
densidades de probabilidad de los ensembles, ademds de fijar tr(H?) a una
constante.

2.2.2. Ensemble de Wishart

Una matriz de Wishart [10] se define como C' = £AA" donde A es una
matriz de N x T, A® es la transpuesta de A, y las entradas de A son variables
gaussianas independientes reales con promedio cero y varianza ¢? = 1. En
RMT el ensemble de matrices de Wishart es conocido como ensemble ortogo-
nal de Wishart (WOE) [20]. Si hablamos de series de tiempo, C' representa la
matriz de correlacion calculada sobre las series de tiempo estocasticas de ho-
rizonte temporal T' para N variables estadisticamente independientes. Esto
significa que en promedio C no tiene correlaciones cruzadas.

Para WOE, la Distribucién de Probabilidad Conjunta (JPD) de los va-
lores propios de C, A;, para 1 < 5 < N, puede ser obtenida usando técnicas
desarrolladas para ensembles gaussianos [20]. La JPD de los valores propios
es:

N N
P, An) o [TwOy) TN = Al
j=1 i>k

donde w(\;) = AEN(R_I)_1]/2exp(—Nf£)\j/2) y k=T/N.

3 Gaussian orthogonal ensemble
4 Gaussian unitary ensemble
5 Gaussian symplectic ensemble
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A partir de esta funcién se pueden calcular correlaciones espectrales me-
diante la funcién de correlacién de n-puntos:

N! o0 o0
Rn<)‘17-”7)‘n)ZM/ d)\n+1"'/ dANP(A1, ..., AN).

La funcién de correlacion de n-puntos describe la estadistica de n < N valores
propios independientemente de los (N — n) valores propios restantes. Por
ejemplo, la densidad espectral es la funcién de un punto.

Para un GOE, la densidad espectral converge al semi-circulo de Wigner
para dimensiones grandes. De forma similar, para el WOE, para grades N y
T pero finito k, la densidad espectral esta dada por la densidad de Marcenko
Pastur [11]:

VO WO A
21\ ’

donde A+ = (k7/2£1)? son los puntos de los extremos de la densidad. Nétese
que para k < 1, la densidad p(\) estd normalizada a k y no a 1, dado que
la matriz C' es singular. Por lo tanto, tomando en cuenta los (N — T') ceros,
para xk < 1 la densidad toma la forma

p(A) = FM(A* _;)A(A —A) + (1= K)I(N). (2.2)

p() = (2.1)

El éxito de la aplicacion de RMT en diversos campos se debe a la univer-
salidad de las fluctuaciones espectrales. Pandey y Ghosh [21,22] han demos-
trado que los ensembles GOE y WOE comparten las mismas fluctuaciones
espectrales, aunque no las mismas densidades.

2.2.3. Ensemble de Wishart correlacionado

Para tomar en cuenta las correlaciones entre las variables se considera C' =
1=12BB'EY2, donde = es una matriz positiva definida y simétrica que define
las correlaciones y B tiene las mismas caracteristicas que A. Dicho ensemble
es llamado ensemble ortogonal de Wishart correlacionado (CWOE) [12,13].

Un tratamiento analitico de este ensemble es mas dificil que en el caso
no correlacionado. A pesar de ésto, recientemente se ha obtenido la densidad
espectral p(A) para N y T finitos [23-25], y una relacién asintética para la
funcién de 2-puntos [14]. Las fluctuaciones espectrales para CWOE no son
universales siempre, como ocurre en el caso de $?(L) [8], para L grande.

Un caso que nos servira estudiar, y para el cual se tiene solucion analitica
debido a su sencillez, es el de correlacién constante. En este ejemplo, la
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matriz = representa la matriz de correlacién constante por pares c. Los valores
propios de esta matriz estan dados por

M=Nc+1l—-c y N=1-c¢c (2.3)

para i # 1. Es decir, solo tiene un valor propio que sobresale. En este caso la
densidad espectral toma la forma [14]

p()\):p,o\)_i_%é()\_(Nc—i—l—cjif(ilcti%—l—c))’ (2.4)

27(1 — )\ ’

donde Ay = (1 —¢)(k 24+ 1)2y k = T/N.
Como se puede ver en la funcion delta de la densidad espectral, el valor
propio mas grande de la distribucion esta en

(Ne+1—¢)(Nek+1—¢)

A\ =
! Nck

= (Ne+1—c) (1 + 11;@)’ (2.6)

y éste difiere del valor propio mas grande de = (Eq. 2.3) en la dependencia
de (1 —¢)/Te.

A continuacién se hablara de algunas funciones que caracterizan las fluc-
tuaciones en una distribucién, por ejemplo, la distribucién de espaciamiento
a primer vecino (nearest neighbor spacing distribution (NNSD)) y la varianza
de numero (level number variance).

2.2.4. Distribucién de espaciamiento a primer vecino

Probablemente la distribucién de espaciamiento a primer vecino p(s) es
la cantidad que mas se usa para describir las fluctuaciones a corto alcance
en un espectro [9]. Esta funcién es la densidad de probabilidad que describe
el espaciamiento s entre dos niveles contiguos desdoblados® &, v &,41. La
funcién p(s) no es una estadistica de dos puntos, involucra las correlaciones
de n-puntos, n < N, y su primer momento esta normalizado a la unidad,

/Ooop(s)ds =1 y /OOOS p(s)ds = 1. (2.7)

Para el caso de espectros no-correlacionados o de Poisson se tiene p(s) =
exp(—s), mientras que para el oscilador armoénico p(s) = (s — 1). Para los

6 La descripcién de la técnica de desdoblamiento se da en el apéndice A.
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Figura 2.4: La conjetura de Wigner pg(s) para la distribucién de espaciamiento a primer
vecino. La linea solida es para GOE, la rayada para GUE, y la punteada para GSE. Tomada
de [9].

ensembles gaussianos, el calculo de p(s) es dificil [20] y el resultado involucra
productos infinitos. Sin embargo, una buena aproximacién estd dada por la
conjetura de Wigner, el cual es la solucién exacta para un ensemble gaussiano
de matrices de 2x2 [26]. La forma mds general de la conjetura de Wigner es

ps(s) = aps’exp(—bss®) (2.8)
con f =1 (GOE), 2 (GUE) y 4(GSE). La forma de las funciones ps(s) se
muestran en la Fig. 2.4. Asi, la p(s) para el ensemble GOE esta dada por:

p1(8) = peor(s) = gs exp(—%sQ). (2.9)

2.2.5. Varianza de numero

La distribucién de espaciamiento a primer vecino contiene informacion
del espectro a corto alcance. Una forma de medir las correlaciones de largo
alcance es mediante la varianza de ntmero, que estd definida por

22(L) = <772(L7€s)> - <ﬁ(L7£s)>2’ (210)
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donde 7(L,&;) cuenta el nimero de niveles en el intervalo [£, & + L] de
los datos desdoblados y (.) denota el promedio sobre todo el intervalo. Por
construccién, ((L,&s)) = L. Entonces, en un intervalo de longitud L el
promedio de la variacién cuadrética es X2(L).

ET T T T T T T T T T T T T T T T ™3

0.8

0.6

Z2(L)

0.4

0.2

0.0

L

Figura 2.5: Funcién $?(L) para el ensemble GOE. Funcién 2.13.

La varianza de nimero solo se relaciona con correlaciones de dos niveles,
en la forma siguiente

ﬁaazL—z/%L—mnwmn (2.11)

donde Y5, = 1 — X5; X5 es la funcion de correlacion de dos puntos para
el espectro desdoblado y da la probabilidad de encontrar cualesquiera dos
niveles a una distancia r el uno del otro. Para el ensemble GOE esta dada
por
d o0
Ya(r) = s*(r) + —il(r) / s(r')dr', (2.12)
T T
donde s(r) = sin(7r) /7.
Con las ecuaciones anteriores, la solucién para ¥%(L) estd dada por
Stop(L) = Z(In(27L) — cos(2rL) +~ + 1 — ci(2nL) + 7°L
+si*(rL)/2 — 7/2 si(nL) — 2rL si(2w L)),

donde ci(z) = — [ cos(t)/t dt y si(x) = [ sin(¢)/t dt. En la Fig. 2.5 se
muestra la forma de la funcién Y2, (L).

(2.13)



Capitulo 3

Descripcion del modelo

El analisis de series de tiempo se ha vuelto una herramienta teorica in-
dispensable en la investigacion econémica y financiera.

Las series de tiempo son observaciones o valores ordenados cronolégica-
mente. Ejemplos de esas variables pueden ser indices de mercados de valores,
tasas de desempleo, y precio de acciones. Estas pueden mostrar distintos
patrones, tales como tendencias y periodicidad. Por ejemplo, la produccion
industrial y el consumo muestran una tendencia ascendente, mientras que el
turismo presenta periodicidad.

Debido a esto, aunque el precio de la accion se forma por las fuerzas de
oferta y demanda, el rendimiento (o return) a menudo es la variable que se
analiza. Su ventaja es que algunas propiedades estadisticas, tal como estacio-
nariedad, pueden ser mas aplicables a los rendimientos que a los precios [27],
puesto que calcular rendimientos es una forma de quitar tendencias.

Para una accién i que tiene un precio P;(t) al tiempo ¢, el rendimiento se
define como
Pi(t + At)

O 1, (3.1)

ri(t) =
donde At representa una unidad de tiempo en la serie de tiempo. Esta unidad
de tiempo pueden ser segundos, minutos, dias, etc... En este trabajo la unidad
de tiempo serd de un dia laboral.
Una herramienta comin en el estudio de la interdependencia entre rendi-
mientos de diversos bienes, entre otros acciones, es la matriz de correlacién
C' de rendimientos:

C = diag(X)~"? ¥ diag(¥%) "2, (3.2)

! En el siguiente capitulo se explican con més detalle las caracteristicas de los datos
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donde diag(X) es una matriz diagonal con la diagonal de la matriz de cova-
rianza >, que se define como:

iy = cov(ri(t), (1)) = El(ri(t) = p) (r;(t) = p5)]; (3.3)

donde p; es el promedio de la serie de tiempo «.
Si las series de tiempo son previamente normalizadas, es decir, si A;(t) =
(ri(t) — pi)/o;, entonces la matriz de correlaciones se puede escribir como:

= %AA# (3.4)

En trabajos anteriores se ha analizado la matriz de correlacién C' para
datos del mercado de valores de EE.UU.. De los cuales, en algunos se ha
hecho énfasis en la aplicacion de RMT [3-7], principalmente en el andlisis del
espectro de valores propios de las matrices de correlacion.

30%
25% - |
20% -

15%

Return Standard Deviation per Month

10%
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0% +——

ooz -
£00T
S00T
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Figura 3.1: Volatilidad de los rendimientos en Datastream US Financial Index. Tomada
de [28].

Los valores propios \; y vectores propios e; de C' tienen una interpretacion
economica. Al valor propio mas grande se le identifica con el movimiento del
mercado, y a los siguientes valores propios que se desvian del caso aleatorio se
les identifica con sectores industriales [3]; los valores propios restantes bési-
camente siguen una distribucién de Marcenko Pastur [5]. Esto es importante
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porque la matriz de covarianza se usa para hacer optimizacién de portafolio,
y que la matriz de correlacion tenga las caracteristicas mencionadas en el
parrafo anterior genera dudas en dicha optimizacion. Por otro lado, Miinnix
et al. [2] proponen un enfoque en el que detectan estados del mercado, par-
tiendo de la aglomeracion de matrices de correlacién en el tiempo.

A la medida de la dispersion de los rendimientos de un instrumento finan-
ciero en un periodo dado se le llama volatilidad [29], y una forma de medirla
es mediante la desviacién estandar de los rendimientos. A lo largo de los anos
se ha encontrado que una volatilidad grande esta relacionada con una crisis
financiera [28] (por ejemplo Fig. 3.1), y en afios mds recientes se han relacio-
nado correlaciones promedio grandes con volatilidad alta [30-36]. Ademas,
se relaciona una correlacion promedio grande con crisis financieras y, como
se vera adelante, estas correlaciones grandes derivan en un valor propio que
sobresale notablemente del resto, el cual representa el movimiento colectivo
del mercado.

Hay suficiente evidencia de que la volatilidad cambia en el tiempo [37],
y no solo cambia sino que presenta volatility clustering [1], esto quiere decir
que grandes cambios tienden a preceder grandes cambios (de cualquier signo)
y lo mismo ocurre con pequenos cambios [38]. Por estas razones, la serie de
tiempo de rendimientos no es estacionaria en el sentido estricto?. Aunque una
serie de tiempo suficientemente larga puede ser estacionaria asintéticamente
en el mejor de los casos [40].

Motivados por el hecho de que estas series de tiempo presentan no es-
tacionariedad, a continuacion se presenta un modelo para estudiar series de
tiempo cortas, con la asunciéon de que para periodos de tiempo cortos po-
demos encontrar més estacionariedad, y extraer propiedades estadisticas del
espectro de valores propios de las matrices de correlacion.

3.1. Modelo

El objetivo de este trabajo es analizar series de tiempo financieras cortas
obtenidas a partir de series largas no-estacionarias. Con este fin, se construye
un ensemble de matrices de correlacion a partir de un conjunto de series de
tiempo cortas. Este método se explica a continuacién.

2 Un proceso estocastico x(t) es estacionario si su densidad de probabilidad (PDF)
P[xz(t)] es invariante bajo traslaciones temporales. Esta es una definicién rigurosa, y es
llamada estacionariedad en el sentido estricto. Existen definiciones menos restrictivas de un
proceso estocéstico estacionario [39]. Entre estas se encuentra la de un proceso estocdstico
asintdticamente estacionario, estos son observados cuando la estadistica de las variables
aleatorias x(t1 + ¢), -+ ,z(t, + ¢) no depende de ¢ si ¢ es grande.
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Sea A una matriz de series de tiempo normalizadas de dimensién N x T',3
es decir, el renglon A; representa la serie de tiempo i donde A;; — (A;; —
<AZ>) /o;. En este caso tomamos T' << N, por lo que la matriz de correlacién
es singular y tiene N —T'+1 ceros como valores propios, he aqui el por qué no
se puede analizar el espectro de valores propios, si se calcularan los valores
propios se tendria pocos valores diferentes de cero.

Esta es la razén fundamental por la que se crea el ensemble de matrices de
correlacion pequenas, ya que, al calcular los valores propios de cada matriz se
tendran muchos mas valores propios, con los que se podra hacer estadistica.

En el analisis que desarrollaremos la matriz A es una matriz de rendimien-
tos, es decir, el renglon A; representa la serie de tiempo de los rendimientos
normalizados para la accién i. Decimos que son series de tiempo cortas por-
que tomamos una época de aproximadamente dos meses caracterizada por el
tiempo inicial 7 del horizonte que se considera, por lo que las matrices varian
con el tiempo. Esto se tratard con mas detalle en la seccién de resultados
donde se hablara de los datos que se analizan.

Si se toma una matriz A para un tiempo dado, el ensemble de matrices
de correlacion {C,} se construye de la siguiente forma:

1. Para crear un miembro C, del ensemble se escogen n < T series de
tiempo diferentes de A, y con estas series de tiempo se crea una matriz
de correlacion. A continuacién se muestra un esquema

A A, = Cp— %AQAL,

donde A, representa la matriz de rendimientos creada con las n series
de tiempo elegidas y el subindice « se usa para distinguir el conjunto
particular seleccionado.

2. Se crea un conjunto de diferentes matrices de correlacién C,, este con-
junto representa nuestro ensemble. Para que sean diferentes las matrices
de correlacién se tiene que escoger un conjunto diferente de series de
rendimientos para cada miembro del ensemble, es decir, a es diferente
para cada miembro,

{Co} ={Cuy,Cas, ... }.

En el paso nimero 1, se tienen que escoger n < T series de tiempo de A,
pero jcomo se escogen?
Estudiaremos dos maneras de elegir estas series de tiempo:

3 Las unidades de tiempo de T son dfas laborales.
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= Aleatoria: Se eligen n series de tiempo de forma aleatoria, tal que no
se repitan las series de tiempo dentro de una matriz.

» Por sector industrial*: Se eligen n series de tiempo tomando en consi-
deracién cuantas acciones corresponden a los diferentes sectores. Si se
tienen Ny series de tiempo del sector s, se tomardn ngy = n Ny/N series
de tiempo de dicho sector, de tal forma que ) ns = n. Y dentro de
cada sector se escogen las ng acciones de forma aleatoria.

La eleccién de series de tiempo equivale a elegir renglones y columnas de
la matriz de correlacién C'. Esto es debido a que las entradas de una matriz
C. son elementos de la matriz C. Asi, se puede pensar a la matriz C' como
una matriz de referencia para crear el ensemble.

3.2. Correlaciones parciales

Recientemente se ha utilizado como método de estudio de series de tiempo
la correlacién parcial [15]. La correlaciéon parcial es una herramienta que
se usa para saber si la correlacion entre dos series de tiempo, por ejemplo
rendimientos, es el resultado de su correlacién con una tercera. Por ejemplo,
supongamos que tenemos tres acciones A, B y C, y que encontramos una
correlacién significativa entre cada par. Si sospecharamos que la correlacion
entre A y B es el resultado de su correlacién individual con C, es decir A-C
y B-C, podriamos remover la relacién entre A y C, y entre B y C. Ahora
calculamos nuevamente la correlaciéon entre A y B después de remover el
efecto de C, la cual es la correlacion parcial. Si la correlacion parcial es
significativamente mas pequena que la original, entonces, la correlacién se
debia principalmente a su correlacién con C.

El uso de las correlaciones parciales para estudiar sistemas complejos
es cada vez mas popular. Se ha implementado en el estudio de redes de
genes [41-43], y ademds se ha usado en el mercado financiero [44-46].

De esta forma la correlacion entre A y B dado C', esta dada por

c¢(A,B) —c(A,C) ¢(B,C)
\/[1 - CQ(A7 O)][l - C2<B’ C)]7

¢(A,B:C) = (3.5)

4 La clasificaciéon GICS (Global Industry Classification Standard) fue propuesta por
Standard & Poor’s y MSCI Barra en 1999, y ahora es reconocida internacionalmente. A las
compaiias se les asigna un sector dependiendo de cudl sea su principal actividad econémi-
ca. Hay 10 sectores: Energy, Materials, Industrials, Consumer Discretionary, Consumer
Staples, Health Care, Financials, Information Tecnology, Telecommunication Services y
Utilities.
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donde (i, 7) representa la correlacién de Pearson entre i y j. En nuestro caso,
se calculara la correlacién parcial entre las acciones ¢ y j dado 7, donde ), es
la serie de tiempo de rendimientos promedio durante ese intervalo de tiempo.

En el andlisis se toman tanto la matriz de correlacion ordinaria como
la matriz de correlacién parcial como matriz de referencia para crear el en-
semble. Se incluye la correlacién parcial porque puede ser que la relacion
intrinseca entre ¢ y j no esté bien reflejada por la correlacién ordinaria, de-
bido a que el efecto del movimiento promedio del mercado es muy grande en
las matrices de correlacién [5].



Capitulo 4

Resultados

El conjunto de acciones que se analizaron corresponden a N = 293 accio-
nes del indice S&P 500 durante el periodo de tiempo entre 1992 y principios
de 2015. Las empresas escogidas han tenido una participacién ininterrumpi-
da en el indice S&P 500 durante el periodo estudiado y corresponden a las
estudiadas en [2], salvo algunas que se sacaron por no estar presentes hasta
2015. Las series de tiempo de precios de las acciones corresponden a precios
de cierre diarios, por lo que At = 1 dia'. Estudiamos estos precios porque
estamos interesados en tendencias de larga escala y es ficil acceder? a este
tipo de datos a través de Yahoo! Finance.

A partir de los precios se calculan las series de tiempo de rendimientos
para cada accion. Los rendimientos a su vez se dividen en series mas pequenas,
de aproximadamente dos meses de dias laborales, T" = 44. Estas series de
tiempo cortas son las que se analizan con el método propuesto. Ademas, las
series de tiempo que corresponden a dos tiempos contiguos se traslapan en?
3/4, esto se hace para obtener la mayor informacién conforme movemos la
ventana de tiempo. En la Fig. 4.1 se muestra un esquema de este proceso.

Para crear el ensemble se siguen los pasos que se explicaron en el capitulo
anterior y se toman n = 35 series de tiempo, por lo que la dimensién de la
matriz de correlacion C,, es 35x35. Entonces, para cada miembro del ensemble
se tendran 35 valores propios, todos diferentes de cero, por consiguiente,
habréa un ensemble para el valor propio méas grande, para el segundo, y lo

1 Solo se toman los dias que abre la bolsa, por lo tanto no se toman fines de semana,
dfas festivos y acontecimientos imprevistos (ej. el atentado a las torres gemelas de NY).
En [2] quitan los datos del lunes porque es un salto de 36 horas (viernes-lunes), mientras
que los dias restantes de la semana son saltos de 24 horas. Nosotros tomaremos todos los
datos y los trataremos de igual manera.

2 En cambio, los precios a escala de operaciones (intraday) son caros y/o de dificil
acceso.

3 Lo hacemos de este modo aunque es més comtn hacerlos con 1/2.

19
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mismo para el resto. El tamano del ensemble es de 5000 elementos.

t ¢t _—>3>t
l l Ventana 2
-~ 72 *
I e
A,
A;
A;
AN-I
Ay [ e
| S

Ventana 1

Figura 4.1: Esquema de como se cortan las series de tiempo en series de tiempo cortas

de T dias. Ademas las ventanas contiguas se traslapan 3/4.

Para crear la matriz de correlacion parcial se toman correlaciones parciales
entre las acciones ¢ y j dado el rendimiento promedio ry, de las 293 acciones,
es decir, c(i,] : 7).

4.1. Distribucion de valores propios

Como ya se explico antes, con el método se obtiene un ensemble de va-
lores para cada uno de los 35 valores propios. En las siguientes apartados se
estudiara como son las densidades espectrales.

Usualmente la densidad espectral se divide principalmente en dos partes,
la primera es el denominado bulk, que estda formado por la mayoria de los
valores propios excepto los mas grandes, y la segunda estd dada por unos
cuantos de los valores propios mas grandes, que corresponden a los sectores
industriales. Debido al método que estamos usando, solo el valor propio mas
grande se separa notablemente del resto para correlaciones ordinarias, y el
resto permanece cerca, por lo que llamaremos bulk a la distribucion formada
por todos los valores propios salvo el mayor. Por lo tanto, el bulk cuenta con
34x5000=170000 valores propios, y la distribucién para el valor propio mas
grande con 5000.

Cabe destacar que esto ocurre cuando se usan correlaciones ordinarias,
pero cuando se trabaja con correlaciones parciales el valor propio més grande
no se separa del resto.
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A pesar de esto, si se observa que algunos valores propios, a demas del
mayor, se separan un poco. Esto se muestra en la seccion 4.1.3.

4.1.1. Bulk

Debido a que la distribucion del valor propio mas grande es la tnica que
se separa de forma importante, el bulk se puede intentar comparar con la
distribucién del modelo de Wishart de correlacién constante.

1993-05-25

Sector

. Aleatorio |

PDF

1993-05-25

* Sector
L J
15 1 Aleatorio

PDF

Figura 4.2: Bulk para eleccién aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con ceg, pa-
ra correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo). La

distribucién para el selecciéon por sectores y aleatoria son indistinguibles.

En la Ec. 2.6 se relaciona el valor propio mayor con la correlacién cons-
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tante. De esta ecuaciéon podemos poner a ¢ en términos de Aq:

— b+— Vb? — da (4.1)

¢ 2a ’
dondeb=T(N\ —1)—=N+2 y a=(T-1)(N-1).
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Figura 4.3: Bulk para eleccién aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con c.y, para

correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo).

Para hacer una estimacion de la correlacion ¢ para nuestro ensemble,
dado este modelo de correlacién constante, hacemos N — ny \; — <)\1>,
donde éste ultimo represente el valor promedio de la distribucion para el valor
propio mas grande, asi

/ 2 _ 44
b+ Vb a (4.2)

Cest = 2/ ;
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donde ¥ =T((\;) —1)—n+2 y o= (T—-1)(n-1).

Para el bulk con correlaciones ordinarias se ajusta la distribucién de
Marcenko Pastur correlacionado (MPC) dada por Ec. 2.5, tomando la co-
rrelacion estimada de Ec. 4.2, y para las correlaciones parciales se ajusta la
distribucién de Marcenko Pastur (MP) dada por Ec. 2.1. Algunos ejemplos
de estas distribuciones, para diferentes tiempos, se muestran en las figuras
4.2, 4.3 y 4.4. Las curvas de arriba (en la figura) muestran el bulk para co-
rrelaciones ordinarias y las de abajo para correlaciones parciales, pero para
el mismo tiempo.
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Figura 4.4: Bulk para eleccién aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con cg;, para

correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo).

En el caso de correlaciones ordinarias, la distribucion de correlaciéon cons-
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tante se acerca mas al bulk que la distribucion de Marcenko Pastur, pero el
bulk para correlaciones parciales se ajusta mejor MP, lo cual concuerda con
el hecho de haber removido el efecto promedio del movimiento del mercado,
que se identifica con el valor propio més grande.

4.1.2. Valor propio mas grande

En general, cuando se analizan los valores propios derivados de las corre-
laciones de Pearson, el valor propio mas grande se separa claramente para la
mayoria de los tiempos, como se muestra en la figura izquierda de 4.5, donde
<)\1> » es el valor promedio de la distribucion del valor propio mas grande
para el ensemble aleatorio. El valor promedio de la distribucién del maximo
valor propio se define como

(A)g=13 Aa (43)

acQ

donde A;, es el valor propio mas grande de la matriz de correlacién C,, Q
puede ser R o S, R representa el ensemble aleatorio y .S por sectores, y [ en
tamano del ensemble.

Cuando se estudian las correlaciones parciales no se observa esto, los va-
lores propios mas grandes permanecen pequenos. Los dos picos sobresalientes
que se observan para correlaciones parciales corresponden con dos crisis fi-
nancieras importantes: la llamada dot-com bubble alrededor de 2001-2002 y
la crisis hipotecaria del 2008. Por lo tanto, el valor propio méas grande para
las correlaciones parciales nos da cierta informacién de la situacion financiera
del mercado.

)

IN

(A1)

1995 2000 2005 2010 2015 1995 2000 2005 2010
t t

Figura 4.5: Comparacién entre el valor promedio del valor propio mas grande <)\1> R
cuando se utiliza correlacién ordinaria (izquierda) y cuando solo se trabaja con correlacién

parcial (derecha).

2015
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Figura 4.6: Distribucién de A\; para t = 1993 — 05 — 25, tanto con eleccién aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.7: Distribucién de \; para t = 2002 — 07 — 31, tanto con eleccién aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.8: Distribucién de A\; para t = 2009 — 07 — 13, tanto con eleccién aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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La forma de las distribuciones para el valor propio mas grande varia con
el tiempo como se muestra en las figuras 4.6, 4.7 y 4.8. Al igual que antes, las
figuras del lado izquierdo corresponde al andlisis con correlacién ordinaria y
las de la derecha correlaciones parciales. Cuando se usa correlacion parcial el
valor propio més grande no se aleja del bulk y mantiene valores pequenos a
diferencia del caso con correlaciones ordinarias. Las lineas continuas que unen
a los puntos representan interpolaciones de segundo orden entre los puntos,
aunque para estas distribuciones se ajusta perfectamente una expansion de
Edgeworth* de segundo orden, algunos ejemplos se muestran en las figuras
4.9 y 4.10.
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Figura 4.9: Las curvas son las series de Edgeworth a segundo orden para las distribuciones
de A\ del ensemble aleatorio y diferentes tiempos. Los puntos son los datos reales de las

distribuciones después de quitarles el promedio y la varianza.

Algo que se tiene que tomar en cuenta es que la suma de los valores
propios para cada matriz del ensemble es Z;;l Aj = n. En nuestro caso
n = 35, y como se observa en la Fig. 4.5, el valor <)\1> llega a 27, lo cual es
muy grande. Ademas, debido a esta constriccion en la suma de los valores
propios, cuando hay un sélo valor propio que se aleja mucho, el resto se hacen
mas pequenos. Lo cual se observa en los datos analizados. Por ejemplo, en la
grafica izquierda de Fig. 4.7 el valor promedio esta al rededor de 17, lo cual
hace que el bulk izquierdo de la Fig. 4.3 se acerque al origen.

4 La idea de esta expansién es expresar una aproximacién de la funcién carateristica
de la distribucién en términos de su kurtosis k4, skewness k3 y una distribucién normal.
La funcién caracteristica es

1 —x k3Hs(x)  kaHy(x) K3Hg(x
g(x)_,ﬁgﬁeXp(Q)@Jr 6 24 T m )

donde = = (A1 — (1)) /0,
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Figura 4.10: La curva es la serie de Edgeworth a segundo orden para la distribucién de
A1 del ensemble aleatorio. Los puntos son los datos reales de la distribucién después de

quitarles el promedio y la varianza.

4.1.3. Efecto de la estructura de la matriz de correla-
cion

Para saber como se separan los valores propios entre si, para un tiempo

dado, estudiamos el valor promedio de sus distribuciones®. Una forma de

verlo es haciendo una grafica zipf, como la que se muestra en la Fig. 4.11.

En esta figura se observa que, ademéas del primero, el segundo valor propio

también se separa del resto para correlaciones ordinarias y se compara con
lo obtenido para el caso de datos sintéticos® no correlacionados.
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Figura 4.11: Grafica zipf para el valor promedio de los valores propios con eleccién aleato-
ria, t =2008-07-25, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

5 Se muestran resultados para seleccién Aleatoria pero lo mismo es aplicable para
Sectores.

6 Se crean el mismo nimero de series de tiempo N sin correlaciones entre ellas y se
aplica el método para obtener un ensemble de matrices de correlacién.
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Figura 4.12: Diferencia entre los valores propios obtenidos para el mercado con corre-

lacién parcial y para los datos sintéticos. Se muestran dos tiempos distintos y eleccion

Aleatoria.

Si tomamos la diferencia entre los promedios de las distribuciones pa-
ra el mercado con correlaciones parciales y los datos sintéticos, se obtienen
curvas como las que se muestran en la Fig. 4.12, donde se observa que mien-
tras mas grande sea la diferencia para los primeros valores propios, la curva
alcanzara un valor mas negativo en los valores propios medianos.

=min (A ) = (A dsine )(t)
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Figura 4.13: Evolucién del minimo de la diferencia entre los valores propios promedio

del mercado con correlacion parcial y aquellos para datos sintéticos sin correlaciones. Para

seleccion Aleatoria.

Como una forma de cuantificar el efecto de que tanto se alejan los primeros
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valores propios del caso no correlacionado, calculamos el valor minimo de la
curvas de la Fig. 4.12. La evolucién de este minimo se muestra en la Fig. 4.13
y se puede ver que en las dos crisis financieras mas sobresalientes este valor
es pequeno.

La curva de la Fig. 4.13 se obtuvo con la diferencia entre los datos del
mercado para correlaciones parciales y los datos sintéticos sin correlaciones.
Al quitar la tendencia del mercado estamos quitando las correlaciones prome-
dio, entonces, lo que queda con las correlaciones que reflejan la estructura de
la matriz de correlaciones, es por esto que minimos grandes en 4.13 estan re-
lacionados con mas valores propios que se separan del bulk para correlaciones
ordinarias.
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Figura 4.14: Grafica zipf para el valor promedio de los valores propios con eleccién Alea-
toria, t =2000-12-27, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (dere-

cha). Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.
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Figura 4.15: Gréfica zipf para el valor promedio de los valores propios con eleccién aleato-
ria, t =2007-12-31, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

En las figuras 4.11, 4.14 y 4.15 se muestran ejemplos de lo anterior. Donde



(A

0.05

30 CAPITULO 4. RESULTADOS
se observa que para correlaciones ordinarias el segundo valor propio también
se separa (o desde el tercero como en 4.15).

Minimos pequenos en 4.13 solo muestran que se separa un valor propio
para correlaciones ordinarias, como en el caso de las figuras 4.16 y 4.17.

0.01 &

Para estos casos el espectro para correlaciones parciales se parece al caso sin
correlaciones.
5r e . A‘Ieatorio l‘ ; . Aleatorio
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Figura 4.16: Grafica zipf para el valor promedio de los valores propios con eleccién aleato-
ria, t =1993-05-25, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.
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Figura 4.17: Grafica zipf para el valor promedio de los valores propios con eleccién aleato-

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

ria, ¢ =1994-05-10, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

En las figuras 4.18 y 4.19 se muestra el perfil de correlaciones de la matriz

de correlaciéon promedio para un tiempo dado, tanto para correlacion ordi-
naria como para correlacién parcial. En ambas figuras se observa que los dos

tipos de correlaciéon comparten una estructura. La Fig. 4.18 representa un

caso en el que se tiene mas de un valor propio que se separa del bulk y la
Fig. 4.19 es un ejemplo en donde tnicamente un valor propio se separa.
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Esto es sobresaliente porque generalmente se identifica al valor propio
mas grande con el estado del mercado pero ésto sugiere que la estructura de
las correlaciones es igualmente importante.

Figura 4.18: Estructura de la matriz de correlacién promedio sin diagonal para t =2000-
12-27, para correlacién ordinaria (izquierda) y correlacién parcial (derecha). Para eleccién
aleatoria.

015 &

[ |
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Figura 4.19: Estructura de la matriz de correlacién promedio sin diagonal para t =1994-
01-18, para correlacién ordinaria (izquierda) y correlacién parcial (derecha). Para eleccién
aleatoria.
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4.2. Correlacién promedio vs Valor propio mas

grande

A continuacion se estudiard la relacion entre el valor de correlacién pro-
medio de la matriz C' tanto con el valor propio més grande de C' como con
el valor propio mas grande de los dos ensembles estudiados.

4.2.1. <CZJ> VS )\1

Antes de pasar a lo que se obtiene con el modelo en si, se vera como
esta relacionada la correlacion promedio <C¢j> con el valor propio mas grande
de la matriz de correlaciéon C'. La correlacion promedio <C’ij> se define como

(C,;) = N(N;—D(Z G,y — N), (4.4)

ya que solo se toman en cuenta los elementos no diagonales de C.

En la Fig. 4.20 se puede ver como evoluciona la correlacién promedio
(Cy;) (izquierda) y el valor propio més grande \; (derecha) de la matriz de
correlaciéon completa. A primera vista parece que se puede aplicar el modelo
de correlacion constante, del que se hablo en el la seccion de Ensemble de
Wishart Correlacionado, pero como se muestra en la Fig. 4.21, al calcular la
correlacion estimada C.g; a partir de la Ec. 4.1 no se obtiene una coincidencia
perfecta, aunque cercana.
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Figura 4.20: Evolucién de la correlacién promedio (izquierda) y el valor propio més
grande (derecha) de C.

A pesar de no tratarse de un modelo de correlacién constante, claramente
hay una relacién lineal entre <C’,»j> y A1 como se muestra en la Fig. 4.22. Por
lo que se tiene,

A= (281,98 +0,73) (Cj;) + (12,69 £ 0,22), (4.5)

2015
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Figura 4.21: Comparacién entre la correlacién promedio (curva continua) y la correlacién

estimada (curva punteada) tomando el modelo de correlacién constante.
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Figura 4.22: Relacién lineal entre (Cj;) y A;.

en nuestro caso para N = 293 y T' = 44. Aunque anteriormente se ha visto
que el valor més grande destaca del resto [5], y representa al mercado, no se
ha reportado que la relacién entre éste y la correlacion promedio sea lineal a
lo largo del tiempo.
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4.2.2. (Cj) vs <)‘1>R7S

Tanto <)\1> R COMO </\1> ¢ se comportan como la correlacion promedio
cuando se trabaja con correlaciones ordinarias. Y como se muestra en la Fig.
4.23, ambos guardan una relacién lineal con la correlacion promedio. Las

251 o 25
-

(A1)s
“If
K+

0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
(Cji) (Cyi)

Figura 4.23: Relacién lineal entre (Ci;) y (A1), (izquierda) y (A1) ¢ (derecha).

relaciones lineales son,

(A1), = (32,54 £ 0,07) (Cy) + (2,43 £0,02)

(M) = (32,65 £0,07) (Cij) + (2,35 £ 0,02), (4.6)

paran =35y T = 44.

Pero cuando se usa como referencia a la matriz de correlaciones parciales,
el valor propio mas grande no tiene relacion lineal con el valor de correlacion
promedio de C' ni con la correlaciéon promedio de la matriz de correlaciones
parciales.

4.2.3. Relacion entre \; y <>\1>RS

En la Fig. 4.24 se puede observar que el valor propio A\; de la matriz
C tiene una relacién lineal muy clara con el valor promedio de los valores
propios mas grandes tanto del ensemble aleatorio <)\1> » como del ensemble
por sectores <)\1> ¢+ Dicha relacion es:

A = (8,666 £ 0,004) (M), — (8,42 £0,05)

A1 = (8,636 £0,006) (A1), — (7,63 £ 0,08). (4.7)
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Figura 4.24: Relacién lineal entre A\ y (A1), (izquierda) y (A1) (derecha).

El que obtengamos una relaciéon lineal perfecta, entre el méaximo valor
propio de la matriz C'y el valor promedio de la distribucién para el méaximo
valor propio de los ensembles calculados, quiere decir que en promedio las
matrices de correlacion C, preservan la estructura y las caracteristicas de C.

4.3. Distribucién de espaciamiento a primer
vecino

Una de las principales razones del uso del método propuesto es que se
obtiene suficientes valores propios para hacer un analisis estadistico. Donde
realmente se ve la ventaja del método es en el calculo de funciones tales
como la distribucién del espaciamiento a primer vecino p(s) y la varianza de
nimero ¥?(L), y como evolucionan en el tiempo.

En general, la distribucién de espaciamiento a primer vecino p(s) se ve
como en la Fig. 4.25, y es dificil distinguir a ojo cuales son los cambios en la
distribucién entre un tiempo y otro. Esta observacion es valida tanto para
correlaciones ordinarias como para correlaciones parciales. Una forma de ver
como cambia la distribucién p(s) es calculando la desviacién estandar o de
la distribucién, por ejemplo. La forma en la que evoluciona o para ambos
tipos de correlacion se muestra en la Fig. 4.26.

Algo que se observa es que el efecto de situacién econémica del mercado
estd reflejado en la distribucién P(s), ya que al parecer en momentos de
crisis, como en el 2001-2002 y 2008, la desviacion estandar aumenta. Que o
aumente significa que las fluctuaciones en el espectro a corto alcance se hacen
mas grandes.
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Figura 4.25: Distribucién p(s) para t = 1993 — 05 — 25. Para correlaciones ordinarias.
Las curvas escalonadas son para los ensembles y la curva rallada es la distribucién para la
conjetura de Wigner para el GOE dada por Ec. 2.9.
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Figura 4.26: Comparacién entre la evolucién de la desviacién esténdar o de la dis-
tribucién p(s) cuando se utiliza correlacién ordinaria (izquierda) y parcial (derecha). Se

muestran resultados para el ensemble por sector, dado que el otro caso es muy parecido.

4.4. Varianza de numero

La varianza de nimero Y¥?(L), al igual que las otras distribuciones antes
mencionadas, cambia en el tiempo, y aunque en distintos periodos de tiempo
se parece a la obtenida para el GOE, en otros se desvia bastante.

Antes que nada hay que decir que compararemos con la varianza de nime-
ro obtenida para un ensemble GOE de elementos con dimension 35x35, al que
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llamaremos GOE Est. La diferencia entre la formula analitica para %%(L) del
ensemble GOE (Ec. 2.13) y la varianza de ntimero para GOE Est se muestra
en la Fig. 4.27. Estas curvas coinciden para valores pequenios de L pero no
para valores grandes, pues GOE Est cae més rapido.

Algunos ejemplos de como es la varianza de niimero para distintos tiempos
se presentan en las figuras 4.28, 4.29 y 4.30. En general ¥?(L) se acerca mds
al GOE Est cuando se trata con correlaciones parciales. En la Fig. 4.28 se

1.0

T
GOE Est

(L)

0.0

Figura 4.27: Comparacién entre la forma analitica de ¥?(L) para el GOE y la varianza

de numero obtenida numéricamente para matrices de dimension 35x35, GOE Est.
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Figura 4.28: Varianza de ntiimero para t = 1993 — 05 — 25. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).

observa que la varianza de nimero tanto para correlaciones ordinarias como
para correlaciones parciales se acercan a GOE Est, ademas esta fecha tiene
un valor pequeno para el valor propio més grande (Fig. 4.6).

10
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Figura 4.29: Varianza de nimero para t = 2002 — 07 — 31. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.30: Varianza de nimero para t = 2009 — 07 — 13. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.31: Comparacién entre la evolucién de la diferencia 4.8 con correlacién ordinaria

(izquierda) y parcial (derecha). Para el ensemble por sector, y el otro caso es muy parecido.

Para medir cuanto se separa del caso GOE Est se calcula la integral de
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la diferencia de las curvas, de la siguiente forma:

ax? = ( / S2(L)dL — / S2 6 (L)L) / / %2 op e (L)AL (4.8)

Esta diferencia se muestra en la Fig. 4.31, y se puede ver que se tiene un
comportamiento similar tanto para el caso con correlacién ordinaria como con
correlacién parcial. Ademas, estas curvas son similares a las que se obtuvieron
para la desviacién estandar o de la distribucion p(s).

Cabe resaltar que aunque el método con correlaciones ordinarias y con co-
rrelaciones parciales difiere claramente para la evolucién del valor propio mas
grande, esto no es asf para las distribuciones p(s) y (L), ya que muestran
un comportamiento cualitativamente similar.
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Capitulo 5

Conclusiones

Al lo largo del trabajo se estudié un nuevo método para analizar series de
tiempo cortas que permite obtener mas valores propios, con los que se puede
hacer un mejor analisis estadistico de estos. El método se usod tanto para
caracterizar correlaciones ordinarias como correlaciones parciales, en donde
se remueve el efecto de los rendimientos promedio.

Se observd que los valores propios se separan principalmente en dos dis-
tribuciones para el caso de correlacién ordinaria: el bulk, que esta formado
por todos los valores propios salvo el mas grande y donde una distribucién
para el ensemble de Wishart correlacionado es mas apropiada; y la distri-
bucién para el valor propio més grande, que se separa del resto conforme la
correlacién crece. Se clasifico asi porque el valor propio mas grande se separa
significativamente.

A pesar de esta clasificacién, si hay otros valores propios que se separan
del resto, aunque no es tan notorio como en el caso del mayor valor propio.
Que se alejen otros valores propios o no, depende de la estructura de la matriz
de correlacion.

Se determiné que existe una relacién lineal clara entre el valor promedio de
la distribucion del valor propio méas grande <)\1> rg Y la correlacion promedio

<C’,»j>. De la misma forma, hay una relacién lineal entre el maximo valor
propio A; de la matriz C'y <)\1>R’S.

A pesar de que el comportamiento del valor propio mas grande difiere
dependiendo de si se usan correlaciones ordinarias o correlaciones parciales,
se observo que las fluctuaciones espectrales, tales como la distribucién de
espaciamiento a primer vecino y la varianza de ntimero, se comportan de
manera similar. Ademas de que parece haber una relacién entre la desviacion
estandar de la distribucién p(s) y la diferencia de la varianza de nimero del
mercado con la varianza de nimero del GOE (Est).

41
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Por otro lado, no se observaron diferencias sobresalientes entre la cons-
truccién del ensemble de forma aleatoria y tomando en cuenta los sectores
industriales.



Apéndice A
Desdoblamiento

El desdoblamiento, o mejor conocido como unfolding, es una técnica que
permite analizar las fluctuaciones de un espectro [9].
Supdn que el resultado de una serie de mediciones arroja una secuencia de

valores {F1, Fs, - - - , Ex}, que puede ser representada por la funcién espectral
N

S(E)=> 6(E - E,). (A1)
n=1

Para estudiar las propiedades de las fluctuaciones del espectro se tiene que
remover la densidad central de niveles R;(FE), a este procedimiento se le
conoce como desdoblamiento. Se define la funcion espectral comulativa como

E N

n(E) = / S(E')dE' =) O(E - E,). (A.2)

- n=1

Esta funcion cuenta el niimero de niveles menores o iguales a E. Esta funcién
es separada en una parte suave £(E) y otra con fluctuaciones 1y (E),

n(E) = £(E) + np(E). (A.3)

La parte suave esta dada por

E

E(B) = / Ry (E")dE'. (A.4)

Para desdoblar el espectro, la secuencia {E1, Es, -+, Ex} se mapea a los
numeros {&1,&, -+, &N} con

& =¢&(En), n=1,--- N. (A.5)
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De estd forma la funciéon cumulativa para las nuevas variables es

~

§(E) =&+ nu(8). (A.6)

Por lo tanto, la densidad central de niveles de las variables nuevas es la
unidad, ya que es la derivada de la parte suave.

Ademas, la funcién de correlacion Rj, tiene que ser reescalada apropia-
damente. La funcién de correlacion desdoblada X se obtiene al igual las
probabilidades diferenciales en ambas escalas

Xi(&1y oy &p)dEy - dE = Ri( M1y ooy Ap)d Ay - - - d )y

En la practica, desdoblar un espectro es algo técnico. Se ajusta un po-
linomio a la funciéon cumulativa que capture sus principales caracteristicas,
y se evalia el espectro en el polinomio. Dando como resultado las nuevas
variables.
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