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POSGRADO EN CIENCIAS FÍSICAS
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PRESENTA:
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MÉXICO D.F., ENERO 2016



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Resumen

La teoŕıa de matrices aleatorias (RMT) se ha aplicado en distintas áreas
de conocimiento desde que se hizo popular con los trabajos de Wigner, una
de esas áreas, y en la que nos enfocaremos, es la del estudio de series de
tiempo de rendimientos. Para estudiar estas series de tiempo se analiza la
matriz de correlación, donde el tema apropiado en RMT son los ensembles
de Wishart.

En este trabajo se aplica un método nuevo para analizar series de tiem-
po cortas con el que se obtienen más valores propios. Este método consiste
en crear un ensemble de matrices de correlación a partir de un número fijo
de series de tiempo y con ésto se puede hacer un análisis de las propieda-
des estad́ısticas del espectro de valores propios de dichas matrices. Después
se compara con el caso no correlacionado, que corresponde al ensemble de
Wishart.

Además de la correlación de Pearson, se estudió la correlación parcial
entre las series de tiempo, y se encontró que las fluctuaciones de los espectros
de valores propios obtenidos con estos tipos de correlaciones se comportan
cualitativamente de la misma forma, pero las distribuciones espectrales son
diferentes. Se observó que la estructura de la matriz de correlación juega un
papel en los momentos de crisis, y no solo importa el nivel de correlaciones
global del mercado.
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Caṕıtulo 1

Introducción

A lo largo de los años se han usado una gran variedad de métodos de análi-
sis de series de tiempo para estudiar el comportamiento de acciones financie-
ras, con el propósito de comprender la estructura y dinámica del mercado y
detectar hechos estilizados1 en el mismo [1]. En la caracterización del perfil
de correlaciones, estos métodos generalmente trabajan con el coeficiente de
correlación de Pearson, para estudiar la relación entre acciones.

Propiedades emergentes, tales como la presencia de estados del merca-
do, se han detectado mediante la agrupación de matrices de correlación pa-
ra distintos tiempos [2]. Otro método, ademas del estudio de los elementos
de correlación, se ha enfocado en la aplicación [3–7] de Teoŕıa de Matrices
Aleatorias (RMT) [8, 9], principalmente en el estudio de la distribución es-
pectral de matrices grandes de correlación. Generalmente el problema con
estos análisis es que, debido a que se estudian series de tiempo muy largas,
no se pueden caracterizar las propiedades de las distribuciones espectrales en
periodos de tiempo corto, ademas de que las series de tiempo financieras no
son estacionarias.

En el trabajo de Münnix et al. [2], a pesar de que se estudian series de
tiempo cortas, no se puede hacer un análisis espectral, puesto que mientras
más cortas las series de tiempo, menos valores propios diferente de cero hay.
Motivados por lo anterior, en este trabajo se implementa un nuevo método
que nos permitirá estudiar series de tiempo cortas, con la ventaja de tener
suficientes valores propios que nos permiten hacer un análisis estad́ıstico.
Este método consiste en crear un ensemble de matrices de correlación {Cα},
a partir del conjunto de series de tiempo que se quieren caracterizar. Las series
de tiempo que analizamos son las series de rendimientos para un conjunto
de acciones del ı́ndice S&P 500, que, al igual que en [2], fueron seleccionadas

1 Propiedades estad́ısticas que son comunes para un amplio rango de instrumentos
financieros, mercados y peŕıodos de tiempo.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

por haber existido a lo largo del tiempo bajo consideraciones económicas
similares.

En el caṕıtulo 2 damos algunos conceptos necesarios para entender los
datos con los que se trabaja, es decir, conceptos relacionados con los mercados
financieros. Ademas, se introducen algunos modelos y distribuciones en RMT,
principalmente modelos de ensembles de matrices de correlación, como el
ensemble de Wishart [10, 11] y Wishart correlacionado [12–14], aśı como la
distribución de espaciamiento a primer vecino p(s) y la varianza de número
Σ2(L).

En el caṕıtulo 3 describimos nuestro modelo, que consiste en crear un
ensemble de matrices de correlación {Cα} a partir de un conjunto de N series
de tiempo de rendimientos. Para crear un miembro del ensemble se eligen n <
N series de tiempo de las N originales y consideramos dos formas de elección:
aleatoriamente y por sectores, éste último es conservando las proporciones de
acciones que corresponden a los diferentes sectores industriales. Ademas de
estudiar la correlación de Pearson, también se analiza la correlación parcial
[15] entre las acciones dado el valor promedio de rendimientos del conjunto de
acciones, es decir, se remueve el efecto del mercado. Al final de este caṕıtulo
se explica cómo se define la correlación parcial entre dos series de tiempo
dado una tercera.

En el caṕıtulo 4 se describen los resultados obtenidos con ambos méto-
dos de elección durante la construcción del ensemble, tanto con correlación
ordinaria como con correlación parcial. Un resultado importante es que las
distribuciones p(s) y Σ2(L) se comportan de forma similar para correlación
ordinaria y parcial, a pesar de que el promedio del valor propio más grande〈
λ1
〉

difiere substancialmente. Además, la forma de elección en la construc-
ción del ensemble no juega un papel importante en el método.

Finalmente en el caṕıtulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo desa-
rrollado.



Caṕıtulo 2

Conceptos fundamentales

2.1. Conceptos financieros

2.1.1. ¿Qué es un sistema financiero?

Un sistema financiero consiste de instituciones financieras1 y mercados
que interactúan, generalmente de forma compleja. Las instituciones son los
agentes principales en los mercados financieros debido a que desempeñan la
función de intermediarios.

Un mercado financiero es un mercado donde instrumentos financieros son
intercambiados o comerciados por agentes financieros. Estos son bienes intan-
gibles, de los cuales se esperan que provean beneficios futuros, por ejemplo,
una ganancia monetaria. Un ejemplo de instrumento financiero son las ac-
ciones, las cuales son emitidas por compañ́ıas como una forma de obtener
fondos y dan a los accionistas derechos sobre los bienes y ganancias de la
compañ́ıa.

Cualquier transacción relacionada con un instrumento financiero inclu-
ye al menos dos agentes: compradores y vendedores. Estos proveen, como
principales caracteŕısticas, las siguientes tres funciones:

1. Descubrimiento de precio

2. Liquidez

3. Reducción de costos de transacción

La función de descubrimiento de precio se refiere a que las transaccio-
nes entre los compradores y vendedores de instrumentos financieros en un

1 Firmas que proveen servicios financieros a sus consumidores. Por ejemplo, invertiendo
sus fondos.
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mercado financiero determinan el precio del bien intercambiado. Esto es un
principio económico básico llamado oferta y demanda. Por ejemplo, si los
agentes financieros piensan que el precio de una acción es más bajo del que
debeŕıa, ésto incrementa el interés en el bien, y por lo tanto habrá más com-
pradores que vendedores. Ésto hace que el precio del bien suba.

La función de liquidez provee a los inversionistas la oportunidad de vender
instrumentos financieros, ya que se refiere a la capacidad de vender un bien
en el mercado en cualquier momento. Sin liquidez, un inversor seŕıa forzado
a retener el instrumento financiero hasta que una oportunidad se presente.
Todos los mercados financieros tienen algún grado de liquidez, sin embargo,
diferentes mercados están caracterizados por ésta.

2.1.2. Mercado primario vs Mercado secundario

Cuando se crean instrumentos financieros y se venden por primera vez,
se hace en el llamado mercado primario. Por ejemplo, cuando se crean ac-
ciones con el objetivo de venderlas, estas se venden por primera vez en un
mercado primario. A partir de la primera venta, las ventas subsecuentes se
realizan en el mercado secundario. Los vendedores y compradores que deter-
minan el precio de los instrumentos interactúan en este tipo de mercado. Las
instituciones emisoras no obtienen nuevos fondos cuando los instrumentos se
comercian en el mercado secundario; los fondos únicamente son obtenidos en
el mercado primario.

Las caracteŕısticas de los mercados financieros que se mencionaron en la
sección anterior corresponden a caracteŕısticas de los mercados secundarios,
y generalmente cuando se habla de mercados financieros se piensa en este
tipo de mercados.

Los instrumentos financieros pueden ser intercambiados en dos formas.
La primera es una bolsa (exchange), las bolsas son mercados centralizados y
regulados, donde los instrumentos son comerciados de manera estandariza-
da y transparente. Ejemplos de estas bolsas son: New York Stock Exchange
(NYSE), Nasdaq, y la Bolsa Mexicana de Valores (BMV). Generalmente las
compañ́ıas grandes eligen éste tipo de intercambio para cotizar y comerciar
sus instrumentos. Sin embargo, muchas compañ́ıas no cumplen con los requi-
sitos para cotizar en éste tipo de bolsas o no quieren pagar los costos. Estas
empresas cotizan en mercados extra-bursátiles (Over-The-Counter OTC), el
segundo método para intercambiar instrumentos financieros. Los mercados
extra-bursátiles son redes descentralizadas de dealers, en donde los brokers
y dealers interactúan directamente entre ellos ya sea por redes computacio-
nales o por teléfono. Ésta forma de cotizar es menos transparente ya que, a
diferencia de la bolsa, los precios de postura generalmente no son publicados;
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a menos que se trate de acciones que también están registradas en la bolsa.
Por esta razón, generalmente se analizan los instrumentos financieros que
cotizan en la bolsa, como en el caso de este trabajo.

2.1.3. Indice financiero

Un ı́ndice financiero es una medida del desempeño de un portafolio o
conjunto de instrumentos financieros en un mercado en particular, o de cierta
parte del mercado. T́ıpicamente, un ı́ndice es un promedio ponderado sobre
un conjunto de instrumentos que da información de los cambios en los precios
en el portafolio. Ademas, cada ı́ndice es calculado y ponderado de forma
diferente.

Figura 2.1: Índice S&P 500 desde 1950.

Hay muchos tipos de ı́ndices, dependiendo del tipo del mercado o del sec-
tor. Uno de los indices financieros más populares es el Standard & Poor’s
500 ( S&P500 ) y contiene 500 acciones consideradas como las más represen-
tativas de las bolsas NYSE y Nasdaq. Este ı́ndice se usa comúnmente como
referencia del mercado estadounidense. Ejemplos de otros ı́ndices son: Nik-
kei 225 y FTSE 100, que son ı́ndices basados en acciones de Japón y Reino
Unidos, respectivamente. En México, está el Índice de Precios y Cotizacio-
nes (IPC), que mide el desempeño de 35 acciones que cotizan en la Bolsa
Mexicana de Valores (BMV).
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2.2. Teoŕıa de Matrices Aleatorias (RMT)

Originalmente la teoŕıa de matrices aleatorias (RMT2) fue aplicada por
Wigner [16–18] para tratar con la estad́ıstica de eigenvalores y eigenfunciones
de sistemas cuánticos complejos de muchos cuerpos. Por ejemplo, ha sido apli-
cada exitosamente a las propiedades de fluctuaciones espectrales del núcleo
atómico y se han estudiado las fluctuaciones estad́ısticas de los procesos de
dispersión en tales sistemas [8, 9]. Se considera que el campo de estudio de
RMT comenzó con estos trabajos debido a su influencia, pero su origen se
remonta a los trabajos de Wishart [10] y de James [19].

El modelo introducido por Wigner difiere en forma fundamental de la
aplicación estándar de conceptos estad́ısticos en la f́ısica. En la mecánica
estad́ıstica, uno considera un ensemble de sistemas f́ısicos idénticos, todos
gobernados por el mismo hamiltoniano pero con condiciones iniciales distin-
tas, y calcula funciones termodinámicas promediando sobre este ensemble.
Wigner procedió diferente: él consideró ensembles de sistemas dinámicos go-
bernados por hamiltonianos diferentes con alguna propiedad de simetŕıa en
común. El modelo enfoca su atención en las propiedades que son comunes
en casi todos los miembros del ensemble y que están determinadas por las
simetŕıas fundamentales sobresalientes.

RMT ha experimentado un desarrollo rápido e inesperado en el último
cuarto de siglo. Ha sido aplicada exitosamente a una gran variedad de pro-
blemas f́ısicos, y ha llegado a ser una herramienta importante en el estudio
de sistemas que son aparentemente bastante diferentes de sistemas de mu-
chos cuerpos, como sistemas moleculares. Por ejemplo: sistemas cuánticos
desordenados, sistemas cuánticos caóticos [9] y sistemas financieros. En las
figuras 2.2 y 2.3 se muestran ejemplos, de una distribución que caracteriza
las fluctuaciones espectrales, para dos sistemas diferentes.

En la siguiente sección se dará una breve descripción del ensemble gaus-
siano, seguido del ensemble de Wishart y después del de Wishart correlacio-
nado.

2.2.1. Ensembles gaussianos

En RMT, se empieza con un ensemble de hamiltonianos que es definido
por un ensemble de matrices aleatorias, donde cada miembro describe una
dinámica diferente. En la práctica se usan matrices hamiltonianas de dimen-
sión finita D, aunque para resultados anaĺıticos a menudo se toma el ĺımite
D →∞.

2 Random Matrix Theory.
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Figura 2.2: Distribución de espaciamiento a primer vecino para una matriz de correlación

construida con datos entre 1994 y 1995 para 1000 acciones. En pasos de 30 min. Tomada

de [3].

Figura 2.3: Distribución de espaciamiento a primer vecino para los modos electromecáni-

cos de un cristal de cuarzo de forma irregular. Tomada de [9].

Se han clasificado tres ensembles relevantes en mecánica cuántica, defini-
dos en términos de las propiedades de simetŕıa del hamiltoniano [8].
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(i) El ensemble ortogonal gaussiano (GOE3). Son sistemas invariantes
ante inversión temporal. Para tales sistemas, la matriz hamiltoniana puede
ser elegida real y simétrica.

(ii) El ensemble unitario gaussiano (GUE4). Son sistemas no invariantes
ante reversión temporal. Para tales sistemas, las matrices hamiltonianas son
hermitianas y los elementos Hnm de las matrices aleatorias son complejos.

(iii) El ensemble simpléctico gaussiano (GSE5). Son sistemas invariantes
ante inversión temporal, sin simetŕıa rotacional y con esṕın semi-entero.

En los tres casos la densidad de probabilidad de encontrar una matriz
particular está dada por una función PD(H). Las funciones PD(H) son in-
variantes bajo transformaciones ortogonales, unitarias y simplécticas del ha-
miltoniano, respectivamente.

Para estos ensembles considerados por Wigner, las densidades de pro-
babilidad PD(H) se escogen con forma gaussiana. Que sean densidades de
probabilidad gaussianas se debe a un argumento de máxima entroṕıa en las
densidades de probabilidad de los ensembles, además de fijar tr(H2) a una
constante.

2.2.2. Ensemble de Wishart

Una matriz de Wishart [10] se define como C = 1
T
AAt donde A es una

matriz de N×T , At es la transpuesta de A, y las entradas de A son variables
gaussianas independientes reales con promedio cero y varianza σ2 = 1. En
RMT el ensemble de matrices de Wishart es conocido como ensemble ortogo-
nal de Wishart (WOE) [20]. Si hablamos de series de tiempo, C representa la
matriz de correlación calculada sobre las series de tiempo estocásticas de ho-
rizonte temporal T para N variables estad́ısticamente independientes. Esto
significa que en promedio C no tiene correlaciones cruzadas.

Para WOE, la Distribución de Probabilidad Conjunta (JPD) de los va-
lores propios de C, λj, para 1 ≤ j ≤ N , puede ser obtenida usando técnicas
desarrolladas para ensembles gaussianos [20]. La JPD de los valores propios
es:

P (λ1, . . . , λN) ∝
N∏
j=1

w(λj)
N∏
j>k

|λj − λk|.

donde w(λj) = λ
[N(κ−1)−1]/2
j exp(−Nκλj/2) y κ = T/N .

3 Gaussian orthogonal ensemble
4 Gaussian unitary ensemble
5 Gaussian symplectic ensemble
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A partir de esta función se pueden calcular correlaciones espectrales me-
diante la función de correlación de n-puntos:

Rn(λ1, . . . , λn) =
N !

(N − n)!

∫ ∞
−∞

dλn+1 · · ·
∫ ∞
−∞

dλNP (λ1, . . . , λN).

La función de correlación de n-puntos describe la estad́ıstica de n < N valores
propios independientemente de los (N − n) valores propios restantes. Por
ejemplo, la densidad espectral es la función de un punto.

Para un GOE, la densidad espectral converge al semi-circulo de Wigner
para dimensiones grandes. De forma similar, para el WOE, para grades N y
T pero finito κ, la densidad espectral está dada por la densidad de Marčenko
Pastur [11]:

ρ(λ) = κ

√
(λ+ − λ)(λ− λ−)

2πλ
, (2.1)

donde λ± = (κ−1/2±1)2 son los puntos de los extremos de la densidad. Nótese
que para κ < 1, la densidad ρ(λ) está normalizada a κ y no a 1, dado que
la matriz C es singular. Por lo tanto, tomando en cuenta los (N − T ) ceros,
para κ ≤ 1 la densidad toma la forma

ρ(λ) = κ

√
(λ+ − λ)(λ− λ−)

2πλ
+ (1− κ)δ(λ). (2.2)

El éxito de la aplicación de RMT en diversos campos se debe a la univer-
salidad de las fluctuaciones espectrales. Pandey y Ghosh [21,22] han demos-
trado que los ensembles GOE y WOE comparten las mismas fluctuaciones
espectrales, aunque no las mismas densidades.

2.2.3. Ensemble de Wishart correlacionado

Para tomar en cuenta las correlaciones entre las variables se considera C =
1
T

Ξ1/2BBtΞ1/2, donde Ξ es una matriz positiva definida y simétrica que define
las correlaciones y B tiene las mismas caracteŕısticas que A. Dicho ensemble
es llamado ensemble ortogonal de Wishart correlacionado (CWOE) [12,13].

Un tratamiento anaĺıtico de este ensemble es más dif́ıcil que en el caso
no correlacionado. A pesar de ésto, recientemente se ha obtenido la densidad
espectral ρ(λ) para N y T finitos [23–25], y una relación asintótica para la
función de 2-puntos [14]. Las fluctuaciones espectrales para CWOE no son
universales siempre, como ocurre en el caso de Σ2(L) [8], para L grande.

Un caso que nos servirá estudiar, y para el cual se tiene solución anaĺıtica
debido a su sencillez, es el de correlación constante. En este ejemplo, la
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matriz Ξ representa la matriz de correlación constante por pares c. Los valores
propios de esta matriz están dados por

λ1 = Nc+ 1− c y λi = 1− c, (2.3)

para i 6= 1. Es decir, solo tiene un valor propio que sobresale. En este caso la
densidad espectral toma la forma [14]

ρ(λ) = ρ′(λ) +
1

N
δ
(
λ− (Nc+ 1− c)(Ncκ+ 1− c)

Ncκ

)
, (2.4)

ρ′(λ) = κ

√
(λ+ − λ)(λ− λ−)

2π(1− c)λ
, (2.5)

donde λ± = (1− c)(κ−1/2 ± 1)2 y κ = T/N .
Como se puede ver en la función delta de la densidad espectral, el valor

propio más grande de la distribución esta en

λ1 =
(Nc+ 1− c)(Ncκ+ 1− c)

Ncκ
= (Nc+ 1− c)

(
1 +

1− c
Tc

)
, (2.6)

y éste difiere del valor propio más grande de Ξ (Eq. 2.3) en la dependencia
de (1− c)/Tc.

A continuación se hablará de algunas funciones que caracterizan las fluc-
tuaciones en una distribución, por ejemplo, la distribución de espaciamiento
a primer vecino (nearest neighbor spacing distribution (NNSD)) y la varianza
de numero (level number variance).

2.2.4. Distribución de espaciamiento a primer vecino

Probablemente la distribución de espaciamiento a primer vecino p(s) es
la cantidad que más se usa para describir las fluctuaciones a corto alcance
en un espectro [9]. Esta función es la densidad de probabilidad que describe
el espaciamiento s entre dos niveles contiguos desdoblados6 ξn y ξn+1. La
función p(s) no es una estad́ıstica de dos puntos, involucra las correlaciones
de n-puntos, n ≤ N , y su primer momento esta normalizado a la unidad,∫ ∞

0

p(s)ds = 1 y

∫ ∞
0

s p(s)ds = 1. (2.7)

Para el caso de espectros no-correlacionados o de Poisson se tiene p(s) =
exp(−s), mientras que para el oscilador armónico p(s) = δ(s − 1). Para los

6 La descripción de la técnica de desdoblamiento se da en el apéndice A.
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Figura 2.4: La conjetura de Wigner pβ(s) para la distribución de espaciamiento a primer

vecino. La linea solida es para GOE, la rayada para GUE, y la punteada para GSE. Tomada

de [9].

ensembles gaussianos, el calculo de p(s) es dif́ıcil [20] y el resultado involucra
productos infinitos. Sin embargo, una buena aproximación está dada por la
conjetura de Wigner, el cual es la solución exacta para un ensemble gaussiano
de matrices de 2x2 [26]. La forma más general de la conjetura de Wigner es

pβ(s) = aβs
βexp(−bβs2) (2.8)

con β = 1 (GOE), 2 (GUE) y 4(GSE). La forma de las funciones pβ(s) se
muestran en la Fig. 2.4. Aśı, la p(s) para el ensemble GOE está dada por:

p1(s) = pGOE(s) =
π

2
s exp(−π

4
s2). (2.9)

2.2.5. Varianza de número

La distribución de espaciamiento a primer vecino contiene información
del espectro a corto alcance. Una forma de medir las correlaciones de largo
alcance es mediante la varianza de número, que está definida por

Σ2(L) = 〈η̂2(L, ξs)〉 − 〈η̂(L, ξs)〉2, (2.10)
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donde η̂(L, ξs) cuenta el número de niveles en el intervalo [ξs, ξs + L] de
los datos desdoblados y 〈.〉 denota el promedio sobre todo el intervalo. Por
construcción, 〈η̂(L, ξs)〉 = L. Entonces, en un intervalo de longitud L el
promedio de la variación cuadrática es Σ2(L).

0 2 4 6 8
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0.8
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Σ
2
(

L
)

Figura 2.5: Función Σ2(L) para el ensemble GOE. Función 2.13.

La varianza de número solo se relaciona con correlaciones de dos niveles,
en la forma siguiente

Σ2(L) = L− 2

∫ L

0

(L− r)Y2(r)dr, (2.11)

donde Y2 = 1 − X2; X2 es la función de correlación de dos puntos para
el espectro desdoblado y da la probabilidad de encontrar cualesquiera dos
niveles a una distancia r el uno del otro. Para el ensemble GOE está dada
por

Y2(r) = s2(r) +
ds(r)

dr

∫ ∞
r

s(r′)dr′, (2.12)

donde s(r) = sin(πr)/πr.
Con las ecuaciones anteriores, la solución para Σ2(L) está dada por

Σ2
GOE(L) = 2

π2 (ln(2πL)− cos(2πL) + γ + 1− ci(2πL) + π2L
+si2(πL)/2− π/2 si(πL)− 2πL si(2πL)),

(2.13)

donde ci(x) = −
∫∞
x

cos(t)/t dt y si(x) =
∫ x
0

sin(t)/t dt. En la Fig. 2.5 se
muestra la forma de la función Σ2

GOE(L).
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Descripción del modelo

El análisis de series de tiempo se ha vuelto una herramienta teórica in-
dispensable en la investigación económica y financiera.

Las series de tiempo son observaciones o valores ordenados cronológica-
mente. Ejemplos de esas variables pueden ser indices de mercados de valores,
tasas de desempleo, y precio de acciones. Éstas pueden mostrar distintos
patrones, tales como tendencias y periodicidad. Por ejemplo, la producción
industrial y el consumo muestran una tendencia ascendente, mientras que el
turismo presenta periodicidad.

Debido a esto, aunque el precio de la acción se forma por las fuerzas de
oferta y demanda, el rendimiento (o return) a menudo es la variable que se
analiza. Su ventaja es que algunas propiedades estad́ısticas, tal como estacio-
nariedad, pueden ser más aplicables a los rendimientos que a los precios [27],
puesto que calcular rendimientos es una forma de quitar tendencias.

Para una acción i que tiene un precio Pi(t) al tiempo t, el rendimiento se
define como

ri(t) =
Pi(t+ ∆t)

Pi(t)
− 1, (3.1)

donde ∆t representa una unidad de tiempo en la serie de tiempo. Esta unidad
de tiempo pueden ser segundos, minutos, d́ıas, etc... En este trabajo la unidad
de tiempo será de un d́ıa laboral1.

Una herramienta común en el estudio de la interdependencia entre rendi-
mientos de diversos bienes, entre otros acciones, es la matriz de correlación
C de rendimientos:

C = diag(Σ)−1/2 Σ diag(Σ)−1/2, (3.2)

1 En el siguiente caṕıtulo se explican con más detalle las caracteŕısticas de los datos
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donde diag(Σ) es una matriz diagonal con la diagonal de la matriz de cova-
rianza Σ, que se define como:

Σij = cov(ri(t), rj(t)) = E[(ri(t)− µi)(rj(t)− µj)], (3.3)

donde µi es el promedio de la serie de tiempo i.
Si las series de tiempo son previamente normalizadas, es decir, si Ai(t) =

(ri(t)− µi)/σi, entonces la matriz de correlaciones se puede escribir como:

C =
1

T
AAt. (3.4)

En trabajos anteriores se ha analizado la matriz de correlación C para
datos del mercado de valores de EE.UU.. De los cuales, en algunos se ha
hecho énfasis en la aplicación de RMT [3–7], principalmente en el análisis del
espectro de valores propios de las matrices de correlación.

Figura 3.1: Volatilidad de los rendimientos en Datastream US Financial Index. Tomada

de [28].

Los valores propios λi y vectores propios ei de C tienen una interpretación
económica. Al valor propio más grande se le identifica con el movimiento del
mercado, y a los siguientes valores propios que se desv́ıan del caso aleatorio se
les identifica con sectores industriales [3]; los valores propios restantes bási-
camente siguen una distribución de Marčenko Pastur [5]. Esto es importante
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porque la matriz de covarianza se usa para hacer optimización de portafolio,
y que la matriz de correlación tenga las caracteŕısticas mencionadas en el
párrafo anterior genera dudas en dicha optimización. Por otro lado, Münnix
et al. [2] proponen un enfoque en el que detectan estados del mercado, par-
tiendo de la aglomeración de matrices de correlación en el tiempo.

A la medida de la dispersión de los rendimientos de un instrumento finan-
ciero en un peŕıodo dado se le llama volatilidad [29], y una forma de medirla
es mediante la desviación estándar de los rendimientos. A lo largo de los años
se ha encontrado que una volatilidad grande está relacionada con una crisis
financiera [28] (por ejemplo Fig. 3.1), y en años más recientes se han relacio-
nado correlaciones promedio grandes con volatilidad alta [30–36]. Ademas,
se relaciona una correlación promedio grande con crisis financieras y, como
se verá adelante, estas correlaciones grandes derivan en un valor propio que
sobresale notablemente del resto, el cual representa el movimiento colectivo
del mercado.

Hay suficiente evidencia de que la volatilidad cambia en el tiempo [37],
y no solo cambia sino que presenta volatility clustering [1], esto quiere decir
que grandes cambios tienden a preceder grandes cambios (de cualquier signo)
y lo mismo ocurre con pequeños cambios [38]. Por estas razones, la serie de
tiempo de rendimientos no es estacionaria en el sentido estricto2. Aunque una
serie de tiempo suficientemente larga puede ser estacionaria asintóticamente
en el mejor de los casos [40].

Motivados por el hecho de que estas series de tiempo presentan no es-
tacionariedad, a continuación se presenta un modelo para estudiar series de
tiempo cortas, con la asunción de que para periodos de tiempo cortos po-
demos encontrar más estacionariedad, y extraer propiedades estad́ısticas del
espectro de valores propios de las matrices de correlación.

3.1. Modelo

El objetivo de este trabajo es analizar series de tiempo financieras cortas
obtenidas a partir de series largas no-estacionarias. Con este fin, se construye
un ensemble de matrices de correlación a partir de un conjunto de series de
tiempo cortas. Este método se explica a continuación.

2 Un proceso estocástico x(t) es estacionario si su densidad de probabilidad (PDF)
P [x(t)] es invariante bajo traslaciones temporales. Esta es una definición rigurosa, y es
llamada estacionariedad en el sentido estricto. Existen definiciones menos restrictivas de un
proceso estocástico estacionario [39]. Entre estas se encuentra la de un proceso estocástico
asintóticamente estacionario, estos son observados cuando la estad́ıstica de las variables
aleatorias x(t1 + c), · · · , x(tn + c) no depende de c si c es grande.
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Sea A una matriz de series de tiempo normalizadas de dimensión N×T ,3

es decir, el renglón Ai representa la serie de tiempo i donde Aij → (Aij −〈
Ai
〉
)/σi. En este caso tomamos T << N , por lo que la matriz de correlación

es singular y tiene N−T+1 ceros como valores propios, he aqúı el por qué no
se puede analizar el espectro de valores propios, si se calcularan los valores
propios se tendŕıa pocos valores diferentes de cero.

Ésta es la razón fundamental por la que se crea el ensemble de matrices de
correlación pequeñas, ya que, al calcular los valores propios de cada matriz se
tendrán muchos más valores propios, con los que se podrá hacer estad́ıstica.

En el análisis que desarrollaremos la matriz A es una matriz de rendimien-
tos, es decir, el renglón Ai representa la serie de tiempo de los rendimientos
normalizados para la acción i. Decimos que son series de tiempo cortas por-
que tomamos una época de aproximadamente dos meses caracterizada por el
tiempo inicial τ del horizonte que se considera, por lo que las matrices vaŕıan
con el tiempo. Esto se tratará con más detalle en la sección de resultados
donde se hablará de los datos que se analizan.

Si se toma una matriz A para un tiempo dado, el ensemble de matrices
de correlación {Cα} se construye de la siguiente forma:

1. Para crear un miembro Cα del ensemble se escogen n < T series de
tiempo diferentes de A, y con estas series de tiempo se crea una matriz
de correlación. A continuación se muestra un esquema

A→ Aα → Cα =
1

T
AαAtα,

donde Aα representa la matriz de rendimientos creada con las n series
de tiempo elegidas y el sub́ındice α se usa para distinguir el conjunto
particular seleccionado.

2. Se crea un conjunto de diferentes matrices de correlación Cα, este con-
junto representa nuestro ensemble. Para que sean diferentes las matrices
de correlación se tiene que escoger un conjunto diferente de series de
rendimientos para cada miembro del ensemble, es decir, α es diferente
para cada miembro,

{Cα} = {Cα1 , Cα2 , . . . }.

En el paso número 1, se tienen que escoger n < T series de tiempo de A,
pero ¿cómo se escogen?

Estudiaremos dos maneras de elegir estas series de tiempo:

3 Las unidades de tiempo de T son d́ıas laborales.
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Aleatoria: Se eligen n series de tiempo de forma aleatoria, tal que no
se repitan las series de tiempo dentro de una matriz.

Por sector industrial4: Se eligen n series de tiempo tomando en consi-
deración cuántas acciones corresponden a los diferentes sectores. Si se
tienen Ns series de tiempo del sector s, se tomarán ns = n Ns/N series
de tiempo de dicho sector, de tal forma que

∑
s ns = n. Y dentro de

cada sector se escogen las ns acciones de forma aleatoria.

La elección de series de tiempo equivale a elegir renglones y columnas de
la matriz de correlación C. Esto es debido a que las entradas de una matriz
Cα son elementos de la matriz C. Aśı, se puede pensar a la matriz C como
una matriz de referencia para crear el ensemble.

3.2. Correlaciones parciales

Recientemente se ha utilizado como método de estudio de series de tiempo
la correlación parcial [15]. La correlación parcial es una herramienta que
se usa para saber si la correlación entre dos series de tiempo, por ejemplo
rendimientos, es el resultado de su correlación con una tercera. Por ejemplo,
supongamos que tenemos tres acciones A, B y C, y que encontramos una
correlación significativa entre cada par. Si sospecháramos que la correlación
entre A y B es el resultado de su correlación individual con C, es decir A-C
y B-C, podŕıamos remover la relación entre A y C, y entre B y C. Ahora
calculamos nuevamente la correlación entre A y B después de remover el
efecto de C, la cual es la correlación parcial. Si la correlación parcial es
significativamente más pequeña que la original, entonces, la correlación se
deb́ıa principalmente a su correlación con C.

El uso de las correlaciones parciales para estudiar sistemas complejos
es cada vez más popular. Se ha implementado en el estudio de redes de
genes [41–43], y además se ha usado en el mercado financiero [44–46].

De esta forma la correlación entre A y B dado C, esta dada por

c(A,B : C) =
c(A,B)− c(A,C) c(B,C)√
[1− c2(A,C)][1− c2(B,C)]

, (3.5)

4 La clasificación GICS (Global Industry Classification Standard) fue propuesta por
Standard & Poor’s y MSCI Barra en 1999, y ahora es reconocida internacionalmente. A las
compañ́ıas se les asigna un sector dependiendo de cuál sea su principal actividad económi-
ca. Hay 10 sectores: Energy, Materials, Industrials, Consumer Discretionary, Consumer
Staples, Health Care, Financials, Information Tecnology, Telecommunication Services y
Utilities.
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donde c(i, j) representa la correlación de Pearson entre i y j. En nuestro caso,
se calculará la correlación parcial entre las acciones i y j dado rsp, donde rsp es
la serie de tiempo de rendimientos promedio durante ese intervalo de tiempo.

En el análisis se toman tanto la matriz de correlación ordinaria como
la matriz de correlación parcial como matriz de referencia para crear el en-
semble. Se incluye la correlación parcial porque puede ser que la relación
intŕınseca entre i y j no esté bien reflejada por la correlación ordinaria, de-
bido a que el efecto del movimiento promedio del mercado es muy grande en
las matrices de correlación [5].
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Resultados

El conjunto de acciones que se analizaron corresponden a N = 293 accio-
nes del ı́ndice S&P 500 durante el peŕıodo de tiempo entre 1992 y principios
de 2015. Las empresas escogidas han tenido una participación ininterrumpi-
da en el ı́ndice S&P 500 durante el periodo estudiado y corresponden a las
estudiadas en [2], salvo algunas que se sacaron por no estar presentes hasta
2015. Las series de tiempo de precios de las acciones corresponden a precios
de cierre diarios, por lo que ∆t = 1 d́ıa1. Estudiamos estos precios porque
estamos interesados en tendencias de larga escala y es fácil acceder2 a este
tipo de datos a través de Yahoo! Finance.

A partir de los precios se calculan las series de tiempo de rendimientos
para cada acción. Los rendimientos a su vez se dividen en series más pequeñas,
de aproximadamente dos meses de d́ıas laborales, T = 44. Estas series de
tiempo cortas son las que se analizan con el método propuesto. Ademas, las
series de tiempo que corresponden a dos tiempos contiguos se traslapan en3

3/4, esto se hace para obtener la mayor información conforme movemos la
ventana de tiempo. En la Fig. 4.1 se muestra un esquema de este proceso.

Para crear el ensemble se siguen los pasos que se explicaron en el capitulo
anterior y se toman n = 35 series de tiempo, por lo que la dimensión de la
matriz de correlación Cα es 35×35. Entonces, para cada miembro del ensemble
se tendrán 35 valores propios, todos diferentes de cero, por consiguiente,
habrá un ensemble para el valor propio más grande, para el segundo, y lo

1 Solo se toman los d́ıas que abre la bolsa, por lo tanto no se toman fines de semana,
d́ıas festivos y acontecimientos imprevistos (ej. el atentado a las torres gemelas de NY).
En [2] quitan los datos del lunes porque es un salto de 36 horas (viernes-lunes), mientras
que los d́ıas restantes de la semana son saltos de 24 horas. Nosotros tomaremos todos los
datos y los trataremos de igual manera.

2 En cambio, los precios a escala de operaciones (intraday) son caros y/o de dif́ıcil
acceso.

3 Lo hacemos de este modo aunque es más común hacerlos con 1/2.

19

http://www.finance.yahoo.com
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mismo para el resto. El tamaño del ensemble es de 5000 elementos.

Figura 4.1: Esquema de como se cortan las series de tiempo en series de tiempo cortas

de T d́ıas. Ademas las ventanas contiguas se traslapan 3/4.

Para crear la matriz de correlación parcial se toman correlaciones parciales
entre las acciones i y j dado el rendimiento promedio rsp de las 293 acciones,
es decir, c(i, j : rsp).

4.1. Distribución de valores propios

Como ya se explico antes, con el método se obtiene un ensemble de va-
lores para cada uno de los 35 valores propios. En las siguientes apartados se
estudiara como son las densidades espectrales.

Usualmente la densidad espectral se divide principalmente en dos partes,
la primera es el denominado bulk, que está formado por la mayoŕıa de los
valores propios excepto los más grandes, y la segunda está dada por unos
cuantos de los valores propios más grandes, que corresponden a los sectores
industriales. Debido al método que estamos usando, solo el valor propio más
grande se separa notablemente del resto para correlaciones ordinarias, y el
resto permanece cerca, por lo que llamaremos bulk a la distribución formada
por todos los valores propios salvo el mayor. Por lo tanto, el bulk cuenta con
34x5000=170000 valores propios, y la distribución para el valor propio más
grande con 5000.

Cabe destacar que esto ocurre cuando se usan correlaciones ordinarias,
pero cuando se trabaja con correlaciones parciales el valor propio más grande
no se separa del resto.
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A pesar de esto, śı se observa que algunos valores propios, a demás del
mayor, se separan un poco. Esto se muestra en la sección 4.1.3.

4.1.1. Bulk

Debido a que la distribución del valor propio más grande es la única que
se separa de forma importante, el bulk se puede intentar comparar con la
distribución del modelo de Wishart de correlación constante.
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Figura 4.2: Bulk para elección aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con cest, pa-

ra correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo). La

distribución para el selección por sectores y aleatoria son indistinguibles.

En la Ec. 2.6 se relaciona el valor propio mayor con la correlación cons-
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tante. De esta ecuación podemos poner a c en términos de λ1:

c =
b+
√
b2 − 4a

2a
, (4.1)

donde b = T (λ1 − 1)−N + 2 y a = (T − 1)(N − 1).
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Figura 4.3: Bulk para elección aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con cest, para

correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo).

Para hacer una estimación de la correlación c para nuestro ensemble,
dado este modelo de correlación constante, hacemos N → n y λ1 →

〈
λ1
〉
,

donde éste último represente el valor promedio de la distribución para el valor
propio más grande, aśı

cest =
b′ +
√
b′2 − 4a′

2a′
, (4.2)



4.1. DISTRIBUCIÓN DE VALORES PROPIOS 23

donde b′ = T (
〈
λ1
〉
− 1)− n+ 2 y a′ = (T − 1)(n− 1).

Para el bulk con correlaciones ordinarias se ajusta la distribución de
Marčenko Pastur correlacionado (MPC) dada por Ec. 2.5, tomando la co-
rrelación estimada de Ec. 4.2, y para las correlaciones parciales se ajusta la
distribución de Marčenko Pastur (MP) dada por Ec. 2.1. Algunos ejemplos
de estas distribuciones, para diferentes tiempos, se muestran en las figuras
4.2, 4.3 y 4.4. Las curvas de arriba (en la figura) muestran el bulk para co-
rrelaciones ordinarias y las de abajo para correlaciones parciales, pero para
el mismo tiempo.
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Figura 4.4: Bulk para elección aleatoria, sectores, MP y MPC calculado con cest, para

correlaciones ordinarias (arriba) y cuando se usa correlaciones parciales (abajo).

En el caso de correlaciones ordinarias, la distribución de correlación cons-
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tante se acerca más al bulk que la distribución de Marčenko Pastur, pero el
bulk para correlaciones parciales se ajusta mejor MP, lo cual concuerda con
el hecho de haber removido el efecto promedio del movimiento del mercado,
que se identifica con el valor propio más grande.

4.1.2. Valor propio más grande

En general, cuando se analizan los valores propios derivados de las corre-
laciones de Pearson, el valor propio más grande se separa claramente para la
mayoŕıa de los tiempos, como se muestra en la figura izquierda de 4.5, donde〈
λ1
〉
R

es el valor promedio de la distribución del valor propio más grande
para el ensemble aleatorio. El valor promedio de la distribución del máximo
valor propio se define como

〈
λ1
〉
Q =

1

l

∑
α∈Q

λ1,α, (4.3)

donde λ1,α es el valor propio más grande de la matriz de correlación Cα, Q
puede ser R o S, R representa el ensemble aleatorio y S por sectores, y l en
tamaño del ensemble.

Cuando se estudian las correlaciones parciales no se observa esto, los va-
lores propios más grandes permanecen pequeños. Los dos picos sobresalientes
que se observan para correlaciones parciales corresponden con dos crisis fi-
nancieras importantes: la llamada dot-com bubble alrededor de 2001-2002 y
la crisis hipotecaria del 2008. Por lo tanto, el valor propio más grande para
las correlaciones parciales nos da cierta información de la situación financiera
del mercado.
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Figura 4.5: Comparación entre el valor promedio del valor propio más grande
〈
λ1
〉
R

cuando se utiliza correlación ordinaria (izquierda) y cuando solo se trabaja con correlación

parcial (derecha).
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Figura 4.6: Distribución de λ1 para t = 1993 − 05 − 25, tanto con elección aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.7: Distribución de λ1 para t = 2002 − 07 − 31, tanto con elección aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.8: Distribución de λ1 para t = 2009 − 07 − 13, tanto con elección aleatoria y

por sectores. Correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).
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La forma de las distribuciones para el valor propio más grande varia con
el tiempo como se muestra en las figuras 4.6, 4.7 y 4.8. Al igual que antes, las
figuras del lado izquierdo corresponde al análisis con correlación ordinaria y
las de la derecha correlaciones parciales. Cuando se usa correlación parcial el
valor propio más grande no se aleja del bulk y mantiene valores pequeños a
diferencia del caso con correlaciones ordinarias. Las lineas continuas que unen
a los puntos representan interpolaciones de segundo orden entre los puntos,
aunque para estas distribuciones se ajusta perfectamente una expansión de
Edgeworth4 de segundo orden, algunos ejemplos se muestran en las figuras
4.9 y 4.10.
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Figura 4.9: Las curvas son las series de Edgeworth a segundo orden para las distribuciones

de λ1 del ensemble aleatorio y diferentes tiempos. Los puntos son los datos reales de las

distribuciones después de quitarles el promedio y la varianza.

Algo que se tiene que tomar en cuenta es que la suma de los valores
propios para cada matriz del ensemble es

∑n
j=1 λj = n. En nuestro caso

n = 35, y como se observa en la Fig. 4.5, el valor
〈
λ1
〉

llega a 27, lo cual es
muy grande. Ademas, debido a esta constricción en la suma de los valores
propios, cuando hay un sólo valor propio que se aleja mucho, el resto se hacen
más pequeños. Lo cual se observa en los datos analizados. Por ejemplo, en la
gráfica izquierda de Fig. 4.7 el valor promedio esta al rededor de 17, lo cual
hace que el bulk izquierdo de la Fig. 4.3 se acerque al origen.

4 La idea de esta expansión es expresar una aproximación de la función carateristica
de la distribución en términos de su kurtosis κ4, skewness κ3 y una distribución normal.
La función caracteristica es

g(x) =
1√
2π

exp
(−x2

2

)(
1 +

κ3H3(x)

6
+
κ4H4(x)

24
+
κ23H6(x

72

)
,

donde x = (λ1 −
〈
λ1
〉
)/σλ1

.
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Figura 4.10: La curva es la serie de Edgeworth a segundo orden para la distribución de

λ1 del ensemble aleatorio. Los puntos son los datos reales de la distribución después de

quitarles el promedio y la varianza.

4.1.3. Efecto de la estructura de la matriz de correla-
ción

Para saber como se separan los valores propios entre si, para un tiempo
dado, estudiamos el valor promedio de sus distribuciones5. Una forma de
verlo es haciendo una gráfica zipf, como la que se muestra en la Fig. 4.11.
En esta figura se observa que, además del primero, el segundo valor propio
también se separa del resto para correlaciones ordinarias y se compara con
lo obtenido para el caso de datos sintéticos6 no correlacionados.
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Figura 4.11: Gráfica zipf para el valor promedio de los valores propios con elección aleato-

ria, t =2008-07-25, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

5 Se muestran resultados para selección Aleatoria pero lo mismo es aplicable para
Sectores.

6 Se crean el mismo número de series de tiempo N sin correlaciones entre ellas y se
aplica el método para obtener un ensemble de matrices de correlación.
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Figura 4.12: Diferencia entre los valores propios obtenidos para el mercado con corre-

lación parcial y para los datos sintéticos. Se muestran dos tiempos distintos y elección

Aleatoria.

Si tomamos la diferencia entre los promedios de las distribuciones pa-
ra el mercado con correlaciones parciales y los datos sintéticos, se obtienen
curvas como las que se muestran en la Fig. 4.12, donde se observa que mien-
tras más grande sea la diferencia para los primeros valores propios, la curva
alcanzará un valor más negativo en los valores propios medianos.

1995 2000 2005 2010 2015
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

t

-
m

in
(
〈
λ

k
〉
-
〈
λ

k
〉

S
in

t
)(

t
)

Figura 4.13: Evolución del mı́nimo de la diferencia entre los valores propios promedio

del mercado con correlación parcial y aquellos para datos sintéticos sin correlaciones. Para

selección Aleatoria.

Como una forma de cuantificar el efecto de que tanto se alejan los primeros
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valores propios del caso no correlacionado, calculamos el valor mı́nimo de la
curvas de la Fig. 4.12. La evolución de este mı́nimo se muestra en la Fig. 4.13
y se puede ver que en las dos crisis financieras más sobresalientes este valor
es pequeño.

La curva de la Fig. 4.13 se obtuvo con la diferencia entre los datos del
mercado para correlaciones parciales y los datos sintéticos sin correlaciones.
Al quitar la tendencia del mercado estamos quitando las correlaciones prome-
dio, entonces, lo que queda con las correlaciones que reflejan la estructura de
la matriz de correlaciones, es por esto que mı́nimos grandes en 4.13 están re-
lacionados con más valores propios que se separan del bulk para correlaciones
ordinarias.
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Figura 4.14: Gráfica zipf para el valor promedio de los valores propios con elección Alea-

toria, t =2000-12-27, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (dere-

cha). Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.
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Figura 4.15: Gráfica zipf para el valor promedio de los valores propios con elección aleato-

ria, t =2007-12-31, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

En las figuras 4.11, 4.14 y 4.15 se muestran ejemplos de lo anterior. Donde
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se observa que para correlaciones ordinarias el segundo valor propio también
se separa (o desde el tercero como en 4.15).

Mı́nimos pequeños en 4.13 solo muestran que se separa un valor propio
para correlaciones ordinarias, como en el caso de las figuras 4.16 y 4.17.
Para estos casos el espectro para correlaciones parciales se parece al caso sin
correlaciones.
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Figura 4.16: Gráfica zipf para el valor promedio de los valores propios con elección aleato-

ria, t =1993-05-25, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

●

●
● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●●●●●●●

●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●

●

●

●

■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■■■■■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■

■

● Aleatorio

■ Sinteticos

1 2 5 10 20
0.01

0.05

0.10

0.50

1

5

k

〈
λ

k
〉

●
●

● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●●●●●●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●
●

●

●

●

●

■
■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ■■■

■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■

■

■

■

■

● Aleatorio

■ Sinteticos

1 2 5 10 20
0.01

0.05

0.10

0.50

1

k

〈
λ

k
〉

Figura 4.17: Gráfica zipf para el valor promedio de los valores propios con elección aleato-

ria, t =1994-05-10, correlaciones ordinarias (izquierda) y correlaciones parciales (derecha).

Se compara con lo obtenido para datos sintéticos sin correlaciones.

En las figuras 4.18 y 4.19 se muestra el perfil de correlaciones de la matriz
de correlación promedio para un tiempo dado, tanto para correlación ordi-
naria como para correlación parcial. En ambas figuras se observa que los dos
tipos de correlación comparten una estructura. La Fig. 4.18 representa un
caso en el que se tiene más de un valor propio que se separa del bulk y la
Fig. 4.19 es un ejemplo en donde únicamente un valor propio se separa.
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Esto es sobresaliente porque generalmente se identifica al valor propio
más grande con el estado del mercado pero ésto sugiere que la estructura de
las correlaciones es igualmente importante.

Figura 4.18: Estructura de la matriz de correlación promedio sin diagonal para t =2000-

12-27, para correlación ordinaria (izquierda) y correlación parcial (derecha). Para elección

aleatoria.

Figura 4.19: Estructura de la matriz de correlación promedio sin diagonal para t =1994-

01-18, para correlación ordinaria (izquierda) y correlación parcial (derecha). Para elección

aleatoria.
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4.2. Correlación promedio vs Valor propio más

grande

A continuación se estudiará la relación entre el valor de correlación pro-
medio de la matriz C tanto con el valor propio más grande de C como con
el valor propio más grande de los dos ensembles estudiados.

4.2.1.
〈
Cij
〉

vs λ1

Antes de pasar a lo que se obtiene con el modelo en śı, se verá como
está relacionada la correlación promedio

〈
Cij
〉

con el valor propio más grande
de la matriz de correlación C. La correlación promedio

〈
Cij
〉

se define como〈
Cij
〉

=
1

N(N − 1)

(∑
ij

Cij −N
)
, (4.4)

ya que solo se toman en cuenta los elementos no diagonales de C.
En la Fig. 4.20 se puede ver como evoluciona la correlación promedio〈

Cij
〉

(izquierda) y el valor propio más grande λ1 (derecha) de la matriz de
correlación completa. A primera vista parece que se puede aplicar el modelo
de correlación constante, del que se hablo en el la sección de Ensemble de
Wishart Correlacionado, pero como se muestra en la Fig. 4.21, al calcular la
correlación estimada Cest a partir de la Ec. 4.1 no se obtiene una coincidencia
perfecta, aunque cercana.
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Figura 4.20: Evolución de la correlación promedio (izquierda) y el valor propio más

grande (derecha) de C.

A pesar de no tratarse de un modelo de correlación constante, claramente
hay una relación lineal entre

〈
Cij
〉

y λ1 como se muestra en la Fig. 4.22. Por
lo que se tiene,

λ1 = (281,98± 0,73)
〈
Cij
〉

+ (12,69± 0,22), (4.5)
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Figura 4.21: Comparación entre la correlación promedio (curva continua) y la correlación

estimada (curva punteada) tomando el modelo de correlación constante.
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Figura 4.22: Relación lineal entre
〈
Cij
〉

y λ1.

en nuestro caso para N = 293 y T = 44. Aunque anteriormente se ha visto
que el valor más grande destaca del resto [5], y representa al mercado, no se
ha reportado que la relación entre éste y la correlación promedio sea lineal a
lo largo del tiempo.
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4.2.2.
〈
Cij
〉

vs
〈
λ1

〉
R,S

Tanto
〈
λ1
〉
R

como
〈
λ1
〉
S

se comportan como la correlación promedio
cuando se trabaja con correlaciones ordinarias. Y como se muestra en la Fig.
4.23, ambos guardan una relación lineal con la correlación promedio. Las
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Figura 4.23: Relación lineal entre
〈
Cij
〉

y
〈
λ1
〉
R

(izquierda) y
〈
λ1
〉
S

(derecha).

relaciones lineales son,〈
λ1
〉
R

= (32,54± 0,07)
〈
Cij
〉

+ (2,43± 0,02)

〈
λ1
〉
S

= (32,65± 0,07)
〈
Cij
〉

+ (2,35± 0,02), (4.6)

para n = 35 y T = 44.
Pero cuando se usa como referencia a la matriz de correlaciones parciales,

el valor propio más grande no tiene relación lineal con el valor de correlación
promedio de C ni con la correlación promedio de la matriz de correlaciones
parciales.

4.2.3. Relación entre λ1 y
〈
λ1

〉
R,S

En la Fig. 4.24 se puede observar que el valor propio λ1 de la matriz
C tiene una relación lineal muy clara con el valor promedio de los valores
propios más grandes tanto del ensemble aleatorio

〈
λ1
〉
R

como del ensemble

por sectores
〈
λ1
〉
S
. Dicha relación es:

λ1 = (8,666± 0,004)
〈
λ1
〉
R
− (8,42± 0,05)

λ1 = (8,636± 0,006)
〈
λ1
〉
S
− (7,63± 0,08). (4.7)
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Figura 4.24: Relación lineal entre λ1 y
〈
λ1
〉
R

(izquierda) y
〈
λ1
〉
S

(derecha).

El que obtengamos una relación lineal perfecta, entre el máximo valor
propio de la matriz C y el valor promedio de la distribución para el máximo
valor propio de los ensembles calculados, quiere decir que en promedio las
matrices de correlación Cα preservan la estructura y las caracteŕısticas de C.

4.3. Distribución de espaciamiento a primer

vecino

Una de las principales razones del uso del método propuesto es que se
obtiene suficientes valores propios para hacer un análisis estad́ıstico. Donde
realmente se ve la ventaja del método es en el calculo de funciones tales
como la distribución del espaciamiento a primer vecino p(s) y la varianza de
número Σ2(L), y como evolucionan en el tiempo.

En general, la distribución de espaciamiento a primer vecino p(s) se ve
como en la Fig. 4.25, y es dif́ıcil distinguir a ojo cuales son los cambios en la
distribución entre un tiempo y otro. Esta observación es válida tanto para
correlaciones ordinarias como para correlaciones parciales. Una forma de ver
como cambia la distribución p(s) es calculando la desviación estándar σ de
la distribución, por ejemplo. La forma en la que evoluciona σ para ambos
tipos de correlación se muestra en la Fig. 4.26.

Algo que se observa es que el efecto de situación económica del mercado
está reflejado en la distribución P (s), ya que al parecer en momentos de
crisis, como en el 2001-2002 y 2008, la desviación estándar aumenta. Que σ
aumente significa que las fluctuaciones en el espectro a corto alcance se hacen
más grandes.
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Figura 4.25: Distribución p(s) para t = 1993 − 05 − 25. Para correlaciones ordinarias.

Las curvas escalonadas son para los ensembles y la curva rallada es la distribución para la

conjetura de Wigner para el GOE dada por Ec. 2.9.
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Figura 4.26: Comparación entre la evolución de la desviación estándar σ de la dis-

tribución p(s) cuando se utiliza correlación ordinaria (izquierda) y parcial (derecha). Se

muestran resultados para el ensemble por sector, dado que el otro caso es muy parecido.

4.4. Varianza de número

La varianza de número Σ2(L), al igual que las otras distribuciones antes
mencionadas, cambia en el tiempo, y aunque en distintos periodos de tiempo
se parece a la obtenida para el GOE, en otros se desv́ıa bastante.

Antes que nada hay que decir que compararemos con la varianza de núme-
ro obtenida para un ensemble GOE de elementos con dimensión 35x35, al que
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llamaremos GOE Est. La diferencia entre la formula anaĺıtica para Σ2(L) del
ensemble GOE (Ec. 2.13) y la varianza de número para GOE Est se muestra
en la Fig. 4.27. Estas curvas coinciden para valores pequeños de L pero no
para valores grandes, pues GOE Est cae más rápido.

Algunos ejemplos de como es la varianza de número para distintos tiempos
se presentan en las figuras 4.28, 4.29 y 4.30. En general Σ2(L) se acerca más
al GOE Est cuando se trata con correlaciones parciales. En la Fig. 4.28 se
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Figura 4.27: Comparación entre la forma anaĺıtica de Σ2(L) para el GOE y la varianza

de número obtenida numéricamente para matrices de dimensión 35x35, GOE Est.
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Figura 4.28: Varianza de número para t = 1993− 05− 25. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).

observa que la varianza de número tanto para correlaciones ordinarias como
para correlaciones parciales se acercan a GOE Est, además esta fecha tiene
un valor pequeño para el valor propio más grande (Fig. 4.6).
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Figura 4.29: Varianza de número para t = 2002− 07− 31. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.30: Varianza de número para t = 2009− 07− 13. Cuando se usan correlaciones

ordinarias (izquierda) y cuando se usa correlaciones parciales (derecha).
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Figura 4.31: Comparación entre la evolución de la diferencia 4.8 con correlación ordinaria

(izquierda) y parcial (derecha). Para el ensemble por sector, y el otro caso es muy parecido.

Para medir cuánto se separa del caso GOE Est se calcula la integral de
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la diferencia de las curvas, de la siguiente forma:

∆Σ2 =
(∫

Σ2(L)dL−
∫

Σ2
GOE Est(L)dL

)
/

∫
Σ2

GOE Est(L)dL. (4.8)

Esta diferencia se muestra en la Fig. 4.31, y se puede ver que se tiene un
comportamiento similar tanto para el caso con correlación ordinaria como con
correlación parcial. Ademas, estas curvas son similares a las que se obtuvieron
para la desviación estándar σ de la distribución p(s).

Cabe resaltar que aunque el método con correlaciones ordinarias y con co-
rrelaciones parciales difiere claramente para la evolución del valor propio más
grande, esto no es aśı para las distribuciones p(s) y Σ2(L), ya que muestran
un comportamiento cualitativamente similar.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Al lo largo del trabajo se estudió un nuevo método para analizar series de
tiempo cortas que permite obtener más valores propios, con los que se puede
hacer un mejor análisis estad́ıstico de estos. El método se usó tanto para
caracterizar correlaciones ordinarias como correlaciones parciales, en donde
se remueve el efecto de los rendimientos promedio.

Se observó que los valores propios se separan principalmente en dos dis-
tribuciones para el caso de correlación ordinaria: el bulk, que está formado
por todos los valores propios salvo el más grande y donde una distribución
para el ensemble de Wishart correlacionado es más apropiada; y la distri-
bución para el valor propio más grande, que se separa del resto conforme la
correlación crece. Se clasificó aśı porque el valor propio más grande se separa
significativamente.

A pesar de esta clasificación, śı hay otros valores propios que se separan
del resto, aunque no es tan notorio como en el caso del mayor valor propio.
Que se alejen otros valores propios o no, depende de la estructura de la matriz
de correlación.

Se determinó que existe una relación lineal clara entre el valor promedio de
la distribución del valor propio más grande

〈
λ1
〉
R,S

y la correlación promedio〈
Cij
〉
. De la misma forma, hay una relación lineal entre el máximo valor

propio λ1 de la matriz C y
〈
λ1
〉
R,S

.

A pesar de que el comportamiento del valor propio más grande difiere
dependiendo de si se usan correlaciones ordinarias o correlaciones parciales,
se observó que las fluctuaciones espectrales, tales como la distribución de
espaciamiento a primer vecino y la varianza de número, se comportan de
manera similar. Ademas de que parece haber una relación entre la desviación
estándar de la distribución p(s) y la diferencia de la varianza de número del
mercado con la varianza de número del GOE (Est).
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Por otro lado, no se observaron diferencias sobresalientes entre la cons-
trucción del ensemble de forma aleatoria y tomando en cuenta los sectores
industriales.



Apéndice A

Desdoblamiento

El desdoblamiento, o mejor conocido como unfolding, es una técnica que
permite analizar las fluctuaciones de un espectro [9].

Supón que el resultado de una serie de mediciones arroja una secuencia de
valores {E1, E2, · · · , EN}, que puede ser representada por la función espectral

S(E) =
N∑
n=1

δ(E − En). (A.1)

Para estudiar las propiedades de las fluctuaciones del espectro se tiene que
remover la densidad central de niveles R1(E), a este procedimiento se le
conoce como desdoblamiento. Se define la función espectral comulativa como

η(E) =

∫ E

−∞
S(E ′)dE ′ =

N∑
n=1

Θ(E − En). (A.2)

Esta función cuenta el número de niveles menores o iguales a E. Esta función
es separada en una parte suave ξ(E) y otra con fluctuaciones ηfl(E),

η(E) = ξ(E) + ηfl(E). (A.3)

La parte suave esta dada por

ξ(E) =

∫ E

−∞
R1(E

′)dE ′. (A.4)

Para desdoblar el espectro, la secuencia {E1, E2, · · · , EN} se mapea a los
números {ξ1, ξ2, · · · , ξN} con

ξn = ξ(En), n = 1, · · · , N. (A.5)
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De está forma la función cumulativa para las nuevas variables es

ξ̂(E) = ξ + η̂fl(ξ). (A.6)

Por lo tanto, la densidad central de niveles de las variables nuevas es la
unidad, ya que es la derivada de la parte suave.

Además, la función de correlación Rk tiene que ser reescalada apropia-
damente. La función de correlación desdoblada Xk se obtiene al igual las
probabilidades diferenciales en ambas escalas

Xk(ξ1, . . . , ξk)dξ1 · · · dξk = Rk(λ1, . . . , λk)dλ1 · · · dλk.

En la práctica, desdoblar un espectro es algo técnico. Se ajusta un po-
linomio a la función cumulativa que capture sus principales caracteŕısticas,
y se evalúa el espectro en el polinomio. Dando como resultado las nuevas
variables.
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[23] C. Recher, M. Kieburg, and T. Guhr, “Eigenvalue Densities of Real
and Complex Wishart Correlation Matrices,” Physical Review Letters,
vol. 105, p. 244101, Dec. 2010.

[24] C. Recher, M. Kieburg, T. Guhr, and M. R. Zirnbauer, “Supersymmetry
Approach to Wishart Correlation Matrices: Exact Results,” Journal of
Statistical Physics, vol. 148, pp. 981–998, Sept. 2012.

[25] D. Waltner, T. Wirtz, and T. Guhr, “Eigenvalue density of the doubly
correlated Wishart model: exact results,” Journal of Physics A Mathe-
matical General, vol. 48, p. 175204, may 2015.

[26] A. Bohr and B. R. Mottelson, Nuclear Structure. Single-Particle Mo-
tion., vol. 1. Benjamin, New York, 1969.

[27] J. Campbell, A. Lo, and A. MacKinlay, The Econometrics of Financial
Markets. Princeton University Press, 1997.

[28] G. W. Schwert, “Stock volatility during the recent financial crisis,” Wor-
king Paper 16976, National Bureau of Economic Research, April 2011.

[29] R. Shiller, Market Volatility. MIT Press, 1992.

[30] W.-L. Lin, R. F. Engle, and T. Ito, “Do bulls and bears move across
borders? international transmission of stock returns and volatility as
the world turns,” Working Paper 3911, National Bureau of Economic
Research, November 1991.

[31] Y. L. F. Bruno Solnik, Cyril Boucrelle, “International market correlation
and volatility,” Financial Analysts Journal, vol. 52, no. 5, pp. 17–34,
1996.

[32] C. B. Erb, C. R. Harvey, and T. E. Viskanta, “Forcasting international
equity correlations,” Financial Analysts Journal, vol. 50, no. 6, p. 32,
1994.
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