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Introduccion

Las dlgebras casi-hereditarias fueron introducidas por L. Scott en [8], donde

la idea era darle un contexto algebraico a las categorias de peso méximo, las
cuales fueron introducidas por E. Cline, B. Parshall y L. Scott en [5].
Debido a la utilidad que las algebras casi-hereditarias mostraron al modelar
las categorias de peso maximo, surgieron varias generalizaciones de dichas dlge-
bras. Una de las mas importantes generalizaciones fue el concepto de algebra
estdndarmente estratificada (a la izquierda), el cual fue introducido por I. Agos—
ton, V. Dlab y E. Lukécs en [2]. Una de las propiedades mds importantes de
las dlgebras estdndarmente estratificadas (a la izquierda) es su conexién con la
teorfa de inclinacién. Dicha conexién fue dada por C.M. Ringel en [7].

En el contexto de las dlgebras estdndarmente estratificadas (a la izquier-
da), asi como de las algebras casi-hereditarias aparece de manera central el
conjunto de los médulos estandar A = {A(1),...,A(n)}, donde n es el nime-
ro de A-médulos simples del dlgebra A (hasta isomorfismo). Aunado al con-
junto de los A-moédulos estandar tenemos a la subcategoria completa de A-

mod, F(A), que consiste de todos los A-mddulos que tienen una A-filtraciéon en
A ={AQ1),...,A(n)}.

El objetivo de esta tesis es probar que la categoria F(A) de un &lgebra
estandarmente estratificada a la izquierda es una categoria resolvente. Dicho
resultado estd enunciado en [6] y también en [12]. En este trabajo desarrollamos
la demostracién dada en [12]. Cabe sefialar que todas nuestras dlgebras seran
algebras bésicas de dimensién finita sobre un campo algebraico K y trabajare-
mos siempre con subcategorias plenas de la categoria A-mod de los A-médulos
finitamente generados.

El trabajo consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo primeramente
introducimos el concepto y principales propiedades de las K-algebras basicas de
dimension finita sobre un campo algebraicamente cerrado. Después introduci-
mos el concepto de las dlgebras de carcaj. En este capitulo omitimos la mayoria

A%
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de las demostraciones, ya que dichos resultados se estudian en los cursos in-
troductorios a la Teoria de Representaciones que se ofrecen en la Facultad de
Ciencias.

En el segundo capitulo estudiamos al conjunto de los moédulos estandar
A ={A(1),...,A(n)} y enunciamos sus propiedades fundamentales.

El tercer capitulo contiene el resultado principal de esta tesis. En éste es-
tudiamos las propiedades fundamentales de la categoria F(A) y probamos que
dicha categoria es resolvente cuando el algebra es estindarmente estratificada a
la izquierda (ver [12]).

Por tltimo, en el capitulo cuatro proporcionamos varios ejemplos que ilustran
el resultado principal de la tesis.



Capitulo

Preliminares

En este capitulo abordaremos los elementos esenciales para la realizacion de
este trabajo. En casi todo el capitulo hemos omitido la mayoria de las demos-
traciones, pues son resultados que se estudian en los cursos de introduccién a
la Teoria de Representaciones que se ofrecen en la Facultad de Ciencias de la
UNAM. Comenzamos enunciando el concepto y propiedades basicas de las K-
algebras de dimension finita, para luego pasar a estudiar algebras de carcaj. Mas
adelante enunciamos el Teorema de Gabriel, el cual nos mostrara la importancia
de estudiar algebras de carcaj cociente con un ideal admisible. Terminamos el
capitulo demostrando el Teorema de Jordan-Hélder, el cual nos serd de gran
utilidad en capitulos posteriores.

A lo largo de toda esta tesis, por un A-mddulo, o sencillamente un médulo,
nos referimos a un A-médulo izquierdo finitamente generado. Denotaremos por
A-mod a la categoria de los A-mdédulos izquierdos que son finitamente generados.

1.1. K-Algebras

Comenzamos esta seccién introduciendo el concepto de K-algebra y pasamos
a enunciar las principales propiedades de las K-algebras de dimension finita bési-
cas sobre un campo algebraicamente cerrado para luego enunciar dos resultados
importantes, a saber: El Teorema de Krull-Schmidt y la Proposicién 1.1.14. Pos-
teriormente caracterizamos a las K-algebras conexas y finalizamos demostrando
que toda K-algebra de dimension finita se descompone como una suma directa
de K-algebras conexas.

Definicién 1.1.1. Sea K un campo. Una K-dlgebra es un anillo A (asociativo
con uno) que posee estructura de K-espacio vectorial y que ademds, el producto
por escalares es compatible con el producto del anillo, es decir, para cada k € K
Yy A1, Ao € A se tiene que

k(MA2) = (kA2 = A1 (ko).
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Ademds, A es una K-dlgebra de dimension finita si como K-espacio vectorial
tiene dimension finita, en caso contrario se dice que es una K-dlgebra de di-
mension infinita.

La siguiente es una importante observacién. El tercer punto es de gran im-
portancia, ya que en toda esta tesis estaremos trabajando sobre la categoria
A-mod, donde A es una K-dlgebra de dimension finita.

Observaciéon 1.1.2. Sea A una K-dlgebra.

= K es visto como subanillo de A mediante el siguiente monomorfismo de
anillos

e K — A
k'—)klA

» K actia centralmente en A. Es decir, para cada A€ A y k€ K
(K1a)A = k(1aA) = k(A1p) = A(k1a)

= Si A esuna K-dlgebra de dimension finita y M es un A-mddulo finitamente
generado, entonces M es un K-espacio vectorial de dimension finita.
Ejemplo 1.1.3. Los anillos siguientes son ejemplos de K-dlgebras.

1. Todo campo K es una K-dlgebra de dimension uno.

2. El anillo de polinomios K|x|, con coeficientes en K es una K-dlgebra de
dimension infinita.

3. Sea A una K-dlgebra. El anillo de matrices de nxn (n € N) con entradas

en A, el cual se denota M, xn(A), es una K-dlgebra. En particular si

A =K, M, x,,(A) resulta ser una K-dlgebra de dimension n?.

4. Si A = Klz], el anillo M, () es una K-dlgebra de dimensién infinita.

Definicién 1.1.4. Un campo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio
no constante de K|x] tiene todas sus raices en K.

Ejemplo 1.1.5. El campo de los nimeros complejos, denotado por C, es alge-
braicamente cerrado.

En todo este trabajo por un campo K nos referimos a un campo algebrai-
camente cerrado. Ademas toda K-dlgebra que consideremos sera de dimension
finita, por simplicidad nos referiremos a ella como K-algebra.

Definicién 1.1.6. Sea A una K-dlgebra y A, I subespacios vectoriales de A.
1. A es K-subdlgebra de A si 15 € A y para cada a,b € A, ab € A.

2. I es un ideal izquierdo de A si para cada A\ € A ya € I, \a € I. De
manera andloga se define un ideal derecho.
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3. Un ideal bilateral es un ideal que es ideal derecho e izquierdo a la vez.
Ejemplo 1.1.7. Sea A una K-dlgebra.

= Consideremos la K -dlgebra M, ., (A). El conjunto de las matrices triangu-
lares de inferiores de n X n con coeficientes en A, denotado por T xn(A),
es una K-subdlgebra de M, x,(A).

» Sea K|[z] el dlgebra de polinomios con coeficientes en K. El K -subespacio
vectorial I = ({x,2% 2°,...})k es un ideal bilateral de K|x].

Notacién 1.1.8. Sea I un ideal izquierdo (derecho ¢ bilateral) de A yn € N.
Por I nos referimos al ideal

Im.={ Z T1Tg... Tyt x; €1}

finita

Definicién 1.1.9. Sean A1 y Ay K-dlgebras. Un morfismo de K-dlgebras ¢ :
A1 — Ay es un morfismo de anillos con uno y de K -espacios vectoriales. Es
decir que para cada k € K y a,b € A, ¢ cumple lo siguiente:

1. ¢(ka+b) = ko(a) + ¢(b);
2. ¢(ab) = ¢(a)g(b);
3. ¢(1a,) = 1a,.

Ejemplo 1.1.10. Sea A una K-dlgebra. Si Ay = Tpyn(A) y Ag = Mpxn(A)
entonces la inclusion natural i, de Ay en As, es un morfismo de K -dlgebras.

Antes de enunciar el Teorema de Krull-Schmidt recordemos el concepto de
A-modulo inescindible.

Definicién 1.1.11. Sea M un A-mddulo distinto de cero. Decimos que M es
inescindible si no tiene sumandos directos no triviales. Es decir, si M = L ® K
entonces L=M 6 K =M.

Ejemplo 1.1.12. Los siguientes son ejemplos de modulos inescindibles
s Todo A-mddulo simple es inescindible.

= El campo de los numeros complejos C es un C-mdodulo inescindible.
CcC o
(5 ¢)

Teorema 1.1.13. (Krull-Schmidt) Sea A una K-dlgebra de dimension finita
y M un A-mddulo finitamente generado. Entonces

s El C-mddulo

no es inescindible.

M=N,PNyB...H5 N
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donde N; es un A-submddulo inescindible de M para cada i =1,...,t.
SiM=L1®Ly®...® L, es otra descomposicion de M, con L; un A-mddulo
inescindible para cada j = 1,...,r. Entonces

1. t=r.

2. Eziste una permutacion o : {1,...,t} — {1,...,t} tal que Ny = L,
para cada i =1,2,... t.

Demostracion. Ver [3]. O
Sea A una K-algebra. Por el Teorema de Krull-Schmidt
AM=P1)®P2)®...&Pn) ©

con P(i) un A-médulo inescindible y proyectivo para cada ¢ = 1,...,n. Di-
cha descomposicién *) es tnica salvo isomorfismos y se le conoce como la des-
composicion de A en A-médulos proyectivos e inescindibles. Ademas, si 15 =

e1t+ea+...+ep, cone; € P(i), entonces Ae; = P(i) y el conjunto {eq,ea,...,en}
es un sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos.
Por otra parte, si {e1,ea,...,e,} es un sistema completo de idempotentes or-

togonales y primitivos de A, entonces \A = Ae; & Aexs ® ... & Ae, es una
descomposicion en A-mddulos proyectivos inescindibles de A.

Sea M un A-modulo izquierdo. El top de M es el A-médulo izquierdo topM :=
M/radM. Si f : M — N es un morfismo en A-mod, entonces se define el
morfismo topf : topM — topN dado por topf(z + radM) = f(x) + radN.

Proposicién 1.1.14. Sea A una K-dlgebra con descomposicion en A-mddulos
proyectivos e inescindibles \A =P(1) @ ... ® P(n). Entonces:

1. {P(1),...,P(n)} es una lista completa de representantes de los A-mddulos
proyectivos e inescindibles, no necesariamente no isomorfos.

2. Para cadai=1,...,n, consideremos S(i) = topP(i), entonces {S(1),...,S(n)}
es una lista completa de representantes de los A-mddulos simples, no ne-
cesariamente no isomorfos.

3. Para cada v = 1,...,n, se tiene que P(i) es la cubierta proyectiva del
A-mddulo simple S(3).

Demostracion. Ver [4]. O
Las siguientes observaciones serdn de gran utilidad méas adelante.

Observacién 1.1.15. a) Como P(i)/radP(i) es simple se tiene que radP(i) es
el inico submddulo mazimal de P(i), para cadai=1,...,n.

b) Un morfismo f: M — N en A-mod es epimorfismo si y sdlo si, topf es
un epimorfismo (Ver [9, Corollary 1.5.9]).



1.1. K-ALGEBRAS 5

La proposicién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.16. Sea A una K-dlgebra de dimension finita y p\A = P(1) @
... ® P(n) su descomposicion en proyectivos e inescindibles. Decimos que A es
basica si para cada i # j se tiene que P(i) 2 P(j).

Ejemplo 1.1.17. Consideremos K = C
= C es una K-dlgebra bdsica.
s Moy 2(C) no es una K-dlgebra bdsica.

Observemos que si A es una K-algebra de dimensién finita y e € A un
idempotente central, entonces:

1. (1 —e) es un idempotente central de A.

2. Ae y A(1 — e) son ideales bilaterales de A que tienen estructura de K-
algebra.

3. A=AedA(l —e).
Entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.18. Una K-dlgebra A es conexa 6 inescindible (como K -dlge-
bra) si no es suma directa de dos K-dlgebras no triviales.

El siguiente resultado caracteriza a las K-4lgebras conexas.

Proposicién 1.1.19. Sea A una K-dlgebra y {e1,...,e,} un sistema comple-
to de tdempotentes ortogonales y primitivos. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) A es conexa.
b) Los unicos idempotentes centrales de A son 0 y 1.

¢) No existe una particion no trivial (I,J) de {1,...,n}, tal que si i € T y
Jj € J, entonces e;Aej = 0 = ejAe;.

Demostracion. (a = b) Sea e € A un idempotente central. Entonces A =
Ae®A(1—e), donde Ae y A(1—e) son K-algebras. Por hipétesis se tiene Ae = 0
6A(1—e)=0.Estoese=06e=1.

(b = a) Supongamos que A = A; @ As, con A; y Ay K-dlgebras. Observe-
mos que A = A; @ Ay = Ay x Ay. Entonces tenemos que (14,,0) y (0,14,) son
dos idempotentes centrales distintos pertenecientes a Ay X As, pero por hipdtesis
(11\1’0) = 1A1 xAy ¥ (O’ 1/\2) = (0?0) 6 (1/\170) - (070) y (07 1A2) = 1/\1 XAg- En
el primer caso se tiene que A; = Ay Ay =0, y en el segundo A; =0y Ay = A.
Por lo tanto A es conexa.
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(b = ¢) Para llegar a una contradiccién, supongamos que existe una par-
ticién no trivial (7, J) de {1,...n} tal que e;Ae; = e;Ae; = 0 para cada i € 1
y j € J. Consideremos ¢ := ), e;, el cual es un idempotente no trivial. Ob-
servemos que para cada ¢ € [ 'y j € J, e;c = e; = ce;, ejc = 0 = cej, y por
hipétesis e;Ae; = ejhe; = 0, para cada A € A. Sea a € A, tenemos que

ca=7 (eia) = (D (aia)(D_e;+ Y ex)= ) (eiact)

iel iel jeJ kel i, kel
ac=> (ae;) =D _e;+ > er)D _(ae) = Y (exac;)
iel jeJ kel el i,kel

por tanto ca = ac, es decir, ¢ es un idempotente central no trivial de A. Lo cual
es una contradiccion.

(¢ = b) Por contrapositiva, supongamos que ¢ es un idempotente central
no trivial de A. Entonces

n n n
c=( E e;)e( E e;) = E (eice;)
i=1 i=1 i=1
Para cada i = 1,...,n, consideremos ¢; := e;ce;. Como ¢ es un idempotente

central y cada e; es idempotente, se sigue que cada c¢; es un idempotente de
e;Ae;. Y como e; es primitivo, e;Ae; tiene como tnicos idempotentes a 0 y e;,
entonces ¢; =06 ¢; =e€;. Sean I ={i:¢; =0}y J={j:¢; =e;}. Como ¢
es distinto de 0 y 1, (I, J) es una particién no trivial de {1,...,n}. Observemos
que para cada i € I y j € J se tiene que e;c = 0 = ce; ¥y ejc = e; = cej.
Entonces e;Ae; = e;A(ce;) = (eic)Ae; = 0y ejAe; = (ejc)Ae; = e;A(ce;) =0,
paracadat € [y j € J. O

Ejemplo 1.1.20. Consideremos K = C.
= A=C xC no es coneza.
s A =Mosyo(C) es conezxa, ya que sus dnicos idempotentes centrales son Op
y1a.

Proposicién 1.1.21. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces existe
una descomposicion de A:

con Ay una K-dlgebra conera para cadat=1,... n.

Demostracion. Si A es conexa. Hemos terminado.

Supongamos que A no es conexa, entonces A = A; ®As, con Ay y Ay K-algebras.
Si A1 no es conexa entonces A; = Al @ A} y recursivamente hacemos lo mismo
con cada Af. Como

co < dimg N < dimg Ay < dimg A < oo

el procedimiento termina.
Aplicando el mismo procedimiento a As se tiene el resultado. O



1.2. ALGEBRAS DE CARCA.J 7

1.2. Algebras de Carcaj

En esta seccién introducimos los conceptos de algebra de carcaj e ideal admi-
sible. Con esto pasamos a estudiar algebras de carcaj médulo un ideal admisible,
las cuales resultan ser K-algebras basicas, conexas y de dimensién finita.

Definicién 1.2.1. Un carcaj C es una grdfica dirigida, conexa y finita junto
con dos asignaciones, s y t, que a cada flecha le asignan su vértice inicial y su
vértice final, respectivamente.

Notacién 1.2.2. Denotamos por Cy al conjunto de vértices de C' y por C1 a
su conjunto de flechas. A una flecha o € Cy tal que s(a) =i y t(a) = j, se le

denota como o i — j 6 i ——>j .
Ejemplo 1.2.3. Los siguientes son ejemplos de carcajes.

87

1Q 1T>2 1—252
LN
6 Y

A continuacién damos el concepto de camino dirigido y con esto definimos
el producto entre dos caminos dirigidos. Teniendo estos conceptos podremos
definir el Algebra de Carcaj.

Definicién 1.2.4. (1) Sea C un carcaj. Un camino dirigido de longitud I > 0
que va del vértice i al vértice j, es una sucesion de flechas (jlay,...,a1li), tal
que s(a1) =1, t(laq) = y s(agy1) = tlay) para cada k=1,...,1—1. Sil=0,
entonces © = 3, es decir, a cada vértice se le asocia su camino trivial, el cual se
denota €; = (i]|4).

(2) El producto de dos caminos dirigidos (a|aun, ..., a1|b) y (¢|Bm, .-, P1]d)
en C se define como:

(alan, ..., a1|b)(c|Bm; - - -, B1|d) := dpe(alan, ..., a1, Bmy - -+, B1]d)
donde by €s la delta de Kronecker.

Definicién 1.2.5. Sea C' un carcaj. Denotamos por KC al K -espacio vectorial
que tiene como K-base el conjunto de los caminos dirigidos en C. El producto
de caminos dirigidos en C se extiende bilinealmente a KC', de forma que KC
adquiere estructura de K-dlgebra con 1 := ZieCO €;. A dicha K-dlgebra se le

conoce como el Algebm de Carcaj asociada a C'.

Notacién 1.2.6. Sea C' un carcaj. Un camino dirigido (jlay,...,0qli) en C
también se denotard «y . ..aq.

Ejemplo 1.2.7. Consideremos el carcaj siguiente:
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C:1-—252-".4
5

3——=5

KC tiene como K-base al conjunto 8 = {e1, €2, €3, €4, €5, ,7,0, 5, v, 60}. Por
lo tanto, dimg (KC') = 11.

Veamos algunas propiedades de KC'.
Proposiciéon 1.2.8. Sea C un carcaj y KC su dlgebra de carcaj. Entonces:

1. El conjunto de los caminos triviales {e1,...,e,} es un sistema completo
de idempotentes ortogonales y primitivos.

2. KC es una K-dlgebra coneza.
3. Si KC tiene K-dimension finita, entonces es bdsica.
Demostracion. Ver [9]. O

En general el conjunto de los caminos triviales no es el nico sistema com-
pleto de idempotentes ortogonales y primitivos de un algebra de carcaj. Consi-
deremos el carcaj

C: 1—2%2-29

Entonces {€; — «, €2 + a} es un sistema completo de idempotentes ortogonales
y primitivos de KC distinto de {e1,€x}.

Para saber cudndo un algebra de carcaj es de dimensién finita necesitamos
el siguiente concepto.

Definicién 1.2.9. Sean C' un carcaj y «y . ..o un camino dirigido en C. De-
cimos que g ...y es un ciclo dirigido sil >0 y s(ay) = t(ay).

Proposiciéon 1.2.10. Consideremos un carcaj C. Entonces KC es una K-
dlgebra de dimension finita si y solo si, C no tiene ciclos dirigidos.

Demostracion. (=) Supongamos que K C' tiene K-dimensién finita. Si C tuvie-
ra un ciclo drigido +y, entonces los caminos dirigidos ~,~2,~3, ... pertenecerian
a la K-base de KC'. Lo cual es una contradiccion.

(«<=) Ahora supongamos que C no tiene ciclos dirigidos y que KC es de
dimension infinita. Entonces el carcaj C' tendria una infinidad de caminos diri-
gidos (que no son ciclos) y por tanto una infinidad de vértices y flechas. Como
los conjuntos Cy y C7 son finitos se tiene una contradiccion. O

Con el siguiente concepto podremos describir el radical de un Algebra de
Carcaj de dimensién finita. Ademds, es necesario para poder introducir el con-
cepto de ideal admisible.
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Definicién 1.2.11. Sea C un carcaj. Denotamos por F' al ideal bilateral de KC
generado por todas las flechas en C.

Ejemplo 1.2.12. Consideremos el siguiente carcaj

Entonces F = ({a,7,0,6,\,a\,vd}) es el ideal de KC' generado por todas las
flechas en C.

Proposicién 1.2.13. Sea C un carcaj. Si KC tiene K-dimension finita, en-
tonces rad(KC) = F.

Demostracion. Ver [9]. O

En la proposicién anterior es crucial el que KC sea de dimension finita.
Consideremos el siguiente carcaj:

«

o {2

Observemos que dimg (KC) = oo y que KC = KJz]|. Como rad(K[z]) = 0,
entonces rad(KC) =0# F = ({a,a?,a3,...}).

A continuacién introducimos el concepto de ideal admisible. Dichos ideales
son de gran importancia, pues al considerar el dlgebra de carcaj médulo un ideal
admisible se obtiene una K-algebra basica, conexa y de dimensién finita.

Definicién 1.2.14. Sea C un carcaj y R C KC un ideal bilateral de KC'. Se
dice que R es un ideal admisible si existe un natural n > 2 tal que F™ C R C F2.

Observacién 1.2.15. 1) Toda dlgebra de carcaj KC tiene un ideal admisible,
a saber F?. Ademds, 0 es un ideal admisible de KC si y solo si, KC es de
K-dimension finita.

2) Recordemos que la propiedad ser finitamente generado es cerrada bajo
extensiones. Asi, si R es un ideal admisible de KC con F* C R C F?, es
fdcil ver que F™ y R/F™ son finitamente generados, y al considerar la sucesidn
exacta

0 FC R R/F™ 0
se tiene que R es finitamente generado.

Ejemplo 1.2.16. Consideremos el siguiente carcaj
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C:1—2eo P40 5
\ / \T‘S

€ 7] n
3 6

Entonces R = ({Ba—0¢,0n}) es un ideal admisible de KC, ya que F® C R C F2.

Veamos algunas propiedades que cumple un algebra de carcaj moédulo un
ideal admisible.

Proposiciéon 1.2.17. Sea R un ideal admisible de KC', entonces:

1. El conjunto {€; + R}icc, es un sistema completo de idempotentes ortogo-
nales y primitivos de la K-dlgebra KC/R.

2. KC/R es un dlgebra de dimension finita.

3. KC/R es un dlgebra conezxa y bdsica.

Demostracion. Ver [9]. O

Proposicién 1.2.18. Sea R un ideal admisible de KC'. Entonces rad(KC/R) =
F/R, y se sigue que rad"(KC/R) = (F/R)"™ para cada n > 1.

Demostracion. Ver [9]. O

Ejemplo 1.2.19. Consideremos el siguiente carcaj C
2
VN
1=— 2>y
3

El ideal R = F? = ({Ba,6v}) = K(Ba) & K(6v) es admisible. Y por la propo-
sicion anterior tenemos rad(KC/R) = Ka® K & KX ® K7 @ K§.

El resultado siguiente nos da condiciones para poder construir morfismos de
un algebra de carcaj KC en una K-algebra A.

Teorema 1.2.20. Sean C un carcaj y A una K-dlgebra. Para cada par de fun-
ciones pg : Cog — A y 1 : C1 —> A que satisfacen las siguientes condiciones:

(a) 1= Z wo(i), poli) = p3(i) para cada i € Cy y po(i)po(j) =0 sii #j
1€Co
(b) Sia:i—> j, entonces p1(a) = @o(j)p1(a)po(i)
entonces existe un unico morfismo de K-dlgebras ¢ : KC — A tal que
p(ei) = o (?) para cada i € Cy y p(a) = 1(a) para cada o € Cy.

Demostracion. Ver [9] O
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1.3. El Carcaj de un Algebra

En esta seccién enunciamos el Teorema de Gabriel, el cual afirma que toda K-
algebra basica, conexa y de dimension finita es isomorfa a un Algebra de Carcaj
modulo un ideal admisible, donde K es un campo algebraicamente cerrado.
Dicho carcaj resulta ser el carcaj ordinario asociado al algebra, concepto con el
cual se comienza esta seccién.

Definicién 1.3.1. Sea A una K-dlgebra bdsica, conexa y de dimension finita.
El carcaj ordinario de A, denotado Cy, se define como sigue:

(a) Si {e1,...,en} es un sistema completo de idempotentes ortogonales y
primitivos de A, entonces el conjunto de los vértices de Cp es {1,...,n}.

(b) Dados dos vértices i,j € (Cp)o, el conjunto de flechas que van de i a j
estan en correspondencia biyectiva con alguna K-base del K-espacio vectorial

e;j(rad(A)/rad?(A))e;.

Observacién 1.3.2. Como A es de K-dimension finita, entonces para cada
i,j € (Ca)o el K-espacio vectorial e;j(rad(A)/rad*(A))e; también es de K-
dimension finita. Ademds como A es un dlgebra conexa, se tiene que Cy es
una grafica conexa. Por lo tanto Cy es un carcaj.

Ejemplo 1.3.3. (a) Consideremos la K-dlgebra A = T3.3(K), que consiste de
las matrices triangulares inferiores de 3 X 3 con entradas en K. Se tiene que
{E11, E22, E33} es un sistema completo de idempotentes ortogonales y primiti-
vos, donde E;; es la matriz que tiene al 1 en la entrada (i,i) y 0 en las demds,
por lo tanto (Cyp)o = {1,2,3}. Ademds

0 0 0 0 00
radA)=[K 0 0 rad*(A)=[0 0 0
K K 0 K 00

Se sique que el carcaj ordinario de A es:

Cpr: 1—252 i> 3
(b) Consideremos la K-dlgebra A = Klx]/I, donde I = (x™) para algu-
na m > 2. Se tiene que el tdnico idempotente (distinto de cero) de A es 1,
entonces (Cp)o = {1}, ademds rad(A) = (z + I) = T y rad*A = 7%. Como
dimg (rad(A)/rad?(A)) = 1, se sigue que el carcaj ordinario de A es:

(03

Ch : lf<>

El siguiente lema afirma que la construccién de Cy no depende del sistema
completo de idempotentes ortogonales y primitivos que consideremos, ademas
nos presenta un K-espacio vectorial isomorfo a e;(rad(A)/rad?(A))e;.
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Lema 1.3.4. Sea A una K-dlgebra bdsica y conexa. Entonces:

(a) El carcaj ordinario Cn no depende de la eleccion del sistema completo
de idempotentes ortogonales y primitivos {ey, ..., en}.

(b) Para cada par de idempotentes ortogonales y primitivos, e; y e; en A, la
funcion 1 : ej(rad(A))e;/ej(rad*(A))e; — e;(rad(A)/rad?*(A))e; definido por
ejre; + ej(rad?(A))e; — ej(z + rad?(A))e; es un isomorfismo de K-espacios
vectoriales.

Demostracion. Ver [9]. O

Lema 1.3.5. Sea A una K-dlgebra bdsica. Para cada flecha o : i — j en
(Ca)1, sea zq € ej(rad(A))e; tal que el conjunto {zq + rad*(A)|a:i — j} es
una K-base de ej(rad(A)/rad?(A))e;. Entonces:

(a) Sii,j € (Cr)o, se tiene que cada elemento x € ej(rad(A))e; se puede

escribir como
E Aal...alxal "'x(xl

finita

Con Aq,..0q € K y la suma se toma sobre todos los caminos dirigidos, oy ... aq,
en Cp que van de i a j.

(b) Para cada flecha o : i — j, el elemento x, determina de manera dnica
un morfismo £, € Homp(Ae;, Ae;) tal que 4(ej) = o, IMm(Za) C (rad(A))e;
y Im(2a) € (rad*(A))e;.

Demostracion. Ver [9]. O

Observacion 1.3.6. Sean C un carcaj, R un ideal admisible de KC' y consi-
deremos A = KC/R. Entonces C' = C\.

Teorema 1.3.7. (Gabriel) Sea A una K-dlgebra basica y conexa de dimen-
sion finita con K un campo algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal
admisible R de KC)y tal que A = KC\/R.

Demostracion. Ver [9]. O

Ejemplo 1.3.8. Tomemos el ejemplo 1.3.3(b). Consideremos el epimorfismo
v : KCy — A, dado por p(e1) =1 y p(a) = T. Entonces ker(p) = (a™) es un
ideal admisible de KCy. Por el 1¢" Teorema de Isomorfismo, A =2 KCy /{a™).

1.4. El Teorema de Jordan-Holder

El objetivo de esta seccién es enunciar y demostrar el Teorema de Jordan-
Holder. Antes de eso, damos las definiciones y resultados necesarios. Comenza-
mos recordando los conceptos de médulo artiniano y médulo noetheriano, con
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dichos conceptos podremos caracterizar a los A-mdédulos que tienen series de
composicion. En esta seccion A denotard un anillo asociativo con uno.

Definicion 1.4.1. Sea M un A-mddulo.

1) Decimos que M es un mddulo noetheriano si para cada cadena ascendente
de submddulos de M

Li<Ly<L3<...

existe n € N tal que para cada i € N, L, = L1

2) Decimos que M es un médulo artiniano si para cada cadena descendente
de submaodulos de M

.S K3< Ky < K;
eziste n € N tal que para cada i € N, K,, = K, 4,.

Ejemplo 1.4.2. a) Sea V un K-espacio vectorial de dimensidn finita, entonces
V es un K-mddulo artiniano y noetheriano. Consideremos una cadena ascen-
dente de submddulos de V

Vi<Va<Vs<...

se tiene que los V; son subespacios vectoriales de dimension finita de V. Veamos
que V' es noetheriano. Por contradiccion, supongamos que no existe n € N tal
que para cada it € N, V,, =V, 1;. De donde Vi € N sin pérdida de generalidad
tenemos

V. < Vn+1 < Vn+2 < Vn+3 < ...
Para cada i € N consideremos d; := dimg (Vy44), entonces
dy <dy<ds<...<d; <...<dimg(V)

y como dimg (V) es finita, se tiene una contradiccion. De manera similar se
prueba que V' es artiniano.

b) Todo A-médulo simple M es artiniano y noetheriano. Ya que sus unicos
submaodulos son 0 y M, sus cadenas ascendentes son de la forma:

0<0<0<...
M<M<MZ<...
0<...<0<M<M<MZ<...

y las cadenas descendentes son de la forma:
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Recordemos algunas propiedades bésicas de los médulos artinianos y noet-
herianos que nos seran de utilidad para probar el Teorema de Jordan-Holder.

Proposicién 1.4.3. Sean K, L y M A-mddulos. Supongamos que se tiene la
siguiente sucesion exacta

0 K M L 0

Entonces M es noetheriano (artiniano) si y sdlo si, K y L son noetherianos
(artinianos).

Demostracion. Ver [3]. O

Sea M un A-médulo. Recordemos que un submédulo propio N < M es
maximal si dado cualquier otro submédulo L < M tal que N < L entonces
L=N&6L=M.

Proposicion 1.4.4. Sea M un A-mddulo noetheriano. Entonces M tiene un
submodulo mazximal.

Demostracion. Ver [3] O

Para poder enunciar del Teorema de Jordan-Hélder necesitamos dos concep-
tos. El primero es el concepto de serie de composiciéon de un A-moédulo.

Definicién 1.4.5. Sea M un A-mdédulo. Una cadena finita de n+1 submddulos
de M

F: M=My>M >My>...>M, =0

es una serie de composicion de longitud n para M si M;_1/M; es un A-mddulo
simple para cada i =1,2,...,n. A los simples que aparecen en F' se les conoce
como factores de composicion de M.

Observacién 1.4.6. Consideremos un A-mdédulo M y F una serie de compo-
sicion de M con longitud minima n

F:-M=My>M >...>M,=0.

Entonces F' : My > My > ... > M, = 0 es una serie de composicion de
longitud minima para M.

El siguiente resultado caracteriza a los médulos que tienen series de com-
posicién. Antes de eso recordemos que la clase de los médulos noetherianos es
cerrada bajo submoédulos. Es decir, si M es noetheriano y N < M, entonces N
es noetheriano.

Proposicién 1.4.7. Sea M un A-mddulo distinto de cero. Entonces M tiene
series de composicion si y sélo si, M es artiniano y noetheriano.

Demostracion. (=) Haremos induccién sobre alguna serie de composicion de
longitud minima de M. Supongamos que M es un A-moédulo con serie de com-
posicién de longitud minima 1, es decir
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M=My> M =0

es una serie de composicién de M. De donde My/M; = M es simple. Del ejem-
plo 1.4.2 b) se sigue que M es artiniano y noetheriano.

Supongamos que todo A-médulo con series de composicién de longitud mini-
ma n — 1 es artiniano y noetheriano. Sea M un A-mdédulo y F' una serie de
composicion de M con longitud minima igual a n

F: M=My>M; >...>M,=0

De la observacién 1.4.6 se sigue que F/ : My > My > ... > M, = 0 es una serie
de composicién de M7, y ademas es de longitud minima n — 1. Por hipétesis de
induccién se tiene que M; es artiniano y noetheriano. Consideremos la sucesién
exacta siguiente

0 My s M —"> M/M; —0

con i y 7 la inclusién y proyeccién candnica, respectivamente. Como M /M; es
simple, de 1.4.2 b) se sigue que es artiniano y noetheriano. Por lo tanto, de la
proposicién 1.4.3 se sigue que M es artiniano y noetheriano.

(<) Sea M un A-médulo artiniano y noetheriano. Por la proposicién 1.4.4
tenemos que existe M; < M maximal en M. Como M; es noetheriano existe
un submédulo Ms de M que es maximal en M;. Continuando con el proceso
anterior obtenemos una cadena descendente de submédulos de M de la forma

<M< o< Ms< My <M <My=M
6 bien,
L<0=M, < M,_1<...<Mi<My=M

Pero por hipodtesis M es artiniano, entonces la cadena debe ser como la segunda.
Como cada M; es maximal en M;_; para cada ¢ = 1,...,n, se sigue que cada
M; /M1 es simple para toda j =0,...,n — 1. Por lo tanto

F:0=M,<...<M <My=M
es una serie de composicién de M. O

Definicién 1.4.8. Si un A-mddulo M tiene series de composicion diremos que
es un modulo de longitud finita.

El siguiente resultado es inmediato de la proposiciéon anterior y de 1.4.3.

Corolario 1.4.9. Sean K, M y N A-mddulos distintos de cero y supongamos
que se tiene la sucesion exracta siguiente

0 K M N 0

Entonces M tiene series de composicion si y solo si, K y N tienen series de
composicion.
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O

El segundo concepto necesario para poder enunciar el Teorema de Jordan-
Holder es el siguiente.

Definicién 1.4.10. Sea M un A-mddulo con series de composicion

Fr-M=My>M;>...>M; =0
Fo :M=Nyg>N;>...>N; =0

Decimos que Fy y Fy son equivalentes si l =t y existe una permutacion o de
{0,...,1 =1} tal que M;/M;y1 = No(iy/No(iy+1, para cada i =0,...,1 — 1.

En otras palabras, F} y Fs son equivalentes si tienen la misma longitud y
los simples que aparecen en Fj son los mismos que aparecen en Fb.

Ejemplo 1.4.11. Sea S un A-mddulo simple. Observemos que F : S = Sy >
S1 = 0 es una serie de composicion de S, pues Sy/S1 = S. Como el inico
submddulo propio de S es el trivial, se tiene que F es la inica serie de compo-
sicion de S.

Recordemos que un submédulo L < M es maximal si y sélo si, para cada
x € M tal que = ¢ L se tiene que L + (x) = M. Con este ultimo recordatorio
estamos listos para enunciar y demostrar el Teorema de Jordan-Holder.

Teorema 1.4.12. (Jordan-Hdlder) Si un A-mddulo M tiene series de com-
posicion, entonces cada par de series de composicion de M son equivalentes.

Demostracion. Sea M un A-médulo con series de composicién, denotaremos por
¢(M) a la minima longitud de dichas series de M. Procedemos por induccién
sobre ¢(M). Supongamos que ¢(M) = 1, entonces

M =My>M; =0

es una serie de composicién de M, de donde My/M; = M es simple. Del ejemplo
1.4.11 se tiene el caso base.

Supongamos que ¢(M) = n > 1 y que para cualquier médulo con alguna serie
de composicién de longitud menor que n, cada par de sus series de composiciéon
son equivalentes. Sea

Fr-M=My>M; >...>M,=0
una serie de composicién de longitud minima de M y consideremos
Fo :M=Noy>N;>...>N,=0
otra serie de composicion de M. Tenemos dos casos:
Caso 1) Si M7 = Ny, entonces por la observacién 1.4.6 tenemos que ¢(M;) =
n — 1, y por hipétesis de induccién las series de composicién de M

My>...>M,=0
Ny >...>N,=0
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son equivalentes. Por lo tanto F; y F5 son equivalentes.

Caso 2) Supongamos que M; # N;. Como M; es maximal en M, tenemos
que M7 4+ Ny = M. Por el tercer Teorema de Isomorfismo se tiene que:

M/M; = (My + Ny)/My = Ny /(My A Ny)... (1)
y M/N1 = (Ml +N1)/N1 = Ml/(Ml le)(2)

como M/M; y M/Ny son simples, entonces Ni/(M; N N1) y My/(Mi N Ny)
también son simples.
Consideremos la sucesion exacta

0—> M NNy ——> My — M, /(My N Ny) —=0

donde i y 7 son la inclusién y proyeccién candnicas, respectivamente. Como My
tiene series de composicion, del corolario 1.4.9 se tiene que M; N N; tiene series
de composicién. Consideremos

MiNnNy=Log>Ly>...>L,=0

serie de composicién de My N Ny. Entonces como M /(MiNNy)y N1/(M;NNy)
son simples, se tiene que

My >Log>Ly>...>L;=0
yNy>Lo>Ly>...>L,=0...(3)

son series de composicién de My y Ni, respectivamente. Como ¢(M;) = n — 1,
se tiene que cualesquiera dos series de composicion de M7 son equivalentes, y se
sigue que

Fi:M=My>M >My>...>M, =0y
M:M0>M1>L0>L1>...>Lk:0...(4)

son dos series de composicién equivalentes de M, ademéas k = n — 2. Por otra
parte, observemos que (3) es una serie de composicién de longitud k + 1 de
Ny, entonces ¢(Ny) < n, y por hipdtesis de induccién se tiene que las series de
composicion

Ni>No>...>N,=0y
Ny >Log>Ly>...>L,=0

de Ni son equivalentes. Entonces las siguientes series de composicién de M son
equivalentes

Fo:M=Ny>Ny >No>...>N,=0y
M:NQ>N1>L0>L1>...>Lk:0...(5).

De donde, por (1) y (2) se tiene que las series de composicién (4) y (5) son
equivalentes. Por lo tanto las series de composicién F} y F5 son equivalentes. [

Gracias al Teorema de Jordan-Holder la siguiente definicién tiene sentido.
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Definicién 1.4.13. Sea M un A-mddulo de longitud finita. Definimos la multi-
plicidad del A-mdédulo simple S en M como el nidmero de veces que aparece S en
alguna serie de composicion de M. A dicho nimero lo denotamos por [M : S].



Capitulo

Propiedades fundamentales de los
modulos estandar

El propésito de esta tesis es demostrar que la categoria F(A) de un dlgebra
estandarmente estratificada es una categoria resolvente. Para ello, necesitamos
introducir varios conceptos y resultados. Asi pues, la primera secciéon de este
capitulo la dedicaremos a introducir el concepto de los médulos estandar, y en
la segunda veremos algunos ejemplos de K-dlgebras y calculamos los respectivos
modulos estandar.

Recordemos que si A es una K-dlgebra bdsica de dimensién finita (con K un
campo algebraicamente cerrado) entonces A tiene una descomposicién en A-
modulos proyectivos e inescindibles

AN =P1)®P2) @ ... P(n).

Ademds, de la proposicién 1.1.14 se tiene que el conjunto {P(1),...,P(n)} es una
lista completa de representantes de los A-mdédulos proyectivos e inescindibles. Si
S(i) = topP(i) para cada i = 1,...,n, entonces el conjunto {S(1),...,S(n)} es
una lista completa de los A-médulos simples (hasta isomorfismo). Dejemos fija
la notacién anterior y también el orden natural < en el conjunto {1,2,...,n}
que indexa a los A-médulos proyectivos inescindibles en todo este trabajo. Dicho
orden natural fijo < en el conjunto {1,2,...,n} serd esencial en la definicién de
algebra estdndarmente estratificada (a la izquierda).

2.1. Modbdulos Estandar

Como ya lo mencionamos, en esta seccién, definiremos y estudiaremos a los
modulos estandar. Las propiedades méas importantes de éstos son las propiedades
homolégicas dadas en 2.1.11 y 2.1.12. El siguiente concepto es necesario para
poder definir a los médulos estandar.

19
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Definicién 2.1.1. Para cada i = 1,...,n, denotamos por U(i) a la suma de
las imdgenes de los A-morfismos f : P(j) — P(i) con j > i. Es decir,

U(i) == > Imf.

f:P(3)—=P() 7>

A lo largo de esta seccion estaremos utilizando el siguiente resultado bésico
de la teoria de médulos: Si f : M — N es un epimorfismo de moédulos tal que
kerf < radM, entonces f(radM) = radN (Ver [3, Proposition 9.15]).

El siguiente resultado sera de gran utilidad en lo que sigue.

Lema 2.1.2. Para toda i =1,...,n se tiene que U(i) es un submddulo propio
de P(i).
Demostracion. Para i = n el resultado es inmediato. Sea i € {1,...,n — 1} y

supongamos que existe un A-morfismo f : P(j) — P(i) distinto de cero con
j > 4. Si f no es un epimorfismo entonces Imf < radP(i), ya que radP(i)
es el tnico submddulo maximal de P(i) y en este caso hemos terminado. Por
otro lado si f es un epimorfismo, de la observacién 1.1.15 b) se tiene que topf :
S(j) — S(i) es un epimorfismo y asi S(i) = S(j)/ker(topf). Como f # 0 se
tiene que kerf < P(j), y dado que radP(j) es el tnico submddulo maximal
de P(j) se tiene que kerf < radP(j) y por lo tanto f(radP(j)) = radP(i),
de donde ker(topf) = 0 y asi S(i) = S(j), lo cual es una contradiccién, pues
A es basica. Por lo tanto, para cada morfismo f : P(j) — P(i) con j > 1,
Imf <radP(i) < P(i), de donde U(i) < radP(i) < P(i). O

Una vez que hemos establecido que el A-médulo U (%) es un submédulo propio
de P(i), para cada i = 1,...,n, podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.1.3. Para cadai =1,...,n, se define el i-ésimo A-mddulo estandar
como A(%) := P(i)/U(i). Al conjunto A = {A(1),...,A(n)} se le conoce como
el conjunto de los A-mddulos estdndar.

Es inmediato del lema anterior que cada A(i) # 0, ademds A(n) = P(n).
A continuacién definimos ciertos conjuntos que nos serviran para caracterizar a
los médulos estandar.

Definicién 2.1.4. Para cadai=1,...,n, se define el conjunto

A; ={P(@)/N : P(i)/N es un cociente de P(i) con factores de composicion
S@), 7 <i}

Se define la relacion C en A; como P(i)/N C P(i)/M si y sélo si M < N.

Como topP(i) = S(i) es un cociente de P(i) se tiene que cada A; # 0.
Al conjunto {1,...,n}, de los primeros n nimeros naturales, denotémoslo por
[1,n].

Lema 2.1.5. Sea i € [1,n]. La pareja (A;, C) es un poset.
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Demostracion. Es claro que la relacion C es reflexiva. Veamos que la relacion
C es antisimética; sean P(i)/N, P(i)/M € A, tales que P(i)/N C P(i)/M y
P(i)/M C P(i)/N, de donde M < Ny N < M,y por tanto M = N. Es decir,
P(i)/N = P(i)/M y por tanto C es antisimétrica.

Por dltimo, si P(:)/N, P(i)/M, P(i)/L € A; son tales que P(i)/N C P(i)/M y
P(i)/M C P(i)/L, entonces L < M < N. Asi P(i)/N C P(i)/L, es decir, C es
transitiva. O

El siguiente resultado caracteriza a los modulos estdndar, pues nos dice que
cada médulo estandar A(7) es el cociente mas grande de P(i) cuyos factores de
composicién son los simples S(j) con j < i. Esta caracterizacién serd de gran
utilidad en este trabajo.

Lema 2.1.6. Para toda i = 1,...,n, A(i) es el dnico elemento maximal del
poset (A;, Q). Es decir, A(i) es el dnico cociente maximal de P(i) cuyos factores
de composicion son los simples S(j) con j < 1.

Demostracion. Sea i € [1,n] fijo.
1) Primero verifiquemos que A(i) € A;. Por el Teorema de Jordan-Hdlder po-
demos considerar cualquier serie de composicién F' de A(%)

F:A(i) = P()JU(G) = MoJU(i) > ... > My, JU(i) =0

Supongamos, para obtener una contradiccién, que existe ¢t € {0,...,m — 1} tal
que
M, /U (i)
Mi11/U(i)

y consideremos las proyecciones candénicas w1, mo vy 3.

&~ My /My =2 S(j) con j >

My —== My /U(i) , MyJU(i) == S(j) vy P(j) —= S(j)

Como P(j) es proyectivo y mom es un epimorfismo se tiene que existe un mor-
fismo h : P(j) — M, tal que el siguiente diagrama conmuta

_P(j)
h/ - - - 3
My 2" My JU (i) > S(j) 0

Dado que M; < P(i), entonces podemos considerar h : P(j) — P(i) y como
j > 1 se tiene que I'mh < U(i), de donde m1h = 0 y asi m3 = momh = 0. Con
esto se tiene una contradiccién, ya que w3 # 0 es un epimorfismo y S(j) # 0.
Por lo tanto A(i) € A;.

2) Ahora veamos que A(7) es un elemento maximal de A;. Sea P(i)/N €
A; tal que A(i) C P(i)/N. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que
A(i) # P(i)/N, es decir, supongamos que A(i) C P(i)/N, de donde N < U(z)
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y por tanto existe un morfismo distinto de cero f : P(j)—P(i) con j > i tal
que Imf ¢« N. Veamos primero que Imf/rad(Imf) = S(j) con j > i. Como
P(j)/kerf = Imf, al considerar la proyeccién candnica m :P(j) — P(j)/kerf,
se tiene que ker f = kerm < P(j), ya que si ker f = P(j) entonces Imf =0 < N,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ker f < radP(j) y se sigue que

rad(P(j))/kerf = w(radP(j)) = rad(P(j)/kerf)
Usando que Imf = P(j)/kerf tenemos que

P(j)/kerf
(radP(j))/kerf

Por lo tanto rad(Imf) es el tnico submédulo maximal de I'mf.

Imf/rad(Imf) = = P(j)/radP(j) = S(j) con j > i.

Veamos ahora que P(i)/N tiene un factor de composicién S(j) con j > i. Lo
cual es una contradiccién. Como N +Imf < P(i), se tiene que (N +Imf)/N <
P(i)/N y por el Segundo Teorema de Isomorfismo

(N + Imf)/N = Imf /(N 0 Imf).

Observemos que NNImf < Imf, puessi NNImf = Imf entonces Imf < N,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto NNImf < rad(Imf). Considerando la
proyeccién canénica 7’ : Imf — Imf/(NNImf) y se sigue que rad(Imf)/(NN
Imf) =n"(radImf) =rad(Imf/(NNImf)), de donde

P@G@)/N > (N +Imf)/N = Imf/(NNImf)>rad(Imf)/(NNImf)

y como

Imf/(NNImf)
rad(Imf)/(N N Imf)

= I'mf/rad(Imf) = S(j) con j > 1

P(i)/N tiene un factor de composicién S(j) con j > i, lo cual es una contradic-
cién, ya que P(i)/N € A;. Por lo tanto A(4) es un elemento maximal de A;.

3) Por tltimo verifiquemos que A(7) es el inico maximal en A;. Sea P(i)/N
un elemento maximal en A;. Se tienen dos posibles casos:

Caso 1) Si A(i) € P(i)/N 6 P(i)/N C A(i), se tiene que A(i) = P(i)/N ya

que ambos son elementos maximales en A;.

Caso 2) Si A(i) y P(i)/N no son comparables, Entonces se tiene que N £
U(i) y U(i) £ N. Por tanto existe un morfismo f :P(j)—P(i) con j > i tal que
Imf £ N y procediendo como en la parte 2) de la demostracion, se tiene que
P(i)/N ¢ A;. Lo cual es una contradiccién.

Por tanto A(7) es el tinico maximal en A;. O

Veamos algunas propiedades béasicas de los modulos estandar.
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Lema 2.1.7. Para toda i € [1,n], se tiene que radA(i) = (radP(i))/U (7).

Demostracion. Por el lema 2.1.2 se tiene que U(i) < P(i), de donde U(i) <
radP(i) y al considerar la proyeccién candnica m : P(i) — P(i)/U(i), se sigue
que

radA(i) = rad(P(i)/U(i)) = w(radP(i)) = (radP(i))/U(i)
O

Corolario 2.1.8. Para toda i = 1,...,n se tiene que el radA(i) es el dnico
submddulo mazimal de A(%).

Demostracion. Del lema anterior tenemos radA(i) = (radP(i))/U(i), de donde,

AG)fradA() = —EDUG) o by seaap) = s()

rad(P(i))/U (%)
Por lo tanto, radA(i) es el tinico submddulo maximal de A(3). O
Lema 2.1.9. Para cadai=1,...,n, A(i) es un A-mddulo inescindible.

Demostracion. Supongamos que A(7) no es inescindible. Es decir, A(i) = M@ N
con M # 0 # N. Tenemos que radA(i) = radM & radN de donde

A(i)/radA(i) = (M @& N)/(radM @ radN) = (M/radM) & (N/radN)

Lo cual es una contradiccién, ya que A(i)/radA(i) = S(i) es simple y por tanto
inescindible. Por lo tanto A(7) es inescindible. O

Lema 2.1.10. Sea A = {A(1),...,A(n)} el conjunto de los mddulos estindar.
Entonces para cada j > i se tiene que Homy (P(j), A(i)) = 0.

Demostracion. Sea f € Homp(P(j),A(4)) con j > 4 y consideremos la proyec-
cién canénica 7 : P(i) — A(i). Como P(j) es un A-médulo proyectivo y 7 es
un epimorfismo se tiene que existe un A-morfismo g : P(j) — P(i) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

P(j)
g -
A
A
P(i) —= A(i) 0
Como j > i se tiene que Img C U(i) y por tanto f = wg = 0. O

A continuacién damos un par de propiedades homolégicas muy importantes
que satisfacen de los médulos estandar.

Lema 2.1.11. Sea i € [1,n], entonces para cada j € [1,n] con j > i se tiene
que Homp (A(5), A7) = 0.
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Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe un morfismo f # 0
en Hompa (A(f),A(4)) con j > i. Entonces kerf < A(j) y como radA(j) es el
tnico maximal de A(j), kerf < radA(j). Al considerar la proyeccién candnica
7w A(j) — A(j)/kerf se tiene que

(radA(j))/kerf = w(radA(j)) = rad(A(j)/kerf)
Como Imf = A(j)/kerf se sigue que

A(j)/ker f
(radA(j))/kerf

Lo cual es una contradiccién, pues Imf < A(i) € A;. O

Imf/rad(Imf) = = A(j)/radA(j) = S(j) con j >4

El siguiente resultado es una de las propiedades més importantes que satis-
facen los moédulos estandar. Dicha propiedad nos permitird obtener las herra-
mientas necesarias para la demostracién de uno de los resultados principales de
este trabajo (Teorema 3.2.8).

Lema 2.1.12. Sea ¢ € [1,n], entonces para cada j € [1,n] con j > i se tiene
que Exth (A(j), A(i)) = 0.

Demostracion. Sean i,j € [1,n] con j > i. Consideremos la sucesién exacta
corta

Al aplicar el funtor Hom (—, A(7)) a la sucesién anterior obtenemos la sucesién
exacta

0 — Homa(A(j), A7) — Hompa(P(5), A7) — Hompa(U(j), A(i)) —
Eath (A(j), A(0) — Batl (P(). A() = 0

Veamos que Homp (U(j), A(7)) = 0. Supongamos, para llegar a una contradic-
cién, que existe un morfismo f # 0 en Homp (U(5), A(7)). Como f # 0 tenemos
que kerf < U(j) y por tanto existe M un submédulo maximal de U(j) tal que
kerf < M. De donde, U(j)/M = S(t) para algin ¢ € [1,n]|. Por otro lado,
tenemos que U(j)/kerf = Imf. Por tanto

o g = Ukers
S(8) 2 UG)/M = S HCE = (0 fker)

cont <i<j, yaquelImf <A(i)y A(i) tiene factores de composicién S(I) con
[ <.
Veamos ahora que P(j)/M tiene sélo factores de composicién S(I) con I < i.

Como M < U(j) < P(j) tenemos que U(j)/M < P(j)/M, por tanto,

PG)/M o o
W P(5)/U(5) = A(H)

12



2.2. EJEMPLOS 25

y dado que A(j) tiene sélo factores de composicién S(I) con I < j tenemos que
(P(3)/M)/(U(§)/M) tiene sblo factores de composicién S(I) con I < j. De lo
anterior se sigue que P(j)/M tiene sélo factores de composicién S(I) con I < j.
Es decir, P(j)/M € A;, ya que si suponemos para llegar a una contradiccién
que P(j)/M tiene un factor de composicion (L/M)/(N/M) = S(r) con r > j
entonces

(L/M)/(UG)/M) _ L/M
(N/A)/(U()/M) N/

= L/N = S(r)

es un factor de composicién de (P(j)/M)/(U(j)/M) con r > j. Lo cual es una
contradiccién. Por tanto, P(j)/M € A; y dado que M < U(j) tenemos que
A(j) = P(5)/U(j) C P(j)/M. Lo cual es una contradiccién ya que A(j) es el
tnico elemento maximal en A;. Por lo tanto Homy (U(j), A(7)) = 0, y se sigue
que Exth (A(j), A(i)) = 0 para cada j > i. O

2.2. Ejemplos

En esta seccién veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.1. a) Consideremos el siguiente carcaj

B1 B2

y el ideal admisible R = (g, 152, @181 — foca, asfe) de KC. SiA = KC/R,
tenemos que los A-mddulos proyectivos inescindibles son:

P(1): P(2):

2
N
aq
3 1
2

De donde tenemos que los A-mddulos estandar son:

2 3 .
\Lﬁl il%
1 2

P(3):

A(1) = S(1) A(2) :

b) Consideremos el carcaj

B
-
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y R = (Ba) un ideal admisible de KC. Si A = KC/R, entonces los A-mddulos
proyectivos inescindibles son:

P(1): 1 P(2): 2 P(3):

Se tiene que los modulos estdndar son: A(i) = P(i) para cada i = 1,2, 3.
¢) Consideremos el siguiente carcaj
Cc: 1 2

e

B

y el ideal admisible R = (o) de KC. Los A-mddulos proyectivos inescindibles
de A = KC/R son:

P( P2):

1): 1 2
|- g
2 1
|s

1

y los modulos estdndar son: A(1) = S(1) y A(2) = P(2).
d) Consideremos el carcaj siguiente

B vy

C: 2—253 4 1

y el ideal admisible R = (f7) de KC. Entonces A = KC/R tiene los siguientes
A-mdédulos proyectivos inescindibles:

P(1): 1 P(2): 2 P(3):5(3) P(4): 4
i” ; iﬁ
4 3 3

Los mddulos estdndar son: A(1) = S(1), A(2) = 5(2), A(3) =P3)=5@3) y
A(4) = P(4).



Capitulo

Resultado principal

En este capitulo recordamos que A = {A(1),...,A(n)} es el conjunto de
los médulos estandar sobre una K-dlgebra A bésica y de dimensién finita sobre
un campo K algebraicamente cerrado. Empezaremos este capitulo definiendo
y estudiando a la categorfa F(A) de los A-mddulos A-filtrados. Culminaremos
probando que si (A, <) es un dlgebra estdndarmente estratificada (a la izquier-
da), entonces la categoria F(A) es resolvente. Dicho resultado es el principal de
esta tesis.

3.1. Propiedades de la categoria F(A)

En esta seccién estudiaremos varias propiedades fundamentales de la cate-
goria F(A). Dichas propiedades serdn muy relevantes en la segunda seccién.

Definicién 3.1.1. Denotamos por F(A) a la subcategoria plena de A — mod
cuyos objetos son el modulo cero y los A-mddulos que son A-filtrados. Es decir,
M e F(A) si M =0 6 existe una cadena finita:

F:0=My<M<...<M, =M

de submddulos de M tal que M;/M;_1 es isomorfo a un mddulo en A para todo
1=1,...,m. A la cadena finita F' se le conoce como una A-filtracién de M, y
cada cociente M;/M;_1 se dice que es un factor de composicién (o simplemente,
un A-factor) de la A-filtracién F de M. A los objetos de la categoria F(A) se
les conoce como los A-mddulos buenos.

Con la definicién anterior podemos dar el concepto de algebra estindarmente
estratificada a la izquierda.

Definiciéon 3.1.2. Sea A una K-dlgebra (bdsica y de dimension finita) y <
el orden natural (fijo) en el conjunto {1,...,n} que indexa los A-mddulos pro-
yectivos inescindibles de A\, P(1),...,P(n). El par (A, <) se dice que es un

27
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dlgebra estdndarmente estratificada a la izquierda si cada médulo P(i) € F(A)
para i = 1,2,...,n, donde \A = P(1) & ... P P(n) es su descomposicion en
proyectivos inescindibles.

El orden dado al conjunto {1,2,...,n} es un factor determinante al momen-
to de establecer si una K-dlgebra A es estindarmente estratificada a izquierda
0 no, y de hecho también lo es a la hora de calcular los médulos estandar. El
ejemplo 3.2.4 d) es muestra de ello.

Como es de esperarse, tendremos un resultado similar al Teorema de Jordan-
Holder para los médulos en F(A). Necesitaremos las siguientes definiciones para
llegar a dicho objetivo.

Definicién 3.1.3. Sea 0 # M € F(A) y consideremos una A-filtracion de M
F:0=My<M <...<M, =M

1) Sea A(i) € A. Definimos la multiplicidad de A(i) en M respecto a F,
denotada [M : A(i)]r, como el nimero de veces que aparece A(i) como factor
de composicion en la A-filtracion F de M.

2) Denotamos por SX(M) al conjunto de todos los nimeros i € {1,2,...,n}
tales que [M : A(i)]r # 0. A dicho conjunto se le conoce como el A-soporte de
M respecto a F'.

Definicién 3.1.4. Sea 0 # M € F(A) con una A-filtracion F : 0 = My <
My < ... < My, = M. Definimos la A-longitud de M respecto a F, como el
numero de A-factores de M que aparecen en la A-filtracion F, la cual se denota
IR(M) =m. Es decir, I\(M) = Z [M: A()]F
i€SE (M)

Definicién 3.1.5. Sea 0 £ M € F(A) y consideremos dos A-filtraciones, Fy y
F5 de M. Decimos que Fy y Fy son equivalentes si [M : A(i)]p, = [M : A(i)]p,
para toda i =1,2,... n.

Observacién 3.1.6. Notemos que si Fy y Fy son equivalentes entonces lil (M) =
X (M) y S5 (M) = S (M)

Ejemplo 3.1.7. Sea i € [1,n], entonces A(i) tiene una unica A-filtracion.
A saber, F : 0 < A(%). Supongamos que existe un submddulo propio de A(i)
distinto de cero, M, tal que A(i)/M = A(j). Por el lema 2.1.11 se tiene que
j > i. En particular, A(j) tiene como factor de composicion a S(j), lo cual es
una contradiccion, pues por el lema 2.1.6 tenemos que A(i)/M tiene factores
de composicion S(k) con k <i < j.

A continuacién enunciaremos los resultados necesarios para probar que cua-
lesquiera dos A-filtraciones de un médulo 0 # M € F(A) son equivalentes.

Lema 3.1.8. Sea 0 # M € F(A) tal que SX(M) = {j}, para alguna j € [1,n]
y para alguna A-filtracion F de M
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F:0=My<M <...<M,=M

entonces para cada i = 1,2,...,m se tiene que M; = A(j)'. En particular,
cualesquiera dos A-filtraciones de M son equivalentes.

Demostracién. Como SX(M) = {j} tenemos que M,;/M;_1 = A(j) para toda
i = 1,2,...,m. En particular M; = A(j). Dado que Ext}(A(j),A(j)) = 0
tenemos que la sucesion exacta

S9 0 M1 M2 MQ/Ml —0

se escinde y por tanto My = My & Mo/M; = A(j) & A(j). Consideremos ahora
la sucesién exacta

Siy1: 00— M; —> M1 ——> M1 /M; —0..
p P
Usando que Extj (L, @LZ) = @ Ext) (L, L;) e induccién, tenemos por el lema
=1 =1

2.1.12 que s;41 se escinde y por lo tanto M; 1 = A(5)* @ A(j) = A(5), 1o
cual prueba el lema O

Proposicién 3.1.9. Sea 0 # M € F(A) tal que M tiene una A-filtracion F
con |SKX(M)| > 1 y sea t € SK(M) mdzimo. Entonces existe una A-filtracién
F' de M equivalente a F

Flo0o=M<M <..<M/ =M

y algin r € {1,2,...,1—1} tal que para toda i =1,2,...,7r, M{/M!_| = A(t) y
para toda j conr+1<j <l M{/M; | = A(s;) con los sjis menores que t.

Demostracion. Sea 0 # M € F(A). Procedemos por induccién sobre la A-
longitud de M respecto a la filtracién F. Supongamos que li(M ) = 2, entonces
tenemos la filtracion

F: 0=My<M <My=M

y como |SK(M)| > 1 se tiene que My = A(ry) y Ma/M; = A(rs), con rq # ro.
Tenemos dos casos:

Caso 1) Si ry > ro, se tiene el resultado.

Caso 2) Supongamos que ro > r1. Por el lema 2.1.12, Ext} (Ma/My, M) =0
y asi la sucesién exacta

O Ml MQ MQ/Ml HO

se escinde. De donde, M = A(ry) ® A(rs) tiene la siguiente A-filtracién
F':0< Arg) < A(r) @ A(rg) = M



30 CAPITULO 3. RESULTADO PRINCIPAL

Lo cual demuestra el caso base.

Supongamos que el resultado es cierto para cualquier A-moédulo L que tiene
una A-filtracién F con [5(L) < I y I > 2. Consideremos un A-médulo M con
una A-filtracién F con [X (M) =, es decir M tiene la A-filtracién:

F:0=My<M <...<M_1 <M =M.

Dado que G : 0 = My < My < ... < M;_1 es una A-filtraciéon de M;_; tal
que 1§ (M;—1) = | — 1, tenemos dos posibles casos, a saber: |SS(M;_1)| =1y
|SS(M;—1)| > 1.

Caso 1) Si |S§(M;_1)| = 1, entonces por el lema 3.1.8 se tiene que M;_, =
A(j) % paraa=1,...,1—1,y como |SK(M)| > 1, M/M,;—1 = A(i) con i # j.
De donde se tienen dos subcasos:

= Sij > 1, el resultado es inmediato.

= Si j < i, entonces por el lema 2.1.12 la sucesién exacta

0 My M M/M_y ——=0

se escinde. De donde, M = A(j)'~! @ A(i) tiene la siguiente A-filtracién
F'i0<AG) < A @A) < AG@) @ AG)? < ... < A>i) @A)

la cual es claramente equivalente a F'.

Caso 2) Supongamos que |S§(M;_1)| > 1. Sea t;_1 € S§(M;—_1) maximo.
Por hipétesis de induccion existe una A-filtraciéon G’ de M;_; equivalente a G

G:0=M<M <...<M_,=M_
yr<l—1tal que M, = A(tj_1)* paraa=1,2,...,ry M /M ; | = A(s;)
con los s;/s menores a t;_y parai=1,..., 0l —r—1.
Consideremos pues el cociente M;/M;_| = A(s;).
= Sit;_1 > s;, entonces £;_1 es el maximo en Sﬁl(M), donde
Foo=M<M <...<M/ ;<M
es la A-filtracién de M equivalente a F buscada, ya que G 'y G’ 1o son.

= Supongamos que t;_; < s;. Tenemos que exite alguna r € Sg(Ml_l)
tal que para cada i = 1,2,...,r, M//M!_| = A(t;—1) y para cada j =
r+ 1,7 +2,...,0l — 1 se cumple que M]/M} | = A(s;) con s; < t;_;
(esto es por la forma de la A-filtracién G’ de M;_;). Ademds, tenemos la
siguiente A-filtracién de M/M]
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H:0=M/M <M /M <.. <M//M =M/M

Es inmediato que s; € SE(M/M!) es maximo. Como 1 < |S§(M;_1)| =
1SS (Mi_1)| y ti-1 < s se tiene que |SK¥(M/M!)| > 1. Entonces, por
hipétesis de induccién existe una A-filtraciéon H' de M/M]. equivalente a
H

H' :0=M /M =L,/M. < Lo /M. <...<L/M. =M/M

tal que (Ly41/M])/(Ly/M]) = Ly41/L, = A(s;) y para toda j = r+2,7+
3,0, (Lj/M])/(Lj—1/M]) = L;/L;—1 = A(s;), con s; < s;. Entonces
tenemos la siguiente A-filtraciéon de L1

J:0=Mj<M <...<M/ =L, <L,y

con los primeros r A-factores isomorfos a A(¢;—1) y el ultimo isomorfo a
A(s;). Sit;—1 = s, entonces la siguiente A-filtracién

F.0=M <M <...<M/ =L, <Lyy1<...<Lj=M

es equivalente a F' con los primeros r + 1 A-factores isomorfos a A(t;—1)
y los restantes son isomorfos a algin A(s;) con s; < t;—1. Supongamos
que t;_1 < s;. Como li (Ly4+1) < I, por hipétesis de induccién existe una
A-filtracién J' de L,41 equivalente a J

J:0=Ny <Ny <...<N.<Nypy1=1Lr11

con N1 /Ny = A(s;) y los restantes A-factores isomorfos a A(t;—1). Enton-
ces la siguiente es la A-filtracién de M equivalente a F' que buscdbamos

F':0=Ng<N1<...<N.<Lpy1<...<Lj=M.

O

Como consecuencia de la proposicién anterior, tenemos el siguiente impor-
tante resultado.

Corolario 3.1.10. Sea 0 # M € F(A) y sea F' una A-filtracion de M. Enton-
ces existe una A-filtracion F' de M equivalente a F

F:0=My<M <...<M,, =M
tal que si Mj/M]_| = A(ry) y M /M] = A(riy1), entonces 1y > rip1 para
todai=1,2,...,m—1.

Demostracién. Si |SK(M)| = 1, por el lema 3.1.8 se tiene el resultado. Supon-
gamos que |SX(M)| > 1. Sea t; € SX (M) méximo. Entonces por el lema 3.1.9,
existe una A-filtraciéon F} de M
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Fi:0=Mj <M <...<M})<M'  <...<M})_ <M, =M

equivalente a F 'y r € {1,2,...,m — 1} tal que para cada i = 1,2,...,r,
M} /M! = A(ty) y para cada j = r + 1,7+ 2,...,m, Mj/M; | = A(s;)
con s; < t;. Consideremos la siguiente A-filtracién de M /M}

G:0=M}/M! <M} /M} <...< M} /M= M/M}

Si |SS(M/ML)| = 1, entonces Fy es la filtracién buscada. Supongamos que
|SS(M/M}Y)| > 1. Sea ty € S§(M/M}) maximo. Por la proposicién 3.1.9 existe
una A-filtracién G; de M /MT1 equivalente a G

Gy :0=M'/M} = N,/M! < Nyyy /M) < ... < Ny /M} = M/M}

tal que para toda i = r + 1,7 +2,...,r1, (N;/M})/(N;—1/M}) = N;/N;_,
A(tg) Y para cadaj =T —|—1,T1 +2, e,y (NJ/M:)/(N]_l/Mrl) = Nj/Nj—l
A(s;), con s; < to. Consideremos la siguiente A-filtracién de M/N,,

H:0=N, /N, <Ny +1/Ny, <...<Np/Ny =M/N,,

1111

Si |SE(M/N,,)| =1, entonces la siguiente A-filtracién de M es la buscada

Fo:0=M<M{<..<M!=N,<Npyy1<...<Np, <Npi11<...<
N,, =M

Si |S¥(M/N,,)| > 1, continuamos el procedimiento como en el caso anterior y
de manera inductiva obtenemos el resultado. O

Teorema 3.1.11. Sea 0 # M € F(A) y consideremos dos A-filtraciones de
M, Fy y G1. Entonces [M : A(i)]p, = [M : A(d)]a,, para toda i =1,...,n. Es
decir, cualesquiera dos A-filtraciones de M son equivalentes.

Demostracion. Sin perder generalidad supongamos que la A-filtracién Fy
Fi:0=My< My <...<M,,=M

estd ordenada como en el corolario 3.1.10. Sea t; € Sgl (M) maximo. Considere-
mos i1 € {1,...,m} méximo tal que M;, /M;, _1 = A(t1), entonces por el lema
3.1.8 se tiene que M; = A(t1)’ para cada j = 1,...,4;. Consideremos una serie
de composicién de Jordan-Hélder de M;,

51:O=Sé<511<...<5511:MilgA(tl)il

la cual, por el lema 2.1.6 tiene factores de composicién S(j) con j < ¢;. Consi-
deremos la siguiente A-filtracién de M/M;,

Fy:0= Mil/Mi1 < Mi1+1/Mi1 <...< 1\4771/]\411 = 1\4/1\41‘1

la cual estd ordenada como en el corolario 3.1.10. Sea to € SK*(M/M;,) maxi-
mo e iz € {iy + 1,41 + 2,...,m} maximo tal que (M;,/M;,)/(M;,—1/M;,) =
M;,/M;,—1 = A(ts). Por el lema 3.1.8 se tiene que (M;/M;,)/(M;_1/M;,) =
M;/M;_1 = A(ts) para cada j =41 + 1,41 + 2,...,is. Consideremos una serie
de composicién de Jordan-Holder de M;, /M;,
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Sy : 0= Sg/le < S%/le <...< 532/]\4'11 = Mi2/Mi1

la cual, por el lema 2.1.6, tiene factores de composicién S(j) con j < to < ty.
Continuando con el proceso se obtiene una serie de composicién de M donde
los factores de composicién S(t1), S(t2),...,S(t,) estdn ordenados como se ve
en la construccién (ademds, se observa que t; > t;41 y Sk (M) = {t1,...,t,}).
De donde se tiene que [M : S(t1)] = [M : A(t1)]r [A(t1) = S(¢1)]. Por el Teorema
de Jordan-Hélder [M : S(t1)] y [A(t1) : S(t1)] son nimeros fijos, por lo tanto
[M : A(t1)]r, es un ntmero fijo. Luego se tiene que [M;, /M;, : S(t2)] = [A(t2) :
S(t2)][Miy /M, = A(t2)]r, v se sigue que [M;, /M;, : A(t2)]r, €s un numero fijo.
Como los S(t;) estan ordenados y M;, tiene factores de composicion S(j) con
J <ty ta < tq, sesigue que [M;,/M;, : S(t2)] = [M : S(t2)] y asi [Mi,/M;, :
A(t2)]m = [M : A(t2)]r, es un numero fijo. Inductivamente se tiene que [M :
A(i)]m, es un numero fijo para cada ¢ =1,...,n. O

Gracias al resultado anterior se tiene que cualesquiera dos A-filtraciones de
un A-médulo 0 # M € F(A) son equivalentes, lo cual nos permite reformular
las definiciones 3.1.4 y 3.1.3.

Definicién 3.1.12. Sea M € F(A) un A-mddulo disinto de cero.

1) Sea A(i) € A. Definimos la multiplicidad de A(i) en M, a la que deno-
tamos [M : A(i)], como el nimero de veces que aparece A(i) como factor de
composicion en alguna A-filtracion de M.

2) Denotamos por Sa(M) al conjunto de todos los nimerosi € {1,2,...,n}
tales que [M : A(7)] # 0. A dicho conjunto se le conoce como el A-soporte de M.

3) Definimos la A-longitud de M como Ia(M) = Z [M: A(7)].
1€SA (M)

También podemos reformular el lema 3.1.8, la proposicion 3.1.9 y el corolario
3.1.10. Es decir, tenemos los siguientes resultados.

Lema 3.1.13. Sea 0 # M € F(A(j)). Para cada A-filtracion de M
€M20:M0<M1<...<Mm:M
se tiene que M; = A(5)%, para toda i =1,2,...,m. O

Lema 3.1.14. Sea 0 # M € F(A) tal que |Sa(M)| > 1 yt € SA(M) mdzimo.
Entonces existe un submddulo L < M tal que M/L € F(A(1),A(2),...,A(t —
1)) y L € add(A(t)).

Demostracion. Es inmediato de la proposiciéon 3.1.9 O
Corolario 3.1.15. Sea 0 # M € F(A). Entonces existe una A-filtracion de M

F:0=My<M <...<M, =M
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tal que si M;/M;—1 = A(r;) y Miy1/M; = A(ri41), entonces r; > 1iy1, para
cadat=1,...,m—1. O

En lo que resta de este trabajo toda A-filtracién que consideremos para un
A-médulo en F(A) serd de la forma mencionada en el corolario 3.1.15.
El siguiente es un resultado importante que nos sera de utilidad méas adelante.

Corolario 3.1.16. Sea 0 # M € F(A) y p € [1,n]. Entonces existe un unico
submddulo mds grande L < M tal que L € F(A(p),Alp + 1),...,A(n)) y
M/L € F(A(1),A(2),...,A(p—1)).

Demostracion. Sea 0 # M € F(A) y p € [1,n]. Consideremos una A-filtracién
de M de la forma enunciada en el corolario 3.1.15. Esto es
F:0=My<Mi<...<My,=M

Entonces se tienen los siguientes casos:

Caso 1) Si p € SA(M), consideremos i € {1,...,m} el méximo nime-
ro tal que M;/M;_1 = A(p). Entonces por los lemas 3.1.13 y 3.1.14, M; €
F(A(P),Alp+1),...,A(n)) y M/M; € F(A(1),A(2),..., Alp - 1)).

Caso 2) Supongamos que p ¢ Sx (M), entonces tenemos los siguientes sub-
casos:

= Sip>t, donde t es el mdximo elemento en Sa(M), entonces claramente
0 es el submoédulo buscado.

= Sip < r, donde r es el minimo elemento en Sa (M), entonces claramente
M es el submoédulo buscado.

= Sir <p <t Dado que p ¢ SA(M) y r,t € SA(M) se tiene que r # t
y por tanto |SAa(M)| > 1. Como ademds tenemos que M;/M;_1 = A(s;)
para cada i =1,2,...,m,cont =81 > 8 > ... > S, = T, consideremos
el méaximo elemento j € {1,2,...,m} tal que s; es el minimo elemento tal
que s; > p, de donde se sigue que s; > p > s;41, y claramente M; es el
modulo que buscamos.

En cualquiera de los casos la unicidad se debe a [11, Lemma 2.1].

O

3.2. F(A) es cerrada bajo niicleos de epimorfis-
mos
En esta seccién demostraremos que la categoria F(A) de una K-élgebra

estandarmente estratificada a la izquierda es una categoria resolvente. Iniciamos
probando el siguiente resultado, el cual muestra una propiedad importante de
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la categoria F(A), de una K-dlgebra. Recordemos que siempre consideramos
algebras de dimensién finita, basicas sobre un campo algebraicamente cerrado.

Lema 3.2.1. Sea A una K-dlgebra. Entonces la categoria F(A) es cerrada bajo
extensiones.
Demostracion. Consideremos la sucesién exacta

‘ot N 0

0 L
con L, N € F(A) y una A-filtracién de N
Fn:0=Nog<Ni<...<Ny=N

Para cada i = 0,1,...,t, definimos M; := f~1(N;). Como f es epimorfismo se
tiene que M; < M;;; para cada ¢ = 0,1,...,t — 1 y entonces obtenemos una
cadena finita de submoédulos de M

Moy< My <...<My=M

Para cada i = 1,...,t, definimos los epimorfismos f; : M; — N;/N;_; da-
dos por fi(z) = f(x) + N;—1 con kerf; = M;_1. Por el primer Teorema de
Isomorfismo se tiene que

M;/M;_1 = N;/N,_1 = A(j;)
Como My = kerf = Img = L, se sigue que My tiene una A-filtracién
Fry:0=Lo< Ly <... < Lp = M,.
Por lo tanto
Fy:0=Lo<Li<...<Lp, <M <...<My=M.
es una A-filtracién para M. O
Corolario 3.2.2. F(A) es cerrada bajo sumas directas finitas.

Demostracion. Es inmediata del lema anterior. O

Como corolario del resultado anterior tenemos la siguiente caracterizacién
de un algebra estdndarmente estratificada a la izquierda.

Corolario 3.2.3. Sea A una K-dlgebra bdsica de dimension finita con K un
campo algebraicamente cerrado. Consideremos su descomposicion en A-mddu-
los proyectivos e inescindibles \A = P(1) @ ... & P(n). Entonces, (A, <) es
estdndarmente estratificada si y sdlo si, AN € F(A).

Demostracion. Es inmediata del corolario 3.2.2 y [7, Theorem 2]. O
Consideremos los ejemplos de 2.2.1 y el orden natural en [1,n].

Ejemplo 3.2.4. a) Consideremos el siguiente carcaj
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B1 B2

y el ideal admisible R = (g, 8182, 181 — Baca, e B2). Si A = KC/R, enton-
ces los modulos estandar son:

A(1) =5(1) A(2): 2 A(B)=P(3): 3
B B
1 2
Notemos que cada P(i) tiene una A-filtracidn, las cuales estdn dadas por:
0< 2 <P 0< 3 <P(2 0< P(3)
B1 B2
1 1

Por lo tanto (A, <) es estdandarmente estratificada a la izquierda.

b) Consideremos el carcaj

B
-
CIl = 2?3

y R = (Ba) un ideal admisible de KC. Si A = KC/R, entonces los mddu-
los estandar son: A(i) = P(i) para cada i = 1,2,3, y por lo tanto (A, <) es
estandarmente estratificada a la izquierda.

¢) Consideremos el siguiente carcaj

c: 1 2
B
y su ideal admisible R = (af). Si A = KC/R, entonces los mddulos estdndar
son: A(l) = S(1) y A(2) = P(2). Se tiene que 0 < P(2) < P(1) es una
A-filtracion de P(1). Por lo tanto (A, <) es estindarmente estratificada a la
izquierda.

d) Consideremos el siguiente carcaj

C: 2—2s3f 40

y el ideal admisible R = (B~v) de KC. Los mddulos estindar de A = KC/R
son: A(1) = S(1), A(2) = S(2), A(3) = P(3) y A(4) = P(4). Observemos que
P(1) no es isomorfo a algin A(i) y que su dnico submddulo no trivial es S(4),
el cual no es isomorfo a algin A(i). Entonces P(1) ¢ F(A) y por tanto (A, <)
no es estandarmente estratificada a la izquierda.

Consideremos el orden siguiente: 3 <' 4 <’ 2 <’ 1. Con este orden los mddulos
estandar de la K-dlgebra A = KC/R son los siguientes:
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A(1) = P(1) A(2) = P(2) A(3) = P(3) A(4) = P(4).

Por tanto, con el orden <’ se tiene que (A, <') es una dlgebra estindarmente
estratificada a la izquierda.

Vamos a demostrar que la categoria F(A) es cerrada bajo nticleos de epimor-
fismos. Para eso, vamos a necesitar algunos resultados técnicos que enunciamos
a continuacion.

Lema 3.2.5. Sea f : M — N un epimorfismo con M,N € F(A) y F : 0 =
My < My <...< M, =M la A-filtracion de M dada en el corolario 3.1.15.
Entonces a partir de F' se puede construir la A-filtracion G de N dada en el
corolario 3.1.15.

Demostracion. Consideremos la A-filtracién de M
F:0=My<M  <My<...<M,=M

dada en el corolario 3.1.15. Para cada i = 0,1,...,m definimos N; := f(M,),
entonces obtenemos una cadena finita de submddulos de N

0=No<N, <...<N,, =N

Consideremos t; el minimo elemento en {1,...,m} tal que 0 < Ny, luego sea
to el minimo elemento en {¢t; +1,¢; +2...,m} tal que Ny, < N,. Continuando
con este proceso, obtenemos la siguiente cadena finita de N

G : 0= Nto < Ntl <... < Nt(T_Q) < Nt(r—l) < Ntr - N

Para cada s = 1,2,...,r definimos los epimorfismos fs : My, — N /Ny,
dados por fs(z) = f(z) + N¢,_,, y como f es un epimorfismo se tiene que
kerfs = M;,_1. Del primer Teorema de Isomorfismo se sigue que

A(is) = My, /My, -1 = Ny, [Ny,

y por lo tanto G es una A-filtracién de N. Es claro que G satisface las propie-
dades dadas en el corolario 3.1.15. O

Del lema anterior es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 3.2.6. Si f : M — N es un epimorfismo con M,N € F(A),
entonces SA(N) C SA(M) yIa(N) <Ia(M). O

Sea f: M — N un epimorfismo con M, N € F(A) y t el maximo elemento
de SA(M). Es inmediato del resultado anterior que si ¢ es un elemento del A-
soporte de N, entonces ¢ también es el maximo elemento de Sa(N). Teniendo
presente este hecho, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.7. Sea f : M — N un epimorfismo con M, N € F(A) y seat el
mdzximo elemento en SA(M) . Consideremos a los submddulos M, y N,» de M

y N, respectivamente, mencionados en el lema 3.1.14. Entonces, sit pertenece
a SA(N) se tiene que f(M,) = N,.
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Demostracion. Consideremos un epimorfismo f: M — N con M, N € F(A)
y t el elemento méximo del conjunto Sa (M). Supongamos que t € SA(N). Sean
M, y N, los submédulos M y N, respectivamente, mencionados en el lema
3.1.14, de donde se tiene que M, = A(t)" y N,» = A(t)”. Consideremos la
A-filtracién de M

F:0=My<M<...<M, <My <...<M,=M

mencionada en el corolario 3.1.15. Se tiene que f(M,) # 0, ya que en otro caso,
siguiendo la demostracién del lema 3.2.5 se tendria que t ¢ SA(INV), lo cual es
una contradiccién. Al aplicar el lema 3.2.5, tenemos la A-filtracién de N

G: 0=Ny<N; <Ny<...<N,=N

inducida por el epimorfismo f. De acuerdo a la demostracion del lema 3.2.5,
se tiene que f(M,) = Ny € add(A(t)), con alguna d € {1,2,...,p} y N/Ny €
F(A(1),A(2),...,A(t—1)). Entonces f(M,) tiene las mismas propiedades que
el submédulo N,,. De acuerdo al corolario 3.1.16, como N, es Unico, se tiene
que f(M,) = N,.. O

El siguiente es uno de los resultados principales de este trabajo.
Teorema 3.2.8. F(A) es cerrada bajo nicleos de epimorfismos.

Demostracion. Consideremos un epimorfismo f: M — N, con M, N € F(A)
distintos de cero. Procedemos por induccién sobre la cardinalidad de Sa(M).
Supongamos que |Sa(M)| = 1, entonces por el lema 3.1.13 se tiene que M =
A(7)™, para algin i € [1,n], donde m es la A-longitud de M. Usando el corolario
3.2.6 y el lema 3.1.13 se tiene que [SA(N)| =1y N = A(4)® con s < m.
Consideremos la siguiente sucesion exacta

0 U(i) P(i) A(4) 0

entonces al aplicar el funtor Homp (—, ker f) obtenemos la sucesién exacta larga

0 — Hompa (A7), kerf) — Homp (P(i), kerf) — Homp(U(3), kerf) —
Ext) (A®i), ker f) — Ext} (P(i),kerf) =0

Veamos que Ext} (A(i), ker f) = 0. Para ello, basta verificar que Hom (U (), ker f) =
0. Supongamos, para llegar a una contradiccién, que existe un A-morfismo

h : U(i) — kerf distinto de cero. Como U(%) estd generado por las imdge-

nes de los morfismos g : P(j) — P(4) con j > i, podemos considerar x € I'mg

tal que h(x) # 0. Asi, la siguiente composicién de morfismos

P(j) — Img CU(i) — kerf

es distinta de cero, lo cual es una contradiccién, pues kerf C M = A(4)™ y segtiin
el lema 2.1.10, Homa (P(j), A(#)) = 0. Por lo tanto Homa (U (i), kerf) =0, y se
sigue que Ext} (A(i), kerf) = 0. Como N = A(i)* la siguiente sucesién exacta

0 k;erfi MfN 0
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se escinde. De donde M = A(i)™ = ker f ® A(i)® y por tanto kerf = A(i)™ 5.
Por lo tanto hemos completado el caso base de induccion.

Supongamos que el resultado es cierto para cada L € F(A) tal que la cardi-
nalidad de Sa (L) es menor a p > 1. Consideremos el caso en que |Sa(M)| = p.
Sea t € Sa(M) méaximo. Del lema 3.1.14 se tiene que existe un submédu-
lo My < M tal que My = A@)" y M/M; € F(A(1),A(2),..., At —1)).
Del corolario 3.1.16 se tiene que existe un tnico submédulo N7 < N tal que
Ny € F(A(t),A(t+1),...,A(n)) y N/N; € F(A(1),A(2),...,A(t—1)). Usan-
do el corolario 3.2.6 se sigue que Sa(N) C Sa(M), entonces si t1 es el méximo
en SA(N) se sigue que t; < ¢. Si se da la igualdad entonces por el lema 3.1.14
N; =2 A(t)®, para algiin ntimero natural s. Si ¢; < ¢, entonces de acuerdo al
primer punto del caso 2) en la demostracién de 3.1.16 se tiene que N; = 0.

Consideremos el morfismo f : M/M; — N/N; dado por f(z+M;) = f(z)+
N;. Como f es epimorfismo entonces f lo es. Tenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos

ker f' ker f kerf
0 M, — s M—2s M/M; —>0
|
I f f f
u I3 ™
0 N N N/Ny 0
coker f' 0 0

Donde ¢ y p son las inclusiones naturales y, p y 7 las proyecciones canénicas.
Como pi =0y fp = nf, entonces fpi = wfi = 0y por la propiedad universal del
ntcleo, aplicada a 7, se sigue que existe un tnico morfismo f’ tal que pf’ = fi.
De hecho se tiene que f’ = f|ar,. Veamos que cokerf’ = 0. Si Ny = 0, entonces
es claro que el contcleo es cero. Supongamos que N; # 0, entonces t € Sa (V)
es maximo y por el corolario 3.2.7 se tiene que f(M;) = Ny, es decir, [ es
un epimorfismo y por tanto cokerf’ = 0. Usando el lema de la serpiente en el
diagrama anterior obtenemos la siguiente sucesién exacta

0 —— kerf’ kerf kerf 0

Como [SA(My)] = 1y [Sa(M/My)| < p (pues M; # 0), por hipdtesis de
induccion se tiene que kerf’, ker f € F(A). Del lema 3.2.1 se tiene que kerf €
F(A). Lo cual prueba el resultado. O

Para concluir este trabajo necesitamos el siguiente concepto.
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Definicién 3.2.9. Sea X una subcategoria de A-mod. Se dice que X es una
categoria resolvente si es cerrada bajo nicleos de epimorfismos y contiene a
todos los proyectivos.

Corolario 3.2.10. Si (A, <) es estindarmente estratificada entonces la cate-
goria F(A) es una categoria resolvente.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.8 sabemos que F(A) es cerrada bajo nticleos
de epimorfismos. Veamos que contiene a todos los A-mdédulos proyectivos. Sea
P € A-mod proyectivo. Por el Teorema 1.1.13 podemos considerar su descom-
posicién en A-médulos inescindibles

P=PaP&..0P.

Se tiene que cada P; es un A-moédulo proyectivo inescindible. Como (A, <) es
estdndarmente estratificada a la izquierda, cada P; € F(A). Como F(A) es
cerrada bajo sumas directas finitas se tiene que P € F(A). O



Capitulo

Ejemplos

El objetivo de esta tesis fue probar que la categoria F(A) de un &lgebra

estdndarmente estratificada es resolvente. Como pudimos notar en el capitulo
anterior, lo méds complicado de esto fue probar que la categoria F(A) es cerrada
bajo nucleos de epimorfismos (Teorema 3.2.8). En este tltimo capitulo veremos
algunos ejemplos de A-epimorfismos para ilustrar que, en efecto, el nicleo de
cada epimorfismo en F(A) pertenece a dicha categoria.
Retomemos los ejemplos vistos en 3.2.4. No olvidemos que en dichos ejem-
plos estamos considerando el orden natural del conjunto [1,n] y que para el
ejemplo 3.2.4 d) se dio un orden adicional. Consideremos la siguiente nota-
ciéon: si f : M — N es un A-morfismo, denotamos por f’ al epimorfismo
f'+ M — Imf cuya regla de correspondencia coincide con la de f.

a) Consideremos el siguiente carcaj

«aq a2
Cc:1 2 3

B1 B2

y el ideal admisible R = <042041, 51,627 alﬂl 7ﬂ20[27 OZQB2> de KC. Sea A = KO/R
una K-algebra, sabemos que los A-moédulos proyectivos inescindibles son:

3
-
2

P(2): P(3):

2
2N
ay
3 1
2

Los médulos estandar son

41
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Como es de suponerse, se tienen los epimorfismos candnicos.
w0 P(1) — A(1) cuyo kermy =U(1) = A(2) :
B1

3
-
2

_—<N

m Ty P(2) — A(2) cuyo kermy =U(2) = A(3) :

» w3 : P(3) — A(3) cuyo kerms = 0.
Veamos otros A-morfismos.

= Consideremos fy : P(1) — P(2) dado por fi(e1) = b1, filon) = a1 S
y f1(61a1) = fra181 = 0. De donde, Imf; = KB, @ Ka1 81 = A(2) Al
considerar el epimorfismo fi : P(1) — Imf; se tiene que kerf; € F(A).
En efecto, pues kerf] = Kf1a1 = A(1).

= Sea fo : P(2) — P(3) dado por fa(e2) = B2, f2(a2) = azfla = 0, fo(B1) =
B1B2 =0y fa(Bacz) = Pacafz = 0. En este caso Imf, = KBy ¢ F(A),
pero kerf € F(A).

= Consideremos f3 : P(2) — P(1) dado por fs3(e3) = a1, f3(81) = fraa,
f3(0é2) = Qgx1 = 0 y f3(f)’20¢2) = 52042051 = 0. Se tiene que Imf3 = KO&l D
KB1a1 = A(2) y por tanto ker fi € F(A), pues ker f§ = Kag @ Kfaas &
A(3).

= Consideremos fy : P(3) — P(2), donde fi(e2) = aa y fa(B2) = Paca.
Imf, € F(A) yaque Imfy = Kas® K Paas =2 A(3). Trivialmente se sigue
que kerf; € F(A), pues f4 es un monomorfismo.

» Sea f5 : P(1) — A(2) dado por fs(e1) = p1, fs(a1) = aufr = 0y
f5(B1a1) = Prag B = 0. En este caso, Imfs = KB = A(1) y por tanto
kerfl € F(A), pues kerfi = Koy ® KB = A(2).

b) Consideremos el carcaj

Y

y R = (Ba) ideal admisible de KC'. Sabemos que A = KC/R tiene como A-
modulos proyectivos e inescindibles a
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Los médulos estandar son A(i) = P(i) para cada ¢ = 1,2,3. Omitimos las
proyecciones candnicas m; : P(i1) — A(7), pues su nicleo es cero. Consideremos
los siguientes morfismos.

= Sea f: P(1) — P(3) dado por f(e1) = ya. De donde Imf = Kya =
A(1), y por tanto kerf' € F(A).

= Sea h : P(2) — P(3) dado por h(e3) = «, h(B) = fa =0y h(y)

= yo.
En este caso observamos que kerh = K = A(1), pero Imh ¢ F(A).

c¢) Consideremos el siguiente carcaj

_ >
C: 1 2

B

y el ideal admisible R = (a8) de KC. Los proyectivos inescindibles de A =
KC/R son

P( P(2):

1): 1 2
|- |
2 1
|s

1

y los médulos estandar son A(1) = S(1) y A(2) = P(2). Primero examinemos
las proyecciones canénicas.

= 71 P(1) — A(1) tiene kerm = A(2).
= 7wy P(2) — A(2) tiene kermy = 0.
Veamos otro par de morfismos.

m Sea f : P(1) — P(2) definido como f(e1) = 8, f(a) = af =0y
f(Ba) = Bap = 0. Se tiene que Imf € F(A), pues Imf = K = A(1).
Por tanto kerf’ = Ka @ KfBa € F(A), pues kerf' =2 A(2).

» Sea h: P(2) — P(1) definido como h(e3) = ay h(B) = fa. En este caso
Imf=Ka® Kpfa = A(2) y por tanto kerh’ € F(A)

d) Consideremos el carcaj
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B Y

Cc: 2—2%+3 4 1

y el ideal admisible R = (8v) de KC. Los proyectivos inescindibles de A =
KC/R son

P(1): P2): 2 P(3):5(3) P4):

o }

Con el orden usual en [1, 3], los médulos estandar son A(1) = S(1), A(2) = S(2),
A(3) = P(3) = S(3) y A(4) = P(4). Recordemos que en 3.2.4 d) vimos que
P(1) ¢ F(A). Verifiquemos las proyecciones canénicas y un par de morfismos
més.

= Ty P(2) — A(2) tiene kerms = A(3).
= 73 : P(3) — A(3) tiene kerms = 0.
» 7wy P(4) — A(4) tiene kermy = 0.

= Sea f: P(3) — P(2) definido por f(e3) = a. Se tiene que Imf = Ka &
A(3) y se sigue que kerf’ € F(A).

= Sea h: P(3) — P(4) definido por h(e3) = 8. Tenemos que Imh = K =
A(3) y por tanto kerh’ € F(A).

Ahora consideremos el orden 3 <’ 4 <’ 2 <’/ 1. Ya sabemos que con este orden,
cada médulo estandar coincide con el respectivo proyectivo, es decir, A(i) = P(i)
para cada i = 1,...,4. De donde (A, <’) es estdndarmente estratificada a la
izquierda. Con este orden tenemos que las proyecciones canénicas 7; : P(i) —
A(1) tienen nicleo cero. Veamos otros morfismos.

= Sea f: P(3) — P(4) definido por f(e3) = 5. Se tiene que Imf = K3 =
A(3) y claramente kerf € F(A).

= Sea g : P(3) — P(2) definido por g(e3) = «. De donde, Img = Ka =
A(3) y asi kerg € F(A).

= Consideremos h : P(4) — P(1) dado por h(es) = vy h(B) = By = 0.
Notemos que I'mh = K~y = S(4) ¢ F(A), sin embargo se tiene que kerh =
KB = A(3).
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