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1. Introduccion

Basicamente la geometria algebréica es el estudio de ceros de conjuntos de
polinomios (pudieramos pensarlos sobre un campo algebraicamente cerrado).
Para poder desarrollar las bases de esta teoria se requiere cierto conocimiento
de algebra conmutativa, y de igual forma, el algebra conmutativa, necesita una
motivacion geométrica para entender mejor por qué se desarrolla.

A la geometria analitica le concierne el estudio de ceros de funciones analiti-
cas, de igual manera apoyados en el dlgebra conmutativa, es decir, estudia fun-
ciones que se pueden escribir como series de potencias en un numero finito de
variables, es de nuestro interés estudiar en qué aspectos la geometria analitica
tienen un analogo a la geometria algebréica, aunque en algunos casos ésta re-
sulte mds complicada (para algunos casos el caso analitico es mds sencillo, por
ejemplo el lema de Nakayama, al trabajar sélo con anillos locales todo ideal
estd contenido en el radical de Jacobson).

Por ejemplo, un resultado fundamental del dlgebra conmutativa, es el teore-
ma de la Base de Hilbert, el cual nos dice que si un anillo conmutativo unitario
R es Noetheriano (es decir, todos los ideales de R son finitamente generados),
entonces el anillo R[x] de polinomios en una variable sobre R lo es, y por lo
tanto el anillo de polinomios en varias variables R[z1, ..., 2,] también lo es (por
induccién en n). En este trabajo se expone un resultado andlogo, el cual dice que
el anillo de series de potencias convergentes en cero con coeficientes complejos
(al que denotamos por C{x1,...,x,}) y el anillo de series formales de potencias
con coeficientes complejos (al que denotamos como C[[z1, ..., x,]]), son anillos
Noetherianos. La demostracion de este resultado no es posible simplemente cal-
cando la prueba para el caso del anillo de polinomios, ya que en la prueba del
teorema de la base de Hilbert, se argumenta por el grado de unos polinomios,
y en el anillo de series convergentes de potencias en cero (resp. series formales
de potencias) no tenemos el concepto de grado, pero tenemos un anélogo a este
concepto que es el concepto de orden, el cual podemos decir es el menor gra-
do de todos los monomios que componen a una serie, ésta definicién de orden
resultard muy util al querer ver a una serie como un polinomio en la tltima
variable.

Para demostrar este resultado, demostraremos y haremos uso de los teoremas
de Weierstraf}, los cuales son:

1. Teorema de la Divisién de Weierstraf3:

El cudl nos dice que bajo ciertas hipétesis (las cuales siempre se pue-
den asumir bajo un adecuado cambio de coordenadas), en el anillo de
series convergentes de potencias (resp. series formales de potencias), tene-
mos un tipo de division euclidiana, es decir, dada una serie de potencias
f € C{x1,....,xn} que sea regular de orden b en z, (esto se define mds
adelante), y alguna otra serie ¢ € C{z1,...,z,}, entonces existen unica-
mente definidos ¢ € C{x1,...,x,} vy r € C{x1,...,x5_1}[zy], donde 7 es
considerado polinomio en x,, con grado menor a b tales que

g=q-f+r

2. Teorema de Preparacién de Weierstraf:



Este nos dice que toda serie de potencias convergente en cero, se puede
escribir como producto de una unidad (donde las unidades en estos ani-
llos son las series con coeficiente constante no nulo) y un polinomio (de
Weierstraf}) en la ultima variable.

3. Teorema de la Division General de Weierstraf:

Este teorema es la herramienta principal que nos permite demostrar los
dos teoremas anteriores.

Con esta herramienta en mano, uno queda preparado para demostrar el
lema de Normalizaciéon de Noether y el lema de Hensel para el caso analitico e
iniciar el estudio de gérmenes de funciones en espacios analiticos, en el cual un
resultado central es el Nullstellensatz (6 teorema de los ceros de Hilbert para
espacios analiticos).

Este trabajo es un fragmento del material visto en el curso avanzado Se-
minario de Geometria: singularidades locales de espacios analiticos complejos,
impartido por el Dr. Jawad Snoussi dentro de los cursos del semestre 2016-1,
basado en [DJ] capitulos 1-3.



2.

Definiciones

. Un anillo R se dice que es local, si R tiene sélo un ideal maximal m.

Frecuentemente uno dice que (R, m) es anillo local (6 (R, mp) para evitar
confusién), para indicar que m es su tnico ideal maximal.

. Sean € Ny v;, parai = 1, ..., n enteros no negativos, x = (z1, ..., ) € C™

Definimos la notacién multi indice de la siguiente manera

n n
vi= (v, ly); 27 ::Hx'i’i; V] ::Zl/i.
i=1 i=1

llamamos a |v| el grado de z”.

. Sean a, € C con v € N”. La expresién

o0
> ay(z —po)
v=0

se dice que es una serie formal de potencias en las variables x1, ..., x, en
po. Con la suma y multiplicacién obvias, el conjunto de series formales de
potencias forman un anillo, atin més, forman una C-algebra. El anillo de
series formales de potencias en py = 0 se denota por C[[z1, ..., 2,]], si no
hay confusién lo podemos denotar por C[[z]], y se le llama el anillo de
series formales de potencias.

. Seap e C"y ce C, se dice que la serie formal de potencias Y~ a,(z —

po)¥ converge en p con limite c si para cada e > 0 existe un conjunto finito
I. C N” tal que para todo conjunto finito I con I. C I C N™ se tiene que

> au(p—po) —c

vel

< €.

A c se le llama el valor de la serie formal de potencias en p, y se denota

oo
> ap—po) =ec.
v=0

.Sea U C C*", y f:U — C una funciéon. Se dice que la serie fromal de

potencias > >~ a,(z — py)” converge en U con limite f, si para cada
p € U la serie formal de potencias > 7 a,(z — pg)” converge en p con
limite f(p).

. Sea U C C™ un dominio (i.e. U es abierto y conexo), f : U — C una

funcién. f se dice analitica si para todo py € U existe una vecindad V =
V(po) de pp en U, y una serie de potencias Y " a,(z — po)” tal que en V
converge a f.

. Seap € C" fijo, se puede demostrar que las series formales de potencias que

convergen en una vecindad de p (la vecindad depende de la serie) forman
un anillo llamado el anillo de series convergentes de potencias Oy, en p.
Para detalles de la prueba ver ([DJ] observacién 3.1.8 p. 80). El anillo de
series convergentes de potencias en 0 se denota por C{z}, C{z1,...,x,}
6 Oy, en lugar de la manera “correcta” O, .



8. Sea 0 # f € C{x1, ...,z } (0 en C[[z]]). Podemos escribir

f - fm + f7n+1 + ...

donde los fi son polinomios homogéneos de grado k en las variables

T, -

s Ty, ¥ fm # 0. Definimos el orden de f como Ord(f) := m. Ob-

viamente tenemos Ord(f - g) = Ord(f) + Ord(g) (para el caso f = 0 se
puede definir el orden como Ord(0) := co).

9. Sea f € C{x1,...,x,}

10.

a)

b)

b)

Se dice que f es reqular de orden b en x,, si la serie de potencias en
z,, definida por f(0,...,0,x,) tiene un cero de orden b.

Un elemento
b b—1 . C
x, +arx, 4 ..t ap_1x, +ap, a; € C{xy,...,Tn_1}

se dice que es polinomio de Weierstraf§ si a;(0) = 0 para todo i =
1,...,b. Equivalentemente, es un polinomio ménico de grado b en x,,
que a su vez es, como serie convergente de potencias, regular de orden
ben z,.

Una dlgebra analitica (también llamada C-dlgebra analitica) es una
C-algebra del tipo C{z1, ..., z, } /I, donde I es un ideal en C{x1, ..., 2, }.

Una dlgebra formal es una C-algebra del tipo Cl[[x1, ..., 2,]]/I, donde
I es un ideal en C[[z1, ..., z,]].

Proposicién 1. Sea R = C{z1,...,x,}/I una C-dlgebra analitica, entonces R
es anillo local con ideal mazimal (T1,...,Ty), donde T; es la clase de x; en R
(afirmacidnes andlogas se tienen para C-dlgebra formal).

Demostracion. Véase ([DJ] Observacién 3.1.8 p.80 y Ejercicio 3.1.20 p.85). [

3.

Teoremas de Division y Preparacion de Weiers-
traf3

Lema 1. Sea f € C{z1,...,z,} de orden b. Después de un cambio general de
coordenadas, f es regular de orden b en x,,.

Demostracion. Escribimos

f=F o+ foy1 + ...

donde los f; son homogéneos de grado i. fi, # 0, entonces tenemos que para algin
a=(ay,...,an) € C", fy(a) = ¢ # 0. Podemos asumir que (posiblemente después
de renumerar las variables) a,, # 0. Tomamos nuevas coordenadas yi, ..., y, de
la siguiente manera

Ti=a;Yyp +y; paral<i<n-—1;, x,=anyn.



Entonces para g(y1,...,¥n) := f(x1,...,x,) se tiene que

9(0, ~~,07yn) = f(alyna -~~aanyn)
b2y

= fb(ah sy an)yz + fb+1(a17 ) an)yf{‘rl + fb+2(a1ﬂ 3 an)yn
= ey, + forr(ar, o an)ynt™ + foralar, o an)ynt® + ..
lo que demuestra el lema. O

Teorema 2 (Teorema de la divisién de Weierstrafl (TDW)). Sean f,g € C{z1, ..., 2, },
y supongamos que f es reqular de orden b en x,,. Entonces existen g € C{x1,...,xn},
yr € C{xy,...,xn_1}xs], dnicamente determinados, con r de grado menor que

b en x, tales que

g=aqf +r.

Teorema 3 (Teorema de preparacién de Weierstral (TPW)). Sea f € C{x1, ...,z }
regular de orden’b en x,,. Entonces existenu € C{x1,...,xn} yp € C{x1, ...,zp_1}[Tn]
con u una unidad, y p es un polinomio de Weierstraf§ de grado b, tales que

f=up.
u y p estdn unicamente determinados por f.

Prueba del teorema de preparacion de Weierstrafs. (Asumiendo la veracidad del
teorema de la divisiéon de Weierstrafl.) Aplicamos el Teorema de la Divisién
de WeierstraB a g := 2% y asf obtener ¢ € C{x1,...,2,} y un polinomio r €
C{z1,..,xp—1}[xs] de grado menor a b tales que

g=ap=aqf +r.
Ahora, examinando a g en (0,..,0,z,), tenemos
g(0,...,0,z,) = 2° = (0, ...,0,2,) (0, ..., 0, 2,,) + 7(0, ..., 0, ,,)
Como f es general de orden b, tenemos que
22 = q(0,...,0,z,) (20 (2,)) + 7(0, ..., 0, z,,)

Donde u/(z,) es una unidad en C{z,}, el término de menor grado en g -
f(0,...,0,2,) es de grado mayor o igual a b (pues z° es un factor de este produc-
to), como (0, ...,0,x,) no tiene términos de grado mayor o igual a b, se sigue
que

r(0,..,0,2,) =0

=

y p:=x, —r es un polinomio de WeierstraB, y asi

p(0,...,0,2,) = 22 — r(0,...,0,2,) = 2% = q(0, ..., 0, 2, )zl v (z,,)

n

El término 2% debe aparecer del lado derecho, esto sélo es posible si (0, ...,0) #
0, esto es, ¢ es unidad en C{z1, ..., x, }, haciendo u := ¢~! tenemos

f=up.
La unicidad se sigue de la unicidad del TDW. O



Observacién 1.
Los teoremas de preparacion y divisién de Weierstrafl son validos en el anillo de
series formales de potencias C[[z1, ..., Z,]].

Corolario 1. Supongamos que f € C{x1,...,x,} regular de orden b. Entonces
C{x1,...,xn}/(f) es un C{x1,...,xn_1}-mddulo finitamente generado libre de
rango b. Una base estd dada por {1,Z,, ...,20" '} (donde T, es la clase de x,, en

C{x1, ..., zn}/(f))

Demostracion. Sea g € C{x1, ..., z,}, entonces por TDW tenemos que g = qf+r
donde ¢ € C{z1,...,xn}, r € C{x1, ..., zpn_1}[zn] ¥y deg(r) < b, de aqui que

G(T1y ey Ty) = F(T1, oy ) =70 + 11T + oo + 1T,
conr; € C{zy,...,xn_1} parai=1,..,t cont <b O

Lema 4. Sean (R,mp), (S, mg) C-dlgebras analiticas (o formales), y p : R — S
un morfismo de C-dlgebras. Entonces se tiene que p(mp) C mg.

Demostracion. Supongamos lo opuesto. Entonces para algin f € mp y o(f) &
mg, entonces ¢(f)(0) = ¢ # 0. Por lo que ¢(f)—c € mg y por lo tanto o(f)—c €
mg no es una unidad. Ahora, f —c es unidad en R (pues (f —¢)(0) = —c #0), y
o(f—c¢) = o(f)—c, una unidad en S, ya que ¢ al ser morfismo de anillos manda
unidades en unidades. Una contradiccién al hecho de que f € m,. y ¢(f) € mg,
teniendo asi el resultado deseado. O

Teorema 5 (Teorema general de la divisién de Weierstral (TGDW)). Sean R
y S C-dlgebras analiticas, ¢ : R — S un morfismo de C-dlgebras. Bajo ¢, uno
puede ver a S como un R-mddulo. Son equivalentes:

1. S es un R-modulo finitamente generado.
2. dimc¢ S/mgS < oo.
Afirmaciones andlogas se cumplen para C dlgebras formales.

Observaciéon 2.
Este teorema, junto con una demostracién similar a la expuesta aqui, puede
encontrarse en ([GM] Teorema (1.10) de Finitud de Weierstraf} p.13).

Bosquejo de la demostracion. Para demostrar (2 = 1) vamos a utilizar la es-
trategia desarrollada en ([DJ] pp. 89-92) la cual consiste en los siguientes pasos:

1. Consideramos primero el caso R = C{z1,....,z,} y S = C{y1, ..., ym }

2. Bajo las hipétesis del teorema encontramos un entero positivo r tal que
% C ms(p(21), s 9(2n)-

3. Ver que todo monomio y* de grado r se puede escribir como Y-, (elementos de m)p(z;).

4. Tomar f € C{yi,...,ym} v notar que se puede escribir como suma de
monomios de grado menor a r més suma de monomios de grado mayor o
igual a 7.

5. Factorizar los y® tales que |a| = 7 de los monomios de grado mayor o igual
ar.



6. Mediante un argumento inductivo tenemos que

= Z(polinomios en y de grado menor a 7)g”,
B
donde g = (p(21), ..., (1))
7. Definir series A, (f) tales que

f: Z @(Aa(f))ya-

a:lal<r

8. Comprobar que las A, € C{z1,...,z,} (comprobar convergencia).
9. Mostrar que el caso general es consecuencia de este caso.

O

Lema 6. El teorema general de la division de Weierstrafl implica el teorema de
la division de Weierstras.

Demostracion. (Prueba de la existencia) Sean f € C{z1, ..., z, } regular de orden
benay, R=C{z1,....xn-1}, S =C{z1, ..., zn}/(f) yp: R— Sconp(z;) = T,
i=1,..,n—1. El ideal maximo de R es mp = (1, ..., Z,—1). Bajo ¢ vemos a S
como R-médulo, entonces

S _ C{z1, ., zn}/(f) . C{z1,...,xn} ~ C{z,} ~ C{x,}

>~ b

mRS w o (.’171,...,])71,17](‘) f(O,,O,Q?n) SL‘?L

como dime Cb < 0o, tenemos via el isomorfismo dado que dim C{z,,}/(2%) < oo
y una base de C{x, }/(22) estd dada por 1,2y, ..., 2571, tenemos por (TGDW)
que S es un R-médulo finitamente generado, entonces, podemos usar el lema
de Nakayama que nos dice que si (4, m) es un anillo local, M es un A-mdédulo
finitamente generado y my, ..., My, generan a M/mM como A/m-médulo ([AM]
Proposicién 2.8 p.22), entonces, my, ..., my, generan a M como A-médulo. Esto
es, 1,2y,...,22~" generan a S como R-médulo, asi, para g € C{z1,...,z,}, § =
ro + 11Ty + .. + 12k en C{xy, ..., 2.} /(f), con 7, € C{x1,...,xn1}; k < b,
entonces en C{z1, ..., 2, }
g=af +r

para algin g € C{x,...,z,}, donde r = 1o + riz,, + ... + 72k

.
Ahora, hay probar que ¢ y 7 son 1nicos, primero hacemos ver que si g =
qf+r = ¢ f+r' donde ambos r y r’ son polinomios de grado menor a b, entonces
(g—q¢")f+ (r—r") =0, por lo que suponemos que ¢f +r = 0 y vamos a ver que
esto implica que ¢ = 0 (y por lo tanto r = 0).
Expresando a f, ¢ y r como series de potencias en x,, tenemos

0o 0o b—1
f - fixna q= qiT,,; r= T3y,
1=0 1=0 =0

donde f;, g1 y r; estdn en C{x1,...,x,,—1}. Ahora, f es regular de orden b en
Zn, se sigue que Ord(f) = 0 y también que Ord(f;) > O parai = 1,....b — 1



(recordando que Ord(0) = co > 0), supongamos que g # 0, entonces existe
a =min{Ord(¢;)} con ¢ € N, tomamos k el minimo entero tal que Ord(¢;) = a,
esto es, si j < k, entonces Ord(g;) < Ord(gx) y si j > k, entonces Ord(g;) >
Ord(gx), en particular notamos que ¢; # 0.

Ahora veamos el coeficiente del término z,,7%, como r es polinomio en z,
de grado menor a b, el término 22T* no aparece en 7 y como ¢f +r = 0, el
coeficiente de este término es

b+k

Sfotrqo + oo+ for1qr—1 + foar + fo—1gk + 1+ ...+ foqprr = 0. (1)
Sabemos que

= Ord(fyqr) = Ord(gy)-
» Ord(fy4;qr—j) = Ord(gr—;) > Ord(gx)) para j > 0.

v Ord(fo—jar+;) = Ord(fo—;) + Ord(gr;) > Ord(gr) para j > 0.

El dnico término de grado Ord(gx) en (1) estd en fpqx por lo que (1) no puede
ser cero. Una contradiccién a suponer que ¢ # 0. Por lo que ¢ = 0, probando
asf la unicidad. O

Demostracion del teorema general de la division de Weierstraf§. Primero veamos
que efectivamente podemos ver a S como R-mddulo, sean r € Ry s € S. Defi-
nimos r - s = (r) - s. Comprobamos que se cumplen los axiomas de R-médulo,
sean 1,7’ € R; 5,5 € S

r(s+s)=pr)(s+s)=pr)s+o(r)s =rs+rs

(r+1')s = plr +1)s = (9(r) + 9(")s = @(r)s + ()5 = rs +1's
(rr')s = p(rr')s = p(r)e(r')s = (r)r's = r(r's)

1R3:<P(1R)3_1S = S.

1 = 2) Consideremos el diagrama siguiente

R S
| Xk
R/m S/mgS

S/mpS es un R-médulo finitamente generado bajo 1, pues las clases de los
generadores de S generan a S/mpgS como R-médulo. Como p(mg) C mpS
tenemos que ¢(mpg) = 0, por lo que v pasa al cociente R/mp = C, por lo
que el diagrama conmuta.

Sea § € S/mpS, al ser S/mpS un R-médulo finitamente generado, tenemos
que § = 7'(s), para algin s € S, y como S es R-médulo finitamente
generado tenemos que existen sy, ..., sy generadores de S como R-mddulo,
por lo que

t t

s=n'(s) =a'(Y_e(ri)si) =) _a'(plri)n'(si) rie R (2)

i=1 i=1



de la conmutatividad del diagrama, tenemos que 7'(p(r;)) = @(n(r;)),
sustituyendo esto con (2) y usando el hecho que 7'(s;) = §;, tenemos que

5= Z B(m(r:))5; (3)

pero 7w(r;) € C, con esto, tenemos que S/mpS es un C-espacio vectorial
de dimensién finita

2=1) Caso 1: R=C{zy,..,2n} ¥ S =C{y1,...,ym} Haciendo g; = ¢(z;),
¢ =1,...,n tenemos que

Clyr, - ym /(915 9n) (4)

es una C-algebra analitica y a su vez, por suposicién, un C-espacio
vectorial de dimensién finita, por lo tanto es una C-algebra Artiniana.
Escribiendo m := mg, tenemos que

k

moOm:D...om' D ... (5)

por ser C{y1,...,¥m}/(g1; .., gn) C-dlgebra Artiniana, tenemos que
m" = @ para algin k£ € N, esto es mm’ = m*, como m =
(Y1, .-, Ym) es finitamente generado, entonces m* es finitamente ge-
nerado y las clases de los generadores de m* generan a m”, entonces
podemos aplicar el lema de Nakayama que nos dice que bajo estas
condiciones m* = 0, poniéndolo de otra manera mF C (g1, Gn),

multiplicando ambos lados por m y fijando r := k + 1 se sigue que

m” C m(g1, ...y Gn)- (6)

En particular, para todo monomio y®, con |a| = r, existen elementos
Da,i € M tales que

n
Y= DPaibi (7)
=1

Vamos a mostrar que S es R-médulo finitamente generado, viendo
que {y® : |a] < r} lo generan, para esto, primero lo probamos “for-
malmente” y después comprobaremos la convergencia.

Sea f € C{y1, ..., ym }, podemos escribir a f como

f=alf)+H(f)

donde a(f) es la suma de todos los monomios de f de grado menor
estricto que 7, y H(f) es la suma de todos los monomios de grado
mayor o igual a r.

Ahora, sea A = {a € N" : |a| = r}, hay un ndmero finito de n-tuplas
con esta propiedad, digamos, |A| = d, o A = {a1,...,aq}, entonces
definimos inductivamente:

= hg, (f) como todos los términos de H(f) que tienen como factor
comun a y*.

s hg,(f) como todos los términos de H(f) — ha, (f) que tienen
como factor comin a y*2.

10



Eas(f) como todos los términos de H(f) — ha, (f) — ha, (f) que
tienen como factor comin a y©3.

. Ead(f) como todos los términos de H (f) fﬁal (f)—=hay_, ()
que tienen como factor comin a y<.

Ast, ho(f)y® v hg(f)y? no tienen monomios en comiin si a # 8y

por lo que

> half)y” (8)

alal=r

juntando (7) con (8) tenemos que

y haciendo

tenemos que
=a(f)+>_ hi(f)g:. (9)
i=1

Para un multi indice g = f1, ..., Bn definimos inductivamente:

1. ag(f) = a(f) si p=(0,...,0).
2. hg(f)=fsiB=(0,..,0).

3. hg(f)=0si alguna entrada en 8 es negativa.

4. ap(f )_a(hﬁ( ))-

5. hg(f) =Y i hi(hg—e;(f)), donde e; = (1,0, ...,0), etc.

Haciendo notar que ag(f) son polinomios en las variables y1, ..., Ym
de grado menor a 7.

Afirmamos que para toda k € N
F=> as(Ng’+ > hs(H)g’. (10)
B:1B|<k B:18|=k

Por induccion sobre k:
» Parak=1

e Si [8] < 1, entonces B = (0,...,0) y a,....0) = a(f)
e Si|f] = 1, entonces f = e; coni = 1,...,n, entonces hg_.,(f) =
fsii=jyhs . (f)=0sli#j.
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Por lo que para k = 1 tenemos la ecuacién (9).
= Supongamos que (10) se cumple para k — 1, esto es

F= Y aNd’+ D> hs(Ng” (11)
B:|B|<k—1 B:1Bl=k—1
Aplicando (9) hg(f) tenemos que

n

ha(f) = alhg(f)) + Y hi(hs(f))gi. (12)

i=1

Sustituyendo en (11) tenemos

f= 3 ahe’+ ((a(hﬁ(f))+Zhi(h6(f))gi)gﬁ>

BBl <k—1 B:1Bl=k—1

= > agNg’+ D as(M+ D D hihs(f))gig”

B:8l<k—1 B:|Bl=k~1 B:|Bl=k—1 i=1
= > as(N’+ D as()+ D D hihs())gig”
BBl <k—1 B:|B|=k—1 B:|B|=k—1 i=1
= > as(N+ D hilhs(H)aig”,
B:1B|<k B:|8|=k—1 i=1
pero
Z Zhi(hﬁ(f))gigﬁ: Z Zhi(h(5+ei)—ei(f))gﬁ+6i
B:|B|=k—1 i=1 B:|B|=k—1 i=1
= D D hilhg—e ()9
B:|Bl=k i=1
= > hs(h)g”.
B:|Bl=k

Mostrando asi el resultado.

Como (¢1,...,9n) C m se sigue que para todo k € N
f= Z ag(f)g” méd m”.
B:|BI<k

Del hecho de que ;2; m* = (0) ([DJ] corolario 1.3.5 p.17), tenemos
que en el anillo de series formales de potencias

F=> as(f)d’.
5

Recordemos que los ag(f) son polinomios en las y’s de grado menor
a 1. Asi escribimos

ag(f)= . asa(Hy* apa(f) €C.

a:la|<r

12



Veamos para o : |a] < r la serie de potencias

Ao (f) = Zaaﬁxﬁ.
B

Como ¢ : R — S manda a x; en g; se sigue que

D e | 2 aas” |y
B

oo <r a:la|<r

= Z Zaa,ﬁgﬁ Y
B

a:la|<r

(]
5
=
=
s
I

=> | > aas(hHy* |

B a:lal<r

=Y as(f)g” = ¥,
B

esto es, las y® con |a| < r generan a S como R-mdédulo, mostrando
asi el caso formal.

Ahora veamos A,(f) € R, esto es, que A,(f) converge. Para esto,
usamos el hecho de que

feCloy, an} o 30| flls =) [fald < o0

([DJ] Observacién 3.1.5 p.77).
Escogemos § > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

1. |flls < oo.

2. Sea, C el numero de monomios de f de grado r. Entonces para
los pa.; de (7)

Ipoils <
wills < 7
(Esto lo podemos hacer, ya que los p,,; € m, es decir, convergen
en una vecindad del cero).
Vamos a mostrar que Vo : |a| <7
67‘

Aa € = 5 5
[4a(f)le < o0 parac= o

(13)

Esto demostrara la convergencia de A, (f). De (8) y (9) tenemos que

L fla(£)lls < II£lls- )
2. ([ (£ylls = [ (£)a6” < 1 £lls- i [Ra(£)lls < 5]l
3 Nh(Hlls= X Ipaillsllha(Dlls < X Z4e <57 £l

a:lal=r a:lal=r

Inductivamente veamos que

1hs ()] < nlP1=16= 12 715, (14)
las () < nlP=15= ) £l (15)
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Para |B] =1
1hs(Hlls = 1R (H)lls < 67" flls-

Supongamos que para todo 8 con || = k tenemos
[Bs(HIl <2 167 | flls

y sea (B, con |B,| =k+1

s, (NI =D i, —e, (H))]
i=1

<nd~" kg, —e. (f)l

S né‘—r (nk—l(s—krnf”&)
n(k+1)7157(k+1)r||f”6.

La segunda desigualdad se sigue de |lag(f)|| < [|hg(f)]-
Recordamos que ag(f) = 3_,,. 0 |<, @8,a(f)y”, para algunos ag,q(f) €

C. Es obvio que |ag,o(f)| < |lag(f)||s0~“. Haciendo C, = ‘5: 1fls
y por (15) tenemos que

|ag,a(f)] < Ca(ns=)le!

para € = 25? tenemos

[[Aa( |—||Za/3a P’
—ZW (f)e!
< C, st /3(2‘;2>ﬁ
=C, Z(z 1)‘ 3
<03 g <0

pues el nimero de elementos 3 con |3| = k es a lo més n*. Teniendo
asi la convergencia deseada.

Observaciéon 3.

Vamos a probar el teorema para el caso R = C{z1,...,z,}/I donde I
esidealen Ry S = C{y1, ..., Ym /J donde J es ideal en S finitamente
generado. Para ver que (TDGW) implica (TDW), usamos que J es
finitamente generado, a saber generado por f regular de orden b en
Zn, mas delante, veremos que C{z1,...,z,} es Noetheriano, por lo
que siempre serd el caso de que J ideal en S finitamente generado.

Caso 2: R =C{zy,...,x,}/I donde I esidealen Ry S = C{y1, ..., Yym}/J
con J = (fi,..., fp). Definimos

"= C{x1, ey Ty Tty oy Tgp 5 S = C{Y1y ooy Um }-

14



Tomamos elementos g; € S’ con ¢(z;) = §;, esto es, tomamos repre-
sentantes de las imagenes de los x;. Definimos ¢’ : R’ — S’ sobre los
generadores de la siguiente manera:
- @/(xl) =G sii= 1.4,
v O(zpyj)=fisij=1,..,p.
Vemos que
C seeYm
s = S Clpgm) S
7(917”':?")4_(] (917"'agn7f17"'7fp) mR'S/
Que por suposicion en un C-espacio vectorial de dimensién finita,
por lo que S’ es un R’-mdédulo finitamente generado, consideremos el
siguiente diagrama

R S’
(4
1 9
C{l‘l, 7xn} —/(_/)—>
T3 0
R

donde
/
m R — C{zy,...,z,}
ri—x; sit=1,...,n

Tptj >0 sij=1,...,p

w8 = 8
Yi = Y,
v:R — S

r =m0 (1)
73 Cl{z1,....,xn} = R
€T — T
Sea 5§ € S, entonces existe s € S’ tal que § = ma(s), pero S’ es R/~
modulo finitamente generado, por lo que existen s, ..., s; tales que
s =i ¢ (ri)si, y

5=y <Z gp’(ri)si>

i=1



con lo que tenemos que S es R’-mddulo finitamente generado bajo
1, ahora Y(2n4;) =0 para j = 1,...,p, por lo que 1) pasa al cociente
y 1 om =1 =m0 ¢ por lo tanto

P(m(ri))3;

Clllaw
<MH~

s
Il
_

U(ri)s;

Il
M“

1

.
I

con 7; € C{zy,..., 2}, esto es S es C{zy, ..., z, }-mbdulo finitamen-
te generado bajo v¢. Por ultimo ¢(x;) = g;, para ¢ = 1,...,n y
o(ms(x;)) = ¢(Z;) = ;. Por lo que todo el diagrama conmuta. As{

o~

§=) U(ry)s
1

-
I

90(7T3(Ti))sz

|
AM“

@
Il
-

I
\Rﬂ“

&
Il
-

(74)5i

con 7; € R, teniendo asi a S como R-moddulo finitamente generado.

O

4. Aplicaciones

Teorema 7 (Teorema de la funcién implicita.). Sea f € C{x1,...,zp,y} con
f(0)=0y g—ch # 0. Entonces existe una unica ¢ € (1, ..., 2n)C{z1, ..., 25} tal
que

f(xlv vy Ty y) =0« Yy= (p(zla ) 'In)~

Demostracion. Notamos que las dos condiciones f(0) =0y % # 0 nos dicen
que f es regular de orden 1 en y. Por (TPW) tenemos

f(xla -~'axn7y) =u-p

donde p es polinomio de Weierstra3 de grado 1 en y, i.e. p(z1,...,Tn,y) =y +
ro(x1, ..., 2, ), haciendo ¢ = —rg tenemos el resultado. O

Corolario 2. Sea f € C{x1,...,x,} regular de orden b en x,, supongamos que
f=wu-p, donde u,p € Cl[x1, ..., 2,]], u una unidad y p polinomio de Weierstraf.
Entonces u,p € C{x1, ...,z }, esto es, u y p convergen.
De igual manera, sean f,g € C{x1,...,xn} con [ reqular de orden b en x,,
supongamos que g = qf +r, donde q,v € C[[z1,...,x,]], donde p polinomio en
xy, de grado menor que b. Entonces p,r € C{x1,...,xn}.

Demostracion. Ambas se siguen de la unicidad los teoremas de preparacion y
divisiéon para series formales, toda serie convergente de potencias es una serie
de potencias formales. O
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Corolario 3. Sea f € C{x1,...,xn,y} regular de orden 1 en y. Supongamos
que o(x1, ., xpn) € Cllay,...,zp]] es tal que f(x1,...,2n,0(x)) = 0, entonces
o(x) € C{x1,...,zpn}

Dicho de otra manera, una solucion en y para f(x1,...xn,y) = 0 es analitica.

Teorema 8 (Teorema del mapeo implicito). Sean f1,..., frn € C{x1, ..cy Tn, Y1, ooy Ym }

tales que f;(0) = 0 y det (i(())) # 0. Entonces, existen o1, ..., 0m € (X1, ..., Tn)C{x1, ... xn }

Byj
tales que f(Z1, ..., Tn, @1,y oy om) = 0.

Demostracion. Primero supongamos que la m X m matriz (gf_ (0)) =Id,;xm-
J

Probamos por induccién en m:
= m =1 es el teorema de la funcién implicita.

= Supongamos que es valido para m — 1 y probamos para m.
Aplicamos el teorema de la funcién implicita a f,, y,, y obtenemos ,,.
Sean

gi(]"h o5 Ly Y1, ~-~7ym—1) = fi(xla vy Ty Y1y ooy Ym—1, (pm('xh ces Ty Y1, -~'aym—1))

para i =1,...,m — 1. Se puede probar que

0g; o
(aij (0)) = Idn-1xmo1 40j =1,.om—1

y por lo tanto se satisface la hipétesis de induccion.

—1
Para el caso general hacemos A = <6f : (O)) . Entonces

Byj
0fi >
A- 0
<3yj()
es la identidad y

g1 i fi
]l =Al | =0s] =0
9m Jm Im

O

Lema 9. Supongamos que f € C{x1,...,x,} es reqular de orden b en x,. En-
tonces el C{x1, ..., X1 }-mddulo C{x1,...,x,}/(f) es finitamente generado de
rango b. Ademds, una base estd dada por 1,T,,...,x

n

Demostracion. Sea g € C{x1,...,z,}, aplicando el (TDW) tenemos que

g=af +r

donde
b
r=170+ 71Ty + ... +1rp_12,)}

conr; € C{zy,....,zp_1} parai=1,...,b— 1. Asi en C{z1, ...,z }/(f)
g=719+1r1Tn + ...+ Tb,le;

lo que demuestra el lema. O
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Teorema 10. C{xz1,...,z,} y C[[z1,...,2,]] son anillos Noetherianos.

Demostracion. Como las dos pruebas son similares, sélo hacemos el caso analiti-
co. Por induccién sobre n.

s Para el caso n = 0 tenemos C que es Noetheriano.

» Asumimos que C{z1,...,z,_1} es Noetheriano. Sea I C C{z1,...,z,} un
ideal, vamos a mostrar que es finitamente generado. Si I = (0) obviamente
es finitamente generado, si I # 0, entonces existe 0 # f € I. Después de un
cambio general de coordenadas, podemos asumir que f es regular de orden
b en x,,. Entonces por el lema anterior, C{z1, ..., 2, } /(f) es finitamente ge-
nerado como C{zy, ..., ,—1 }-médulo, como asumimos que C{x1, ..., zp_1}
es Noetheriano, entonces C{z1,...,x,}/(f) es un C{zq, ..., xy_1 }-mbdulo
Noetheriano ([GM] Proposicién 1.2.15), esto es, I médulo (f) es finita-
mente generado, digamos por fi,..., f, por lo que f, fi,..., f¢ generan a
1.

O

Lema 11. Sea h € C{x1, ..., xp—_1}[2s] un polinomio de WeierstrafS. Entonces
h es reducible en C{x1,...,xpn_1}[zn] & h es reducible en C{x1,...,xs}.

En particular, cada factor irreducible de h en C{x1,...,x,} es x,-reqular y cada
descomposicion de h en C{z1,...,x,} da lugar a una descomposicion de h en
polinomios de WeierstrafS al multiplicar por las unidades adecuadas.
Afirmaciones similares se cumplen para el anillo de series formales de potencias.

Demostracion. Al igual que la prueba anterior, por ser similares las pruebas
sélo hacemos el caso analitico.

<) Sea h = gy - g2 una factorizacién en C{zy,...,x,} de h, donde g1, g2 no son
unidades. Como h es regular, se tiene que

h(0,...,0,z,) = a:fz =¢1(0,...,0,2,) - g2(0, ...,0, ),

por lo que g1 y g2 también son regulares y como ninguno de los dos es una
unidad, se tiene que son regulares de orden mayor o igual a uno en z,,. Podemos
aplicar el teorema de preparacién a g y go. Asi

g1 = uihy
g2 = uzhs
donde u; es una unidad y h; es polinomio de Weierstraf}, entonces
h = ’IL1UQh1 h2

aplicando el teorema de preparacion de Weierstrafl a h, tenemos que h =1-h, y
por la unicidad tenemos que uius =1y h = hihs y por lo tanto h es reducible
en C{z1, ..., zp_1}[Ts]

=) h = g1 - g2, donde g1 y g2 no son unidades en C{z1,...,z,_1}[z,]. Vamos
a mostrar que g; y go no son unidades en C{z1,...,z,}. Supongamos sin per-
der generalidad que ¢; es unidad en C{xy,...,2,}, como g; no es unidad en
C{z1,...;zn_1}[zs] entonces deg, (g1) > 1 por lo que deg, (g2) < deg, (h).
h = g1 - g, se sigue que g es regular en x,,. Entonces h es regular de orden a lo
més deg, (g2). Una contradiccién, ya que por ser h polinomio de Weierstraf,
es regular de orden deg, (h). O
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Teorema 12. C{z1,...,x,} y C[[z1,...,2,]] son dominios de factorizacion ini-
ca.

Demostracion. Nuevamente hacemos sélo el caso analitico. La prueba es por
induccién sobre n.

= El caso n = 0 es C, en donde todo elemento no nulo es unidad.

» Supongamos que C{x1,...,2,-1} es DFU.

Por el lema de Gaufl, C{x1, ..., zp_1}[z,] es DFU. Sea f € C{z1,...,x,},
después de un cambio lineal de coordenadas, podemos asumir que f es
regular en x,,. Aplicando el teorema de preparacién de Weierstraf}, tenemos
que f = w - h con v una unidad y h polinomio de Weierstrafl; por el
lema anterior h se factoriza de igual forma en C{z1,...,z,_1}[z,] y en
C{x1,...,2n}, como h tiene factorizacién unica en C{xy, ..., xn_1}xs], se
sigue que f tiene factorizacién tnica en C{z1, ..., z,}.

O
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