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Introduccion

El estudio de las grandes reticulas ha sido una herramienta muy util en
la caracterizacion y clasificacion de anillos. Una clase importante de éstas
son las grandes reticulas de clases de modulos, y entre ellas destacan las que
estan definidas por ciertas propiedades de cerradura.

El presente trabajo pretende dar una introduccion al estudio de las gran-
des reticulas estudiando las grandes reticulas R — sext y R — gext, lo cual se
haré desarrollando en gran medida los articulos [1] y [2]. Para lograr ello se
desarrollaran algunas de las herramientas necesarias de la teoria de médulos
que se usaran a lo largo del articulo.

El primer capitulo se divide en dos secciones. En la primera se da las
nociones de réticula, asi como elementos importantes de éstas, como lo son
los pseudocomplementos y pseudocomplementos fuertes. De igual manera
se demuestran algunos resultados basicos para reticulas fuertemente pseu-
docomplementadas. La segunda seccién pretende dar nociones bésicas de la
teoria de modulos desde un enfoque categérico, demostrando propiedades
universales de objetos familiares como lo son niicleos y conticleos, asi como
equivalencias para monomorfismos y epimorfismos; las cuales son usadas a lo
largo del trabajo.

El segundo capitulo inicia estudiando las grandes reticulas de clases de
modulos, poniendo como ejemplo las grandes reticula de clases de médulos
definidas por propiedades de cerradura. Se estudia en particular la gran reti-
cula de clases abiertas, de la cual se demuestra que tiene el mismo esqueleto
que la gran reticula de clases de torsién hereditaria, el cual es consecuencia
del teorema (2.4).

Para el tercer capitulo se dan algunos resultados de la gran reticula R —
sext, estudiando sus pseudocomplementos y su esqueleto, asi como algunas



propiedades reticulares. También se da el primer resultado importante de
cémo se reflejan las propiedades de la reticula en propiedades del anillo como
se muestra en (3.10).

En el cuarto capitulo se dualizan algunos resultados del capitulo anterior,
pero se hace un énfasis al observar que no todas las propiedades pueden ser
dualizadas, como es el caso del teorema (4.23), en la cual se muestra que
el esqueleto de R — gext no es del todo el dual del esqueleto de R — sext.
De igual manera en este capitulo se da un resultado de cémo se reflejan las
propiedades de la reticula en propiedades del anillo como se ve en (4.10).

Para finalizar, en el ultimo capitulo se muestra el poder del estudio de las
grandes réticulas en la caracterizacién de anillos, el cual se da comparando
las dos reticulas estudiadas en los capitulos anteriores.

Este trabajo puede considerarse una primera aproximacion a la teoria de
tipos y cotipos, las cuales han sido desarrolladas recientemente en los trabajos
[2], en la cual se demuestra que la gran reticula de clases conaturales es en
realidad un algebra de Boole, caso analogo a lo que se conocia de la gran
reticula de clases naturales.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se desarrollaran gran parte de las herramientas
necesarias de la teoria de reticulas y teoria de modulos, ademéas de servir
para establecer la notacion.

Todos los médulos seran considerados izquierdos a menos que se indique
lo contrario.

1.1. Antecedentes reticulares

Definicién 1.1. Sea X un conjunto y <C X x X. Decimos que (X, <) es
un orden parcial si:

1) Ve € X, (z,x) €<, es decir, < es reflexiva.
2) Si (z,y), (y,z) €< entonces x = y, es decir, < es antisimética.
3) Si (z,y), (v, z) €< entonces (z, z) €<, es decir, < es transitiva.

—

La clase de los drdenes parciales se denotard como COPO, si (X,<) €
COPO, sera denotado como X y si (x,y) €< se escribird = < y.

Definicién 1.2. Sea X € COPO y A C X, decimos que x € X es:

1) Cota superior de A si: Vy € A,y < x.

2) Cota inferior de A si: Vy € A,z <.

3) Maximode Asi:x € AyVye A x<y=z=uy.
4) Mayor de Asi: x € AyVy e Ay <.

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

5) Minimode Asi: x e AyVye Ay<z=z=y.
6) Menor de Asi:x € AyVye A,z <y.

7) Supremo de A si es una menor cota superior.

8) Infimo de A si es una mayor cota inferior.

Observemos que cuando los elementos mayores, menores, supremos e infimos
de A existen, estos son Unicos por la antisimetria.

Definicién 1.3. Sea X € COPO, decimos que X es una reticula si Va,y €
X, el conjunto {z,y} tiene supremo e infimo. Decimos que X es una reticula
completa si: VA C X tiene supremo e infimo.

Proposicion 1.4. Sea X € COPOQO, son equivalentes:
1) X es reticula completa.
2) Todo subconjunto de X tiene supremo.
3) Todo subconjunto de X tiene infimo.

Demostracion. Sélo basta probar que 2) y 3) son equivalentes.

2) = 3): Sea A C X ysea B = {x € X|z es cota inferior de A}. Como
B C X entonces existe y supremo de B, veamos que y € B y es mayor en B.

Sea x € A, entonces Vz € B,z < x, pues los elementos de B son cotas
inferiores de A. Como y es supremo de B y cada elemento de A es cota
superior de B, entonces y < z Va € A, por lo que y € B.

Sea x € B, entonces x < y, pues y es el supremos de B, por lo que y es
mayor en B y asi la mayor cota inferior de A.

3) = 2): Es andlogo al anterior.

m

La proposiciéon anterior nos da condiciones necesarias y suficientes para que
un orden parcial sea una reticula completa, solo es necesario verificar la exis-
tencia de infimos o supremos arbitrarios, aunque algunas veces sera necesario
describir ambos elementos.

Notacion. Sea X € COPO y A C X, denotaremos por \/ A al supremo de A
y por A A al infimo de A, siempre que éste exista. Si A = {z,y}, VA=2xVy
vyANA=xANy.
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Observacion. Sea X una reticula completa. Como X C X, denotamos por
0=AXy1l=VX. Claramente 0 es menor que todo elemento de X y 1 es
mayor que todo elemento de X.

Definicién 1.5. Sea X una reticula, decimos que X es pseudo complemen-
tada(P.C) si Vo € X,y € X tal que t Ay = 0 y y es maximo con esta
propiedad, decimos que X es fuertemente pseudo complementada(F-P.C) si
X es P.C y el elemento que cumple la propiedad para z € X es mayor con
esa propiedad, y decimos que X es complementada si Vx € X,dy € X tal
quez ANy=0yzVy=1

Definicién 1.6. Sea X una reticula:

1) X es una reticula distributiva si Vr,y,z € X se cumple:
(xAy)Vz = (zVz)A(yVz) lo cual es equivalente a (xVy)Az = (zA2)V(yAz)

2) Decimos que X es una reticula modular si Vx,y,z € X se cumple:
Siz <y, entonces zV (yAz) =yA(xVz). A esta tltima propiedad se
le conoce como la ley modular.

Observemos que x <y siysélosizVy=yy x Ay =x,y con esto tenemos
que toda reticula distributiva es modular.

Proposiciéon 1.7. Sea X una reticula:

1) Si X es F-P.C, entonces X es P.C

2) Si X es distributiva y complementada, entonces X es F' — P.C, por lo
que los complementos son tnicos.

Demostracion. 1) Es clara, pues todo elemento mayor es elemento méaximo.
2)Seanz € X yy € X talesque zVy =1y xz Ay =0. Veamos que y es
mayor respecto a la segunda propiedad.

Sea z € X tal que x Az = 0, entonces z = zA1l = zA(xVy) =
(zAz)V(zAy) =0V (2 Ay), por lo que z <y, por lo que y es mayor con
esa propiedad y asi X es F-P.C.

]
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En general no es cierto que en una reticula complementada los complementos
sean tunicos y sea F-P.C. El siguiente ejemplo se le conoce como diamante
(Ds), que claramente es complementada pero los complementos no son tinicos
y no es F-P.C.

1
a/b\c
\0/

Figura 1.1: Diamante (Dj)

No es distributiva pues a A (bV¢) = aA 1l = a, mientras que (a Ab)V (aAc) =
0V 0 =0 pero a # 0.

Definicién 1.8. Sea X una reticula F-P.C. Definimos el esqueleto de X
como:
Skel(X) = {z|3y € X, con x pseudocomplemento de y}

Notacion. Si X es una reticula F-P.C, denotaremos al pseudo complemento

fuerte de cualquier elemento x € X como x*.

Lema 1.9. Para cualquier (X, <) reticula F-P.C. y cualesquiera elementos
a,b € X, si a <bentonces bt <atya<att.

Demostracion. Sean a,b € X, tales que a < b, observemos que a A b+ <
bAb- =0, asi que a A bt = 0 y como a’ es el mayor elemento con esa
propiedad, se sigue que b+ < a*.

Para la segunda afirmacién basta observar que a A a* = 0 y a** es el

mayor elemento con la propiedad anterior, por lo que a < a*+.
m

Proposiciéon 1.10. Sea (X, <) una reticula F-P.C. Para todo a € X se

cumple que at = a*tt.
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Demostracion. De la segunda afirmacién del lema anterior se tiene que a <
a't y por la primera afirmacion se tiene que at*++ < a*t.

Para la otra desigualdad aplicamos la segunda afirmacion del lema anterior
a at, es decir at < (aJ‘)J‘J‘ = a***. De la antisimetria se tiene la igualdad.
O

1.2. Antecedentes Modulares

Definicién 1.11. Sea R un anillo, un R-mddulo (o simplemente maodulo)
es una quinteta ordenada (M, +,0,%: M x R — M, R), tal que :

1) (M,+,0) es un grupo abeliano.

2)Vm,n e M yVr e R, rx(m+n)=(r+«m)+ (r*n).

3)Vm e M yVr,s € R, (r+s)xm = (r«m)+(sxm) y rsx(m) = rx(s*xm)
4)VYm e M, 1xm =m.

Denotaremos a r x m = rm para todos r € R, m € M y a la clase de los
R-moédulos (izquierdos) la denotaremos como R — mod.

Definicién 1.12. Sean M, N € R —mod y M Iy N una funcién. Decimos
que f es un morfismo de moédulos si: f(rm +n) = rf(m) + f(n), Vm,n €
M,¥r € R.

Definicién 1.13. Sea M un moédulo y N C M tal que N es un mddulo.
Decimos que N es submodulo de M, lo cual denotaremos como N < M si la
inclusion N < M es un morfismo de modulos.

Sabemos que N < M si N es un modulo bajo las operaciones de M restrin-
gidas a N y si los neutros coinciden.

Como los submédulos son en particular subgrupos abelianos, entonces el
cociente de un médulo por un submoédulo es un grupo abeliano y es facil
ver que se puede dar estructura de R-mo6dulo a un cociente M /N mediante
r(m+ N)=rm+ N.
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Definicién 1.14. Sea M %+ N un morfismo de modulos, definimos:
Ker(f)={x € M|f(z) = 0} el nicleo de f.
Im(f)={ye N|Fz € My f(z) =y} la imagen de f.

Es facil ver que los subconjuntos anteriores son submodulos de sus respectivos
modulos, y se tiene también la siguiente propiedad:

Lema 1.15. Un morfismo f como antes, es inyectivo si y s6lo si el ntcleo
es trivial.

Demostracion. Sea f un morfismo inyectivo, claramente el cero va al cero (f
es en particular morfismo de grupos) y como es inyectiva entonces el 0 es el
unico elemento que va al 0.

Por otro lado, sea f(z) = f(y) = f(x —y) = f(z) — f(y) = 0y como el
ntucleo es trivial, entonces x —y = 0 = = = y, por lo que f es inyectivo.

]

Observemos que la proyeccion candnica de un médulo en cualquier cociente
es un morfimo de médulos, el cual claramente es suprayectivo.

Definicién 1.16. Sea f un morfismo de M a N, decimos que f es:

1) Monomorfismo (mono) si es cancelable por la izquierda bajo composi-
cién de morfismos.

2) Epimorfismo (epi) si es cancelable por la derecha bajo la composicién
de morfimos.

Proposiciéon 1.17. Sea f un morfismo de M a N, entonces:
1) f es mono si y s6lo si f es inyectivo.
2) f es episiy solosi f es sobre.

Demostracion. Claramente toda funcién suprayectiva es cancelable por la
derecha y toda funcién inyectiva es cancelable por la izquierda.

1) Veamos que si f no es inyectiva entonces no es mono. Pero si f no es
inyectiva entonces Ker(f) # {0}, por lo que 0 # K = Ker(f) < M. Sean i
la inclusién de K en M, que por definicion es morfismo, y ¢ el morfismo cero
de K en M, entonces foi =0 = foc, pero como K # {0}, existe 0 # = € K,
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asi que i(z) = x # 0 = ¢(z), de donde se tiene que ¢ # 4, por lo que f no es
mono.

2) Supongamos que f no es sobre, entonces I = im(f) < N, por lo que
N/I # 0y asi 7 la proyeccién candnica es un morfisno distinto de cero. Sea
¢ el morfismo cero de N en N/I, por lo que co f = wo f, pero como 7 # ¢
entonces f no es epi.

]

Proposiciéon 1.18. Sean M ENYY, y N 2% L morfismo de médulos.
1) Si go f es epi, entonces g es epi.
2) Si g o f es mono, entonces f es mono.

Demostracion.

1) Supongamos que g o f es epi y sean L My K y L 22, K tales que
hiog = hyog, entonces hy ogo f = hyogo f, pero go f es epi, asi que
hy = hs, por lo que g es epi.

2) Se demuestra de manera semejante al anterior.

]

Definicién 1.19. Sea M L N un morfismo. Decimos que un par (K, j) es
un nicleo de f si K 2 M es un morfismo tal que f o j = 0 y es universal
respecto a esta propiedad. Es decir, para todo K’ 25 M morfismo tal que

f o7 = 0 existe un unico morfismo K’ % K tal que conmuta el siguiente
diagrama:

K—2opm-—tonN
‘4 /

J
K/

Dualmente, decimos que una pareja (C,p) es un conicleo de f si N L Coes
un morfismo tal que po f = 0 y es universal respecto a la propiedad. Es decir,

para todo N £ ¢’ morfismo tal que p’ o f = 0, existe un tnico morfismo

C % 0 tal que el siguiente diagrama conmuta:
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Proposiciéon 1.20. Sea M N un morfismo, entonces:
1) (ker(f),i) es un nicleo de f
2) (N/im(f),m) es un contucleo de f.

Demostracion. ,

1) Claramente f oi = 0. Supongamos que K 25 M es tal que foj =0,
entonces Vo € K f(j(z)) = 0, por lo que Vo € K j(x) € ker(f), asi que
J(K) C ker(f) por lo que j se puede correstringir a ker(f) y el siguiente
diagrama conmuta:

ker(f)—— M SN
jkeV‘(f)T A
J
K

Veamos que j| es unico con tal propiedad. Supongamos que K 7 ker(f)
también hace conmutar el diagrama anterior, por lo que i o j| = j =io j.
Pero i es mono, por lo que se cancela por la izquierda, asi j| = 7' y asi es
tnico y (ker(f),4) es nicleo de f.

2) Claramente 7 o f = 0. Supongamos que N % C' tal que po f = 0. Para
cada [z] € N/im(f) definimos N/im(f) % O como Y([z]) = p(x). Veamos
que v estd bien definido, si [x] = [y], entonces x — y € im(f) asi que existe
z € M tal que f(z) = x — y. Por hipdtesis tenemos que po f = 0, asi que
0 =p(f(2)) = p(z —y) = p(z) —p(y), de donde se tiene que p(z) = p(y), asi
que ¢ esta bien definida. Claramente ¥ es un morfismo y hace conmutar el
siguiente diagrama:

M~ N—Z N/im(§)

b A

C
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Veamos que 1 es Unico con ésta propiedad. Si ¢ es otro morfismo que hace
conmutar el diagrama anterior, entonces ) o™ = p = ¢ o m, pero 7 es epi,
por lo que se cancela por la derecha, asi que ¢ = v es tnico y (N/im(f), )
es contcleo de f.

O

Observacion. Si tenemos una sucesién exacta corta 0 — L & M & N — 0,
entonces f es mono y como es exacta, entonces ker(g) = im(f) = L, por lo
que (L, f) es un ntcleo de g y como g es sobre, entonces N = M/ f(L), por
lo que g es un contcleo de f.

Definicién 1.21. Sea {M;}; una familia de médulos. Definimos:

1) El producto de la familia [T; M; como el produto cartesiano de la familia
con las operaciones definitas puntalmente (((rf)+g¢)(i) = rf(i)+g(i), Vi € I).

2) La suma directa de la familia @; M; = {f € [1M,||sop(f)| € N}, que
claramente es submodulo del producto.

Donde sop(f) = {i € I|f(i) # 0}.

Definicién 1.22. Sea {M;}; una familia de mddulos. Decimos que un par
(P,{p;}1) es un producto de la familia si para todo i € I, P %% M; es un
morfismo, y para todo par (P’,{p;};) con las mismas propiedades, existe un

finico morfismo P’ % P tal que hace conmutar el siguiente diagrama para
toda i € I:

P/

_* . p
\ lpi
p;

M,

~

Dualmente, decimos que un par (C,{j;};) es un coproducto de la familia
si para cada i € I, M; 2 C es un morfismo, y para todo par (C’, {j/};) con la

misma propiedad, existe un tinico morfismo C' 2 ¢ tal que hace conmutar
para cada ¢ € [ el siguiente diagrama:
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Cf/

Proposicién 1.23. Para cualquier familia de médulos {M;}; se cumple:
1) (I1; M;, {m;}1) es un producto, donde []; M; =% M; es las proyeccién
canonica.
2) (B; M;,{ji}1) es un coproducto, donde j; es el morfimo inclusién dado

por j;(z)(i) = z y ji;(x)(k) = 0 para todo k # i.

Demostracion.
1) Claramente las proyecciones son morfismos. Sea (P, { f;}) con P LNV

morfismo, definimos P % [] M; por ¢(z) es la funcién que cumple ¢(x)(i) =
fi(z) Vi € I, que claramente es un elemento del producto. Es facil ver que
es el unico morfismo con la propiedad de hacer conmutar los tridangulos para
cada 7 € I.

2) Claramente j; es un morfismo. Observemos que cada elemento de m €
@ M, se puede representar de manera tinica como m = Y j;(m;) una suma
finita, donde m; € M;. Sea (C,{g;};) con M; %+ C morfismo, por lo dicho
antes definimos @@ M; Y ¢ como w(m) =X fi(m;). Es facil ver que es un
morfismo y que es tnico con la propiedad de hacer conmutar los triangulos

para cada ¢ € I.
m

Definicién 1.24. Sea M un médulo. Decimos que M es:

Inyectivo si Vg, N & M y VYh, N LNy mono, se tiene que 3f, L Iy M tal que
hace conmutar el siguiente diagrama:

N—"o
w

s 3
M

Proyectivo si Vg, M 2> N y Vh, L N epi, se tiene que If, M Iy I tal que
hace conmutar el siguiente diagrama:
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M
Ve
ar ,
. g
»

L-he N

Definicién 1.25. Sean M médulo y N < M. Decimos que N es:
Esencial en M siVe € M x # 0, 3r € Rtal querx # 0y rz € N, lo cual
denotaremos por N <., M
Superfluo en M si siempre que exista L < M tal que L+ N = M, entonces
L = M, lo cual denotaremos por N < M.

Definicién 1.26. Sean M y E moddulos. Decimos que F es la cipsula in-
yectiva de M si existe M Iy E mono tal que f(M) <.s E'y E es inyectivo.

Definicién 1.27. Sean M y P moédulos. Decimos que P es la cubierta
proyectiva de M si existe P ENYi epi tal que ker(f) < P

Para acabar este capitulo enunciaremos algunos teoremas, cuyas demostra-
ciones se pueden encontrar en [5] y [4].

Teorema 1.28. Sea R un anillo. R es artiniano si y sélo si R es noetheriano
y semiartiniano.

Teorema 1.29. Todo médulo tiene capsula inyectiva.

Recordemos que en general no todo médulo tiene cubierta proyectiva, un
ejemplo es Z, visto como Z-modulo. Esto es facil de ver si recordamos que
todo proyectivo que cubre a un moédulo tiene como sumando directo a la
cubierta proyectiva de éste (cuando exista) y Z, estda cubierto por Z (que
es proyectivo); asi que si Z, tuviera cubierta proyectiva P, Z = P & I para
algin ideal I < Z. Observemos que esto no puede pasar, pues si I # 0 se
tiene que I <., Z, asi que I = Z ya que es sumando directo de Z, por lo que
P =0, lo cual no es posible. Y por otro lado si I = 0, se tiene que P = Z,
pero el ntcleo del epimorfismo Z = Z, es nZ el cual no es superfluo en Z.
Lo anterior demuestra que Z,, no tiene cubierta proyectiva.
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Si un anillo R es tal que todo médulo tiene cubierta proyectiva, el anillo se
denomina perfecto. Un teorema importante que da condiciones necesarias y
suficientes para verificar si un anillo es perfecto es el Teorema de Bass, del
cual enunciaremos algunas de las equivalencias que da.

Teorema (de Bass) 1.30. Sea R anillo. Son equivalentes:
1) R es perfecto derecho
2) Toda cadena descendente de ideales principales izquierdos se estaciona.
3) R es semiartiniano izquierdo y no hay sucesiones infinitas de idempo-
tentes ortogonales no triviales.



Capitulo 2

Grandes reticulas

Definicién 2.1. Una gran reticula es un par (X, <) tal que X es una clase
propia (o conglomerado) y < cumple las propiedades de reticula, es decir, es
una reticula salvo que X no es conjunto.

Ejemplos:

1) Sea R un anillo. Decimos que o es un prerradical si R —mod = R — mod
es un funtor tal que VM € R — mod,o(M) < M; y para todo morfismo
M LN o(f) = fI20).

Sea R—pr el conglomerado de todos los prerradicales y definamos una relacion
de orden entre ellos como sigue:

o < psiysélosi VM € R— mod,o(M) < p(M). Claramente este es un
orden parcial y dada una familia {0;}; de preradicales, definimos el supremo
como Vi {o;}(M) = >;0:(M) y Ni{o:}(M) = N;{o:(M)}. Y en morfismos
se porta como la restriccion en los respectivos sumoédulos.

Esta gran reticula es completa, ademéas modular y superiormente continua.

2) Sea V' la clase de todos los conjuntos. Claramente (V,C) es un orden
parcial y es una (gran) reticula, pues la uniéon de dos conjuntos, asi como
la interseccion, es un conjunto. Pero esta gran reticula no es completa, pues
no hay elemento mayor (paradoja de Russell). Ademés esta gran reticula es
distributiva y por lo tanto modular.

Observacion. A diferencia de las reticulas, decimos que una gran reticula X
es completa, si para cualquier familia de elementos de X existe un supremo
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y un infimo, es decir, para todo A = {A;}ier € X, con I conjunto, tiene
supremo e infimo.

Observemos que la clase de todos los conjuntos, no es completa ya que la
familia vacia no tiene infimo (la interseccién vacia no es un conjunto).

Notacion. Sea M moédulo. Denotaremos por L(M) la reticula de submédulos
de M.

A partir de ahora, consideraremos algunas de las siguientes propiedades de
cerradura: cerradura bajo submédulos (<), cerradura bajo cocientes (—), ce-
rradura bajo extensiones(ext), cerradura bajo sumas directas(@), cerradura
bajo productos (I]), cerradura bajo cédpsulas inyectiva (F()) y cerradura bajo
cubiertas proyectivas (P()).

Notacion. Sea P un conjunto de propiedades de cerradura. Denotaremos por
Lp el conglomerado de todas las clases cerradas bajo las propiedades de P.

Observemos que si P es un conjunto de propiedades de cerradura, entonces
(Lp,<) es un orden parcial. Sea ademds {4;}; una familia de elementos
de Lp, entonces N\j{A;} = N;{A:i} € Lp, pues para cada médulo M de
A, cualquier propiedad de cerradura ¢ en P y cualquier moédulo N tal que
cumpla la propiedad, N la cumple para cada A;, por lo que N € A;,Vi € I,
de donde N € A y asi que Lp es una gran reticula, ya que tiene infimos
arbitrarios.

El estudio de las grandes reticulas es una herramienta que ayuda a caracteri-
zar anillos, ya que las propiedades de las reticulas van a variar dependiendo
de las propiedades del anillo. Para lograr lo anterior necesitaremos describir
mejor algunos de los objetos como los supremos o pseudocomplementos, entre
otros.

FEjemplos. Algunos ejemplos familiares de este tipo de grandes reticulas son:

1) La gran reticula de clases hereditarias (L{<y)
2) La gran reticula de clases cohereditarias (L))
3) La gran reticula de clases abiertas (L< . )

4) La gran reticula de clases de Serre (Li< - cat})
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5) La gran reticula de clases naturales (Li< ay p))
6) La gran reticula de clases de torsion (L., ..rqy)
7) La gran reticula de clases de torsion hereditarias (Li< _, cor @)

Notacion. Si P es un conjunto de propiedades de cerradura y A C R — mod
es una clase de médulos, denotaremos por {p(A) a la clase generada por A
en Lp, es decir, al menor elemento de Lp que tiene a A como subclase.

Empecemos el estudio de estas grandes reticulas recordando algunas defini-
ciones.

Definicién 2.2. Sea M un moédulo. Decimos que un médulo N es un sub-
cociente de M si es un submoédulo de un cociente de M, es decir, existe un
diagrama de la siguiente forma:

M

Is

Nt K

Observemos que es equivalente a pedir que N sea un cociente de un submo-
dulo, pues al diagrama anterior lo podemos completar de la siguiente manera:

g f(N) =M

P,

N K

Donde I = f|f™) esiso (f es mono) y h = [~* 0 glg-1(f(n)), ast que claramente
h es epi (pues g lo es y [ es iso) y claramente ¢ es mono.

Y para el otro caso, si tenemos un diagrama de la siguiente forma:

K2 M

|

N

lo completamos al siguiente diagrama:
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K S M
ook
Ne—"M/g(ker(f))

donde h estd dado por la propiedad del contcleo, ya que si ker(f) = K,
entonces (rog)or =0y N es el conticleo de ¢, y 7 es epimorfismo canénico.
Sélo resta ver que h es mono.

Sea 0 # x € N, como f es epi existe y # 0 tal que f(y) = z, por lo que
h(z) = mo g(y), como g es mono entonces g(y) # 0y si h(z) = m(g(y)) =0
entonces y € ker(f) y x = f(y) = 0, lo cual contradice que = # 0, por lo
tanto h es mono.

En algunas de estas grandes reticulas es facil describir los pseudocomplemen-
tos, por ejemplo:

Proposiciéon 2.3 Para un anillo R se cumple:
1) CH=t ={M| N <My Ne€C= N =0} para toda C € L,
2) Ctic—~)y = {M]| N subcociente de M y N € C'= N =0} para C € L{< .}

Demostracion.

1)Sea A={M|N<M,NeC=N=0}.51Me ANnC, entonces M < M
y M € C, pero como M € A, por definiciéon M = 0, por lo que ANC = {0}.
Veamos que A € Li<y y que realmente es un pseudocomplemento fuerte.
Sea M € Ay N < M. Supongamos que L < Ny L € C. Como L < N <
M=L<MyLecC,porloque L=0,asique Nc Ay A€ L.

Por dltimo, sea B € L<y tal que BN C = {0}, veamos que B C A. Sea
M e By N <M tal que N € C. Como B € Li<; se tiene que N € B, pero
N eC,porloque Ne BNC ={0}, asi que N =0y M € C, de donde se
sigue que B C A.

2) Sea C € Li<_,; y sea A = {M|si N es subcociente de M y N € C' =
N =0}.

Sea M € C'N A, como M es subcociente de el mismo, entonces M = 0, por
definiciéon de A. Veamos que A es una clase abierta:
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<)Sea M € Ay N < M. Supongamos que existe un diagrama de la siguiente
forma:

N

|

——K

para algin K y con L € C; veamos que L = 0. Por lo visto anteriormente,
esto es equivalente a que exista un diagrama de la siguiente forma:

P——-=N

|

L

Asi que tenemos el siguiente diagrama:

P——-N——= M

i

L

de donde se ve que L es subcociente de M y como M € Ay L € C, entonces
L=0yasi N e A.

—) Sea ahora M € Ay N un cociente de M. Supongamos que L € C' es
subcociente de N, entonces tenemos el siguiente diagrama:

M

|

N

|

L——K

de donde es claro que L es subcociente de M y nuevamente, como L € C'y
M € A, entonces L =0y asi N € A. Por lo tanto se tiene que A € Li< ;.



24 CAPITULO 2. GRANDES RETICULAS

Veamos por ultimo que A es realmente un pseudocomplemento fuerte. Sea
B € Li< .y tal que BN C = {0}. Sea M € B y sea L subcociente de M tal
que L € C. Como B € Ly< ., entonces L € B, pues es submédulo de un
cociente de M, el cual estd en B, asi que L € B. Pero L € C, por lo que
L =0, de donde se sigue que M € A, es decir B C A

m

De lo anterior tenemos que la gran reticula de clases abiertas y la gran reticula
de clases hereditarias, son grandes reticulas fuertemente pseudocomplemen-
tadas.

Gracias al siguiente teorema tendremos que méas grandes reticulas son F-P.C.
y nos ayudara a calcular los esqueletos y pseudocomplementos fuertes de una
mejor manera.

Teorema 2.4. Sean P, () conjuntos de propiedades de cerradura, tales que
Lp es F-P.C y Skel(Lp) C Lg C Lp, entonces Ly es F-P.C y Skel(Lp) =
Skel(LQ)

Demostracion. Para la primera afirmacion sea A € Ly C Lp. Entonces
ANA+P =0y AP € skel(Lp) C Lg, por lo que A** € Lg. Veamos que A7
es pseudocomplemento fuerte de A en Lg. Si B € Lg es tal que BN A =0,
entonces B € Lp y como A*? es pseudocomplemento fuerte de A en Lp,
entonces B C AP asi que AP es pseudocomplemento fuerte de A en L
por lo que Lg es F-P.C.

Veamos la segunda afirmacion:
C) Sea Ct@ € Skel(Lg). Veamos que en este caso C*+7 = Cta.

Por un lado, tenemos que C*@ € Lo C Lp y CNC*+@ = {0}, de donde se
tiene que C1te < C*?, ya que Lp es F-P.C. Ahora como C*? € Skel(Lp) C
Loy C*tenC = {0} y Lg es F-P.C, se sigue que C+7 < C*e y asi C+r = Cte
y CLQ S Skel(Lp)

D) Sea C*+7 € Skel(Lp). Afirmamos que en este caso C+r = Ctrtrle

Como C+r+r € Skel(Lp) C Lg, de lo anterior tenemos que C+rtrdtr =
Ctrirle. Ademss por (1.10) C+rtrir = C1r de donde obtenemos lo afir-
mado.

]



25

Observacion. Con las hipotesis del teorema anterior demostramos que C+7 =

Cla,

Teorema 2.5. Si Lg = Skel(Lp), donde P, () son conjuntos de propiedades
de cerradura, con Lp F-P.C., entonces C+747 = £,(C') para todo C' € Lp.

Demostracion. Primero notemos que se cumplen las hipétesis del teorema
anterior. Sea C' € Lp. Por hipotesis C+F € L, asi por la observacién anterior
se tiene que C*+r+r = C+rte vy por (1.9) tenemos que C C C+rtr € Lo,
por lo que £g(C) C Ctrtr,

Para la otra contencién sea D € Lg, tal que C' C D. Veamos que en
este caso siempre se tiene que C+r+7 C D. Como Lg = Skel(Lp), entonces
D = A+? donde A € Lp, asi que C+r+r C DLrir = Alrlrler — Alr — D
Se sigue que C*+71P C D,y por lo tanto {o(C) = C+r+r. Las contenciones
e igualdades se deben a (1.9)y (1.10).

]

Corolario 2.6. Si P,(Q y R son conjuntos de propiedades de cerradura,
tales que Lp es F-P.C y skel(Lp) C Ly C Lg C Lp, entonces Lg, Ly son
F-P.Cy skel(Lp) = skel(Lg) = skel(Lg).

Demostracion. Tenemos que skel(Lp) C Lg, asi por (3.4), Lg es F-P.C y
skel(Lp) = skel(Lg). Nuevamente, como skel(Lr) = skel(Lp) C Loy Lgr
es F-P.C, entonces Lg es F-P.C y skel(Lg) = skel(Lgr) = skel(Lp).

]

Observemos que lo anterior también vale para cualquier cantidad finita de
reticulas que cumplan las condiciones del corolario anterior.

Usemos el hecho anterior para calcular el esqueleto de R — tors, R — Serre y
R—op

Lema 2.7. skel(R —op) € R—tors = Li< . cat.e}

Demostracién. Sea A € skel(R— op), entonces A = Btor, donde B € R — op,
asi que A = {M| no existe subcociente distinto de cero en B}.
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Como skel(R —op) € R — op = L<, .}, basta ver que A es cerrada bajo
extensiones y sumas directas.

ext) Supongamos que tenemos una sucesiéon 0 — L L4 N 0, donde
L,N € A, veamos que M € A. Si M ¢ A, entonces existe un subcociente K
de M distinto de cero en B, por lo que tenemos el siguiente diagrama:

0 Loy N 0
k2.7

con 0 # K € B. Observemos que o(f(L))NA(K) < a(f(L)) y que a(f(L)) €
A, pues es un cociente de L € A, por lo cual a(f(L))NS(K) es un subcociente
de Ly por lo tanto pertecene a A. Ahora, como S(K) € B (f esmonoy K =
B(K)) entonces a(f(L)) N B(K) € B, pues B es hereditaria. Por hipdtesis
L € A, asi que a(f(L)) N B(K) = 0. También notemos que «(f(L)) # T,
pues en caso contrario K seria subcociente de L y 0 # K € B, lo cual
es una contradiccién pues L € A. Asi que a(f(L)) # T, por lo que T =
T/a(f(L)) # 0.

Es facil ver que mo 8 es mono, pues si x € K es tal que 7(f8(x)) = 0, entonces
B(xz) € a(f(L)), pero B(z) € B(K), asi que B(x) € a(f(L)) N B(K) = 0, por
lo que f(x) =0y como 8 es mono, se sigue que z = 0.

Notemos que Toao f = 0, asi por la propiedad del conticleo se tiene un tnico
morfismo N = T'/a(f(L)) tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

0 Lt-m—2 N 0
.
K——T—=T/a(f(L))

Como el diagrama anterior conmuta, se tiene que Toa = yog, pero 7 y « son
epimorfismos, asi que y o g es epi y por lo tanto 7 es epi. Ademas ya vimos
que wo [ es mono, asi que K es un subcociente de N y 0 # K € B, lo cual
contradice que N € A. Por lo cual M € Ay A es cerrada bajo extensiones.

@) Sea {M;}; una familia de médulos tales que M; € A para todo i € I.
Veamos que @;{M;} € A. En caso contrario, existiria un subcociente de
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@;{M;} distinto de cero que pertenece a B, de donde tenemos el diagrama:

yie L

con 0 # K € B. Luego existe x € K, distinto de cero, por lo que Rx < K
distinto de cero y finitamente generado (ciclico), asi que existe N < Rx
méximo y por lo tanto Rx tiene un cociente simple S = Rx/N. De lo anterior
podemos completar el diagrama anterior de la siguiente manera:

S {M;}
Re s P ia
Pk
5 L/B(N)

donde h esta dada por la propiedad del contcleo, p es epi y h es mono por
el mismo argumento dado después de la definicion de subcociente. Asi que S
es subcociente de @;{M;} y como Rz < K € By B es hereditaria, Rz € B,
y como S es cociente de Rr € B y B es cohereditaria, entonces 0 # S € B,
asi que @;{M;} tiene un subcociente simple en B. Si 0 # y € S, entonces
h(y) = X ;p(a(m;)) con J C I finito y m; € M;, ademas Rh(y) = h(S)
(h(S) es simple y cualquier elemento distinto de cero lo genera), por lo que S
es subcociente de @ ;{M;}. Pero las sumas directas finitas son extensiones,
y acabamos de demostrar que A es cerrada bajo extensiones, por lo que
@ ,{M;} € A. Pero S € By es distinto de cero, lo cual es una contradiccién,

por lo tanto A es cerrada bajo sumas directas.
O

Corolario 2.8. R — tors y R — Serre son F-P.C. y skel(R — tors) =
skel(R — Serre) = skel(R — op).

Demostracion. Ya vimos que R—op es F-P.C y por (3.7) tenemos que skel( R—
op) C R —tors C R— Serre C R — op, asi por (3.6) R —torsy R — Serre
son F-P.C y skel(R — tors) = skel(R — serre) = skel(R — op). O
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Capitulo 3

R-sext y R-nat

Definicién 3.1. Decimos que una clase C' de R-modulos es una clase con
cero si es cerrada bajo isomorfismos y tiene al médulo cero.

Notacion. Sean A, B dos clases con cero. Denotaremos por:
E(A,B)={M € R—mod|30 > L L M % N = Oexactay L € A,N € B}

Observemos que dada una sucesién como antes, tenemos que L = f(L) < M
y N = M/f(L), y como A, B son clases con cero, entonces f(L) € Ay
M/f(L) € B, por lo que siempre podemos considerar sucesiones de la forma
0—L—M-—»M/L—0,donde L<M,LeAyM/LecB.

También observemos que E(A, B) es una clase con cero, pues 0 € E(A, B)
ya que siempre se tiene la sucesién exacta 0 - 0 — 0 — 0 — 0, donde 0 € A
y 0 € B, pues A, B son clases con cero. Ademés si M € E(A,B)y M' =, M,

entonces tenemos una sucesién exacta 0 — L 5 M % N — 0con L € A y

(o] o -1
N € B, de donde tenemos la sucesioén exacta 0 — L LN L NN 0,

asi que M’ € E(A, B).

Definicién 3.2. Denotaremos por R — sext a la gran reticula Li< oy ¥y
denotaremos por R — ext a la gran reticula Lic.)

Proposiciéon 3.3 Sean A, B, C clases con cero. Entonces se cumple E(E(A, B),C) =
E(A, E(B,C))

29
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Demostracion. Sea M € E(E(A, B),C)), entonces existe 0 — L — M —
M/L —0conL e E(A,B)y M/L e C.Como L € E(A, B), entonces existe
0 N<—L-—»L/N—=0,con Ne€ A L/N € B, por lo cual tenemos el
siguiente diagrama:

0 0
N N
0 LS M M/L——=0

0 L/N——= M/N M/L 0

Con filas y columnas exactas. Esto se tiene yaque N < L < M, L/N < M/N
por el Teorema de la correspondencia y (M/N)/(L/N) = M/L por el ter-
cer teorema de isomorfismos. Ademds L/N € By M/L € C, entonces
M/N € E(B,C) y como N € A se sigue que M € E(A, E(B,C)).

Por otro lado sea M € E(A, A(B,C)), entonces existe 0 — L < M —»
M/L — 0con L € Ay M/L € E(B,C), por lo que existe 0 — N/L —
M/L - M/N — 0con N < My L < N por el Teorema de la correspon-
dencia, con N/L € By M/N € C. De donde tenemos el siguiente diagrama:
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0 0
L L
0 N¢ M M/N 0

Como L € Ay N/L € B entonces N € E(A, B), y como M/N € C tenemos
que M € E(E(A, B),C), por lo que E(E(A, B),C) = E(A,E(B,C))
]

Observacion. Si A, B son clases con cero, entonces AU B C E(A, B).

Demostracion. Sea M € AU B:
Caso 1) Si M € A, entonces tenemos la sucesiéon exacta 0 — M My M
0 — 0, y como B es clase con cero 0 € B, por lo que M € E(A, B).
Caso 2) Si M € B, entonces tenemos la sucesion exacta 0 — 0 — M Loty
M — 0,y como A es clase con cero 0 € A, por lo que M € E(A, B).

O

Definicién 3.4. Sea A una clase con cero. Definimos F(A, A)° = {0} y
E(A, A" = E(A, E(A, A)"), Vn € N.

Definicién 3.5. Sea A C R — mod, denotamos como [(A) = {M € R —
mod| AN € A tal que N = M} U{0}.

Observacion. I(A) es la menor clase con cero que contiene a A.

Demostracion. Claramente A C I(A). Primero veamos que I(A) es clase con
cero.
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Por definicién 0 € I(A). Sea M € I(A) y L = M, como M € I(A) existe
N e Atal que N = M = L, entonces N = L, por lo que L € I(A), asi que
I(A) es clase con cero.
Sea B una clase con cero que contenga a A, entonces VM € A, M € B. Sea
L € I(A), entonces existe M € Atal que L =M € A C B,y como B es
clase con cero L € B, por lo que I(A) C B.

O

Lema 3.6. Sea A C R — mod, entonces &{eo(A) = Unen E(1(A), I(A))".

Demostracion. Denotemos B = U,eny F(I(A),I(A))". Como A C I(A) C
E(I(A),{0}) C B, entonces A C B.

Veamos que B es cerrada bajo extensiones. Sean L, N € By M € R — mod
tales que existe 0 — L ENVEENE LN 0, exacta. Como L, N € B existen
I,n € Ntales que L € E(I(A),I[(A))y N € E(I(A),I(A))". Demostraremos
por induccién sobre | que M € E(I(A), I(A))*".

Si I = 0, entonces L € {0} por lo que L = 0, asi que M = Ny M €
E(I(A), I(A))".

Supongamos valido para [ — 1. Como L € E(I(A), I(A))!, existe K < L, tal
que K € I(A) y L/K € E(I(A),I(A)'™!, por lo que tenemos el siguiente
diagrama:

0 0
/]
K— e (k)
0 L— 7 % N 0

Como gf = 0 entonces g(f(K)) = 0y asi por la propiedad universal del conti-

cleo existe una tinico morfismo M/ f(K) 2 N tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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0 0
/l
K—1 p(K)
0 L— 7' 9 N 0

Y como g es epi, entonces h es epi. Veamos que la sucesiéon 0 — L/K —
M/f(K) — N — 0 es exacta.
Sea x € L/K y sea y € L tal que m(y) = x, como el diagrama anterior
conmuta, entonces h(f * (z)) = h(f * (n(y)) = g(f(y)) y como gf = 0,
entonces 0 = ¢gf(y) = hf * (x) de donde se tiene que im(f*) C ker(h).
Sea ahora z € ker(h) y sea y € M tal que m(y) = x. Como el diagrama
conmuta, entonces ¢g(y) = hn(y) = h(zx) = 0 y la sucesiéon de en medio
es exacta, por lo que existe z € L tal que f(z) = y y como el diagrama
conmuta, entonces f x m(z) = 7w(y) = =z, por lo que ker(h) C im(f*) y
asi la sucesién es exacta y M/f(K) es una extensiéon de L/K y N, pero
L/K € E(I(A),I(A)"'y N € E(I(A),I(A))" asi que por hipétesis de
induccion M/f(K) € E(I(A),I(A)"" v K € I(A), por lo que M €
E(I(A),E(I(A), I(A)~14") = E(I(A),I(A))"™, por lo tanto M € By B
es cerrado bajo extensiones.
Sea C' € R-ext tal que A C C. Observemos que en particular C' es una clase
con cero, por lo cual I(A) C C. Veamos por induccién que para todo n € N
se cumple E(I(A),I[(A))" C C.
Base n = 0 es clara pues {0} C C. Supongamos valido paran — 1y sea M €
E(I(A),I(A))", entonces existe una sucesion exacta 0 - L - M — N — 0
con L € I(A) CCy N € E(I(A), I(A))"! que por hipétesis de induccién
estd contenido en C, por lo que M es extensién de elementos de C' € R-ext,
de donde se tiene que M € C'y E(I(A),I(A))" C C para todo n € N y asi
B C C. Lo cual demuestra que &.,.(A) = B.

O]
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Lema 3.7. Sea {A;}ic; con A; € R — her, entonces U;e;{A;} € R — her.

Demostracion. Denotemos por A = U;e;{A;} y sean M € Ay N < M,
veamos que N € A. Como M € A, entonces existe ¢ € [ tal que M € A;.
Como N < M y A; es una clase hereditaria, entonces N € A; C A, por lo
que N € Ay A € R—her.

O

Proposiciéon 3.8. Sea A una clase hereditaria (y por lo tanto con cero),
entonces {(err)(A) € R — sewt

Demostracion. Basta ver que {fezs3(A) es hereditaria.

Veamos por induccién sobre n que E(A, A)" es hereditaria.

Base n = 0 es clara. Supongamos valido para n — 1 y sea M € E(A, A)" y
N < M, entonces existe una sucesion 0 — L < M — M/L — 0 con L € A
y M/L € E(A, A)"1, por lo que tenemos el siguiente diagrama:

0—>LAN—>N—=(N+L)/L—>0

0 L M M/L 0

Que conmuta por el segundo teorema de isomorfismos. Ademas se tiene que
las flechas que bajan son monomorfismos ya que L+ N < M. Como A es una
clase hereditariay LNN < L, entonces LNN € Ay por hipétesis de induccion
E(A, A)"! es hereditaria, asi que (L + N)/L € E(A, A)"~! y entonces N €
E(A,E(A,A)" 1) = E(A, A)", por lo que E(A, A)" es hereditaria Vn € N, y
asi, por el lema anterior U,y F(A, A)" = i< cary(A) € R — her.

]

Observacion. Sea A una clase hereditariay B € R—sext con A C B, entonces

E(A, A" C B,Vn € N.

Demostracion. Hagamos induccion sobre n. El caso base es claro. Suponga-
mos vailda para n — 1.

Sea M € E(A,A)", entonces existe una sucesion 0 - L — M — M/L —
0,con L € A C By M/L € E(A,A)"'. Por hipétesis de induccién
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E(A, A" C B por lo que L, M/L € B € R-sext y asi M € B. Por lo
tanto U,eny E(A, A)" C B.
O]

Notemos que en la observacion anterior podemos debilitar las hipotesis y
pedir tnicamente que B € R-ext.

Corolario 3.9. Si A es una clase hereditaria, entonces U,y E(A, A)" =
g{g,ezt}(A)-

Demostracion. Sea B = U,cy F(A, A)", entonces B € R-sext y por la obser-
vacion anterior es la menor de las clases en R-sext que contienen a A, por lo
que B = £(< cat} (A).

]

Definicién 3.10. Sea A una clase de médulos. Denotaremos por sext(A) =
§{§,ext}(A)

Notemos que para toda clase de modulos se tiene que A C her(A) y sext(A) €
R-sextC R-her, por lo que her(A) C sext(A).

Se ha visto antes que dada una familia {A4;}; de elementos en R-sext, se
cumple que A{A;}r = N{A;};. Ahora podemos describir mejor al supremo
de esta familia y es V/;{A4;} = sext(U;{A4:}).

Veamos que esto se vale en general siempre que podamos describir la clase
generada de una clase en una gran reticula como las que estamos trabajando.

Proposiciéon 3.11. Sea L una gran reticula de clases de médulos. Si para
toda clase de médulos A, £(A) denota la clase generada por A en L, entonces
para toda familia {A;}; se cumple que \V;{A4;} = &(U;{A:}).

Demostracion. Como A; € Ur{A:;} C €U {A:}), E(U{Ai}) es una cota
superior de la familia.

Si B € L es otra cota de la familia, entonces A; C B para todo i € I, asi que
Ur{A:} € B, y como &(U;{A;}) es la menor clase en L con esa propiedad,

entonces {(U;{A;}) C B, por lo que V{A;} = &(UH{A}).
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]

Teorema 3.12. La gran reticula R-sext es fuertemente pseudocomplemen-
tada.

Demostracion. Sea A € R— sext y definamos B = {M € R—mod| her(M)N
A ={0}}. Veamos que B es pseudocomplemento fuerte de A.

i) Sea M € AN B, entonces M € her(M) (M < M)y M € A, y as
M € her(M) N A, pero M € B por lo que M = 0. Asi que AN B = {0}.

i1) Veamos que B € R — sext.

<)Sea M € By N < M. Observemos que her(N) C her(M), por lo que
her(N)N'A C her(M)Nn A = {0} y asi her(N) N A = {0} y por lo tanto
N € B.

ext) Sea M € R—mod tal que existe una sucesion 0 — L < M 24 N — 0,
con L, N € B. Supongamos que 30 # K < M tal que K € A. Como A es una
clase hereditaria entonces LNK € Ay LNK € her(L), por lo que LNK = 0,
asi que g|x es mono y K = g(K) € A (A es cerrada bajo isomorfismos) y
g(K) < N, por lo que g(K) € her(N)N A= {0}, asi que K = g(K) =0, lo
cual contradice que K # 0. Por lo tanto AN her(M) = {0} y M € B.

i11) Sea C' € R — sext tal que ANC = {0}. Veamos que C' C B.
Supongamos que C' ¢ B, por lo que existe M € C' tal que her(M)N A # 0.
Sea L < M tal que L # 0y L € A. Como C es en particular una clase
hereditaria, entonces L € C'y L € A, porlo que 0 # L € AnC = {0}, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto C' C B.

Por lo tanto B es un pseudocomplemento fuerte de A y asi R — sext es
fuertemente pseudocomplementada.
[

Lema 3.13. La clase de los modulos semiartinianos es cerrada bajo exten-
siones.

Demostracion. Sean L, N modulos semiartinianos y M € R — mod tal que
existe 0 = L & M % N =0 exacta, y M = K epimorfismo distinto de
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cero. Veamos que soc(K) # 0, es decir, existe 0 # S < K simple.
Tenemos que L = f(L) < My f(L) =, wf(L) es epi.

Caso 1). Si mf(L) # 0, entonces 7 f(L) es cociente distinto de 0 de f(L) (y
por lo tanto de L), que es semiartiniano, por lo que existe 0 # S < 7 f(L)
simple, pero wf(L) < K, por lo que S < K, asi que zoc(K) # 0.

Caso 2). Si wf(L) = 0, por la propiedad universal del conucleo existe un

o h - :
tnico morfismo N — K tal que conmuta el siguiente diagrama:

Como 7 es epi y m = h o g, entonces h es epi, por lo que K es un cociente
distinto de cero de N que es semiartiniano, asi que zoc(K) # 0.
]

Lema 3.14. La clase de los médulos finitamente generados es cerrada bajo
extensiones.

Demostracion.
Sean L, N modulos finitamente generados y M € R — mod tal que existe

0L L M%L N = 0 exacta. Como L, N son finitamente generados,
tenemos el siguiente diagrama:

Rl /Rn
]
2
0 Lot N 0
0 0

Donde ¢ existe ya que R" es proyectivo y g es epi. Observemos que tenemos
dos morfismos que entran a M (¢ y fm) asi que, por la propiedad universal
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: . h
del coproducto, existe un tinico morfismo R'x R™ = M tal que hace conmutar
los siguientes tridngulos:

R“—L R'x R"

e

M
R 2 Rl « Rn

N

M

4 s
Observemos que también tenemos un morfismo R' x R* = R" que es la
proyeccion. De donde tenemos el siguiente diagrama:

. T3
0— =R LR XxR"% “R"— >
\Lﬂ'l \Lh P /¢/ lﬂ2
0 L1 pyZl 9 N 0
0 0

Veamos que el segundo cuadrado conmuta, y asi por el Lema del quinto h
seria epi y por lo tanto M seria finitamente generado.
Recordemos que h estd dado por h((a, b)) = fmi(a)+¢(b), asi que g(h((a,b))) =
g(fmi(a)+¢(b)) = gfmi(a)+gd(b) = go(b) = m(b), mientras que ma(m3((a, b)) =
mo(b), por lo que el diagrama anterior conmuta con filas exactas, entonces h
es epi y M es finitamente generado.

m

Lema 3.15. Si M es artiniano y semisimple, entonces M es finitamente
generado.

Demostracion. Sea M = @;S;, con S; simple (y por lo tanto finitamente
generado). Veamos que [ es finito, y asi M seria extension de finitamente
generados (toda suma directa finita es una extension). Si I = () ya acabamos,
supongamos que I # (), entonces existe iy € I, de donde tenemos que My <

-
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M donde My = @;_y; Si, si lo = I — {io} no es vacio hacemos lo mismo. El
procedimiento anterior tiene que terminar pues M es artiniano y las cadenas
descendentes se estacionan. Claramente tiene que terminar en 0, por lo que
I es finito y por lo tanto M es finitamente generado.

O

Teorema 3.16. sext(R) = sext(R — simp) si y sélo si R es artiniano
izquierdo y contiene una copia de cada moédulo simple.

Demostracion.

=) Observemos que sext(R—simp) C {M| M es semiartiniano y finitamente
generado } pues si A = I(R — simp) (la clase con 0 generada por R — simp)
tenemos que A es la clase de todos los médulos simples y el modulo 0, la cual
es una clase hereditaria (los submddulos de simples son triviales). Veamos
que para cada n € N se tiene que F(A, A)” C {M| M es semiartiniano y
finitamente generado } = B.

Hagamos induccién sobre n. Si n = 0 es trivial. Supongamos valido para
n—1.

Sea M € E(A, A)", entonces existe una sucesién de la forma
0—+L—-M—N—=0,conLe€ Ay N € E(A, A)"'. Por hip6tesis de
induccién F(A, A)"~! C By sabemos que A C B, por lo que L, N son semi-
artinianos y finitamente generados, y por (4.13) y (4.14) también lo es M,
de donde E(A, A)" C By asi sext(R — simp) C B.

Como sext(R — simp) = sext(R), tenemos que todo ideal I < R es finita-
mente generado, por lo que R es noetheriano, y como R < R entonces es
semiartiniano, asi por (2.18) R es artiniano.

Para la segunda afirmacion, sea S un médulo simple (y sin perdida de gene-
ralidad supongamos S € R — simp), entonces S € sext(R) = sext(her(R)),
de donde se sigue que S € E(her(R),her(R))" para algin n natural. Sea
m minimo tal que S € E(her(R), her(R))™, por lo que existe una sucesion
051554 N—=0,conl<R vy N € E(her(R), her(R))™ . Como f es
mono, entonces I = f(I) < S, pero S es simple por lo que f(I) es 0o S:

Si f(I) = 0 entonces I = 0y asi S = N € E(her(R), her(R))™ !, lo cual
contradice que m es el minimo con esa propiedad. Entonces S = f(I) = I,y
asi R tiene una copia de cada simple.



40 CAPITULO 3. R-SEXT Y R-NAT

<)

C) Como todo simple tiene una copia en R, entonces R — simp C her(R)
por lo que sext(R — simp) C sext(her(R)) = sext(R)

D) Para esto basta ver que R € sext(R — simp) y asi claramente sext(R) C
sext(R — simp).

Recordemos que zoc(R) = > g<r S, con S simple, en particular zoc(R) es
semisimple. Observemos que » g<pS = @S donde la segunda suma corre
sobre los simples no repetidos.

Definimos el zoclo n-ésimo como zoci(R) = zoc(R), y para cada 1 < n
consideramos el siguiente diagrama:

0 —— zoc,_1(R)¢ : R R/zoc,_1(R) —0

o j

0 — 20¢,_1 (R)—"1"1(20¢(R/z0¢,(R))) — zoc¢(R/z0¢,(R)) —=0

En donde definimos como zoc,(R) = 7! (zoc(R/zoc,(R))) (que regularmen-
te se define como zoc(R/zoc,—1(R)) = zoc,(R)/z0cn-1(R).

Veamos que en general zoc, € sext(R), haciendo induccién sobre n. Clara-
mente zoc(R) € sext(R — simp), pues zoc(R) < Ry como R es artiniano,
entonces zoc(R) lo es, por lo que es suma directa finita de simples por (4.15),
es decir, es extensién de elementos de sext(R — simp). Supongamos valido
para n, del diagrama anterior tenemos que zoc,+1(R) es extension te zoc(R)
y zoc,(R), que por hipotesis de induccién estan en sext(R — simp), por lo
que zoc,41(R) € sext(R — simp).

Observemos que de la definicién anterior, tenemos la cadena ascendente
zoc(R) C zocy(R) C ... C zocy(R) C zocyi1(R).... Como R es artiniano,
entonces R es noetheriano, por lo que existe n tal que zoc,(R) = zoc,41(R),
por lo que 0 = zoc,+1(R)/z0c,(R) = zoc(R/zoc,(R)), pero R es semi-
artiniano, por lo que todo médulo que tenga zoclo trivial es cero, y asi
R/zoc,(R) = 0, por lo que R = zoc,(R) que acabamos de demostrar que

esta en sext(R — simp).
[
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Ejemplos:
1) Sea R un anillo con divisién, entonces sext(R) = sext(R — simp).

Demostracion. Como R tiene divisién entonces es artiniano y si M # 0 es
un moédulo simple, como R tiene division, entonces todo modulo es libre y
M = R tal que X # 0, porque M # 0, asi que 1 < |X|, veamos que en
realidad X tiene un ‘“Unico elemento. Si existieran x; # x5 € X, entonces
0 < (X —{x1}) < (X) = M, por lo que M no seria simple, asi que | X| =1
y M = R que claramente es submodulo de R.

[
2) Sea R = Z,,, entonces sext(R) = sext(R — simp).

Demostracion. Como R es finito, entonces es artiniano (existen una cantidad
finita de ideales de R). Veamos como son los médulos simples. Sabemos que
todo médulo simple S cumple que S = R/I, donde I < R es un ideal
méaximo de R. Por el teorema de la correspondecia existe una biyeccién entre
los ideales maximos de R y los ideales maximos de Z (pZ, con p primo)
que contienen a nZ, es decir, pZ tal que p divide a n, por lo que los ideales
méximos de R son de la forma pZ/nZ con p primo que divide a n. Por el
tercer teorema de isomorfimos tenemos que R/I = (Z/pZ)/(pZ/nZ) = Z, y
como p|n, por el teorema de Cauchy existe I < R tal que I = Z,, por lo que
todo simple tiene una copia en R.

O

Proposicién 3.17. Sea A una clase hereditaria. Para todo médulo M son
equivalentes:

1) her(M) N A = {0}.

2) her(E(M)) N A ={0}.

Demostracion.

2) = 1). Como M < E(M), entonces her(M) C her(E(M)), por lo que
{0} Cher(M)NAC her(E(M))NA={0}yasi her(M)N A= {0}.

1) = 2). Supongamos que her(E(M)) N A # {0}, entonces existe 0 # N <
E(M) tal que N € A. Recordemos que M <., E(M), por lo que NN M # 0
yMNN<MN,pero Ne€ A porloque MNNeAy MNN € her(M),
asi que her(M) N A # {0}. O
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Proposiciéon 3.18. Sean A € R—nat y N € A. Si N <., M entonces
M e A.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

Como i es mono y F(N) es inyectivo, existe M 2 E(N), tal que ¢poi = j.
Veamos que ¢ es mono. Supongamos lo contrario, por lo que 30 # z € M
tal que ¢(zr) = 0. Como N <. M, existe r € R tal que 0 # rx € N.
Observemos que 0 # rax = j(rz) = ¢(i(rz)) = r¢(x) = r(0) = 0, lo cual es
una contradiccién, por lo que ¢ es mono.
Como N € Ay A es clase natural, entonces E(N) € Ay como M se sumerge
en F(N), entonces M € A.

O

Definicién 3.19. Se dice que una familia {V;}; de submédulos de un moé-
dulo M es independiente si para todo i € I se cumple que N;N3 2, N; = 0.

Observacion. Si {N;} es una familia independiente, entonces > ; N; = @; V;

Lema 3.20. Para todo M € R — mod, distinto de cero, y para toda fami-
lia independiente {Rx;}; de médulos ciclicos, existe {Rz;}, independiente
maxima, tal que {Rxz;}; C {Rx;};. Ademas Y ; Rx; <. M.

Demostracion. Sea F' = {{Rxy} k| { Rry}k extiende a {Rz;},}. Veamos que
cumple las hipétesis que pide el Lema de Zorn.

F # 0, pues {Rx;}; € F. Claramente F es un COPO respecto a la con-
tencién. Por dltimo, sea C' = {{Rxy}k, } 1 una cadena, no vacia, en F'y sea
{Rzy} Kk, donde K = |J; K;. Claramente es una cota superior, pues es la
unién de la cadena, asi que veamos que {Rxi}x € F. Como cada uno de
los elementos de C' contienen a { Rx;}, también { Ry} i contiene a { Rxy } k.
Por lo que basta ver que {Rxy}x es independiente. Supongamos que no es
asi, es decir que existe k € K, tal que 30 # r € RryNY x4 Rrp. Entonces
existen wy,, ..., Ty, , Tk,,, , tales que x = 3>V, v © € Ry, ., pero como C
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es cadena, los xj, estan en algin elemento de la cadena, lo que contradice
que fueran elementos independientes. Asi que {Rxy}x es una familia inde-
pendiente. Por el Lema de Zorn existe un elemento maximo en F, {Rz;},,
que es el buscado. Por ultimo veamos que }_; Rx; <., M. En caso contra-
rio existiria € M distinto de cero, tal que Rz N (X {Rxr}x) = 0, por lo
que { Rz} U{Rz} serfa independiente y contendria propiamente a { Rz, }
y extenderia a {Rz;};, lo que contradice que {Rx;}; es maxima. Asi que
SARz i}y <es M.

O

servacion. Si un modu istin ro, enton xiste x

Ob Si M es 6dulo distinto de cero, entonces existe x € M
disntinto de cero, y claramente { Rx} es una familia independiente, por lo
que existe una independiente maxima de ciclicos que contiene a {Rx}, en
particular siempre existen familias independientes (de ciclicos) maximas.

Lema 3.21. Sean A€ R—naty M € R—mod. M € Asiy solosiVe e M
Rx € A.

Demostracion.
=) Seaz € M, Rt < M € A€ R — her de donde se sigue que Rz € A
<) Sea {Rx;}; familia independiente méaxima de submédulos ciclicos de M,
entonces @ Rx; <.c M y @ Rx; € A. De (4.18) se sigue que M € A.
O]

Lema 3.22. Sea B € R—nat y M € R — mod, entonces existe N < M
tal que es maximo respecto a la propiedad de estar en B, y més aun, N es
esencialmente cerrado en M.

Demostracion.
Sea F' = {N < M| N € B}. Claramente 0 € F, por lo que F # (). Sea
C una cadena no vacia en F'y sea L = |JC. Como C' es cadena L < M y
claramente es cota superior de C. Veamos que L € A, para ello basta ver que
sus submodulos ciclicos estan en A por lema anterior. Sea x € L, entonces
existe M; € C' tal que x € M;, Rx < M; € A, porlo que Rr € Ay asi L € A.
Por Lema de Zorn, existe N méaximo respecto a la propiedad buscada.
Sélo falta ver que tal N es esencialmente cerrado en M. Supongamos que
N <.s L < M. De (4.18) tenemos que L € A, pero N es maximo con esa
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propiedad, por lo que N = L, asi que N es esencialmente cerrado en M.
m

Teorema 3.23. Skel(R — her) = R — nat.

Demostracion.

C) Sea A € R — her y definamos B = {M]| her(M) N A = {0}}. Ya se
vio que BN A = {0} y B € R — her. Veamos que en realidad B € R —
nat = Lic ey ppyy- De (2.18) tenemos que B es cerrada bajo tomar capsulas
inyectivas (en realidad se vale para cualquier extension esencial), asi que sélo
falta ver que es cerrado bajo sumas directas.

Sea {M;} una familia de elementos de B y supongamos que @ M; = M ¢ B,
entonces 30 £ N < M tal que N € A. Sea x € N distinto de cero y tal que
se vea como suma minima de elementos de M;, por lo que x = > rm; y la
suma no es vacia (z # 0). Observemos que si 7 € R estd en el anulador de
x, entonces rm; = 0, por lo que ann(z) C ann(m;). Sea m; que aparezca
en la suma de x, y sea r € ann(m;), entonces rr = Y p_(;rm; y 1z € N.
Observemos que rm; = 0 para todo j, pues en caso contrario rz se escribirfa
como suma de menos elementos de los M;, lo cual contradice la eleccion de
z, por lo que rm; = 0 y asi z = 0, de donde tenemos que ann(m;) C ann(z).

~

Recordemos que se tienen los isomorfismos R/ann(z) = Rz y R/ann(m;) =

Rm,;, los cuales son inducidos por los epimorfismos R 0, Rxy R ﬂ> Rmy,
por lo que Rx = Rm; pero Rm; < M; € B la cual sabemos que es una clase
hereditaria, por lo que Rx € By Rx € A (pues Rz < N € A) pero Rz # 0,
lo cual es una contradiccion por lo que B es cerrada bajo sumas directas y
asi skel(R — her) C R — nat

D) Sea A € R — nat. Veamos que A = A+L, donde este pseudocomplemento
es como clase hereditaria.

Recordemos que R — her es fuertemente pseudocomplementada, por lo que
siempre se tiene A C AL+

Sea M € At y sea N < M submédulo maximo con la propiedad de estar
en A(A es clase natural). Veremos que M = N, porque si no fuera el caso,
como N es esencialmente cerrado propio, 3z € M tal que Rz N N = 0, con
Rx # 0.
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Observemos que como M € A+ entonces her(M) N B+ = {0}, por lo que
V0# N < M, N ¢ B+, es decir VO# N < M 30 # L < N tal que L € B.

Aplicando lo anterior a Rz, tenemos que existe 0 # L < Rz, tal que L € A.
Recordemos que Re "N =0 porloque LNN =0,asique N+ L=N&L
y L,N € A, porloque N N@L € A, lo cual contradice la elecciéon de N,
por lo que M = N y asi M € A. De donde se sigue que A € skel(R — her)
(pues A+ € R — her).

O

Corolario 3.24. skel(R — sext) = R — nat.

Demostracion.
Se sigue de (2.4) ya que R — sext y R — her son fuertemente pseudocomple-
mentadas y que R — nat = skel(R — her) C R — sext C R — her

]

Corolario 3.25. Si A € R — sext, entonces Alsestlseat = ¢ (A)

Demostracion. Se sigue de (2.5) y del corolario anterior.

Observacion. Si A € R — nat, entonces Atsesttseat = A

Lema 3.26. Sea M € R—mod,si N < M y L < M es pseudocomplemento
de N en M, entonces N = (L& N)/Ly (N®L)/L <.s M/L.

Demostracion.

La primera afirmacion se sigue del segundo teorema de isomorfismo, pues
(N+L)/L = N/(LNN)= N/0= N, donde la igualdad se da ya que L
es pseudocomplemento de N, asi que NN L = 0y L es maximo con esta
propiedad.

Sea K' < M/L tal que K' N (N + L)/L = L/L. Por el Teorema de la
correspondencia K’ = K/L, con L < K < M. Recordemos que el Teorema
de la correspondencia nos da un isomorfismo de reticulas, por lo que (K/L)N
(N+L)/L)=(KN(L+N))/Lycomo L <K, delaley médular se sigue
que L/L = (KN(L+N))/L =(L+(KNN))/L, por loque L = L+ (KNN),
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de donde KNN < L,pero KNN=KNNNN <LNN =0, es decir que
KNN =0, pero L < K y L es maximo con la propiedad anterior, por lo
que L=KyL/L=K/L,asi que (L+ N)/L <., M/L.

m

Observacion. Sea N <., M. Si N es sumando directo de M, entonces M = N.

Demostracion.
Sea L < M tal que N @ L = M. Veamos que L = 0, pues en caso contrario
NNL#0 (Pues N <., M), pero L+ N =N @& L, por lo cual LNN =0, lo
cual es una contradiccion, asi que L=0y M =L& N =0+ N = N.

m

Lema 3.27. Son equivalentes para M < E | F inyectivo:
1) M & N = E para algun N < E.
2) M es esencialmente cerrado en F.

Demostracion.

1) = 2) Si M = E es claro, asi que supongamos que M < E. Sea M <., L,
veamos que M = L, pues en caso contrario, como N es complemento de M, en
particular es pseudocomplemento, por lo que LN N # 0. SeaO0 #x € NNL,
como M <. L, existe r € R tal que rx € M y rx # 0, pero x € N por lo
que rz € N y entonces M N N # 0, lo cual es una contradiccion, por lo que
M es esencialmente cerrado en F.

2) = 1) Sea N un pseudocomplemento de M en E, entonces M & N <,
E. Observemos que M es pseudocomplemento de N en FE, pues si M’ es
pseudocomplemento de N tal que contiene a M, veremos que M <. M/,
pues en caso contrario 30 # x € M’ tal que Rxe N M = 0. Como Rx N N <
M'N' N =0, entonces Rt N N = 0, ademas N < Rr + N = Rz & N, pues
x # 0. Observemos que M N (Rx + N) = M N (M' N (Rx + N)), y por
la ley modular se tiene M N (M'N(Rx+ N)) = M N (Rx+ (M'NN)) =
M N (Rz+0) = Mn Rx =0, lo cual es una contradiccion, ya que N es
maximo con esta propiedad, por lo que M <., M’, pero M es esencialmente
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cerrado en E, asi que M = M’ y entonces M es pseudocomplemento de N
en F.

Observemos que al ser N un pseudocomplemento, entonces N es esencial-
mente cerrado, ademés (M & N)/N <., E/N por lema anterior, de donde
tenemos el siguiente diagrama:

Me— (M @ N)/N€—~ E/N

E

Y como FE es inyectivo, existe E/N 2 F tal que el diagrama siguiente con-
muta:

Me— (M & N)/N&— E/N

¢
E

Del diagrama anterior se puede ver que M <. ¢(E/N) < E, pero M es
esencialmente cerrado, asi que ¢(E/N) = M y ¢ se puede correstringir a M,
por lo que la sucesiéon 0 — M — E/N se escinde y asi M es un sumando
directo de E/N, pero M = (M & N)/N, asi que (M & N)/N es un sumando
directo de E/N, pero (M & N)/N <.s E/N, asi por la observaciéon anterior
(M@ N)/N =E/N, de donde se sigue que (M & N) =F

O]

Teorema 3.28. Sean A, B € R — sext, entonces se cumple:
1) <A \/ B)J_sezt — AJ—Sezt /\ BJ—Sezt
2) (A /\ B)Lsezt — AJ—sezt v BJ—Sezt

Demostracion.

1)

C) A,B < AV B, por lo que (AV B)test < Alsest Blsest por (1.9) ya que
R — sext es fuertemente pseudocomplementada, como el infimo es la mayor
cota inferior se sigue que (A V B)tsest < Alsest A Blsest,
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D) Supongamos que no se vale, por lo que IM € Atseat A Blseat = Alseat 0
Bhsest y que no estd en (AV B)Lsest, (M # 0), por loque M € A, M € B
pero M ¢ (AV B)tsst es decir que her(M) N A = {0} = her(M)N By
her(M) N (AV B) # {0}, por lo tanto 30 # N < M tal que N € AV B =
E™"(AU B, AU B), es decir que existe una sucesion 0 - C — N — L — 0
exacta, con C' < Ny C € AU B. Observemos que podemos pedir C' # 0
siempre que pidamos que N € E"(AU B, AU B) y tal n sea minimo con esta
propiedad. Como C' < N < M, entonces C' < M, es decir C' € her(M). Por
otro lado tenemos que C' € AU B:

Caso 1). Supongamos que C' € A, entonces 0 # C' € her(M)N A = {0}, lo
cual es una contradiccion.

Caso 2) Si C' € B es andlogo al anterior y tenemos una contradiccién.

En cualquiera de los casos tenemos una contradiccion, por lo que M € (AV
B)Lsezt’ y asi Alsest A Blseat < (A v B)J—sezt‘

2)
C) AAB < A, B, por lo que Atsest) Blsest < (A A B)tsest | pero el supremo
es la menor cota inferior, as{ que Atsest \/ Blsest < (A A B)tsest,

D) Sea M € (A A B)*sst como (A A B)t=st € R — nat, entonces E €
(A A B)tseat asi que her(E) N (AA B) =0, donde E = E(M).
Observemos que A+t es una clase natural, por lo que existe N < E méaximo
con la propiedad de estar en Atse=t_ y ademds N es esencialmente cerrado en
E, que es inyectivo, por lo que £ = N & L, para algin L < E. Si N = E ya
acabamos, pues I € Atsest < Alseat\y Blseat que es cerrada bajo submdédulos,
asi que M € Atlsest \/ Blseat
Entonces supongamos que N # E, por lo que L # 0. Veamos que L € Btsest,
pues en caso contrario existiria L' < L distinto de cero tal que L' € B.
Ademés L' no puede estar en Ats=t (pues N es méaximo con esa propiedad
y N < L@ N), asi que existe L” < L' < L distinto de cero, tal que L” € A.
Pero B es clase hereditaria, asi que L” € B por lo que L” € ANBy
L" € her(E), por lo cual L” € her(E) N AN B = {0}, lo cual es una
contradiccién, asi que L € BYse=t por lo que E = N @ L con N € Atseat y
L € Btsest Entonces E € Alseet \ Blseat v asi M € Atseat v BLsest Por lo
tanto (A A B)tsest < Alseat \y Blseat,

]



Capitulo 4
R-qext y R-conat

Definicién 4.1. R — gext = Ly, cony

Lema 4.2. Sea {A;}; una familia de clases cohereditarias, entonces (J; A
es una clase cohereditaria.

Demostracion. Sea M € U; A; y M — N. Como M € Uy A;, existe j € I, tal
que M € A; € R — quot y N es cociente de un elemento de A;, por lo que
N e Aj CUrA,;, asi que Uy A; € R — quot.

]

Teorema 4.3. Sea A € R — quot, entonces U,y F(A, A)" € R — quot

Demostracion. Veamos que para todo n € N, E(A, A)" € R— quot. Hagamos
induccién sobre n. Si n = 0 es claro, supongamos valido para n. Sea M €
E(A, A)"* por lo que existe una sucesién de la forma 0 — L = M =%
M/L — 0,con L € Ay M/L € E(A,A)". Sea f : M — N, por lo que
podemos considerar el siguiente diagrama:

0 L—! " M/L—0
I
0— f(L) =N —=N/f(N) —=0

Observemos que el diagrama conmuta, por lo que m o f o7 = 0, asi que por

49
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la propiedad universal del conucleo existe un tnico morfismo h : M/L —
N/f(L), tal que hace conmutar el diagrama:

1

0 L——>M M/L——0
")

0— f(L) ~2—~N—2N/f(N)—>0

por lo que 7m0 f = h oy, pero my o f es epi, asi que h es epi.
De lo anterior tenemos que f(L) € A (pues es cociente de L € Ay A €
R — quot), y N/f(L) € E(A, A)", pues es un cociente de M/L € E(A, A)"
que por hipétesis de induccién es una clase cohereditaria, asi que N €
E(A,E(A, A)") = E(A, A)"L. Por lo tanto Vn € N, E(A, A)" € R — quot y
por el lema anterior tenemos que U,y E(A, A)™ € R — quot.

[

Recordemos que A € R—quot es una clase con cero, por lo que U, E(A, A)" =

femt (A)
Corolario 4.4. Sea A C R —mod, entonces Eqpt(quot(A)) = Egeat(A).

Demostracion. Observemos que .. (quot(A)) € R — gext, por el teorema an-
terior, y A € &..1(quot(A)), por lo que Epept(A) C Eepe(quot(A)).

También observemos que quot(A) C Eyeat(A), pues Egent(A) es en particular
una clase cohereditaria que contiene a A, por lo que quot(A) C &yepi(A).
Veamos que para todo n € N, E(quot(A), quot(A))" C Euert(A). Hagamos
induccién sobre n. Si n = 0 es claro. Supongamos valido para n y sea
M € E(quot(A),quot(A))"*! entonces existe una sucesiéon exacta de la
foorma 0 - L - M — M/L — 0, tal que L € quot(A) C Eext(A) y
M/L € E(quot(A),quot(A))™ que por hipdtesis de inducciéon tambien esté
contenida en . (A), asi que M es extensién de elementos de &e.¢(A), por
lo que M € &uent(A) vy E(quot(A), quot(A))" ™ C &eni(A) Vn € N, asi que

fezt(qUOt(A)) g 5qea:t<A)'
[

Corolario 4.5. R — gext es una gran reticula completa.

Demostracion. Sea {A;}r una familia de elementos en R — gext. Entonces:
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Vi A =qext(Ur Ai) y Ar Ai = Nr 4s.
Las igualdades se siguen de (3.11).

Teorema 4.6. R — gext es F-P.C.

Demostracion. Sea A € R— qext y definamos B = {M| quot(M)NA = {0}}.
Veamos que B es un pseudocomplemento fuerte de A en R — gext.

1) Sea M € AN B. En particular M € Ay M € quot(M), pero M € B, por
lo que quot(M)N A= {0} y M =0. Luego AN B = {0}.

2) Veamos que B € R — geuxt.

—) Sea M € By M — N. Como composicién de epimorfismos es
un epimorfismo, entonces quot(N) C quot(M), por lo que A N quot(N) C
AN quot(M) = {0}, la dltima igualdad se da porque M € B, asi que
AN quot(N) = {0}, de donde se tiene que B € R — quot.

ert) Sea 0 - L —- M — N — 0 tal que L, N € B. Supongamos que
M ¢ B, porlo que 3f : M — K # 0, con K € A. Consideremos el siguiente
diagrama:

0 L M N 0

|

0—f(L) — K —K/f(L) —0

Nuevamente por la propiedad del conticleo, existe h : N — K/f/(L) que
hace conmutar el diagrama, y que nuevamente resulta ser epi. Como K € A
v (K/f/L) € quot(K), entonces K/f(L) € A. Pero tambien K/f(L) €
quot(N), por lo que K/f(L) € quot(N)N A = {0}, pues N € B, lo cual
implica que K/f(L) =0y f(L) = K. Asi que K € quot(L) N A = {0}, lo
cual es una contradiccion, luego M € By B € R — qext.
3) Si C € R—qgext es tal que ANC = {0}, veamos que C' C B. Si lo anterior
no ocurre, entonces existe M € C' tal que M ¢ B, es decir, que M € C'y
quot(M) N A # {0}, por lo que existe M — N # 0 tal que N € A. Pero
MeC e R—qext,porloque N € C'y N € A, lo cual es una contradiccion,
asi que C' C B. Por lo tanto R — gext es F-P.C.

O]

Lema 4.7. qext(R) = {M| M es finitamente generado}.
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Demostracion. Recordemos que las sumas directas finitas son extensiones, por
loque Vn € N, R" € gext(R). Ademads si M es finitamente generado, entonces
es cociente de un libre de la forma R™ € gext(R), por lo que M € gext(R).

Por otro lado, recordemos que la clase de los médulos finitamente generados
es cerrada bajo extensiones y ademas, si M es finitamente generado y tenemos
M — N, entonces R" — M — N, por lo que N es finitamente generado. Asi
que {M| M finitamente generado} € R — gext y R es finitamente generado,
por lo que gext(R) C {M| M finitamente generado}.

O

Lema 4.8. Si gext(R) = gext(R — simp) entonces R es semiartiniano.

Demostracion. Recordemos que la clase de los médulos semiartinianos es ce-
rrada bajo extensiones. Sea M semiartinianoy M — N # 0, Si N — K # 0,
entonces M — K # 0, por lo que zoc(K) # 0, asi que N es semiarti-
niano, y por lo tanto la clase de los semiartinianos es cerrada bajo cocien-
tes. Tambien vimos que la clase de los modulos finitamente generados es
cerrada bajo cocientes y extensiones, por lo que {M| M finitamente ge-
nerado y semiartiniano} € R — gext. Ademads, si S es un modulo sim-
ple, es finitamente generado y artiniano, pues es generado por cualquier
elemento distinto de cero y no existen submoddulos no triviales. Asi que
R — simp C {M| M finitamente generado y semiartiniano} € R — gext,
por lo que gext(R — simp) consiste de médulos finitamente generados y se-
miartinianos. Como R € gext(R) = qext(R — simp), R es semiartiniano y
finitamente generado, en particular semiartiniano.

O

Lema 4.9. Si R es artiniano, entonces zoc,(R) € gext(R — simp) Vn € N.

Demostracion. Hagamos induccién sobre n. Si n = 0 es claro, suponga-
mos valido para n. Recordemos que siempre tenemos la sucesion exacta
0 — zoc,(R) < zoc,11(R) — zoc(R/zoc,(R)) — 0. Por hipétesis de in-
duccién tenemos que zoc,(R) € qext(R — simp), asi que basta con ver
que zoc(R/zoc,(R)) € qext(R — simp). Como R es artiniano y la clase
de los artinianos es de Serre, tenemos que R/zoc,(R) es artiniano y co-
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mo zoc(R/zoc,(R)) < R/zoc,(R), tenemos que zoc(R/zoc,(R)) es artiniano
y semisimple (es suma directa de los simples de R/zoc,(R)). Ya vimos an-
tes que todo artiniano y semisimple es finitamente generado, por lo que es
una suma directa finita de simples, es decir, es una extensiéon de elemen-
tos de gext(R — simp), por lo que zoc(R/zoc,(R)) € qext(R — simp) y asi
20¢,+1(R) € qext(R — simp).

[

Teorema 4.10. R es artiniano si y sélo si R es noetheriano y gext(R) =
gext(R — simp).

Demostracion.

=) Si R es artiniano, entonces R es noetheriano y semiartiniano. Con-
sideremos la cadena ascendente de zoclos zoc(R) < zocy(R) < ..., como
R es noehteriano, existe n € N tal que zoc,(R) = zoc,41(R). Recorde-

mos que la definicién del zoclo n 4+ 1—ésimo dice que zoc,11(R)/zoc,(R) =
zoc(R/zoc,(R)), por lo que zoc(R/zoc,(R)) = 0. Pero R es semiartiniano,
por lo que R/zoc,(R) =0, asi que R = zoc,(R).
Del lema anterior tenemos que R = zoc,(R) € gext(R — simp), asi que
gext(R) C gext(R — simp).
Recordemos que todo simple es cociente de R (en general todo ciclico lo es),
por lo que todo simple esta en gext(R), asi que R — simp C gext(R) y por
lo tanto gext(R — simp) C qext(R).

<) Por (4.8) tenemos que gext(R) = gext(R — simp) implica que R es
semiartiniano y como R es noetheriano, tenemos que R es artiniano.

UJ

Observemos que al definir el pseudocomplemento de A € R — gext, nun-
ca se usO el hecho de que A fuera cerrada bajo extensiones, por lo que si
A es una clase cohereditaria, su pseudocomplemento fuerte es cerrado bajo
extensiones.

Definicién 4.11. skel(R — quot) = R — conat.

Notacion. Si A es una clase de médulos, la clase conatural generada por A
se denotard como conat(A).
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Teorema 4.12. R — conat = skel(R — gext).

Demostracion. Se sigue del hecho que R — gext y R — quot sean F-P.C| y que
skel(R — quot) C R — gext C R — quot y por (2.4).
m

Corolario 4.13. Si A € R — gext, entonces A+ {=<1~<) = conat(A).

Demostracion. Se sigue de (2.5) y del teorema anterior.
m

Observacion. El corolario anterior vale igualmente para clases cohereditarias,
por lo que si A es un clase de médulos, entonces conat(A) = quot(A)t-1+-1 =
{M| quot(M)Nquot(A)*t=+ = {0}} = {M|si M — N # 0, N ¢ quot(A)*>-1}
v N ¢ quot(A): si quot(N) N quot(A) # 0, es decir, si existe L cociente
de N que es cociente de algtin elemento de A.

De lo anterior se sigue que:

conat(A) = {M| VM — N # 0,IN — L # 0 tal que L es cociente de algin
elemento de A}.

Observacion. Si A es una clase conatural, A = conat(A) = A+113 es
decir, A coincide con su doble pseudocomplemento, lo cual se sigue de las
observaciones anteriores.

Definicién 4.14. Decimos que A C R — mod cumple la condicién C'N si
VM € R — mod tal que VM — N # 0,dN — L # 0, donde L es cociente de
algin elemento de A, implica que M € A.

Observacion. De lo anterior se sigue que una clase de médulos A cumple la
condicion C'N si y sélo si A es una clase conatural.

Lema 4.15. Sea N < My f: M — L, veamos que f(N) < L.

Demostracion. Supongamos que f(N)+ K = L. Entonces M = f~1(f(N))+
fUK) =N+ f"YK)+ker(f), pero N < M, por lo que f~1(K)+ker(f) =
M, ast que f(f71(K)) + f(ker(f)) = f(f7(K)) = f(M) = L. Pero como f
es sobre, entonces f(f1(K)) =K, asi que K=Ly f(N) < L.
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Teorema 4.16. Sea A € R — conat, entonces A € Ly, .zt p()}, donde P()
significa cerradura bajo epimorfismos superfluos, en particular cubiertas pro-
yectivas (cuando éstas existan).

Demostracion.

—) y ext) es claro, ya que R — conat C R — gext.

P()). Sea M € Ay consideremos una sucesion 0 - K — P — M — 0
tal que K < P. Veamos que P € A. Para ello, veamos que dado cualquier

cociente de P 5 N = 0, existe un cociente N — L # 0, con L € A, es decir,
P € conat(A) = A.

Sea asi f: P — N y consideremos el siguiente diagrama:

0— =Kt .p " _ 0

)

0——> f(K)2 s N —LN/f(K)—=0

donde h estd dada por la propiedad del conticleo, y como el segundo cuadrado
conmuta y f,q son epi, entonces h es epi.
Observemos que f(K) # N, pues f es sobre y K < P, asi que por el
lema anterior f(K) < N y por lo tanto N/f(K) # 0. Como M € A €
R — conat C R — quot, entonces N/f(K) € Ay N/f(K) # 0, por lo que
P € conat(A) = A, asi que A es cerrada bajo epimorfismos superfluos.

]

Seria deseable que R — conat fuera el dual de R — nat y que pudieramos
describir a R — conat como la gran reticula generada por un conjunto de
cerraduras, en especifico nos gustaria que R — conat = L {(=.PO.J]}» Pero por

desgracia esto es falso en general.

Recordemos algunas definiciones para demostrar la afirmacion anterior.

Definiciéon 4.17. Un grupo abeliano G es n-divisible si para n € Z* se
cumple que nG = G y se dice divisible si es n-divisible para todo n € Z™.

Observacion. Dado un G grupo abeliano, G es un Z- mddulo, por lo que
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n() . , .
G —> G es un morfismo de grupos cuya imagen es nG, asi que siempre se

tiene que nG C G, por lo que basta ver que G C n(G para que un grupo sea
n-divisible.

Observemos que para ver que un grupo es divisible basta notar que es p-
divisible, para todo p primo.

Lema 4.18. Son equivalentes para un grupo abeliano G:
1) G es divisible.
2) Para todo p € P (primo), G es p-divisible.

Demostracion. Es claro que 1) = 2).

2) = 1). Sean € Z", sin = 1 es claro, asi que supongamos 1 < n, enton-
cesn = pi"t...pp* es su factorizacion en primos. Es facil ver por induccién que
p;"G = G, por lo que nG = pi"..p"*G = p{"..p G = .. = p"G = G,
por lo que G es divisible.

O

Recordemos que un grupo abeliano G es simple si es isomorfo a Z, con p € P,
por lo que Z — simp = {Z,|p € P}.

Lema 4.19. Si D es la clase de los grupos abelianos (Z—médulos) divisi-
bles, entonces D es una clase cohereditaria.

Demostracion. Sea G € D y sea G L i un epimorfismo. Si n € ZT, veamos
que H C nH. Sea x € H, como f es epi entonces existe y € G tal que
f(y) =  y como G es divisible, existe z € G tal que nz = y, por lo que
nf(z) = f(nz) = f(y) = x, asi que H C nH, y por lo tanto H es divisible.
O

Lema 4.20. Si A es la clase cerrada bajo isomorfismos de Z — simp (la
clase de los grupos abelianos simples), entonces A € Z — quot y D = At~}
donde D es la clase de los grupos divisibles.

Demostracion. Es claro que A es una clase cohereditaria y por el lema anterior
D también lo es. Veamos que D es un pseudocomplemento fuerte de A en
7, — quot.
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SiG € AN D, entonces G = Z,, asi que pG = 0, pero G = pG pues G € D,
de donde G = 0, asi que AN D = {0}.

Sea B una clase cohereditaria tal que AN B = {0}. Supongamos que B no
estd contenida en D, por lo que existe G € B tal que G no es divisible,
entonces existe p € P tal que pG # G, asi que G/pG # 0, pero p(G/pG) = 0,
asi que G/pG tiene estructura de Z, espacio vectorial. Como los espacios
vectoriales tienen subespacios méaximos, entonces existe H < G /pG maximo.
Ast que (G/pG)/H # 0y (G/pG)/H es simple. Como B es cohereditaria
(G/pG)/H € B,asique 0 # (G/pG)/H € BNA,lo cual es una contradiccién,
asi que B C D y por lo tanto D = A+,

]

Corolario 4.21. D+ = conat(Z — simp).

Demostracion. Se sigue del hecho que la clase conatural generada por una
clase cohereditaria es igual al doble pseudocomplemento y del lema anterior.
]

Lema 4.22. Sean p, ¢ € P distintos, entonces Z, es p-divisible.

Demostracion. Como p,q son primos distintos, entonces (p,q) = 1, asi que
existen a, b € Z tales que ap+bq = 1, por lo que p[b] = [1] en Z,. Sea [z] € Z,,
por lo anterior [z| = p[b][z], por lo que [y] = [bx] cumple que [z] = p[y|. Por
lo tanto Z, C pZ,, asi que Z, es p-divisible.

[

Lema 4.23. [IZ,/ @ Z, es divisible y distinto de cero.

Demostracion. Por el lema anterior, basta ver que es p-divisible para todo
primo. Sean asi p € P primo y [x] € [1Z,/ ®Z,, con x € [[Z,, entonces
z: P = UpepZy es tal que z(r) € Z,. Por el lema anterior, para todo ¢ € P
distinto de p, Z, es p-divisible, por lo que x(q) = py,. Sea y : P — Upep Zy
definido como y(q) =y, si ¢ # p y y(p) = 0, veamos que [z] = p[y], es decir,
x—py € BZy Sea q € P, si g # p, entonces (z — py)(q) = z(q) — py, =0,
por lo que sop(z — py) C {p}, es decir que x — py tiene soporte finito y
r—yp € BZ,, asi que [z] = ply] y [1Z,/ B Z, es p-divisible para todo primo
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y por lo tanto divisible.
Observemos que [[Z,/ @ Z, es distinto de cero, pues x € [[Z, dado por
z(p) = 1 no tiene soporte finito, por lo que [z] # 0. ]

Teorema 4.24. Z — conat ¢ L{H}

De lo anterior se sigue que D = {G € Z| G es divisible } € Z — quot y que
DY} = conat(Z — simp) € Z — conat. Veamos que conat(Z — simp) no es
cerrada bajo productos, pues en caso contrario [[Z, € conat(Z — simp) y
asi [1Z,/ ®Z, € conat(Z — simp), pero es distinto de cero y es divisible, lo
cual es una contradicaccion, por lo que conat(Z — simp) no es cerrado bajo

productos arbitrarios.
O



Capitulo 5

R-qext y R-sext

El propdsito de este tltimo capitulo es caracterizar anillos comparando las
reticulas estudiadas.

Definicién 5.1.  Una clase libre de torsion es una clase A € Ly .. [T}-

El siguiente resultado nos ayudara a caracterizar anillos comparando reticu-
las, la demostraccién puede encontrarse en (3) de [3].

Teorema 5.2. Son equivalentes para un anillo R:

1) R es isomorfo a un producto finito de anillos de matrices sobre anillos
locales izquierdos y perfectos derechos.

2) Toda clase libre de torsién es una clase de torsion.

Lema 5.3. Si R — sext C R — gext, entonces R es isomorfo a un pro-
ducto finito de anillo de matrices sobre anillos locales izquierdos y perfectos
derechos.

Demostracion. Claramente para toda clase A libre de torsién, A € R — sext
por definicién, pero R — sext C R — qext, por lo que A es cerrada bajo
cocientes. Sea {M;}; una familia de elementos de A, veamos que @{M;} €
A. Por definicién T[{M;} € Ay &{M,;} < [I{M;} vy A es cerrada bajo
submoédulos, por lo que @{M;} € A, asi que A € L, car.0), €sto es, A es
una clase de torsién, luego por el teorema anterior R tiene la descomposicién
deseada.

29
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Lema 5.4. Si R— sext C R — gext, entonces todo simple se sumerge en R.

Demostracion. Al igual que el en lema anterior, tenemos que gext(R) C
sext(R), pero todo simple es cociente de R, asi para todo simple S, S €
sext(R) = Eext(L(R)) = Upeny E"(L(R), L(R)). Sea n es minimo natural tal
que S € E"(L(R),L(R)). Por definicién, tenemos una sucesién exacta de

la forma 0 — I & § & L — 0, con I < Ry L € E"YL(R),L(R)).
Observemos que I = f(I) < S, pero S es simple por lo que S = f(I) y S
se sumerge en R o f(I) = 0, veamos que este dltimo caso no puede pasar
pues en caso contrario I = 0 y ¢ serfa mono, por lo que g seria isomorfismo
vy S = L e E"YL(R),L(R)), lo cual es una contradiccién ya que n era
el minimo con la propiedad de que S € E"(L(R),L(R)), por lo que S se
sumerge en K.

O

Lema 5.5. Si R — qgext C R — sext, entonces R es noetheriano.

Demostracion. Igual que el primer lema de la seccién, tenemos que sext(R) C
gext(R), pero L(R) C sext(R), por lo que todo ideal de R pertecene a
gext(R) = {M| M finitamente generado}, por lo que todo ideal es finita-
mente generado y asi R es noetheriano.

O

Teorema 5.6. Si R — sext = R — gext, entonces R es isomorfo a un pro-
ducto finito de anillo de matrices sobre anillos artinianos izquierdos y locales
izquierdos.

Demostracion. Como R — sext C R — qext, entonces R es isomorfo a un
producto finito de anillos de matrices sobre anillos perfectos derechos y locales
izquierdos. Como R — gext C R — sext, entonces R es noetheriano, asi que
cada factor en la descomposicién de R es noetheriano y por equivalencia
de morita R es isomorfo a un producto finito de anillo de matrices sobre
anillos noetherianos izquierdos, perfectos derechos y locales izquierdos. Por el
teorema de bass sabemos que los anillos perfectos derechos son semiartinianos
izquierdos, y los anillos noetherianos y semiartinianos son artiniamos, asi
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que R es isomorfo a un producto finito de anillo de matrices sobre anillos
artinianos izquierdos y locales izquierdos.
]
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