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Resumen

El presente trabajo de tesis trata el tema de la sintesis de mecanismos espaciales con eslabones y engranes.
Esta combinacion de elementos es muy comun cuando se disefia mecanismos que requieran gran
capacidad de movimiento y carga también.

Existen diversas metodologias y teorias para sintetizar mecanismos planos y espaciales, las cuales son
muy précticas para algunas condiciones, como el método de niimero complejos para la sintesis de
mecanismos planos con eslabones y engranes, el cual es un método relativamente simple de comprender
en conceptos matematicos pero tiene el inconveniente de quedar limitado al disefio de mecanismos planos
debido a que la interpretacién geométrica de un niimero complejo es un vector de R? con dos
componentes.

Bajo el concepto de contar con una metodologia que bajo los mismos principios matematicos pueda
abarcar problemas de plano y el espacio, considerando ademas la implementacion de trenes de engranes
a la cadena cinematica de eslabones, asi como condiciones de posicion, velocidad y aceleracion. Se
plantea establecer ecuaciones de sintesis de mecanismos espaciales que involucren eslabones y engranes,
esto mediante el método de matrices de desplazamiento, el cual es aplicable tanto a problemas planos
como espaciales.

Resultados de sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes, asi como su equivalente esférico,
son obtenidos exitosamente para puntos de precision con condiciones de posicion velocidad y
aceleracion, dejando notar que el método de matrices de desplazamiento es un método de facil
comprension para la sintesis de mecanismos planos y ademds permite dar el salto a la sintesis de
mecanismos espaciales con eslabones y engranes sin requerir de una nueva formulacion matematica en
cuanto a la herramienta matematica que se utiliza.
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1. Generalidades.

Capitulo 1

Generalidades.

1.1 Introduccion.

La mayor parte de los mecanismos utilizados en las maquinas son mecanismos clasificados
como planos, ya que estos se caracterizan por contener siempre su movimiento en planos
geométricos paralelos entre ellos. Sin embargo, es necesario romper la limitante del
movimiento plano cuando se requiere de tareas que involucren movimiento en el espacio.

Un mecanismo esférico, analogamente a los mecanismos planos, es aquel que su movimiento
siempre recae sobre el lugar geométrico de una esfera.

En general, un mecanismo espacial es aquel que su movimiento no esta limitado a un plano
fijo y es por esta razon que los mecanismos esféricos pueden ser considerados como
mecanismos espaciales.

La sintesis dimensional es la determinacion de la longitud de los eslabones para lograr una
tarea requerida, esto suponiendo que ya se ha definido el tipo y cantidad de elementos que
se implementaran en el mecanismo. La sintesis dimensional se divide en tres tipos:
conduccion de cuerpo, generacion de trayectoria y generacion de funcion.

Existen diversas metodologias para la solucion de los problemas de sintesis dimensional en
eslabonamientos planos, asi como sintesis de eslabonamientos planos con engranes,
considerando este ultimo como un caso mas general en la sintesis de mecanismos planos.

Por otro lado, si bien existen también métodos para resolver la sintesis dimensional de
mecanismos espaciales, estos no son una extension de la aplicacion de los métodos de sintesis
en mecanismos planos, generalmente basados en el dlgebra de nimeros complejos. Por esta
razon, en el presente trabajo de tesis se presenta una extension de los métodos matriciales
desarrollados por Chung Ha Suh y Charles Radcliffe [1], de tal forma que pueda ser utilizada
y generalizada para la sintesis de mecanismos planos y espaciales con eslabones y engranes
para satisfacer condiciones de posicion velocidad y aceleracion.
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1.2 Motivacion.

Hasta ahora han sido utilizados varios métodos matematicos para desarrollar la teoria
cinematica de mecanismos, tales como el algebra de nimeros complejos, algebra de nimeros
duales y cuaterniones, entre otros.

En el caso del algebra de numeros complejos, se trata de un método sencillo y eficaz para
analizar y sintetizar mecanismos planos, pero con el inconveniente de no poder expandir
dicha teoria a mecanismos espaciales. Los métodos de numeros duales y cuaterniones
permiten desarrollar la teoria para la cinematica de mecanismos tanto planos como espaciales
pero requieren de conocimientos matematicos mas complejos en comparacion con el método
de niimeros complejos.

C. H. Suh [1] presenta un método matricial que ha implementado exitosamente en el andlisis
y sintesis de mecanismos planos y espaciales inicamente con eslabonamientos. Una de las
ventajas del método de matrices de desplazamiento desarrollado por Suh, es la facil
adaptacion a problemas del plano y el espacio sin requerir grandes modificaciones en la
metodologia ni fundamentos matematicos adicionales.

Es precisamente por esta facilidad de aplicar el método a mecanismos planos y también a
mecanismos espaciales, que surgio la motivacion para extender la aplicacion de los métodos
matriciales de Suh a la solucion de sintesis de mecanismos planos y esféricos que ahora
involucren engranes.

Los mecanismos constituidos por eslabones, tienen la caracteristica de generar una gama
amplia de movimientos, por otro lado, los trenes de engranes tienen como principal funcién
la transmision de movimiento, potencia o torque entre ejes. Al implementar un tren de
engranes a una cadena de eslabones se forma un sistema de un mecanismo con eslabones y
engranes, el cual tiene las principales virtudes ya mencionadas, un mecanismo capaz de
producir una amplia variedad de movimientos con la posibilidad de multiplicacion de
torques. Esta combinacion de caracteristicas es idonea en mecanismos utilizados en protesis
ya que por lo general, la instalacion de los mecanismos se lleva a cabo en espacios reducidos
por lo que la implementacion de los trenes de engranes en el mecanismo permite minimizar
el torque del motor del eslabon de entrada sin sacrificar la movilidad de la protesis como lo
presenta Claudio A. Dominguez M. [2] en el disefio de un mecanismo con eslabones,
engranes y resortes para ser instalado en el codo de una protesis para antebrazo.

Un mecanismo que generé movimiento plano es suficiente para el disefio de la prétesis
mencionada en la referencia [2], sin embargo, mecanismos esféricos engranados pueden ser
una opcion adecuada para el movimiento espacial de una protesis de hombro.
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1.3 Estado del arte.

Es frecuente que en el ambito industrial se requieran disefiar mecanismos que puedan
producir movimientos intermitentes o no uniformes. Mecanismos de cuatro barras pueden
ser sintetizados para llevar a cabo esta tarea, sin embargo cuando el movimiento a cumplir
es muy complejo o necesite de una correlacion entrada-salida, dificil de obtener con un
mecanismo de cuatro barras, la implementacion de engranes en el disefio del mecanismo
suele satisfacer los requerimientos del disefio de una forma econémica. [3]

A.G Erdman y G.N Sandor [3,4] han presentado un método para la sintesis cinematica de
mecanismos con eslabones y engranes utilizando ecuaciones en numeros complejos para el
disefio de mecanismos generadores de funcion. A diferencia de los métodos graficos para la
sintesis de mecanismos, los cuales suelen requerir de mucha intuicion por parte del disefiador,
el poder establecer ecuaciones algebraicas por medio de numeros complejos vuelve a éste
método, definido como analitico por su planteamiento matematico, propicio para
computarizacion. Esto ultimo beneficia al disefiador al momento de iterar entre el proceso de
sintesis y analisis de lo que se ha sintetizado para asi hacer correcciones en un nuevo proceso
de sintesis de ser necesario.

Suh [5] ha logrado aplicar las matrices de desplazamiento a la sintesis de un mecanismo de
5 barras con un par de engranes hasta para un maximo de 8 puntos de precision al considerar
la relacion de engranes como una variable en las ecuaciones de disefio.

S.A Oleksa [6,7] y D. Tesar [7] han presentado trabajos también sobre la sintesis de
mecanismos planos engranados de cinco barras para generacion de funcion.

Joseph Dufty [8] analiza el desplazamiento de diferentes configuraciones de eslabonamientos
engranados de 5 barras, incluyendo juntas rotacionales y prismaticas en el plano, asi como
sus correspondientes esféricos.

C.H. Chiang [9] presenta una obra dedica en su totalidad al estudio de los mecanismos
esféricos, donde ademds comenta que a su conocimiento, fue apenas la segunda publicacion
con dichas caracteristicas desde el trabajo de Dobrovolskii [10], convirtiéndose en una
referencia casi obligada en el estudio de los mecanismos esféricos.

Parlaktas, Soylemez y Tanik [11] presentan un método para el andlisis y sintesis de un
mecanismo de cuatro barras con topologia de juntas ternarias obteniendo conclusiones sobre
como el efecto de la relacion de engranes afecta el angulo de transmision, haciéndose éste
ultimo mas grande mientras la razon de engranes lo haga también.

Estudios sobre la sintesis de mecanismos engranados para aplicaciones con detenimiento han
sido presentadas por T. W. Lee y Y. Shereshevsky [12], presentando procedimientos tanto
graficos como analiticos para la sintesis cinematica.
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Los mecanismos que involucran eslabones engranados estan compuestos por trenes
planetarios de éstos, trenes planetarios planos para los mecanismos planos y trenes
planetarios conicos para los mecanismos esféricos.

Los dispositivos médicos, como son los instrumentos o herramientas para llevar a cabo
procedimientos quirurgicos han sido beneficiados de la aplicacion de sistemas de engranes
en sus eslabonamientos ya que éstos permiten controlar la precision gracias a la razon de
engranes sin perder la fuerza o sujecion como el sujetador (grasper) presentado por Baoliang
Zhao y Carl A. Nelson [13] el cual les ha permitido obtener un disefio de espacio eficiente.

Una aplicacion directa de un mecanismo esférico engranado es presentada por Xialo Zhang
y Carl A. Nelson [14,15] implementado en un robot serial para asistencia quirtrgica,
CoBRASurge. Al tratarse de un mecanismo esférico, tiene la caracteristica de que su actuador
final se desplaza siempre apuntando hacia el centro de una esfera imaginaria, lo cual se
convierte en una ventaja quirirgica ya que permite llegar al sitio de interés desde diferentes
angulos y al mismo tiempo ser menos invasivo en el procedimiento debido a que solo es
necesaria una pequefia incision para realizar el trabajo.

1.4 Objetivo.

Establecer ecuaciones de sintesis de mecanismos espaciales que involucren eslabones y
engranes mediante el método de matrices de desplazamiento para satisfacer condiciones
cinematicas de posicion, velocidad y aceleracion.

1.5 Justificacion.

Para realizar su tarea, una maquina puede incluir elementos como eslabones, engranes, levas,
resortes, bandas, cadenas, poleas, etc. Las técnicas de sintesis actuales han tratado de incluir
dichos elementos en sus ecuaciones de disefio; sin embargo, la mayoria de las ecuaciones son
para el movimiento plano.

Suh y Radcliffe han logrado sintetizar mecanismos para condiciones de posicion incluyendo
velocidades y aceleraciones para el primer punto de precision de sintesis, esto en mecanismos
unicamente con eslabonamientos.

En cuanto a la sintesis de mecanismos esféricos con matrices de desplazamiento, presentan
exclusivamente sintesis para condiciones de posicion. Por ésta razon, aplicar el método de
matrices de desplazamiento a mecanismos con eslabones y engranes considerando
condiciones de posicion, velocidad y aceleracion, extenderia dicha metodologia a una gama
mucho mas amplia de problemas en la sintesis de mecanismos bajo una misma teoria, siendo
el disenador el principal beneficiado de esto ya que no se veria en la necesidad de estudiar
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una nueva metodologia, muy probablemente basada en distintos conceptos o fundamentos
matematicos, cuando requiera diseflar mecanismos con las caracteristicas y elementos
anteriormente mencionados.
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Capitulo 2

Sintesis de mecanismos planos con
eslabones y engranes.

2.1 Introduccion.

Para disefiar un mecanismo, no basta el uso de técnicas matematicas, de hecho antes de poder
hacer uso de ellas es necesaria la determinacion del tipo de mecanismo que se utilizara, es
decir el tipo de elementos que involucrara la cadena cinematica (eslabones, engranes, levas,
bandas, etc). Esta etapa es un proceso mas cualitativo que cuantitativo y requiere mas de la
experiencia y creatividad del ingeniero que de técnicas matematicas. Este proceso es
conocido como sintesis de tipo.

Una vez que se ha propuesto una configuracion de elementos, conociendo su tipo, cantidad
y forma de ensamble, el siguiente paso es especificar el tamafio o dimensiones de cada uno
de los elementos incluidos en el mecanismo, esto se le conoce como sintesis dimensional.

El objetivo principal de la sintesis dimensional de eslabonamientos es determinar la longitud
de los eslabones del mecanismo, de tal forma que uno de los eslabones satisfaga un
movimiento deseado. [16]

La sintesis dimensional se divide basicamente en tres tipos, a) Sintesis de conduccion de
cuerpo, b) Sintesis de generacidn de trayectoria y c¢) generacion de funcion. Los tres tipos de
sintesis mencionados son casos particulares, aunque un problema de aplicacion bien podria
estar compuesto por mas de uno de los tipos de sintesis mencionados.

a) Sintesis de conduccion de cuerpo.
La conduccion de cuerpo se presenta cuando se requiere guiar un cuerpo rigido a
través de una serie de posiciones especificadas que pueden llegar a contemplar
restricciones de velocidad y aceleracion deseadas en dichas posiciones.
La Figura 2.1 muestra un mecanismo obtenido a partir de la sintesis dimensional de
conduccion de cuerpo, este mecanismo logra conducir un cuerpo rigido a través de
tres posiciones especificas.
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Figura 2.1 Conduccion de cuerpo.

b) Sintesis de generacion de trayectoria.

Un mecanismo de generacion de trayectoria es disefiado para que un punto de uno de
sus eslabones flotantes pase por una secuencia de puntos pertenecientes a una curva.
Ya que una trayectoria tiene infinidad de puntos, ésta debe discretizarse en un nlimero
finito de pares o ternas ordenadas, segun sea el caso del tipo de mecanismo (plano o
espacial), para obtener un mecanismo que genere una trayectoria lo mas parecida a la
curva objetivo.

La Figura 2.2 muestra un mecanismo esférico sintetizado para generar la trayectoria
mostrada que ha sido discretizada por cinco puntos de precision sobre ella.

Figura 2.2 Generacion de trayectoria.
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¢) Sintesis de generacion de funcioén
La sintesis de un mecanismo generador de funcidn se presenta cuando se desea tener
control sobre la relacion entre el movimiento del eslabon de entrada y el de salida.
El mecanismo de la Figura 2.3 estd disefiado de tal forma que el angulo de salida ¢
es una funcion dada del angulo de entrada ¢.

Figura 2.3 Generacion de funcién.

La sintesis de eslabonamientos planos engranados es un tema que ha sido estudiado por
Sandor y Erdman [3]. En su metodologia resuelven el problema de generacion de funcion
para un mecanismo de 5 barras engranado.

La solucidon del problema de sintesis se lleva a cabo planteando ecuaciones de disefio de lazo
cerrado expresadas en nimeros complejos. El efecto de la razéon de engranes sobre el
mecanismo Y la salida de éste respecto a la entrada se calcula determinando la razon del tren
planetario implementado en la cadena cinematica.

Andlogamente a la secuencia seguida por Sandor y Erdman, el presente capitulo muestra el
desarrollo de las ecuaciones de disefio obtenidas por medio de las ecuaciones de longitud
constante y sus derivadas.

2.2 Fundamentos.

La herramienta matematica para describir el movimiento plano de un cuerpo rigido estd dada
por las matrices de desplazamiento, las cuales definen matricialmente el desplazamiento
lineal experimentado por un punto de referencia del cuerpo rigido, asi como el
desplazamiento angular de este tltimo.




2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

2.2.1 Matrices de desplazamiento.

La matriz [D1 j] es la matriz de desplazamiento que define el desplazamiento de la posicién
J — ésima relativa a su posicion primera posicion. [1]

De acuerdo al desplazamiento plano del cuerpo rigido mostrado en la Figura 2.4, las
componentes del punto final q; del vector que define la posicion y orientacion del cuerpo

rigido se obtienen a aplicar la matriz [D1 j] al punto en su posicion inicial, q;.

(a;) = [D4;](q1) (2.1)

[q,] [[Reu] (pj — [?91]']1’1)“‘111] (2.2)

Donde [Rgl j] es la matriz de rotacion de 2 X 2 que indica el desplazamiento angular relativo
de la posicion j — ésima desde la posicion inicial con eje de giro en el punto p;.

Desarrollando la ecuacion (2.2) se tiene:

qu = 3912 0912 D2y — (801201 — CO12P1y | |T1y
1

q2x €z —5013 DPox — (€O12D1x — 5912P1y) q1x
(2.3)

—> <

Posicion 1 Posicion 2

- X

Figura 2.4 Desplazamiento plano de un cuerpo rigido.




2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

2.2.2 Matrices de desplazamiento diferencial.

Para disefiar un mecanismo que presente condiciones de velocidad y aceleracion especificas
para los puntos de precision de la sintesis, se requiere contar con las derivadas de las
ecuaciones de longitud constante y por consecuencia, una expresion que determine la
velocidad y aceleracion absoluta de un punto del cuerpo rigido en su posicion q;.

La velocidad absoluta ¢ ; del punto q;, a partir de la Figura 2.5 esta dada por: [1]

(a;) = [v;](a)) @3)
[q;] [wg,] ®; - [ngj]p,-)] [‘ff] (2.4)
Y
t .
= [_L q,
P,
P

—» X

Figura 2.5 Velocidad y aceleracion angular absoluta de
un cuerpo rigido

Donde los términos [VJ-] y [Wg j] en las ecuaciones (2.3) y (2.4) reciben el nombre de matriz
de velocidad y matriz de velocidad angular respectivamente.

De manera semejante a la velocidad y de acuerdo a la Figura 2.5, la aceleracion absoluta g
del punto q;, esta dada por:

(4;) = [4;](a)) . (2.5)
[qj] [We,] ®; - ['(/)Véj]l’j)] [‘g] 2.6)

Donde los términos [Aj] y [Wé j] en las ecuaciones (2.5) y (2.6) reciben el nombre de matriz
de aceleracion y matriz de aceleracion angular respectivamente.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

2.2.3 Razon de engranes de trenes planetarios.

El método de la férmula permite obtener una razén de velocidades de los engranes relativa
al brazo que mantiene unido el tren [17]. La Figura 2.6 muestra un tren planetario externo de
engranes rectos.

Figura 2.6 Tren planetario externo de engranes rectos.

La razon de velocidades angulares relativas al brazo del tren mostrado en la Figura 2.6 esta
dada por la siguiente ecuacion:

w3 Ny

W13 N, 2.7)
Al escribir las velocidades relativas de la ecuacion (2.7) como una diferencia de velocidades
absolutas instantaneas, se obtiene:

W20 — W3 _ Ny
W19 — W3g N, (2.8)

Donde N; es el nimero de dientes del engrane i, y el signo negativo se debe al giro contrario
de los engranes.

La Figura 2.6 muestra un tren planetario en el que su sol (engrane 1 ) gira respecto a un eje
fijo en tierra, sin embargo, un eslabonamiento engranado tendra trenes planetarios cuyos
soles sean de hecho el engrane planeta de un par de engranes anterior en la cadena
cinematica, para considerar un caso mas general, se presenta un tren planetario externo de
dos engranes con sol mévil como se presenta en la Figura 2.7.

11
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Figura 2.7

Con lo que la ecuacioén (2.8) puede escribirse como:

Wri1 — W Ng—q

Wg_1 — Wg Niiq

(2.9)

La ecuacion (2.9) es valida para las velocidades angulares del tren de engranes en un instante
dado, sin embargo, para la sintesis de posicion del mecanismo con eslabones y engranes es
necesario obtener una ecuacion equivalente a la (2.9) pero en funcion de las posiciones
angulares de los engranes. Lo anterior puede llevarse a cabo al despejar y rescribir la ecuacion

(2.9) de la manera siguiente:

Nk—l

Nic+1

Wgy1 — W = — (Wg—1 — W)

Abrr1  dOx Nk—1(d9k—1 d9k>
dt dt  Npgq\ dt dt

Multiplicando los cocientes de diferenciales de la ecuacién (2.10) por dt:

N,
Abg1 —db = — Nk - (dOy—1 — dby)

k+1

Integrando los desplazamientos angulares diferenciales:

12
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

(Ok+1)j (Br)j Ny_q (Bk-1)j (Br)j
f A6y .1 —f do, = — <f d6y_4 —f d9k> (2.12)
Brsn)s ©10 Nicv1 \Jio,_0); 6

Donde los subindices j e i representan la condicion j — ésima e inicial del desplazamiento
angular de cada diferencial de desplazamiento angular. Al resolver la ecuacion (2.12) se
obtiene:

Ni_q

Ni+1

[(Oks1); — Brs1)i] — [(Br); — (B1)i] = —

Al simplificar la ecuacion obtenida se tiene:

([(Br=1); = Br=1)i] = [(BK); — (1):])

N1
(ABki1)ji — (A6y) i = — N

k+1

((Aak—l)ji - (Agk)ji) (2.13)

La ecuacion (2.13) puede simplificarse si en todas las variaciones angulares hacemos cero el
desplazamiento angular inicial:

Ni—1
Otern) ;= Oy =~y — (e(k—l)lj - 9(k)1j)

Oucrny; — O, N

Ow-1,; =00y, Niews (2.14)

Que es la ecuacion obtenida en la referencia [18], donde los signos + indican si el tren
planetario es externo (signo negativo) o interno (giro positivo).

Ademas:
Q(R)lj: angulo del eslabon k a partir de su posicion inicial , a su j — ésima posicion.
9(k+1)1j: angulo del eslabon k + 1 a partir de su posicion inicial, a su j — ésima posicion.

Ok-1) 1j:angulo del eslabon k — 1 a partir de su posicion inicial, a su j — ésima posicion.

2.2.4 Sintesis de generador de funcion de cinco barras engranado.

La sintesis de mecanismos engranados con el método de nimeros complejos desarrollado por
Sandor [2], asi como la sintesis de mecanismos con condiciones combinadas de
desplazamiento, velocidad y aceleracion para conduccion de cuerpo presentado por Suh y
Radcliffe [1] y el disefio de generadores de funcion de 5 barras con engranes obtenido por
Suh en la referencia [5] son los principales antecedentes para el desarrollo del presente
trabajo. La aplicacion de métodos matriciales al andlisis y sintesis de mecanismos con

13
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

eslabonamientos presentado por Suh [1] se utiliza en esta seccion para reproducir los
resultados presentados por Sandor y asi, plantear un antecedente de la aplicacion de las
matrices de desplazamiento de Suh a la sintesis de mecanismos con eslabones y engranes.

La Figura 2.8 muestra el diagrama del mecanismo de cinco barras engranado propuesto por
Sandor [3].

Figura 2.8 Mecanismo de cinco barras engranado para generacion de funcién con nimeros
complejos.

Por otro lado, la Figura 2.9 muestra el diagrama del mismo mecanismo con las variables
necesarias para desarrollar el mismo ejercicio con las matrices de desplazamiento como
herramienta.

Figura 2.9 Mecanismo de cinco barras engranado para generacion de funcién con
matrices de desplazamiento.

14
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Para el angulo de entrada ¢, ; y salida 1 ; se tiene la matriz de desplazamiento para cada uno
de los puntos flotantes como sigue:

[Dy;] = l[R¢1j,ao] (ao B [R¢’1j'“°] ao)
00 1
(aj) = [Dy](ay)

|Ey;] = [[th'af] (af - [RVU'“J'] al)
00 1
(¢j) = [Eqj](cD)

[Fyj] = I[Rl/’lf’bo] (bo - [Rll’lj’bo] bO)l
00 1
(by) = [Fy;](by)

Con lo que las ecuaciones de disefio para los eslabones quedarian como sigue:
T
(¢j = bj) (¢j = bj) = (e1 —by)"(c; — by)

Mientras que las ecuaciones de disefio para los engranes quedan sin cambio alguno como se
obtienen en la referencia [3]:

1
Hj = 5(1/)1 + ViR + )

Donde:
Q=1+7c Tez = Ny/Npq
R =17p4 + Tezles Tes = Np2/N¢q
S = TezTes + TerTe3Tes VTea = NCZ/ND

Con N; como el numero de dientes del engrane i — ésimo.

Para un problema de 4 puntos de precision, el método de nimeros complejos de Sandor
genera un sistema de 8 ecuaciones por 13 incognitas, por lo que el disefiador puede
seleccionar 5 variables a su conveniencia.

Por otro lado, para los mismos 4 puntos de precision, el método de las ecuaciones de disefio
de longitud constante genera un sistema de 3 ecuaciones por 11 incognitas, asi que el
disefiador tiene que proponer el valor de las otras ocho a su conveniencia.

Ya que el método matricial deja muchos pardmetros libres, debe ser posible obtener los
resultados de Sandor al proponer solo algunos de los valores que se obtuvieron por nimeros
complejos, y reproducir el valor de las incognitas faltantes al resolver las ecuaciones de
disefio de longitud constante

15
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

En el problema original de la referencia [3] el disefiador debe proponer arbitrariamente 5
valores de las incognitas ademas de las razones de engranes entre otros datos mostrados en
la Tabla 3.6 de dicha referencia. Para la solucion de este ejercicio con el método matricial y
para reproducir los mismos valores obtenidos en [3] se utilizan los mismos valores ademas
de tres méas obtenidos en la solucion de Sandor para asi obtener las incognitas restantes. by, =
1, by =0,a;, = 0.402, by, = 1.408, ¢, = —0.306, py, = 6.807°, py3 = —4.782°,
U1ga = —0.711°, 1,5 = 3, 1,3 = 0.5 y 1,4 = 0.5. Resolviendo el sistema para las incognitas
a1y, b1y y c1, se obtuvo a;, = —1.12375, by, = —1.1184 y ¢;,, = —0.646631. Los
resultados de Sandor se confirman al hacer las siguientes operaciones:

ZZ =a —ayg = (0.4‘02, _1.12375) Z3 =€ —a = (_0.708,0.477115)
Z,=b, —c, = (1.714,—0471772)  Zg = by — b, = (—0.408,1.1184)

El mecanismo resultante de la sintesis se presenta en la Figura 2.10.

.05 0.0 05 10 15 2.0 25

Figura 2.10 Resultado de la Sintesis de un mecanismo de 5
barras engranado.

2.3 Sintesis de un mecanismo de 4 barras engranado
revertido.

La Figura 2.11 muestra un mecanismo de cuatro barras con dos engranes, donde la manivela
(cuerpo 1) es la entrada del mecanismo, el engrane C esté fijo al acoplador (cuerpo 2) y el
engrane C es la salida del mecanismo coaxial a la manivela, es decir, que entrada y salida
comparten el mismo eje por lo que se denomina revertido.

16
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

La razon de estudiar esta configuracion en particular, asi como mas adelante la configuracion
de la seccion 2.4, es la de presentar posteriormente el estudio y aplicacion del método de
matrices de desplazamiento a sus equivalentes esféricos que estudiados por Chiang en la
referencia [9] y asi demostrar que la misma metodologia puede abarcar ambos problemas,
plano y esférico.

Figura 2.11 Mecanismo de 4 barras engranado revertido.

17
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

2.3.1 Ecuaciones de disefio para los eslabones.

De acuerdo a la Figura 2.11 y considerando j puntos de precisiéon con j = 1,2,3,4, las
ecuaciones de disefo de longitud constante y sus derivadas son:

(b — @) (b; — @) = (b — a)" (b, — @) @15)
(B, — )" (b; —a;) =0 (2.16)
(51 - d])T(bj - aj) + (BJ - d])T(BJ - dj) =0 (2.17)
En las ecuaciones (2.15)-(2.17) se tiene que:
(a;) = [Dy;](ay) (b;) = [E1;](b))
(a;) = [Vo,](a)) (b)) = [Vi;] (b))
(d)) = [4p;](a)) (b)) = [4s](b)) 2.18)

Ademas las matrices de desplazamiento y desplazamiento diferencial de las ecuaciones
(2.18) estan definidas como sigue:

) [[Rese, ] (0= (R | )
L 00 1
Vo] = .W914f] (do_[Wémj]“O) (2.19)
L 00 0
[4p;] = Aé“‘f] (do_[Ael‘*]ao)l
00 0
[Elj] = R93411] (bo [R9341j] bo)l
00 1 (2.20)
[VE]]— W934‘1] (bo [W9341] bo)l
- 00 ) 0
[Ag;] = Aé34f] (bo [A934]b0)l
00 0

Donde el dngulo m4, ; es el angulo relativo del cuerpo m en su posicion j — ésima medido
desde la posicion inicial, asi como la velocidad y aceleracion §m4; y 6m4;, son la velocidad
y aceleracion absoluta del cuerpo m en su j — ésima posicion.

18
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

2.3.2 Ecuaciones cinematicas de los engranes.

Para los engranes B — C, y considerando que 934]- = 624;, porque el engrane B est4 unido
al cuerpo 2, se tiene la siguiente relacion:

024)—014; _ Nc

6C4; —014;  Ng

. . NC . .

624; — 614, = —N—B(964,- — 614;)
Ny

. Na .
bct; = (1+37) 014, - -2 0245
Nc N, 2.21)

Renombrando los coeficientes de la ecuacion (2.21) como 71gc = Ng/No y
Q = 1 + rgc, quedaria como sigue:

Integrando ahora la ecuacion (2.22):
6C41j = Q014 ; — 1024 (2.23)

Para obtener la aceleracion angular §C4, ; se deriva respecto al tiempo la ecuacion (2.22).

o o " 2.24
bca; = Qi14, — rpcbi24, (2.24)

Cabe mencionar que la ecuacion de posicion angular (2.23), es relativa a la primera posicion
para j = 1,2,3,4, la cual genera tres ecuaciones de diseflo mas, ya que cuando j =1, la
ecuacion es trivial. Mientras que las ecuaciones de velocidad y aceleracion angular (2.22) y
(2.24), son absolutas, generando cuatro ecuaciones de disefio cada una.

2.3.3 Funcion objetivo

La cantidad de variables involucradas en el disefio de un mecanismo como el mostrado en la
Figura 2.11 para condiciones de posicidon, velocidad y aceleracion es tal, que supera a la
cantidad de ecuaciones de disefio que pueden generarse. Es por esto que la solucidon de dicho
problema de sintesis debe llevarse a cabo a partir de métodos de optimizacion.

19
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

La presente seccion estd basada en su totalidad en el capitulo 9 de la referencia [1], la cual
presenta una forma de construir la funcidon objetivo a minimizar con la forma siguiente:

m
F(x) = Z [fie (0)]? (2.25)
k=1
Donde el subindice k se refiere a la k — ésima funcidn del vector x que contiene a todas las
variables de la sintesis y m es la cantidad de puntos de precision.

Por otro lado, el mecanismo cuenta con diferentes clases de elementos y condiciones, las
cuales generaran distintos tipos de ecuaciones de disefio haciendo que la funcidén objetivo
esté constituida por la suma de las funciones objetivo dadas por la ecuacion (2.25) para cada
una de las restricciones del movimiento, quedando como sigue:

F(x) = Z Fi(x) (2.26)
=1

Donde cada una de las F;(x) esta dada por la ecuacion (2.25).

2.3.4 Coeficientes de influencia

Los coeficientes de influencia son escalares que permiten expresar todas las velocidades de
un mecanismo en términos de la velocidad de entrada de este, asi como las aceleraciones,
expresarlas en funcion de la velocidad y aceleracion de entrada.

Ya que tanto la velocidad y aceleracion de entrada son funciones a su vez de la variable de
posicion de la entrada del mecanismo, puede decirse también que los coeficientes de
influencia representan una relacion entre los parametros de entrada y los de salida en términos
de la configuracion geométrica del mecanismo.

Para el mecanismo de 4 barras engranado revertido, las velocidades y aceleraciones angulares
de los cuerpos 2 y 3, estan relacionadas con los datos de entrada 614}, 914j y 914]- por

medio de los coeficientes de influencia [19,20], los cuales pueden ser obtenidos al hacer un
analisis de la cinematica de la configuracion cinematica del mecanismo.

De acuerdo a la Figura 2.12, la ecuacion de posicion para cada configuracion de la sintesis
es:
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

» X

Figura 2.12 Diagrama cinemético del mecanismo de 4 barras
engranado revertido.

RO+ R1;+ R2; — R3; — R4 =0 (2.27)
Donde:
RO=a,—0 (2.28.1)
R1; = [R914j] r, = (aj —a,) (2.28.2)
R2; = |Ros;| 12 = (b; — @) (2.28.3)
R3; = R4, |75 = (b; — by) (2.28.4)
R4 = (b, — 0) (2.28.5)
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Ademas:

r, = (a; — ay)
r, = (b —ay)
13 = (b — by)

La ecuacidn de velocidad:

VO+V1;+V2,—V3,—V4=0

Donde:
Vo =0
v, = Wy, |RY; = 014[EIRY,
V2, = |Wj,, | R2; = 624/[EIR?2,
V3, = W, | R3; = 634[EIR3,
V4 =0

Ademas: 0 —1

E] = [1 0 ]

1 _ T 0 1
LE]™" = [E]" = [—1 O]
Sustituyendo las ecuaciones (2.31) en (2.30):

614;[EIR1; + 024;[E]R2; — 634;[E]R3, = 0
614;R1; + 624;R2; — 634;R3; = 0

624;R2; — 634,R3; = —614,R1;

Reescribiendo matricialmente la ecuacion (2.33) se obtiene lo siguiente:

634

624; :
[R2; —R3j]l. ’l = —R1,;014
Simplificando la ecuacion (2.34) quedaria como sigue:

[J;]v23; = —R1;614;
v23; = —[J;] 'R1,614;

(2.29.1)
(2.29.2)
(2.29.3)

(2.30)

2.31.1)

(2.31.2)

(2.31.3)
(2.31.4)
(2.31.5)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

Donde para obtener las velocidades é24j y 934]- se tienen las siguientes expresiones:

624, = v23,i = (—[]j]‘1R1j)T i014; = K1;014;

634, = v23,7j = (—[]j]‘1R1j)Tjé14j = K2,014;

22
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Repitiendo el proceso anterior para la aceleracion, tenemos:

A0+ A1, + A2, — A3; — A4 =0 (2.37)
Donde:

A0 =0 (2.38.1)

" L
A1, = [Aél“j]r - (914'[E] — 014; [”)le (2.38.2)
= [A'mj] = (924 [E] - 924,-2[1])122,- (2.38.3)

2
A3; = [Aémj] rs = (934j [E] — 634 [I])R3,- (2.38.4)
A4=0 (2.38.5)

Sustituyendo las ecuaciones (2.38) en (2.37) queda lo siguiente:

(914]- [E] — 914,-2[1]) R1, + ((9'24j [E] — 924j2[1]) R2;

. . 2.39
— (634;(E1 - 634;"[1]) R3; = 0 (239)
Desarrollando y agrupando convenientemente, tenemos:
E](614;R1; + 624;R2; — 634;R3;) = (614, RY, + 624;"R2; — 634;"R3,))
. . . R 2 . 2 . 2 (240)
614;R1; + 624;R2; — 034,R3; = [E]" (914]- R1; + 024, R2; — 634, R3j)
Despejando la ecuacion (2.40) y escribiéndolas matricialmente se obtiene:
r2, —k3][°%Y] 2 (57 (014, 2R1, + 624, 2R2, — 634,°R3,) - 614 R1
[R2; ]]934,-_[]( i R1; + 624, R2; — 634/ R3;) — 614 i (241)
Sustituyendo 924- y 934- por los resultados obtenidos en las ecuaciones (2.36) se tiene:
624;
[R2; —R3;]
634,
[E]" (614,°R1; + (K1j014j)2R2j — (K2;614))°R3;) — 614;R1, (2.42)

Desarrollando y factorizando é14jzen la ecuacion (2.42) queda lo siguiente:

624; 2 ,

J 2 2

7] [934-l = [E]"(R1; + K1;°R2; — K2;°R3;)014;” — R1;014;
J

léz4j
634;
23, = []j]_l[E]T(mj +K1,°R2; — K2,°R3;)614," — []j]'lleéMj

l = [1,]" (LB (RY; + K1;7R2; — K2,°R3;)614;" — R1,614;)
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

a23; = []j]'l[E]T(mj +K1;°R2; — szstj)émjz — []j]"1R1jé)'14j (2.43)

Para finalmente poder obtener las aceleraciones 6 21y 934]- a partir de los coeficientes de
influencia K3; y K4; por medio de las siguientes ecuaciones:

. _ T.

— R — . T
= (1] (B (RY; + K1;7R2; — K2,°R3;)014;" — [J;] " R1,614;) i
T
= (1,7 YEIT (R, + K1,7R2, — K2,7R3,)) i614.% — ([, 'R1,) iéi14;
J ] ] '] ] ] ] ] ] ]

" . (2.44.1)

634; = a23;"j
— . — . T
= ()] (B (R1; + K1;%R2; — K2,°R3,)614;" — [J;] ' R1,614;)
— T . —_— T e
- ([]j] '[E]"(R1, + K1,°R2, — szstj)) j614° = (1,1 'RY,) j14;

= K2,614; + K4;014;" (2.44.2)

2.3.5 Ejemplos de disefio de un mecanismo de cuatro barras
engranado revertido.

Suponga que se desea disefiar un mecanismo con la configuracion de la Figura 2.11, de tal
forma que el objetivo principal sea que el engrane C presente una aceleracion de 0 rad/s?,
velocidad de 1.5 rad/s cuando éste haya girado 90° y la manivela se encuentre a 90°
respecto de su primer punto de precision con una velocidad constante de /2 rad/s.

Para éste ejemplo, y considerando las ecuaciones de disefio de las secciones 2.3.1 a2.3.4 con
Jj = 1,2,3,4 se plantearon las siguientes condiciones de los puntos de precision:

014,, = 89.5° 014,, = 109.5°
014,, = 89.7° 014,, = 109.7.2°
014,, = 90° 014, = 110°
) T —
014, == rad/s Agx =0
7%_ aoy =0

014, = 5 rad/s by, = —7.96
. T boy == 265
0145 = 5 rad/s 0C4,, = 90°
A T
014, = 5 rad/s

( ]
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

014, = 0 rad/s? 0C4, = 1.5 rad/s
014, = 0 rad/s? 0C4, = 0 rad/s?
614, = 0 rad/s? rgc = 0.5

014, = 0 rad/s?

Al obtener las ecuaciones de disefio se obtiene un sistema no cuadrado de 22 ecuaciones por
19 incognitas, por lo que se ha utilizado el software de Wolfram Mathematica, y en particular
el comando FindMinimum [21] para minimizar el error en la funcion objetivo que de acuerdo
a la seccion 2.3.3 tendria 6 partes, como sigue:

Ecuaciones de longitud constante para la posicion de los eslabones:

~ ) (b; - @) - (b, — @) (b; — @)

IIM-P

Fi(x) = fk(x)
=1

J

Ecuaciones de velocidad para los eslabones:

B - )" (b - )|

.M-P
—
~

R =) @] =

j=1 j=1

Ecuaciones de aceleracion para los eslabones:

F5(x) = Z[fk(x) z d])T(bj - aj) + (b] - d})T(bJ - dj)]z

Ecuaciones de posicion angular para los engranes:

F,(x) = Z [fe(O]? = Z 0C4,; — (Q014,; — r369241,)]

]:

Ecuaciones de velocidad angular para los engranes:

) 6c4; — (0614, rpc024;)]’

M*

Fs(x) = z [fie(2)]?

~.
[uny

Ecuaciones de aceleracion angular para los engranes:

S

F(x) = ka(x) Z [6ca; — (QE14; — rpc624))]°

-
[

Siendo la funcion objetivo F(x) la suma de éstas 6 ultimas, quedando como sigue:

F(x) = Fi(x) + F,(x) + F3(x) + Fy(x) + F5(x) + Fo(x)
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

El resultado para este ejemplo se muestra en la Figura 2.13:

10:; T T A - | IS — — | —

L 1 L | L I 1 1 L TR

10 -5 0 5 10 15

Figura 2.13 Resultado de la Sintesis de un mecanismo de 4 barras
engranado revertido.

Donde:
a,, = 12.64 024, = 6.58 rad/s
a;y = —7.41 034, = 1.90 rad/s
bix = 0.61 0C4, = 1.58 rad/s
by = —3.20 0C4, = 1.51 rad/s
8C4,, = 5.68rad 0C4; = 1.51 rad/s
0C413 = 0.28 rad 6C4, = 0.01rad/s?
024,, = 2.77rad 6C4, = 0.00 rad/s?
024,35 = 0.09rad 8C4, = 0.00 rad/s?

02414 = 2.69 rad 624, = —1.12rad/s>

034, = 0.69 rad/s?

Las gréficas de posicion, velocidad y aceleracion del engrane C son las Figuras 2.14,2.15 y
2.16 respectivamente. Las cuales confirman que las condiciones son cumplidas.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

6C

wC

3501 /-

300; / /
250

200/
i /
150| P

100}

50/ ]
or N B N N N :

0 50 100 150 200 250 300 350
g1

Figura 2.14 Desplazamiento angular del engrane C respecto al giro de manivela.

20-\ ——

: /
/
\

05/

0 50 100 150 200 250 300 350
g1

Figura 2.15 Velocidad angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

1 N
\

aC
_‘i
/!

50 100 150 200 250 300 350
01

Figura 2.16 Aceleracion angular de engrane C respecto al giro de manivela.

2.4 Diseno de un mecanismo de 4 barras engranado.

Figura 2.17 Mecanismo de 4 barras engranado.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

La Figura 2.17 muestra un mecanismo de cuatro barras con engranes. Donde el engrane A
estd fijo a la manivela, un engrane compuesto (engranes B; y B,) con eje de giro en el
punto b; y un ultimo engrane C considerado como la salida del mecanismo.

2.4.1 Ecuaciones de disefio para los eslabones.

Las ecuaciones de disefio para los eslabones de este mecanismo, son las mismas que ya se
han obtenido para el mecanismo de cuatro barras engranado revertido correspondientes a las
ecuaciones de la (2.15) a la (2.20), pero la relacion de movimiento de los engranes es
diferente y se explica en la seccion siguiente.

2.4.2 Ecuaciones cinematicas de los engranes.

Para los engranes A — B;, y considerando que 9A4j = 014;, porque el engrane A esta unida
al cuerpo 1, se tiene la siguiente relacion:

6B4; — 624 N,

6A4; —624;  Np,

. Ny, . .
6B4; = —E(amj — 624;) + 024
1
. Na\ Ny |
OB4; = |1+~ )024; - =014, (2.45)

NB1 By

Renombrando los coeficientes de la ecuacion (2.45) como 145 = Ny/Ng, y @ =1+ 15 la
ecuacion (2.45) queda como sigue:

0B4; = Q024; — 1456014, (246)

Integrando ahora la ecuacion (2.46):

OB4,; = Q024 — 145014, (2.47)

Para obtener la aceleracion angular §B4j se deriva respecto al tiempo la ecuacion (2.46).

o . o 248
B4, = Qi24; — 1,014, (2.48)
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Para los engranes B, — C se tiene la siguiente relacion:

6C4; — 634, Ny

2

0B4; — 034,  Nc

. Ng, .. . .
6c4; = —N—;(934j — 634;) + 634;

Ns,

) B NB2 ) g
9C4j =({14+—= 934]-— N, B4j (2.49)

N,
Renombrando los coeficientes de la ecuacion (2.49) como rgc = Ng,/Nc yR =1 +1p¢ la
ecuacion (2.49) queda como sigue:

Sustituyendo (2.46) en (2.50) y desarrollando, se tiene:

OC4; = RO34; — 15 Q024 + Teryp014; (251)
Integrando ahora la ecuacion (2.51)
9C4’1] = R9341] - chQ9241j + TBcrA3014’1j (252)

De igual forma que la aceleracion éB4j, se deriva a (2.51) respecto al tiempo para obtener
6C4;:
0C4; = RO34; — 15cQ024; + 15145014 (2.53)

2.4.3 Coeficientes de influencia.

De igual forma que las ecuaciones de disefio para los eslabones, los coeficientes de influencia
en este mecanismo de cuatro barras engranado son los mismos que en el caso anterior y su
desarrollo est4d dado por las ecuaciones de la (2.27) a (2.44).

2.4.4 Ejemplo de disefio de un mecanismo de cuatro barras
engranado con condicion de detenimiento.

Suponga que se desea disefiar un mecanismo con la configuracion de la Figura 2.17, de tal
forma que el engrane C, presente un detenimiento, es decir, velocidad y aceleracion cero
cuando haya girado 300°.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Para este ejemplo, se plantearon las siguientes condiciones de los puntos de precision con

j=1234:
014,, = 299.5°

0145 = 299.7°
614‘14 = 3000

A Vs
014, = > rad/s
) T

014, = > rad/s

) T
0145 = > rad/s

) T
014, = 5 rad/s

014, = 0 rad/s?
014, = 0 rad/s>
014, = 0 rad/s?
014, = 0 rad/s>

014,, = 330°
014,53 = 300°
014,, = 110°
Ao =0

Aoy = 0

by, = —9.16
boy = _61
0C4,, = 300°

0C4,, = 0 rad/s
0C4,, = 0 rad/s?
Tyg = 3
rgc = 0.29

Al igual que el ejemplo mostrado en la seccion 2.3.5, se presenta a continuacion la obtencion

de la funcién objetivo:

Ecuaciones de longitud constante para la posicion de los eslabones:

IIM-P

ﬂ@—Zﬁ@
=

Ecuaciones de velocidad para los eslabones:

- a;) (b — ;) — (b,

—ay)" (b, - a1)]2

F,(x) —24: [ (2)]? Z[(b a]) (b; — a])]

]:

Ecuaciones de aceleracion para los eslabones:

F3(x) =z4: [fi (0)]? i

j=1

d})T(bj —a;) + (5] - d;)T(bJ - dl)]z

Ecuaciones de posicion angular para los engranes:

R@ =) [f@F =

4 4

1

[6C4,; — (RO34y; — 150Q024y; + T5cTap014,))]”

Ecuaciones de velocidad angular para los engranes:

——
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

4 4
. . . . 2
Fs(x) = Z[fk(x)]2 - 2[ec4j — (RO34; — 15cQ024; + 15c145014,)]
=1 =1

Ecuaciones de aceleracion angular para los engranes:

4

4
Fe(x) = Z[fk(x)]2 = 2[964j — (RG34, — r5.Q024; + rBCrABéMj)]Z
j=1 '

j=1
Siendo la funcién objetivo F(x) la suma de éstas 6 ultimas, quedando como sigue:

F(x) = F1(x) + F,(x) + F3(x) + Fy(x) + F5s(x) + Fe(x)

El resultado para este ejemplo se muestra en la Figura 2.18:

Figura 2.18 Resultado de la Sintesis de un mecanismo de 4 barras
engranado.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

Donde:

a;, = 5.57 024, = —1.28rad/s

ay = —6.30 034, = 0.23rad/s

by, = 0.38 0C4, = 3.14rad/s

by, =3.18 6C4, = —0.74rad/s
0C4,, = 3.24rad 0C4; = —172.07rad/s
0C4,3 = 6.04 rad 0C4, = 2.42rad/s?
024,, = 7.53rad 6C4, = 4.11rad/s>
024,53 = 4.54rad BC4, = 4.86 x 10° rad/s?

02414 = —0.59 rad éZ41 = —1.12rad/s?

034, = 0.69 rad/s>

Las graficas de posicion, velocidad y aceleracion del engrane C son las Figuras 2.19, 2.20 y
2.21 respectivamente.

300/

250!

200 //
2 150 /
100 /

o
_

0/

0 50 100 150 200 250 300 350
61

Figura 2.19 Desplazamiento angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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2. Sintesis de mecanismos planos con eslabones y engranes

aC

N~

/

2.0 /

1.5¢

1of /// :
«”’, \ _—'E

0.0 = i i  m m m———

0 50 100 150 200 250 300 350
61

wC

Figura 2.20 Velocidad angular del engrane C respecto al giro de manivela.

’/ \ —:
O f
-5
- 10!
- 15/
0 50 100 150 200 250 300 350

61

Figura 2.21 Aceleracion angular del engrane C respecto al giro de manivela.

34

——
| —



3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Capitulo 3

Sintesis de mecanismos esféricos con
eslabones y engranes.

3.1 Introduccion.

La sintesis de mecanismos esféricos engranados es un tema que ha sido estudiado por Ching-
Kuo Lin y C.H. Chiang [22] para sintetizar mecanismos de cinco barras por el método del
polo.

T.W. Lee y E. Akbil [23-25], presentan la sintesis de mecanismos esféricos de 5 barras y dos
engranes con condiciones de detenimiento por medio de trigonometria esférica y
transformaciones secuenciales coordinadas por matrices reales ortogonales.

El presente capitulo aborda la sintesis de mecanismos esféricos engranados de tal forma que
la metodologia desarrollada sea una extension logica de la utilizada en el capitulo anterior.

3.2 Fundamentos.

Anélogamente a las matrices de desplazamiento plano, el movimiento espacial de un cuerpo
rigido esta dado por las matrices de desplazamiento espacial.

3.2.1 Matrices de desplazamiento espacial.

Las componentes de un punto de interés q;, perteneciente a un cuerpo rigido después del
desplazamiento espacial se definen de acuerdo a la ecuacion (3.1):

(a;) = [D4,](a0) 3.1)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Donde [D1 j] es la matriz de desplazamiento de dimension 4 X 4, que define el

desplazamiento de la posicion j — ésima relativa a su posicion inicial, la cual estad dada por
la siguiente expresion:

[Dlj] _ [[Rgaé)u] (pj — [Rlelj,u]pl)] (3.2)

y [Rgl j,u] es la matriz de 3 X 3 que indica el desplazamiento angular relativo de la posicion
J — ésima desde la posicion inicial con giro sobre el eje definido por el vector u.

La matriz de desplazamiento espacial (3.2) tiene la siguiente forma al ser desarrollada:
[Dij] _|da1 dy dzz dag (3.3)

Donde:

dll = Celj + uJZC - CeljuJZC

diz = Uy — CByjuuy, — S04 ju,

di3 = S0quy + uyu, — COqju u,

dig = _Celjplx + Pjx — plxu?c + Celjplxuyzc - plzseljuy ~ P1yUxUy + Celjplyuxuy
+p1yseljuz — P1zUxUz T Celjplzuxuz

dy1 = uyuy, — COqjusuy, + S0, u,

d22 = C91] + ujz/ - Celju_f)z/

dyz = =S8 u, + uyu, — COyju,u,

d24 = _Celjply + Pjy + plzseljux — PixUxUy + Celjplxuxuy - plyu321 + Celjplyujzz
_plxseljuz — P1zUyUy + Celjplzuyuz

d3; = =S8y u, + uu, — COyju u,

ds3; = SOqjuy + uyu, — COyju u,

d3z = CO1; + uz — COyjus

d34 = _Celjplz + Pjz — plyseljux + plxseljuy — D1xUxUz + Celjplxuxuz
—P1yUyu, + COyjp1yuyu, — P17z + C91jp1zu§

dyy =dsy =dy3 =0

dy =1
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

3.2.2 Matrices de desplazamiento diferencial espaciales.

De igual forma que se obtuvieron las derivadas de las ecuaciones de longitud constante para
la sintesis de mecanismos planos engranados, se presentan a continuacion las expresiones

para las matrices de velocidad y aceleracion espacial [VJ-] y [A]-] respectivamente:

4 =Wla;

4] = [[We)p)] (i’j—[Wéj,pj]Pj)] [q,-] (3.4)
L0l L ooo 0 0 (3.5)
;= [4a, |

4] = [[Wajp)] (i’rj—[Waj,m]p;)] ] (3.6)
L0l L oo0o0 0 0 (3.7)

Donde los términos [Vj] y [WQ j,pi] en las ecuaciones (3.4) y (3.5) reciben el nombre de
matriz de velocidad espacial y matriz de velocidad angular espacial respectivamente.

De manera semejante, las matrices [Aj] y [Wé i j] en las ecuaciones (3.6) y (3.7) son
llamadas matriz de aceleracion espacial y matriz de aceleracién angular espacial.

El desarrollo de las matrices de velocidad y aceleracion angular puede estudiarse en la

referencia [1,23] mientras que su expresion desarrollada se muestra en las ecuaciones (3.8) y
(3.9).

V11 Viz Viz Via

[Vj] — 521 zzz 323 524 (3.8)
31 V32 V33 VUsg
Va1 Vs Va3 Vyg

Donde

Vg = Vpp = V33 = Vgq = Vgp = Vy3 = Ugy = 0
Vi, = —U,0

Vi3 = uy9

Viga = pjx - pjzuye + pjyuze

Vyy = U0

Vg3 = —uxé

Vasa = pjy + pjzuxe - pjxuze

V3 = —uyé

V3 = U0

V34 = Djz — pjyuxé + pjxuyg
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Ay Ay A1z Q1g

[A] ;1 dpp Az3 Q4 (39)
J azp Qzz 0Qz3 QAzg
Qg1 Qgp Qg3 Qyq

Donde:

a1 = (UxZ - 1)92

A1; = Uyuy 0% — 1,6 —u,0

a3 = Uy, 0% + 1,0 + u, 0

A4 = Pix + piyuzé + piyuzé - piyuxuyg2 + pixuyzg2 + pixuzzé2
—piz(uy 0 + 1,0 + uyu,6?)

Az = uyuy8% + 1,0 + u,0

az; = (u,? —1)6?

Az = UyU,0% — U, 0 — u, 0

Az4 = Piy — pixuzé - pixuzé + piyuxzé2 - pixu;vcuyé2 + piyuzzé2
+Piz (Ur 0 + 1,0 — uyu,6?)

as; = uyu,0° — 1,0 —u,6
a3z = UyU, 07 + 1,0 + u, 0

asz = (u,? — 1)62

A3q = Diz + Dixtly0 + Dixtly 0 + piu 20 + puy, 202 — pryusu, 02
—pl-y(uxé + 1,0 + uyuzéz)

Qg1 = Q42 = Qy3 = Qgq =0

3.2.3 Razodn de trenes conicos planetarios externos.

El método de la formula permite obtener la relacion del tren de engranes implementada en
la cadena cinematica de mecanismos planos.

De manera analoga a este procedimiento, es necesaria la obtencion de una expresion
matematica que determine la razon de velocidades de un tren planetario conico.

Para obtener la expresion matematica para trenes planetarios conicos externos, se analiza
cinemadticamente el tren de engranes mostrados en la Figura 3.1 compuesto por el sol (cuerpo
1), satélite (cuerpo 2), el brazo (cuerpo 3) que los une y la tierra (cuerpo 0).
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

I, —»

el
vy

Figura 3.1 Tren planetario conico externo.

Los grados de libertad son:

GDL=3(L-1)-2J,— ],
GDL=3(4-1)-23) -1
GDL=33)—-6-1=2

El nimero de contornos independientes es:

me=J-L+1
Me=4-4+1=1

La Figura 3.2 muestra el diagrama de contorno y el diagrama de velocidades en la Figura 3.3.

Figura 3.2 Diagrama de contorno del
tren planetario conico externo.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

>
X

vy

Figura 3.3 Velocidades del tren planetario cénico externo.

Del contorno I se tiene:

W1 + Wy + W3z + Wo3 =0 (3.10)
Donde:
w10 = Oi + (1)10]. + Ok
Wy = WaUz, (3.11)
W3y = W3U3;
w03 == Oi + (1)03j + Ok
Ademas:

Uy = R,(—p1)j
U3, = R,(—p1 — p2)j

Donde R, es la matriz de rotacion respecto al eje z, definida como sigue:

cosf@ —sin8 O
R,(0) =|sinf cosf O
0 0 1
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Pero se sabe que el angulo que existe entre las flechas de los engranes es p = p; + p,
entonces lo anterior queda como sigue:

Uy = R, (—py)j
usz; = R, (—p)j (3.12)

Las velocidades angulares absolutas son:

Wi9 = Wqg
W9 = Wig + Wy (3.13)
W39 = —Wo3

Utilizando (3.12) en (3.11) se tiene:

w19 = 0i + wqoj + 0k

Wy1 = Wy1 SiNp; I+ wyy cOspy j + 0k (3.14)
W3, = W3z sin(py + p2) i + w3z cos(py + pz) j + 0k

wo3 = 0i — w30 + 0k

Sustituyendo (3.14) en (3.10) y separando sus componentes se obtiene un sistema de dos
ecuaciones escalares:

W31 Sin p; + w3z sin(py +p;) =0
W19 — W3 + W21 COS P1 + w3z cos(py +p) =0 (3.15)

Ya que se tienen cuatro incognitas y dos ecuaciones escalares y se sabe que GDL = 2, se
resuelve el sistema (3.15) para w,; y w3, dando w4 y wsg-

(w10 — w3p) sin(p; + p3)
—cos(py + p2) sin(p,) + cos(py) sin(p; + p2)

_ (w10 — w3p) sin(py)
cos(p1 + po) sin(py) — cos(py) sin(py + p3)

W31 = —

W3y =

Simplificando el resultado anterior se obtiene:

(w10 — W30) sin(p; + p2)
sin(p,) (3.16)
Ous = (w19 — W30) sin(p;)
2 sin(pz)

Y al despejar la diferencia de velocidades (w1¢ — w3g), se tiene:

Wy = —

W33 sin p;

(w19 — w30) SiNp;

(3.17)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Pero:
W3y = —Wy3

Entonces puede escribirse a la ecuacion (3.17) como sigue:

—Wy3 _ Sinp;
w1p — W39  SiN P2 (3.18)
Wo3 _ _smpl (319)
W19 — W30 sin p,

Donde w53 es la velocidad del engrane satélite relativa el brazo, wqg es la velocidad absoluta
del engrane sol y w3, es la velocidad absoluta del brazo.

Por otro lado, en la Figura 3.4 puede observarse que:

=<V

.\

vy
Figura 3.4
sin =re—1 ; sin :7};2
P1 A ; P2 n
cos =& ; cos =E
p1 h ) p2 h
( |
L # )




3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Por lo tanto, el segundo miembro de (3.19) puede escribirse como:

, Ter
sin pq h
- = r
sinp, ez

h
Sinp;  Te
Sinp;  Tez
sinp; N;
sinp, N,

Y finalmente puede escribirse a (3.19) como sigue:

=—— (3.20)

El resultado mostrado en la ecuacion (3.20) puede escribirse de forma mas general, y de
acuerdo a la Figura 3.5 de la siguiente manera:

Figura 3.5 Tren planetario conico externo.

Wi+1,k Ny—1  Sinpyg_q

(Wk-1,0 — Wi,0) T Negr Sinpes (3.21)

3.2.4 Razodn de trenes conicos planetarios internos.

De igual forma al tren conico planetario externo, se analiza cinematicamente el tren de
engranes mostrado en la Figura 3.6.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Figura 3.6 Tren planetario conico interno.

Los grados de libertad del tren planetario interno, al igual que el externo, es GDL = 2.

El numero de contornos independientes es:

ne=J—-L+1
ne=4-44+1=1

La Figura 3.7 muestra el diagrama de contorno y el diagrama de velocidades en la Figura 3.8.

Figura 3.7 Diagrama de contorno del
tren planetario conico interno.

44

——
| —



3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

rY

Figura 3.8 Velocidades del tren planetario conico interno.

Del contorno I se tiene:

a)10 + w21 + w32 + (1)03 = 0 (322)

a)10 = Oi + (,l)loj + Ok

W31 = Wa1Uz1 (3.23)
W3y = W3U3;
w03 == Oi + (1)03j + Ok

Uy = R, (—p1)j
U3y = Rz(‘(/h - Pz))j

Pero se sabe que el angulo que existe entre las flechas de los engranes es p = p; — pa,
entonces lo anterior queda como sigue:

Uy = R, (—p1)j
Uz, = R,(—p)j (3.24)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Las velocidades angulares absolutas son:

Wi9 = Wqg
Wy = W19 + Wy (3.25)
W39 = —Wo3

Utilizando (3.24) en (3.23) se tiene:

w9 = 0i + wqoj + 0k

Wy = Wy Sinpy i+ wyqcospyj+ 0k (3.26)
w3, = w3, sin(p; — py) i + w3, cos(p; — p,) j + 0k

wy3 = 0i — w3oj + 0k

Sustituyendo (3.26) en (3.22) y separando sus componentes se obtiene un sistema de dos
ecuaciones escalares:

W31 Sin p; + w3z sin(p; — p;) =0
W19 — W3g + Wz1 COSP; + w33 cOS(py; — p2) =0 (3.27)

Ya que se tienen cuatro incégnitas y dos ecuaciones escalares y se sabe que GDL = 2 se
resuelve el sistema (3.27) para w,; y w3, dando w4 y wsg-

(w19 — w30) sin(p1 — p2)
—cos(p1 — p2) sin(py) + cos(p1) sin(py — p2)

(w19 — w30) sin(p;)
cos(py — p2) sin(py) — cos(py) sin(py — p2)

Wr1 = —

W3y = —

Simplificando el resultado anterior se obtiene:

Won = (w10 — w3p) sin(py — p2)
21 sin(p,) (3.28)
(w10 — w3p) sin(py)
sin(p,)

W3y = —

Y al despejar la diferencia de velocidades (w1¢ — w3g), se tiene:

W32 _ _ sin(p;) (3.29)
W19 — W30 sin(pz) '
Pero:
W3y = —Wy3
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Entonces puede escribirse a la ecuacion (3.29) como sigue:

W3z sin p;
W10 — W30 sin p, (3.30)
W33 __Sinpq

wWip — W39 SN,
Donde w55 es la velocidad del engrane satélite relativa el brazo, w4 es la velocidad absoluta
del engrane sol y w3, es la velocidad absoluta del brazo.

Por otro lado, en la Figura 3.9 puede observarse que:

rY

>
Figura 3.9
. _ Te1 . . _ Te2
smpl—T ; smpz—r
Yo a
CoSs pq =7 ; COoS po =E




3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Por lo tanto, el segundo miembro de (3.30) puede escribirse como:

, Ter
sin pq h
- = r
sinp, ez

h
Sinp;  Te
Sinp;  Tez
sinp;, N;
sinp, N,

Y finalmente puede escribirse a (3.30) como sigue:

W33 Ny
=5 (3.31)

W19 — W3p N,
El resultado mostrado en la ecuacion (3.31) puede escribirse de forma mas general, y de

acuerdo a la Figura 3.10 de la siguiente manera:

AY

k-1

V%/\\\\\\

0

- P =l iF

A 4

Figura 3.10 Tren planetario cénico interno.

Wi+1,k _ Ny—y  sinpy_q
(W-1,0 = Wko0)  Nis1 SN Pgiq (3.32)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

3.3 Sintesis de un mecanismo esférico de 4 barras
engranado revertido.

La Figura 3.11 muestra un mecanismo esférico de cuatro barras engranado revertido.

Figura 3.11 Mecanismo esférico de 4 barras engranado revertido.

3.3.1 Ecuaciones de disefo para los eslabones.

De acuerdo a la Figura 3.11 y considerando j puntos de precision con j = 1,2,3,4, las
ecuaciones de disefio de longitud constante y sus derivadas son:

(b; - aj)T(bj - a;) = (b; — a)" (b, — a,) (3:33)
T (b,~4) (b~ @) =0 334
(b] - d]) (bj - a]-) + (bJ - d]) (bJ - d]) =0 (3.35)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

A estas ecuaciones se agregan 4 ecuaciones mas que restringen a los puntos a,, a, by y b,
a contenidos en el lugar geométrico de una esfera unitaria. Restringir la sintesis a una esfera
unitaria permite después escalar el mecanismo a las dimensiones que sea necesario.

(ap)"(ay) =1 (3.36)
(a)"(a;) =1 (3.37)
(bo)T(bo) =1 (3.38)
(b)"(by) =1 (3.39)

En las ecuaciones (3.33) a (3.39) se tiene que:

(@) = [Dy)](ar) (b;) = |E4;](by)
(&) = [Vp|(a)) (b) = [Vg](B)) (3.40)
() = [4p)](ay) (b)) = [4g](b))

Ademas las matrices de desplazamiento y desplazamiento diferencial espaciales de las
ecuaciones (3.40) estan definidas como sigue:

[Dlj] _ -:R9141j,a0] ( [R9141] ao] ao)l
L 000

Vo] = -W914f'“0] ( [W614J aO] aO) (3.41)
L 000

|45, = -Aél“'f’“o] (do B [Aél‘*j'ao] aO)l
L 000 0

[Elj] = _:R9341]-,b0] ( [R9341] bo] bo)l
L 000

[VE].] = _Wé)34j,b0] ( [W934] bo] bo)l (3.42)
L 000

PR CHRCETIY
L 000 0

3.3.2 Ecuaciones cinematicas de los engranes.

Considerando que el engrane C es la salida del mecanismo, se obtendra la expresion que
determine el valor de su velocidad angular en funcion de las velocidades angulares de los
eslabones y la razon de engranes conicos planetarios.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Considerando el tren planetario formado por los engranes B — €,y de acuerdo a la ecuacion
(3.21), se tiene:

6B1;  sinpC
6C1, ~ sinpB
. sinpB .
sin pC
oca, — 014 = —2P8 5
J - sinpC J
oca, = 614, - 22P% oy
JTUT  sinpC T
Pero se sabe que éBlj = 921j, entonces:
. . sinpB .
0C4; = 014; — sin pC 021; (3.43)

Renombrando el coeficiente de 921j en la ecuacion (3.43) como 1., quedaria como sigue:

OC4; = O14; — rch21; (3.44)
Integrando ahora la ecuacion (3.44), para obtener la ecuacion de posicion angular:
0C4,; = 014,; —15.,0214;
1j 1j BC 1j (345)

Para obtener la ecuacién de aceleracion angular 6C4;, se deriva respecto al tiempo la
ecuacion (3.44).

C4; = 014, — 15-621, ;
J 1 TBETET (3.46)

3.3.3 Coeficientes de influencia.

Anélogamente al trabajo presentado de sintesis plana, los coeficientes de influencia que
relacionan las velocidades y aceleraciones angulares de los cuerpos 2 y 3, con los datos de
entrada 914j,914j y 614;, son obtenidos al llevar a cabo un analisis cinematico del
mecanismo.

De acuerdo a la Figura 3.12, la ecuacion de posicion para cada configuracion de la sintesis,
es:
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

A\(0)
=W'
//

E =

Figura 3.12 Diagrama cinematico del mecanismo esférico de 4 barras engranado

revertido.
RO+ R1; + R2; — R3; — R4 = 0 (3.47)
Donde:

RO=a,—0 (3.48.1)
le = I:R914_].,a0:| 1"1 = (a] - ao) (3482)
RZJ = I:R914].,a0:| I:R921]',a}‘:| r, = (b] - a]) (3'48'3)
R3; = [3934J'b0]r3 = (b; — by) (3.48.4)
R4 = (b, — 0) (3.48.5)

Ademas:
ry = (a; —aop) (3.49.1)
r, = (b —ay) (3.49.2)
r3 = (by — by) (3.49.3)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

La ecuacidn de velocidad:

VO +V1; +V2,—V3;—V4=0
Donde:
Vo=0
V1 = Wiy a0 RY = 614/ [E1IRY,
V2, = [W2;]R2;
V3 = |Wpsy 40| R3; = 634[E3]R3,
Va=0

(3.50)

(3.51.1)
(3.51.2)
(3.51.3)
(3.51.4)
(3.51.5)

De las ecuaciones (3.51.1) y (3.51.5), las matrices [E1] , [E2] y [E3] se definen de la

siguiente forma:

0 —Qoz; Aoy |
[E1] = | ao, 0 —Qox
[~ %y Gox 0]
[ 0 —ay; Ay |
[EZ] =| A1z 0 —Qi1x
[Ty Gax 0]
[ 0 —bo; by |
[E3] = | bo 0 —boy
| —boy  box 0

Por otro lado, se sabe que [WZ j] esta definida como sigue [1]:

92,1 = ([Rort, o] [Ro21,0,]) ([Rort0] [Roosc])

Desarrollando el primer factor de (3.53) se tiene:

Donde [R] = [W][R]:
([Rel“}.ao].[RHZlJ,aJD - [Rgl“*mo] [RHle.ai] + [R914i.a0] [R92'1],a]]
= [W914j,a0] [R914j,aO] [R921f.aj] + [R914f.a0] [W921jraf] [R921j.aj]

= 614;[E1] [ij‘ao] [Rem,-,a,-] +621; [ij,ao] [E2;] [Rem,-,aj]

Desarrollando ahora el segundo factor de (3.53):

53
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

([R914j,a0] [R921j,aj])T = [R921j‘aj]T [R914j_ao]T (3.55)

Sustituyendo las ecuaciones (3.54) y (3.55) en (3.53), y después de multiplicar se obtiene:

(w2;] = 014/ [E1] [R914j.ao] [R921j.aj] [RHle.aj]T [R914J:ao]T

+621; [R914j.ao] [Ezi] [R921j.a1‘] [R"le.aj]T [R914j.ao]T

Al simplificar la expresion anterior da como resultado:

. R T
(W2)] = 614/[E1] + 621, [Ros, | [E2)] [Roua, (3.56)

Puede ahora sustituirse la ecuacion (3.56) en las (3.51) y estas ltimas en la ecuacion (3.50),
lo cual da lo siguiente:

. . T
014;[E1](RY, + R2;) + 621, [Roua, | [E2j] [Rora,.s| R2;

' (3.57)

Puede manipularse la ecuacion (3.57) para obtener el coeficiente de influencia para las
velocidades:

614,U1; + 621;U2; — 634;U3; = 0
621;U2; — 634,U3; = —014,U1, (3.58)

Afiadiendo 914]-A a la ecuacion (3.58) para completar el sistema donde A es un vector

unitario:
621;U2; — 634;U3; + 614;A = 614;A—614,U1,
621,U2; — 034;U3; + 614;A = 614;(A — U1;)
621;U2; — 634;U3; + 614;A = 614;B;
Donde:
A= (a,—0)
B, =A-U1;

U1; = [E1](R1; + R2))

U2; = [R914j,a0] [Ezi] [R914j,ao]TR2j
U3; = [E3]R3;
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

O matricialmente:
621;
[U2; -U3; A]|634;|=—-014;B;
614;

Expresion que puede abreviarse como:

Y finalmente pueden obtenerse las velocidades 921j y é34j a partir de los coeficientes de
influencia K1; y K2; por medio de las siguientes ecuaciones:

. . -1_\T . .
621; =v23,"i = ([J;] ' B;) 1014, = K1,614; 550
634; = v23;7j = ([]j]'lsj)Tja'mj = K2,014;

Repitiendo el proceso para obtener los coeficientes de influencia para la velocidad, ahora
para la aceleracion, se deriva respecto al tiempo la ecuacion (3.50):

A0+ A1; +A2; — A3, - A4 =0 (3.60)

Donde:

A0 =0 .
Aa1; = [H914j,é14j'a0] R1; = ([Wé’l“pao] + [W914j.a0] [W('914j,ao]>R11'
A2; = [H2)]R2;

A3; = [H934j,é34j,ao] R3; = ([W9;4J,bo] + [W('934j,b0] [W('934j,b0]) R3;
A4 =0

Tal que:
[W914j,a0] = 914]' [E1]
[W921j,a1] = 6.'21j[E2]
[W934j,bo] = 634;[E3]
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

[W91:4]’a0] = 014,[E1]
[Wéu],al] = éle[EZ]

[W93:4],b0] = é34}' [E3]

Este conjunto de ecuaciones puede reescribirse como:

40 = 0 (3.61.1)
; = (614/[E1] + 014, [E1][E1]) R1, (3.61.2)
AZ = [A2; ]Rz (3.61.3)
; = (634/[E3] + 634;"[E3][E3]) R3, (3.61.4)
A4 =0 (3.61.5)
Por otro lado, la matriz [H 2 j] estd definida como sigue:
) .
[H2)] = ([Rova, ) [Rozs,, |) (|Ro14;00| R0z, ]) (3.62)

Desarrollando factor ([RQHLW]"[RQHLMD se tiene:

([Wors, co] [Ro14,00] [RO21,, | + [Ro1a,o0| [Wor o] [Re21,0,])  363)

Derivando el primer término de (3.63):

([Ws1s, o] [R9;4!,a0] [Roz1,0,]) = [Weora, ao] [Rors,0] [Roz,.]
+ [W"l‘*pao] [R9 141.&10] [R921f.af] + [W914j'a0] [R914J'.a0] [RGZlJ‘aJ]

O bien: = 914j [E1] [R914j_a0] [R921j.aj]

+614 [EVI[EL] [Rors, | [Rocn,
+6014;021;[E1] [R914j,a0] [E2] [RGleaJ]

(3.64)

Derivando ahora el segundo término de (3.63):

([R914],a0] [W92.1],a]] [R621],a,]) = [R01.4],a0] [W921j,aj] [Rezlj,aj]

[R914j,ao] [Wéz'l ,,aj] [R921j,aj] + [Rel‘*i,«w] [W921j'af] [R92.11'a1]
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Que puede reescribirse como:
= 614,621, [E1] [ijyao] [E2] [RQZIJ.M]
+621; [Ro14, 0, | [E2] |Ro21,., | (3.65)

)
+021;" Roua, .| [E2]E2] [Ro1 |
Sustituyendo las ecuaciones (3.64) y (3.65) en (3.63) y ésta tltima en (3.62) se tiene:

[H2;] = 914/ [E1] [R914j,ao] [R"le.af] [R"le.af]T [R914j.ao]T

. 2 T T
+614; [E1][E1] [R914J-,a0] [R921j,aj] [R921j,aj] [R914]-,a0]
L T T
+6014;021;[E1] [R914j,a0] [E2] [R921j,aj] [R021j,aj] [R014j,a0]
L T T
61421 [E1] [Rous, | [E2] [Ros, | [Rozs,y| [Rotss 0]
. T T
+021; |Rous, | [E2] [Ros, | [Roz1,s | [Rotss 0]
+921j2 [R914j_a0] [E2][E2] [R921j_aj] [R921j,aj]T [R914j,a0]T
Expresion que después de simplificar quedaria como:
[H2,] = 614/[E1] + 614,°[E1][E1]
+2014,621[E1] [Ro1s, | [E2] [Rm]_,ao]T
621, [Rovs, 0| (E2] [Rona |

+9'21j2 [R914j.a0] [E2][E2] [R914f'“°]T

(3.66)

Sustituyendo la ecuacion (3.66) en las ecuaciones (3.61) y estas ultimas en (3.60) da lo
siguiente:

614;[E1]R1; + 914,-2[151] [E1]R1; + 614;[E1]R2; + 914,-2[51][51]122,-
+2614;621;[E1] [Rm,-,ao] [E2] [Rgli,j‘ao]Tsz

+621; [RGHMO] [E2;] [RHMJ.M]T R2;

+621;° [RGHMO] [E2,][E2)] [RQHNO]TRZJ-

—034;[E3]R3; — 634" [E3][E3]R3; = 0 (3.67)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Factorizando la ecuacion (3.67) se tiene:

614;[E1](R1; + R2;) + 914j2[E1][E1](R1j + R2;)
+2014,621[E1] [Ro1s, | [E2)] [RQHJ.‘M]TRZJ-
+621; [Rou4, .| [E2)] [RQHJ.‘M]T R2,

+621;° [ij’ao] [E2/][E2;] [RQHW]TRZJ-
—634;[E3]R3; — 934j2[E3][E3]R3j =0

Y renombrando la ecuacion anterior como sigue:

. . 2 . .
614,U1; + 614, [E1]U1; + 2014,;621;[E1]U2;
+621,U2; + 621,"U4; — 634;U3; — 634;"[E3]U3, = 0 (3.68)

Donde, en la ecuacion (3.68) se tiene que:

T
U4, = [R914j,ao] [E2;][E2;] [R614j,ao] R2;
De ésta forma, entonces:

614,U1; + 621,U2; — 634,U3;
— (614" [E1]U1; + 2014621, [E1]U2; + 621,"U4; — 634;"[E3]U3;)
= — ([E1](614,° U1, + 2014/621,U2)) + 621,° U4, — 634, [E3]U3,)
= — ([E1](614,° U1, + 2014/(K1,614))U2;) + (K1,614) U4; — (K2;014;)°[E3]U3; )
= — ([E1](614,° U1, + 2014, K1,02;) + K1,2014;,"U4; — K2,7614," [E3]U3; )

= —614;"([E1)(U1, + 2K1,U2,) + K1,°U4; — K2;*[E3]U3;)
Finalmente:

014;U1; + 621,U2; — §34;U3; = —614," U5,
621,02, — §34,U3; = —014;U1; — 614" US; (3.69)

Afadiendo é14jA a la ecuacioén (3.69) para completar el sistema:
021;U2; — 634;U3; + 014;A = 014;,A — 014;U1; — 014, US5;
621,U2; — 634;U3; + 614;A = 614;(A — U1;) — 614,°US5;
021;U2; — 634;U3; + 014;A = 014;B; — 614, US5;
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

O matricialmente:

621;
[U2; —U3; A]|634;|=614;B; — 614,°US;
614;

Expresion que puede abreviarse como:

[J;]a23; = 614,B; — 614;"Us5;
az23; = [J;]" (614;B; - 614, Us,)

Para finalmente poder obtener las aceleraciones 6 21y é34j a partir de los coeficientes de
influencia K3; y K4; por medio de las siguientes ecuaciones:

621; = a23;"i
T
_ ([]].]'1 (614;B; - 914,-2U5j)) i

- T . - T |
= (,17'B;) 1614, - ([;]'B;) 614,
= K1,614; — K3;014;"

(3.70)
634; = a23;"j
T
_ ([]].]"1 (614;B; - 914j2U5j)> j
- T .. - T |
= ([]i] 131) Jjo14; — ([11'] 131) jo14;°
= K2,014; — K4,614;" (3.71)

3.3.4 Ejemplo de disefio de un mecanismo de cuatro barras
engranado revertido.

Suponga que se desea disefiar un mecanismo con la configuracion de la Figura 3.11, de tal
forma que el objetivo sea que el engrane C presente una aceleracion de 0 rad /s?, velocidad
de 1.5 rad/s cuando éste haya girado 100° y la manivela se encuentre a 100° respecto de
su primer punto de precision con una velocidad constante de /2 rad/s.

Para este ejemplo, y considerando las ecuaciones de disefio de los puntos 3.3.1 a 3.3.3 con
Jj = 1,2,3,4 se plantearon las siguientes condiciones de los puntos de precision:

59

——
| —



3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

814,, = 99.5° 034,, = 109.5°
014,; = 99.7° 034, = 109.7°
014,, = 100° 034, = 110°
A T —
014, = > rad/s ZOx ~ 0
) s oy —
014, = > rad/s Ay, =
. T by, =1
0145 = > rad/s box _
oy =
A T
014, = > rad/s 5?324: 0 60°
14 =

014, = 0 rad/s>
014, = 0 rad/s?
014; = 0 rad/s?
014, = 0 rad/s>

La funcidn objetivo se obtiene de la siguiente manera:

0C4,, = 1.5rad/s
0C4,, = 0 rad/s?

Ecuaciones de longitud constante para la posicion de los eslabones:

R0 = Z [ O - @) (b~ ) - (by — )" (by — )|

]:

".M'P

Ecuaciones de velocidad para los eslabones:

F,(x) —24: [ (2)]? Z[(b a]) (b; — a])]

Ecuaciones de aceleracion para los eslabones:

F5(x) = Z[fk(x) z d])T(bj - aj) + (b] - d})T(bJ - dj)]z

: ]=1
Ecuaciones de esfera unitaria:
Fy(x) = ((ap)"(ap) — 1)*
Fs(x) = ((a)"(ay) — 1?
Fe(x) = ((bo)" (b) — 1)?
F;(x) = ((b1)"(by) — 1)°
Ecuaciones de posicion angular para los engranes:

4 4

Fg(x)—Z[fk(x) 2[9641, (014, — 15c621,,)]°
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Ecuaciones de velocidad angular para los engranes:

4 4

Fo(x) = Z[fk(x)]z _ 2[964]- — (614; — rpc621))]°

]:1 ]=1

Ecuaciones de aceleracion angular para los engranes:

4 4
Fio(x) = Z[fk(x)]z = Z[éc‘b' - (9141j - TBc9211j)]2
j=1

j=1

Siendo la funcion objetivo F(x) la suma de éstas 6 ultimas, quedando como sigue:

F(x) = Fi(x) + F,(x) + F3(x) + F,(x) + Fs(x) + Fs(x) + F;(x) + Fg(x) + Fo(x) + F(x)

El resultado para este ejemplo se muestra en la Figura 3.13:

b,

Figura 3.13 Resultado de la sintesis de un mecanismo esférico
de 4 barras engranado revertido.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Donde:

a,, = 0.949 032, = —1.041 rad/s
ay = —0.089 032, = —3.593 rad/s
a,;, = 0.302 032; = —3.287 rad/s
bix = —0.039 032, = —2.202rad/s
by = —0.996 0C4, = 1.145 rad/s
b,, = 0.080 0C4, = 1.638 rad/s

6C4,, = 0.942rad 6C4; = 1.639 rad/s

0C4y5 = 1.354 rad 632, = —0.535rad /s’

021;, = 4.1197rad
021,53 = 2.059rad
0214, = 2931 rad
032, = —4.966rad
032,353 = —1.619rad

032, = —3.617rad/s?
032; = —1.672rad/s?
032, = 2.578rad/s?
0C4, = 0.240rad/s?

032, = 1.150 rad §C42 = 0.001rad/s?
021, = 2.144 rad/s 0C4; = 0.003 rad/s*
034, = —3.764 rad/s ?211 = —1.214rad/s?

034, = —3.1087rad/s?
1gc = 0.2

Las graficas de posicion velocidad y aceleracion del engrane C son las Figuras 3.14,3.15 y
3.16 respectivamente. Las cuales confirman que las condiciones son cumplidas.

400 [ /

300 /

e

Ve

Q 200 /
100
0 //
0 50 100 150 200 250 300 350
o1

Figura 3.14 Desplazamiento angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

wC

aC

26 |

24

2.2

2.0

1.8

/ /

_

50 100 150 200 250 300 350
61

Figura 3.15 Velocidad angular del engrane C respecto al giro de manivela.

50 100 150 200 250 300 350
01

Figura 3.16 Aceleracion angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

3.4 Diseno de un mecanismo esférico de 4 barras
engranado.

La Figura 3.17 muestra un mecanismo esférico de 4 barras con un tren de engranes conicos
planetarios de tres ejes y cuatro engranes en total.

Figura 3.17 Diagrama cinematico del mecanismo esférico de 4 barras engranado.

3.4.1 Ecuaciones de disefio para los eslabones.

Las ecuaciones de disefio para los eslabones de este mecanismo, son las mismas que ya se
han obtenido para el mecanismo de cuatro barras engranado revertido correspondientes a las

ecuaciones de la (3.33) ala (3.42)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

3.4.2 Ecuaciones de diseno de los engranes.

La Figura 3.18 muestra las variables que estan involucradas en la sintesis:

6B3

Figura 3.18 Variables involucradas en la sintesis del mecanismo esférico engranado.

De la Figura 3.18 y para los engranes A — B;, considerando que éAZj = —921j, se utiliza

la ecuacion (3.21): .
0B2; sin pA

0A2; sin pB;
. . sin pA
0B2; = —0A2; —
sin pB,
. sinpA .
0B2; = —2— 921, (3.72)
sin pB;
( ]
L )



3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Renombrando el coeficiente de 921j como 145 se puede reescribir la ecuacion como sigue:
6B2; = 1,5621, (3.73)

Ahora para los engranes B, — C se tiene la relacion:

6C3 j _ sinpB,
6B3;  sinpC
. sinpB, .
6c3; = — —""2¢p3, (3.74)
. sinp C
Renombrando el coeficiente de B3 como 1 la ecuacion queda como:

0C3; = —1pc0B3; (3.75)

Cuando el eje de giro de tres cuerpos coincide, es posible obtener una relacion util entre sus
velocidades angulares, como en el caso de los cuerpos que giran respecto a los ejes que pasan
por b, y b, respectivamente, se tiene que:

6:?34]- = é3cj + éc4j (3.76)
623; = 02B; + 6B3; (3.77)

Considerando que 936}- = —6C3 ;y despejando 6C 4; de la ecuacion (3.76):
6C4; = 634; — 63C;
0C4; = 034; + 0C3; (3.78)

Sustituyendo la ecuacion (3.75) en (3.78):

; : ; 3.79
0C4; = 034; — 15.0B3; (3.79)
Despejando éBBj de la ecuacion (3.77):
6B3; = 623, — 625, (3-80)
Puede sustituirse (3.80) en (3.78):
6C4; = 034; — 15:(023; — 62B;)
6C4; = 034; — 15:023; + 1502B; (3.81)

De la ecuacion (3.73) se sabe que 932]- = rA3921j, ademas QZBj = —QBZJ-, por lo tanto, la
ecuacion (3.81) se puede escribir como:

064‘] = 034‘] - TBCB'ZBJ' + rBC(_rAB921j)
6C4; = 034; — 150023; — 14515:021; (3.82)
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Finalmente, para que la ecuacion (3.82) esté en funcion de las variables de la Figura 3.18 y

sabiendo que 632 ;= —623 ., se reescribe de la siguiente manera:
0C4; = 034 + 15c032; — 14575c021; (3.83)
Integrando la ecuacion (3.83) se tiene:
6C4‘1] = 6341] + T'BCH321]- - rABrBCHZ]-lj (384)

Y se deriva a (3.83) respecto al tiempo para obtener la aceleracion del engrane de salida C:

6C4; = 034; + 150032; — 1457pc021; (3.85)

Por otro lado, el angulo relativo 832 como funcién del angulo de entrada de manivela 614,
puede obtenerse de la siguiente manera de acuerdo a la referencia [27].

Cosd32 = CosBCosn — CosyCosa — SenySenaCos014
0sv92 = SenfiSenn (3.86)

Donde «,f,n y y son los angulos de la manivela, balancin, acoplador y tierra,
respectivamente definidos de la siguiente manera:

B (a)"(ay) (3.87.1)
@ = drcCos <||(ao)||||(a1)||>
(bo)" (by)
B = ArcCos <||(b0)||||(b1)||> 850
n = ArcCos <—(a1)T(b1) ) 3.87.3
@D MBI (3.87.3)
y = ArcCos <—(a0)T(b0) )
1@ B (3.87.4)

Para obtener 932]- y 632, j se deriva la ecuacion (3.86) respecto al tiempo dos veces,
quedando lo siguiente:

432 = 9.14SenySenaSen914
- SenfiSennSen632 (3.88)
.. SenySena , .. . . 1 3.89
032 = — (—————(614Senf14 + 0142Cos014) + 632%C 932)— (3.89)
(SenﬁSenn ( en + 08 ) + 03 Senf32

3.4.3 Coeficientes de influencia.

De igual forma que las ecuaciones de disefo para los eslabones, los coeficientes de influencia
en este mecanismo de cuatro barras engranado son los mismos que en el caso anterior y su
desarrollo esta dado por las ecuaciones de la (3.47) a (3.71).
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

3.4.4 Ejemplo de disefio de un mecanismo esférico de cuatro barras
engranado con condicidén de detenimiento.

Suponga que se desea disefiar un mecanismo con la configuracion de la Figura 3.17, de tal
forma que el engrane C, presente un detenimiento, es decir, velocidad y aceleracion cero
cuando haya girado 180°.

Para este ejemplo, y considerando las ecuaciones de disefio de los puntos 3.3.1 a 3.3.3 con
Jj = 1,2,3,4 se plantearon las siguientes condiciones de los puntos de precision:

014,, = 99.8° 034,, = 199.8°
0145 = 99.9° 034,5 = 199.9°
014, = 100° 034, = 200°
. T —
014, == rad/s agx = 0
2 agy, =0
. i) 0y
014, = > rad/s g, =1
014, == rad/ boy =0
3= raass 0C4,, = 180°
. /s :
014, = 2 rad/s 0C4,, =0rad/s
0C4,, = 0 rad/s?

014, = 0 rad/s?
614, = 0 rad/s>
014, = 0 rad/s?
614, = 0 rad/s>

La funcion objetivo se obtiene de la siguiente manera:

Ecuaciones de longitud constante para la posicion de los eslabones:

a]) (b a]) - (bl - al) (bl - al)]

IIM-P

ﬂ@—Zﬁ@
=

Ecuaciones de velocidad para los eslabones:

b, - d})T(bj - aj)]2

'M-P
—
~

B = ) @ =
j=1

Jj=1

Ecuaciones de aceleracion para los eslabones:

R0 = ) @I = ) [(, - &) (b - @) + (B, - &) (B, - )]

Ecuaciones de esfera unitaria:
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

F,(x) = ((ap)"(ap) — 1)?
Fs(x) = ((a))"(ay) — 1?
Fs(x) = ((bo)" (by) — 1)?
F,(x) = ((bl)T(bl) —1)2

Ecuaciones de posicion angular para los engranes:

4 4
2
Fo(x) = ZUk(x)]z - 2[9641,- — (634, + 158324, — TagTpc0214)]
=1 =

Ecuaciones de velocidad angular para los engranes:

4
[6C4; — (634 + 15032, — Tagrpc21;)]
j=1

4
Fa) = ) [ =
j=1
Ecuaciones de aceleracion angular para los engranes:

4 4
. . . . 2
Fuo(x) = Z[fk(x)]z - 2[964,- — (634; + 15c032) — 14575c021;)]
=

J=1
Siendo la funcion objetivo F(x) la suma de éstas 6 ultimas, quedando como sigue:

F(x) = Fi(x) + F,(x) + F3(x) + Fy(x) + F5(x) + Fs(x) + F,(x) + Fg(x) + Fo(x) + Fyo(x)
El resultado para este ejemplo se muestra en la Figura 3.18 con los siguientes valores:

by, = 0.965 032, = —2.842 rad/s
by, = 0.264 632, = —0.369 rad/s
a, = 0.937 032; = —0.658 rad/s
a;, = 0.307 632, = 3.063 rad/s
a,, = 0.168 8C4, = —0.843 rad/s
by, = 0.432 8C4, = 4.483 rad/s
byy = —0.422 6C4; = 4.490 rad/s

by, = —0.797 632,
0C4,, = 2.663rad
0C4,53 = 2.053 rad
021,, = 0.471rad
021,53 = 0.820rad
0214, = 1.197 rad

= —1.679rad/s?
632, = —1.998rad/s>
032, = —2.610rad/s?
632, = 2.147 rad/s?
6C4, = 0.363rad/s?

032,, = —1.288rad ?C‘l'z = —0.841rad/s*
632,53 = 1.032rad 0C4; = —0.837 rad/s’
0324 = —4.235rad 621, = -0.207 rad/s?
621, = 1.379 rad/s 034, = 1.744rad/s?

034, = 1.221 rad/s
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3. Sintesis de mecanismos esféricos con eslabones y engranes

Figura 3.18 Resultado de la sintesis de un mecanismo esférico
de 4 barras engranado revertido.

Las gréficas de posicion velocidad y aceleracion del engrane C son las Figuras 3.19,3.20y
3.21 respectivamente. Las cuales confirman que las condiciones son cumplidas.

1501~

100 I
50 /

0 4/
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Figura 3.19 Desplazamiento angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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Figura 3.20 Velocidad angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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Figura 3.21 Aceleracion angular del engrane C respecto al giro de manivela.
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Conclusiones

Conclusiones.

Si bien ya es conocida la aplicacion del método de matrices de desplazamiento a la
sintesis de mecanismos planos con engranes, los resultados de la seccion 2.2.4 son una
comparacion directa entre la metodologia de numeros complejos y matrices de
desplazamiento aplicadas a un mismo ejercicio de tal forma que permiten comprobar su
adaptabilidad y funcionalidad a la sintesis de mecanismos con eslabones que
implementen trenes de engranes compuestos.

Los resultados obtenidos en los ejemplos de disefio presentados en las secciones 3.3.4 y
3.4.4 son la prueba de que se han logrado establecer exitosamente ecuaciones para la
sintesis de mecanismos espaciales que involucren eslabones y engranes con el uso de
matrices de desplazamiento para satisfacer condiciones cinemadticas de posicion,
velocidad y aceleracion.

Las matrices diferenciales de desplazamiento plano y espacial, permiten incluir
condiciones de velocidad y aceleracion en las ecuaciones de disefio para la sintesis de
mecanismos con eslabones y engranes en cada uno de los puntos de precision, lo cual
representa un avance al compararlo con la sintesis de mecanismos con posicion,
velocidad y aceleracion inicial especificadas.

Las formulas desarrolladas en el presente trabajo de tesis, equivalentes al método de la
féormula de Sandor para trenes conicos planetarios son una herramienta fundamental para
el analisis y disefio de mecanismos con eslabones y engranes.

A diferencia de la sintesis de mecanismos generadores de funcion para condiciones de
posicion, especificar los pivotes fijos en un disefio con condiciones de posicion, velocidad
y aceleracion complica la obtencion de una solucion satisfactoria debido a la cantidad de
variables que se agregan al problema. Dicha cantidad de incognitas forzara a traducir el
problema de sintesis al de minimizar una funcién objetivo, funcion de todas esas
variables, teniendo multiples soluciones correspondientes a minimos locales, que a pesar
de poder ser una buena solucion matematica, es decir que lleve el error casi a cero, puede
no traducirse necesariamente en una buena solucion al llevarla a la practica.

Como ya se ha comentado, resolver el problema de sintesis implica también la
minimizacion del error en la funcion objetivo formada por la suma de cuadrados de las
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ecuaciones de disefio, y el obtener una solucion satisfactoria depende en gran medida de
los valores iniciales y restricciones sobre la funcion objetivo en el método numérico.

El calculo de los coeficientes de influencia en la sintesis de mecanismos esféricos, el cual
implica la inversion de matrices, conlleva a un manejo excesivo de informacion, por lo
que es conveniente realizar un cambio de variable para los elementos de dichas matrices,
realizar la inversion y asi tener un manejo eficientes de los recursos computacionales.

El desarrollo matricial para obtener los coeficientes de influencia de los mecanismos de
4 barras engranados, planos y esféricos, son caracteristicos de la cadena de
eslabonamientos que se esté utilizando e independientes de la cantidad de engranes que
se utilicen, por lo que pueden considerarse como un desarrollo general en cada uno de
sus casos, plano y esférico de 4 barras.
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Trabajo Futuro

Trabajo Futuro

Ahora que se ha comprobado la efectividad del método de las matrices de desplazamiento
a mecanismos esféricos de cuatro barras engranados, es recomendable estudiar la
aplicacion de dicha metodologia a la sintesis de mecanismos de cinco barras engranados,
ya que en general, un mecanismo de cinco barras engranado puede generar las mismas
funciones que uno de cuatro barras engranado, e incluso mas complejas.

Para evitar hacer tediosa la busqueda de una buena solucion, seria de gran ayuda la
implementacion de algoritmos que discriminen las malas soluciones de las buenas y lleve
a la convergencia de una 6ptima solucion, tales como los algoritmos genéticos.

El paso siguiente ahora que se tiene la capacidad de sintetizar mecanismos para
condiciones de posicidn, velocidad y aceleracion, es considerar la influencia de estas
variables sobre la masa de los cuerpos del mecanismo y asi incluir condiciones de fuerza
para realizar sintesis dindmica.
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