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Introduccion

Por cuestiones de supervivencia, ha sido necesidad, interés y labor del ser
humano investigar y comprender la naturaleza de los eventos que nos rodean y
que afectan nuestro diario accionar para poder actuar de manera anticipada a su
ocurrencia y, en consecuencia, poder beneficiarse de la mejor manera posible de
ello. Ha sido a través del desarrollo de la ciencia como el universo y las normas
que lo rigen nos resultan cada vez menos desconocidos pero al mismo tiempo,
incrementa nuestra curiosidad por lo que atn falta por conocer y queda fuera de
nuestro control. Distintos han sido los campos en que se ha diversificado la ciencia,
cada uno de ellos complementa nuestro entender de céomo se puede comportar el
mundo a nuestro alrededor.

Ciertamente hay campos mas desconocidos que otros (ya sea por la “juven-
tud” de la investigaciéon en la materia o porque la profundidad del estudio tiene
efectos diversos que generan méas dudas que respuestas) y unos, dependiendo de
la influencia que ejerzan en nuestras relaciones, tienen mayor o menor afectacion
dependiendo del grado de comprension que se tenga del caso. En este sentido, se
hace la distincion de incertidumbre y riesgo, primero se relaciona con “la imper-
feccion del conocimiento” sobre la naturaleza de un proceso; el segundo tiene que
ver con la percepcion de las probabilidades de un evento contraproducente, esto
implica que necesariamente hay una medida de alguna parte de la incertidumbre
que es perjudicial en algin grado probabilistico. Es decir, el riesgo al que se
estd expuesto varia en el grado en que se estd en control de la situa-
cion. Por ejemplo, el saber que una explosion de supernova (lo suficientemente
cercana) podria aniquilar la vida terrestre tal como la conocemos, no tiene mayor
consecuencia en nuestra vida diaria si caemos en cuenta que no saberlo tampoco
mejora nuestras posibilidades de sobrevivir a tal evento; por otro lado, un asesor
financiero que deba opinar sobre el futuro de qué hacer con X o Y activos de algin
portafolio dependera, generalmente, de la capacidad de obtencion y fidelidad de
los datos historicos, la habilidad de analizarlos, comprenderlos y emitir un juicio
en base a esto y, finalmente, de quien adopta tales resultados como verdades y
los respalda, dejando ver con esto que el riesgo de tomar una decisiéon que resulte
contraproducente recae principalmente en factores subjetivos, los cuales permiten

establecer distintos criterios respecto de qué riesgos asumir y en qué cantidad.[l-]

!Taleb, Nassim N. El cisne negro [The Black Swan]. 1 ed. México: Editorial Paidés, 2010.



En este sentido nos exponemos a distintos tipos de riesgos, tanto naturales
como artificiales, cada vez que nos involucramos con escenarios que presentan
algin grado de incertidumbre; los primeros, nos han llevado a tener vidas més
precavidas, sedentarias y con entendimiento que nos sitia en un cierto estado
de control de la situacion; los artificiales, como los que se generan por conflictos
bélicos, politicos, movimientos financieros, etcétera, nos han resultado un tanto
més complicados de manejar en tanto que, en una gran cantidad de ocasiones, la
incertidumbre generada por la falta de comprension total del fenémeno particular
y sus componentes e interacciones, junto con la fragilidad de las herramientas para
analizarlo (punto a tratar més abajo) nos vuelve vulnerables a su impacto.

En particular, el interés académico de este trabajo se orienta al estudio con-
cerniente a los mercados financieros dada la gran influencia actual e histérica, que
han ejercido y ejercen sobre las economias del mundo. La actuaria es la discipli-
na que sobresale del resto por su capacidad teoérica de analizar la problematica
desde el enfoque estadistico y su afinidad con este escenario de riesgos (los merca-
dos financieros). Esto justifica la realizacion de este trabajo, con el propoésito de
presentar una herramienta de analisis alternativa al conjunto ya existente.

La exposicion de esa herramienta lleva a identificar como objetivos tres puntos
a tratar y a relacionar entre si, para lograr una propuesta de estudio significativa
y util para la comunidad actuarial y cualquier interesado en un enfoque distinto
al convencional de la “estadistica financiera”. A saber: 1) dado que el fin ulti-
mo en esta teméatica es entender de antemano el funcionamiento de los mercados
financieros y poder describir esto con fidelidad a la realidad, se analizara el funcio-
namiento de algunas de las herramientas que han sido, y siguen siendo, utilizadas
por la generalidad de los interesados en este tema, explicando sus fundamentos y
funcionalidad, asi como dar una evaluaciéon de su desempenio en la vida real y con
esto exponer las debilidades y consecuencias que trae su utilizacion; 2) haciendo
énfasis en las razones documentadas por la parte anterior, se tratara presentar un
enfoque de estudio distinto al convencional que se ha venido desarrollando para
generar informacién que ayude a comprender de otra manera el comportamiento
de los escenarios con este tipo de aleatoriedad, los fractales; y 3) enunciar algunos
estudios que emplean a la teoria fractal como base de los fenémenos estudiados, lo

que tendra como resultado provocar la necesidad de continuar con la investigaciéon

[U.S.A. Random House, NY: 2008].



en este campo, pretendiendo con ello mostrar que los fractales constituyen una
herramienta a modo para la administracion del riesgo.

La hipotesis sobre la que descansa este trabajo, se basa en la investigacion rea-
lizada por un grupo de cientificos e intelectuales que han discutido extensamente
la dificultad de predecir en escenarios donde el azar juega un papel importante y
las formas en que pueden ser abordados. La hipotesis que se sostiene es que, dada
la dificultad de generar predicciones precisas y confiables del comportamiento de
los mercados financieros, el analisis de curvas fractales tiene el potencial de servir
a este proposito; y de esto, finalmente se obtiene una ttil opciéon para el analisis y
la gestion de riesgos. Es decir, mediante fractales como base del comportamiento,
se podrian generar, por ejemplo, planes de inversion, regulaciones del mercado,
etc. vinculados al fractal, y los componentes de éste, que mejor describan el com-
portamiento del fenémeno en cuestion.

Para desarrollar lo anterior, la investigaciéon a seguir sera de caracter documen-
tal y, el método empleado para confrontar la informacion es el anélisis-sintesis,
buscando reafirmar la hipotesis mencionada pasando en el capitulado por los tres
puntos del objetivo. Expresamente, para el primero de ellos, se hara observacion
de los modelos utilizados para pronosticar el comportamiento de los mercados
financieros, analizando los conceptos generales y las suposiciones que les sirven
de fundamento tedrico y, de manera importante, habra que confrontarlos con los
eventos que han probado que estos modelos resultan estar equivocados (ya sea por
el mal planteamiento del problema, o por la mala interpretacion de los resultados),
generalmente con graves consecuencias para con los involucrados en su utilizacion;
en esta seccion se hard notar la evolucion del debate acerca de como trabajar en
este especial escenario de riesgo haciendo menciéon de las posturas en contra y a
favor por continuar utilizando y desarrollando este tipo de modelos. Esto se hara

descomponiendo las partes que conforman el planteamiento y funcionamiento de



algunos modelos, y las consecuencias de su aplicacion; es decir, los componentes
del anéalisis de lo aleatorio y su vinculacion con la administraciéon de riesgos.

En la misma linea de presentacion, en el segundo capitulo se plantea el con-
cepto de fractal, tanto natural como artificial, y su practicidad para modelar el
ordenamiento de lo aleatorio. Luego, siguiendo esta idea, se menciona coémo es
vinculado el concepto geométrico de fractal y las propiedades técnicas de éste a
los mercados financieros, siendo precisamente este punto la propuesta principal
de este trabajo.

En el capitulo tercero se ejemplifica la vinculacion hecha en el capitulo dos
a través de estudios que resultan de interés para el administrador del riesgo en
diversos sectores. Con esto se busca concluir generando una comparaciéon entre lo
tradicional y este nuevo enfoque, clasificando los beneficios esperados (cualesquiera
que éstos sean) que, de uno sobre otro, resulten en una mejora de desempeno en
cuanto a la prevision y prevencion de riesgos.

Para comprobar la hipotesis de este estudio fue necesario recopilar y docu-
mentar las teorfas, casos y discusiones en los que estén presentes los sintomas del
problema, ademas de que se desarrollan los conceptos y la teoria fractal necesaria
para vincularla al estudio de los mercados financieros. Esto confirmara o descon-
firmara la validez de su aplicacion y asi como fomentar el interés por continuar

investigando, en grados cientificos posteriores, este topico.

Un relato contado en Wall Street trata sobre un joven quien aprendia a ser un
especulador profesional. En algtin momento tuvo un problema del que necesitaba
apoyo para poder discernir su actuar, asi que fue con un afamado sabio distinguido
por su agudo juicio sobre las inversiones. El hecho -dijo el joven- fue haber tomado

parte en una extensa linea de acciones, pero el mercado parecia alto (tal vez



demasiado) y por ello pensaba que su posicion traia demasiados riesgos por lo que
dudaba de si vender o no. Estaba tan preocupado en eso, explicd, que no podia
dormir por las noches. El tnico consejo del sabio fue simple y directo: “VENDE
-dijo- vende todo de vuelta hasta el punto en que dormias”E]

Los mercados financieros (en adelante M.F.) han estado presentes y ejercido
gran influencia en el accionar econémico de diversos paises, tanto que se han vuelto
desde un medio de expansién corporativa hasta uno de fondeo piiblico que mueve
cantidades impresionantes de activos. Es en las economias mas grandes donde,
debido a lo anterior y a su capacidad ya observada y latente de generar pérdidas
catastroficas en diversos de los sectores (tanto a los directamente involucrados en
el mercado como a los que no, y esto agrava el problema), se crea la necesidad de
estudiar el comportamiento de los precios y de los indices que son parte de este
ambiente.

Con M.F.; se hace alusion a la definicion del Banco de México como los “foros y
conjunto de reglas [regulados o no| en donde sus participantes se permiten realizar
operaciones de inversion, financiamiento y cobertura, |..| mediante la negociacion
de diversos instrumentos financieros...’f’} Esta definicién coincide con la que se
puede inferir de los conceptos que maneja la Bolsa Mexicana de Valores (BMV)E]
donde se describe como un espacio donde se realizan transacciones de compra y
venta, esencialemte de valores.

Este concepto, deriva en la investigacion de la evolucion de este sistema y, to-

mando como base sus resultados, pretende ayudar a la mejor toma de decisiones,

2Jenkins, David. How to Profit from Formula Plans in the Stock Market. U.S.A., American
Research Council, 1st. ed.: 1961. p.9.
3Banco de México, pagina electrénica revisada el 27-VI-2014:
http://www.banxico.org.mx/sistema-financiero/material-educativo /basico/fichas/estructura-del-sistema-financie
4La institucién define Mercado de Capitales y Mercado de Valores como espacios donde se
operan instrumentos de capital, por un lado, y donde se congregan oferentes y demandantes de
valores por el otro. Bolsa Mexicana de Valores, pagina electrénica revisada el 27-X-2015:
https://www.bmv.com.mx/es/grupo-bmv/glosario



cuyo proposito es obtener un beneficio. Es pertinente precisar lo que debe enten-
derse por beneficio en el contexto de los M.F., donde el entorno de riesgo constante
al que se esta expuesto (por el hecho de ser parte de tal sistema) puede provocar
dos sentidos en su apreciacién: el primero, es afin al instinto inmediato que busca
alcanzar en los buenos tiempos, la mayor ganancia posible; en el segundo, la idea
de “beneficiarse” en los malos tiempos, implica, generalmente, la manera de incu-
rrir en la menor pérdida posible, ya que en el ambiente de competitividad que esta
presente en el sistema, esta serfa la situaciéon menos comprometedora. Dicho esto,
buscar beneficiarse de los cambios del mercado mediante la utilizaciéon de mode-
los mateméaticos ha derivado en una creciente industria de “cientificos financieros”
que ofertan sus productos al inversionista comin, pero también ha implicado una

necesidad clara de regular esta industria’}

Alo largo de la joven historia de este campo de estudio, han aparecido diversos
ponentes y modelos que buscan caracterizar la naturaleza del comportamiento de
los M.F. Tomando en cuenta el relato inicial del capitulo, se hacen notar algunos
puntos importantes que tienen que ver con la sabiduria convencional que se debiera
manejar con mayor claridad: primero, dado que ninguno conoce con certeza el
futuro del mercado, para reducir el riesgo de perder demasiado haré falta tomar
una postura menos riesgosa; sin embargo esto no significa desechar todo y huir ya
que, de la misma manera que pudieran caer los precios, éstos podrian continuar su
alza, por lo tanto habra que mantener un cierto grado de exposicion, lo suficiente
para poder beneficiarse si esto pasara y “poder dormir” sin perder la oportunidad.
Por tltimo, y esto es muy importante, el limite que senale el “punto de descanso” se

deja totalmente al criterio de quien esta expuesto y no al experto pues, finalmente

50p. Cit. Jenkins, p. 10



el principal afectado es el arriesgado.

Esto sirve de preaAmbulo para acercar la necesidad de materializar maneras de
producir informacion de utilidad (mediante modelos) para tomar decisiones y un
aspecto un tanto subjetivo de la forma en que se producen, la idealizacion de los
modelos y su capacidad de reproducir la realidad con fidelidad.

Hay diversos exponentes que critican la manera en que se llevan a cabo ciertas
conjeturas y se asumen ciertas suposiciones con la finalidad de “facilitar” y “hacer
fluir” la modelacién de fendmenos aleatorios. Nassim Nicholas Taleb, abarca con
bastante extension en su libro El Cisne Negrdf| los problemas que se presentan,
tanto a la hora de conceptualizar una idea tan abstracta como el azar y mode-
larlo, como los que resultan de tomar con demasiada confianza los resultados de
realizar todo el proceso anterior. Ademas, profundiza en un articulo[] posterior a
la redaccion original del Cisne Negroﬁ los siguientes puntos, que resultan de gran
importancia y han de tenerse en cuenta cada vez que se realice este proceso de

modelaje:

= Generalmente, los principios en los que se basan los modelos son bastante
discutibles, y debido a esto, los resultados de ellos obtenidos tienen un ses-
go informativo que pocas veces es tomado en cuenta con las precauciones

adecuadas.

= Ademas, la academia dedicada a esta labor suele tener tintes tendenciales
hacia quien “patrocina” o hacia quien busca “beneficiarse” de la investigacion
generando informacién que no es compartida o que presenta algin favori-

tismo hacia alguna corriente y por tanto el dividir ideas (etiquetar) y ge-

5op. cit.

"Taleb, Nassim N. Common errors in interpreting the ideas of the Black Swan and Associated
Papers. New York Polytechnic Institute, Octubre 19, 2009.

8Taleb, Nassim N. The Black Swan. Random House U.S.A. 2007



neralizar demasiadas teorias (compactarlas), producen resultados que pasan
por alto la evidencia de datos al discriminar aquellos preceptos que quedan

fuera del etiquetamiento.

Por otro lado, al pasar de la teoria al mundo real, el analisis de este escenario
muestra que hay dos factores que generan problemas y no siempre son tomados

en cuenta, los que Taleb denomina Problemas Inversos y Pre-Asintdticos:

= Problemas Inversos: Son los méas conflictivos cuando buscamos generar mo-
delos que nos ensenen las propiedades “extrapolables” de un conjunto de
datos. Es decir, ver hacia atras no es tan simple como poner a trabajar una
distribuciéon en una computadora. En la realidad, no vemos tal cosa, s6lo
alcanzamos a presenciar eventos cuyas propiedades estadisticas son descono-
cidas hasta una vez pasado el evento. La dificultad radica en la seleccion de
las distribuciones que se utilizardn para modelar y analizar el evento. Hay
datos que aceptan una gran cantidad de distribuciones, y esto, a la hora de

extrapolar, van generando muy distintos panoramas.

= Problemas de Aplatonicidad (Pre-asintdticos): Existe un sesgo mental entre
lo que sabemos y lo que creemos que sabemos, el cual proviene de la prefe-
rencia de abordar la realidad con figuras platonicas (idealizadas) y nitidas
que la describan dejando de lado aquellas que son mas confusas. Es decir,
de las representaciones mentales del modelo de la realidad que estudiamos,
surge una diferencia localizable inicamente mediante su confrontaciéon con
la realidad; esta diferencia, generalmente es difusa en cuanto a su extension
debido a que se ignora de antemano (solo se tiene una idea hasta después
de la confrontacion) donde es erréneo el modelo. Esto genera modelos cu-

yos errores pueden tener consecuencias graves. Si con el problema inverso es



complicado tener un modelo adecuado, en escenarios de alta incertidumbre,
los modelos no trabajan bien cuando son idealizados tomando en cuenta

como base escenarios menos inciertos.

Con esto en cuenta, pasemos a la descripcion de como se han idealizado los modelos

estandar de la teoria finanicera.



Capitulo 1

El Riesgo en los Mercados

Financieros

Para hacer frente a la incertidumbre que generan las inversiones en los M.F.,
fue necesario contar con herramientas que pudieran tomar la informacién que
generaba el mercado, analizarla con ellas, y transformarla en conocimiento tutil
para beneficiarse de él. Al inicio de los mercados financieros modernos (a finales del
siglo XIX), el accionar de los involucrados en la bolsa se basaba principalmente en
dos tipos de andlisis v éstos aiin forman parte del conjunto de métodos utilizados
para aprehender el riesgo existente en los mercados, los cuales son diferentes entre
si en cuanto al tipo de estudio pero equivalentes en cuanto al rigor cientifico que

implica cada und} ellos son:

» El AnAlisis Fundamental, que busca las causas de los cambios en los
precios de alguna accion, en la sociedad (sus cuentas, productos, decisiones
estratégicas, etc.), su sector o su ambiente economico; esto con la finalidad

de encontrar un hilo de causalidad y poder actuar en consecuencia si hubiera

'Herlin Philippe. Finance: le nouveau paradigme. France: Editions d’Organisation, Groupe
Eyrolles, 2010. p. 24.

10



indicios de poderse repetir. La idea asumida es que si se conoce la causa, se
puede prever el evento y manejar el riesgo. Alrededor de este tipo de analisis
florece toda una industria destinada a ezponer y “mnkear’ﬂ los porqués que
mueven el dia a dia de la bolsa, entre ellos: diarios y revistas financieras,
boletines y demaés. Este tipo de analisis funciona a posteriori pero donde
es en verdad necesario, a priori, presenta serias dificultades. Su principal
obstaculo proviene de que no todas las causas son evidentes, ni son faciles de
delimitar o medir; esto es debido a que, por ejemplo, hay unas que no tienen
siempre el mismo efecto; otras cuyo origen es tan complejo que, al ponerle
limites, resulta incompleta su medicion (su incorporacion de lo real al modelo
de causalidad) o es sesgada, etc. Lo anterior implica cierta inconsistencia en
un planteamiento de causa-efecto de un movimiento en los precios; todo esto
sin tomar en cuenta que es imposible conocer cada uno de los detalles que
generan un movimiento de compra o venta y que a final de cuentas influyen

en los valores.

= Por otro lado, el Analisis Técnico hace su apariciéon para complementar
al anterior. Su intencién es encontrar patrones en el curso de alguna accion
(0 acciones) de forma que sea posible predecirlo. Los “Chartistas” (del in-
glés chartiszﬂ), son empleados por grandes instituciones de inversiéon para
estudiar diversos graficos de precios, de voliimenes e indicadores y encontrar
pistas para comprar o vender. De igual forma que con el pasado, una opinion

resultante de este tipo de anélisis se verd altamente sesgada por la falta de

2Los analistas utilizan un ordenamiento ponderado de la informacién que depende de cuin
importante es el impacto de su surgimiento. El término viene del inglés ranking que, en su
sentido literal, indica un estatus o posicién dado a los componentes de una clasificacion.

3En espaiiol, la palabra inglesa chart denota un dibujo, diagrama, grafico que traza la
evolucion de una o varias variables. Aqui, se hace referencia a las personas encargadas de leer,
reproducir e interpretar tal objeto.
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rigor cientifico, ya que cada analista puede interpretar tal o cual forma en
un grafico de manera distinta dependiendo de sus intereses, estos son los

famosos escotomas mentales (la mente ve lo que quiere ver).

Asi, resulta bastante ingenuo basar completamente un sistema global de intercam-
bio de valores en tal “Astrologia Financiera” E], pues le hizo falta una herramienta
que presentara con rigor cientifico la naturaleza de este mercado para que los in-
versionistas se sintieran méas comodos en este escenario; es aqui donde vemos nacer
lo que conocemos como Finanzas Modernas’| o modelo cldsico de las finanzas a
principios del siglo XX. Antes de iniciar con las teorias que formaron la base del
sistema financiero global, es necesario mencionar un par de principios que sirvie-
ron, uno de antesala y otro de soporte al primero, que sirvieron a los tedricos para

llegar a tales modelos.

1.1. Bases generales de los modelos financieros

Un modelo matematico que busque replicar un fenémeno debe ser entendido
como una idealizaciéon del fenémeno en cuestion, basicamente para poder estudiar
el fenomeno y anticipar lo que sucedera de acuerdo con las variables que lo con-
forman y son modeladas. Los modelos estadisticos deben recibir especial cuidado
por lo mencionado respecto de la platonicidad y el problema inverso en cuanto
que el alcance interpretativo de tales modelos debe ser tomado con precaucion si
se quieren tomar decisiones basadas en los resultados obtenidos por el modelo.

Para contextualizar un poco la siguiente exposicion habré que recordar que el

estudio de la probabilidad nace de los juegos de azar, Blaise Pascal (1623-1662) y

“Mandelbrot, Benoit. The (mis)behaviour of markets. United States of America: Basic Books,
2009. p. 9. En lo sucesivo, see referird a esta obra como Mandelbrot (2009a).
5 Idem.
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Pierre de Fermat (1601-1665) le dieron fuerza a las cuestiones del rigor matema-
tico en la incertidumbre. Luego vinieron Jacob Bernoulli (1654-1705) y Abraham
De Moivre (1667-1754) quienes dieron los primeros teoremas y definiciones en el
campo de la probabilidad. Thomas Bayes (1702-1761) dio respuesta al problema
de la suma y multiplicacion de probabilidades y Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
pulié el teorema de Bayeﬂ. Son de vital importancia, Bernoulli (y posteriormente
su sobrino, Niklaus Bernoulli) por formular (el otro aplica y comprueba) la Ley de
los Grandes Numeros -en adelante “LGN”- y De Moivre (auxiliado por James Stir-
ling, 1692-1770) junto con Laplace por el Teorema Central del Limite -en adelante
“TCLT]

Como sabemos, la importancia de la LGN radica en su gran utilidad para el
muestreo y la probabilidad ya que propone que un gran niimero de observaciones
reflejaré la “certeza moral” (é] ya era consciente que en ciertos escenarios la certeza
absoluta es imposible de alcanzar) de las probabilidades de un evento, es decir, que
a mayor numero de repeticiones (de muestras mas grandes) de un experimento,
se tendrd que reflejar con mayor precision la naturaleza “real” del evento. Luego,
De Moivre intenta resolver un problema dejado por Bernoulli en la LGN: ;cudl
era la probabilidad de que el nimero de éxitos de un suceso de probabilidad p y
n pruebas estuviera entre A y B? Su respuesta: la ecuacion que describe la “curva

Normal”

ZPr{X:g—Ft}: 22 /ke_<2f)dt;
VLT Jo

A pesar de que no alcanzo a ver la profundidad de su descubrimiento, De Moivre

6Todhunter, Isaac: History of the mathematical theory of probability. New York: Chelsea,
1965. [Original, Cambridge, 1865].

"Stirling encuentra que la constante /c propuesta por De Moivre era /27, fuera de ello
la construcciéon de la integral probabilistica pertenece al ultimo. El detalle técnico de la cons-
truccion de la curva PEARSON, Karl. A historical note on the origin of the Normal Curve of
FErros. Biometrika. Diciembre, 1924. Volumen 16, No. 3/4. [fecha de consulta: 26 Julio 2015].
Oxford University Press en representacion del Biometrica Trust. pp 402-404. Disponible en:
http://www.jstor.org/stable/2331714.
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encontrd que /n era la unidad de distancia al centro, lo que implicaba que la
precision de una estimaciéon de la probabilidad aumenta en razén del cuadrado

del niimero de experimentos. Acababa de ver la importancia de la Varianza.

1.1.1. “Teoria de la Especulaciéon”.

El 29 de Marzo de 1900, un francés de nombre Louis Bachelier , presento la
defensa de su tesis doctoral “Théorie de la Spéculation’ﬁ. En ella, se establecio
el contacto entre los mercados financieros y la teoria de probabilidades; unien-
do para esto la teoria creada por Pascal, Fermat y luego Laplace con un objeto
“menospreciado por la investigacion matematica de entonces, la Bolsa...” concre-
tamente, fue aplicado en los bonos del Tesoro Francés. Aunque en su momento
fue un trabajo poco trascendental para la academia, la mayor virtud de esta obra
fue la introduccién a un enfoque distinto al fenémeno bursatil: no intenta conocer
si el curso del precio de alguna accion subird o bajara, cuanto, ni por qué periodo;
en su lugar, busca establecer la Ley Probabilistica que le es aplicable, es decir,
busca evaluar la amplitud e importancia de los movimientos de tal curso.

De esta manera, al encontrar la distribucion probabilistica de una accion, sera
posible decir que “esa accion subira (o bajara) 10 % el mes que viene con una tal
probabilidad”. Esa Ley de Probabilidad es la nocion fundamental de su trabajo,
con ella justifica que, dada la gran cantidad de factores que afectan al comporta-
miento del precio de la accion y la imposibilidad de tenerlos a todos en cuenta,
bajo un esquema probabilistico es posible, desde cierta perspectiva, describir el
comportamiento general.

Esta idea la toma de Laplace, quien habla sobre la imposibilidad de generar,

8Bachelier, Louis, Théorie de la spéculation. Annales scientifiques de I’Ecole Normale Supé-
rieure, Sér. 3, 17, 1900, p. 21-86. Disponible en http://archive.numdam. org/ARCHIVE/ASENS/
ASENS_1900_3_17_/ASENS_1900_3_17__21_0/ASENS_1900_3_17__21_0.pdf
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mediante un enfoque totalmente determinista, una vision absoluta del comporta-
miento del universo; proponiendo que sea desde una perspectiva mas abierta, la
probabilistica, acercarse a ella mediante la medicion de la conjunciéon de los feno-
menos erraticos individuales, es decir, la forma en que varfa el curso en general,
su Ley de Probabilidad.

Si el comportamiento de los precios no son determinados por el azar, pue-
de suponerse como si lo fueran; Kolmogorov explica esto al decir que: “El valor
epistemoldgico de la teorfa de las probabilidades tiene el hecho que los fenéme-
nos ligados al azar, considerados colectivamente y a una grande escala, crean una
regularidad no aleatoria”[|

Asi mismo, Bachelier dice que “el mercado, en un instante dado, no crece ni a
la alta ni a la baja del curso verdadero”m implicando que el mercado esta siempre
en equilibrio (por todos los que venden y todos los que compran). No podemos
prever el siguiente movimiento, los precios pueden descender e incrementarse con

la misma probabilidad, como un lanzamiento de moneda.

1.1.2. La Curva de Gauss.

La teoria moderna de la probabilidad, segtin Isaac Todhuntet['l “le debe mds
a De Mowre que a ningun otro matemdtico, con la inica excepcion de Laplace”.
Ademas de los ya mencionados, Chebyshev, Markov, von Mises y Kolmogorov con-
tribuyeron a solucionar la dificultad de tener una definicion de probabilidad que
fuera lo suficientemente precisa para su uso en matematicas y ser lo suficientemen-
te comprensible para ser utilizada en una amplia gama de fenémenos. Como ya

fue mencionado, fue De Moivre quien present6 la ecuacion que describe la llamada

90p. cit. Herlin, p.25 -28
100p. cit. Bachelier, p. 32
1 0p. Cit. Todhunter. p.135

15



Figura 1.1.1: Distribucién Normal

curva de la campana para aproximar una distribucion binomial mediante grandes
valores de n, pero fue Laplace quien amplié el resultado obtenido; paralelamente
Carl F. Gauss (1777-1855) alcanzé este mismo resultado y lo utilizé6 ampliamente
en el estudio de datos astronémicos derivando en la teoria de errores; actualmente,
es relacionado con su nombre por haberlo utilizado y justificado rigurosamente.
Hay que remarcar que el inicio de la probabilidad como ciencia, se dio por la
necesidad de comprender y manejar la fortuna en los juegos de azar. Fl clasico
ejemplo, es el del lanzamiento de una moneda equilibrada (es decir que ambas caras
tienen la misma probabilidad de salir en cada tiro) y apostar una unidad monetaria
a que alguna de las caras esté boca arriba al caer. Si se repite el lanzamiento
1000 veces y se registra cada vez que se acierta y se gana, o se falla y se pierde
la apuesta, tendremos al final que estaremos muy cerca de donde empezamos
(en ceros); si esto se realiza muchas méas veces, cada vez serd méas notoria una
tendencia al equilibrio; pero en algunas ocasiones habra un aparente alejamiento

hacia el enriquecerse (acertar muchas veces seguidas) o empobrecerse (el caso
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Figura 1.1.2: Desviacion Estandar de una Distribucion Normal

contrario). Si se toman grupos de lanzamientos formando periodos de ganancia (o
pérdida) y se grafican estos resultados, obtendremos la famosa Curva de Gauss.
De la misma forma, se le conoce como Distribucion Normal pues existen una
gran variedad de fenomenos “aleatorios” tanto en la naturaleza (como la estatura,
el peso de los individuos de cada especie) como artificiales (como el cociente inte-
lectual) que se distribuyen de esta manera. Para ser desarrollada, esta funcion solo
necesita de dos nimeros para ser caracterizada: la MEDIA -j- y la DESVIACION
ESTANDAR -o- (o VARIANZA que resulta de elevar al cuadrado ésta tltima).

La ecuacion y su grafica (Figura|1.1.1)) en la forma mas simple (u =0, 0 = 1), es:

f(z) = e 555

C oV2r

De su formulacion, la desviacion estdndar sobresale por el papel que juega en

la dispersion de los datos alrededor de la Media en esta distribucion: 68.2 % de

los valores se encuentran entre mas o menos 1 desviaciéon estandar (-1 y +1 en

la Figura , 95.4% entre mas o menos 2 desviaciones estandar, 99.6 % entre
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mas o menos 3 desviaciones, etc[2Marcando lo anterior, tenemos la figura [1.1.2]
El punto principal a remarcar es que los wvalores se aglomeran alrededor de la
media, dejando a los valores raros en las “delgadas” colas de la distribucion; esto
es, que la probabilidad de que este tipo de valores hagan presencia, es minima en
comparacion con la gran mayoria de los demas eventos.

El ejemplo del lanzamiento de la moneda, mateméaticamente, genera un pro-
ceso conocido como Caminata Aleatoria, el cual supone cada uno de los lanza-
mientos como una Variable Aleatoria Independiente e Idénticamente Distribuida
-V.A.i.i.d.- lo que significa que, si queremos conocer la probabilidad de acumular
cierta cantidad de ganancias o pérdidas, es decir la suma de resultados de las
V.A'’s, el ya mencionado Teorema Central del Limite resulta la solucion a dicha
cuestion. Esto, debido a que cada posible suma de variables, con estas caracte-
risitcas de independencia y distribucion idéntica, convergera a una distribucion
normal. Mientras mayor sea la cantidad de sumandos mayor es la aproximacion
a tal distribucion, lo que resulta muy conveniente a la hora de realizar conjeturas
acerca del porvenir del juego.

El Teorema Central del Limite es uno de los més importantes resultados en el
desarrollo de la teoria de la probabilidad; pero lo es sobre todo para las aplicacio-
nes. Propuesto por Pierre Simon Laplace, el TCL permiti6é simplificar el célculo
de la probabilidad de la ocurrencia de un evento al disminuir el efecto individual
de cada variable mediante la aglomeracion de datos y el suavizamiento de la cur-

va'’] Sus fundamentos matematicos permitieron su aplicacién en una amplia gama

12En una nota histérica, Laplace descubre este fenémeno y deduce igualmente la constan-
te /27 en una obra suya (Laplace, P.S., Mémoire sur les probabilités, Académie de Sciences
de Paris, 1778, Oeuvres Complétes 9, pp. 227-332.) cuyo interés era desarrollar la teoria de
probabilidades inversas y, en particular, encontrar la probabilidad de eventos que se componen
de muchos eventos de menor impacto cuya probabilidad es desconocida. Este documento esté
disponible electronicamente en: http://cerebro.xu.edu/math/Sources/Laplace/memoir _proba-
bilities.pdfl

Refiriendose con suavizamiento de curva a que la unién de una gran cantidad de datos
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de estudios cientificos que aprovecharon la versatilidad entre el acoplamiento de

eventos aleatorios y la capacidad de preverlos.

1.1.3. Mercados Eficientes.

El principal problema con que se topaba la teorizaciéon del funcionamiento
del mercado era que los modelos de precios refirieran a la “realidad” de éste. Es
decir, que los precios reflejaran y sintetizaran en si mismos, toda la informacion
disponible; si ellos no lo hicieren y fueran sélo un indicador mientras los operadores
se entienden entre ellos para intercambiar acciones, cualquier modelo basado en
los precios no tendria sentido.

Entonces, en los anos 60’s, Eugene Fama propuso una hipotesis que resultaba
coherente en su formulacion y, principalmente, hacia de los modelos financieros
basados en precios del mercado algo funcional y de sus fundamentos algo asequible
de ser estudiados.

La Hipotesis de los Mercados Eficientes (HME en adelante) sostiene que no
existe tal riesgo de falta de sentido en la formulacion de un modelo ya que los
mercados son “eficientes”, es decir que incorporan en cada instante toda la infor-
macion disponible. Por ejemplo, si una empresa consigue un contrato que hara
doblar sus ganancias de finales de ano, su accion inmediatamente subira al nivel
que tal noticia le afecte, de modo que ya no habra interés en comprarla por una
posible subida, pues eso ya sucedi6.

Matematicamente, esta hipotesis trabaja con los principios de Bachelier: la es-

peranza matematica de ganancias de un especulador es cero. Si este personaje

(puntos) generan una curva sin bordes rectos (como un poligono) dejando una sensacion de
continuidad (y diferenciabilidad) y completitud de la muestra tomada; esto es importante pues
en el caso de tener una curva con “saltos”, las herramientas del calculo diferencial (base de todas
los modelos financieros disponibles) serian inutilizables.
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se beneficia del porvenir, al comprar una accién pensando en que ésta subira de
precio, tiene también la posibilidad de perder, lo que nos sitia en el fenémeno
antes descrito, en donde puede que hayan rachas de ganancias pero igualmente
habra ocasiones en donde pierda, dejando todo en equilibrio o en ceros. Y aun-
que no sea explicitamente cero el resultado -parcial- de este fenémeno, con este
supuesto de equilibrio, sitia el desarrollo matematico en un cuadro gaussiano.ﬁ

Sobre esto, en la obra de Philippe Herlin explica como se integra la informacion
existente en los precios del mercado: “La incorporacion de la informacion en los
precios resulta esencialmente de la accion de los operadores bien informados y
de las conclusiones que sacan los operadores menos informados, pero racionales,
de la observaciéon de los mercados”@ Aunque habria que detallar qué es lo que
operador “bien informado” y “menos informado pero racional” quiere decir, hasta
este punto se dejard esta idea asentada pues es la que permite desarrollar las
subsecciones siguientes, después (seccion 3 de este capitulo) se retomaran estas
ideas y se hard un andlisis de sus fundamentos y consecuencias. Por ahora, se
continuara con la exposicion de los modelos que forman la teorfa moderna de las
finanzas que ocupan esta HME a modo de “calzador intelectual para reposar sus

teorias” 19

4op. cit. Herlin p. 35

15¢dem. Cita textual de: Portrait, Roland; Poncet, Patrice, Finance de marché, Dalloz, 2008.
p. 24

16Mandelbrot, Benoit, Une approche fractale des marchés, Odile Jacob, 2005.
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1.2. Modelos Financieros (los mas
representativos)

Un activo financiero, segin Herlin es: “un titulo o contrato, que se le puede
comprar o vender en un mercado financiero, y que es suceptible de producir retor-
nos (financieros) y/o ganancias en capital, agregando en contraparte una cierta
toma de riesgo”m Asi, el valor de un activo financiero viene dado por la suma
actualizada de sus rendimientos futuros, método que proviene del calculo de sus

obligaciones. El riesgo que lo comprende depende de dos elementos:

= La calidad de la firma del emisor, facil de garantizar por las instituciones de

renombre que las respaldan.

= El nivel de inflacién, relativamente facil de limitar en el siglo XIX pues el
patron-oro predominaba y la ausencia de bancos centrales volvia este feno-
meno un tanto predecible, més que ahora, mas “mecéanico”, menos aleatorio.
La posterior introducciéon del poder politico y los bancos centrales interven-

drian con mucha més fuerza en su valuacién.

Luego, una accién otorga rendimientos mediante Dividendos de la utilidad ge-
nerada. Como consecuencia de tal definiciéon, Myron J. Gordon y Eli Shapiro,
presentaron en 1956, su formula (conocida como Gordon-Shapiro) para calcular

el precio de una accion que resumia estos factores mencionados:

donde,

P: el valor tedrico de la accidén

170p. Cit. Herlin p. 22
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D: el dividendo anual
r: la tasa de rendimiento esperado por los accionistas
g: la tasa de crecimiento anual de los dividendos

Aunque pareciera bastante directa y simple su aplicacion, el mercado real no es
asi de sencillo y por tanto resulta inaplicable; principalmente por su remarcable
necesidad de que los factores sean estables. Supone que los rendimientos, ano con
ano, serdn constantes y que su ritmo de crecimiento siempre sera menor a la tasa
de descuento de mercado (g < ), cosa que no ocurre en realidad; ademéas es
posible observar que si la tasa de crecimiento de los dividendos se acerca a la de
los rendimientos esperados el modelo se vuelve volatil y los precios se disparan
(i.e. si ¢ — r entonces P — 00). Notando esto, se puede aseverar que carece de
una gran variable que influencia casi todas las del modelo, a saber: el Riesgo.

En su momento, el comportamiento e influencia del riesgo fue estudiado por
los dos tipos de anélisis ya mencionados en la introduccion a este capitulo, pe-
ro tales acercamientos no son enteramente funcionales pues dependen mucho de
quien realiza el anélisis y permiten que las burbujas y las estrepitosas caidas de
los precios se formen y ocurran sin aparente aviso. De esta forma, la necesidad de
formular mejores herramientas resulta inminente. Por otro lado, en 1952 y pos-
teriormente en su tesis defendida en 1955 en Chicago, Harry Markowitz (1927-)

desarrolla el punto de partida del modelo clasico de las finanzas.

1.2.1. Teoria del Portafolio

Luego de la Segunda Guerra Mundial, Estados Unidos tuvo un gran repun-
tamiento econémico debido en parte a su incrementada produccion industrial y

a la presion competitiva ejercida por la URSS durante la Guerra Fria: de 1945
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a 1975, el periodo es conocido como “Los Treinta Gloriosos”. En pleno desarrollo
de la época, de 1950 a 1960, el crecimiento era fuerte y, en el mercado bursatil,
bastaba comprar los valores mejor posicionados para ver “buenos” rendimientos
sin necesidad de recurrir a las técnicas elaboradas. Es en medio de este boom que
Markowitz presenta su obra, la que en 1990 le vali6 un premio Nobel.ﬁ

Markowitz, basé sus ideas en el pensamiento literario prevaleciente en ese
entonces, siguiendo principalmente a John Burr Williams, uno de los autores més
representativos. Segin Williams, para invertir en la Bolsa habria que realizar una
clasificacion de las acciones, de las més lucrativas a las menos; esto tomando en
cuenta la estimacion de los dividendos y contraponerlos con otros datos como
la inﬂaci()n.m De este principio, Markowitz concluye que si es el tinico método
utilizado por todos los participantes para invertir, s6lo habra una acciéon que valdra
la pena comprar, aquella que reporte mejores ganancias; sin embargo, también
observa que el comportamiento de los inversionistas al “no poner todos lo huevos
en la misma canasta” se rige no solo por eso, sino por el riesgo de cada inversiéon
que realizaran. Entonces surge la cuestion de como acoplar estos dos fendémenos a
un modelo matemaético.

La respuesta la obtuvo en la idea de Bachelier de utilizar la curva de Gauss
como puente entre las matematicas y las finanzas. Sus componentes definitorios
-la media y la varianza- resultaron Optimos para describir esto que suponia un

problema de teorizacion:

» [La media, permite analizar el precio al dia de la transaccion, y ya que el
beneficio depende del precio de reventa, para conocer el precio futuro de

una accién basta tomar la media de los precios pasados para tener la mejor

18Markowitz, Harry, Portfolio Selection, Journal of Finance, 1952.
19Williams, John Burr, Theory of investment value, Fraser Publishing, 1938
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estimacion de éste, pues bajo el modelo gaussiano, la mayoria de los cambios
se presentan alredor de esta cantidad. Aqui no se trata de “leer el porvenir”

sino de tener el valor més probable.

» La desviacion estdndar (o la varianza) permite asimilar el riesgo de una
accion pues ésta refleja qué tanto pueden variar los precios de un momento
a otro. Si ésta es baja, la accion es estable; si no, hay una gran posibilidad

de tener ganancias o pérdidas importantes.

Entonces, la mejor estimacion del precio de una acciéon es la media de sus precios
anteriores y el riesgo se mide con las variaciones alrededor de esta media. Con
ello se puede hablar de un “criterio esperanza-varianza”. Luego, al tener en cuenta
diversas acciones con medias y varianzas propias, se puede formar un portafolio
combinando distintas acciones con la finalidad de repartir el riesgo, es decir que
se pueden tomar algunas acciones con mucha volatilidad y juntarlas con otras
que tengan poca pero con ganancias “seguras’; con esto se busca generar alguna
ganancia importante ocasionalmente y tener proteccion y ganancia (si es posible)
constante.

Pero Markowitz va un poco mas all& al darse cuenta de que no todos los secto-
res financieros se desarrollan de la misma manera en todos los periodos de tiempo
(una recesiéon genera una caida en el consumo de muchos bienes pero no de los
indispensables como los de salud o, una subida en el precio del petroleo magnifica
el valor del sector que lo trabaja pero termina disminuyendo el valor del sector
que lo consume como el aeroespacial pues sus gastos se incrementan), por lo que
consider6 necesario introducir una medida para esta interaccioén entre sectores y
mercados: la correlacion estadistica. Ella, permite analizar acciones que resultarian

optimas al ser combinadas, pues si encontramos unas que se vinculen opuestamen-
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Figura 1.2.1: Ejemplo del modelo de portafolio eficiente de Markowitz.

te (correlacion negativa) existe la posibilidad de formar un portafolio con acciones
que mermen la posibilidad de perder sin sacrificar mucha rentabilidad.

La correlacion se calcula con la Covarianza entre dos acciones (suponiendo
un portafolio de dos acciones). Si dicha correlacion es no-nula entonces tenemos
dependencia entre las variables. La varianza del portafolio (su riesgo), es una
ecuacion que adiciona (de manera ponderada) las varianzas de cada accion y su
covarianza.

Al agregar méas acciones que se comporten de forma distinta, se puede reducir el
riesgo del portafolio sin la necesidad de sacrificar ganancias. Esto es un Portafolio
Eficiente. Dependiendo del grado de riesgo al que se estd dispuesto absorber,
se pueden generar muchos portafolios, formando asi una Frontera Eficiente que
asimila las ganancias en funcioén del riesgo, de tal manera que dependera de la
aversion al riesgo y/o de la rentabilidad buscada que se acoplara un portafolio a
esa necesidad. Como en la Figura habré ocasiones en que ciertos portafolios

tengan el mismo riesgo asociado a distintos niveles de ganancias; en la formulacion
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de esta teoria se asume que el interesado siempre busca la mayor ganancia por lo
que dirigira su eleccion desde la izquierda de la curva hacia el punto mas alto yendo
a la derecha. No permite, por el contrario, que hayan portafolios que compartan
los beneficios a grados distintos de riesgo.

Habia un inconveniente importante en este método, necesitaba de muchos
célculos (medias, varianzas y sobretodo covarianzas de cada accion todas las de-
més) que para la época resultaban un reto enorme para la capacidad de computar
que posefan. Pero apareceria alguien con la soluciéon un dia en 1960 a consultar

su trabajo con Markowitz.

1.2.2. El Modelo de Valoracion de Activos Financieros

El trabajo de William F. Sharpe vino a simplificar el calculo necesario para
operar en la bolsa bajo la teoria de Markowitz y esto le dio visto bueno a su a
utilizacion en la practica y explica su amplia difusion en el medio.

Sharpe, inici6 el planteamiento de su modelo suponiendo que todos los parti-
cipantes del mercado utilizaran la idea de Markowitz, en este caso ocurre que so6lo
habra un portafolio eficiente para todos, el mercado mismo. Es él quien realiza
todos los calculos, pues el precio y riesgo de cada accion es el reflejo del compor-
tamiento del conjunto de los inversionistas, es “el mejor portafolio posible”.@

Con este modelo, se da inicio a una vertiente que ahora es una de las méas uti-
lizadas: la gestion indiciaria. El Dow Jones Industrial Average (DJIA) en Estados
Unidos, en Francia el Cotation Assistée en Continu (CAC 40), en Inglaterra el Fi-
nancial Times Stock Exchange (FTSE 100), en Japon el Nikkei 225 (nombre corto
de Nihon Keizai Shimbum, la corporacion mediatica que lo calcula) y el Indice

Bursdtil Espanol (IBEX 35), fueron tomando gran importancia con esta formula.

20op.cit. Herlin p.41
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Si el mercado siempre refleja la realidad, entonces es inttil intentar vencerlo, me-
jores resultados se obtendran si el portafolio solo lo copia lo mejor posible. Asi,
permitiéndose ver al mercado como la mejor referencia, las acciones so6lo deben
compararse contra él y no una a una entre todas.

Para elaborar su trabajo, Sharpe introduce la nocion de “Activo Libre de Ries-
go” (que en su modelo son los Bonos del Tesoro) y “Prima de Riesgo” que viene
a ser el beneficio que se espera de invertir en un activo bursatil y por lo tanto,
propenso a los efectos del riesgo (al elegir esta opcion por sobre los activos libres
de riesgo, se espera una rentabilidad por lo menos igual a la contraparte). De esta

manera, el mercado también tiene una prima de riesgo:
Pry = Ry — Rig

Pry: Prima de Riesgo de Mercado

R,/p: Rentabilidad del Mercado Bursatil

R r: Rendimientos del activo Libre de Riesgo (bonos del tesoro o equivalentes)

Luego, con esta informacion, en vez de calcular todas las correlaciones de ca-
da accion y el resto, como con Markowitz, Gnicamente se calcula la correlacion
de la accién con respecto al mercado. A ella, cominmente se le conoce como el
parametro (3; cada accién tiene una beta asociada a la comparacion entre el com-
portamiento de ella y el del mercado. Esta § mide la volatilidad de la accion (el

riesgo, pero volatilidad es su término financiero), y se calcula:

_ cov (R, R;)

b= = (Ron)

en donde la beta del activo i (f;)es obtenida al dividir la covarianza de la

Rentabilidad del Mercado m (R,,) y la del activo i (R;), entre la varianza de
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la rentabilidad del mercado. Entonces, el valor de [ se interpreta de la siguiente

manera:

B = 1: la accién sigue al mercado en todos sus movimientos y en las mismas

proporciones;

£ =0: es el caso del activo libre de riesgo, éste no tiene nada que ver con el

mercado;

B > 1: el valor de la accion es méas volétil que el mercado (tanto a la alta como a

la baja), es un valor especulativo;

0 < B < 1: la accién “minimiza” la evoluciéon del mercado, es menos volatil que

los cambios de éste;
—1 < < 0: la accién evoluciona “ligeramente” en sentido opuesto al mercado;
[ = —1: cuando la accién es inversamente proporcional al desarrollo del mercado;

B < —1: el valor de la accién se mueve inversamente al mercado en proporciones

maés altas.

Con esta informacion se puede modelar el rendimiento de la accién en funciéon de
la del mercado, dejando la ecuacion del ampliamente utilizado y mejor conocido

como CAPM (Capital Asset Pricing Model) de la siguiente forma:
Ei:r+6<Em_r)
con

E;: esperanza de rentabilidad del titulo 4,

r: tasa libre de riesgo,
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E,,: esperanza de la rentabilidad del mercado;

Notese que(E,, — r) es la Prima de Riesgo que se mencion6 previamente. De esta
forma se puede observar que la § juega un papel trascendental en el modelo, pues
verifica que a mayor riesgo, mayor ganancia puede esperarse. Esto, ademés de la
importante reduccién de calculos, le vali6 al CAPM una enorme difusion en la
gestion de portafolios en los mercados financieros.

Un problema que presentaba era la limitacion de los riesgos que media (s6lo
asociaba una £ al riesgo del mercado), pues en la realidad hay una gran cantidad
de fenomenos que evidentemente influyen de manera importante en la valuacion de
un activo. Stephen Ross, en 1976 presento6 la solucién realizando la generalizacion
del concepto de Sharpe: el modelo APT (Arbitrage Pricing Theory) que, en lugar
de tomar s6lo una fuente de riesgo (la 8 del mercado de Sharpe), agrega otras
variables de riesgo ponderadas de manera distinta. Asi, también se produce la
necesidad de estudiar y agregar otros fenémenos a la variabilidad del valor, en
lugar de tener un factor decisivo se tiene una matriz de varianzas-covarianzas, lo
que incrementa la complejidad del modelo; sin embargo, el notable crecimiento del
poder informatico permitiria al APT gran aceptacién como método de valuacion
financiera e incluso ser utilizada para la valoracién de proyectos de diversa indole.
En 1990, junto a Markowitz, Sharpe recibi6 el Premio Nobel de Economia por

esta aportacion.

1.2.3. El Mercado de Opciones, la férmula Black-Scholes

La reformacion de la valuacion del doélar con el patron-oro y de los cambios
fijos a los cambios “flotantes” con los acuerdos de Bretton-Woods y el posterior
crecimiento del mercado de divisas, permitieron la creacién de ciertos instrumentos

financieros que servirian de proteccién contra la variacion de monedas y otros
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bienes y activos. Las opciones, como mercado formal reglamentado, aparecen en
1973 en Chicago. Se puede afirmar que ya existia el precepto que sostienen estos
contratos (hay referentes provenientes de la edad media del pacto anticipado del
precio de granos), la Chicago Board Options Exchange (CBOE) simplemente inici6
la regulacion de este mercado.

Ademés del incremento acelerado de la capacidad computacional de los 80’s y
90’s, hubo mejoras en el crecimiento econémico y bajas en la inflacion, volviendo
el mercado de acciones més interesante provocando que hubiera un incremento
en la cantidad de productos financieros para proteger las inversiones de los parti-
cipantes. Entre ellas, las opciones desarrollaron una gran presencia en el merca-
do Over-the-Counter aunque el elevado riesgo que implicaba tal informalidad, la
CBOE viene a establecer ciertos pardmetros que aseguraban las transacciones.

Una opcién, es un contrato que como su nombre indica, otorga la posibilidad

de ejercer un derecho ligado a un activo dado y a ciertas condiciones como son:
= Derecho de compra (opcion de call) o venta (put),

» El activo subyacente (al que esta ligado el contrato) puede ser un activo
cualquiera (fisico, intangible o financiero) como divisas, acciones, indices

bursatiles, materias primas, etc.

= Un precio del subyacente pactado por adelantado (precio de ejercicio o strike

price),
= Una fecha de expiracion, y
» Una prima (el costo de la opcion);

cominmente son utilizados para protegerse de un riesgo en una inversién o para

beneficiarse de él. Es decir, funciona a modo de cobertura contra el riesgo de
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variaciones (a la alta o a la baja) del precio del subyacente debido al cambio de
divisas; para especular (buscar beneficiarse de los cambios mismos) a la baja o
al alta del subyacente y, como se verd mas adelante, permite especular sobre la
volatilidad.

Entonces es necesario saber cuanto vale este tipo de contratos (la prima). Ini-
cialmente, en el mercado OTC y en el CBOE, la valuaciéon era empirica. Para
encontrar una férmula que transformara esta situaciéon se pensaba que era nece-
sario conocer el precio del subyacente y asi valuar la importancia de la opcioén, sin
embargo; al conocer eso la opcidon perdia sentido pues ya no seria necesario pagar
por la cobertura de algo que ya es conocido.

Fischer Black (1938-1995) y Myron Scholes (1941-) tuvieron otro enfoque: lo

que importa, es la volatilidad.

= Si una accién es muy riesgosa, una opcién cuyo precio de ejercicio sea “di-
ferente pero no mucho” del real, valdra la pena pues la probabilidad de que
sobrepase este precio es alta. Se habla de que la opcion esta in-the-money

(0 que vale la pena ejercerla).

= Si la volatilidad es poca, una opcion cuyo precio de ejercicio sea muy dife-
rente al del subyacente, no valdra mucho ya que la probabilidad de que pase

tal precio es muy débil: a esto se le conoce como opcion out-of-the-money.

La idea es que, en el primer caso donde la opcién “vale algo”, 1a férmula de Black-
Scholes define el cuanto, ya que el precio real puede alcanzar el de ejercicio y
entonces hay espacio para beneficiarse de ella. En el segundo caso, cuando hay
poca volatilidad, la opciéon no valdra mucho ya que habra poca necesidad de cu-

brirse contra un activo que no varie mucho.
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De esta manera se puede observar como es posible especular sobre la volatili-
dad, a saber: se puede anticipar al cambio de precio de una acciéon cuya volatilidad
aumentara por algin evento preciso gracias a las opciones; por otra parte si te-
nemos una opcion sobre una accién poco volétil y ocurre algin imprevisto que
dispare su valor, la opcion igualmente crecera sibitamente generando un gran be-
neficio para el poseedor. Esto daré paso a un nuevo campo de la gestion financiera
del riesgo basado exclusivamente en la volatilidad.

De sus conclusiones, que resulta de compleja formulacion para el inversionista
no técnico@, se rescata que el principio que rige el cambio de los precios es de

orden gaussiano:

donde,

C: valor de una opcién de compra, opcién europeaF_Z]

P: valor de una opcion de venta, opcién europea

21Se recomienda al interesado en profundizar en este modelo, por su amplia difusion, dirigirse
a la obra:

Hull, John C. Options, futures, and other derivatives. Pearson Prentice Hall 9th ed., E.U.A.,
2015. Chapter 15.

22Existen distintos tipos de opciones y una clasificacion que se les da proviene de los términos
en que son actadas las fechas de ejercicio: las opciones europeas solo pueden ser ejercidas en una
fecha determinada; las opciones americanas pueden ejercerse en cualquier punto hasta la fecha
de ejercicio.
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S: precio spot del subyacente

K: precio de ejercicio (strike price) de la opcion

r: tasa libre de riesgo (anual, calculada con composicion continua)
T — t: es el tiempo faltante para la expiracioén del contrato

o: es la volatilidad de los retornos del subyacente

N (+): es la probabilidad un evento en una distribucion Normal.

El trabajo que realizaron todos los autores aqui senalados, establecieron la manera
de ver el mercado y su comportamiento, ademas influenciaron a los organismos
reguladores para utilizar sus estructuras y fundamentos como herramientas para
simular el probable curso que seguiria y asi crear las medidas necesarias para con-
trarrestar los perjuicios econémicos que arrastraria un fenémeno contraproducente

(fondos de reserva, limites de endeudamiento, etc.).

1.3. Debilidades Expuestas de los modelos
tradicionales

El mercado parecia comportarse como fue predicho por los modelos financieros
antes desarrollados, pero un conjunto de hechos a finales de los anos 80’s, durante
los 90’s y mas recientemente, en la primera década del nuevo siglo permiten poner
en tela de duda los fundamentos que sostienen la ortodoxia financiera. Se hara
menciéon de un par de ellas que causaron gran revuelo por lo inesperado de su
ocurrencia y por las severas consecuencias que acarrearon, en seguida, se abrird

un desglose de los puntos de la teoria financiera moderna que simplemente fueron
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exhibidos en su deficiente capacidad de modelar tales eventos y dan paso al analisis

que se propone.

1.3.1. Eventos Inesperados

Para dar pie a la descripciéon del problema, es oportuno hacer la revision de
algunas fechas que han exhibido existencia de una errada o incompleta aproxima-

cion al fendémeno:

1.3.1.1. Crisis Rusa

En el verano de 1998, Rusia desaté una crisis de tales consecuencias que,
relacionada con otra serie de problemas menores pero latentes y preocupantes
(recesion en Japon, posible devaluacion de la moneda china y el impedimento
presidencial que enfrentaba Bill Clinton en E.U., etc.), “tomaria toda una vida
recuperar algo de esas pérdidas”’ segin coment6 un analista en el Wall Street
Journal??

Dos anos antes, Rusia era el mercado emergente (la oportunidad de mercado
de los paises en desarrollo) més importante a nivel mundial, y debido a una serie
de factores (ahora describibles y observables en casi cualquier canal informati-
vo financiero) macro y microeconoémicos sufrieron la devaluacion de su moneda,
arrastrando bancos occidentales y a los comerciantes de deuda. Luego, Wall Street
reflejo esos problemas con la caida de 3.5% del Dow Jones Industrial Average
(DJIA) el 4 de agosto de 1998. A medida que la crisis rusa aumentaba (unas se-
manas después se hizo oficial la devaluacion del rublo, el desplome de la economia
se hizo presente ademas de la fuga masiva de capitales, que aiun continia), este

indice seguia impactando: 3 semanas después del primer golpe, el DJTA cayo6 4.4 %

Zop. cit. Mandelbrot (2009a), Notes Chapter I p.279.
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mas; después de esto, el 31 de agosto, una vez mas, cay6 6.8 %. En otras partes, los
bonos bancarios caian a un tercio de su valor usual comparado contra los bonos
gubernamentales. El caso mas sonado entre los afectados es el de LTCM (Long-
Term Capital Management), dirigido en parte por los entonces recién laureados
por el Nobel, Myron Scholes y Robert Merton (los involucrados en el desarro-
llo, el primero, y la complementacion, el segundo, de la formula Black-Scholes),
quien luego de sufrir pérdidas multimillonarias por un endeudamiento imposible
de pagar, tuvo que ser rescatado por los més importantes bancos de E.U. bajo
supervision de la Reserva Federal de E.U. (FED).

El Fondo Monetario Internacional desfogo el problema ruso y la FED estabilizo
Wall Street, frenando asi un revés al sistema financiero. Al analizar lo sucedido, ese
final del 31 de agosto no debi¢ haber sucedido de acuerdo al modelo estdndar; su
probabilidad de ocurrencia era tan despreciable (una entre 20 millones, equivalente
a no verlo en casi 100 mil afios de transacciones diarias) que era imposible tomar en
cuenta su presencia. La probabilidad de las tres caidas en el mes es atin més infima:
una entre 500 mil millones. Un antecedente de gran eco es el “Black Monday” del 19
de Ocubre de 1987, una caida del Dow del 29.2 %, cuya probabilidad de ocurrencia
se reducia a una entre 10°°, tal niimero no existe en la naturaleza -no significa nada
para los modelos financieros. Atun asi, sucedi6. Su ocurrencia permite cuestionar

las mediciones hechas para describir el comportamiento del mercado.@

1.3.1.2. La era de la Informacién: Burbujas y la crisis de 2008

En la primera década del nuevo milenio ocurrieron un par de casos que alcanzan
el interés de este trabajo, ellos son las llamadas burbujas (aqui mencionaremos

la “Burbuja Dot-Com” o “Burbuja de Internet”) y la crisis desatada en el 2008,

2 op. cit. Mandelbrot (2009a), p. 4-6.
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marcada por el quiebre de diversas instituciones financieras y bancarias alrededor
del mundo. Se procederé a desarrollar una resumida explicaciéon de lo sucedido en
ambos acontecimientos.

Dentro del mercado hay ocasiones en las que el precio de las acciones sube
temporalmente sobre un periodo extendido por algunos meses o anos, evidente-
mente no siempre es un mercado ascendente pero en la suma de las vicisitudes del
periodo el resultado es un mercado creciente, esto es conocido como “Bull Mar-
ket”; su contraparte, un mercado cuyo efecto acumulativo de los cambios de los
precios sea decreciente, es el “Bear Market”. Las “Burbujas” pueden verse como un
caso particular de interaccion entre “Bull” y “Bear Market”, en donde la ocurrencia
de &mbos se da de manera stbita y notable. Principalmente son describibles una
vez que ocurre la caida de los precios que fueron alzados de manera especulativa
(debido a la anticipacién de una subida en los mismos) por los participantes
de un mercado en crecimiento.

A finales de los afios 90, la red de Internet se expandia a gran velocidad entre la
poblacién; las empresas que se encargaban de la distribuciéon del servicio y aque-
llas ligadas al desarrollo de su tecnologia presentaban grandes ganancias en este
periodo, por lo que una gran cantidad de inversionistas apostaban a este mercado
en auge. La espectativa del retorno financiero que se esperaba de estos activos
venia alimentado por las promesas de un incremento en la cobertura del servicio
y del desarrollo tecnologico (inversiones en redes inalambricas 3G, cableado de
Alta-Velocidad, etc.) ademas de que el gobierno mismo impulsaba a las empresas
tecnoldgicas con reducciones en impuestos. El NASDAQ), indice que enlista a las
empresas relacionadas con la tecnologia, refleja el desarrollo de este evento (ver

Figura|1.3.1)).

Al no cumplir las expectativas que se tenian marcadas, diversas compamias

36



3000 -

4500 1

4000 4

3500 4

3000 4

2500 4

2000 A

1500 A

1000

500 4

0 T T T T T T T 1
Feb-82 Nov-84 Aug-87 May-20 Jan-93 Qet-95 Jul-98 Apr-01 Jan-04

Figura 1.3.1: NASDAQ Composite (Cierre Mensual)
Galbraith, James K., Hale, Travis, Income distribution and the Information
Technology Bubble. Austin, TX: LBJ School of Public Affairs, University of
Texas Inequality Project, Working paper 17 January 14, 2008.
no pudieron hacer frente a su carga financiera y parte de ellas perdieron su valor
comercial. Varios puntos, que van desde el fallido alcance de la comercializacion
hasta el problema de Microsoft vs. Estados Unidos (declararon que era un mono-
polio) contribuyen a su caida. En cuestion de meses muchos de los involucrados
quebraron (las empresas) y perdieron grandes sumas de dinero (los inversionistas);
algunos, como “Amazon.com”, aunque perdieron casi el 90 % de su valor lograron
superar la burbuja y estabilizarse; una década después, incluso lograron volverse
3 veces més rentables de lo que fueron en la burbuja?]

Ahora bien, aparte de la “Burbuja de Internet”, el nuevo milenio sumié al mun-
do en una crisis financiera a finales de la primera década, la cual sigue impactando
actualmente. La crisis de 2008 (realmente iniciada en 2007, incluso podrian encon-
trarse antecedentes previos) enfrasco al sistema financiero, econémico y monetario

en un grave aprieto, del que existe un (ampliamente descrito) conjunto de cau-

2 op. cit. Galbraith & Hale.
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sas e involucrados; el Otono de este ano marcé un punto a favor de la critica de
los modelos financieros prevalecientes, pues fue en su diversificacion y aplicacion
(productos financieros creados a partir de la medicion del riesgo) que se desato la
caida de todos los mercados y varias economias del mundo.

Evidentemente existen muchos puntos macroeconémicos y politicos involucra-
dos en lo sucedido, aqui se hara la distincion de lo sucedido en el “mercado del
riesgo”. La caida, como ya se mencion6, inicidé en 2007 siendo el agente méas re-
levante en ello la emision de créditos subprime (bésicamente créditos dados a
aquellos que tienen registros crediticios negativos, con mayor riesgo de incumpli-
miento -"default” en ingléﬂ- que un deudor prime) llevo a los mercados finan-
cieros a ofrecer un producto para diversificar el riesgo de pérdida por default: los
CDOs (“Collaterized Debt Obligations”) repartian el riesgo de default entre di-
versos deudores, de diversas edades y sectores laborales, con distintas capacidades
econémicas, con miras a disminuir el efecto de que algunos no pagaran. Esto au-
ment6 la probabilidad de un fallo méas grave. La correlacion entre diversos factores
a niveles macro y microeconémicos es bastante impredecible.

En el 2000, David X. Li hizo ptblica una forma de resolver el problema del
riesgo de default. Debido a la presencia de este riesgo, existe un contrato financiero
para hacerle frente: el “Credit Default Swap” (CDS), cuya funcion es asegurar a la
entidad que lo compra contra el default de un deudor cualquiera (pais, sociedad,
activo financiero) mediante el pago de primas al vendedor que, en caso de que
ocurra el default, reembolsa el valor de la pérdidaf’} Asi, para cada CDO se le

deberia asociar un CDS a partir de las caracteristicas del primero; entonces, se

26E] término “Default crediticio” refiere al estatus en que cae un deudor cuando incurre en
imcumplimiento del pago de su deuda, es decir que falla en cumplir sus obligaciones legales (o
las condiciones) de un préstamo adquirido.

2TLi, David X., On default correlation: a copula function approach, Journal of Fixed Income,
E.U., marzo 2000.
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tiene una manera de medir el riesgo de default -al aumentar la cantidad de éstos, el
valor de los CDS asociados reflejara este cambio aumentando su precio; lo mismo
para el caso opuesto- y mitigar su efecto. A estos productos, las calificadoras,
les otorgaron la nota “AAA” -la mejor posible- y el ntimero de CDS aumentd
considerablemente en ese mismo ano.

Hay que mencionar que el fundamento matematico asociado a la mediciéon de
un default simultaneo de muchos deudores, conocido como riesgo de correlacion,
es la llamada Teoria de Copulas; en particular, el trabajo de Li utiliza la Copula
Gaussiana que, al llevar la curva de Gauss como base, disminuye la probabilidad
de un evento extremo.@ Ademés, se debe tener en cuenta que la historia de los
créditos subprime es relativamente nueva y, en ese momento histérico, el mercado
inmobiliario iba en crecimiento.

La sobreconfianza puesta en estos modelos y su popularizacion debida a la
facilidad de calculo otorgada por el gran desarrollo tecnologico e informético, lle-
v6 a los bancos y diversas instituciones financieras a realizar grandes operaciones
especulativas respecto del default hipotecario. Por otra parte, los reguladores del
mercado también adoptaron estas probabilidades de default para tomar decisiones
acerca del nivel de aseguramiento en efectivo que debieran tener estas empresas;
fue notorio que la Securities and Fxchange Comission de E.U. relajo la regla de
capital neto -las reservas en caso de default- en 2004 y, consecuencia de esto, Wall
Street llegd a tener un endeudamiento masivo; asi tenemos los casos siguientes:
Fannie Mae y Freddie Mac, bancos inmobiliarios, tomaron un proyecto asegurador
de hipotecas cuyo rescate, después de la caida, lleg6 a valorarse en 363 mil millo-

nes de délareﬂ Bear Stearns, uno de los mas grandes emisores de instrumentos

28 Cifuentes, Arturo; Katsaros, Georgios, The One-Factor Gaussian Copula Applied To CDOs:
Just Say NO (Or, If You See A Correlation Smile, She Is Laughing At Your “Results”). The
Journal of Structured Finance, New York, E. U. 13 de marzo de 2007. 60-71.

29Schwartz, Nelson D., Roose, Kevin. Federal requlators sue big banks over mortages. The
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financieros respaldados por hipotecas, tuvo un apalancamiento de lo que debia
contra lo que poseia de 33 a 1. Poco después los precios del mercado inmobiliario
cayeron y todo empeoro. El 29 de septiembre, el DJIA cayo 7% y con ello 1.6 mil

millones de dolares desaparecieron de la industria norteamericana |

1.3.2. Analisis de los Fundamentos Tedricos

Tomando en cuenta la evidencia anterior, resulta claro ver que hay fallas en
los modelos convencionales que deben de ser tomados en cuenta. Aclaremos los
puntos que sobresalen por su participaciéon en este problema de la medicion del

riesgo financiero.

1.3.2.1. Tras Bachelier y la curva de Gauss

Hay que mencionar la evidente influencia del modelo econémico neoclésico,
que dota al estudio de este fené6meno de un acercamiento puramente matematico,
suponiendo en él que todo debe ser calculable y, ademas, crea la figura del homo
economicus: el ser racional que busca maximizar su beneficio analizando el con-
junto de informacion disponible. Las hipotesis generales tras la aplicacion de la

curva de Gauss al estudio del comportamiento de los Mercados Financieros son:

1. La gente es racional con la toma de decisiones (analiza la informacion a su
alrededor y la utiliza para tomar la mejor decision), tiende a maximizar el
beneficio lo cual puede ser expresado por una “funcién de utilidad” que se

maximiza al hacerse mas rica. Es decir, el supuesto de racionalidad en los

New York Times [en linea]. 2 de Septiembre de 2011. [Fecha de consulta: 12 de agosto de 2015].
Disponible en:

http://www.nytimes.com/2011/09/03/business/bank-suits-over-mortgages-are-
filed.html? r=0

Uop. cit. Herlin pp. 68-70.

op.cit. Mandelbrot (2009a) p. xvi.
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inversionistas proviene de que prefieren tener mas dinero que menos dinero.
A este punto se le debate que la realidad muestra un comportamiento mas
bien erratico de los individuos, no existe la misma valoraciéon entre ganancias
y pérdidas, por tanto un argumento de racionalidad total esta errado. Un
estudio que evidencia esta situaciéon lo llevaron a cabo Allen Poteshman y
Vitaly ServinP!] en el que observan el ejercicio de opciones Call americanas
antes del tiempo de su vencimiento durante un periodo de baja volatilidad,
lo cual es irracional ya que este tipo de opciones son de mayor utilidad
en tiempos donde hay - como dicen los autores- “friccion en el mercado”
va que es ahi donde es posible generar una ganancia con estos contratos; el
llamado “Comportamiento de Rebafio’P? amplifica el efecto de esta situacion
al difundirlo a través de distintos tipos de participantes en el mercado, al
ocurrir esto la irracionalidad es, entonces, parte del mercado lo cual refuta

la hipotesis de eficiencia.

. Homogeneidad de los inversionistas: todos tienen los mismos horizontes tem-
porales y las mismas metas, con la misma informaciéon toman las mismas
decisiones y aunque su riqueza varie, ninguno es lo suficientemente poderoso
para influenciar los precios por si mismos - tienen expectativas homogéneas.
Aqui, simplemente se puede objetar que en realidad cada inversionista es
distinto, los hay quienes mantienen acciones por décadas para un fondo,
asi como quienes especulan en cada momento donde se presente una “ten-

dencia” que les beneficie. Un experimento muestra que la interaccién entre

31Poteshman, Allen M. y Serbin, Vitaly, Clearly Irrational Financial Market Behavior:
Evidence from the Early Ezxercise of Ezchange Traded Stock Options (August 2001). Dispo-
nible en la Social Science Research Network [en linea]: http://ssrn.com/abstract=280795 6
http://dx.doi.org/10.2139/ssrn.280795

92 Hearding Behaviour en inglés. Este quiere decir que el general de los inversionistas pequefios
y débiles tienden a seguir las acciones efectuadas por los méas fuertes a modo de proteccion.
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dos tipos distintos de inversionistas genera burbujas y caidas espontaneas,
el mercado pasa de un sistema “lineal” -en el que cada factor agrega pre-
decibilidad al siguiente- a uno “no-lineal”, mas caodtico -donde los factores
interactiian y reaccionan impredeciblemente—.ﬁ Otro experimento muestra
que las poblaciones que buscan beneficiarse tomando decisiones en contra de
la mayoria, al depender de qué tan rapido y através de quiénes se transmite
la informacion, pasan del estadio de inconformidad a ser la misma mayoria
trastornando el circuito de la informacion en este proceso; asi, aquellos que

buscaban independencia del general terminan siendo el nuevo foco rectorf*}

3. El cambio entre cada variaciéon de precios es practicamente continuo: no
hay saltos inesperados, se mueven suavemente de uno a otro. El modelo de
Markowitz asume esto para funcionar y poder utilizar las herramientas del
calculo diferencial e integral para la probabilidad.

Mandelbrot ataca esto aseverando que cuando se estudia a detalle el feno-
meno, hay una constante de saltos debido al redondeo de precios y al retraso
del mercado para efectuar las 6rdenes de compra y venta, produciendo des-

equilibrio y obliga un balance “a saltos'T]

Estos puntos son la base de la aproximacién probabilistica de Louis Bachelier al
estudio de los cambios en los precios de los M.F. y justifica el por qué se debe
utilizar la distribucion de probabilidad gaussiana. A continuacion se analiza esto

iltimo con mayor detalle.

33De Grauwe, P., Grimaldi, M. Bubbling and crashing exchanges rates CESIfo Working Paper
1045, 2003.

34Touboul, Jonathan, The Hipster Effect: when anticonformists all look the same. The Mat-
hematical Neuroscience Laboratory/ Collége de France. Paris, Octubre 30, 2014.

35 0p. cit. Mandelbrot p. 86
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1.3.2.2. Movimiento Browniano de Precios

La manera en que la curva de Gauss se enlaza con la descripcion probabi-
listica del tamano de los cambios en la variacién de los precios de los Mercados
Financieros, se desarrolla mediante un proceso tomado de la fisica conocido co-
mo Movimiento Browniano (En adelante MBr). Este observa el movimiento de
una particula suspendida en un fluido provocado por el choque de la primera con
las moléculas del segundo. Su desarrollo matemético necesita que el movimiento

cumpla con las siguientes condiciones:

= Incrementos Independientes, i.e. independencia entre cada cambio: no tiene

que ver el primer cambio con el siguiente, ni con ningin otro;

» Incrementos Estacionarios, i.e. la distribucién de los incrementos sélo de-
pende del incremento temporal: cada cambio esta regido por la misma ley

en el transcurso del tiempo, nunca cambia; e

» Incrementos Gaussianos: la ley probabilistica que rige dichos cambios es la

Distribuciéon Normal.

El MBr puede verse como la representacion tiempo-espacio de la curva Normal,
que resulta asociable, en sus principios, al proceso de variaciéon de precios, contri-
buyendo a su amplia utilizacién para la simulacién del fenémeno.

Graficamente (ver Figura [1.3.2). lo que genera el MBr es una curva erratica
que se superpone en varios puntos pero cuya direccion permanece por veces (todas
las direcciones tienen la misma probabilidad de ocurrencia). Si se toma en cuenta
tinicamente el tamano de la variacion de los cambios, obtenemos un proceso (ver

parte superior de la Figura [1.3.3)) que permanece dentro de un rango “medible”
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Figura 1.3.2: A) Un movimiento Browniano en su versiéon bidimensional: espacio-tiempo. El punto
azul, en aproximadamente (0,0), indica la posicion inicial de la particula; el rojo es el punto final de
esta caminata. Se observa la consistencia de la distancia entre puntos que refleja los pequeilos cambios
alrededor de la media. A pesar de que puede haber un considerable alejamiento del origen, en si el
proceso es poco variante de un grupo de puntos a otro.

B)En el caso unidimensional (simulado en repetidas ocasiones), siempre partiendo del (0,0), las trayec-
torias superpuestas formaran la campana gaussiana. Aqui, dado que la media es cero, el centro de la
campana se encontrara sobre el eje X y las posibles divergencias respecto de él quedaran encerradas por

los limites de la curva roja, salvo muy escasas excepciones.

pues la gran mayoria de los cambios serdn pequenos y muy pocos ocurriran fuera
de él, el equivalente del “ruido blanco”.

Si se comparan los cambios de un tipico MBr con los del Dow Jones (Figura
se puede observar la disparidad del concepto con la préactica. En el primero,
como ya fue mencionado antes, la mayoria de los cambios (68 %) esta alrededor
una o de la media, el 95% a 20 y el 98 % dentro de 30, més alld hay “pocos”
valores. En realidad, el DJIA tiene cambios “frecuentes” de hasta 10c; el de 1987
es de 220 (aquel 29.2 % antes mencionado).

Ademaés de esto, existe en la literatura evidencia de que este enfoque esta mal
encausado: en los mercados de bienes los cambios no siguen la curva de Gauss
y que su varianza no permanece constante como debiera esperarse (Mandelbrot

observo esto con el cambio en el precio del algodon a lo largo de 100 anos); en las
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Figura 1.3.3: Variaciones de un Movimiento Browniano tipico (arriba) y variaciones del DJIA de
1928 a 2006 (abajo).

Op.Cit. Herlin p. 59

acciones, se encontraron casos en los que el tamano de las variaciones no coincidian
en su incidencia real con la esperada, la kurtosis (encargada de medir la relacion
entre los datos agrupados al rededor de la media y los existentes en las colas de
una distribuci(’)nﬁ[) fue utilizada para estudiar este escenario dejando claro que no
hay coincidencia entre una curva gaussiana (kurtosis = 3) y el mercado (el indice
Standard & Poor’s 500 tuvo una kurtosis de 43.36 entre 1970 y 2001, si se quita
Octubre del 87, atin queda un valor de 7.17; el NASDAQ de 5.78 y el CAC-40:
4.63). Igualmente, en el mercado de divisas hay registros de que la realidad no es

explicable bajo Gauss. Y, finalmente, se ha demostrado que existe Dependencia en

36 A mayor kurtosis es més notoria la coexistencia de eventos cercanos a la media y eventos
lejados de ella.
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los cambios de los precios, sucediendo esto a corto (1-2 afos), mediano (3-8 anos) y
largo plazo; en el primer caso, se ha observado un “arrastre” en las tendencias que
se va degradando a medida que avanza el tiempo (una caida importante provoca
una caida menor al dia siguiente); a mediano plazo se tiene que el comportamiento
es inverso (a un periodo de ganancias es méas probable que le siga uno decreciente)
y, por ultimo, Mandelbrot defiende que el efecto mas importante se da en el largo
plazo -tedricamente, un efecto infinito- pero a esto regresaremos luego.

Queda aclarar que debido a esto se ha combatido la utilizacion y predominancia
académica de estos modelos, pero también cabe resaltar que cada uno de los que
se han mencionado en este capitulo tiene sus propias desventajas.

El CAPM esta expuesto a la critica debido a una serie de anomalias expuestas

relacionadas con su funcionamiento ( “/ is Dead” es como se les conoce) :

= El efecto £: mide la relacién precio (P) - ganancias por accion (E) para
indicar si una accién esta siendo comprada a un valor mayor o menor del
que realmente posee. Pero segiin la teoria, tinicamente la 3 es relevante
para aportar informacion al precio. Si este cociente es alto, habra un peor

desempeno de la accidon en cuestion respecto de aquellas con uno menor.

= Kl efecto Pequena-firma-en-Enero: Se descubrié que existe, por un lado,
una tendencia del mercado a crecer en Enero y por el otro, las acciones de
firmas pequenas tienen, generalmente, un mejor desempeno que las de las
grandes. Al juntar ambos casos se tiene un fendémeno aiin mas notorio; cosa

que solamente la [ debiera reflejar.

» El efecto Valor en libros-Valor de mercado (“Market-to-Book effect”): Este

cociente mide la relaciéon entre el precio de mercado y el precio manejado

37La nomenclatura P y E hace referencia a Price (precio) y Earnings (ganancias).
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por los “libros” contables. Si el valor es pequenio (precio de mercado menor

que en los libros), se tendra un mejor desempeno de la accion.

En cuanto a Black-Scholes, la féormula original ha sido ampliamiente debatida y
se estd de acuerdo en su imprecision, en el mejor de los casos, si no es que se le

considera del todo erronea.

1.4. El Fen6émeno de lo Altamente Aleatorio

En este capitulo se analiza y concluye que los modelos financieros convencio-
nales tienen muy discutibles principios (en gran medida relacionados con la forma
de plantear el problema) y abordan el tema de lo aleatorio de los M. F. desde una
perspectiva incompleta y mal enfocada. Sobre esto, diversos autores se enfocan a
desarrollar formulaciones alternativas al fenémeno, las cuales serdn discutidas a

continuacion.

1.4.1. Defensores de un movimiento fallido

En la bisqueda por aferrarse al modelo financiero prevaleciente, uno de los
remedios que se crearon fue el analisis de series a tiempo discreto mediante los
famosos modelos ARCH (“Autoregressive Conditional Heteroskedasticity”, referi-
dos en espanol como “Heterocedasticidad Condicional Autoregresiva”) que tratan
de modelar varianza inestable. El modelo Black-Scholes asume la varianza, o,
como una constante derivada de observaciones hechas en tiempos suficientemen-
te pequenos (tiempo continuo) lo cual permite interpretar esta varianza como la
volatilidad de los precios; los ARCH generan una volatilidad estocéstica (alea-
toria) cuyo beneficio radica en evolucionar conforme se actualiza la informacion

disponible. Sin embargo, los fundamentos de esta tendencia igualmente caen en
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la modelacion basada en que los cambios se rigen por la Norma]@ Con esto se
crea un hibrido en el que la varianza del Black-Scholes es estimada através de un
modelo ARCH.

Debido a la presencia de errores en su desempeno, se han ido “parchando” los
defectos del modelo creando una cantidad importante de variantes del ARCH:
GARCH (General Autoregresive...), NGARCH (Nonlinear GARCH), iGARCH
(integrated GARCH), EGARCH (Exponential GARCH), etc. Todos “mejoran”
cierto aspecto del modelo para hacerlo mas fiel a la realidad, pero no pretenden
explicar ni dar razéon de las “mejoras”, simplemente se aplican para acoplar los
modelos a los datos empiricos ]

El punto a debatir es que el azar que modela la curva Normal no es represen-
tativo del fenémeno que prevalece en los mercados financieros. Nassim N. Taleb
y Benoit Mandelbrot ratifican este pensamiento y el ultimo de ellos presenta una

solida respuesta, la cual le da sentido a este trabajo.

1.4.2. Cisnes Negros y matematicas para lo Irregular.

Wilfrido Pareto, descubri6é un fenémeno interesante respecto de la distribucion
del ingreso: a medida que éste cambiaba entre individuos (de ricos a pobres) la
evolucion del diferencial aumentaba; es decir, comparando la diferencia de ingresos
entre un pobre y un rico, ésta aumentaba conforme pasaba el tiempo (los ricos se
hacian mas ricos y los pobres, mas pobres). De este estudio hay que mencionar
que prevalecia en la Europa de entonces (suele asociarse el pensamiento filosofico

de Pareto como precursor del fascismo de Mussolini) la idea de que el socialismo

38Los retornos no siguen la distriucion gaussiana sino una mezcla de distribuciones de este
tipo, definida por el periodo de tiempo analizado.

39Chaudhury, M. & Wei, Jason Z. A comparative study of GARCH (1,1) and Black-Scholes
Option Prices. University of Saskatchewan, Canada, 1996.
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nivelaria este asunto.

Nassim Nicolas Taleb, presenta un analisis asertivo de la forma en que com-
prendemos lo desconocido y como existe un desequilibrio entre nuestra apreciaciéon
de lo que puede ser y como ciertos fendémenos contribuyen al escalamiento de otros
més graves; particularmente habla del fenémeno de lo aleatorio en escenarios de
alto riesgo. La tendencia a sentirse mas cémodo cuando se tiene una “imagen”
(aunque sea una imagen erréonea) del porvenir, nos deja inhabilitados ante un re-
vés de la fortuna. Al enganar la percepcién que se tiene de la ocurrencia de un
suceso adverso caemos en la falsa idea de que éste puede ser medido y combatido.
El autor ha demostrado en diversos trabajos, que un suceso medido en las “colas
de la distribuciéon” esta mas expuesto al error estadistico; es decir, mientras mas
raro es el evento, menor es nuestra capacidad de predecir su verdadera naturaleza
y de comprender sus verdaderos alcances.

En su obra El cisne negrﬂ, Taleb desarrolla estas premisas de las que ya se
mencion6 que el problema inverso se agrava al no tomar en cuenta la platonicidad
del pensamiento[ﬂ Esto implica que cuando estamos en bisqueda de prever un
suceso en los mercados (cuya naturaleza es bastante erratica) a partir de ideali-
zaciones de baja aleatoriedad (en este caso gaussiana) dejamos espacio para que
la confrontacion del modelo con la practica genere un vacio interpretativo, el cual
abre paso a que lo imprevisto suceda. Precisamente por esta “ceguera” es imposible
que se pueda predecir la siguiente gran variacion “fuera de la norma”, pues la mo-
delacion de eventos baséandose en la historia del evento (la que se pudo construir),

sOlo generard previsiones dentro del mismo catalogo de opciones disponibles que

Dop. cit.

41E] problema inverso, como se menciona antes en la Introduccion, trata de nuestra reducida
capacidad para vislumbrar el futuro a partir del estudio del pasado y, la platonicidad es la forma
en que idealizamos situaciones reales através de conceptos limitados, el problema de confundir
“el mapa con el territorio”.
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fue utilizado para la construccion de la historia y, en su mejor caso, extrapolara
bajo la misma escala de apariciéon e impacto de las mediciones originales.

Luego, dado que no sabemos cuando ni en qué proporciones ocurrird un evento
adverso, tomar precauciones acerca de la magnitud y frecuencia de éste resulta
ser una tarea poco clara ya que no se puede estar seguro de cuanta reserva es
necesaria tener disponible para enfrentar algo que no sabemos que vaya a ocurrir.
Por ello, una vez que ocurren los eventos raros (fuera de la norma) tienen un alto
impacto en su dominio, que puede ser tanto positivo como negativo, el cual genera
alerta y promueve el interés hacia la naturaleza de su ocurrencia. Es decir, s6lo
son describibles una vez que han sucedido (nada del pasado puede decir convin-
centemente de antemano su posibilidad) y se procede a generar una explicacion
contextualizada de su formaciéon. Con lo que se hace explicable y predecible.[ﬂ

Los Cisnes Negros (eventos imprevistos, de gran impacto y solo observables
una vez ocurridos), como él los llama en su obra citada, encuentran en los merca-
dos financieros una amplia gama de ejemplos que ratifican su existencia. Dado que
son impredecibles, hay que amoldarse a su existencia (méas que intentar preverlos).
El qué hacer para comprender mejor como funciona su actuar y el impacto que
pueden tener en los mercados financieros, Taleb dice, viene del genio que dio las
bases matematicas para el desarrollo de una nueva revoluciéon cientifica. Para él
(v este trabajo) Benoit Mandelbrot y los Fractales tienen el principio que permite

un mejor acercamiento al problema que se tiene.[ﬂ

Mandelbrot desarrolla una diversa serie de investigaciones relacionadas con el

42Cabe mencionar que un evento altamente impactante puede vincularse tanto al hecho de la
ocurrencia un evento altamente inesperado (de muy baja probabilidad), como la no ocurrencia
de uno altamente esperado (de muy alta probabilidad). Por lo que prever eventos adversos y
favorables comparten el problema mencionado.

op. cit. Taleb (2009) y Taleb (2010)
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gran descubrimiento de su vida: los Fractales, de los cuales, los relacionados con
las finanzas y los precios del mercado llevan a un nuevo nivel el estudio y analisis
de la informacién financiera para presentar la alternativa a lo convencional: el
modelo Multifractal que describira el como se comportan los MF. Veremos como
la alternativa al proceso browniano de la Figura[1.3.2]se presenta con otro tipo de
procesos, los cuales son capaces de generar las grandes variaciones y las tendencias

que son observables en los precios de los mercados.
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Capitulo 2

El Azar Fractal de los Mercados

Financieros

Como hemos observado, los modelos més utilizados sobre los cambios de los
precios de mercado muestran inconsistencias al ser aplicados, las cuales provienen
de un cuestionable grupo de supuestos que son asumidos como verdades, sobre
los cuales se erige un sistema financiero global. Benoit Mandelbrot, entre otros,
ha senalado que ante tal situacion es deseable que el modelo alternativo permita
elaborar construcciones mas realistas del comportamiento del mercado a través
de la refutacion de esos supuestos y la adopcion de la evidencia empirica de los

datos y sucesoq' debido a que:
= ¢l cambio de precios no surge de un proceso aleatorio continuo,

= ¢l tipo de distribucion probabilisitca detras del tamano de las variaciones
no coincide con la aleatoriedad “manejable” de lo gaussiano, por lo que debe
existir algin otro tipo de distribucién maés fiel a lo que observamos (aunque

no necesariamente méas sencilla)

Lop. cit. Mandelbrot (2009a).
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= el general de los participantes no son iguales ni toman decisiones totalmente
racionales, con lo que la informacion obtenida no sigue la Hipotesis de los
Mercados Eficientes; un punto que pasa desapercibido a la hora de modelar
es la anticipacion de los participantes, este comportamiento irracional altera
el desarrollo esperado del mercado; por ello, los modelos deben tomar en

cuenta esta conducta que altera la evoluciéon del mismo, y

= debe hacerse notar la dependencia histérica de las variables involucradas en

sistemas tan complejos como son el financiero y el econémico.

Estos puntos finales son las nociones primordiales que dan sustento a la cons-
truccion del modelo multifractal que es la herramienta propuesta a lo largo de
este capitulo. Esto resulta de tomar en cuenta el estudio de un fenémeno fisico
muy peculiar: la turbulencia de fluidos en movimiento. Este tema aunque bastan-
te conocido en la fisica, es un topico con teorias aun en discusion; al pretender
adaptar la formulacion matematica del modelo que la describe hacia nuestra area
de interés, da como resultado un modelo que aproxima el conocimiento del com-
portamiento de los mercados.

La turbulencia es parte de la dindmica de fluidos que se caracteriza porque el
flujo no es simple, constante y mono6tono, sino que de vez en vez surgen fluctua-
ciones intermitentes en su movimiento que alteran el paso del fluido, el viento, por
ejemplo, pasa de formar corrientes estables, de las que se dice que son de forma
laminalﬂ (en las que un avion planea sin sobresaltos) a tomar repentinamente des-
de ligeras variaciones como los remolinos y los cambios de direcciéon e intensidad

hasta catastroficos tornados (los rebotes que hace el avion reflejan la aparicion de

2Haciendo referencia a la formacién de corrientes ’horizontales’ que favorecen el desplaza-
miento através del fluido.
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Figura 2.0.1: Un fluido turbulento. Cambios en la Velocidad diaria del viento de Febrero a Diciembre
de 1999 en la estacion Hayange, Francia. Notese el agrupamiento de las fluctuaciones y la gran variacion

hacia el final del periodo.

estas anomalias), en ambos casos se retorna en algiin punto a un estado de calma
como en el principio.

Este fenomeno, como puede verse en la Figura muestra el cambio erré-
tico e impredecible de la evolucion del flujo (aqui en relacion con la velocidad
del viento, la cual cambia constantemente en las fluctuaciones ya descritas), cabe
rescatar que se alcanza a observar la aglomeracion de los grandes cambios. El
mercado, como se alcanza a apreciar en la Figura tiene similiudes graficas
con el viento (muchas variaciones de diversos tamafos y la aglomeracion de los
grandes cambios) como deberia ser al comparar dos sistemas de turbulencia.

Los mercados financieros -sugiere Mandelbrot- pueden tomar el modelo mul-

tifractal de la turbulencia como directriz y utilizarlo para representar su compor-

31Tchiguirinskaia,l., Schertzer, D., Lovejoy, S., y Veysseire, J.M. (2007). Wind extremes
and scales: Multifractal Insights and empirical evidence. En Prof. Dr. J. Peinke, Prof. Dr.-Ing.
P. Schaumann, y Dr. S. Barth (Eds.), Wind energy: proceedings of the Euromech Colloquium
(p-100). Berlin: Springer.
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Figura 2.0.2: Retornos del S&P500 de 2006 a 2011

tamiento. Antes de poder exponer céomo funciona, es necesario explicar qué son
los fractales y qué podemos aprender de sus propiedades, pues ellas son la clave

para la formulacién de las hipotesis del modelo propuesto.

2.1. Fractales

El término Fractal, acunado por Mandelbrot en los anos 70’s, proviene del
latin fractus, conjugacion al participio pasado de frangere (romper), el cual hace
referencia a un objeto de forma irregular para el que resulta complicado tratar sus
propiedades matematicas con la geometria euclideana, ya que ésta se desarrolla
sobre “curvas lisas y figuras de forma perfecta”ﬂ. Tales objetos cumplen la premisa
de que sus propiedades totales son reproducidas a disitintos niveles dentro del
mismo objeto a distintas escalas -las partes son un eco del todo. Asi, “las nubes no
son esferas montadas una sobre de otra, ni las montanas conos perfectos que han
sido erosionados por el tiempo, los arboles no son triéngulos’ﬂ para estos casos,
la geometria fractal es la herramienta por exelencia para analizar estos fenémenos

aparentemente caoticos.

4op. cit. Herlin p. 75
5Mandelbrot, Benoit, La Geometria Fractal de la naturaleza. Espana: Tusquets Editores, 3a
edicion: septiembre de 2009. En lo sucesivo, se referird a esta obra como Mandelbrot (2009b).
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La idea detras del concepto matemaético de estos objetos ya habia sido estu-
diada con anterioridad al trabajo expositivo de Mandelbrot en su obra Les objets
fractales, pero a él le debemos su adscripcion a la geometria; antes tales curvas
eran una consideradas una “aberraciéon” para los matematicos.

Uno de las principales cualidades de estos objetos es que permiten trabajar
con curvas de caracteristicas excepcionales que dificultan su analisis mediante las
herramientas comunes del calculo y la geometria: curvas continuas, sin derivada
(no se puede trazar una tangente a ningin punto sin tocar otro), de longitud
infinita y /o que encierran un area definida. Existen, por ejemplo, las conocidas
curvas de Peano que llenan el plano, asi como los conocidos copos de Von Koch,
o el polvo de Cantor, que eran “monstruos” a la luz del anélisis matematico, sin
embargo, bajo el analisis fractal sus estructuras son facilmente construibles a partir

de 3 simples pasos:

1. Dar un iniciador, que puede ser un triangulo, un circulo, una linea, un

intervalo, etc. que indicara el “rumbo general” a seguir.

2. En seguida dar un generador, el cual indica el patrén de cambio a seguir;

en el caso de los fractales mas simples suele ser un patrén geométrico.

3. Luego, proponer la regla de recurrencia, la cual determinaré la frecuencia de
aparicion del generador a lo largo del iniciador, creando con esto el proceso

de construccion del fractal.

Con esta informacion es posible generar figuras de intrincada estructura; al conocer
los tres pasos anteriores, se puede describir el grado de su irregularidad, lo que

hace méas simple la labor de estudio y modelacién de estos objetos.
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2.1.1. Simple complejidad

Existe una diversa gama de fractales hoy en dia, cada uno difiere en el iniciador,
en el generador o en la regla de recurrencia que se utiliza para su elaboracion. Sin
importar la complejidad de la formulacion ni lo accidentado de la forma final, la
utilidad de esta herramienta se basa en un simple nimero que determina el grado
de irregularidad del fractal en cuestion. Este nimero indica la Dimension Fractal.
Asi como existen las dimensiones creadas por Euclides para la recta, el plano y
el espacio tridimensional (dimension 1, 2a y 3a dimension respectivamente) y que
sirven casi a todas las ramas de la ciencia, la dimension fractal permite medir
de otra manera los objetos irregulares asignadndole un valor numérico al nivel
de irregularidad que presenta mediante la asociacion de un niimero fraccionario
como valor dimensional. Es decir, si la recta es de dimension 1 y el plano de
dimension 2, entonces (para la geometria fractal) cualquier “linea” que tenga un
comportamiento erratico (que no sea una recta) pero que nunca alcance a cubrir
el plano, tendra una dimension fraccionaria entre 1 y 2. Andlogamente, para un
plano irregular que no cubra el espacio tridimensional en su totalidad se tendra
una dimension fractal entre 2 y 3; mientras més cercana sea dicha fraccion a la
dimension inferior (o superior), menos (0 més) irregular es el objeto.

No hay una sola definicion matematica para tal nimero, debido a que distintas
deficiones sirven a diferentes propositos de estudio. En el caso de los fractales més
simples, la dimension fractal (D) viene dada por la dimension de similaridad u

homotecia (como también es conocida):

_log(N)

P = e (@)

donde:

r: es la razon a la que escala la unidad utilizada (hacia arriba o hacia abajo) es
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Figura 2.1.1: Triangulo de Sierpinski y su construccion fractal.

decir, la cantidad del iniciador que debe ocupar el generador en cada fase

de la construccion;

N: es el nimero de unidades del generador que se necesitan para completar el

objeto en el iniciador.

Es decir, si tenemos un iniciador de tamano 1 en la dimension euclidiana D (que es
siempre un entero) y reducimos su tamano en razon de % en todas las direcciones,
necesitaremos de N = [P objetos autosimilares al original para recubrirlo de
nuevo. Al despejar esta ecuacién para D obtenemos la dimensién antes descrita.

Por ejemplo, para el Tridngulo de Sierpinski (ver Figura se tiene que el
inictador es un tridngulo cuyos lados tienen longitud 1, el generador parte cada
lado en 2 (reducimos el triangulo original a la mitad tanto el ancho como la altura)

y agrega 3 reproducciones similared’| del triagulo iniciador para completar el area

original; este proceso se sigue hasta el infinito sobre cada uno de los tridngulos

6Haciendo uso del concepto geométrico de similitud (que altera el tamafio y no la forma).

28



que aparecen cada vez. Aqui r = % y N = 3, por lo que su dimension fractal es

_ log (3)
log (2)

Como 1 < D < 2y es un ntimero irracional, sabremos que el triangulo de Sier-

D =d; ~ 1.5896

pinski habitara un espacio “hueco” casi la mitad de las veces, pues su construccion
generara espacios en si mismo infinitamente.

Una generalizacion de ésta, la aplicacion mas comtn, es la dimension cuenta-
cajas, la cual como su nombre indica, encierra el fractal en cajas (o cubos e
hipercubos) cada vez més pequenias y otorgar el valor numérico correspondiente

a la cantidad necesaria para cubrirlo:

rn—0 lOg (%)

r, busca que en cada instante n el radio r de la estructura autosimilar sea

(2.1.1)

cada vez mas cercano a 0. Para el ejemplo anterior

log (N log (3t) 1
D= d. = tim BW) _ g, 108 () _ o (3)

= = ~ 1.5896
a0 1og <%> k—oo log (2F)  log (2)

En casos mas complicados, otras dimensiones resultan tutiles para medir esta
irregularidad dependiendo del campo en que sea utilizada. Una de las mas im-
portantes es la dimension de Haussdorf-Besicovitch(Dy), cuya demostracion no
es cuestion de discusion en este trabajd} Esta definicién permite otorgarle una

definiciéon matematica més pura a lo que es un fractal mediante la relacion:
dr <d, <D <d.< Dy <dg
con

dr: la dimensién Topolégica usual (un entero) f]

"Ver APENDICE: Dimensién de Hausdorff-Besicovitch.
8Ver APENDICE: Espacio Topolégico y Dimension Topolégica.
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dg: dimension de similitud u homotecia
d.: dimension de cajas
dp: dimension euclideana (el espacio que contiene al fractal, también un entero)

Esta habilidad para organizar lo aparentemente erratico permitié establecer una
solucion practica al problema de medir y mapear el territorio de un pais, las cos-
tas, etc. en las que siempre existe un sesgo en la informacion pues dependen de
la precision del instrumento de medicion ya que al aumentarla, las mediciones
siempre diferian en los resultados finales pues los espacios aparecen a medida que
se refina la escala (como con Sierpinski). ;Como acercar una figura rigida como el
tridngulo de Sierpinski a las formas de la naturaleza? Al asociar la regla de recu-
rrencia con un proceso aleatorio, tendremos que los objetos de dimension fractal

similares tendran un interesante comportamiento como veremos a continuacion.

2.1.2. Fractales aleatorios

. Qué ocurre si se aiade un poco de incertidumbre a la construccién de un
fractal? Segiin Mandelbrot, la idea de trabajar con fractales basicos adquiere ver-
dadero valor y significancia al abordar el tema de los fractales aleatorios al mismo
tiempo que los primeros mejoran la comprension del azalﬂ; la diferencia radica
en la ponderacion que se le da al azar en la evolucién de sistemas naturales; la
fisica por ejemplo, trata este tema con sumo cuidado a nivel microscopico pero
es totalmente descuidado en la escala macroscopica. Con fractales, esto no ocurre
pues la importancia de lo aleatorio importa para cada uno de los niveles que los

comprenden.

90p. cit. Mandelbrot (2009b) p. 287.
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.Como aleatorizar un fractal? Antes se describié que para hacer un fractal, se
requiere de tres factores: un iniciador (el espacio donde se desarrollara el fractal),
un generador (la forma que sera iterada) y la regla de recurrencia (que define
la aparicion del generador en el iniciador); para crear fractales aleatorios basta
con hacer que la regla de recurrencia o el generador se reproduzcan mediante un

proceso aleatorio:

= Para la regla de recurrencia, tinicamente se pretende que el generador apa-

rezca al azar, y no deterministicamente, a través del iniciador.

= FEl generador aleatorizado se crea al modificar al azar las propiedades de

éste; longitud, area, forma de las lineas, angulos, etc.

Cambiar estas partes de un fractal, generard una figura con propiedades esta-
disticamente medibles pero que estética y analiticamente es més compleja que
un fractal determinista.

Es pertinente mencionar que ocurre un fenémeno dentro de este tipo de cons-
trucciones pues existen aquellos fractales cuya estructura aleatoria permite que
existan puntos dobles (que el recorrido “dé vueltas” sobre si mismo), caso que
Mandelbrot llama azar sin ligaduras; por otro lado habré ocasiones en las que los
estadios futuros de la construccion estén condicionados a los anteriores y entonces
el azar estara sometido a fuertes autoligaduras por la geometria del espacio]'Y]

Existe un experimento conocido como “El juego del Caos”, en el que se dibuja
un tridngulo y fuera de él un punto P. Cada vértice del tridngulo se asocia con un
par de ntimeros del 1 al 6 i.e. al vértice A los nimeros 1 y 2, al B los niimeros 3
y 4, al C el 5y el 6. Se lanza un dado y, dependiendo del resultado, se coloca un

punto P’ a la mitad de la recta que uniria al punto P con el vértice correspondiente

09p. cit. Mandelbrot (2009b) p. 291.
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Figura 2.1.2: Fractal de Von Koch aleatorizado con el lanzamiento de una moneda

al resultado del dado. Después este P’ pasaria a ser el nuevo punto inicial y se
repite el proceso ad infinitum. Luego de las iteraciones se obtiene el tridngulo de
Sierpinsky, mostrando con ello coémo un proceso aparentemente cadtico genera
una estructura definida, ordenada (limitada inicamente por el espacio).
Profundicemos pues en los casos en que durante la construccion de un fractal
la regla de recurrencia puede ser transformada para generar un proceso aleatorio.
Mandelbrot asocia, por ejemplo (ver Figura , la curva de von Koch (tam-

bién conocido como copo de nieve K o isla triddica de von Koch), de dimension

D= igig ~ 1.26, con el lanzamiento de una moneda, en el que cada lanzamiento
determinara si el siguiente paso, en vez de tomar la linea cerrada de un tridngulo,
serd en sentido directo (R) o inverso (I). Este proceso genera una curva cuya rugo-
sidad es bastante cercana a la de la costa de Gran Bretana (de dimension fractal

estimada en 1.24). Aqui puede verse el problema de las autoligaduras pues al que-

rer modelar las costas, éstas no deben intersecarse, generando asi un problema

"Elaboracién con el codigo disponible en: "Create Alternative Koch Snowflakes” from
the Wolfram Demonstrations Project http://demonstrations.wolfram.com/CreateAlternative-
KochSnowflakes/

Contribucién de: Tammo Jan Dijkema
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aln sin resolver.

Este sistema de azar fractal resulta importante en diversas areas de la ciencia
y la industria, desde la distribucion no uniforme de las galaxias en el universo, la
interrupcion de senales electromagnéticas en los sistemas informaticos, pasando
por la creacion de graficos por computadora, hasta la distribuciéon de arboles en
un bosque o de las vetas de oro, la simulacion de imperfecciones en un metal,
el clima y las nubes, la utilizacion del lenguaje, y, como veremos a continuacion,
la turbulencia y los mercados financieros. Como podemos ver, los fractales “son
el lenguaje de la naturaleza”, pues constituyen complejos sistemas aparentemente

sin norma alguna pero con una presencia definida.

2.1.2.1. Fractales brownianos

Del universo de fractales y en particular los fractales aleatorios, la teoria de la
probabilidad permite expander la capacidad representativa de estos objetos para
acoplarlos a algtin modelo funcional. Si modificamos la regla de recurrencia para
que los cambios o la frecuencia de ellos en el generador se distribuyan de acuerdo
a una distribucién normal, tendremos un fractal de orden estadisticamente gaus-
siano con lo cual se puede generar una caminata aleatoria gaussiana. Es decir, del
MBr podemos retomar los principios que lo definen (independencia de los cambios,
continuidad, el tamano de los cambios es dirigido por la curva normal) para cons-
truir un fractal que sea compatible con la descripcion de lo que estadisticamente
es el movimiento browniano.

Es decir, si el MBr pretende generar muchos pequenos cambios independientes
e idénticamente distribuidos, (recordando el trazo del tamano de los cambios y
una simulaciéon de un movimiento browninano esta la Figura podemos tomar

un iniciador y un generador apropiados, los cuales se haran variar de acuerdo a
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E)

Figura 2.1.3: Grafico de A) un proceso browniano y B) la magnitud de los cambios de éste.

C) El generador de una tendencia (al alza en este ejemplo) tiene la forma Arriba-Abajo-Arriba, la regla
de recurrencia se aplica a cada semirecta de éste, cuando la pendiente es negativa se reemplaza por
Abajo-Arriba-Abajo.

D)Modificacion del generador para agregar realismo: El resultado final se modifica al cambiar los “pun-
tos de quiebre” del generador. Aqui, se divide el generador obtienendo 3 “subgeneradores”: el orginal
(Arriba-Abajo-Arriba), a partir del primer punto de quiebre del original se obtiene uno tipo Abajo-
Arriba-Arriba y, finalmente antes del primer punto de quiebre tenemos otro tipo Arriba-Arriba-Abajo.
E) Los nuevos generadores son aleatorizados a lo largo del proceso, se inicia con el original y en cada
nueva iteracion se lanza una moneda para ver cual de los otros sera aplicado.

F)ELl proceso obtenido conserva la proporciéon de los cambios del movimiento browniano.

Las imagenes C), D), E) y F) corresponden a Mandelbrot, Benoit. Fractals and scaling in finance:

discontinuity, concentration, risk. New York: Springer-Verlag, 1997.
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la regla de recurrencia elaborada con la instruccion de aleatorizar el generador
de acuerdo con la distribuciéon asociada a este movimiento y generar con ello
un gréafico totalmente anadlogo al que se verfa utilizando la teoria matematica
convencional de este fenémeno. Por ejemplo, se han modelado estructuras del
relieve terrestre como una funcion browniana de latitud y de longitud. En esta
figura vemos un fractal browniano, la base de esta simulacion es el iniciador que
en este caso podria ser una “tendencia al alza” de una accion, el generador seria
la linea zigzagueante a lo largo del iniciador y la regla de recurrencia seria tomar
cada una de las 3 rectas que forman el generador y aplicar los quiebres de éste
indefinidamente. Para acercarlo a un grafico real de precios, se toman “piezas” o
segmentos del resultado final y se revuelven dentro del espacio original. Como se
alcanza a apreciar, el grafo (sin indices ni escalas) se asemeja bastante a lo que
veriamos en un grafico accionario.

Si B (t) es la funcion que describe la evolucion de la variable como funcion de ¢,
dependiendo de la dimension tendremos una curva plana; si B (t) estd en un punto
E-dimensional, la gréfica es una curva en un espacio (E + 1)-dimensional (donde
la coordenada t se anade a las E coordenadas de B). Sin embargo, lo que importa
es la trayectoria trazada en el espacio E-dimensional. Otro ejemplo de esta unién
entre fractales y el movimiento browniano se puede observar en la Figura [2.1.4
Detras de tales fractales, las propiedades importantes que han sido modificadas
de la construccion de un fractal no-aleatorio son: 1) la alteracion del punto de
referencia del (k + 1)-ésimo paso de la construccion a través del desplazamiento
transversal del punto en el paso k-ésimo, y 2) la longitud del desplazamiento de
la trayectoria seguira una distribucion Normal.

Este tipo de construcciones, dice Mandelbro@ tienen ciertos resultados que

12V éase Mandelbrot (2009b) pp. 329-346 para mayor desarrollo de la teoria.
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Figura 2.1.4: Envolturas/islas brownianas; movimiento browniando “autoevitante”.

son interesantes, a saber:

» La trayectoria browniana tiene incrementos estacionarios. Dado un intervalo
correspondiente a un lapso de tiempo ¢, no es posible “adivinar” cuél es la
posicion del trazo en el eje temporal pues todas las posiciones de las posibles

en el intervalo tienen la misma distribucion.

= La trayectoria browniana es autosemejante estadisticamente. No requiere
que todas las partes sean exactamente iguales al todo, basta con que las
partes y el todo, al reducirlo por semejanza tengan distribuciones idén-

ticas.

» El kérnel (o conjunto donde la funciéon toma el valor constante 0) browniano
es autosemejante. Ademas tiene una dimension fractal D = %, lo que implica

una gran dispersion en el plano de este conjunto.

D

» La longitud del kérnel satisface Pr (U > u) = v, con D = %
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= La funcion browniana es autoafin. Es decir, se puede descomponer la curva

existente entre t; y t5 en M porciones simétricas correspondientes a ca-

da t, al contraer la(s) coordenada(s) espacial(es) en una proporcion r, y la

coordenada temporal en una proporcion distinta 72> = -, lo que implica-
p prop i lo q p

ria que la dimension de semejanza antes mencionada (ds) no esta definida.

La dimension Cuenta Cajas o la de Hausdorff-Besicovitch son ideales para

caracterizar este movimiento, obteniendo D = 2.

Estas propiedades, junto con algunas otras, vuelven académicamente atractivos a
los fractales brownianos asi construidos; sin embargo, son de poca utilidad por las
restricciones asociadas a las traslaciones y semejanzas que pueden tener. Necesita-
mos entonces recurrir a una generalizacion del concepto de MBr, introducida por
Kolmogorov en 194(113] y cuyas propiedades fueron profundizadas por Mandelbrot
y Van Ness en 1968[131 Estas propiedades permitiran formular reglas de construc-
cion que tiendan a explicar la naturaleza del comportamiento del mercado, entre

ellas estan la autosemejanza y la no-estacionariedad.

2.1.2.2. Fractales y turbulencia

El proceso que se explicard a continuacion fue ideado por un cientifico inglés,
Harold Edwin Hurst, quien estudi6 las fluctuaciones del Nilo por més de 50 anos,
de cuya investigacion se rescata la manera en que formuld, a pesar de no ser un
matematico puro de laboratorio, la dependencia temporal de variables aleatorias
a través de una excepcionalmente documentada cantidad de datos.

Hurst era el encargado de conocer a fondo las fluctuaciones del Nilo para hacer

13Kolmogorov, A. N. Wienershe Spiralen und einige andere interessante Kurven im Hilberts
chen raum. Comptes Rendus (Doklady) de I’Academie de Sciences de 'URSS, 1940.

14Mandelbrot, B. and Van Ness, J. W., Fractional Brownian motions, fractional noises and
applications, SIAM Review, 1968. pp 422-437.
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frente a los periodos de sequias aprovechando para ello, los periodos de abundancia
pluvial. Para lograr esto debia conocer, entre otras cosas, el tamano maximo y el
minimo de precipitaciones para obtener un diferencial que serviria para construir
la presa que serviria de regulador. La conclusion a la que llego, se puede enunciar
de la siguiente manera:

Sea X (t) la descarga acumulada de un rio entre el inicio del afio 0 y al final del
ano t. Tomemos la descarga media muestral u (d) entre los anos 0 y d. Utilicemos

p (d) para ajustar X (¢) cuando 0 < ¢t < d y llamémosla X* (f). Se define:

R (d) = méax{X" (t)} —min {X" (¢)}

De esta construccion se puede deducir que R (d) es la capacidad que debe tener
la presa para asegurar un adecuado funcionamiento los d anos que se plantean. Lo
ideal seria que este nivel siempre se mantuviera pero aunque no sucede asi, R (d)
permite desarrollar otro método para construir presas (que no veremos en esta
obra); sin embargo, Hurst vio en R (d) un importante medidor del comportamiento
de las fluctuaciones. Por criterios de conveniencia, dividi6 este nimero entre S (d)
que es un factor de escala y estudio la dependencia en d de %.

Al suponer que un proceso gaussiano rige el tamano de las descargas (es de-
cir, que el proceso de cambios sigue una distribucion Normal, también llamado
“ruido blanco gaussiano”), entonces S se vuelve irrelevante y se demuestra que
X* (t) es una funcion browniana, como la B (t) antes descrita. Entonces R(d) es
proporcional a la raiz de la media cuadratica de X* () siendo esta o Vd. Luego
% x dz .

Hurst, basandose en una amplia evidencia empirica, lleg6 a la conclusion que
1

o d, siendo H casi siempre mayor a 5 (el Nilo, concluyd, tiene un H = 0.9;

]y

15Para mayor detalle, véase Mandelbrot (2009b) pp 351-362.
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el Loira en Francia y el Colorado, que cruza Estados Unidos y México, tienen
0.5 < H < 0.9). Mandelbrot llama a un ruido o fluctuacion cualquiera X (¢) “ruido
de Hurst” si tal proceso sigue este % o d, ademés comprueba que 0 < H < 1.
Esto implica de fondo que hay una invarianza estadistica al cambio de escala, de
aqui el término ruido escalante. [[Y]

Se demuestra también que basta con que la varianza estadistica del proceso
gaussiano acumulativo X* (¢) sea igual a |At|*" y la esperanza matematica nula
para formar un proceso browniano, notando claramente que 2H es fraccionario. De
esta manera By (f) se conoce como Movimiento Browniano Fraccionario (mbf).
Ademas se puede hacer la conjetura de que una curva fractal cuya dimension sea
D = + y sea parametrizada con el tiempo (la trayectoria By (t)) es la tnica con
incrementos gaussianos, estacionarios bajo cualquier traslacion (lo que implica una
diferencia importante a la de un fractal simple) y escalantes para todo r > O.E

Si H = % = D = 2, tenemos entonces el MBr original con incrementos in-
dependientes (que no es persz'stent. Para 0 < H < %, el mbf es altamente
erratico pues genera cambios significativos con mayor frecuencia que el mbf des-
crito al inicio del parrafo. Es de nuestro interés el caso en el que % < H <1,
pues D = % dejandola entre 1 y 2. Cuando el mbf tiene esta dimension presenta

dependencia al desarrollo historico de la variable en cuestion, esto es, el pasado y

el presente influyen en la evolucién del movimiento; es persistente pues permite

16Ge le llama ruido debido a que toda fluctuacién natural puede ser procesada para ser audible.
Existen en la naturaleza ruidos que al ser acelerados y luego ralentizados, se esperaria escuchar
grandes diferencias (un instrumento musical deja de sonar como debe al pasar por este proceso),
sin embargo existen aquellos sonidos que tienen una persistencia y basta sélo con ajustar el
volumen para escuchar el mismo sonido a diferentes velocidades de frecuencia de onda. El ruido
blanco gaussiano es parte de este grupo, siempre reproduce el mismo sonido, pero existen otro
tipo de ruidos escalantes que pueden ser utilizados para verificar este punto.

1"Esto implica cierta afinidad al movimiento browninano ordinario, mas adelante se introduce
al Movimiento L-estable, que permite una aproximacién no gaussiana de la persistencia.

18Un fenémeno persistente refiere a que hay rachas en las que alguna tendencia prevalezca,
que persista durante cierta cantidad de tiempo antes de cambiar.
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el agrupamiento de alguna tendencia en un intervalo de tiempo.

Este caso de H > % desarrolla una curiosa propiedad, la persistencia de los
incrementos es infinita (para Hurst esto implica que la persistencia de las descar-
gas fluviales se extienden a periodos bastante extensos de tiempo, llegando a ser
de siglos e incluso milenios) y aunque parece generar ciertos ciclos al verlo en una
grafica de cambios, dichos ciclos no son extrapolables a mayores duraciones de
las que tienen definidas y la interpolacion es no-lineal al depender de cada nuevo
instante de uno anterior (es importante notar que esto implica la importancia de

las condiciones iniciales que se planteen en el modelo)m

Como se viene afirmando, el estudio fractal radica en encontrar la regularidad
en lo irregular y el objeto de estudio puede ser tanto una figura geométrica como
un patron estadistico. Los fractales mas simples que escalan en las mismas propor-
ciones en todas direcciones son llamados autosimilares, en ellos se puede observar
el mismo patréon en muchas escalas distintas. Aquellos fractales que escalan en
mayor (0 menor) proporcion en una direccion mas que en la otra son llamados
autoafines (la figura del movimiento browniano ordinario modelado como
fractal es un ejemplo de ello). En ambos casos se habla de que estamos frente a
un monofractal. Ahora bien, si el objeto estudiado escala de maneras distintas
en diferentes porciones o puntos (en un arbol por ejemplo, las nervaduras de las
hojas asemejan a la distribucion de hojas en las ramas, y de ramas en el arbol)
entonces tal objeto es llamado multifractal. H se vuelve un conjunto de medidas

sobre un mismo objeto. Su formulacion matematica se vuelve algo compleja pero

19Hay que hacer mencién que, de las implicaciones de las cifras de Hurst para el caso que
estudiaba, sigue en discusién la gran cantidad de variables que yacen en la explicacién completa
del fenémeno sobretodo por que la persistencia infinita requiere de una gran cantidad de compo-
nentes hidrometereoldgicos, sin embargo, para los fines practicos que buscaban, D > % permite
un desarrollo bastante fiel en el corto y el largo plazo.
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tienen grandes e importanes implicaciones para nuestro estudio. Como veremos a

continuacién, los mercados financieros son de naturaleza multifractal.

2.2.  El modelo Multifractal del mercado

Si bien las matematicas aplicadas a la generaciéon de un proceso multifractal
como lo antes mencionado no son triviales en lo absulto, su construcciéon permite
establecer otro enfoque a la observacion del fenomeno de la volatilidad en los
precios de los mercados. La naturaleza de los supuestos elementales sobre los que
se construye el mbf, dan lugar a una explicacion mas coherente de los supuestos
iniciales del modelo con la evidencia observada. Es decir, tenemos una formulacién
alternativa del problema de la que finalmente se obtiene un modelo que refleja de
mejor manera el comportamiento del mercado.

A continuacién se describe de qué manera son compatibles el desarrollo de un

fractal aleatorio con las propiedades intrinsecas de los mercados financieros.

2.2.1. Los tres componentes de la turbulencia financiera

El modelo multifractal que a continuaciéon serd descrito, esta formulado ba-
jo supuestos muy diferentes a los establecidos por la teoria de Bachelier. Es de
vital importancia para este documento describir la asociacion de los conceptos

matemaéticos ligados a los supuestos que seran la base del modelo. En breve,

= se trata de las llamadas Distribuciones Estables, que son la generalizacion

de la distribucién normal que permite trabajar con varianzas infinitas;

= una consecuencia de utilizar este tipo de distribuciones es la presencia de

Colas pesadas que permitiran un escalamiento potencial de la intensidad
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de los fenémenos posibles vy,

= se necesita de la introduccion de una Memoria de largo plazo en la
evolucion del fenomeno, la importancia del pasado en el presente y de éste

en el futuro es incluida en este concepto.

El primero, parte de un caso estudiado en diversas ramas de la Estadistica, esto
es la posibilidad de encontrarse ante un fenémeno que siga una distribuciéon “de
colas pesadas”; llamado asi por la clara diferencia entre tales distribuciones con
la Normal, principalmente en los extremos -las colas- de la distribucion (que es
donde los sucesos altamente aleatorios suceden). Recordemos que la curva Normal
rapidamente decrece las posibilidades de que ocurra un suceso mas alla de tres
desviaciones estandar, por lo que una distribuciéon de “colas pesadas” permite una
mayor frecuencia de sucesos bastante alejados de las poblaciones medias.

Evidentemente utilizar tales distribuciones permite la aparicion de sucesos
como el Lunes Negro (el 19 de octubre de 1987), sin embargo, no pueden ser
utilizadas indiscriminadamente en un modelo, y en el nuestro habra que tener
precauciéon, como ya se menciond antes, hacia el tipo de distribucion que se aco-
plara a los datos y viceversa. En el caso nuestro, las distribuciones utilizadas para
generar este modelo son las llamadas L-estables, cuya explicacion se expone més
adelante P

Luego, hay que considerar que en tales distribuciones surge un efecto peculiar
al que se le conoce como escalamiento. La distribucion Normal hace que los eventos
sean “igualitarios”, pues cada suceso nuevo se va agregando al total y este suceso

no rige la evolucion del conjunto total; en contraparte, la distribuciéon de Cauchy

20Llamadas asi por ser el matematico francés Paul Lévy el que las describié. El término
estable refiere a un objeto al que se le pueden aplicar diversas transformaciones, como rotarlo,
encogerlo o anadirlo a otro objeto y el primero mantiene sus propiedades basicas. Por ejemplo, la
curva Normal es L-estable para la suma (anadir datos puede aumentar la media o la desviacion
estandar pero finalmente sigue siendo una curva Normal).
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(también una distribucion L-estable) genera una gran disparidad en los sucesos,
va que éstos pueden transformar completamente el resultado final. Esta distribu-
cién permite observar la existencia tanto de puntos de infima trascendencia como
de gran influencia en un mismo fenémeno. Esta disparidad permite analizar los
sucesos de diferentes maneras al tratar con el azar en tipificaciones de su misma
naturaleza, el azar medio, neutro y poco exitante de la curva Normal y, el opuesto,
azar “salvaje” y atemorizante de una distribuciéon escalante y un término medio
entre ambas formas de azar. El escalamiento presente en los fractales toma asi un
importante significado en este punto pues se sugiere un escalamiento estadistico
que serd detallado més adelantefT]

Por dltimo y la mas importante, la memoria de largo plazo en los fenémenos
aleatorios. H. E. Hurst, con su estudio de las fluctuaciones del Nilo, dejo plasmada
una idea brillante: no sélo importa el tamano de las inundaciones sino la precisa
secuencia en que éstas ocurren lo que modificard su comportamiento futuro.

Se analiza entonces, en las lineas siguientes, los puntos fundadores del modelo

multifractal.

2.2.1.1. Distribuciones L-estables

Paul Lévy, matematico francés, inici6 el desarrollo de la teoria sobre sumas de
variables aleatorias idénticamente distribuidas pero con la capacidad de permitir
la presencia de colas pesadas v de sesgo en las distribuciones. Esta familia de
distribuciones tienen la habilidad de ser “variaciones” una de la otra, las cuales
son determinadas por 4 pardmetros que a su vez, generan las propiedades de la
distribucion.

La estabilidad se define de la siguiente manera:

2Lop. cit. Mandelbrot (2009a) p. 161.
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Si X, y X, son copias de una variable aleatoria X, X se dice que es estable si
Va,b > 0 constantes; la variable aleatoria aX; + 0.X5 tiene la misma distribuciéon
que cX + d para algtin ¢ > 0y d. Si d = 0 se dice que es estrictamente estable.

Recordemos que cualquier distribucion de probabilidad esta determinada por

su funcion carateristica, usualmente denotada como ¢ (t), por la siguiente ecua-

cion: .
£ =5z [ ottyexp(-iat)dr

Con la excepcion de la Normal, la distribucion de Cauchy y la distribucion
de Lévy, en las demés distribuciones pertenecientes a esta familia no puede darse
una ecuacion cerrada de su funciéon de densidad, pero todas ellas estan descritas

por la funcién caracteristica.

o) = eXp{wt—ma [1+i67 tan(5)] }

0 equivalentemente
t
log (¢ (t)) = idt — ~|t|* [1 + Zﬁm tan (O;—Wﬂ
entonces «, 3, v, y ¢ definen a la familia de distribuciones S (o, 8,7,d) que
caracterizan a la variable aleatoria Z, i. e. Z ~ S (a, f,7,0). Groso modo, cada

uno de los parametros anteriores modifica la distribucion final de acuerdo a la

manera en que son definidos:

a € (0,2]: Llamado ezponente caracteristico o de singularidad, define el “peso” de

las colas en la distribucién.

B € [—1,1]: Es el grado de simetria de la distribucion, el sesgo de la misma; si

éste es nulo, la distribucién es simétrica.

v > 0: Determina la magnitud de las probabilidades totales, la escala de ellas. Es

vinculada a la varianza.
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- — a=1, 3=0, Cauchy
.20 =2, B=0, Gauss
N o=l B=1, Lévy
“EEN :
10
0.05
c P(X >¢)
Gauss Cauchy | Lévy
0 0.5000 0.5000 1.0000
2 0.1587 0.2500 | 0.6827
4 0.0228 0.1476 | 0.5205
6 0.001347 0.1024 0.4363
8 0.00003167 0.0780 0.3829
10 | 0.0000002866 | 0.0628 | 0.3453

Figura 2.2.1: Distribuciones L-estables, su caracterizaciéon parameétrica. La tabla muestra las proba-
bilidades de tener eventos X mayores a un valor fijo c; se alcanza a distinguir el efecto del “tamaifio” en
las colas de las distribuciones Cauchy y Lévy, el desvanecimiento de las probilidades de eventos extremos

se presenta a un ritmo notablemente més lento que con la curva gaussiana.

0 € R: Indica la posicidn (localizacion) de la distribucion, funciona a modo de

media.

a 'y [ son los mas importantes ya que v y § pueden ser eliminados con la trasla-
cion y transformacion de escala adecuada. Cuando a@ = 2 y 3 = 0, se obtiene la
distribucion normal estandar; la general viene dada por S (2, B, %, u). La distri-
bucion de Cauchy con sus grandes colas, de escala v y localizacion &, se obtiene
de S (1,0,7,9).

Una importante distribuciéon dentro de este conjunto es la llamada Distribu-
cion de Lévy (a = 1/2, f = 1), la cual esta completamente sesgada a la derecha,

es decir, su dominio lo comprenden los reales positivos R (en general para o < 1,
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las distribuciones estdn completamente sesgadas a la derecha si § = 1, o izquierda
si B = —1). Esta presenta una cola de mayor peso que la distribucién Cauchy y
sirve en general para caracterizar fenémenos en los que la variabilidad es altamen-
te inestable. Esta familia de distribuciones permitieron a Mandelbrot, definir un
proceso estocastico que no se comportara de acuerdo a un cuadro gaussiano: el
Vuelo de Lévy (ver figura final del Capitulo 1 y el APENDICE . En su crea-
cion difiere del modelo browniano en la variedad de las trayectorias presentes, es
decir, a un cimulo de puntos cercanos alcanzados por trayectorias pequenas (poca
variacion) les sigue, o conecta con otro cimulo, una trayectoria méas larga (una
gran variacion con alguna tendencia en la direccion) o una serie de trayectorias de
longitud mayor y direcciéon persistente. Aqui, el pardmetro « indicaré el tamaifio
de los cambios: a menor valor de «, tendremos un vuelo con trayectorias més
largas y cambios mas bruscos, lo opuesto para a — 2. En la naturaleza, algunos
autores -como Gabriel Ramos-Fernande#*?| y David Sims %} han demostrado que
el movimiento realizado por disitintas especies de animales para buscar alimento
sigue un Vuelo de Lévy.

Es vital remarcar que las distribuciones L-estables tienen una importante ca-
racteristica en su formulacion, nétese que al no restringir la “varianza” superior-
mente, ésta puede ser infinita. Esta caracteristica permite generalizar el TCL: la
diferencia radica en que, el original, requiere de varianza finita para que la suce-

sion de variables aleatorias X; con ¢ € N, i.i.d. (independientes e identicamente

converge en distribucién a una
var(X)n

distribuidas) cumpla que el lim,,

Normal Estandar (de media 0 y varianza 1); al no asegurar el “tamano” de la

22Ramos-Fernandez, Gabriel. Patterns of association, feeding competition and vocal com-
munication in spider monkeys, Ateles geoffroyi. January 1, 2001. Disertaciéon disponi-
ble por ProQuest. Papel AAI3003685. Accesible via: http://repository.upenn.edu/disserta-
tions/A AI3003685

43Sims, David, et al. Enviromental context explains Lévy and Brownian movement patterns
of marine predators. Letters, Nature 465. June, 2010.
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varianza, las distribuciones L-estables requeririan de encontrar un secuencia de

factores a, y bytales que el lim,, ., 2Z=Xizen

converja en distribuciéon hacia una
variable aleatoria no—degenerada@ Y. Entonces esta Y, tendra necesariamente que
existir dentro de la familia de distribuciones S (o, 3,7,0), lo cual es particular-

mente util cuando, como hemos visto, la variacién de los precios dificilmente es

reflejada por la varianza constante de una distribucion gaussiana.

2.2.1.2. Leyes de potencias

El trabajo de Pareto como economista dejé como legado la famosa regla del
80,20 (o del 50/1)F| o de Pareto en la que se postula que el 80 % de la riqueza esta
en manos del 20 % de la poblacion, como también que el 80 % de la produccion la
realizan el 20 % de la poblacion productiva, o que el 80 % del valor del mercado
esta en el 20 % de las empresas que lo conforman, asi como que el 80 % de las
ventas provengan del 20 % de los clientes, etc. Esta regla establece que el 80 % de
los efectos provienen del 20 % de las causas.

Detréas de este concepto de la inequidad de la relacién causa-consecuencia se
aloja la idea de las Leyes Potenciales o Leyes de Potencias, las cuales permiten
describir matematicamente la invarianza de escala?’| de un fenémeno que genera
desequilibrios “predecibles” (como en un fractal). Por ejemplo para el caso del
triangulo de Sierpinski, el escalamiento se da a razén de % si se reduce el triangulo

original (o se duplica si se quiere ver el desarrollo del fractal en el otro sentido),

24Una distribucién degenerada ocurre cuando la variable aleatoria X toma el valor k € R con
probabilidad 1 es decir, que X tome un valor constante es un evento seguro: Pr (X = k) = 1. Se
dice entonces que X es degenerada en k.

25 Al aplicar sucesivamente la misma ley sobre si misma se llega a esta relacién, es decir si
tenemos el 80 % de algo y el 20 % que lo produce o lo posee, entonces de ese 80 y 20 %, de nuevo
el 80/20 es aplicado hasta dar con que 50/1 es equivalente.

261,a posibilidad de encontrar la misma forma o comportamiento a distintas escalas.
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siendo este el exponente p de la ecuacion:
y = ax?

donde y depende de z, a es una constante de proporcionalidad y p es un

exponente de escala. Para efectos practicos, puede verse como:

log (y) = p-log (z) + log (a)

La practicidad mencionada se debe a que si se grafica tal ecuacién en un
plano cuyos ejes estan divididos en escala logaritmica (1, 10, 100, 1000, 10000,
etc.) el resultado obtenido es una recta. Asi, la pendiente de la recta determinara
la potencia en cuestion m En el plano real, forma una curva vertiginosamente
decreciente al inicio y de "cola larga" para el resto. La naturaleza asintética de
este tipo de funciones aglomera grandes variaciones en pocos valores y reduce
la variabilidad en la mayor parte de la gréfica, en la cola®] Las distribuciones
L-estables y su aplicacion particular a los Vuelos de Lévy, presentan este tipo de
comportamiento en las colas de sus respectivas distribuciones, es decir, la funcién
de supervivencia (la cual mide la probabilidad de “sobrevivir” a un punto temporal
en especifico, usualmente asociada a la mortalidad o al fallo de un sistema) sigue
una ley potencial (Ver Anexo para detalles del comportamiento de la funciéon
de supervivencia y en general del proceso).

Este tipo de leyes han sido utilizadas para describir fenémenos como la fre-
cuencia de utilizaciéon de las palabras permitiendo con ello medir la riqueza del
vocabulario de alguien. Este fenomeno es aproximadamente descrito por la “Ley

de Zipf-Mandelbrot”, llamada asi por George Kingsley Zipf quien enuncio6 la ley

2TInversamente, si se quiere probar que algo estd regido por una de estas leyes, entonces
basta con graficarlo en escala logaritmica, si se genera una recta estamos en presencia de una
ley potencial.

28Mostrando el sesgo o asimetria de la distribucién.
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Ley Potencial Representacidn Logaritrrica

(=]
T

=]
n
T

Figura 2.2.2: Ley Potencial y su representacion en escala logaritmica.

que se muestra a continuacion, y que Mandelbrot generaliz6. La idea proviene
del ordenamiento de la frecuencia de las palabras, siendo 1 la mas frecuente, 2
la siguiente, y asi sucesivamente. Luego, la probabilidad de que cada palabra sea

utilizada en un texto es aproximadamente:

con @ la distribuciéon de probablidad, r la posiciéon, F' es una constante que Zipf
estimo en %, y é es el factor importante pues define la ley potencial. A mayor «,
mayor vocabulario.

Otro caso interesante es el de, una vez méas, Wilfrido Pareto, cuyas aseveracio-
nes provienen de su estudio acerca de la reparticion del ingreso entre las personas.
Este modelo determina que, en un proceso econémico, la diferencia entre ricos y
pobres es cada vez més notoria dado que la reparticion del dinero entre quienes
poseen mucho y quienes poseen poco sigue un patron de escalamiento (los ricos

seran mas ricos y los pobres méas pobres). Su féormula se denota como:

P=(2)”

m
donde P indica la proporciéon de la poblacidon que sobrepasa de un ingreso wu,

m es el salario minimo; con lo cual tenemos que al dividir u con m se obtiene
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el grado de ingreso que se posee. Aqui —a fue estimado en —% por Pareto. Asi
sabemos qué porcentaje de la poblaciéon excede este u anualmente.

En la funcién denotada por y = axP, es p la clave de la “fisonomia” de la
distribuciéon en cuestion. Si p < 2, no existe la varianza, ésta es infinita. Con
p < 1, la media tampoco.

La distribucion gaussiana reduce las probabilidades de pasar a ser multimillo-
nario siendo millonario y de pobre a pobre en extremo a medida que la diferencia
es mas notoria. Con estas leyes, la probabilidad de pasar de un estado a otro (de
millonario a multimillonario o al revés) condicionada a que se esté en un esta-
do inicial es mucho més homogénea entre las distintas diferencias que puedieran
haber entre ambos extremos. Es decir, la probabilidad de tener medio millén de
dolares y producir con ello un millén es la misma que de tener medio billon y
obtener un billon.

En general, las propiedades de las leyes de potencias contrastadas con la dis-

tribucién normal son:

» La rapidez con que decrece la probabilidad en las colas de la distribucién es
mucho mas lenta y prolongada que la desapariciéon “rapida” de los valores

extremos en una curva de Gauss.

= La desigualdad es imposible de ocultar; si todos tienen la misma probabili-
dad de mejorar (o empeorar) su suerte, entonces unos pocos mantendran el
dominio sobre los beneficios y la mayoria se repartira el resto (como vimos,
la ley del 80/20 implica la de 50/1, el 1% de la poblacion tiene la mitad de

la riqueza).

= Kl equilibrio es algo relativo a la distribuciéon. En la Normal, la media indica

la posicion de equilibrio del sistema, el punto sobre el que se rige el resto;
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con las leyes potenciales esto no ocurre, el equilibrio es siempre cambiante,
dicho de otro modo, el equilibrio es raro y puntual en estos sistemas. Con-
secuentemente, la inestabilidad es rectora de una ley potencial, al contrario

de una distribucién gaussiana.

= La mediana pierde sentido en una ley potencial; en la curva de Gauss ésta
indica el valor mas probable, en el otro caso no aporta informacion alguna
pues no hay un solo valor con predominancia (cuando hay gran desigualdad
entre los valores que pueden tomarse, la mediana no indica un punto de
convergencia ni de regularidad). Lo mismo ocurre con la desviacion estandar

o varianza pues se vuelve infinita.

= La correlacion tiene validez Gnicamente para un fenémeno gaussiano; fuera
de éste, la mas minima variacion provocaria grandes desfases entre lo tedrico

y lo préctico.

En un proceso fractal como el browniano, podemos incluir discontinuidades, posi-
tivas o negativag?| en la evolucion del proceso, las cuales siguen una ley potencial.
El escalamiento de estos cambios, positivos o negativos, tomados en conjunto o
separados pueden ser medidos por el a antes mencionado. El generador fractal
entonces estard determinado por este o y la asimetria entre las colas.

En nuestro modelo, o es particularmente interesante pues no sélo denota el
indice de estabilidad, sino que es la potencia a la que cambia nuestro fenémeno.
Si éste es un escalamiento potencial, entonces a denota la dimension local. Al
tener un fendémeno cuyo exponente sea variable, se puede generar una funcién
f (a) = dim(«) que permite establecer el grado de rugosidad estadistica de un

proceso aleatorio.

29Por ejemplo en un gréfio de precios serian brincos “al alza” o “a la baja”.
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Figura 2.2.3: Un fractal con colas pesadas. La presencia de una ley ley potencial genera discon-
tinuidades en la evolucién del proceso. Aqui, Mandelbrot realiza este proceso mediante la alteracion
del generador agregandole discontinuidades, las cuales pueden producir cambios con valores extremos.
El resultado final es un fractal como el obtenido en el inciso C) de la Figura vale decir que sin
aleatorizar el generador se obtiene cierto realismo con las discontinuidades.

Imagen tomada de Mandelbrot (2009a) p. 171.
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2.2.1.3. Memoria de Largo-Plazo

Es comin que a diferencia de las suposiciones sobre independencia de los mo-
delos financieros clasicos, se tome la modelacién de fenémenos econoémicos bajo
otra postura que defiende la existencia de alguna forma de dependencia entre di-
versas variables -desempleo, produccién, inflacion, etc. Debido a esta suposicion,
se intenta medir el grado de dependencia, asi como la duraciéon de la misma me-
diante la medicion de cuan fuerte es la correlacion, cuyos valores se sitiian entre 1,
cuando los eventos siguen el mismo patron, y —1, para eventos que son totalmente
opuestos, siendo que en 0 indica que no existe correlacion, es decir que los eventos
ocurren sin afectar a otros.

Dada la infinita cantidad de valores que exite en el intervalo [—1,1], la co-
rrelacion explica en cada una de ellas una distinta intensidad y direcciéon de la
dependecia a corto plazo. Es en este lapso donde se observan las correlaciones
mas fuertes, a plazos més largos la correlacion se hace mas débil.@ Si se grafican
dichas correlaciones a través del tiempo -del corto al largo plazo- se obtiene una
curva que decrece “rapidamente”; diversas variables economicas varian en cuan “ra-
pido” lo hacen. Un fenémeno persistente (que se mantiene presente por un tiempo
antes de desaparecer) es identificable como aquel cuya curva decrece lentamente;
la inflacién evoca una curva con tal propiedad, una vez que inicia es dificil detener
su avance. Igualmente existen curvas que tienen “protuberancias’ en su trayecto
descendente las cuales indican la apariciéon algin evento que altera la influencia
decreciente de la correlaciéon en cada uno de estos puntos. El precio de los granos
muestran este fenémeno anualmente en cada ciclo de cosecha y siembra. El pro-
ducto interno bruto sigue este patrén irregular en su descenso al 0 correlaccional,

pero para ello se toman plazos de pocos anos, o de 15 a 20 anos y hasta de 40 o

300p. cit. Mandelbrot (2009a) p.182.
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60 anos.

El trabajo de Hurst lleva este punto de la correlacion historica a mas de un
periodo definido en el que se desvance la fuerza de la dependencia, su investiga-
cion permite enfocar el analisis hacia correlaciones que no decrecen del todo sin
importar cuén largo sea el periodo examinado. Hurst hallo evidencia de este tipo
de dependencia de largo plazo, en la influencia de los fenémenos meteorologicos
sobre la cantidad de agua que la presa debe poseer, a través del tiempo los pe-
riodos de fuertes lluvias mantenian los niveles del agua en los periodos donde las
sequias dominaban.

El modelo de Hurst requiere de calcular el promedio anual de precipitaciones
dandole seguimiento anual, y calculando la desviacién acumulada ano con ano de
las descargas con ese promedio. Luego observa la mayor y menor variacion que
se obtenga y calcula su diferencia R la cual denomina rango, que seria el tamano
ideal de la presa para evitar inundaciones y hacer frente a las sequias; ademés
necesita de o, la variacion estandar de las descargas de un ano con otro; N que
denotara la cantidad de anos en el estudio y K el exponente de esta ley potencial,

luego entonces se tiene que:

() ()

o sin logaritmos y despejando para R:

e )

Aunque K tiene algunos defectos que han sido remarcados, Mandelbrot desa-
rrollé que el H antes mencionado prueba ser una mejor alternativa.
En los mercados financieros, Mandelbrot hace la analogia de este fenoémeno

de larga dependencia (o memoria de largo plazo), mencionando como ejemplo
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el caso de IBM: su competidor Apple gener6 el desarrollo de las computadoras
personales, esto los llevo a invertir en una pequena compania para la creaciéon
de microprocesadores llamada Intel, y en un chico llamado Bill Gates para el
desarrollo del software. Como sabemos IBM, de ser un gigante computacional pasé
a sufrir un notorio encogimiento mientras que las empresas que impulso crecieron
desproporcionadamente, aunque las tres atn hoy dia estdn muy relacionadas la
una con la otra. La influencia ejercida entre los participantes del mercado deja un
rastro en la evolucion del mismo. Si introducimos esta idea a un fractal, lo que
implica es que, a lo largo del generador habrd cambios locales que influenciardn la
evolucion de la construccion en distintos niveles temporales.

En comparaciéon con el MBr , cuyo cambio acumulativo a través de un deter-
minado tiempo es estimable a través de la raiz cuadrada del niimero de pasos que
se han dado, multiplicada por el tamano de los pasos, lo cual hace posible dar un
intervalo que contenga este niimero con cierta certeza (se habla de la probabilidad
de estar entre a y b dado el tiempo transcurrido ¢) con lo que se asegura la evolu-
cion del sistema. La dependencia de largo plazo exhibe un comportamiento més
erratico que dicha regla, por lo que la distancia recorrida puede ser mucho mayor
de lo que un intervalo definido como el anterior abarca. Mientras que el primero
varie a razon de % se puede hacer una prediccion por intervalos en la que sera
posible encontrar un valor futuro a partir de lo observado en el presente; sin em-
bargo, cuando esta razoén no es la regla aparece el fendmeno de la persistencia. Se
da a lugar pequenas tendencias que “amanan” el juego y, aunque tales sean cam-
biantes y erréticas, en el largo plazo serdn cada vez més lejanas al punto inicial.

Es entonces que el exponente fraccionario H sirve para describir este desarrollo.

1

Recordemos que 5 < H < 0.9 implican persistencia en el fenémeno, pero ya que

los cambios incluyen reveses en sus tendencias el alejamiento del punto inicial se
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Figura 2.2.4: Larga dependencia. Podemos ver en la columna de la izquierda las distintas implica-
ciones de la variacion de H en un mbf; arriba tenemos H = 0.9 donde se pueden ver las tendencias que
prevalecen durante cierto tiempo (la persistencia); en seguida se tiene H = 0.5 del tipico movimiento
browniano (aparentemente con tendencias pero cada cambio es independiente del anterior) y, por tlti-
mo, H = 0.1 el cual muestra un incesante cambio, la antipersistencia del fenémeno hace que para cada
paso dado, el siguiente sea en direccién opuesta. En la columna central observamos los cambios de cada
proceso. Finalmente, la columna de la derecha muestra el respectivo fractal asociado. La dependencia

se crea modificando la posicién horizontal y vertical de los “puntos de quiebre”.

dara debido a los periodos que se agrupan. Si H < %, como vefamos anteriormente
provoca un menor distanciamiento del punto inicial pero vuelve més “salvaje” y
frecuente el cambio entre las tendencias.

La Figura muestra la construcciéon de un fractal como el de Bachelier,
al que se le ha agregado la propiedad de la dependecia que hemos adoptado en
este modelo. Una vez mas, H > 0.5 genera un proceso persistente en el que hay
periodos de crecimiento positivo para luego cambiar a periodos de comportamiento
opuesto; H < 0.5 muestra una evolucion anti-persistente caracterizada por ser
completamente opuesta al caso anterior haciendo de las variaciones del fenoémeno

algo extremadamente cambiante.

3Las imagenes de la segunda y tercera columna pertenecen a Mandelbrot (2009a) paginas
188 y 194 respectivamente.
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2.2.2. Multifractales financieros

El trabajo de Mandelbrot ha llevado a diversos investigadores a estudiar la
fractalidad en los mercados financieros, Herlin hace mencién del trabajo de Edgar
Peterﬂ quien calculd para el periodo de 1950 a 1988 una dimension fractal del
indice S&P 500 de 1.28, la accién de IBM en 1.39 , la de Coca-Cola en 1.43...
Notese que ninguno alcanza la dimensién 2 caracteristica del movimiento brow-
niano ordinario por lo que es més que evidente la necesidad de parametros de
medicion altenativos a los utilizados para ese tipo de movimiento. Con H se tiene
una representacion del “estado” del mercado, un H alto implica que el mercado
estd en un periodo muy alarmante pudiendo eliminar a los participantes; uno més
bajo al 0.5 browniano denotaria un mercado fuertemente regulado. En la misma
obra de Peters se menciona que Apple tiene H = 0.75, IBM tendria H = 0.72.
La investigacion precursora de Mandelbrot con los fractales financieros se ha es-
parcido a acciones de IBM, el famoso caso del algodon que permitié analizar los
componentes mencionados en la seccion divisas, etc.

Veamos entonces que al analizar la evoluciéon del precio se observa frecuen-
temente la falta de continuidad en el proceso de cambio siendo que hay muchos
pequenos cambios, pocos de tamano medio y varios grandes, lo que hace que la
curva Normal no pueda ser reconstruida por este fené6meno. Luego se observa la
similaridad que tienen los periodos de un ano con un mes, de un mes con un dia,
etc. La aglomeracion de la acciéon también es reconocible y por lo anterior, si se
observa a detalle un periodo de tiempo que presente dicha aglomeracion también
se veran aglomeraciones en menor escala dentro de los subperiodos del tiempo

original.

320p. cit. Herlin. Citando la obra: Peters, Edgar Chaos and order in capital market, John
Wiley, 1990.
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Pasemos pues a la elaboracion de como se plantea el modelo multifractal del
mercado, ya con las bases conceptuales establecidas y su vinculacion a la teoria

que se desarroll6 en esta subseccion.

2.2.2.1. Burbujas: La relaciéon entre H’s y a’s

En el funcionamiento de los mercados, Mandelbrot ha destacado la presencia
de dos fenomenos rectores del cambio: el tipo de variacion que se da y sus con-
secuencias. Ambos fen6menos deben su nombre a los personajes centrales de un
par de historias biblicas que funcionan a modo de analogia para el fenémeno de la
variablidad. El primero fue bautizado por Mandelbrot con el nombre de efecto Noé
pues en la historia de este personje ocurre un diluvio que dura 40 dias y 40 noches,
la idea detras del nombre radica en la evidente desigualdad que se observa en
ciertos lugares donde la sequia es extrema y en otros, donde la frecuencia de las
precipitaciones resulta problematica. El segundo fenémeno recibié el nombre de
efecto José (o Josef) haciendo referencia al caso del joven que explico el signifi-
cado de los suenos del faraén en los que 7 anos de bienestar y prosperidad serian
seguidos de 7 anos de hambruna y pericias; explicando con ello la agrupacién
de los periodos de bonanza y de desventura. Ambos fendémenos estan presentes
en los mercados financieros pero Mandelbrot ha probado que diversos mercados
tienen una mezcla distinta de cada uno de ellos, produciendo distintos tipos de
variaciones.

El a antes mencionado sirvié a Mandelbrot para crear pruebas sobre estos
conceptos en un mercado; asi, uno con un « bajo serd muy riesgoso, proclive a
grandes saltos en el precio, si es por el contrario un « alto el mercado es més
parecido al caso del lanzamiento de moneda. Por otra parte, como ya se mencio-

n6 H, el exponente de Hurst, sirve también para medir la larga dependecia en
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un fenémeno. De esta manera « se asocia con el efecto Noé y H con el efecto
José. Ambos efectos, no son exclusivos de las finanzas, existe una diversidad de
fenémenos que presentan estas peculiaridades, por ejemplo, para el efecto José
v la persistencia se puede observar que las personas sanas tienden a permanecer
sanas; también se observa cuando un equipo mantiene una racha de victorias (o
derrotas), etc. Para el efecto Noé y los cambios abruptos, podremos ver personas
absolutamente sanas contraer enfermedades mortales, o encontrar equipos depor-
tivos cuyas expectativas de ganar un campeonato son infimas (dado su historial),
sin embargo logran un ano que rompe récords.

Para examinar su presencia en un caso de interés, Mandelbrot desarrolld la

prueba estadistica en la cual el efecto José (que depende del orden de los

5
eventos) se separa del efecto Noé (que depende del tamaiio relativo de los eventos)
que componen el fenémeno en cuesti()n@ La idea es que si los datos que se tienen
son mezclados al azar, cualquier rastro del efecto José serd removido y solo serd
el efecto Noé el que se mantenga igual antes y después de la mezcla. Entonces,
si la muestra indica alguna variacion se deberd a que hay dependecia de largo
plazo, importa el orden y esta importancia puede ser medida. Si no hay diferencia,
entonces cualquier indicio de dependencia en el conjunto de datos original no era
importante. Con esto tenemos una medida para la dependecia de largo plazo.

é, estableciendo asi una relaciéon entre las colas

Vale mencionar que H =
pesadas de una distribucion estable y el fenémeno de la dependencia de largo
plazo. Con H = %, a serd 2 y tendremos el caso de un lazamiento de moneda, un
escenario gaussiano.

Un punto muy importante a mencionar es que el efecto José conduce al efecto

Noé. Suponiendo que se tiene una accién que muestre un incremento en su va-

33De rango entre desviacion estandar (“Range” y “Standard Deviation” en inglés). Ver Apén-
dice correspondiente.
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Figura 2.2.5: Burbuja de Cisco Systems. Mandelbrot op.cit. p. 205

lor durante cierto periodo de tiempo, hasta que llega el punto de cambio en la
tendencia, el cual puede ser, en el mismo sentido hipotético (més no deja de ser
posible) un cambio brusco provocando con ello una discontinuidad en el precio.
Aqui la dependencia gener6 discontinuidad. Esta relacion, dice Mandelbrot es la
que produce burbujas financieras de las que se hablo en la subseccion en
el periodo inicial en el que la dependencia de largo plazo muestra sus efectos (ge-
nerando tendencias); asi tenemos que el precio real de un bien puede aumentar
por un lapso de tiempo en el que se tienen malas noticias cambiando las expec-
tativas de su valor (mal clima para los bienes agricolas en temporada de cosecha
por ejemplo), sin embargo, a la llegada de situaciones “estabilizadoras” dicho pre-
cio retornard a su valor 6ptimo (el cambio en el clima definiria el retorno a un
precio menos especulativo del producto). Es un ciclo incesante, efecto José, luego
efecto Noé. Cisco Systems, una de las empresas de la burbuja de internet vivio
este escenario durante el periodo comprendido entre julio del '98 y julio de 2001.
Al extrapolar las ganacias del "99, el precio de la accidon se dispar6 hasta que en

el 2000 se refrenaron, estabilizando el precio; pero en el 2001 al presentar sus
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primeras pérdidas del trimestre, el precio descendié hasta casi su valor inicial.
El multifractal, con su construcciéon de leyes potenciales permite que H, el
exponente, genere aquella desviacion de 250 alcanzada en la crisis de subprimes,

“inconcebible bajo la distribucion normalf]

2.2.2.2. Tiempo Fractal: Multifractal Model of Asset Returns

En el estudio del comportamiento del mercado debe hacerse notar que el tiem-
po es algo muy peculiar al que poca atencion se le ponia con los modelos conven-
cionales, pues sugerian que éste era de cardcter continuo (a pesar de que las bolsas
de valores no laboran en fines de semana ni las 24 horas del dia). Con Mandelbrot
se tiene una visiéon méas completa de lo que realmente ocurre: el tiempo “natural”
difiere del tiempo de la bolsa (el tiempo de transacciones). Esta radical diferencia
permite analizar el comportamiento del mercado en cuanto a las variaciones de
los precios.

Debido a que la accién se desarrolla durante este tiempo de transacciones, es
aqui donde vemos el verdadero cambio de los precios. Estos varian de acuerdo al
volimen de las transacciones que son llevadas a cabo. Si se observa el modo en
que interactian los participantes veremos lapsos en los que la actividad es poca
y realmente no hay mucho qué hacer, mientras que hay ocasiones donde hay un
gran nimero de transacciones.

Como veremos a continuacion, el tiempo en los mercados es la clave del mul-
tifractal que planteamos. Recordemos que un fractal ordinario asume longitud
infinita, dimension fraccionaria y detalle a cualquier escala, por lo que al asociar
el tiempo con fractales, en rigor se tendria que generar un ciclo extenuante pues

contendria en si mismo “todo pasado y futuro y viviriamos a cada instante nuestra

340p. cit. Herlin p.88
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muerte”, lo cual resulta imposible pues si la distribucion de materia del universo
siguiera al pie de la letra un proceso fractal, estariamos en todas partes todo el
tiempo, “seriamos el universo mismo”.@

Entonces, segiin Vicente TalanqueIEG], un fractal de tiempo puede ser pensado
como “un fenémeno cuyos eventos que lo conforman ocurren no en intervalos
igualmente espaciados de tiempo, sino por paquetes, y dentro de éstos habrian
también eventos similares distribuidos también en paquetes, y dentro de ellos, mas
paquetes, asi hasta agotar la escala de tiempo.” En general -explica Talanquer-
los fenomenos asi modeladosﬁ] (por empaquetamiento) se tratan de sistemas que
viven al borde del colapso, pero que a la vez muestran una enorme capacidad de
recuperacion después de cada catéstrofe.@

Asi, Mandelbrot unifica las leyes potenciales (el efecto Noé), la dependencia
de largo plazo (el efecto José) y la turbulencia en la modelacion de lo que llama
un Multifractal. Este tipo de fractales superan a los originales por su capacidad
de aleatorizar un proceso escalable dando como resultado mejores modelos de la
naturaleza.

El modelo de tiempo multifractal crea generadores (ver Figura [2.2.6) mediante
una funcién compuesta del tiempo natural, del tiempo de transacciones y del
precio. Primeramente, el tiempo natural ¢ € [0, 00) es convertido a un tiempo de
transacciones 6 (que funciona a modo de escala auxiliar), luego se toma el tiempo
natural contra el precio P del que finalmente se desprende un tercer generador

cuyas propiedades son “heredadas” de los dos anteriores obteniendo finalmente

35Talanquer, Vicente, Fractus, fracta, fractal. Fractales, de laberintos y espejos. México: FCE,
SEP, CONACYT. 3a ed. 2003. Capitulo VII.

36 idem.

37La modelaciéon por paquetes ha sido utlizada para medir las fallas estructurales en un
material amorfo, siendo que presentan diferentes bloques de fracturacién pues la reparticiéon de
las particulas es aleatoria y por tanto la resistencia al movimiento es desigual; esto implica que
el material no muestra defectos uniformemente a través del tiempo, lo hace mediante paquetes.

38 idem.
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Multifractal “Baby” Brownian “Mother”

o

Multifractal Time
t “Father”

Figura 2.2.6: Creacion del proceso multifractal del tiempo de mercado. En la esquina superior derecha
se tiene un generador (“Mother”)de movimiento browniano, como el visto en la Figura para el
tiempo natural; debajo, el generador multifractal (“Father”) deforma las propiedades del anterior para
producir una nueva escala temporal, el “tiempo de transacciones”. Finalmente, en la esquina superior
izquierda se observa el generador final (“Baby”) el cual es producto de la adopcién de las propiedades
del segundo generador por el primero, es aqui donde los puntos de “quiebre” son alterados para generar
distintos procesos. Arriba del generador Baby, se observa el proceso de cambios multifractal; debajo
del generador Father se observa la naturaleza cambiante de las transacciones a través del tiempo en los

mercados. Mandelbrot op. cit. p. 213
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Figura 2.2.7: Cascada Binomial. El proceso parte con un cuadro de densidad 1, el cual es dividido en
dos partes de distinta densidad que a su vez son subdivididas en la misma proporcién que el paso anterior.
Este proceso se repite tantas veces sea necesario, generando con ello una curva de tiempo-precios en
la que se observa la acumlacién de la accién en ciertas partes del proceso, asi como periodos de baja

interactividad.

un proceso determinado por el tiempo de transacciones (multifractal) y el precio.
Matematicamente, se tiene que si al mbf By (t), t es transformada en la funcion
de distribucion ¢ (t), el proceso X (t) propuesto por Mandelbrot, el MMAR, es un
multifractal del tipo

X (t) = Bu o (1)]

Es decir, se trata de un mbf con indice de autoafinidad H con incrementos
temporales que se distribuyen de acuerdo a ¢ (t). Esta ultima es la funcion de
distribucion acumulada de una medida multifractal sobre [0, 7], es decir ¢ (t) es
un proceso multifractal con trayectoria continua y no-decreciente, e incrementos
estacionarios Y]

El proceso mediante el que se tranforma el tiempo natural se conoce como

“Cascada Multiplicativa” (su funcionamiento es similar al caso que tratamos acer-

39Veéase: Mandelbrot, Benoit, Fisher, Adlai, Calvet, Laurent. A Multifractal Model of Asset
Returns. Cowles Foundation for Research in Economics Discussion Paper #1164, Yale University,
September 15, 1997..
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ca de la regla del 80/20, en el que repetitivamente fragmentabamos cada seccion
nueva en las mismas proporciones iniciales). Entonces el proceso aqui descrito de-
nota una funcién en el que el precio es una funcion del tiempo de transacciones,
que a su vez es una funcion del tiempo natural. Este modelo permite generar
cualquier cantidad de graficos que tienen las propiedades mencionadas en la sec-
cion 2.2.1} colas pesadas, periodos en los que la volatilidad se agrupa en grandes
cambios y otros en los que la variacién es muy pobre, enmarcando asi la presencia
de dependencia de largo plazo y de persistencia. L.os momentos estadisticos de un
multifractal, analizados mediante la funcion de estructura de invarianza de escala
(la cual es una extension al dominio temporal del analisis espectral), siguen un
patrén de escalamiento.

Ahora bien, como en los fractales naturales, existe un limite superior e inferior
para el que el escalamiento es til, valido e incluso necesario (por ejemplo con
los vasos respiratorios dentro de los pulmones, cuya estructura principal se limita
a dos tubos principales que alimentan de aire a los bronquios y éstos a su vez a
los alvéolos de las célula). Este limite se alcanza inferiormente en el periodo de 2
horas y superiormente por 180 dias. Fuera de estos periodos el efecto Noé parece
perder fuerza y un nuevo modelo es necesario. Sin embargo, para el propoésito de
analizar lo que ocurre y prepararse para lo posible este modelo permite tener co-
nocimiento util acerca de la naturaleza del mercado. Pantanella et al. componen
un portafolio con acciones europeas y otro con acciones americanas; en el cual la
medida de riesgo sobre la que se contrapesan las diferentes acciones es la maxi-
mizacion de H (H — 1), pues esto genera un portafolio compuesto por acciones
que mantienen tendencias mas evidentes. Estos dos portafolios tuvieron un mejor
desempeno al tener casi siempre mayores restornos que otros dos creados a través

de la medida gaussiana de los portafolios eficientes de Markowitz dentro de un
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Figura 2.2.8: Modelo Multifractal de Rendimientos de Mandelbrot (arriba). Simulacién obtenida
de Mandelbrot (1997) utilizada para analizar los cambios del DM/USD (medio) y una simulacioén del

FIGARCH (abajo).

periodo aproximado de 160 dias.@

El modelo en si debe ser trabajado en dos sentidos, hacia adelante y hacia
atras. Es decir, que debe construir un grafico de precios completo a partir de se-
millas fractales (los parametros de escalamiento y dependencia) y, por el contrario
también debe ser capaz de tomar datos en bruto, descomponer la informaciéon y
estimar con ella los parametros del modelo multifractal, para que luego el mercado
pueda ser reconstituido y aunque no pueda ser una copia exacta -como nunca lo
es al simular-, tendra las mismas propiedades estadisticas que el original.

Lo que se puede aprender del modelo multifractal estd mas cercano al verdade-

ro comportamiento del mercado y a la naturaleza de sus variaciones, el GARCH,

40Pantanella, Alexandre, Pianesse, Augusto Minimum risk portfolios using MMAR. Aparece
en: Proceedings of the 10th WSEAS Int. Conference on MATHEMATICS and COMPUTERS

in BUSINESS and ECONOMICS. Republica Checa 2009. pp: 64-71. Ver Anexo: Portafolios
Multifractales
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que vimos antes, igualmente es utilizado para modelar estos periodos de aglome-
racion de la volatilidad en los que hace “vibrar” la campana de Gauss mediante la
modificaciéon de nuevos pardmetros para ampliar o reducir la curva pero no hay
una razon convincente para decir porqué vibra la distribucién. El modelo multi-
fractal nace de la evidencia misma del mercado. Su aparicién permite un nuevo
tipo de administracion, la cual atin necesita de mas investigacion, sin embargo la
sola aparicion de esta teorfa marca un nuevo paradigma sobre la modelacion de
la volatilidad en los mercados con lo que se abre el campo a la continuacion y
desarrollo de la teoria y la practica.@El cuadro siguiente resume las cualidades

del modelo multifractal frente al mbf simple y el GARCH:

GARCH | mbf (H #0.5) | FiGARCH MMAR

Memoria de largo plazo No Si Si Si
Invarianza de escala Inconsistente Consistente Inconsistente | Consistente
Agrupamiento de la Volatilidad Si No Si Si

2.2.3. Analisis Multifractal de Series de Tiempo

Arriba se hizo mencion de que buscar multifractalidad en una serie de datos
requiere de un modelo que funcione “hacia adelante” y “hacia atras”. La manera
en que esto se realiza es mediante el analisis de un posible comportamiento en los

datos de la forma:

P(k) o k™% (2.2.1)

4Lop. cit. Mandelbrot (2009a) p. 207-222
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siendo P (k) el espectro de potencias (obtenido mediante un andlisis de Fourier)

y k el nimero de onda (la inversa del tiempo). Estadisticamente genera:

U < 1 un proceso estacionario, si X (t) es un proceso con tal espectro, éste es

estadisticamente invariante por traslacion en t.
1 < ¥ < 3 un proceso no-estacionario, pero con incrementos que si lo son.

Retomando el exponente de estacionariedad de Hurst para el proceso X (t), H,
tendremos que

V=2H+1

El problema radica en que podemos tener dos procesos{ﬂ con diferentes pro-
piedades estadisticas pero con un mismo V¥, para eliminar esta ambigiiedad, un
multifractal, a diferencia de los monofractaleﬂ, hace a un lado la fijacion del
exponente H y lo caracteriza jerémrquicamente[z_z] aplicando lo que se conoce como
analisis multifractal: la version de tiempo del analisis espectral de invarianza
de escala. Este analisis examina el escalamiento de las fluctuaciones en tiempos
no-superpuestos del proceso, los cuales inicamente dependen del tamano del in-

tervalo 7 tomado, es decir que si tenemos el incremento:

AX-(t) = [X (t+7) = X (1)

42Uno aditivo con muchas observaciones que suavicen la curva, y uno multiplicativo con
un alto grado de intermitencia. Lantsman, Yakov, Major, John A., Actuarial applications of
Multifractal Modeling, Part II: Time Series Applications. Winter Forum, Casualty Actuarial
Society, 2001. pp 371-385. Este contenido en p. 377. En adelante, esta obra sera referida como
Lantsman & Major (2001b).

43Con un proceso fractal subyacente, el cual genera variaciones estables del tipo (At)H con
H constante, es decir, un cambio mono-afin , al contrario de un proceso multifractal en el que
el cambio de H es una funcién decreciente.

44 En este punto, H recibe el nombre de exponente de Holder que serd descrito més adelante.
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entonces, mediante los ¢-momentos estadisticos del proceso, se estudia el cum-

plimiento de la relacién:

E(AX, () ~ E(AXr (1)) (%)“q)

en la que E (AXr (t)) es una constante, 7' la escala mas grande de tiempo vy,
la més importante < (¢q), es la funcion de estructura invariante de escala la cual
determinara la multifractalidad del sistema.

Esencialmente, los multifractales son medidas (distribuciones vistas desde la
Teoria de la Medida) que exhiben un espectro de dimension fractal. Estas medidas,
generalmente, no pueden ser caracterizadas en términos de densidades cerradas,
masas. Como ya se menciond, son construidos a base de un proceso conocido como
cascada multiplicativa, el cual repetitivamente modifica un generador inicial con
las intrucciones proporcionadas por o y H. En un proceso aleatorio, se busca
analizar el comportamiento de los distintos momentos estadisticos para hallar
indicios de multifractalidad.

¢ (q) resulta esencial en el analisis de multifractales en dimension euclidiana
1, como las series de tiempo, sus propiedades bésicas son ¢ (0) = 0, pero prin-

cipalmente ¢ (q) es concava, lo cual permite crear una jerarquia de exponentes

H:

_<l)
H(q) = .

siendo H (q) no creciente, hay que resaltar que para el segundo momento es-
tadistico (¢ = 2),

U=2H2)+1=c(2)+1

entonces la meta del anélisis de estructura se remite a hallar esta H (q) o

s (q), ya que H (q) constante implica que estamos ante la presencia de un proceso
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monofractal (monoafin); con un H (q) decreciente encontraremos un multifractal.
En los procesos aditivos (modelos basados en movimientos brownianos y de Lévy,

descritos mas adelante) son monofractales a lo sumo, su H (q) es constante:

» Para el Movimiento Browniano (MBr) y Browniano Fraccionario (mbf),
respectivamente: <apy (¢) = 2 ¥ Smpr () = ¢ (h — %), siendo h el orden de

integracion fraccional de un ruido gaussiano.

= Para el Vuelo de Lévy (VL): qvr(¢) = Z,con 0 <a <2,y ¢ <a;siq>a,

entonces <y, (q) = 1.

Para mayor profundidad en este tema se puede acudir al Apéndice [3.3] en el que
se desarrolla el sustento mateméatico de este anélisis. Esta caracterizacion no es
trivial y requiere de cierto dominio de programaciéon y modelacion informatica, lo
cual incrementa la complejidad del modelo. A continuacion se da una alternativa
al analisis por funcién de estructura a través de la estimacién de la dimensiéon

fractal del proceso definido en base a distribuciones estables.

2.2.4. Analisis de la Dimensién Fractal

Jests MuﬁozEg] desarrolla un método simplificado para realizar una prueba
empirica de fractalidad sobre una serie temporal real en la que busca adquirir
los parametros de estabilidad («) y de larga dependecia (H). Su procedimien-
to proviene de ciertos resultados muy puntuales que envuelven la relacion entre
fractales, las definiciones del proceso browniano fraccionario y las distibuciones

estables:

45Mufioz San Miguel, Jests, Movimiento Browniano y Geometria Fractal: el IBEX35. XIII
Jornadas de la ASEPUMA, Universidad de Sevilla. 2005.
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» El primer paso es verificar que el conjunto de datos disponibles no perte-
nezca a una distribuciéon normal a través de la construccion del grafico de
frecuencias, el cual no cubrird con suficiencia en las colas, primordialmente
pero de igual forma la curtosis y el sesgo diferiran de los propios de la curva

gaussiana.

= Una caracteristica deseable de una serie temporal que sea propicia para
analizarse a través de medidas fractales, es que en el incremento de la escala
temporal las medias pueden seguir una tendencia lineal clara, sin embargo
las varianzas de un proceso autoafin no-gaussiano seran bastante erraticas

y hasta divergentes.

Dentro de los procesos temporales de Lévy, los definidos a través de las distribu-
ciones estables son los tnicos que presentan la autoafinidad estadistica necesaria
para definir un fractal temporal. Es decir, un proceso {X;} es H-autoafin (que el
cambio de escala a es igual a una potencia-H- de b, a = b?) si y solo si éste es
a-estable (0 < o < 2). Ademas H = £.

Si el proceso tiene incrementos independientes y cumple que los incrementos
de tamafio h mantienen la misma distribucion estable S («, 8, y-h,0) Gnicamente
escalando la proporcién de los incrementos del movimiento con el incremento
temporal.

Entonces, para un proceso {L, s(t) : t > 0}, L-estable con exponente estable

a, simétricd™ para a =1y a > 0:
_1
La’g (t) Za QLQV@ (CL : t)

es decir, se tiene un proceso estable con exponente de autoafinidad H = é

46Esta condicién se debe a que el proceso autoafin requiere de ser estable en todo momento
y las distribuciones L-estables, sélo son estrictamente estables para o = 1 si, y s6lo si, son
simétricas.
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Estos procesos tienen esperanza finita para 1 < o < 2. En un grafo de un pro-
ceso autoafin con esperanza finita, en el intervalo [0, 1] la dimensién cuenta-cajas
es casi seguramente D = 2 — i =2—-H.

En la serie que se pretende estudiar, queda finalmente por encontrar la dimen-

si6n fractal para poder deducir de ella los demés exponentes caracteristicos.

Este método es particularmente ttil para conocer un estimado del grado de irre-
gularidad del proceso en cuestion, ademas permite aproximar los exponentes de
Hurst y de estabilidad sin recurrir a complejos modelos computacionales como el

caso de la funcion de estructura.

2.2.5. Otras medidas multifractales

En general, todos los multifractales pueden ser descritos a través de la dimen-
sion generalizada D, que describe, en funcién de los momentos estadisticos, la
variabilidad de un proceso multifractal a través del anélisis de la probabilidad de
hallar ciertos eventos en un espacio definido, es decir, a través un analisis local
de la frecuencia de ellos y su posible escalamiento en una vecindad de tamano e.
Para una mejor comprension se sugiere ver el Anexo [3.3

Si un monofractal crece homogéneamente de acuerdo a la dimensién D como

entonces, un multifractal, en el que hay una infinidad de singularidades en la
distribucion, crecera de acuerdo a

€ (2.2.2)

donde «; es la fuerza de la singularidad local, llamada exponente de Lipshitz-

Holder. Este exponente puede no ser tnico, dado que otras vecindades o subdivi-
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siones del espacio pueden tener el mismo valor. El niimero de éstas con el mismo
«; viene dado por

e fle) (2.2.3)

asi, f (o) es la dimension fractal del conjunto de subdivisiones con fuerza de
singularidad «;.

Al probabilizar la posibilidad de tener eventos en el espacio de tamaifio e,
tendremos que su distribucion sigue una ley potencial como en la ec. la cual
es caracterizable a través de los momentos estadisticos -que funcionan a modo de
resolucion- como:

Z,(€) ~ @ (2.2.4)

7(q) =q-a(q) — f(a(q)) (2.2.5)

que es usualmente presentada en términos de la Dimension Generalizada:

o1 lo(Z,(9)

= 2.2.6
1T g1 log(e) (2256)

7(q) = (¢ — 1)D, (2.2.7)

si se conoce D, la dimension general del sistema, podemos estimar o; y f (o).

Resumiendo:

7 (q) Para distintos ¢, la probabilidad de los eventos es distinta. Este exponente
de masa lo refleja, si es alto tendremos méas eventos en la resoluciéon ¢ que

con otro sistema con 7 (q) bajo.

a(q) Aligual que arriba, la probabilidad varia, sin embargo existen probabilidades

iguales, este parametro mide la variedad de las densidades de los eventos en
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un sistema en el nivel g. Si es alto, hay una mayor variedad de densidades a

esa resolucion.

f(a(q)) Esla dimension f del conjunto de regiones con un mismo « (g). Si D, es
la distribucion de eventos en todo el sistema, este pardmetro es la dimension

de las distintas regiones con el mismo «.

El grafo de f (@) vs a (figura 2.2.9)[7| otorga una descripcion general de toda la
estructura multifractal en términos de la extension y variedad de las diferentes

distribuciones de eventos.

4"Imagen tomada de Theiler, James Estimating the fractal dimension of chaotic time series.
Aparece en The Lincoln Laboratory Journal, Volumen 3, Numero 1, 1990. pp. 63-86. Esta imagen
se encuentra en la p. 76
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Figura 2.2.9: Dimensién Generalizada: (arriba) D, como funcién de g para un tipico multifractal.
También aparece f y o como funciéon de ¢ para el mismo multifractal. (abajo) f como funcion de «,
siempre serd convexa hacia arriba y el maximo se alcanza en ¢ = 0; aqui f = Dg. Obsérvese que f («)
es tangente a la curva f = «, siempre en ¢ = 1. En general el lado izquierdo de la curva corresponde a

q > 0y el derecho a g < 0.
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Capitulo 3

Administrar en la incertidumbre,

investigaciones con Multifractales.

El riesgo, como se menciond en la introduccion, se comprende como aquella
parte de la incertidumbre que puede afectar negativamente una postura que se
toma para intentar alcanzar un beneficio. Es decir, para beneficiarse cuando hay
incertidumbre se debe adoptar una postura especulativa donde se asume que ésta
serd mas benéfica que contraproducente, el riesgo se observa como la probabi-
lidad de que a futuro esto no suceda (i.e. que sea contraproducente). La
administracion de riesgos de cualquier indole es parte del proceso de toma de
decisiones de un ente donde metodicamentd| se abordan los riesgos concernien-
tes a su actividad buscando maximizar el beneficio de las acciones que realiza la
entidad. La administracion de riesgos de mercado aborda la gestion de activos

financieros cuyos componentes son riesgosos, mediante la asignaciéon de probabi-

!Usualmente, el método se puede resumir en: Identificacion de los riesgos, Cuantificacién y
control mediante el establecimiento de limites de tolerancia al riesgo, y finalmente modificacion
o nulificacién de riesgos a través de la disminucién de la exposicién o de aplicar una cobertura.
Rincon, Luis Introduccion a la teoria del riesgo. Departamento de Matematicas. Facultad de
Ciencias, UNAM. México, D.F 2012. p. 2
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lidades a tareas, acciones o eventos que puedan producir efectos negativos en el
valor de dichos activof?} En materia de seguros, el riesgo suele verse como el monto
total de las reclamaciones de una cartera de valores aseguradog’|

A lo largo de este documento hemos advertido la existencia de diversos mode-
los matematicos que hacen uso de ciertas herramientas estadisticas para describir
los fenomenos del cambio de precios y el comportamiento del mercado. Los desa-
rrollados en el capitulo primero, presentan su modelo basados en la estadistica
paramétrica; la cual analiza la informacion y la describe basando su criterio de
caracterizacion en algin parametro rector que define la distribuciéon subyacen-
te del fenémeno. Para el modelo multifractal que ha sido expuesto, la prueba %
pertenece a las pruebas estadisticas que son conocidas como no paramétricas
debido a que, como el nombre indica, no asumen tal parametrizacién de la pobla-
cion. Sin embargo, encaja mejor en la distincion hecha por David Sheshkinﬁ en la
que la estadistica no parameétrica se distingue por evaluar la informaciéon de
caracter nominal o categorico asi como ordinal o clasificatorio; la contraparte se
dedica a analizar la informacion mediante intervalos y cocientes.

Esta alternativa al enfoque paramétrico permite establecer un anélisis asen-
tado en la observacion de la relalidad. La violacion de alguno de los supuestos
de un modelo paramétrico y la omisién de este punto desemboca en un analisis
errado y discordante con la evidencia empirica. Los puntos criticos donde la teoria

convencional ha fallado en modelar, recordemos, son:

» Escalamiento de precios (autosimilitud en distintas escalas de tiempo).

2Banco de México, Definiciones bdsicas de Riesgos. Documento electrénico dispo-
nible en : |http://www.banzico.org.mz/sistema-financiero/material-educativo /intermedio /ries-
90s/%TBA5059B92-176D-0BBG6-2958-725TE2799FAD %7D.pdjf

Sop.cit. Rincon, p. 2.

4Sheskin, David J., Handbook of parametric and nonparametric statistical procedures. U.S.:
Chapman & Hall/CRC. Second edition. 2000. p. 33
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» Memoria de Largo Plazo (persistencia).
» Agrupamiento de la volatilidad (clustering).
» Colas Pesadas (también conocidas como hiperbdlicas o Paretianas).

Para compensar estos puntos débiles, se han ampliado las teorias mediante la agre-
gacion de parametros, esto -segtin Yakov Lantsman y John Major’} sélo conduce
a la inestabilidad de tales modelos, mermando asi su capacidad predictiva. Entre
ellos, cabe distinguir 3 tipos de procesos matematicos actuales mediante los que

se analizan los mercados financieros:

= Modelos discretos de regresion y medias moviles (A.R.M.A., por Auto-Regresive
Movwing-Average), los cuales han sido “parchados”, como ya se menciond an-
tes, para hacer que los conceptos arriba puntualizados, sean agregados a la
simulacion. Ya se mencionaron algunas variaciones del ARCH, el mas cer-
cano a las representaciones del modelo multifractal es el FIGARCH (éste
incorpora a su modelacion la memoria de Largo Plazo a la volatilidad) pero

aln tiene desventajas hacia el escalamientoﬁ

= Modelos Aditivos, en los que la agregacion de informacion se supone efi-
ciente, entre ellos estin la modelaciéon mediante el Movimiento Browniano
Fraccionario, el llamado Vuelo de Lévy y la version de éste conocida como
Vuelo de Lévy Truncado. Pero éstos caen en el campo de los monofractales,

los cuales atin quedan con simulaciones deficientes.

= Los modelos mas avanzados son los que se conocen como modelos de di-

fusion, que nacen del aqui relegado movimiento browniano. Por ejemplo,

Sop. cit. Lantsman & Major (2001b).
6Mandelbrot, Benoit, Fisher, Adlai, Calvet, Laurent, A Multifractal Model of Asset Returns.
Cowles Fundation Discussion Paper #1164, Yale University, September 1997. p. 24
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para modelar tasas de interés, el mas simple es el de Merton, uno de los mas
sofisticados es el de Cox-Ingersoll-Ross (CIR); aunque sigue siendo analitica-
mente tratable. Pero estos modelos atin muestran debilidades para modelar
tendencias locales, heterocedasticidad que no es funciéon del interés y el agru-
pamiento de la volatilidad. El Andersen-Lund retoma el CIR y lo generaliza
para generar esos eventos en un sistema de tres ecuaciones paramétricas,

haciendo del analisis algo extenuante. [

Dado lo mencionado en las iltimas secciénes del capitulo anterior, hallar no linea-
lidades en ¢ (¢) nos otorgard un buen argumento para no utilizar modelos aditivos
para un proceso en estudio. Es de nuestro interés diversos resultados que hacen
del multifractal un 6ptimo para una gran cantidad de fendémenos financieros que
han sido estudiados, principalmente por encontrar curvaturas en < (q) para dis-
tintas series estudiadas. Ademas se muestran aplicaciones relativas a las diversas
medidas multifractales en topicos de interés para el adminsitrador de riesgos.
Procedamos entonces a senalar ciertos resultados obtenidos mediante el ané-
lisis de la multifractalidad en ciertos fenémenos que son de especial interés e
importancia para la comunidad actuarial, especialmente aquella involucrada con
la administracion del riesgo de mercados. Principalmente habré una comparaciéon
entre la funcionalidad de un modelo basado en hip6tesis del movimiento browniano

ordinario (MBr), el fraccionario (mbf) y un multifractal f|

"Ver Anexo

8Es importante recordar que el hecho de tener un movimiento browniano, a pesar de ser
fraccionario, como base del modelo en cuestion, el andlisis se mantiene dentro de un campo
aleatorio gaussiano.
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3.1. Poblaciones

Los procesos fractales no s6lo abordan toépicos fisicos y biologicos, ademas
se ha notado su presencia en fenémenos sociales. El méas frecuente enfoque es
la distribucién poblacional en alguna regién. Mas de un estudio sugiere que las
poblaciones humanas reproducen la organizacion fractal de la naturaleza a través
de la morfologia de las ciudades. Las estructuras que rigen la distribuciéon de bienes
y servicios por ejemplo han sido caracterizados por tener procesos escalantes del
tipo descrito en la ec. Geoffrey West ha realizado diversas investigaciones en
las que ha encontrado que muchos factores relacionados al tamafio de la poblaciéon
crecen de acuerdo a alguna ley potencial subyacentdﬂ, desde el tamano de los
salarios, pasando por el numero de gasolineras, de policias, enfermedades, cantidad
de basura, indices de crimen, gente creativa (medida en nimero de patentes),
empresas v el tamano de ellas, etc. Encontrando que, generalmente, si se duplica
el tamano de la ciudad el crecimiento de cada una de estas cantidades es de
aproximadamente 15%; con esto en mente, él propone generar sistemas mejor
organizados y estructurados que mejoren la calidad de vida en las ciudades]”]

Es por esto que es importante considerar la factibilidad de encontrar procesos
fractales en diversos topicos relacionados con la distribuciéon humana, tema que
es particularmente util para la administraciéon de carteras delimitadas por un es-
pacio geografico, por ejemplo para zonas de alta y baja frecuencia sismica, pero

igualmente pueden derivar en previsiones concernientes a la organizacion inteli-

9Se sugiere la exposicién resumida de su trabajo disponible en la péagina electrénica:
www.ted.com /talks/geoffrey west the surprising math of cities and _corporations

10Esta exposicion proviene de los temas tratados en sus articulos “Growth, Innovation, Sca-
ling, and the Pace of Life in Cities”, “The origins of scaling in cities”, “Invention in the city:
increasing returns to patenting as a scaling function of metropolitan size” y “Urban scaling and
its deviations: Revealing the strcuture of wealth, innovation and crime across cities”. Todos dis-
ponibles a través de la pagina institucional de la Universidad de Santa Fe: www.santafe.edu/re-
search/cities-scaling-and-sustainability /papers/
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gente de nuevas poblaciones y la reestructuracion de las normas e instituciones

que dependen de las poblaciones existentes.

Un ejemplo de este enfoque esta expuesto en el articulo de Murcio et al.E en
el que analizan la evolucién historica de la red de calles de la ciudad de Londres
(Figura concluyendo que ésta se desarrolla entre dos &mbitos de fractalidad,
no solo la dimension rigida de los monofractales, sino que existe una transicion his-
torica de un proceso multifractal a uno monofractal, en este caso principalmente
porque entre 1940 y 1965 se establecié un “cinturén verde” alrededor de la ciudad
impidiendo la expansion territorial de la misma. El estudio se basé en nueve mapas
de distintos periodos historicos del que se obtuvieron distintas medidas multifrac-
tales como Dy, a(q) y f(a(q)), luego de obtener estos datos empiricamente, se
procedi6 a simular un modelo de Agregacion de Difusion Limitada (DLA, siglas
de su nombre en inglés: Diffusion-limited Aggregation) en el que se reproduce un
proceso multifractal de difusién de particulas. Los resultados estan resumidos en
la Figura y son explicados a continuacion, algunos de los datos utilizados
mas significativos -y una explicacion de ellos- se muestran en el Anexo [3.3}

Al observar la evolucion de las curvas de dimension D, a través de los g-momentos
(mostrada en los incisos a) y ¢)), se remarca la importancia del incremento de la
dimension en el tiempo para ¢ fijo. Se puede ver que la diferencia morfologica
de un ano a otro es inferible por el espacio entre las curvas. Por ejemplo, para
q = 5 la evolucion entre 1880 y 1900 es menos similar que la ocurrida entre 1900
y 1920; en los tltimos tres anos del inciso a), para todos los ¢, la diferencia es

casi cero indicando que no es trivial encontrar mucha discrepancia en cuanto a la

' Murcio, Roberto, Masucci, A. Paolo, Arcaute, Elsa, Batty, Michael Multifractal to mono-
fractal evolution of the London’s street network. Centre for Advanced Spatial Analysis. University
College London. UK, Mayo 12, 2015.
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1786 1830 1880

1900 . 1920 1940

Figura 3.1.1: Desarrollo histérico de las intersecciones de las calles de Londres (arriba) marcadas
en rojo. Simulacion DLA con los parametros fractales encontrados. Notese que al alcanzar el limite
establecido ( en los tres dltimos mapas y simulaciones) , el proceso pasa de ser describible a través de
un espectro multifractal a uno méas homogéneo, monofractal. En la simulacion, las dos tltimas imagenes
saturan el espacio monofractalmente pero iguahilente lo hace el kérnel del proceso (los espacios en

blanco).



5630 18
Brers 17886

1,66 N w0 18 - 1830
Y e 1880

()

7 1900 /

s poo 16 - 1920 f

1.8 ; = =, - 1940 {
- CALRRE:T /

E 4 1990

= 2010

‘.:.*-\%

13
12-
11

G e o o R TR R LR R R PR R T b) %85 s 18 18 17 17 18 185 18 18 2 205 Z1 Zi8
a(q)

O @D B Wk
e
[N R N N SR

- : : s s /
@) ®
S 0123456678 0101112131415161718 19202122 156 16 165 17 175 185 19 185 2 205 21

18
C) q d) a(q)

Figura 3.1.2: Analisis Multifractal de las intersecciones entre calles en Londres. Los incisos a) y b)
corresponden a los datos obtenidos con los 9 mapas, los otros dos incisos corresponden a la simulacion
DLA. En la columna izquierda se trazan las dimensiones generalizadas contra los ¢ momentos, la columna

derecha muestra el espectro mulifractal también llamado curva f ().

distribucién de las intersecciones. En el recuadro inscrito se ve que en el periodo
de 1786-1920, Dy > Dy > D, lo cual es un claro indicio de multifractalidad; en
el resto del tiempo la diferencia es cada vez menor, casi nula, lo que sugiere una
transformacion del sistema -una degradacion de las propiedades multifractales-.

En seguida se observa la curva f (« (¢))como funcion de a (q) (incisos b) y d))
que como ya se dijo, denota la dimension fractal del conjunto con la misma fuerza
de singularidad; cabe mencionar que esto implica que f(«) no representa la
dimension de regiones continuas. El lado izquierdo de la curva en relaciéon
con el maximo alcanzado en ¢ = 0, se asocia a los ¢ > 0, lo contrario para el otro
lado. La asimetria de estas curvas reflejan de alguna manera la asimetria entre las
distribuciones entre regiones con muchas/pocas intersecciones.

Otra observacion que puede ser hecha tiene que ver con que las dimensiones

de los « asociados a ¢ < 0 sean mayores, siendo que estas zonas corresponden a
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las de menor cantidad de intersecciones. En cambio, cuando el espectro colapsa
a un so6lo punto se entiende que la dimension es la misma para todo a(q) . Por
ejemplo, en 1786 la dimension de los espacios menos poblados es mayor que la
dimension de las zonas con muchas intersecciones. En los tltimos tres anos se
alcanza a ver una tendencia a la reduccion del espectro lo cual es consecuencia de
que todas las regiones del sistema compartan la misma fuerza de singularidad o
que todos los exponentes tienen la misma dimensién a distintas resoluciones; en
cualquier caso se trata de un monofractal. Al estudiar la reducciéon de la simetria
de la curva entre diferentes anos se logra representar el hecho del incremento de
la densidad de las intersecciones en anos mas recientes remarcando la hipotesis de
la transicion de multifractal a monofractal.

Las curvas obtenidas de simular un proceso difusivo restringido tienen ras-
gos similares a aquellos obtenidos del analisis empirico, a saber: diferenciacion

marcada entre periodos, tendencia al colapso del espectro multifractal, etc.

3.2. Seguros

Primeramente, la discusion de fenémenos que han sido modelados con procesos
multifractales ha sido llevada a muchos campos en los que la incertidumbre atn
juega un papel primario en el comportamiento del problema. Fenémenos como
los hidrometeorologicos atin dependen de modelaciones varias; lo mismo sucede
con la distribucién poblacional en algiin territorio, la misma forma geoldgica del
terreno, etc. que han sido focos de interés para aplicar el anélisis multifractal. Las
aseguradoras de danos, tienen gran atenciéon en la modelacion de estos fenémenos
que son actores esenciales en el rendimiento de una cartera de seguros, las posibles

reclamaciones (la frecuencia de ellas) por destruccion a consecuencia de tornados,

114



v
. PRELIMINARY SEVERE WEATHER Severe Weather Reports
| REPORT DATABASE (RouGH Log) January 01, 2015 - April 28, 2015
“ NOAA/Storm Prediction Center Norman, Oklahoma Updated: Tuesday fpril 28, 2015 08:08 CT

Figura 3.2.1: Reportes de tormentas de granizo (en verde), tornados (en rojo) y dafio por ventisca (en
azul). Se observan grandes porciones “blancas”, zonas con eventos escasos pero variables en cuanto a su
intensidad -obsérvese la costa oeste- y zonas con gran aglomeracién de reportes. Una simulacién basada
en la distribuciéon uniforme del Valor Total Asegurado sobreestimara el riesgo de pérdidas pequeiias y

subestimard las grandes. Para la distribucién en un centroide, ocurrira lo contrario.

huracanes y otros fenémenos, es un conocido problema de las matematicas ac-
tuariales; los causantes son siempre puntos que deben ser tomados en cuenta a la
hora de constituir una cartera; la reparticién de los bienes asegurados, el grado
de exposicion a ciertos fenomenos y la intensidad de ellos, son todos participantes
en el desarrollo de dicha cartera.

Yakov Lantsman y John Major hacen mencion de la importancia de la mo-
delacion de fendmenos geograficos para el dmbito aseguradox{ﬂ por ejemplo, se
examina la probabilidad de ser golpeado por un huracan de X nivel. Comtinmente,
el enfoque ha sido el de agregar a los modelos de catastrofe, informacion por la
extension territorial promedio por codigo posta]ﬁ7 ademéas de que la simulacion

esta orientada a examinar huracanes, pero no los fenémenos que aunque intensos

12Major, John A., Lantsman, Yakov, Actuarial Applications of Multifractal Modeling, Part
I: Introduction and Spatial Applications. Winter Forum, Casualty Actuarial Society, 2001. pp
321-349. En adelante se referira a esta obra como Lantsman & Major (2001a).

13Ge cuenta la frecuencia de ciertos eventos por zona
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no alcanzan este grado, siendo que ocurren otros fendmenos (vientos de tormenta,
tornados, tormentas de granizo, etc.) los cuales pueden generar pérdidas (peque-
nas o grandes) en bastas areas.

Los modelos utilizados para el pronostico de estos fenémenos tienen dos enfo-
ques: el primero asume una distribuciéon aleatoriamente uniforme del Valor Total
Asegurado; el otro, totalmente opuesto, lo asume concentrado en un punto (el
centroide del area). Observando el mapa de la Figura se alcanza a notar la
flaqueza de estos enfoques, el primero es “ciego” ante las zonas mas claras (donde
hay poca o nula ocurrencia de eventos) lo que desembocaria en una simulacioén con
demasiadas pérdidas pequenas e insuficientes pérdidas graves; el segundo enfoque
conseguiria lo opuesto.

Para responder esta cuestion, los autores citados proponen un modelo mul-
tifractal que genere la distribucion espacial de bienes asegurados, en el que se
crea una red con propiedades multifractales; asi, cuando analizan la proporcion
logaritmica de densidad y espacio del territorio norteamericano, surge (con una
escala adecuada) la recta antes mencionada, caracteristica de una ley de potencia
presente. Luego, al estimar y trazar la curva K (q)E] obtenemos un multifractal
de la distribucién del portafolio con las propiedades observadas empiricamente.
La figura contiene un resumen del trabajo hecho por los autores respecto de
la distribucién espacial del portafolio ademés del mapa de reportes de tormenta
de granizo en Estados Unidos con dos simulaciones multifractales.

Igualmente, el andlisis de regiones sismicas, de la frecuencia y magnitud de los

eventos, ha sido abordado en anos recientes con un enfoque multifractal del feno-

14Storm Prediction Center: National Oceanic and Atmospheric Administration/National
Weather Service. Pagina electrénica revisada el 28-1V-2015:

http://www.spc.noaa.gov/climo/online/monthly /2015 annual summary.html

15E] equivalente bidimensional de < (¢), para mayor detalle ver Lantsman & Major (2001a)
pp. 338,339.
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D) E) F)

Figura 3.2.2: Mapas del portafolio
A)Simulacién Multifractal.

B)Datos Reales.

C)Simulacién Poisson.

D)Simulaciéon multifractal de reportes de tormenta.
E)

F)

Reportes reales del 30 de marzo de 1998.

Otra simulacion multifractal de reportes de tormenta.

meno. El impacto de dichos fenémenos magnifica la importancia de la investigacion
en este sector para el ramo asegurador, pero ello amerita un estudio separado y
suficientemente amplio, lo cual va méas alld del alcance del presente trabajo. El
estudio presentadd™ es de un sismo en México del 24 de Octubre de 1993 con
epicentro a 100km de la ciudad de Acapulco. El objetivo es determinar si existe
persistencia en el fenémeno estudiado a través del anélisis de la serie temporal de
senales electrosismicas divididas en periodos mensuales, tomando muestras diarias
de 6 horas de actividad. El enfoque abarca al espectro de potencias y su pendiente

en cada uno de estos meses. Es decir, se busca un ¥ como en la ec. [2.2.3| que sea

16Ramirez-Rojas, A., Mufoz-Diosdado, A., Pavia-Miller, C.G., Angulo-Brown, F. Spectral and
multifractal study of electroseismic time series associated to the earthquake of 24 October 1993 in

Mezico. Aparece en: Natural Hazards and Earth System Sciences. European Geosciences Union,
2004. pp:703-709.
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Figura 3.2.3: Analisis multifractal de sefiales electrosismicas.

a) 6 dias de la serie temporal de la sefial. La flecha indica el dia del sismo.

b)Espectro de potencias de Septiembre y Noviembre. Notese el cambio de pendientes y que dias poste-
riores a la ocurrencia del sismo ambas pendientes son casi nulas.

¢)Evoluciéon temporal de Wy. Obsérvse la gran perturbacién al inicio de octubre.

d)Espectro multifractal, f (a) vs a de un dia observado. Que la curva tenga mas dimensiones pequeiias a
medida que « crece, sugiere que la ocurrencia de eventos fuertes es poca en comparacién con los eventos
de baja intensidad que tienen dimensiones mayores.

e)El grado de multifractalidad Aa = amsx — @min graficado en funcion del tiempo. Notese la correlacion

inversa con el grafo c).

rector del proceso de cambios; en este caso surgié la necesidad de utilizar 2 de

ellos para cada mes estudiado, i.e. ¥; y Wy, En la figura se observan algunos

resultados de la investigacion realizada.
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Para todos los meses se encontr6 que el espectro requiere de ambos exponentes
porque existe un cambio en las frecuencias de los datos registrados, ¥; funciona
para las frecuencias mas bajas y usualmente implicarian multifractalidad en ellas;
U, describe frecuencias més altas. Es importante remarcar que casi siempre Wy =& 0
con un comportamiento tipo ruido blanco. Para el otro exponente (inciso ¢) de la
figura) se observa que el patron sismologico es casi constante a través de julio y
agosto (0.55 < ¥; < 1.1), del tipo Ruido Gaussiano Fraccionario. Mes y medio
antes del suceso, desde finales de agosto hasta la primera semana de octubre, hay
un descenso en el el rango en que se halla nuestro exponente (0 < ¥y < 0.55),
proceso que ya ha sido observado en estudios similares en otras regiones. En
octubre y noviembre, las variaciones del exponente son més pronunciadas llegando
hasta, aproximadamente, 1.7 dos semanas antes del suceso (0.8 en promedio para
este periodo).

Todos estos rangos, salvo algunas excepciones, se mantienen en el orden de la

persistencia descrita por el exponente de Hurst 0.5 < H < 1, dada la propiedad

H = (q’; L) para el ruido gaussiano fraccionario. Este hecho otorga credibilidad a
la inestabilidad perjudicial propia del sistema estudiado.
En el espectro multifractal se observé empiricamente una anticorrelacion entre

el ancho del espectro y la pendiente W;a través del tiempo Aa =~ 3 (1 — Uy),

1
3
esta observacion es una cuestion pendiente que requiere mayor analisis y rigor;
sin embargo para casos practicos es notable que la persistencia y el gran cambio

(efectos José y Noé) evoca la gran variabilidad que pueden alcanzar las magnitudes

sismicas.

119



3.3. Finanzas

En el subcapitulo anterior se ha expuesto la importancia de la aplicacion de
multifractales en el area de interés de un actuario, pero para este trabajo, los
Mercados Financieros son el verdadero objetivo a tratar. Mandelbrot es sélo el
pionero del analisis multifractal en este &mbito, otros mas han dedicado investi-
gaciones respecto a la fractalidad de algunos indices y precios, generalmente en
bisqueda de una dimension fractal y sus parametros rectores.

En la segunda parte del articulo de Lantsman y Majorl | se analizan dos casos
particulares, uno correspondiente al mercado de divisas (FX, del inglés foreign-
exchange) y el otro a tasas de interés. El proceso de descomposicion de las partes

y de su anélisis es el mismo para ambos casos:

1. Se examinan los datos en busca de intermitencia y autosimilitud. Esto se

hace con el espectro de potencias (analisis log-log del cambio).

2. Se busca la funcion de estructura del sistema en cuestion para definir si es

monofractal o multifractal y obtener caracteristicas cualitativas.
3. Se buscan los parametros de la forma universal de la funcién de estructura.

4. Con los parametros encontrados, se simula una cascada multiplicativa usan-

do como generador la forma universal del generador.
5. Se hacen inferencias respecto del proceso subyacente.

Ahora bien, ¢ (g) -la funcion de estructura de los ¢ momentos- tiene una forma

70p. cit. Lantsman & Major (2001b).
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Figura 3.3.1: FX, espectro de los cambios (izquierda), tamaiio de los cambios (centro) y funcion de

estructura (derecha).

universal para el caso de un proceso no estacionario, a saber:

Cl

s (q) :qH_EjT@

«

—q)

Lg“—q) a#1
K(q)—qH =

Clqglogq a=1

donde H = ¢ (1), Cl es el parametro de magnificacion, y « es el indice de Lévy
que ya mencionamos.@

De esta manera, el primer caso de FX es sobre la tasa spot de USD/GDMﬂde
1975 a 1990. Su andlisis espectral refleja una ley de potencias subyacente y por
tanto, se puede aplicar la pendiente m = 1.592 de tal recta como estimador de
(; esto refleja que el proceso subyacente tiene incrementos estacionarios siendo en
general un proceso no estacionario. En la Figura se puede ver los cambios en
escala logaritmica, el respectivo analisis de potencias (logE(AX, (¢)?)-log(7)) en
el que se aprecia la linealidad de los ¢ momentos implicando autosimilitud. Para
la funcion de estructura ¢ (q), se grafica cada ¢ con su respectiva pendiente y se
obtiene la curva (roja) de la derecha. Aqui se grafico al lado de un movimiento

browniano m = 0.5 (azul) y un mbf m = 0.6 (rosa). La curvatura de la funciéon

18Ver op. cit. Lantsman & Major (2001a) pp. 340-343.
19D¢lar americano y Global Derivative Market (Mercado global de derivados)
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Figura 3.3.2: 3-month T-Bill Yield Rate, espectro de los cambios (izquierda), tamaiio de los cambios

(centro) y funcion de estructura (derecha).

de estructura es el signo caracteristico de un fendémeno multifractal. Con estos
datos se obtienen los parametros de la ecuacion universal: H = 0.532, a = 1.985
y Cl = 0.035.

El siguiente caso (Figura[3.3.2) trata las observaciones semanales de la tasa de
retorno para los bonos del tesoro norteamericano a tres meses (del 5 de enero de
1962 al 31 de diciembre de 1995). Se estima 8 = 1.893, lo cual implica un proceso
no estacionario con incrementos estacionarios. Con esta informacion se realiza el
analisis de potencias, que indica un proceso autoafin subyacente; la funcion de es-
tructura, igualmente localizada entre las rectas de movimiento browniano normal
y fraccionario, presenta la reconocible curvatura de un proceso multifractal. Para
construir la cascada multiplicativa obtenemos H = 0.612, a = 1.492 y Cl = 0.095.

Antes de pasar a otro caso, veamos en la Figura que una simulacién por
Andersen-Lund tiene una funcién estructural muy similar a la del movimiento
browniano, evidenciando un trabajo modelativo que carecerd del rango adecua-
do de variabilidad. Un portafolio constituido con esta acciéon que considere este
modelo para dirigir el curso de sus cambios en el mercado, se vera expuesto a los

riesgos del escalamiento de los precios en su sector.

Ahora, haremos mencion del trabajo del espafol Jestis Munoz, el cual analizo
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Figura 3.3.3: Funcién estructural de una simulacion de tasas de retorno por Andersen-Lund.

la posible multifractalidad del IBEX35. En su articuld®®}, Mufioz hace la distin-
cion entre el movimiento browniano fraccionario y lo que llama movimiento L-
estable, ambos con incrementos independientes, pero el dltimo se distribuye con
las mencionadas distribuciones L-estables. Como ya sabemos, la dimension fractal
(fraccionaria) D relaciona la variabilidad del proceso: a mayor D, mayor variacion
entre puntos proximos. Munoz estima, a través de la dimension cuenta cajas, que
el IBEX35 exhibe una D = 1.3663 con un error de £0.202. Del que se obtiene
H = 0.6337 £0.0202 y a = 1.5780 £0.0520. De estos datos podemos observar
que la dependencia no se desvanece, el IBEX35 es persistente (% < H < 1) por
lo que hay una cierta tendencia presente en cada cambio. El @ < 2 implica una
distribucién no gaussiana, con esperanza finita pero varianza infinita o inestable.

Estas investigaciones son sélo algunas de las que se han realizado en el esce-
nario de los mercados financieros. Fugene Fama, hallé distintos a’s para una gran
cantidad de acciones bursatiles, precios de combustibles y demaés; también Edgar
Peters de PanAgora Asset Managment, quien hallo alta dependencia en acciones
de empresas de alta tecnologia (H alto)P]

En general, hay una cantidad considerable de modelos multifractales aplicados a

200p. cit.
21 Ambos casos son citados en op. cit. Mandelbrot (2009a)
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las finanzag®},como son:

= La alterntiva al método de generacion de multifractales a través de la casca-
da binomial de Mandelbrot (MMAR) y sus limitaciones, que la dan Laurent
Calvet y Adlai Fisher en 2001: el “Poisson MMAR?”, en lugar del cuadro bino-
mial, toma que 6 (¢) sera obtenida mediante la division de un espacio cuyos
puntos de corte en cada iteracion seran determinados por una distribucion

Poisson.

= En el mismo trabajo presentan una version a tiempo discreto, el “Markov-

Switching Multifractal Model”.
= Modelos Bivariados, presentados en el 2006 por los mismos autores.

» Ruipeng Liu generaliza en 2008 el caso N-dimensional de los retornos finan-

cleros.

Una respuesta al problema de la limitacion temporal del MMAR que necesita
rigurosamente de varianza infinita, la da el Modelo Quasi-multifractal, el cual ge-
nera propiedades multifractales solo en ciertos rangos de ¢, con lo que se evitan
ciertas inconsistencias, es decir, no hay propiedades multifractales en escalas in-
finitas de resolucion sino en un rango finito. Este proceso como el descrito en la
seccion referente a poblaciones, evoca una transicion del sistema multifractal a
uno monofractal.

Exite también un modelo que fusiona procesos quasi-multifractales y la teoria
convencional del ARCH, en lo que se conoce como el Modelo Multifractal Auto-

excitado, que ubica a la volatilidad de los retornos, no como una constante sino

22Recopilados en: Segnon, Mawuli, Lux, Thomas. Multifractal models in finance: their origin,
properties and applications. Kiel Working Paper No. 1860. Germany: Kiel Institute for the World
Economy. Agosto, 2013.
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Cambios Porcentuales Diarios IPC

K

Figura 3.3.4: Variacién porcentual de los cierres diarios del IPC del 11 de noviembre de 1991 al 29
de abril de 2015. Obsérvese la agrupacion de la variabilidad a lo largo de la década de los 90 y del 2005

en adelante.

como un proceso con memoria que decae lentamente.
En general el modelo multfractal puede ser aplicado a cualquier serie de tiempo
que presumiblemente cumpla las carateristicas de tener una ley potencial sub-
yacente, siendo esto observado por la frecuencia de los cambios, los cuales no
admiten la curva gaussiana (en las colas principalmente). Este capitulo concluiré
con un andlisis del Indice de Precios y Cotizaciones (IPC) de la Bolsa Mexicana
de Valores buscando la presencia de multifractalidad en la medicién de los cierres
diarios del indice. El anélisis de este indice es de caracter empirico pues alin carece
de una prueba rigurosa de la existencia de multifractalidad en él; la idea principal
es precisamente indicar la posibilidad de que este tipo de indices financieros son
propensos a exhibir multifractalidad y lo que ello conlleva: estacionariedad (o la
ausencia de ella) y algin grado de autoafinidad. El indice mexicano es bastante
joven en comparacion con el amplio historial de otros mercados, por ejemplo el
Dow Jones, por lo que hacer conjeturas rigurosas sobre el primero pudiera ser un
tanto aventurado, ya que no existe ningin estudio sobre el particular. El anéalisis
realizado aborda los siguientes aspectos:

En primera instancia (ver Figura , los datos observados son las diferen-

cias diarias de los puntos del indice tomados al cierrdﬂ Se alcanza a notar el

Z3Datos tomados de Yahoo! Finanzas el 30 de abril de 2015, serie disponible en:
https://es-us.finanzas.yahoo.com/q/hp?s= %5EMXX+Precios+hist %C3 %B3ricos
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Figura 3.3.5: a)Dimension cuenta cajas de IPC.
b)Espectro de potencias. Se observa, en azul, un ajuste lineal dejando entrever un escalamiento subya-

cente en el espectro -rojo- lo cual sugiere la presencia de fractalidad en el proceso. Elaboracién propia

aglutinamiento de la volatilidad en ciertos periodos, notablemente resaltan los pe-
riodos de volatilidad cuyas causas son varias pero resaltan la especulacion por la
firma del Tratado de Libre Comercio de América del Norte en1992 y su posterior
aplicacion en 1994; en este ano ademés ocurre el llamado “Error de Diciembre”
que desata la crisis conocida globalmente como el “Efecto Tequila”. En seguida, la
crisis rusa en el '97 repercutio en los mercados, y en el '98 a consecuencia del trata-
do antes mencionado, se eliminaron los aranceles de diversos bienes. Mas adelante
se observaron las repercusiones de la burbuja Dot-com mencionada en el primer
capitulo, seguida de un lustro de aparente “calma” para luego encontrarse con el
fatidico golpe que fue el 2008 para una economia tan ligada a la norteamericana
como lo es la nuestra.

Continuando con el analisis empirico, se toma el logaritmo de los cierres y
se busca una ley potencial subyacente en el proceso. Esto se ha realizado con
una Regresion Lineal simple dando como resultado la imagen del inciso a) en la
Figura|3.3.5] Presumiblemente se nota una tendencia lineal en el comportamiento
logaritmico de los valores del indice. Asi, podemos buscar fractalidad en el proceso.
A continuacion, en el inciso b) de la misma figura, el espectro de potencias reitera

lo observado en la imagen anterior, una tendencia de escalamiento potencial en la
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serie, lo que confirma por un lado que sea caracterizable de una dimension fractal
y por el otro, que dicha propiedad permite la derivacion de un proceso definido a
través de los parametros de estabilidad y estacionariedad: oy H, respectivamente.

Para ello, tomemos como referencia el procedimiento seguido por Jesiis Munoz
en su analisis del IBEX35 (ver el desarrollo resumido en la ultima seccion del
Capitulo 2 y la obra citada para mayor detalle), en la que se procede a calcular
la dimension fractal -D - de la serie para luego vincularla al indice estable a y

obtener también el exponente de Hurst H, mediante la relacion:
1
D=2—-—=2—-H
o

Para encontrar la dimensién, hemos tomado en cuenta la Dimensién Cuenta-
cajas, por simplicidad -y accesibilidad-, aplicada al grafo de la serie cambios del
IPC antes visto y ha sido analizado a través de un programa computacional es-
pecializado en el andlisis de datos e imégenes, el cual otorga la capacidad de
encontrar una aproximacion a esta dimension mediante el andlisis de imagenes
de superficies autoafines a través del llamado microscopio de fuerza atomica [?]
De esta manera la dimension obtenida empiricamente es Dypc = 1.26 con un
error de £0.23. Con esta informaciéon se deduce que H;pc =~ 0.74, lo cual indica
persistencia en el indice, los incrementos (o decrementos) de los intervalos [0, ]
y [t,t + h] tienden a ser del mismo signo, es decir si crecié en uno lo seguira ha-
ciendo en el siguiente y viceversa para el caso en que decrece. Fin cuanto al indice
de estabilidad, se tiene que o =~ 1.3513, lo cual asegura que se tendra esperanza
finita localmente pero la varianza es infinita y las colas son mas pesadas que las

que con un proceso browniano se podrian asumir.

24Un tipo de andlisis perteneciente a la variedad de Microscopios de Sonda de Barrido (en
inglés se conoce como Scanning Probe Microscopy, SPM). El utilizado para este documento, es
un programa de coédigo abierto llamado Gwyddion (version 2.40, con fecha de lanzamiento del
7 de febrero de 2015).
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Figura 3.3.6: El MMAR del IPC. Simulacién de 10 momentos: de 2 a 1000 dias.

vi), vii) compara el MMAR con un Movimiento Browniano Fraccionario, se observa la “expan-
sion” del proceso debida a la medida multifractal.

xi) y xii) Espectros de potencias, MMAR e IPC observado respectivamente. El ajuste no lineal

implica la multifractalidad del proceso simulado.
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De aqui en adelante, no queda mas que hacer la comparaciéon entre indices, el
IBEX35 y el IPC muestran ligeras diferencias, sin embargo hay que notar que
el grado de irregularidad es mayor en el indice espanol; la dimension fractal y el
indice de estabilidad lo reflejan. El mercado espanol es mas volatil que el nuestro,
o de menos se puede asegurar que tiene cambios mas bruscos. Ademas, el indice
mexicano muestra tener mayor reticencia al cambio espontédneo que el otro indice,
sus tendencias prevalecen en mayor medida que las del IBEX35. Un inversionista
cauto podria asegurarse de tener mejores posibilidades de no caer en bancarrota
apostando por nuestro mercado, alguno un tanto més atrevido y dispuesto a tomar
mayores riesgos buscaria en el indice espanol alguna retribuciéon més significativa.
Ahora bien, con base en el conocimiento de las medidas multifractales de estos
indices se podra desarrollar la estregia en tiempos de incertidumbre llamda asi por
Hugh Courtney[j_gl. En ella, el riesgo es observado a través de la sectorizacion de

los mercados, diviendo la incertidumbre en cuatro niveles:

= El primero, se basa en encontrar tendencias claras del futuro, cosas del orden

gaussiano: crecimiento poblacional, escolaridad, etc.

= Fl segundo, hay ciertos escenarios especificos de entre un conjunto de alter-
nativos, que resultan de ciertos cambios que son evidentes de antemano con
el analisis adecuado: la elasticidad de la demanda, resultados de la tecnolo-
gia vigente, etc. Los resultados posibles son claros y especificos, no es posible

saber cudl ocurrird y la mejor estrategia dependera del que prevalezca.

= En el tercero y cuarto niveles, luego del analisis queda lo que denomina

wncertidumbre residual. Para el tercer nivel, funciona como un abanico de

25 Courtney, Hugh, Kirkland, Jane, Viguerie, Patrick Strategy under uncertainty. USA: Mc-
Kinsey. 1997. Aparece en Harvard Business Review, Estrategia en tiempos de incertidumbre.
Trad. Rafael Aparicio Aldazabal. Espafnia: Ediciones Deusto, S.A. 1999. pp. 1-36.
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posibilidades que pueden surgir de ciertos escenarios esenciales. No hay un
claro panorama dado que cualquier estrategia podria cambiar si alguna de
estas variables se conociera de antemano. Este caso es particularmente visi-

ble en los mercados emergentes.

En el cuarto nivel, hay una total ambigiiedad, tanto en las causas como en
las consecuencias, no se puede formar el abanico de posibilidades porque no
hay escenarios esenciales claros. Este nivel se carateriza por ser transitivo,
luego de ser introducido a él, hay un desplazamiento hacia los deméas niveles

de riesgo.

Para contrarrestar el efecto de la incertidumbre, hay estrategias que cubren cada

nivel:

Para el primer nivel, la estrategia generalmente consiste en adaptarse al
mercado y al sector, conforme las previsiones y la calidad de ellas demuestren
que son aptas de ser guia en un escenario establecido. Como Gateway 2000
y su linea de bajo costo de computadoras personales adquiridas en linea,
un mercado ya explotado por Dell pero con miras a la expansion de la
demanda. Otra postura, menos frecuente pero igualmente aceptada, es la
de reconfigurar el mercado introduciendo formas nuevas que modifiquen las
estructuras prevalecientes, pero esto provoca que la incertidumbre residual

aparezca donde no existia.

El segundo nivel es afrontado directamente mediante el aumento de la pro-
babilidad de que se produzca un escenario en particular. El caso en que la
reconfiguracion del mercado derive en este nivel de riesgo, hay una estra-

tegia principal que puede ser rapidamente adaptada conforme el evolucione
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el curso de los hechos. Es decir, hay posturas pequenas y anticipadas que

proporcionan posiciones privilegiadas ante el cambio.

= En el tercer nivel no se busca que un escenario prevalezca ya que hay una
gran cantidad de ellos, se busca que todo el mercado o sector tome una
direccion general. El reservarse el derecho de participacion también es una
postura comun. Para las finanzas, este es el caso frecuente de la proteccion

mediante los contratos de opciones.

= El itimo nivel, como ya se menciono, es transitorio y dada la total dispersion
de posibilidades no hay una estrategia que pueda denominarse “la mejor”; lo
que se busca entonces, es crear un analisis de la estructura y los criterios del
sector el cual permita coordinar la evolucion del mercado hacia niveles mas
estables. Aqui, reservarse el derecho a participar puede ser peligroso dado
que se pierde una gran oportunidad de éxito, aunque también de fracaso por
lo que la postura habitual es la mecionada antes, favorecer la transicion a

los otros niveles.

Como se puede advertir, las herramientas del anélisis de los niveles de riesgo que
utiliza el autor son atn pocas. El objeto de estre trabajo es presentar la idea
de solucién a esta necesidad, mediante la utilizacion de fractales para crear un
orden de la variabilidad sin recurrir a descripciones exhaustivas ni predicciones
puntuales; la categorizacion del riesgo y los niveles de la volatilidad son propicios
para generar un panorama general del estado y comportamiento de los mercados

para construir las estrategias adecuadas.
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Conclusiones

Al agotar los aspectos generales y particulares de esta exposicion sobre los be-
neficios de tomar en cuenta el fendmeno fractal en la toma de riesgos financieros,
se pudo constar que en el ambito de la administracién de riesgo, los mercados
financieros son més erraticos e impredecibles de lo que las probabilidades gaussia-
nas suponen. Consecuencia de ello es que existan tantos casos donde la adopciéon
de este nivel de aleatoriedad como rector del proceso evolutivo de la volatilidad, ha
concluido en reveses inesperados para quien (usualmente por conveniencia técnica)
se fia de modelos construidos sobre este concepto para la toma de decisiones.

La construcciéon de un modelo estadistico representativo del comportamiento
del mercado debe incluir en su estructura: distribuciones de colas pesadas, agru-
pamiento de la volatilidad de precios y debe tomar en cuenta en sus calculos la
dependencia temporal de ciertas variables. El objetivo de este trabajo consistio
en demostrar pues la ventaja de incluir el anélisis fractal de curvas en las herra-
mientas disponibles, ya que esas caracteristicas son parte de su formulacion, para
con ello generar un modelo realista del comportamiento de los mercados.

El fenémeno fractal -y en particular el multifractal de la turbulencia- permite
generar procesos aleatorios cuyas propiedades coinciden con los puntos menciona-
dos arriba. La forma como la multifractalidad genera complejos sistemas a través

de similitudes (autosimilitud) y afinidades (autoafinidad) de variables mas simples
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estadisticamente medibles, permiten su aplicacién en un amplio rango de ciencias.

A la cuestién de utilizar distribuciones de probabilidad 6ptimas que permitan
generar grandes variaciones, las L-estables son las propuestas como soluciéon para
la medicion estadistica de los mercados financieros pues permiten generalizar el
Teorema Central del Limite hacia variables aleatorias que requieran colas pesadas
ademés de que uno de sus pardmetros funciona a modo de medida para el grado
de “concentracion” de lo aleatorio. La dependencia temporal y el agrupamiento de
la variacién son eventos que surgen intrinsecamente de la invarianza estadistica
propia de un multifractal.

El hecho de que sea un modelo ampliamente adoptado por diversas ramas de
las ciencias duras que buscan describir sistemas aparentemente ca6ticos que estan
limitados a cierta estructura de fondo, como suelen ser los fenémenos propios de
la naturaleza, sugiere que es asi como los sistemas naturales se desarrollan. Esto
puede fortalecer a la hipotesis de que los fendémenos sociales, tan intimamente
ligados a la evolucién de los procesos naturales, se acoplan a un comportamiento
de este tipo, multifractal.

Cabe hacer notar que esta herramienta simplifica la comprension del proceso
evolutivo de los mercados al efectuar simulaciones con semillas fractales que nacen
de la evidencia empirica de los mismos mercados. Tal simplificacién proviene de
comprender que, primero, no se parte de la HME, esto ya es de por si un notable
adelanto pues si Bachelier necesité de ella para que su modelo fuera consistente,
el MMAR no asume tal postura. Luego, un grafo de precios generado por semillas
fractales es un proceso un tanto determinista ya que se obtiene directamente al
conocer las medidas adecuadas, estas medidas permiten establecer la relacion y
fuerza de los efectos Noé y José (varianza inestable y larga dependecia, respecti-

vamente) que cada uno aporta a los mercados partiendo de que la influencia de
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los compradores y vendedores muestran un comportamiento irregular.

Bajo tales premisas, las medidas del analisis multifractal son herramientas 1ti-
les que sirven para describir el grado de aleatoriedad que presenta un conjunto de
datos y el estado de los mismos. Es decir, al ser capaces de formular y describir la
estacionariedad del sistema se puede orientar, desde la administraciéon financiera
de riesgos, la creacion de un plan de accidén que tenga el alcance necesario para
cubrir cada nivel de riesgo vinculado al valor de H de un portafolio. Como se vio
en el tercer capitulo, estas mismas medidas permiten descartar otras herramien-
tas de analisis por medio de la funcién de estructura, el caso de la simulacién
Andersen-Lund es prueba de ello; se puede crear una especie de prueba de esca-
lamiento para tests estadisticos a través de estas medidas, la cual determinara la
competencia del test para analizar los datos del fenémeno en cuestion.

El actuario, como profesional especializado en la administracion del riesgo,
debe poseer en su formacion académica un conjunto de herramientas diversas que
le otorguen alternativas de modelacion y simulacion que faciliten la comprension
de los fendomenos que presentan esa naturaleza de riesgo. En el ambito de la
administracion financiera, el anélisis multifractal aqui expuesto debe tomarse, no
obstante, con reserva y cautela, ya que el modelo atn requiere de demostracion
de su validez generalizada para periodos mayores a un ano, con el fin de propiciar
su aplicacion en distintos sectores financieros y econémicos. Sin embargo en un
espacio de temporalidad adecuado, usualmente en espacios menores a 180 dias
la multifractalidad es una herramienta importante; encontrar regularidad en un
proceso irregular es ya en si un gran paso hacia adelante en el camino de la

comprension causal y modal de los fend6menos aleatorios.

134



APENDICES

Dimension de Hausdorff-Besicovitch
Definicién 1. Espacio Topologico
Sea X un espacio, 7 se dice que es una Topologia en X si:
1. Los conjuntos @) y X, el vacio y el espacio mismo, pertenecen a 7.

2. Para todo U;cp € 7, 7 denota un elemento del conjunto de indices A; la unién

arbitraria de U,’s pertenece a 7.

UUZ'GT

1€EA

3. La interseccion finita de U,’s pertenece a 7.
m Ul S

Al par (X, 7) se le denomina Espacio Topoléogico y U sera un conjunto abierto en

X.
Definicién 2. Cubrimiento de un espacio.

Una coleccién A de subconjuntos del espacio X, se dice que cubre a X o que

es un cubrimiento de X, si la unién de elementos de A coincide con X. A es
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un cubrimiento abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos

abiertos de X.
UA CX;VAe A

Definicién 3. Orden de un conjunto.

Una coleccion A de subconjuntos de X se dice de orden m + 1 si algiin punto
de X pertenece a m + 1 elementos de A, y no existe ningiin punto en X que

pertenezca a mas de m + 1 elementos de A.
Definicién 4. Refinamiento de un conjunto.

Sea A una coleccion de subconjuntos de X, se dice que B refina a A, o que es

un refinamiento de A si, para todo B € B, existe A € A tal que B C A.
Definicién 5. Dimension Topologica

Un espacio X se dice que es de Dimension Finita si existe algiin entero m, tal
que para todo recubrimiento abierto A de X existe un cubrimiento abierto B de
X que refina a A y que tiene orden m + 1 como méaximo.

La Dimension Topoldgica de X se define como el menor valor m que satisface

lo anterior, y se denota (en este documento) por Dy (X).
Definicién 6. Medida de Hausdorftf.

Sea X un espacio métrico (donde la nociéon de distancia esta bien definida),
sea A un subconjunto de X, y d > 0. Sea A! el i-conjunto cerrado de didmetro 7.

La medida de Hausdorff d-dimensional, H?(A), se define como:

’Hd(.A):inf{y>0:‘v’p>0,p<r,A§ UAf}

<00

donde ademaés

o<y
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H? (A) puede ser infinito a medida que r decrece y d no es necesariamente un

entero.
Definiciéon 7. Dimension de Haussdorf.

La dimension de Hausdorff, Dy (A) se define como:

imf{d>0:H*(A) =0}

Vuelo de Lévy

Este anexo es un breve resumen de la obra de Chechkin et alP%] para mayor
detalle se recomienda remitirse al documento original. Como preliminar impor-
tante, se puede ver en La Geometria Fractal de la Naturaleza (p. 409), que para
Mandelbrot, un “Vuelo de Lévy” es un proceso definido en términos de la funcion

de supervivencia de la distribucion de pasos de tamano U:

1 u <1
Pr(U >u)=

u P u>1

ademas D se vincula con la dimension fractal del proceso y es un caso particular
de la distribucion Pareto. En general, toda proceso aleatorio para el que la funcion
de supervivencia de su distribuciéon muestre colas que sigan una ley potencial:
Pr(U>u)=0 (u_k) , para 1 < k < 3 es un Vuelo de Lévy.

Basicamente se trata de que cada incremento tenga distribucion hiperbodlica

(o de colas pesadas), i.e.
1
Pr(U>u)~ —
H(U > )~

26Chechkin, A. V., Metzler, R., Klafter, J. and Gonchar, V. Yu. Introduction to the Theory
of Lévy Flights, en Anomalous Transport: Foundations and Applications (2008) (eds R. Klages,
G. Radons and I. M. Sokolov), Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim, Germany.
Capitulo 5, pp.129 - 162

2"La notacién O (-) hace alusién al comportamiento limite de una funciéon cuando el argu-
mento tiende a un valor en particular o al infinito.
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con x — o0, 0 < a. Esto implica que el segundo momento diverge y por tanto, no
puede hacerse uso del Teorema Central del Limite ordinario.

Esta descripcion induce un tipo de movimiento aleatorio, siendo el browniano
un caso pero a diferencia de éste, se generan aglomeraciones de puntos, y por ende
de trayectorias, a las cuales se accede por un otro gran desplazamiento en alguna

direccion cada cierto tiempo.

Matematicamente, el Vuelo de Levy es un proceso estocastico definido como
una caminata aleatoria en tiempo continuo en términos de la pareja A (§) y ¢ (1),
distribuciones del tamano del salto y tiempo de espera, respectivamente. Cada
paso es caracterizado por el tamano & proveniente de la distribucion A, y el tiempo
7 entre dos pasos se distribuye de acuerdo a ¢ (esto implica que se asume un paso
inicial instantaneo). Entonces la distribucion conjunta de esta caminata se puede

expresar por
Pr(&,7) = A(&) ¥ (7)
De la que, si se quiere conocer la posicion del proceso en el tiempo £, la dis-

tribucion W (z,t) se calcula mediante la transformada de Laplace-Fourier de esta

funcion:

_1-v(u !
W (k,u) = — 1= (k)Y (u)

donde ¥ (u) es la transformada de Laplace y A (k) es la transformada de Fou-

rier. Lo interesante de un modelo asi definido, son las anomalias que surgen al

utilizar distribuciones Lévy-Estables:

» Si )\ (€)es gaussiana (o = 2) con varianza o2 y ¢ (1) = § (T — 79), se obtiene
que la distribucion de densidad conjunta es gaussiana

1 —x2
P t) =\ 15 P\ 1k
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. ., 2
que es un proceso de difusién con constante K = ‘;'—0 Su segundo momen-
to corresponde a un desplazamiento que crece linealmente con el tiempo:
E[2%(t)] = 2Kt. Esto indica que es un movimiento browniano ordinario en

escalas de tiempo y espacio muy grandes[?|

= Si A(§)es gaussiana y se asume una distribucion sesgada en un solo lado
para ¢ (1), con indice estable 0 < a < 1, la transformacion genera v (u) ~
1 — (utp)® que diverge para el segundo momento. Este proceso es conocido
como subdifusion, donde no hay una escala temporal que delimite el espacio
microscopico (eventos de pasos tinicos) del macroscopico (a nivel de escalas

tipo f (z,t), que ya no es de dominio gaussiano).

» Finalmente, tomando ¢ (7) = 0 (T — 79) con una alta curtosis, pero A (&) es
ahora Lévy-estable con 0 < o < 2. Se obtiene un proceso markoviano cuya
varianza diverge, sus momentos fraccionales escalan de la forma E [|z () |7]
(Kat)%, donde K, = % Esto se conoce como un proceso stuperdifusivo. Su

funcion de densidad es del tipo
W (k,1) = exp {— Ko - [k - 1}

que es la funcion caracteristica de una distribucion Lévy-estable, simétrica
y de indice a. Cuando se encuentra este tipo de proceso se dice que es un

Vuelo de Lévy.

285 (1 — 19) es la llamada Delta de Dirac que, como funcién de distribucién de densidad se
define:

fabf(a:)d(a:—:co)d:r::{

f(zo) a<zp<b
0 c.o.c.
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Prueba R/S, estimando el exponente de Hurst?’

El Anélisis R/S consiste en encontrar la distancia que ha recorrido un fenémeno
en una unidad temporal n: R (n), el rango ajustado, es “normalizado” al reescalarlo
a una media nula, y es expresado en términos de la desviacion estandar local S,

R

1.€. R

Tomando distintos n, es posible formular la relacion

donde C' es una constante y H es el exponente de Hurst. A continuacion, el

procedimiento para estimar H es:

1. En una serie temporal de datos (para este tema, por ejemplo, se toman las

variaciones diarias de algin indice) se toma la muestra X;, t =1,...,7T.

2. La muestra total, de tamano NV, es dividida en ¢ submuestras de iguales:

n==.
7

3. Se calcula la media y desviacion estandar local (de cada submuestra):

to+N
Z Tt
my to — AT
’ N
t=to+1
1
1 to+N 2
2
SNty = N E [T — M g,)
t=to+1

4. Luego, se obtiene una nueva serie que medira la diferencia acumulada res-

pecto a la media de los datos:

to+T7

Y = Z (20 — M g]

t=to+1

con 1 <7 <N.

PPeters, Edgar Fractal market analysis: applying chaos theory to investment and economics.
USA: John Wiley & Sons, Inc., 1994.pp. 53-57.
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5. El rango R de cada submuestra es obtenido de la diferencia entre el maximo

y minimo de las diferencias acumuladas para cada submuestra:

T v
Ry, = max YN — min YN 4

6. El estadistico R/S se obtiene de dividir la suma de los rangos con la suma

de las desviaciones encontradas anteriormente:

E o Zto RN,to
SN Zto SN7t0
7. Dado que se asume una ley potencial subyacente, el exponente H es obtenido
de la regresion:

loggzaJrH-logN

Analisis espectral de la invarianza de escala

Estos resultados se obtienen de una de las distintas obras de Davis et Al F%en
las que abordan el tema del analisis multifractal de datos. Ellos principalmente
desarrollan el tema aplicado a fenémenos geofisicos (sefiales geofisicas). Este es
una simplificacion de los conceptos relacionados con la funciéon de estructura y su
valor para datos que presentan (aparentemente) varianza inestable.

Si de un proceso aleatorio unidimensional (una serie temporal)¢ (z) con N + 1

valores reales en un intervalo [0, L] y muestreado a razon de }, es decir ¥
0,1,..., N (N = %) , se observa alta fluctuacion, irregularidad y posiblemente
discontinuidades, se estd en presencia de un complejo problema fisico al que la

unica simetria aplicable es una posible invarianza de escala. Asi r, la escala, sera

30Davis, Anthony, Marshak, Alexander, Wiscombe, Warren Wavelet-based Multifractal Analy-
sis of non-stationary and/or intermitent geophysical signals. USA: NASA Goddard Space Flight
Center, Climate & Radiation Branch. Aparece en: Wavelets in Geophysics Efi Foufoula-Georgiou,
Praveen Kumar (editores). Academic Press, pp. 249-298.
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el parametro a analizar buscando comportamiento estatisticamente robusto de ley
de potencias.

Primero, hay que buscar “estacionariedad” (en escencia invarianza bajo tras-
laciones) en la serie de datos analizada. El estadistico méas simple dependiente de

la escala de un proceso estacionario es su funciéon bipuntual de auto-correlacion:

Go(r)=FEp(x)p(x—r)] ~r7He

donde | < r < L, 0 < pug < 1. Esto tltimo dado a que se espera que las
correlaciones decrezcan a medida que la separacion aumenta (ps > 0) para luego
precipitarse rapidamente (1, > 1).

Otro estadistico de segundo orden comiinmente utilizado es el espectro de
energia ¢4 (k) :

s (k) =) E [g{s (k) & (:I:k;)*] ~ kB

0 < By =1—ps <1 (-)* es la transpuesta conjugada y
* es una transformada de Fourier. En el limite p, — 0 (i.e. Sy — 1) se espera
correlacion de largo rango (o plazo), sintoma de estacionariedad. Los procesos
con 1 < 84 < 3 tienen incrementos estacionarios. Muchos sistemas turbulentos se
encuentran en esta categoria.

En turbulencia, los campos y senales aleatorios invariantes de escala son carac-
terizados por estadisticos condicionados a la escala, la cual sigue una ley potencial.
Para la sefial de onda w (z) que aproximara un incremento de f (r), se tiene la
transformacion

z—>b

a

Tw[f](a,b):é/f(x)w( )dm,a>0,beR

entonces el tamano esperado del cambio en la funcion f(r) es

1 L
EAF(r) |p]zz/0 T2 [f] (a, ) [Pdb, 0 <1 < L, p>—1

142



Entonces, para buscar comportamiento multi-escala, hay que caracterizar ca-
da incremento dentro de todo el rango de escalas, lo cual trata directamente el
problema de la no-estacionariedad. Para ello se toma el incremento independiente
D6 (ra) = 6 (2) — 6 (x —7)

luego, se presume que
B (186 (r,2) ) ~ 15

conl <r < L, =1 < p < oo. La normalizacion requiere de que ¢, (0) = 0.
La transformada de Legendre permite dar una interpretaciéon formal a la medida
multifractal ¢, (p), ella genera un espectro Dy (h) que se toma por la dimen-
sion fractal del intervalo [0, L]. Asi, de E[|A¢ (r,x)|] ~ r"@ el exponente local
de Hurst es h(x) = h. Cuando hay incrementos débilmente variables, es decir
E[|A¢ (r,x) |P] = E[|A¢ (r,z)|P], se tiene que ¢4 (p) = p - H, en otras palabras,
una funcién con escalamiento simple o mono-escalante donde 0 < H < 1. El limi-
te inferior (H — 0) lleva a procesos con escalamiento estacionario. El superior, a
procesos diferenciables casi en todas partes. Si g, (p) no es lineal, entonces es nece-

s¢(p)

sariamente concava (¢f (p) < 0) y se crea la jerarquia de exponentes Hy (p) = 25

Dos valores de p resultan notorios:

p =2 indica una dualidad entre ¢, (k) y E [(¢ (x) — ¢z — 7“))2], la cual es lla-
mada funcidn de estructura. Para procesos escalantes esto deriva en que el

exponenete [3; es de la forma
Bp=2-Hy(2)+1>1
donde la igualdad se da en el limite de estacionariedad (H, (2) — 0). Des-
pués del limite opuesto (H, (2) — 1) se tiene que 1 < /3, < 3.
p =1 permite crear una relacién directa entre la dimension fractal Dy del gra-

fico g (¢) de la senal ¢ (x), viendolo como un objeto autoafin en espacio
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bidimensional:

Hy=Hy (1) =2— Dy >0

una vez mas, la igualdad se da en el limite de estacionariedad (H; — 0)
donde D4 = 2 (la grafica llena el espacio). El otro limite implica un proceso
diferenciable casi en todas partes y graficos con Dy, = 1. Entonces en
procesos escalantes, la estacionariedad estard acompanada de més rugosidad
(aspereza) y discontinuidad; la no-estacionariedad, de mas uniformidad y

continuidad.

Cuando H, (p) no es constante, se puede hablar de procesos multi-afines. H; es
entonces un cuantificador de primer orden para la no-estacionariedad invariante

de escala y toda la jerarquia de Hy (p) es un medio para calificarla.
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ANEXOS

Tres modelos matematicos para analizar mercados
financieros

Un modelo de difusion general tiene la forma dX = pu (X, t)dt + o (X, t) dW

donde W es una caminata aleatoria gaussiana.

s Merton: dr; =0 -dt 4+ o - dW; r; es la tasa al tiempo ¢, 0 es el promedio de

crecimiento del proceso y o es la volatilidad.

» CIRtdry=k-(0 —1)dt +0- rt% -dW; k es la constante de reversion media
y 0 es la media total del proceso.
dry = k1 (e — re) dt + op -1 - dWhy,
» Adersen-Lund: dlogo? = kg (o — logo?) dt + & - dWay 5
dpty = k3 (0 — pg) dt + & - /lt% ~dWs3y
esto se puede ver como una generalizacion del CIR, con v en vez de % y en el que

la media y varianza evolucionan en sus propias difusiones.
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Medidas Multifractales

Este resumen es una asimilaciéon de lo descrito en la obra de Murcio et. aP!|y
Theiler??]
Sea p (z) el valor de la medida p en la posicion z. La cantidad de esta medida

en un volumen V (€, z)delimitado por la vecindad de x de tamano € se define como

ue<x>=/v( )y

D siendo

para un monofractal se tendra que la medida es homogénea i (€) ~ e~
D la dimension fractal.

Como un multifractal tendra distintas medidas en lugares distintos, se puede
subdividir en regiones alrededor de vecindades x; donde una distribuciéon es aso-

ciada a cada region. Si se normaliza la medida (que sume 1), tal distribucion se

puede construir de la siguiente manera:

! o He (wz)
Pi(€) = p (v;) = m

entonces la medida sera

P;(€) ~ e

a; es la fuerza de la singularidad local, referido como el exponente de Lipshitz-
Hélder, la cual puede no ser tinica pues habréa otras subdivisiones que tengan un

valor similar. El nimero de éstas que comparten un mismo «; viene dado por:

p(ai, €) = e f(e)

donde f («;) es la dimension fractal del conjunto de subdivisiones con fuerza de
singularidad «;. Es decir que mientras més e-region tengan la misma intensidad,

mayor serd la dimension; en el caso de tener un solo punto, la dimension es cero.

3Lop. cit.
32 0p.cit.
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Ya que se tiene una funcion de dsitribucion P; (¢) para las medidas de intensi-
dad en la e-region del sistema, ésta se puede caracterizar a través de sus momentos

estadisticos:
Zy(e) =) Pi(e)
i
en ¢ = 0 se tiene el namero de cajas N (€) de tamafio € necesarias para cubrir

el sistema Z; (¢) = N (€) ~ e L. Luego, como o; es el exponente de escalamiento

de P; (¢)con respecto de €, Z, (¢) también debe seguir tal principio.
Z, (e) = ZPZ (e)q ~ @)

donde 7 (¢) es el exponente de masa definido por

o en términos de la dimension generalizada descrita por la ecuacion [2.2.6]

7(q) = (¢—1) D,

Si se conoce D, ecntonces se pueden obtener los valores de a y f (o)

a(g) = dilq (¢—1)D,
0= -1 (o)

de esta tltima ecuacion se infiere que f («) alcanza su maximo en f (« (0)) y
para todos los demas valores de ¢ la dimension es menor.

La interpretacion dada a las distintas medidas es como sigue:

Dq corresponde a la mencionada dimension cuenta-cajas (de capacidad). Deter-
mina la probabilidad de encontrar un evento en la vecindad establecida,
pero es totalmente ciega a la masa dentro de cada e-caja. Esto implica que
hay sistemas que comparten dimension pero no hay informacion acerca de

la distribucién de la densidad de los eventos.
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D, se calcula con el limite de ¢ — 1, se conoce como la Dimension de Informacion.
Mide la disparidad de la distribucion de densidad puntual en las e-cajas. Si
su valor es mayor en comparaciéon con otro sistema similar, se entiende que
hay una distribucién uniforme de los eventos en el sistema (saturacion del

espacio o estructuras regulares puntuales).

Dy llamada Dimension de Correlacion debido a que mide la dimension de la corre-
lacion entre pares de eventos A y B, i.e. la probabilidad de que ambos estén
en la misma e-caja. Para objetos espaciales, esta dimension resulta mas util
que la de capacidad pues toma en cuenta la estructura espacial del sistema.
Si su valor es bajo, la estructura del fenémeno es poco rigida, mientras que

los valores més grandes indican estructuras compactas y ordenadas.

en general, cada ¢ otorga la posibilidad de elegir distintas secciones del fenémeno
de acuerdo a su relativa P;, convirtiéndose entonces en un parametro de resolu-
cion (zoom). Asi, un sistema con valores positivos de ¢ corresponde a medidas
multifractales para frecuencias altas y lo opuesto para g < 0.

Los datos més relevantes, utizados para el estudio de las calles de Londres se

encuentran resumidos en la siguiente tabla:
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Ano q D[) Dl D2 (67 (0)

1786 | |-5.00,14.25] | 1.7959 | 1.7697 | 1.7467 | 1.8287

1830 | [-7.00,13.25] | 1.7926 | 1.7698 | 1.7448 | 1.8187

1880 | |-5.75,14.50] | 1.8252 | 1.7950 | 1.7722 | 1.8487

1900 | [-4.75,19.00] | 1.8434 | 1.8252 | 1.8109 | 1.8658

1920 | [-4.25,17.75] | 1.8602 | 1.8431 | 1.8322 | 1.8824

1940 | [-5.25,18.75] | 1.8699 | 1.8619 | 1.8586 | 1.8820

1965 | |-5.25,16.00] | 1.8850 | 1.8803 | 1.8780 | 1.8927

1990 | [-4.50,15.00] | 1.8851 | 1.8793 | 1.8766 | 1.8948

2010 | [-4.50,16.00] | 1.8913 | 1.8858 | 1.8842 | 1.9004

Portafolios multifractales

Recientemente, la difusion del modelo multifractal en las finanzas ha provocado
la insercién de nuevos conceptos y modelos para aplicar la teoria multifractal
de mandelbrot a portafolios de inversion. Existen tres lineas principales en la

investigacion de dichos portafolios:

= La Teoria Jerarquica del Portafolio de Muzy et a]@ que aprovecha la inva-
rianza de escala para generar portafolios multivariados basados en activos
analizados simultdneamente a través correlaciones en horizontes de tiempo

distintos y activos distintos.

= Los “portafolios de riesgo minimo” de Alexandre Pantanella et al. quienes op-
tan por adecuar la teoria del portafolio de Markowitz alterando el supuesto

de que los retornos finanieros se distribuyen de acuerdo a una normal multi-

33Muzy,J.F.,Sornette,D.,Delour,J.,Arneodo,A. Multifractal returns and Hierarchical Portfolio
Theory. Agosto, 2000. Disponible [en linea]: http://arxiv.org/pdf/cond-mat/0008069v2.pdf
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variadaPpara hacerolo consistente con la teoria multifractal de turbulencia.
Entonces si la aversion al riesgo se vincula con el tamano de la varianza que
lo mide, el portafolio toma como medida de riesgo a H y busca maximizar
el portafolio con activos con0.5 < H < 1 pues estos valores implican una
reducciéon de los periodos de volatilidad pronunciada. Asi, su trabajo con-
cluye que en periodos de 1, 2, 3, 6 y 12 meses estos portafolios tiene mejores

rendiminetos que la teoria convencional.

T
Markowiz
— max H
02 = = maxHminC

04 W

Markowitz
—— maxH -
~0B8{ = = maxHminC NS, 2 —ok

Relafve Retum

100 150 200 o L 100 150
Days from 01/01/2008 Days from 01/01/2007

Figure 1: Europe Relative Returns Figure 2: USA Relative Returns

En
la figura se observan dos portafolios fomados por acciones europeas (Figure 1) y
otro con acciones norteamericanas (Figure 2). La linea negra mas gruesa es un
portafolio creado bajo parametros del MMAR maximizando H; la linea punteada
igualmente es un portafolio de riesgo minimo pero se agrega a la funcién objetivo
minimizar C', la matriz de covarianzas del portafolio, comparado con un portafolio
de Markowitz (linea indicada en la imagen) en general, durante 150 dias los por-
tafolios basados en multifractales tienen mejores rendimientos que uno construido

con la teoria del portafolio de Markowitz.

» Otra corriente proviene del Analisis de Fluctuacion Sin Tendencia(Detrended

Fluctuation Analysis, DFA) que busca autoafinidad en una serie estocatica

340p. cit. Pantanella et al.
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removiendo cualquier indicio de influencia de largo plazo para solo dejar al
corto plazo, aunado a la hipotesis de multifractalidad (MF-DFA) se pretende
maximizar h (¢)(version de H obtenida a través de un MF-DFA a una serie)
de manera similar a Pantanella et al. pero la diferencia de este enfoque
es que el MF-DFA aborda series sin estacionariedad. Este modelo mostro
un mejor desempefnio que un portafolio constituido bajo Markowitz en el

mercado chino

35Xiaobo Wen, Hui Wang, Zongfang Zhou, Hua Zhang The Return-Risk performance-
The comparisson of asset portfolio performance of Institution Fund with that based
on Multifractal Detrended Fluctuation Approach. Marzo, 2012. Disponible en [en linea]:
http://dx.doi.org/10.4236 /me.2012.34059

151


http://dx.doi.org/10.4236/me.2012.34059

Nomenclatura

M.F. Mercados Financieros
L.G.N. Ley de los grandes ntimeros
T.C.L. Teorema Central del Limite

1 Media
o Desviacion Estandar

V.A.iid. Variable aleatoria, independiente, idénticamente distribuida

HME Hipotesis de los Mercados Eficientes
DJIA Dow Jones Industrial Average
CAC 40 Cotation Assistée en Continu
FTSE 100 Financial Times Stock Exchange
Nikkei 225 Nihon Keizai Shimbum
IBEX 35 Indice Bursatil Espafiol
CAPM Capital Asset Pricing Model
APT Arbitrage Pricing Theory
CBOE Chicago Board of Options Exchange
OoTC Over-the-Counter
LTCM Long- Term Capital Management
FED Reserva Federal de E.U.
CDO Collaterized Debt Obligations
CDS Credit Defaul Swap
MBr Movimiento Browniano Ordinario
% Relacion Precio-Ganancia
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ARCH  Autoregressive Conditional Heteroskedasticity

D Dimension fractal

dr Dimension Topologica

d Dimension de Similitud

de Dimension Cuenta-cajas

dg Dimension Euclidiana

H Exponente de Hurst

« Exponente de singularidad o caracteristico

% Prueba estadistica Rango-Desviacion Estandar
f () Dimension multifractal
mbf Movimiento Browniano Fraccionario

MMAR Multifractal Model of Asset Returns

s(q) Funcién de Estructura de Invarianza de Escala

o Exponente de Holder
D, Dimension Genelalizada
ARMA Auto-Regresive Moving-Average
CIR Cox-Ingersoll-Ross
DLA Diffusion-Limited Aggregation
FX Foreign Exchange
USD Dolar Norteamericano
GDM Global Derivative Market
IPC Indice de Precios y Cotizaciones
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