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Introduccion.

Se considera a R como un anillo asociativo con elemento unitario. R—Mod
es la categoria de los modulos izquierdos sobre R. Siempre se consideraran
modulos izquierdos, si no hay necesidad de especificar, un médulo M significa
que M es un grupo abeliano con estructura de médulo izquierdo sobre R. Un
ideal (bilateral) I de R es un ideal izquierdo y derecho de R. Notar que un
anillo simple (artiniano) R es un anillo cuyos tnicos ideales bilaterales son 0
y R.

El objetivo del siguiente trabajo es presentar de una forma accesible y auto-
contenida una pequena parte de la teoria de prerradicales sobre R— Mod. Los
prerradicales tienen su origen alrededor de la década de 1950 en los estudios
de Kurosh y Amitsur. Aunque no fue hasta 20 anos después, cuando Bican,
Kepka et. al. publicaron [2] en donde tratan la teorfa de prerradicales y su
relaciéon con las teorias de torsiéon de R — Mod. Ademas emplean a los prerra-
dicales como una herramienta para el estudio de la categoria de R-moédulos
y del anillo R.

El capitulo 1 estd basado en [10] y [4]. Se define un prerradical y al considerar
la clase de los prerradicales se le dota de una estructura reticular. También se
incluyen las conexiones que algunas subclases de prerradicales tienen con las
teorias de torsion de R — Mod asi como los filtros lineales asociados al anillo
R. Fundamentalmente las relativas a las correspondencias que hay entre las
distintas clases mencionadas.

Los capitulos restantes presentan los resultado dados en [8] y [9], a los cuales
debe el titulo este escrito. Aqui se estudia con mas detalle la estructura de
la clase de los prerradicales dando paso a la clasificacion de algunos anillos,
como son los anillos simples, los semisimples, los V-anillos y los V-anillos
locales. Estas caracterizaciones se dan en términos de ciertos prerradicales
especificos.

En el Apéndice A se dan algunos conceptos de teoria basica de modulos. Esta
parte no incluye demostraciones de algunas de las afirmaciones salvo los re-
lativos a mddulos singulares que es abordado en [5], ademés de los V-anillos



definidos en [7]. Para més detalles se pueden consultar [1] y [6].
El Apéndice B complementa la parte preliminar con algunos conceptos rela-
tivos a la teoria bésica de reticulas, més detalles se pueden encontrar en [3].



Capitulo 1

Prerradicales

1.1. Prerradicales.

1.1.1. Definiciéon y propiedades

Definicién 1.1.1. Un prerradical es un subfuntor del funtor identidad en
R — Mod, es decir, una asignacion R — Mod —"—= R — Mod
que satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada M € R — Mod, r(M) < M,
2. Si M|N € R— Mod y f € Homgr(M, N) entonces f(r(M)) < r(N),

es decir el siguiente diagrama es conmutativo:

M—t N

r(M) = r(N)

Se denota a la clase de los prerradicales sobre R — Mod como R — pr.

Observacion 1.1.1. Por la seqgunda condicion de la definicion se tiene para
cadar € R—pryM,N € R— Mod con N < M,r(N) <r(M).

Proposicién 1.1.1. R — pr estd parcialmente ordenado por la siguiente re-
lacion, para cada vt € R — prir <t si y sélo si r(M) < t(M) para todo
M e R— Mod.

Demostracion. Sean r,s,t € R — pr. Como r(M) < r(M) para todo M €
R — Mod entonces r < r. Supoéngase que r <X sy s = r, se sigue que para
cada M € R— Mod r(M) < s(M)y s(M) <r(M) por tanto r(M) = s(M)
esto implica r = s. Por tltimo, si r < s < t entonces (M) < s(M) y
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s(M) < t(M), asi (M) < t(M) para cada M € R — Mod, con lo que se
tiene la transitividad. O

Observacion 1.1.2. Dados M € R — Mod y r,s € R — pr se tiene el
cociente M /r(M) entonces s(M/r(M)) < M/r(M), por el teorema de la
correspondencia existe un unico N < M tal que r(M) < N y N/r(M) =

s(M/r(M)).
Definiciéon 1.1.2. Parar,s € R—pry M € R—Mod se definen las siguientes
0Peraciones:

L (r A s)(M) 2 = r(M) N s(M).
2. (rv $)(M) : = r(M) + s(M).

3. (r-s)(M) : = r(s(M)).

4. (r 2 $)(M) es el dnico submddulo de M tal que (r : s)(M)/r(M) =

s(M/r(M)) (ver observacion 1.1.2).
Para C una subclase de en R — pr:

5. 1= N{s € C} se define como r(M)=N{s(M)|s € C}.
6. t:=\V{s e C} se define como t(M) =>{s(M)|s € C}.

Observacion 1.1.3. En la definicion anterior los objetos definidos son pre-
rradicales. Notar que sir,s € R—pr entonces N{r,s} =rAs y\{r, s} =rVs.

Demostracion. Ya que las demostraciones son similares para todos los casos,
sélo se prueban (4) y (6).

Sean M,N € R— Mody f € Homg(M,N). Demostracion de (6). Dado
s € Cys(M) < M entonces r(M) =>{s(M)|s € C} < My f(s(M)) < s(N)
asf f(t(M)) = f(E{s(M)]s € C}) < Eseo f(s(M)) < Xseos(N) = t(N).
Demostracion de (4). Claramente (r : s)(M) < M. Sean N € R — Mod y
f € Homg(M,N). Como r es un prerradical, f(r(M)) < r(N). Entonces
el morfismo f € Hompg(M/r(M),N/r(N)) tal que para cada m + r(M) €
M/r(M), f(m —f-AT(M)) = f(m) + 7:(]\7), estd bien definido. Dado que s es
una pretradical f(s(M/r(M))) = f((r : s)(M)/r(M)) = F((r : 5)(M)) +
r(N)/r(N) < s(N/r(N) = (1 : $)(N)/r(N). Por lo tanto, J((r : 5)(M)) <
P+ 5)(M)) +7(N) < (r: $)(N). ]

Corolario 1.1.1. R—pr es una gran reticula con el orden =< y V, A definidas
como antes. Mds ain, (R — pr, <,\/,\) es una reticula completa cuyo ele-
mento menor 0 y elemento mayor 1 son tales que para cada M € R — Mod,

O(M)=0y 1(M) = M.



Hay una relacién importante entre -, V, A, (:).
Observacién 1.1.4. Sir,s € R—pr entoncesr-s < rAs <rVs=(r:s).

Demostracion. Sea M € R — Mod entonces - s(M) = r(s(M)) < s(M) y
r(s(M)) < r(M), ya que s(M) < M, entonces r(s(M)) < r(M)Ns(M) de
donde r - s < r As. Directamente de la definicién es claro que r As < rV s.
Para M € R— Mod, considerando la proyeccién canénica p de M a M /r(M),
se obtiene (M) +s(M)/r(M) = p(s(M)) < s(M/r(M)) = (r: s)(M)/r(M)
y entonces (M) + s(M) < (r: s)(M), por lo tanto r Vs < (r : s). O

Observacién 1.1.5. Sir € R — pr entonces r(R)M < r(M) para cada
M e R— Mod.

Demostracion. Para cada m € M se tiene el homomorfismo multiplicar por
m, R_=". pf, como r es un prerradical (--m)(r(R)) = r(R)m < r(M)
entonces (M) > r(R)M. O

Como corolario,
Corolario 1.1.2. r(R) es un ideal bilateral de R para todo r € R — pr.

Proposicién 1.1.2. Sea {M)}ren una familia de mddulos. Entonces para
cadar € R—pr:

1. T’(@)\GAM)\) = @AEAT(MA)
2. T(ITxea M) < Thea (M)

.. i PX
Demostracion. Los homomorfismos prc s gy, 07,y [en My —2 M,
son las inclusiones y proyecciones candnicas respectivamente.

(1) Como 7 es un prerradical y p7,c o gy, _, M, se tiene r(My) < 7(@rea M)
También hay una proyeccion g vea My —2 M, por lo que el siguiente dia-
grama es conmutativo:
P
Srea My ——— M,

r(DreaMy) L (M)
Esto implica que si Y-y € 7(Baea M) entonces pr(>zy)) = z) € (M) v
por tanto r(®reaMy) < r(My) < @rear(My).
(2) Anélogamente, como el siguiente diagrama es conmutativo:



[Taea My —2 M,

I

r(Ihea M) === r(M,)
Entonces si (z)) € [lea M, pa((zy)) = zx € (M), asi r([Thea My) <
r(My) < Ilhea r(My). O

Lema 1.1.1. Sir es un prerradical entonces r(R) = R siy solo sir(M) = M
para cada M € R — Mod.

Demostracion. Una implicacién es clara. Por otro lado, sea p el cociente
o ) - .
Brens Rr —2= M definido de forma candnica. Ya que r es un prerradical,

M) = 1(Soen BE) > plr(@senBe)) = p(@rens(Re)) = Soenr r(R2).
Usando el cociente (_-x) de R a Rz, paracadax € M, r(R)x = (_-x)(r(R)) <
r(Rz) lo que por hipétesis implica Rz < r(Rz), como la otra desigualdad es
clara, Rx = r(Rz). Por lo tanto r(M) > Y carm(Rz) = Y e Re = M, con
lo que se obtiene la igualdad deseada. O]

1.1.2. Radicales y prerradicales idempotentes.

Definicién 1.1.3. Se dice que r € R — pr es idempotente si r-r = 1 y
es llamado un radical si (r: r) = r es decir si r(M/r(M)) = 0 para todo

M e R— Mod.
Notacion 1.1.1. De ahora en adelante, para cada r,s € R —pr r-s =rs.

Lema 1.1.2. Sean N < M € R— Mod yr € R — pr. Entonces r es radical
sty solo si r(M/N)=r(M)/N para cada N < r(M).

Demostracion. (=). La proyeccién p5 P M/N cuyo nucleo es N, indu-
ce el homomorfismo (M) el r(M/N) » esto por ser 7 prerradical. Por la
contencién N < r(M) se tiene r(M)/N = p|(r(M)) = p(r(M)) < r(M/N)

/
y por el tercer teorema de isomorfismo M/N /r(M)/N = M/r(M). Como r
es un radical el homomorfismo g = fp1 A/ JN 2> M /(M) donde,

M/N —" M/N /r(M)/N'Y M/N /r(M)/N—T M/r(M) » ctando se res-
tringe a r(M/N) es cero entonces r(M/N) < Nuc(g) = r(M)/N.
Reciprocamente aplicado la hipotesis a N = r(M) , r es radical. ]

Un resultado dual es valido para prerradicales idempotentes:



Lema 1.1.3. Un prerradical v es idempotente si y sdlo si v = r(r : s) para
todo s € R — pr.

Demostracion. (<). Primero hay que notar que (r : 0) = r para todor € R—
pr. En efecto, si M € R — MOd entonces (r : 0)(M)/r(M) =0(M/r(M)) =
0=r(M)/r(M) por lo tanto (r: 0) =r. Sir = r(r : s) para todo s € R— pr
entonces para s = 0, 7 = r(r : 0) = rr. Por lo tanto r es idempotente.

(=). Sean 7 un prerradical idempotente y s € R — pr. Por definiciéon r =<
(r :s),y por la Observaciéon 1.1.4 r(r : s) <7 A (r:s). Sir es idempotente
entonces r = rr < r(r:s) IrA(r:s)=r,puesr = (r:s). Por lo tanto
r=r(r:s) para todo s € R — pr. O

Definicion 1.1.4. Una clase € de mddulos sobre un anillo R es llamada,
clase de pretorsion si es cerrada bajo cocientes y coproductos y es llamada
clase libre de pretorsion si es cerrada bajo submodulos y productos.

Definicion 1.1.5. A cada prerradical v le pueden ser asociadas las siguientes
clases de modulos:

1. T,:={M e R— Mod|r(M) = M}
2. F,:={M € R— Mod|r(M) =0}
8. T,:={r(M)M € R— Mod}

4. B ={M/r(M)|M € R — Mod}

Observacion 1.1.6. 1. r es un prerradical idempotente si y solo si T, =
T,.

2. 1 es un radical si y solo si F, =T,.

Proposicion 1.1.3. T, y F,. son clases de pretorsion y libre de pretorsion
respectivamente.

Demostracion. Dados M, N € R — Mod con M € T, y un epimorfismo f,
ML N, se satisface N = f(M) = f(r(M)) < r(N), por tanto N €
T,. Ahora sea { M)} ea un conjunto de médulos contenido en T, entonces,
por la Proposicion 1.1.2 @ ea My = Baear(My) = r(BreaM)) esto implica
PrcaMy € T,. Por lo tanto T, es una clase de pretorsion.

Dualmente si N < M € F,. y {M)},ea un conjunto de médulos contenido
en T, entonces r(N) < (M) =0y r(ITxea M) < IIxea 7(My) = 0. Por lo
tanto [F, es una clase libre de pretorsion. O]



Proposicién 1.1.4. 1. Hay una correspondencia biyectiva entre los pre-
rradicales idempotentes de R—pr y las clases de pretorsion de R— M od.

2. Hay una correspondencia biyectiva entre radicales de R—pr y las clases
libres de pretorsion de R — Mod.

Demostracion. (1). Sea € una clase de pretorsién de R — Mod y para cual-
quier M € R— Mod la coleccion {N < M|N € €} que es no vacia pues 0 es
un elemento de la coleccion. Ahora se define r(M) : = >{N < M|N € ¢},
como ¢ es cerrado bajo sumas directas y cocientes, 14 (M) € €. Se tiene
que 1¢ es claramente un prerradical e idempotente. Ahora para cada pre-
rradical r idempotente, como antes, le es asociado T,. Solo resta probar que
para cada prerradical idempotente y cada clase de pretorsion €, r = rr, y
¢ = T,,. Recordando que T, = {M € R — Mod|r(M) = M} y debido a la
construcciéon de rr., rr. < r ademés r es idempotente por lo que r = rr, .
Por otro lado, r¢ es idempotente entonces Trcg =T,.,, pero ']_I'rcg =%.

(2). Por dualidad de (1). O

Observacion 1.1.7. Sean t,r € R —pr cont =< r yt idempotente, entonces
rt =1r =1.

Demostracion. Sea M € R — Mod. Como t < r, para t(M), t(t(M))
r(t(M)) y al ser t idempotente se satisface t(M) = t(t(M)) < r(t(M))
t(M), es decir, t(M) = rt(M). Andlogamente se prueba la otra igualdad. [J

<
<

Proposicién 1.1.5. 1. Para cualquier prerradical r existe un mayor pre-
rradical idempotente ¥ menor que r.

2. Para cualquier prerradical r existe un menor radical ¥ mayor que r.

Demostracion. (1). Sir € R — pr sea 7 el prerradical correspondiente a T,
entonces # < r y por la Observacion 1.1.7 cumple la propiedad deseada. Una
vez mas, la segunda parte se obtiene por dualidad. O

Es posible dar una construcciéon por recursion de 7 y 7, como sigue:
#: Si 8 no es un ordinal limite, r? = rr#™", en el caso limite r? = Na<pT®y
finalmente 7 = N4 B,
7: Si B no es un ordinal limite, rg = (r3-1 : r), en el caso limite rg = >, 574
y finalmente 7 = 34 8

Definicién 1.1.6. Sea () M N L (0 una sucesion exacta
corta yr € R— pr. Se dice que r es exacto izquierdo si la sucesion:

0——=r(M) r(N) r(L)
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es exacta y es exacto derecho si la sucesion:
r(M)——sr(N) r(L) 0

es exacta.

Teorema 1.1.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un pre-
rradical r:

1. r es exacto izquierdo.

2. Si N < M € R— Mod, entonces r(N) = r(M) NN para todo M €
R — Mod.

3. r es idempotente y T, es cerrada bajo submodulos.

Demostracion. La proyeccion p de M a M /N induce la restriccion
r(M) A»T(M/N) , con lo que se obtiene Nuc(p|) = r(M) N Nuc(p) =
r(M) N N para cualquier M € R — Mod,
(1 = 2): Considere la sucesion:
0 N—‘s M —2» M/N 0
Por hipétesis la sucesion:
0 (N) s (M)~ (M)
es exacta. Es decir, 7(N) = Im(i) =
Nuc(p|) =r(M)NN.
(2 = 1): Es suficiente probar el resultado para las sucesiones del tipo:
0 N—‘s M —2» M/N 0
Como 7 es prerradical se obtiene:
r(N)—=r(M) 2 (M /N)
Usando (2), 7(N) = r(M) N N es decir:
0 ——= r(N) = r(M) —2= r(M/N)

es exacta.

(2 = 3): Para cada M € R— Mod,r(M) < M entonces por (2), r(r(M)) =
r(M)Nr(M) = r(M). Si ademas M € T, entonces r(N) = NNr(M) =
NN M = N para cualquier N < M, con esto queda demostrado (3).
(3=2):Sean M € R— Mody N < M. Como r es idempotente (M) € T,,
entonces (M) NN € T,, ya que T, es cerrada bajo submédulos. Ademas
r(N) < r(M)nN < N por lo tanto r(N) = r(r(N)) < r(r(M)NN) =
r(M)NN <r(N). O

Es valido también un resultado dual para radicales que se enuncia de la
siguiente forma:

11



Teorema 1.1.2. Son equivalentes para un prerradical r:
1. r preserva epimorfismos.
2. r(M) =r(R)M para cualquier M € R — Mod.
3. r es radical y F, es cerrada bajo cocientes.

Demostracion. (1 =2): Si M € R— Mody m € M se tiene el epimorfismo
R —="% Rm » como r preserva epimorfismos r(Rm) = _- m(r(R)) = r(R)m.
Por otro lado si se considera:

Doyt R —L> 5 cof Rm = M
entonces la siguiente cadena de igualdades se satisfacen, r(3,cp Rm) =
oA (@ecrt Rm)) = plr(SacrBm) = p(@persr(Rm)) = Syen r(Rm), por
loque r(R)M =Y e m(R)ym =Y e 7(BRm) = 7(Xmenr Bm) = r(M).
(2 = 3): Para cualquier M € R — Mod, r(M/r(M)) = r(R)(M/r(M))) =
r(R)(M/r(R)M) = 0, es decir r es un radical. Si M € F. y N € R — Mod
para el cual se tiene el cociente 37 _ /.. v entonces 0 = f(0) = f(r(M)) =
fr(RIM)=r(R)f(M)=r(R)N =r(N),asi N € F,.
(3= 1): Sean M,N € R— Mody f € Homg(M,N) un epimorfismo, en-
tonces f(r(M)) < r(N). Por hipétesis r es radical y utilizando el Lema 1.1.3
se obtiene 7(N)/f(r(M)) = r(N/f(r(M))) < r(N/r(N)) =0, con lo que se
obtiene la igualdad f(r(M)) = r(N). Es decir el homomorfismo f|, inducido
por f es un epimorfismo. O

Definicién 1.1.7. Un prerradical que cumpla alguna de las condiciones del
teorema anterior es llamado t — radical.

Definicion 1.1.8. Una clase de pretorsion es llamada hereditaria si es ce-
rrada bajo submoddulos.

En consecuencia:

Corolario 1.1.3. Hay una correspondencia biyectiva entre los prerradicales
exactos izquierdos y las clases de pretorsion hereditarias.

1.2. Teorias de torsion.

Definiciéon 1.2.1. Una teoria de torsion en R — Mod es una pareja (T,F)
de clases de modulos que satisface:

1. Homg(T,F) =0 para todo T € T y F € F.

12



2. Si Homg(T, F) = 0 para todo F € F entonces T € T.
3. Si Homg(T, F) =0 para todo T € T entonces F € F.

Observacién 1.2.1. La relacion < sobre la clase de las teorias de torsion
en R — Mod definida como: (T1,F;) < (T, Fs) si y solo si Ty C To, es un
orden parcial. Notar que T, C Ty si y solo si Fy C IFy.

Definicién 1.2.2. Si (T,F) es una teoria de torsion, a T se le conoce como
clase de torsion y st M € T entonces se dice que M es de torsion, también
a I se le conoce como clase libre de torsion y si M € F entonces se dice que
M es libre de torsion.

Observaciéon 1.2.2. Si € es una subclase de R — Mod entonces € genera
una teoria de torsion de la siguiente manera:

F={FeR— ModHomg(C,F) =0, para cada C € €}

T={T € R— Mod|Homg(T,F) =0, para cada F € F}

Entonces T es la menor clase de torsion tal que € C T.
Dualmente € cogenera una teoria de torsion.

T={T € R— Mod/Homg(T,C) =0, para cada C € €}
F={Fe€R—- ModHomg(T,F) =0, para cada T € T}
Entonces F es la menor clase de libre torsion tal que € C F.

Definicién 1.2.3. Una clase € de mddulos es cerrada bajo extensiones si
para cada sucesion exacta:

0 L M N 0
con L, N € € se tiene que M € €.

Teorema 1.2.1. Para una clase de modulos T son equivalentes:
1. T es la clase de torsion para alguna teoria de torsion.
2. T es cerrada bajo tomar cocientes, coproductos y extensiones.

Demostracion. (1) = (2). Sea (T,F) una teoria de torsion para la cual T es
su clase de torsion. Sean M € Ty f € Homg(M, N) un epimorfismo. Para
cualquier ' € Fy g € Homg(N, F) se tiene que g(N) = g(f(M)) = 0 ya
que gf € Homg(M, F), por tanto g = 0 lo que implica N € T.

Para una familia {M\}y C T y F € F se tiene que Homg(GaM,, F) =
[Ip Homg(M,, F) = 0 ya que M, € T para cada A\ € A por lo tanto
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@AM, €T.

Por 1ultimo T es cerrado bajo extensiones. Sin pérdida de generalidad se pue-
de suponer que L < M € R— Mod y que L, M/L € T. Ademés, si F € F y
a € Hompg(M, F) se obtiene el siguiente diagrama:

0 L M L M/ L 0

F

Entonces pi = 0, porque el renglon es exacto, y az = 0 ya que ar €
Hompg(L, F). Utilizando la propiedad universal del conticleo, existe f €
Homg(M/L, F) tal que a = fp, pero como M/L € T entonces f = 0y
por lo tanto a = 0, asi que M € T.

(2 = 1). Si T es cerrada bajo tomar cocientes, coproductos y extensiones;
sea (T",F) la teoria de torsién generada por T y como T C T’ sélo resta
ver que T C T. Para esto sea M € T’ como T es una clase de pretorsién
rr(M) € T, es decir, el mayor submoédulo de M que pertenece a T. Es suficien-
te probar que M/rp(M) € F ya que en ese caso M/rp(M) € TNF = {0},
esto es M/rp(M) = 0 y por tanto M € T. Para esto sean T' € T' y f €
Hompg(T, M/rr(M)), si f # 0 entonces existe N < M tal que rp(M) < N
y f(T) = N/rp(M) que pertenece a T ya que T es cerrado bajo cocientes.
También se obtiene la siguiente sucesién exacta:

0——rp(M)~—— N — N/rp(M) —0
Como T es cerrado bajo extensiones N € T, que es una contradiccién a la
maximalidad de rp(M) por tanto f =0y M/rr(M) € F. O

Teorema 1.2.2. Son equivalentes para una clase de maodulos F:
1. T es la clase libre de torsion para alguna teoria de torsion.

2. F es cerrada bajo tomar submddulos (monomorfismos), productos y ex-
tensiones.

Demostracion. (1 = 2). Sea (T, F) una teoria de torsién para la cual F es una
clase libre de torsion. Si M € Fy N < M, entonces para cualquier T' € T y
para cualquier g € Hompg(T, N) se tiene que g = 0 ya que ig € Homg(T, M)
lo que implica N € T.

Para una familia {M)}, C Fy T € T se tiene que Hompg(T,[Ix M)) =
[TAn Homg(T,M,) = 0 ya que M, € F para cada A\ € A, por lo tanto
[I\ M, €F.

Por 1ultimo, para la cerradura bajo extensiones y sin pérdida de generalidad
se puede suponer que L < M € R— Mod y que L, M/L € F. Ademds para
T eFyae Homg(T, M) se obtiene el siguiente diagrama:
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(67

0 LM~ M/L 0

Entonces pi = 0, porque el renglén es exacto, y pa = 0 ya que pa €
Hompg(T, M/L). Utilizando la propiedad universal del niicleo existe un tnico
f € Homg(T, L) tal que a = if, pero como L € T se tiene f = 0y por lo
tanto a = 0, esto es M € IF.

(2 = 1). Supongamos que F es cerrada bajo tomar submédulo, produc-
tos y extensiones; sea (T,F’) la teorfa de torsién cogenerada por F. Como
F C T so6lo resta ver que F' C F. Para esto sea M € F/, como F es
una clase libre de pretorsion M/rg(M) € F, de hecho, rp(M) es el me-
nor submodulo de M que satisface tal propiedad. Es suficiente probar que
re(M) = 0 ya que en ese caso M/rg(M) = M € F. En efecto, como
re(M) < M € F entonces rm (M) € F'. Si se demuestra que rp(M) € T
la afirmacién se cumple, ya que entonces rp(M) € TNEF = {0}. Para esto,
scan ' € Fy f e Homg(rg(M), F), si f # 0 entonces Nuc(f) < rp(M)
y rr(M)/Nuc(f) # 0. Ademés rg(M)/Nuc(f) = f(re(M)) que pertenece
a [F ya que es cerrado bajo submodulos, asi también se obtiene la siguiente
sucesion exacta:

0——rp(M)/Nuc(f)— M/Nuc(f) —= M/rg(M) ——0

Puesto que M/rp(M) = (M /Nuc(f))/(re(M)/Nuc(f)). Como F es cerrado
bajo extensiones M/Nuc(f) € F, que es una contradiccion a la minimalidad
de rg(M) por tanto Nuc(f) = rp(M) es decir f =0y entonces rp(M) € Ty
por tanto M € F. ]

Lo anterior motiva la siguiente definicién, que estd relacionada con la
Definicién 1.2.2.

Definicién 1.2.4. Dada € una clase de méodulos, se dice que:

1. € es una clase de torsion si es una clase de pretorsion cerrada bajo
exrtensiones.

2. € es una clase libre de torsion si es una clase libre de pretorsion cerrada
bajo extensiones.

Observacién 1.2.3. Si (T,F) es una teoria de torsion entonces M € F si
y sélo si Homg(T, M) = 0 para todo T" € T. Ademdas, rr(M) es el mayor
submddulo de M que pertenece a T y M € F si y sélo si rp(M) = 0.

Lema 1.2.1. Si (T,F) es una teoria de torsion entonces rr es un radical
idempotente.
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Demostracion. Si (T,F) es una teorfa de torsién, como T en particular es
una clase de pretorsién entonces rr es un prerradical idempotente. Notar que
para cada M € R — Mod, M/rp(M) € T, en efecto. Supéngase que f # 0
con f € Homgr(T,M/ryz(M)) y T € T. entonces existe N < M tal que
re(M) < Ny f(T) = N/rp(M) que pertenece a T ya que T es cerrado bajo
cocientes, asi también se obtiene la siguiente sucesion exacta:
0——=rp(M)~——N — N/rgy(M) —=0
Como T es cerrado bajo extensiones N € T, que es una contradiccion a la
maximalidad de ry(M). Por tanto f = 0y M/rp(M) € F, lo que implica
re(M/rp(M)) € TNF = {0}, esto es rr es radical. O

Reciprocamente:

Lema 1.2.2. Sir es un radical idempotente entonces (T,,F,) es una teoria
de torsion.

Demostracion. Por la Observaciéon 1.2.3, Homg(M, N) = 0 para cada M €
T,, N € F,. r es radical si y s6lo si F,, = IF‘T, ademas para cada K € R— Mod
r(K/r(K)) =0, esto es, K/r(K) € F,. Si M es tal que Homg(M,N) =0
para cada N € F,., en particular se satisface para M /r(M) y la respectiva pro-
yeccién canonica, lo que implica M = (M), con esto M € T,.. Andlogamente,
r es idempotente si y solo si T, = T,.. Si N es tal que Hompg(M, N) = 0 para
cada M € T,, en particular se satisface para r(M) y la inclusién canénica,
entonces (M) = 0 y por tanto M € F,. O

Usando los dos lemas anteriores es inmediato:

Teorema 1.2.3. Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de tor-
ston de R — Mod y los radicales idempotentes.

Sean € una clase de modulos cerrada bajo cocientes y (T, F) la teoria
de torsion generada por . Entonces, F' € F si y sélo si para cada N < F
tal que N € € se tiene N = 0, ya que por construccion de F para N <
M y la respectiva inclusion, debe suceder que i(N) = 0 asi que N = 0.
Reciprocamente si M no tiene submodulos distintos de 0 en %, como % es
cerrado bajo cocientes entonces para cada C' € €'y f € Homg(C, M) implica
que 0 = f(C) ya que f(C) < M y entonces M € F. Por tanto M € T si y
s6lo si no tiene cocientes distintos de 0 en F, que inmediato ya que (T, ) es
una teoria de torsion. Lo anterior se resume como sigue.

Proposiciéon 1.2.1. Sea € una clase de mddulos cerrada bajo cocientes
y (T,F) la teoria de torsion generada por €. Entonces T = {M € R —
Mod| cada cociente N # 0 existe 0 # L < N,L € €}.
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1.2.1. Teorias de torsion hereditarias.

Definicién 1.2.5. Una teoria de torsion (T,F) es hereditaria si T es here-
ditaria.

Con la definicion anterior, el Corolario 1.1.3 y el Teorema 1.2.3 se concluye
lo siguiente:

Teorema 1.2.4. Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de tor-
sion hereditarias y los radicales exactos izquierdos.

Proposicién 1.2.2. Una teoria de torsion (T,F) es hereditaria si y solo si
F es cerrada bajo capsulas inyectivas.

Demostracion. Supéngase que (T,F) es hereditaria y consideremos r el ra-
dical exacto izquierdo asociado. Sea F' € F y E(F) su capsula inyectiva,
entonces 0 = r(F) = r(E(F))N F. Como F <., E(F) entonces r(E(F)) =0
y por tanto E(F) € F. Reciprocamente si F es cerrado bajo cépsulas in-
yectivas, sea r el radical idempotente asociado a la teoria de torsién (T, TF).
SiT € Ty C < T entonces r(C/r(C)) = 0, esto es C/r(C) € F. Como
E(C/r(C)) es inyectivo el existe 8 tal que el siguiente diagrama es conmu-
tativo:

0 Cc T

/
p /
/

/() 7
/

/

¥

E(C/r(C))
Finalmente como F es cerrada bajo capsulas inyectivas se tiene 8 = 0, lo que
implica (por la conmutatividad del diagrama anterior) que p = 0 y entonces
CeT. O

Corolario 1.2.1. Si € es una clase de modulos cerrada bajo submddulos y
cocientes, entonces la teoria de torsion generada por € es hereditaria.

Demostracion. Sea (T,TF) la teoria de torsion generada por €, ademés sean
FeFy0# fe Homg(C,E(F)) con C € €. Entonces 0 # f(C) € €, asi
que 0 # F'N f(C) € € que es una contradiccién ya que F'N f(C) < F. Por
tanto IF es cerrada bajo capsulas inyectivas, es decir (T, F) es hereditaria. [

Proposicién 1.2.3. Una teoria de torsion hereditaria (T,F) es generada por
{Rm eTime M € R— Mod}.
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Demostracion. Hay que notar que M € T si y s6lo si Rm € T para cada
m € M, lo que se sigue directamente ya que T es hereditaria, cerrada bajo
cocientes y coproductos ya que M = > .1 Rm (ver Lema 1.3.4). De lo
anterior la proposicion es clara. O

1.3. Topologias lineales de R.

1.3.1. Grupos topolégicos.

Definicién 1.3.1. G es un grupo topologico si G es un grupo abeliano y un
espacio topoldgico tal que la operacion (de G) ¢ x G —f~ Gy la funcién

G 9. ¢ definida como g(x) = —x son continuas.

Recordar que si U,V C G entonces U +V = {u+vju € Uyjv € V} y
—U = {u| —u € U}. De ahora en adelante f y g denotan a las funciones de
la definicién anterior, a menos que se indique lo contrario.

Observaciéon 1.3.1. g es un homeomorfismo. En consecuencia, U C G es
abierto si y sélo si g~ (U) = —U es abierto.

Lema 1.3.1. Sea G un grupo topolégico y a € G fijo. Entonces la funcion
G I ¢ definida para x € G como f,(r) = x + a es un homeomorfismo.

Demostracion. Mediante la proyeccion {a} x G es homeomorfo a G. Obser-
vando que f, = f|{a}xc se obtiene que f, es continua, y biyectiva. De la
misma forma f_, es continua, ademas satisface f,f . = Idg = f_ufa O

De esto se obtiene la siguiente:

Observacion 1.3.2. Sea G un grupo topologico. StU C G es abiertoya € G
entonces a+U : = {a} + U es abierto. En consecuencia, si V C G es abierto
entonces U + V' es abierto. Finalmente, si a € G entonces U C G es una
vecindad abierta de a si y solo st U — a es una vecindad abierta del 0.

Definicién 1.3.2. Si X es un espacio topolégico y x € X. Una base de
vecindades de x, es B, C N, donde N, es un sistema de vecindades de x, si
satisface para cada U € N, existe V € B, tal que V C U.

Proposicién 1.3.1. Sea G un grupo topolégico N el conjunto de vecindades
abiertas del 0 entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

1. SiU e N ya €U entonces existe V€N tal que a+V C U (N1).
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2. Para todo U € N existe V € N tal que V+V CU (N2).
3. SiU € N entonces —U € N (N3).

Demostracion. Sea U € Ny a € U, por el Lema 1.3.1 U — a es abierto y
U—a €N, considerando V = U — a se sigue f,(U —a) = U C U, esto es
N1.

Sea U € N, como f es una funcién continua y (0,0) € f~1(U) por lo que
existen Vi, V5 C G abiertos tal que (0,0) € Vi x Vo C f~1(U). Considerando
V =ViNV,seobtiene V x V CVy x Vo C f~YU), por lo tanto f(V x V) =
V+V CU, estoes N2.

N3 es inmediato de la continuidad de la funcion g. O

Reciprocamente se tiene:

Proposicion 1.3.2. Sean G es un grupo abeliano y ) # N C p(G) satisface
las condiciones N1— N3 de la proposicion anterior. Adicionalmente, si 0 € U
para cada U € N, y para cada U,V € N existe W € N tal que W CUNV,
entonces existe una unica topologia en G para la cual G es un grupo topolégico
y N es la base de vecindades del 0.

Demostracién. Se define 7 = {U C G| para cada x € U existe W € N,z +
W C U}. Entonces asi definido, 7 es una topologia para G. En efecto, (), G €
7. Sean Uy,Uy € 7y x € U; NU,, entonces para 1 = 1,2 existe W; € N tal
que z +W; C U;,i = 1,2. Por hip6tesis existe W € N tal que W C W, NWs,
porloque x +W C o+ W; CU;,;i =1,2. Asi x + W C U; N Uy, esto es
UyNU; € 7. Sea una familia {U;}; C 7y « € U;e;U; entonces existe ig € I tal
que z € U, como U;, € T, existe W € N que satisface 2+ W C U, C U, U;
lo que implica U;c;U; € 7. Por lo tanto 7 es una topologia para G.

Por (N1) los elementos de A son abiertos. SiU € Ty a € G,seab € a+U
entonces b —a € U por lo que existe V € N tal que b —a +V C U, asi
b+V Ca+ U ypor ende a+ U es abierto.

Para la continuidad de f, sea U C G abierto y (c,d) € f~}(U), entonces
c+deUyexiste W e N tal que c+d+ W C U, aplicando N2 a W existe
V € N que satisface V+V C W entonces c+d € (c+V)x (d+V) C f~1(U)
como ¢+ V,d+V son abiertos (¢ + V) x (d+ V) es abierto y por tanto f es
continua.

Demostracion la continuidad de g. Si U € 7y a € —U entonces —a € U,
por lo que existe W € N tal que —a + W C U. Por N3 —W € N asi
a+ (=W) C =U y por lo tanto —U € 7. De esto se sigue la continuidad de
g.

Por lo tanto G es un grupo topoldgico y A es una base de vecindades abiertas
del 0, ademas es uinica en vista de la Observacion 1.3.2. O
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1.3.2. Anillos topolégicos.

Definicién 1.3.3. Un anillo topolégico es un anillo R, tal que como grupo
abeliano es un grupo topoldgico y la funcion R« R—'- R definida como

h(r,s) =rs es continua.

Recordar que si U,V C R entonces UV = {uvjlu € Ujv € V} y —U =
{u] —u € U}. De ahora en adelante h denota a la funcién de la definicién
anterior, a menos que se indique lo contrario.

Lema 1.3.2. Sea R un anillo topolégico. Si a € R entonces las funciones
R R, R_M. Rdefinidas como hy(r) = ar y h*(r) = ra para r € R,
son continuas.

Demostracion. Basta notar que los siguientes espacios {a} x R, R x {a} son
homeomorfos a G y las funciones h,, h* son las respectivas restricciones de h
a los subespacios {a} x R, R x {a} de R x R. O

N1, N2, N3 denotan las propiedades dadas en la Proposicién 1.3.1.

Proposiciéon 1.3.3. Sea R un anillo topoldgico. Entonces el conjunto de
vecindades abiertas del 0, N satisface N1, N2, N3. Mds atin, satisface:

1. Para cadar € R yU € N existe V € N tal querV C U yVr CU
(N4).

2. Para cada U € N eziste V € N tal que VV C U (N5).

Demostracién. Debido a la Proposicién 1.3.1 el conjunto N satisface N1 —
N3. Para N4,sir € Ry U € N, como U es abierto por el Lema 1.3.2
aplicado a r, se tiene que (h,)"}(U) es abierto en {r} x R y por tanto existe
W abierto tal que {r} x Wi C (h,)"*(U). Andlogamente existe W, abierto
tal que Wy x {r} C (h")~!(U). Como los espacios Wy x {r},{r} x W; son
homeomorfos, es posible considerar sin pérdida de generalidad V' = W;NW,,
asi h, (V) =rV CUy h(V)=Vr CU.Sea U € N, como h es continua
existen Wi, Wy € N tal que Wy x Wy C h=1(U), considerando V = W N,
se satisface VV C U. ]

Reciprocamente:

Proposicion 1.3.4. Si R es un anillo y ) # N C p(R) satisface N1 — N5
de la proposicién anterior, adicionalmente, si 0 € U para cada U € N, y
para cada U,V € N existe W € N tal que W C U NV, entonces existe una
inica topologia en R para la cual R es un anillo topolégico y N es la base de
vecindades del 0.
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Demostracion. Sea T = {U C G| para cada x € U existe W € N,z + W C
U}. Como antes, 7 asi definido, es una topologia para R.

Primero, h, definida como antes es continua para cada a € R. En efecto, si
UeNyre(h,) HU),entonces ar € Uy existe W € N tal que ar+W C U.
También existe V € N con la propiedad aV C W asi r+V C (h,) "' (U) por
lo que (h,) Y (U) € 7, esto es h, es continua. Analogamente h® es también
continua para cada a € R.

Ahora, si U € 7y (¢,d) € h™'(U) entonces cd € U, por lo que existe W € N/
tal que ed +W C U, por N2 existe V; € N tal que Vi +V; C W. En vista de
N5, existe V5 que satisface V515 C Vi, una vez més, por N2 existe V3 € N
con la propiedad Vi + V5 C V;. Considerando las funciones h., h% que son
continua, los siguientes conjuntos son abiertos V; = (h4)"1(V3)NVaNVy, V. =
(he) Y (V3)NVoN V4, entonces (¢, d) € (c+V,) X (d+V;) € h~1(U) puesto que
siv e Vy,v' € V. entonces (c+v)(d+v") = cd+cv' +vd+vv' € ed+W CU.
Por lo tanto h es continua y debido a la Proposicién 1.3.2, 7 es tnica y N es
la base de vecindades del 0. O]

Definicién 1.3.4. Sea R un anillo. N C p(R) es llamado conjunto funda-
mental de vecindades del 0 o simplemente fundamental si satisface:

1. Para cada U € N,0 € U (P1).

Si U,V € N entonces existe W € N tal que W CUNV (P2).
SiU €N yaeU entonces existe V€N tal quea+V CU (N1).
Para todo U € N eziste V € N tal que V+V CU (N2).

Si U € N entonces —U € N (N3).

Para cadar € RyU € N existe Ve N tal querV CU yVr CU
(N4).

7. Para cada U € N existe V € N tal que VV C U (N5).

S ov o

De esta definiciéon y en vista de las Proposiciones 1.3.3 y 1.3.4 las siguien-
tes observaciones son inmediatas.

Observacién 1.3.3. Si R es un anillo topolégico entonces N el conjunto
de vecindades abiertas del 0 es fundamental. Para R un anillo y N C p(R)
conjunto fundamental, existe una unica topologia tal que R es un anillo to-
poldgico y N es un conjunto de vecindades abiertas del 0.

Observacion 1.3.4. S R es un anillo y k es un conjunto fundamental de
vecindades del 0, entonces existe unica topologia tal que R es un anillo to-
poldgico cuya base de vecindades consiste de ideales izquierdos de R.
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Proposicién 1.3.5. Sea R un anillo y k C p(R) tal que I < gR para cada
I € k. 57 se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Sil €k, J<grR el <J entonces J €k (L1).
2. 8i1,J €k entonces INJ € k (L2).
3. 811 €k yreR entonces (I :1) €k (L3).
Entonces Kk es un conjunto fundamental de vecindades del 0.

Demostracion. Las propiedades P1 y P2 son inmediatas ya que cada I € k
es un ideal izquierdo de R y por L2 respectivamente. Por L1, N1 — N3, N5
son también inmediatas. Sear € Re I € kentonces ([ :7r)ery J=1IN(I:
r) € Kk que satisface rJ, Jr C I. O

1.3.3. Filtros lineales.

Definicion 1.3.5. Sea R un anillo topoldgico cuyo conjunto fundamental k
consiste de ideales izquierdos de R, entonces R es llamado anillo topologico
lineal (izquierdo) y r es llamado filtro de ideales (izquierdo) de R.

Observacién 1.3.5. {k|x filtro de ideales de R} := R — fil es cardinable,
dado que estd en correspondencia biyectiva con las topologias de R.

Definicién 1.3.6. Sea k € R — fil. M € R — Mod es de k — torsion si
(0:m) € k para cadam € M. T, :={M € R— Mod|M es de r—torsién}.

Lema 1.3.3. Si xk € R — fil, T, es una clase de pretorsion hereditaria.

Demostracion. Es claro que si M € T, vy N < M entonces N € T,. Sean
M e T,y fe€ Homg(M,N) un epimorfismo con N € R — Mod. Sin € N
entonces n = f(m) para algin m € M y como (0:m) C (0: f(m)) = (0:n)
con (0:m) € r debido a L1 (0 : n) € k, entonces N € T,.

Para una familia {M,}y C T, si m € @yM, entonces existen Aj, ..., \,
tales que 0 # my, € My, v M,, € T, para cada i € {l..n}, entonces
(0 :my,) € k. Ademas (0 : m) = N,(0 : my,), por lo que (0 : m) € &, esto
es OAM, € k. O

Lema 1.3.4. Si € es una clase de pretorsion hereditaria entonces existe un
unico k € R — fil tal que € = T,.
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Demostracion. Sea k = {I < gR|R/I € €} con € una clase de pretorsién
hereditaria.

SiI < J < gRel € k entonces R/I € € y también J < [ € € ya
que J/I < R/I y € es hereditaria. Como es cerrada bajo cocientes y dado
que R/J = (R/I)/(J/I), entonces R/J € € por lo que J € k, esto es L1.
Sean I,J € K, como R/(InJ)—=R/I® R/JY B/I,R/J € ¢ entonces
R/I & R/J € €. Como € es hereditaria y cerrada bajo cocientes entonces
R/(INJ) € €, por lo que L2 se satisface.

Finalmente, sean I € Kk y r € R, como (I : ) = (0 : r 4+ I) entonces
R/(I:7r)=R/(0:r+I)= R(r+I) < R/I € € loqueimplica R/(I : 1) € €,
esto es L3.

Por otro lado, T, = {M € R — Mod|(0 : m) € k paracadam € M}.
Notemos que T, = {M € R — Mod|Rm € € para cada m € M}. En efecto,
si M € T, y m € M entonces (0 : m) € k, asi que Rm = R/(0 : m) €
% . Para la igualdad, sea M € T,, como M = > .y Rm entonces es un
cociente de @,,cpyRm y cada Rm € € por lo que M € €, esto es T, C €.
Reciprocamente, si M € % entonces para cada m € M, Rm € € lo que
implica Rm = R/(0: m) € € estoes (0: m) € ky por lo tanto M € T,,. O

Utilizando los dos lemas anteriores asi como el Corolario 1.1.3 son inme-
diatos los siguientes teoremas.

Teorema 1.3.1. Hay una correspondencia biyectiva entre R— fil y las clases
libres de pretorsion hereditarias de R — Mod.

Teorema 1.3.2. Hay una correspondencia biyectiva entre:
1. Topologias lineales de R, de ahora en adelante Top(R).
2. R— fil.
3. Clases de pretorsion hereditarias de R — Mod.
4. Prerradicales exactos izquierdos de R — Mod.

Un caso particular que se puede tratar y aparece mas adelante es el si-
guiente.

Observacién 1.3.6. Sea R un anillo e I < gR entonces n(I) = {J <
rR|I < J} es un filtro de ideales de R.

Notacién 1.3.1. L, : = n{I|I € k}.

Esto motiva la siguiente:
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Definicién 1.3.7. Un filtro k € R— fil es Jansiano si es cerrado bajo tomar
intersecciones arbitrarias.

Teorema 1.3.3. Son equivalentes para k € R — fil:
1. K es Jansiano.
2. T, es cerrado bajo productos.
3. L, € k.

Demostracion. (1 = 2). Sea {M)}x C Ty, si m € [[yea M) entonces m =
(my) con (0 : my) € k para cada A € A. Entonces (0 : m) = Nyea(0: my) € &
esto por (1), lo que implica [T cp My € T.

(2 = 3). Recordando que T,, = {M € R — Mod|M es de k — torsién} y de
la definicién de L, es inmediato.

(2 = 3). Para {[,}a C & se tiene L, C Nyealy, L1 implica que Nyepaly €
K. ]

Corolario 1.3.1. Un filtro Kk € R — fil es Jansiano st y solo si es de la
forma k = n(I) para algin I < gR.

Demostracion. Por definicion de n(7), I < rR es Jansiano. Reciprocamente,
por el Teorema 1.3.3 k = n(Ly). O

Las correspondencias establecidas con anterioridad y el teorema anterior
tienen como consecuencia:

Teorema 1.3.4. Hay una correspondencia biyectiva entre:
1. kK € R— fil tal que Kk es Jansiano.

2. Los prerradicales r exactos izquierdos de R — Mod tales que T, es ce-
rrado bajo productos.

Definicién 1.3.8. Un prerradical r es Jansiano si T, es cerrado bajo pro-
ductos.

1.3.4. Topologias de Gabriel.

Definicion 1.3.9. Un filtro de Gabriel (izquierdo), es un filtro k € R — fil
que satisface: Dado I < grR para el cual existe J € k tal que (I : a) € kK para
todo a € J entonces I € k (L4).

Notacién 1.3.2. R — gab: = {k € R — fil|k es un filtro de Gabriel}.
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Lema 1.3.5. Si k € R — gab entonces T, es clase de torsion hereditaria.

Demostracion. Dado que k es un filtro entonces T, es una clase de pretorsion
hereditaria. Solo resta ver que es cerrado bajo extensiones.

Sea M € R — Mod y la sucesién exacta:

0 L¢ M M/L 0

Con L,M/L € T,. Recordemos que T, = {M € R — Mod|(0 : m) €
k para cada m € M}. Dado m € M, (L : m) = (0: m+ L) € k, por tanto
para cadar € (L : m) se tiene rm € L € T,. Considerando J = (L : m) se ob-
tiene ((0:m) :7) = (0: rm) € k que en vista de la condicién L4, (0 : m) € Kk
lo que implica M € T € k, es decir T, es cerrado bajo extensiones. O]

Lema 1.3.6. Si¢ € es una clase de torsion hereditaria entonces existe un
unico k € R — gab tal que T, =€ .

Demostracion. Por el Lema 1.3.4 existe un tnico k € R — fil tal que T, =
¢ que tiene la siguiente descripcion, k = {I < rR|R/I € €}. S6lo resta
demostrar que se satisface L4. Sea I < rR y J € k tal que para cada
a € J,(I:a) € k, considerando la sucesién exacta:
0——(I+J)/IC R/I R/(I+J)—=0

Como J € Ky J < I+ J entonces R/(I + J) € k. Por otro lado, si a € J
entonces (I : a) = (INJ : a) € k, ademés Ra+ (INJ)/(INJ) = J/(INJ)
R/((INJ) : a) € €, considerando esto para cada a € J, (I + J)/I
(J/JN1I)€ € ycomo € es cerrada bajo extensiones, R/I € € y por tanto
I e k.

~
~

U

De lo anterior es inmediato:
Teorema 1.3.5. Hay una correspondencia biyectiva entre:
1. R— gab
2. Teorias de torsion hereditarias de R — Mod.
3. Radicales exactos izquierdos de R — Mod.
Observaciéon 1.3.7. R — gab es cerrado bajo intersecciones arbitrarias.

Debido a esta observacién y al teorema anterior la siguiente definicién
tiene sentido.

Definicién 1.3.10. Dado k € R — fil entonces J(k) : = N{y € R— gab|x C

7}
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Observacién 1.3.8. En vista del Teorema 1.3.5, si k € R— fil entonces J(k)
corresponde a la teoria de torsion generada por {M € R— Mod|M es de k—
torsion}.

Proposiciéon 1.3.6. Si k € R — fil entonces J(k) = {I < gR|I < J <
rR y existe x ¢ J,(J : x) € K}.

Demostracion. La coleccion € = {R/I|I € k} es cerrada bajo cocientes y
submodulos ya que k € R — fil, entonces aplicando la Proposicion 1.2.1 se
obtiene una teoria de torsion (T, F) que es hereditaria por el Corolario 1.2.1.
Entonces la descripcién obtenida de T = {M € R— Mod| cada cociente N #
0 existe 0 # L < N,L € €} que corresponde a J(x) implica J(k) = {I <
rRII < J< gpRyexistex ¢ J (J:x) €k} O

Observacién 1.3.9. Sea k = {I < rR|I <. R} entonces k € R — fil.

Definicién 1.3.11. Sea k = {I < grR|I <. R} entonces J(k) es llamada la
topologia de Goldie de R y (T i), F(x)) la teoria de torsion de Goldie.

Proposicién 1.3.7. Sea Z el prerradical singular (ver A.2), entonces Z =
Zy.

IA

e

Demostracion. Primero hay que notar que para cada M € R—Mod, Z(M

Z(M). Sea N < Z(M) tal que N N Z(M) = 0, entonces Z(N) = N N
Z(Z(M)) < NNZ(M) =0y N es libre de torsiéon ya que NN Z(M) =0
lo que implica N = 0. Entonces Zy(M)/Z(M) = (Z : Z)(M)/Z(M) =
Z(M/Z(M)) > Z(M)/Z(M) entonces Z =< Zy y por tanto Z = Zs. O
Proposiciéon 1.3.8. Si k = {I < gR|I <. R} entonces J(k) = {I <

rRlhay J € K, I < J y(I:x)€ K para cada x € J}.

Demostracion. Por L4 es claro que {I < gR|hay J € ks, I < Jy (I : a) €
k para cada a € J} C J(k). Por otro lado, si I € J(k) entonces por cons-
truccion, R/I es de torsién entonces R/I = Zy(R/I) = Z(R/I/Z(R/I)).
Z(R/I) < R/I entonces existe J ideal izquierdo de R con I < J tal que
Z(R/I) = J/I entonces y por tanto R/J = Z(R/J), asi que J € k. También
J/I = Z(R/I) = Z(Z(R/I)) = Z(J/I), es decir, J/I es de torsién, lo que
finalmente implica (I : x) € k para cada x € J. O

Observacion 1.3.10. Un maodulo M es libre de torsion de Goldie si y sélo
st Z(M) = 0.
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Capitulo 2

La estructura reticular de
R — pr.

En este capitulo se presenta el material dado en [8]. El primer resultado
cobra relevancia en el siguiente.

Teorema 2.0.1. Sean r,s,t € R — pr,{ra}aca CR—pr y M € R— Mod.
Las siguientes propiedades se satisfacen:

1. a)r=s=rV(sAt)=sA(rvt).

b) Si {rataca es una familia dirigida de prerradicales entonces r N\

(va Ta) = \/a(T N Ta)'

2. a) (NaTa)s = Na(Tas).
b) (Vara)s = Va(ras).
c) ($: NaTa) = Na(s:74q)
d) (s:VaTa) = Vals:ra)
3. a) (s:t)r <X (sr:tr); r esradical si y solo si (s :t)r = (sr : tr),

para todo s,t.

b) (r:s)(r:t) 2 (r:st); r esidempotente siy solo si (r:s)(r:t) =
(r: st), para todo s,t.

Demostracion. 1. a) r < s implica (M) < s(M) para todo M €
R — Mod. Por la Ley modular (para médulos) 7V (s At)(M) =
r(M)+ (sAt)(M) =r(M)+ (s(M)Nt(M)) = s(M) N (r(M) +
t(M)) = sA(rVt)(M), por lo tanto r < s = rV(sAt) = sA(rVit).
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b) Primero hay que notar que para M € R— Mod y una familia {L;},
dirigida de médulos se satisface M N (X7 L;) = >, (M N L;). Es
suficiente notar que >.; L; = U; L;, es claro que U; L; < Y7 L;, por
otra parte, si € >°; L; entonces x = x;, + ... + z;, para algunos
ij € Iy wx;, € Li,j =1,..,n dado que la familia es dirigida
existe 79 € [ tal que L;; < L;y,j = 1,...,n entonces x € L;, y por
tanto x € U; L; lo que implica > ; L; = Uy L;. De esto se sigue
directamente que M N (>; L;) = > (M NL;). Sea M € R— Mod
entonces {r,(M)}a,ca es una familia dirigida y por tanto para
r(M) se cumple que 7(M)N (X o 7a(M)) =X (r(M)Nre(M)), es
decir, r A (Vo 7a) = Vao(r ATy).

2. a) (Aalras))(M) = Nara(s(M)) = (Aa7a)(s(M)) = ((Aa7a)s)(M).
b) ((Vara)s)(M) = (Vara)(s(M)) = Xara(s(M) = Xoras(M) =

oTa)(M/s(M)) = Na(ro(M/s(M))) =
Na(((ra : 8)(M))/s(M)) = (Aa((14 : ) (M)))/s(M), esto demues-

M)) = Xo(ra(M/s(M))) =
.: (Vo((re = 8)(M)))/s(M), esto de-

—
SN—
<
R
<
R
N~—
NS
-
Vo)
—

%
IN
<
g

r ilizando la proyeccién a s(r(M)),
( r(M/s(r(M))), entonces ((s : t)r)(M)/s(r(M)) =
(s : 0)(r(M))/s(r(M)) = t(r(M)/s(r(M))) < t(r(M/s(r(M)))) =
) = (sr:tr)(M)/s(r(M)); si r es radical la igual-
a en vista del Lema 1.1.2. Por otro lado, conside-
rando s =t =1 r es radical.
b) ((r = s)((r: t)(M)))/(r(r: t)(M)) = s((r - )(M)/r(r : t)(M)) —
s((r:t)(M)/r(M)) = s(t(M/r(M))) = (r : st)(M)/r(M) enton-
ces (r:s)(r:t) = (r:st)y por el Lema 1.1.3 la igualdad se da si

r es idempotente, para la parte "s6lo si”, una vez mas s =t = 1.
O

Corolario 2.0.1. {r € R —pr|rr =r} : = R — pid es cerrado bajo tomar \V
y{re R—pr|(r:r)=r yr es exacto izquierdo} : = R — prid es cerrado
bajo A.

Demostracion. Sea {ry}x C R — pid entonces por hipotesis y 2.b) del teo-
rema anterior se satisfacen las siguientes igualdades \/, 7y = Va(rary) =

Va(raVara) = (Vara)(Vara) =< VaTa, esto es 7y es idempotente. Dual-
mente se demuestra la otra afirmacién. O
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2.1. Submoddulos caracteristicos.

Esta seccién es abordada en [2].

Proposicion 2.1.1. Dado §) # &/ C R — Mod una subclase de R — Mod
y M € R— Mod p,(M):= S{Im(f)lf € Homp(A, M), A € 7}, y
q? (M) : = ({Nuc(f)|f € Homr(M,A), A € o/} son prerradicales.

Definicion 2.1.1. Sean M, N € R — Mod con N < M. Se define para cada
K € R— Mod, tyepu(K) : = S{f(N)|f € Homr(M,K)} y t"<M(K) : =
N (V)If € Homp(K, M)}.

Observacion 2.1.1. ty<y y tN=M de la definicion anterior son prerradica-
les.

Proposicién 2.1.2. Considere M, N € R— Mod con N < M, las siguientes
desigualdades se satisfacen:

1. tn<yr = PNy

2. quuyny S VM.

Demostracion. Sea K € R — Mod,

(1). Dado f € Homg(M, K) se tiene el morfismo g = f|y € Homg(N, K)
entonces ty<p(K) < piay(K) lo que implica ty<pr = pyay-

(2). Para cada g € Homg(K, M), f = pg € Homg(K, M/N), donde p es la
proyeccién canénica a M /N, asi gany () = N{Nuc(f)|f € Homg(K,M/N)}
< MN{Nuc(pg)lg € Homp(K, M)} = N{g~"(Nuc(p))|lg € Homg(K, M)} =
N{g*(N)|lg € Homg(K, M)} = t"<M(K), por lo tanto gpayny < V=M. O

Definicion 2.1.2. Para M € R — Mod y N < M, se dice que N es un
submddulo caracteristico o totalmente invariante en (de) M si para cualquier
f € End(M) se tiene f(N) < N. Si N es un submodulo caracteristico de un
modulo M se denotard N <;; M.

Observacién 2.1.2. Sir € R — pr entonces r(M) es un submddulo total-
mente invariante de M.

Demostracion. Se sigue directamente de la definicién de prerradical. O]
Lema 2.1.1. Sean M € R — Mod y N < M, entonces:

1. ty<pm (M) es el menor submodulo totalmente invariante de M que con-
tiene a N.

29



2. tNSM(M) es el mayor submddulo totalmente invariante de M que estd
contenido en N.

Demostracion. Como ty<yr, tV=M son prerradicales entonces tyx<p (M) y

tN=M (M) son submédulos totalmente invariantes de M y dado que Idy, €
End(M) se satisfacen las siguientes desigualdades N = Idy(N) <
Hompg(M, M)} = tN=M(M),

(1). Sea K <;; M tal que N < K, entonces para cualquier f € End(M),
f(N) < f(K) < K, con esto se obtiene t y<p (M) = S{f(N)|f € End(M)} <
K,

(2). Andlogamente, si K <,; M tal que N > K, entonces para cualquier
f € End(M),f7Y(N) > f7Y(K) = K + Nuc(f) > K, entonces K <
N1 (N)If € Bnd(M)}. -

Teorema 2.1.1. Son equivalentes para N un submddulo de M,M € R —
Mod:

1. N<; M.

2. ty<m(M) = N.

3. tNSM(M) = N

4. Existe r € R — pr tal que r(M) = N.

Demostracion. (1 = 2) Por (1) del Lema 2.1.1 N < ty<p (M) y ademas
como N es totalmente invariante ty<p (M) < N, por tanto ty<p (M) = N.
(1 = 3) Anélogo a (1 = 2).

(2 = 1) Como ty<p es un prerradical, la igualdad ty<p (M) = N implica
N totalmente invariante.

(3 = 4) Sea r = t"=M entonces N = t"=M (M) = r(M).

(4 = 1) Por el mismo argumento de (2 = 1). O

2.2. Atomos en R — pr.

Definiciéon 2.2.1. Sea M € R— Mod y N <;; M. Para cada K € R— Mod.:
1o (K) : = {f(N)|f € Homg(M, K)}
2. wy (K) : = N{f""(N)|f € Homp(K, M)}

Proposicién 2.2.1. Sean M y N como en la definicion anterior entonces
Xy WM son prerradicales.
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Demostracién. Sean K, L € R—Mody h € Homg(K, M) entonces, h"}(N) <
K. Por otro lado si f € HomR(K L)y g € Homg(L, M) el morfismo gf €
Homp(K, M), entonces N{h"Y(N)|h € Homgr(K, M)} < N{(gf)"*(N)|g €
Hompg(L, M)} = N{f (g~ (N))lg € Homg(L, M)} = f’l(ﬂ{g’l(NNg €
Hompg(L, M)}). Asilas cosas, f(N{h™'(N)|h € Homgr(K,M)}) < f(f~ (ﬂ{
“H(N)lg € Homg(L,M)})) = N{g (N)lg € Homg(L, M)} N Im(f) <
N{g~Y(N)|lg € Homg(L, M)}, que es lo mismo que f(wi¥(K)) < w¥(L )
Analogamente a% es un prerradical.

Lema 2.2.1. Si N <;; M € R — Mod entonces ay =ty<y y wh = V=M,
ademds ot (M) = ty<y (M) = N = tV=M(M) = wM (M).

Corolario 2.2.1. Dadosr € R—pr,M € R— Mod y N <;; M, entonces
son equivalentes:

1. r(M)=N.
2. a¥ <r<wi.

Demostracion. (2 = 1): Porel Lema 2.2.1 N = oM (M) < r(M) < w¥ (M) =
N.

(1 = 2): Sea K € R— Mod, como r es prerradical y por hipétesis r(M) =
N entonces f(N) = f(r(M)) < r(K) para cualquier f € Homg(M, K).
Esto implica o¥(K) = S{f(N)|f € Homr(M,K)} < r(K) para todo
K € R — Mod, es decir a¥' =< r. De forma similar, si f € Homg(K, M)
se satisface f(r(K)) < r(M) = N entonces r(K) < r(K) + Nuc(f) =
FHf(r(K))) < f7Y(N), esto para cualquier f € Hompg(K, M), entonces
r(K) < N{f Y N)|f € Homg(K,M)} = w¥(K), esto prueba la segunda
parte. ]

Lema 2.2.2. 1. Sean S € R—simp y E(S) su capsula inyectiva, entonces
S < E(9).

2. Si I < R es un ideal bilateral entonces I <,; R.

Demostracion. (1). Sea f € End(E(S)). Si f =0, entonces f(S) =0 < 5. Si
f(S) # 0, entonces SNf(S) # 0, pues S <, E(S). Como S es simple entonces
S = f(S)NS < f(S). Ademds como f # 0, entonces f(S) es simple y por
tanto S = f(5). En cualquier caso f(5) < S. (2). Si f € End(R) entonces
f = _-z para algin x € R. Debido a esto, f(I) = _-z(I) = Iz < I. O

Lema 2.2.3. Sir € R—pr yr(E(S)) =0 para cada S € R— simp entonces
r=20.
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Demostracion. Sea 0 # r € R — pr. Entonces existe M € R — Mod tal que
r(M) # 0. Considere el siguiente diagrama:

0 # Re——r(M)

|

S—— E(S)
Como E(S) es inyectivo existe 0 # ¢ € Homg(M, E(S)) tal que hace con-

mutar el diagrama anterior. Y como ¢ # 0 existe 0 # ¢» € Homg(M, E(S)),
pues E(S) es inyectivo, tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

(M) M
TN K
~ N Y
Ry —— S—— E(9)
Como 7 es un prerradical entonces 0 # (r(M)) < r(E(S)), por lo tanto
r(E(S)) # 0. O

Observacic')n 221. S K< N<MeR—-ModyK,N <;; M entonces
¥ SN ywi Jwy

Teorema 2.2.1. R — pr es una gran reticula atéomica y coatéomica, cuyo
conjunto de dtomos es {ozE(S |S € R — simp} y el conjunto de coatémos es
{wB|I < gRp eI es mdximo}.

Demostracion. Primero por el Lema 2.2.2 y la Proposicion 2.2.1 ag(s) y wh
estdn bien definidos. Sea r € R — pr con r # 0, por el Lema 2.2.3 existe
S € R — simp con la propiedad r(E(S)) # 0 entonces S < r(E(S)), La

Observacion 2.2.1 implica aS( ) = aE((g()S)) y en vista del Corolario 2.2.1

af(g()s)) =< r. Por lo tanto aS( )<

Hay que ver que a§<5) es un atomo. Si existe t € R — pr tal que t < a?‘s)

entonces t(F(S)) < as(s)(E(S)) = S, como S es simple t(E(S)) = 0 o
t(E(S)) =S, sit(E(S)) =S, por el Corolario 2.2.1 ozg(s) =t que contradice
la suposicién sobre ¢, entonces t(E(S)) = 0. Ahora para S € R — simp con
S % 5, se tiene {(E(S")) < ag ™ (B(S")), pero a5 (E(S")) = S{f(S)|f €
Homg(E(S), E(S"))} entonces para cada f € Homg(E(S), E(S ) f(S)=0
o f(S) = S y esto tltimo no puede suceder ya que f(S) < S % S. Por
lo tanto t(E(S")) < aS(s)(E(S)) = 0 y entonces t(F(S)) = 0 para todo
S € R—simp. El Lema 2.2.3 implica t = 0, entonces aS(S es un atomo para
cada S € R — simp.

Andlogamente sea r € R—pr tal que r # 1 entonces por Lema 1.1.1 7(R) < R
por lo que existe I < R maximo que contiene a r(R), entonces r < wf% r) =

)
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wlt. Notar que w! es un codtomo, en efecto. Si existe t € R — pr tal que

wl <, como I es maximo, evaluando en R se obtiene I = wi(R) < t(R). Se

tienen dos casos, t(R) = R o t(R) = I. Por Corolario 2.2.1 ¢t(R) = I implica
t < wk lo que no puede suceder pues wi* < t. Asi t(R) = R, con lo que
t = 1. Entonces efectivamente {wF|I < R e I es maximo} es el conjunto de
coatomos. ]

Proposicion 2.2.2. Para cada I < R ideal bilateral Ozﬁ es un t-radical.

Demostracion. Recordando que M = Hompg(R, M) se tienen las siguientes
igualdades af(M) = S{f(I)|f € Homr(R, M)} = S{I1f(1)|f € Homg(R,
M)} = IS{ (I € Homp(R, M)} = I S{Rele € M} = afi(R)M. O

2.3. Caracterizaciéon de algunos anillos.
Notacién 2.3.1. 1. Cy = &{S € R — simp}.
2. Py =TI{S|S € R — simp}.

Observacién 2.3.1. agg(M) = Zoc(M) y w§*(M) = Rad(M) para cada
M e R— Mod.

Demostracion. Es claro recordando que Zoc(M) = S {Im(f)|f € Homgr(N, M)
N es semisimple} y Rad(M) = N{Nuc(f)|f € Homgr(M,N), N es semisimple}.
[

Lema 2.3.1. Si R es un anillo simple entonces para todo M € R — Mod y
N<;, M, N=M oN =0.

Demostracion. Supéngase que N # 0y N < M, como M € R — Mod
entonces M = @;S; para algiin conjunto I e S; € R — simp para todo i €
ademds N = @©;5; para J < I, sea jo € J asi se obtiene un automorfismo
fentre M = &1S; y (®nsSi) & (®nis01S;) ® Sjo. pero f(N) £ N, que
contradice el hecho de que N <;; M, por tanto N = M. O]

Teorema 2.3.1. Son equivalentes para un anillo R:
1. R es un anillo simple.
2. adl = wd! para todo 0 # M € R — Mod.
3. a¥ = wi para todo 0 # M € R — Mod y N <;; M.

4. o = wM para todo 0 # M € R — Mod.
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Demostracion. (3 = 2) y (1 = 4) son claras.

(1=3):Sean 0 # M € R— Mody N <;; M por el Lema 2.3.1 N = M
o N=0.Si N=0, a}f(L) =0 para todo L € R — Mod, ademés R simple
implica que todo médulo es un cogenerador de R — Mod entonces para cada
L € R— Mod, 0 = Rey(L) = w}!(L), y por tanto o} = wl! para todo
0#Me€R—- Mod.

Por otro lado si N = M, wii(L) = N{f*(M)|f € Homr(L,M)} = L =
1(L), y también todo médulo es un generador de R— Mod, entonces wit (L) =

1(L) = L = tray (L) = o}4(L) para cada L € R — Mod.

(2 = 1): Como o} = 0 entonces w}! = 0, es decir para todo médulo

L, w) (L) = 0 con lo que el siguiente morfismo es inyectivo jc__ pyHoma(LM) |
lo que significa que M es un cogenerador de R — Mod, por tanto R es simple.
(4 = 1): Como wif = 1, entonces 1 = a}f para todo 0 # M € R — Mod. Si
M =S5 € R — simp, S es un generador de R — Mod, asi R es simple. O

Lema 2.3.2. Para cada r € R — pr existe el mayor t-radical menor que r

Demostracion. Considere A = {s € R — pr|s =< r,s es t-radical} que es no
vacio pues 0 € A, sea r = > {s|s € A} entonces r es un prerradical tal que
r =< r. Resta probar que es t-radical, en efecto, sea M € R — Mod, r(M) =
Xisls € A}(M) = {s(M)]s € A} = X{s(R)M|s € A} = (Z{s(R)|s €
ANDM = r(R)M, claramente es el mayor de todos los t-radicales menores
que 7. L]

Lema 2.3.3. Dador € R—pr, r = ozf(R) donde r es el mayor t-radical
menor que .

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.2 af( R) €5 t-radical entonces af( R) <r
y también por el Lema 2.2.1 af/(R) =< r con lo que se tiene af(R) <r <r.
Entonces r(R) = afiz(R) < r(R) < r(R) es decir 7(R) = r(R), asi las
cosas, para cada M € R — Mod, r(M) = r(R)M = r(R)M = a5 (R)M =
af(R)(M ). O

El siguiente teorema es una caracterizacion para los anillos semisimples:
Teorema 2.3.2. Son equivalentes para un anillo R:

1. R es un anillo semisimple.

2. R — pr es una reticula de Boole finita.

3. R — pr es una reticula de Boole.

4. R —pr es una gran reticula de Boole.

34



5. Para todor € R—pr, r = \/{a?‘s)m?(s) <r}.
6. 1=Vv{a5|S € R — simp}.

7. Para cadar € R—pr existe una subclase 4 de R—simp tal quer = Zocy
donde Zoca(M) =>{S < M|S=T € 4}.

8. Para cadar € R—pr, r = N{wE|I es el menor ideal de R tal que,r <
R
wr'}.

9. 0= NWwE|I es ideal mdzimo de R}.

Demostracion. (2= 3 =4)y (5= 6) son claros.
(1 = 2): Para todo M € R — Mod, M es semisimple, entonces M = &S5;
para S; € R—simp, y dador € R—pr, r(M) = r(&;5;) = &;r(S;). Como S;
es simple, r(S;) = 0 6 r(S;) = S, es decir r estd completamente determinado
por sus valores en R — simp, entonces hay un isomorfismo de algebras boolea-
nas entre R—pr y subconjuntos de R—simp, a cada r € R—pr le corresponde
{S € R — simp|r(S) # 0}, ademas R semisimple implica R = ®}_S; con lo
que R — simp es un algebra booleana de conjuntos finita y por tanto R — pr
también lo es.
(4=5):Seare R—pry 4={a € R— pr|laes un dtomo ,a < r}, clara-
mente r es una cota superior de 4, supongase que existe ¢ con la propiedad
r Aty cota superior de 4, es decir A (—t) # 0, entonces existe & un atomo
tal que @ < 7 A (=t) como r A (-t) =< r, « € A4, con lo que se obtiene la
siguiente cadena de desigualdades, a < (r A (=t)) At =1 A ((—t) At) = 0,
que es una contradiccién al hecho de que «a es un atomo, por lo tanto debe
;o E(S)| E(S)
suceder que r < t, asi r = V{ag |ag"” 2 r}.
(6 = 7)1 =v{al®|S € R~ simp}, para cada S’ € R — simp, E(S) =
1(E(Y)) = \/ag(s)(S’) =S, comor X1 =\g a}SE(S) = Vgaz, por la
proposicién (2.2.1), sea 4 = {S € R — simp|r(S) # 0}, entonces r(M) =
Ve{ad(M)|S € a} = Zoca(M). (T = 1): 1 = Zocp_simp entonces R =
1(R) = Zocr—simp(R) es decir R es un anillo semisimple. Por dualidad se
demuestran (4 = 8 = 9 = 1). O

Corolario 2.3.1. R es un anillo semisimple si y sélo si [aX whl], es una
reticula de Boole finita para todo M € R — Mod y N <;; M.

Demostracion. Es claro por el Teorema 2.3.2 utilizando (1 < 2), ya que
[og",wif] = [0,1] = R —pr. O

Teorema 2.3.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:
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1. R es un anillo semisimple.

alt = wk para cualquier ideal I de R.

wh es un t-radical, donde J = w§*(R).

R _ P — R
wi =wy" donde J = wy'.

wl = wy para cada ideal I mdzimo de R, donde S es un médulo simple

tal que I = Ann(S).

SR

6. wh es un t-radical para cada ideal I mdzimo de R.

Demostracion. (1 = 2): Por el Teorema 2.3.2, para todo r € R — pr existe
—r, su complemento que satisface r V (-r) = 1y r A (-r) = 0, ademés para
cada modulo M, M =rV (—-r)(M) =r(M)+ (—r)(M) =r(M)& (-r)(M) =
r(M) x (—=r)(M), (visto como producto directo), entonces M = r(R)M x
(=r)(R)M. Lo que implica que r(R)M = r(M) para cada M € R — Mod.
Finalmente af(M) = af(R)M = IM = wl(R)M = wE(M).

(2 = 6): Es inmediato puesto que aff es un t-radical.

(2 = 3): Por la misma razén que 2 = 6.

(6 = 5): Como w¥ es un t-radical, por el Lema 2.3.3 wl = afR(R) = of
I

entonces Fr = {M € R — Modlwf(M) = 0} = {M € R~ Mod|IM =
0} = R/M — Mod, esto implica que S¥ € Fw;a para cualquier conjun-
to X, ya que I = Ann(S). Por otro lado, como wy es un radical, para S

simple, entonces ng = ng = {M € R— Mod|w§(M) = 0} = {M €

R — Mod| M&—— S¥ | para algiin conjuntoX }.

Sea K ideal izquierdo méximo de R tal que I < K, entonces S = R/K y
también I = Nuer(K @ a). Asi R/I<—— §X para algin conjunto X. Enton-
ces F s = IF,r, ademds para cada M € R — Mod, wi(M) = IM con lo que
wi (M) € R/T — Mod y wi(M) € Fs, por lo tanto wi'(M) = wi (M), es
decir wf = wf.

(3 = 4): Anélogo a 6 = 5.

(5= 1): Sean [ ideal de R y S un mddulo simple tal que I = Ann(S). Como
Fos =F,ry ws (S) = 0 entonces S € F r, se sigue que gc__. (R/1)X para

algun conjunto X, dado que S es un médulo simple implica gc . p /I - Se

tiene que R/I es un anillo simple que contiene un ideal simple, entonces R/I
es un anillo semisimple, por lo tanto R/I = S™ para algiin n € N, también
de la igualdad w® = wj se tiene que w¥ es radical y entonces wF(R/I) =0
por lo que existe un morfismo 0 # f € Hompg(R/I, R) entonces Im(f) es

un submodulo semisimple, de hecho como I = Ann(S) debe suceder que
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Im(f) £ I. Sea S" < I'm(f) submddulo simple tal que S’ = Sy SNI=0.
Si agg (R) < R entonces existe [ ideal méximo de R tal que ozgg(R) < I,
aplicando la construccién anterior a I existe S’ tal que 8" = Sy SNI =0,
que no puede suceder pues ozgg (R) < I por lo tanto Zoc(R) = agg(R) =R,
es decir R es un anillo semisimple.

(4 = 5): Primero, si I = Ann(S) para S un médulo simple entonces wy < w¥.
supéngase que existe S’ un modulo simple e I” ideal de R tal que I’ = Ann(S")
y wy < wh. Por hipétesis wh(S") = wi®(S) = 0 = Agwi(S") = 0y co-
mo wh(S) = S y wk(S") = 0 entonces wi(S") = A;wE(S), por tanto
Aswi(S) = AwE(S") = wk(S') con I # I' entonces wi(S') < ws' (') lo
que finalmente implica S" = w§(S") < wk(S') < wy' (') = 0, que es una

contradiccién, por lo tanto debe suceder wy = w¥ para cada ideal I méximo
de R, donde S es un médulo simple tal que I = Ann(S). ]

Corolario 2.3.2. R es un anillo semisimple si y solo si Z es un t-radical,
donde Z es el prerradical singular (ver A.2 o Definicion 1.3.11).

Demostracion. Para la parte solo si por 2.2.1 ag(R) < Z = wg(R), si R es
semisimple por (2) del Teorema 2.3.3, se tiene la igualdad, ozg(R) =7 =
wIZ%(R), entonces Z es t-radical. Para el reciproco, si Z es radical entonces
Z(R) = 0 debido a 1.3.10. Como Z es t-radical, para cada M € R — Mod,
Z(M)=Z(R)M = 0 entonces Z = 0. Finalmente, dado que M <, E(M) se
tiene que, E(M)/M = Z(E(M)/M) = 0 (ver A.2), por lo que todo médulo
es inyectivo, que es equivalente a que R es semisimple. O

Lema 2.3.4. Sea r € R — pr. Sir es radical y F, es cerrada bajo capsulas
inyectivas entonces r es exacto izquierdo.

Demostracion. Dado M € R— Mod y N < M el siguiente diagrama es con-
mutativo:
0———=7(M)NN/r(N)——= M/r(N)

—
—
—

e
E(r(M)NN/r(N))
Esto por la inyectividad de E(r(M)NN/r(N)). Como r es radical r(N/r(N)) =
0 entonces r(r(M)NN/r(N)) =0, esto es r(M)NN/r(N) € F,. Por hipéte-
sis F,. es cerrada bajo cdpsulas inyectivas, entonces E(r(M)NN/r(N)) € F,.
También r(M) N N/r(N) < r(M)/r(N) < r(M/r(N)) y h(r(M/r(N))) <
r(E(r(M)NN/r(N))) =0, lo que implica que i, = 0 y por tanto r(M)NN =
r(N). O

()

12

Lema 2.3.5. Para cada S € R — simp, 045
al®(5) = 5.

es idempotente si y sélo si
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Demostracion. Primero, ag(s)(E(S)) = S. Entonces ag(s)(S) = a?”(a?‘s)

(B(S))) = ag® - ag®(B(S)) = agP(E(S)) = S.

Reciprocamente, si ozg(s)(S) = S entonces ag < ag](S) =< aZ2. Por lo tanto

ag(s) = g que es idempotente. O]

Teorema 2.3.4. Son equivalentes para un anillo R:
1. R es un V-anillo.

Cada datomo en R — pr es idempotente.

Cada atomo en R — pr es exacto izquierdo.

Para cada S € R — simp, o9 = a3,

Para cada 0+ r € R — pr, existe S € R — simp tal que ag < r
E(S) : .

6. V{ag"”’|S € R — simp} es idempotente.

7. \/{ozg(s)|5 € R — simp} es exacto izquierdo.

8. V{ag S)|S € R — simp} = w®.

Co _,,Co
9. ap® = wy”.

10. of? = W§? para cada submddulo N <;; Cy.

Demostracion. Por los Teoremas (1.1.1) y (1.1.2), 3= 2y 7 = 6 son inme-
diatos.
5= 1). Sea S € R — simp, entonces a2 £ 0 v hay S’ € R — simp tal que
( ). 2 s y hay p tal q
g = ozg(s), con S = a,(S) #0,ast ' = Sy S = FE(S) lo que implica
que S es inyectivo para todo S € R — simp.
(1 =5). Dado 0 # r € R — pr por el Teorema 2.2.1 existe S € R — simp tal
B < 1as <
que ag”’ X rypor 1 ag <.
1 = 4) Como cada S € R — simp es inyectivo E(S) = S, entonces
( y
a2 _ 8
s = Og.
(4 = 3). Dado ag(s) un atomo, M € R — Mod y N < M se tiene que
ag(s)(N) = a3(N) = a2(M) N N que por Teorema 1.1.1 ag F(5) es exacto
izquierdo.
(6 = 2).SiT € R—simp, Vg a2 (T) = o2"(T). Entonces, T = o2 ™ (E(T)) =
E(S) E(S S), E(T S E(T
Vs 05O (Vg af® (B(T)) = Vg ok (aED (B(T)) = Vs oaf(T) = aED(T),
y por el Lema 2.3.5 oﬁ( ) es idempotente para cada T' € R — simp.
(2 = 1). Dado S € R — simp, por el Lema 2.3.5 S = &S(S)(S) por lo que
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existe un monomorfismo f € Hompg(F(S), S), entonces E(S) = S, para todo
simple S.
(5 = 8). Primero hay que notar que si para M € R — Mod existe 0 #
z € V{oE¥|S € R — simp}(M) = Sgen_ simp ab (M) entonces z =
xs, + ... + g, y existen yg, € S;, morfismos 0 # f; € Hompg(E(S;), M) tal
que 0 # fi(ys,) = xs, para i = 1,....;n lo que a su vez implica f(Rys,) = S;
para cada i € {1,...,n} y por tanto Rx = S; & ... ® S,,.
Sia= \/{045(5)|S € R— simp} # w§® entonces existe M € R — Mod tal que
a(M) < w§*(M) o wS*(M) < a(M). Notar que \/{ag(s)|5 € R—simp} # 0,
en el caso wy® = 0 el resultado es claro. En el primer caso, existe 0 # = €
( )\ (M), entonces por la descripcién anterior para cada S € R— simp,
V{ NS € R — simp} < a? considerando K = Rz. En el segundo caso,

eX1ste 0# 2 € a(M)\ w§°(M). entonces utilizando la descripcion Rz =
S1®...® S, se tiene que 0 = WS (S;) < agj(Si) = S; paracadai € {1,...,n},
también para cada simple S % S; se satisface 0 = w§®(S) < a3(S) = S,
es decir, para cada S € R — simp,wg ° < 2. Por contrapuesta se tiene el
resultado.

(8 = 7). Dado que wOCO es radical, por el Lema 2.3.4 es suficiente ver que

]Fv (a5 ®)|seR—simp} © cerrada bajo cdpsulas inyectivas. Sea a = \/{ag(s)]S c

R—simp}y M € F,, si a(E(M)) # 0 entonces existe 0 # x € E(M) tal que

Rr=5®..®&S5,para S, € R—simpei=1,..,n. Como M es esencial en

E(M),Rx N M # 0 entonces para algin S;, existe un morfismo no cero de

E(M) a M, asaber _-z, lo que implica que o(M) # 0 que es una contradic-

cién ya que M € F,. Por tanto a(E(M)) = 0 lo que finalmente implica que
V{ag S)|S € R — simp} es exacto izquierdo.

(1=9). Como R es un V—anillo por el Corolario A.1.1 Cj es cogenerador de

R —Mod, entonces 0=uw = aSO.

9=1). 05 = wgo implica w = 0 por lo que Cj es cogenerador de R—Mod

que es equlvalente a que R sea un V-anillo.

(10 = 9). Es claro.

(1 = 10). Es suficiente notar que el inico submédulo totalmente invariante

de Cy es 0 entonces la afirmacién se sigue como en 1 = 9. [

Lema 2.3.6. Sean M, N € R— Mod tal que N = N1® Ny <;; M = M M,
y N; < M;. Entonces N; <,; M; para j = 1,2 y:

1. ok VaN2 = ol

2. lel /\ ng — U.)N .
Demostracion. Para la primera afirmacion sea p; la proyeccién canénica de
M a M; e i lainclusién canénica de M; a M, j = 1,2. Dado f € End(M;) en-
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tonces i; fp; € End(M)y por tanto f(N;) = i;f(p;j(N1 & Na)) = 1;fp;(N) <
N.Siz € f(N;j)yx € M;\ N, entonces existen 0 # x1 € M;,0 # x5 € M, tal
que f(y) =x =x1 + 22 con y € N;, como f(N;) < N implica x; € Ny, 25 €
Ns. Sin pérdida de generalidad si j = 1 entonces 2o =21 —x € NN Ny =0
que es una contradiccion por lo tanto f(N;) < Nj. De forma similar para
J = 2. Es decir N; <;; M; para j = 1,2.

(1). Sea K € R— Mod y M, k(G = 1,2). Entonces f = fip; €

Hompr(M,K) y f;(N;) = fipj(N) = f(N) < a%jj, es decir, cada f; en

Hompg(M;, K) induce un morfismo en Homp(M, K) entonces a%?(K) <
a¥(K) para j = 1,2 y K € R — Mod, por lo que a%j =< o, que im-
plica oz%l \Y% 04%22 =< a}. De forma andloga, si f € Homgr(M, K) entonces
fi = fij € Homp(M;,K) y f(N) = f(N1 @ Na) = fi(N1) + f2(N2) <
an!(K) + ay'(K), consecuentemente ol (K) < ay! (K) V an! (K), que sig-
nifica O/‘N/[ = oz%l Y, ozANéz, con eso se tiene la igualdad.

(2). Sea K € R— Mody g4 p(j = 1,2). Entonces f; = p;f €
Homp(K, M;) y wyt Awy2(K) = wyt Nwy2(K) < frH (N N H(Ny) =
(o1 /) (N N (p2f)H(No) = f~H(pa(N1) N p2(No)) = f~H (N1 @ No) N (N1 @
No)) = fYN,® Ny) = f~1(N) por lo que w]]\v{l(K) /\wJA\,i?(K) < w¥(K), que
implica w]]\\,{l A w%; =< wi. De forma andloga, si f; € Homg(K, M;) entonces
f=1iif; € Homp(K, M) y wif(K) < f71(N) = (i, f;) "' (N) = f; " (IN;) con-

secuentemente wi! (K) < w]]\\,?(K) (j = 1,2), que significa wi < wi' Awrz,
con esto se tiene la igualdad. O]

Finalmente el siguiente teorema caracteriza a los anillos que son productos
finitos de anillos simples en términos de R — pr.

Teorema 2.3.5. Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. R es un producto directo finito de anillos simples.
2. Cada codtomo en R — pr es un radical.

3. Cada codtomo en R — pr es un radical y sélo hay un nimero finito de
coatomos.

Demostracion. (3 = 2): Es inmediato.
(2 = 1): Dado I ideal bilateral méximo de R, w¥ es un coatomo, que por
hipétesis es un radical, entonces wi(R/I) = wE(R/wE(R)) = 0. Sea J; =

ag%(R) entonces J; £ I, en otro caso f(R/I) < J; < I para todo f €
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Homgr(R/I,R), ast R/T < f~Y(I), por lo que R/I < wR(R/I) = 0 que es
una contradiccién, puesto que R/I es simple. Como I es maximo [ +.J; = R,
también I f(R/I) = 0 para todo f € Homg(R/I, R) y por tanto I.J; = 0. Sea
J =Y {J;|I es un ideal maximo de R}, si J < R entonces existe un ideal K
maximo de R tal que J < K pero Jg < J < K, que es una contradiccion,
por tanto J = R. Entonces 1 € J, 1 = > 7 a, para algunos as, € Jj,
y n € N, si existe x € N}_I; entonces x = >0 zas ya que I[;J;, = 0
implica x = 0, ahora el Teorema Chino del Residuo asegura que el morfismo
f € Homg(R,ITI R/1;) definido como f(z) = (z + I5) es un isomorfismo de
anillos.

(1 = 3): supéngase que R = [[+_; Rs donde R; es un anillo simple para cada
s=1,..,n.sealy ={x € Rlzs, =0}y Ky = {x € R|z; = 0 para cada t # s},
que como Ry es simple, es méximo y simple respectivamente. Por el Teorema
2.2.1 wﬁ son los coatomos, y por el Lema 2.3.6, considerando M = R, N =
I, = My = Ny, My = K, N; = 0 se obtiene wf* = wits Aw{j = Wi que es
radical. O]
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Capitulo 3

Particiones de la reticula de
prerradicales.

3.1. Radicales y prerradicales idempotentes
11

Notacién 3.1.1. £ denota una clase completa de representantes de clases
de isomorfismo de maodulos inyectivos.

Observacién 3.1.1. Si E € £ entonces para cada N <;; E el prerradical

wk es exacto izquierdo.

Demostracion. Sea L < M € R—Mod. Primero, para cada f € Homg(M, E)
existe h € Homg(L, E), a saber la restriccién. Por otro lado, si

f € Homg(L, E), dado que F es inyectivo, existe ¢ € Homg(M, E) tal que
f=vyi=¢lpdonde i, pr,asfiwi(L) =n{f""(N)|f € Homg(L,E)} =
Melz (Nl € Homp(M,E)} = n{o”'(N) N Llp € Homp(M,E)} =
wE(M)N L. 0

Proposicién 3.1.1. Sea 0 € R — pr:

1. o esidempotente para todo M € R—Mod. De hecho, o es idempotente
si y sélo si o = \V{adt|o(M) = M}.

2. wi es un radical para todo M € R — Mod. De hecho, o es radical si y
solo si 0 = NMwdt|o(M) = 0}.

3. 0 es exacto izquierdo si y solo si 0 = NMwlip|E € £}

4. o es radical exacto izquierdo si y sélo si o = Nwl|o(E) =0, y E €

£},
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Demostracion. (1). Primero, si o es idempotente, entonces para todo K €
R—Mod, o(0(K)) = o(K) y 0(K) < altg)(K), asi o = V{adi|o(M) = M}
Por el Corolario 2.2.1, para cualquier M € R — Mod tal que o(M) = M,
o < o, por lo tanto, V{ad|o(M) = M} =< o, con lo que la igualdad se
satisface.

Reciprocamente, ¢ = \/{a|o(M) = M} implica que o es idempotente en
vista del Corolario 2.0.1 y que o} es una traza.

(2). Primero, si o es radical, entonces para todo K € R—Mod, o(K/o(K)) =
0y we/"MNK) < o(K), asi A{wM|o(M) = 0} = o. Por el Corolario 2.2.1,
para cualquier M € R — Mod tal que o(M) = M, 0 < w)’, por lo tanto,
o =X NMwdt|o(M) = 0}, con lo que la igualdad se satisface.

Reciprocamente, o = A{wd?|o(M) = 0} implica que o es radical en vista del
Corolario 2.0.1 y que w)! es un rechazo y por tanto radical.

(3). Primero, si o es exacto izquierdo, entonces para todo K € R — Mod,
o(K)=Kno(E(K)) =i 'o(FE(K))), donde i es la inclusién de K en F(K),
asi wf((g()K))(K) < o(K) con lo que AMwlip)|E € £} < 0. Por el Corolario
2.2.1, para cualquier E € &, 0 < wfg, por lo tanto 0 < AMwl p)|E € €},
con lo que la igualdad se satisface.

Reciprocamente, o = /\{wﬁ E)|E € £} implica que o es exacto izquierdo en
vista de Corolario 2.0.1 y que wf( ) €s exacto izquierdo.

(4). Primero, si o es radical exacto izquierdo, entonces para todo K €
R — Mod, si E = E(K/o(K)) entonces o(K/o(K)) = 0 ya que o es ra-
dical y 0(K/o(K)) = (K/o(K)) No(E) ya que o es exacto izquierdo. Co-
mo K/o(K) <. E implica o(E) = 0, entonces wf(K) < o(K) y por
tanto A{wf|oc(E) = 0, y E € £} =< 0. Por otra parte, debido al Co-
rolario 2.2.1 ¢ < wf para cada £ € & tal que o(E) = 0, por lo que
o X NMwllo(E) =0, y E € £}, con esto se tiene la igualdad.
Reciprocamente, si 0 = A{wf|0(E) =0, y E € £}, como para cada FE € &
w¥ es exacto izquierdo y ademds es un rechazo, wf es un radical exacto iz-
quierdo, esto junto con el Corolario 2.0.1 implican que ¢ es un radical exacto
izquierdo. [

3.2. Igualadores, anuladores, coigualadores y
totalizadores.

Notacién 3.2.1. De ahora en adelante si no hay confusion para cada o €
R—pryM e R— Mod, o(M) :=cM. C, := &{E(S)|S € R — simp}.

Observaciéon 3.2.1. Para cada o € R—pr las siguientes clases son no vacias
y cerradas bajo tomar N\ y .
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1. Ac={r € R—prjto =0};
2. Ay ={17 € R—pr|ro = 0};
3 Ac={reR—pr|(c:7)=0};
4. Ai={re R—pr|(c:7)=1}.
Definicion 3.2.1. Sea 0 € R — pr. Se definen los siguientes prerradicales:
1. Eligualador de o, e(o) = N{7 € A.};
2. El anulador de o, a(c) = V{1 € A.};
3. El coigualador de o, c(o) = V{1 € A.};
4. El totalizador de o, t(o) = N{T € A}.
Observacién 3.2.2. e(o)o =0, a(c)o =0, (6 :¢(o)) =0 y (0 :c(0)) = 1.

Teorema 3.2.1. Para cada 0 € R — pr se satisfacen las siguientes propie-
dades:

1. a) o =<e(o);
)

o

e(o) es un prerradical idempotente;

N—
)

C

(oM
®

)
)

(
(o) =0 siy sdlo si o es idempotente;
(o) =V{as¥|M € R — Mod}.

(

to
o

a(o) es un radical;

(o) = MwgM|M € R — Mod} = wi“".

o
S
e

Co
5
~—
Q
LA

~

o o,

o
Z
o

o) es un radical;

()
()
c(0)
) (o)
(o)
(o)

o
N—

o sty solo si o es un radical;

Mwd"M|M € R — Mod}.

o,

4. a) t(o) =V{a¥|M € R— Mod,oc(R)M = 0};

b) t(o) es un prerradical Jansiano exacto izquierdo.

Demostracion. 1. a) o =e(0)o < e(0).

b) (e(o)e(o))o = e(o)(e(o)o) = e(o)o = o por tanto e(o) € A..
Entonces e(0) = e(0)e(o) = e(o) lo que implica e(o)e(o) = e(o).
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c)

)

Si e(0) = o por (b) o es idempotente. Reciprocamente, si o es
idempotente utilizando (a) se obtiene, e(0) < o =< e(o) lo que
implica e(o) = 0.

Para cada M € R— Mod, e(o0)o M = oM, como o es idempotente
y debido a la Proposicién 3.1.1, a23f < V{a¥|e(c)N = N} = e(0)
entonces V{aZ¥|M € R — Mod} =< e(o). Por otra parte, si M €
R — Mod entonces oM = o33 (o M) = a53jo(M) lo que implica
o 2 V{as¥o|M € R — Mod} = V{aS¥|M € R — Mod}o < o,
es decir, V{aZM|M € R — Mod} € A, que por definicién de e(o),
e(o) 2 V{as¥|M € R — Mod}.

Por el Teorema 2.0.1 se satisface (a(o) : a(o))o
0, esto es, (a(o) : a(o)) € A, entonces a(o)
a(o), lo que implica que a(o) es un radical.

En vista del Corolario 2.2.1 y que a(c)o = 0 se satisface a(o) =
wiM . Entonces a(o) X ANM{w§™|M € R — Mod}. Por otra parte, si
M € R — Mod entonces (wiM)(o)(M) = wig™(a(M)) = 0, lo que
implica A{w3M|M € R — Mod} € A,, y por tanto A{wiM|M €
R — Mod} < a(o).

Para la segunda igualdad, utilizando la primera igualdad y el Coro-
lario 2.2.1, a(0) < w{“'. Para la otra desigualdad, es suficiente con
Wi € A,. Si existe M € R— Mod tal que wj* (M) # 0 entonces
existe © € oM y © € Nuc(f) para cada f € Homg(ocM,oCh).
< x > es finitamente generado, entonces existen maximos en
< x >y por ende cocientes simples, sean p, y S =< = > /N
donde p, es el morfismo canénico a S y N es un méaximo. Sean

S B(S) s B S)CL> ¢, las inclusiones, como E(S) es inyec-
tivo, existe h, tal que h,i = i4p,. En un diagrama:
0—><z>">0
/
-
/
S //hr
[ /
’LS/
¥
E(S)
Y debe suceder que h(c M) < oC}, de otra forma 0 # ig(p.(z)) =
j(he(x)) € E(S). Asi el morfismo, jh, = g, € Homg(c M, C) tal

que I'm(g,) < oC. Considerando f, € Homg(cM,oC}) la co-
rrestriccion de g, es tal que fi(x) # 0, en efecto, f.(z) = g.(z) =
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a)
b)

c)
d)

7ha(®) = ha(x) = ha(i(z)) = is(ps(x)) = pu(z) # 0, que es una
contradiccién. Entonces wi®" (6 M) = 0 para cada M € R — Mod,

por lo que w{* € A, y wf C =< a(o). Con esto se tiene la igualdad.
c(o) 2 (o:c(o)) =o0.

(0: (c(0) : ¢(0))) = ((0: ¢(0)) : ¢(0)) = (0 : ¢(0)) = o lo que
implica (c(o) : ) € A. entonces c(o) = (c(a) (o) = elo),
esto es, ¢(o) = ) :e(o)).

Si 0 = ¢(o) por (b) o es radical. Reciprocamente, si o es radical
entonces 0 € A, y por (a), ¢c(0) <o =< ¢(o) con lo que 0 = ¢(0).

Como c(0) € A, entonces (o : c(a)) = 0. Por lo que para cada
M € R— Mod, c(o)(M/oM) = (0 : c(0))/oM = oM/ocM = 0,
que el Corolario 2.2.1 implica, c¢(o) =< wi’"™ v por tanto c(o) =
Mawd""M|M € R — Mod}. Por otra parte si K € R — Mod, (o
we VK)o K = wi/ (K)o K) = 0, esto es, (o : wi/7*)(K) =
oK. Entonces, ¢ = A(o : wd/"™)|M € R — Mod} = (o
Mwd7M|M € R — Mod}) = o, lo que implica A{wi/"™|M €
R — Mod} € A, por tanto /\{wM/GM|M € R— Mod} = ¢(o), con

esto se obtiene la igualdad.

Como t(o) € A;, para cada M € R — Mod t(o)(M/oM) =
(o :t(o)(M)/oM = M/oM entonces (o : t(o)t(o))(M/ocM) =
t(o)t(o)(M/oM) = t(o)(e(M/oM)) = M/oM, lo que impli-
ca, (o : t(o)t(o))(M) = M entonces t(o)t(c) € A; por lo que
t(o) 2 t(o)t(o) 2 t(o), es decir t(o) es idempotente y por la Pro-
posicién 3.1.1, t(o) = V{ad}|t(c)M = M}. Si N € R— Mod es tal
que o N = 0 entonces existe un epimorfismo (R/oR)X) Ny

también, t(o)(R/ocR) = (o : t(0))(R)/cR = R/oR, dado que
t(o) es un prerradical, f(t(o)((R/oR)™))) < t(a)N. Por otro la-
do f(t(o)((R/aR)™M))) = f((t(o)(R/oR))™M)) = f(R/oR) = N
entonces t(c)N = N, en vista del Corolario 2.2.1 o < t(o) lo
que implica V{aX|cRN = 0} < t(0). Para la otra desigualdad, si
K € R — Mod entonces (o : aggg)( )oK = aggg(K/aK) =
K/oK, es decir, (o : agﬁg)(K) = K y como oR(K/oK) =0 se
sigue que K = (o : agﬁg)( ) < V{aM¥|M € R—Mod,c(R)M =
0}K) = (0 : V{a}]|M € R — Mod,c(R)M = 0})(K) esto es
(o : V{a}|M € R—Mod,oc(R)M = 0}) = 1 entonces \/{a M| M €
R — Mod,oc(R)M = 0} € A; por lo que t(o) =< V{a¥|M €
R — Mod,o(R)M = 0}.
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b) Tyoy = {M € R— Mod|t(c)M = M} por tanto si M € Tyq
entonces M = Yy > {f(N)|f € Homg(N,M)}. Por otra par-
te, sea n(o(R)) el filtro Jansiano generado por o(R) y Ty (r))
la clase de torsion hereditaria y cerrada bajo productos asocia-
da a n(c(R)), entonces Tyry = {M € R — Mod|(0 : m) €
n(o(R)), para cada m € ]\/[} = {M € R — Mod|o(R) g (0 :
m), paracadam € M} = {M € R — Mod|lo(R)M = 0}. Si
M € Ty entonces o(R)M = 0y por tanto M € T, ,(ry es decir
Ti(o) € Ty o(r))- Para la otra contencion, si gkM € Ty(r)) entonces
o(R) < (0:m) para cada m € M, entonces o(R)Rm = 0 para ca-
dam € M. Finalmente { Rm|m € M} C {N € R—Mod|o(R)N =
0} y entonces V{a¥|N € R — Mod,c(R)M = 0}(M) = M por
lo tanto M € Typ) = {M € R — Mod]t( )M = M}, con esto
Tio) = {M € R — Mod|t(c)M = M} = Ty (r)), esto es, t(o) es
un prerradical Jansiano exacto izquierdo.

]

3.3. Particiones inducidas por igualadores.

Sea o € R — pr fijo.
Definicién 3.3.1. Si7,n € R — pr entonces T ~4, 1 si T0 = 10.
Observacion 3.3.1. ~, es una relacion de equivalencia en R — pr.

Demostracion. Sean 7,m,v € R — pr. To = 70 entonces 7 ~, 7, también
7o = no es lo mismo que no = 70 esto es  ~, 7. Finalmente, si 7 ~, n y
1 ~g 7y entonces 7o = no y no = o que implica 70 = yo estoes 7 ~, v. [

Notacién 3.3.1. Para 7 € R — pr sea [T], :={n € R — pr|T ~, n}.

Si se define R _ pr "o R _ gy como 7,(n) = no entonces r,'(10) =
[7]o.
Observacién 3.3.2. Sea 7 € R — pr entonces [T], es un intervalo.

Demostracion. Sea {n,}a C [7],. Por el Teorema 2.0.1 se satisface la siguien-
te igualdad (Ap 7)o = Ar(Na0) = ATo = 70, asi AAna € [7],. Andloga-
mente \ 1, € [7],- O

Notacién 3.3.2. Para 7 € R —pr, [7], = [15,T7].

Observacién 3.3.3. [0], = [0,a(0)] y [1], = [e(0), 1]
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Demostracion. Para esto es suficiente recordar que a(o) = V{n € A.} y

e(o) = N{ne A} 0
Teorema 3.3.1. Sea S € R—simp yo = ag(s) entonces R—pr = [0],U[1],.
Demostracion. Hay que notar dos hechos. Primero, para cada M € R— Mod
M—— T[] E(S’) para algunos S € R — simp entonces oM < o [[E(S') <

[ToE(S") = Hag(s)(E(S’)) = Ozg(s)(E(S)) = S entonces oM =00 oM =
M, dado que para M = E(S), oM = S y junto con Teorema 3.2.1 e(o) =
V{as|M € R— Mod} = . Por otro lado, cC; = ag(s) Dgrer—simp FP(S') =

@S,GR,Simpag(S)(E(S’)) — Sy en vista del Teorema 3.2.1, a(0) = w§" = w.
Finalmente por la observacién anterior [0], = [0,w;] v [1] = [a2, 1], para

cualquier n € R —pr, nS = 0 o nS = S que por el Corolario 2.2.1 implica:
en el primer caso n = wg , en el segundo ag = 7, que es justamente n €
0], U [1],. O

Recordar que para cada T € R—pr, Ty 7 denotan a el menor radical mayor
que 7 y el mayor prerradical idempotente menor que 7 respectivamente.

Teorema 3.3.2. Sea 0 € R—pr fijo, ademads si T € R—pr A = /\{ng/mM|

M € R— Mod}. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
1. e(to) = e(1,).

Sio o (1o) es idempotente entonces 7, = T0.

A2 77.51 10 es una radical entonces A = 1°.

c(y) =2 A para todo v € [7],, en particular ¢(17) =< A.

Si T es un radical entonces T < A y por tanto A € [1],.

S & e

Si X € [1], entonces T, es el menor radical en [7],.

Demostracion. (1) e(1,)to0 = e(15)17,0 = (e(7,)7,)0 = T,0 = To entonces
e(ro) = e(7,). Por otra parte (e(r0)7, )0 = e(10)(1,0) = e(10)T0 = 70 1o
que implica e(70)7, € [7],. Entonces 7, < e(70)7, < 7, es decir, e(10)7, =
7, por lo que e(7,) = e(70).

(2) Si o es idempotente (7o)o = T(00) = To entonces 7, <X T, 0 si To es
idempotente, por (1) y el Teorema 3.2.1 7, < e(7,) = e(70) = 70. Ademas,
si v € [7], entonces To = yo < 7, en particular 7o < 7,. En ambos casos la
igualdad se satisface.

(3) Para cualquier M € R — Mod el siguiente diagrama es conmutativo:
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0 roM— oM —L > oM/roM —0
)«jM A A(UMJ/TUM)

Pero MoM/roM) = NMwi"™N|N € R — Mod}(oM /70 M) = 0 entonces
AoM < toM, es decir \o < 7o. Porlo que (A\V7,)0 = AoV 7,0 = AoV T0o =
70, lo que implica A\ V 7, € [7],, finalmente, A < AV 7, =< 77. Supdéngase
que 7o es un radical, para cada M € R — Mod o M/toM < o(cM /1o M)
(0 es un prerradical), con lo cual 77(cM/ToM) < 1°(c(cM/T0M)) =
°0(M/70M) = 70(M/70) = 0 y por el Corolario 2.2.1 77 < w{M/™M
entonces 77 < \.

(4) Sea v € [7],, debido al Teorema 3.2.1 ¢(7y) = /\{wé\/[/vM|M € R — Mod},
ademés oM /ToM = oM /yoM entonces c(y) < .

(5) Si 7 es un radical entonces para todo M € R — Mod 7(cM/TtoM) = 0

y por el Corolario 2.2.1 7 < wl™™™ que implica 7 =< /\{ng/mM\M c

R — Mod} esto es 7 < A. Finalmente, 7 < A\ < 77, es decir A € [7],.
(6) Si A € [7],, dado que A es un radical y en vista de (3) 7, < 7, < 77 por
lo que 7, € [7],. O

3.4. Particiones inducidas por coigualadores.

Sea 0 € R — pr fijo. De forma andaloga a la secciéon anterior.
Definicién 3.4.1. Si 7,n € R — pr entonces T ~7 1 si (0 : 7) = (0 : ).
Observacion 3.4.1. ~7 es una relacion de equivalencia en R — pr.
Notacién 3.4.1. Para 7 € R — pr sea [7]7 :={n € R — pr|T ~° n}.

Sise define R — pp "o R — pp como I7(n) = (o : n) entonces (17) Yo :

T) = [7]°.

Observacién 3.4.2. Sea 7 € R — pr entonces [T]7 es un intervalo.
Notacién 3.4.2. Para 7 € R —pr, [7]7 1= [,7,77].

Observacién 3.4.3. [0)” = [0,c¢(0)] y [1]7 = [t(o), 1]

Demostracion. Recordar que c(o) = \V{n € A.} y t(c) = N{n € A:}. O

Teorema 3.4.1. Sea 0 € R —pr fijo, siT € R—prn=(0:7)yd =
\/{aZ%?Z%\M € R—Mod}. Entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
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1. ¢(n) =c(77).

Sin o o es un radical entonces 17(n) =n y °T = 1.
T = 0.51m es idempotente entonces § = ,T

d 2 e(y7); mds atin, 6 < e(7y) para cada v € [7].
n=(o:0).

S & o e

Si T es idempotente entonces § < T y por tanto § € [T]°.

7. 8i § € [1]° entonces O es el mayor prerradical idempotente en [7]°.

Demostracion. (1) Primero (o :7)=n=(n:c(n))=(c:7):¢c(n)) = ((c:
1) :e(n)) = (o : (°7 : ¢(n))) entonces °7 =< (°7 : ¢(n)) <X 77 por lo tanto
c(n) 2 ¢(°r). Porotroladon=(o:7)=(0:77) = (0 : (7 : ¢(°T))) = ((0
1) c(°T)) = ((6: 7) 1 ¢(?T)) = (n : ¢(?7)) entonces ¢(?7) < ¢(n), con esto
se obtiene la igualdad.

(2) Si o es radical entonces (o : ¢) = o, por tanto (o : n) = (o : (0 :
7)) = ((c : o) : 7) con lo que I°(n) = (0 : ) = (0 : T) = n y como
ademéds (o : 1) = (o : 7) entonces n =< 7. Si 7 es radical por (1) y el Teo-
rema 3.2.1 n = ¢(n) = ¢(°7) <X 7. Por otro lado, para cualquier v € [7]°,
v =X (0:7)=(0o:7)=mn, en particular, T < n asi en ambos casos n = 7.
(3) Dado K € R — Mod, 7(K/oK) = (0 : 7)(K) /oK = nK/oK = ali/7%

(nK/oK) < V{ahi oM € R — Mod}(nK/oK) = d(nK/oK) = 6((o
T)K/oK) = §(1(K/oK)) < 7(K/oK) es decir 67 € [7]7 y entonces ,7 =<
dT = J. Sinesidempotente entonces para todo M € R—Mod, ,7(nM /o M) =

(0 @ o1)(NM)/oM = nm(M)/o = nM /oM, en vista del Corolario 2.2.1

nM/ocM
QM oM < ,T.

(4) Dado v € [7]? por el Teorema 3.2.1, e(vy) = \/{a?{%M € R— Mod}. Si
K € R—Mod entonces nK /oK = (0 : 7)K/oK = (0 : 7)K/o K = v(K/oK)
lo que implica {aZ%?Z%M € R—Mod} C {a)}j|M € R— Mod} asi se tiene
que § = e(y), en particular para ,7, § < e(,7).

(5) Dado M € R — Mod, nM/oM = o!3/73(nM/oM) < §(nM/oM) <
S(M/oM) = (c:6)(M)/oM entonces n < (o :9).

(6) Dado M € R — Mod, nM/oM = (o : 7)(M)/oM = 7(M/oM) =
77(M/oM)

=7(r(M/oM))=7((c:7)(M)/oM) =7(nM/cM) y por el Corolario 2.2.1
042%;2% =< 7 entonces 0 = 7. Finalmente por el inciso (3) ,7 = § < 77 esto
es 0 € [1]7.

(7) Notar que § es idempotente ya que es el supremo de una traza, si § € [7]°
y debido a la propiedad de 77 se sigue que ,7 < 8§ < 77 < 7. O
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3.5. Particiones inducidas por anuladores.
Definicién 3.5.1. Sio, 7 € R—pr, 0 ~, T si a(o) = a(T).
Observacién 3.5.1. ~, induce una relacion de equivalencia en R — pr.

Demostracion. Sean o, 7,1 € R — pr. Es claro que a(o) = a(o) entonces
0 ~g 0,81 0 ~, T entonces a(o) = a(7) lo que claramente implica 7 ~, o.
Finalmente, si 0 ~, 7y 7 ~, n entonces a(c) = a(7) y a(7) = a(n) por tanto
a(o) = a(n), es decir o ~, 1. O

Notacién 3.5.1. Para 7 € R — pr sea [1], := {n € R — pr|t ~, n}.
Lema 3.5.1. Sea 0,7 € R—pr entonces, a(c) = a(1) si y sélo si cCy = 7C}.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.1 es claro que si ¢C; = 7C; entonces
a(o) = wi = Wi = a(7).

Reciprocamente, si a(o) = a(r) entonces por el Teorema 3.2.1 wi* = w;
Si S € R — simp entonces wi (TE(S)) = wj“*(rE(S)) = 0 por lo que
debe existir un monomorfismo - E(S) I oC, » bues de no ser asi existe

0#zeTE(S)yxen{Nuc(f)|f € Homg(TE(S),cC})}, como S <, E(S5),
existe 0 # r € R tal que rz € S y entonces S < wi (TE(S)) = 0, que
no es posible ya S € R — simp. Sea S’ € R — simp con S" 2 S, si §' <
Im(f) implica gre . E(S) que es una contradiccién, por tanto Im(f) N

Ch

oE(S’) = 0. En resumen, para cada S € R — simp hay un monomorfismo

TE(S) . oFE(S) Y por tanto un monomorfismo -~ 5, , de forma
simétrica 5, 7, Y por tanto 7€ = (. O

Proposicién 3.5.1. 1. Para 7 € R—pr, 1], = [0S, w2 ].

2. (1], = [a&!, 1].
3. [O]a = {0}

Demostracion. (1) o € [1], si y sblo si a(o) = a(7) siy s6lo si oCy = 7C}
que por el Corolario 2.2.1 es equivalente a af(l;l <0 = wfél.

(2) Es inmediato de (1) ya que wS! = 1.

(3) Como C es un cogenerador de R—Mod cada M € R—Mod, sin pérdida de
generalidad, M < (C})¥ para algin conjunto X entonces w§" = 0. También

a§" = 0. Entonces [0], = {0}. O

Teorema 3.5.1. [0],U [1], = R — pr si y sdlo si R es un V-anillo local.
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Demostracion. Primero hay que notar que [0], U [1], = {0} U [a!, 1]. Es
necesario y suficiente con que agi sea el tinico atomo esto es si y soélo si
existe un tnico médulo S simple que ademas es inyectivo si y sélo si R es un
V-anillo local. Si es R es un anillo local entonces existe un tinico ideal maximo
I por lo que R/I = S es el unico simple, si R es V-anillo S es inyectivo, la
otra implicacién es clara. O

Teorema 3.5.2. Para un anillo R son equivalentes:
1. R=E(S))&...® E(S,) donde S; € R— simp para cada i € {1,...,n}.
2. [1]. = {1}

Demostracion. (1 = 2). Si R = E(S;) ® ... ® E(S,) donde S; € R — simp
para cada i € {1,...,n} entonces existe un epimorfismo ¢ . p, a saber
la correstriccién de la identidad, por lo que R = p(C1) < a&'(R) entonces
R =ag!(R) lo que implica a&! = 1 que finalmente [1], = [a&!, 1] = {1}.

(2 = 1). Si [1], = {1} entonces a&! = 1, en particular af! (R) = R, por lo
que existe un epimorfismo C’fX ) _ S R pero como R es finitamente generado
este morfismo se restringe a E(Ty) & E(Ty) & ... & E(T,,) para Ty,...,T,, €
R—simp. R es proyectivo, entonces f| se escinde, por lo que R es un sumando
directo de E(T7) ® E(T) @ ... ® E(T},) lo que implica E(T}) ® E(T3) ® ... ®
E(T,) = R para algin n < m. O

Teorema 3.5.3. Son equivalentes para un anillo R:
1. R es un anillo semisimple.
2. lola = {0} para todo o € R — pr.

Demostracion. (1 = 2). Si R es semisimple entonces R = S; @ ... ® S, para
algin n € N con §5; simple para cada + < N, ademas cada modulo es inyectivo,
en particular los simples, entonces C; = Cy. Dado o € R—pr y 7 € [o], por el
Lema 3.5.1 cC; = 7C4, si S' € R—simp entonces 08’ < cC, = 7C, = 7Cy =
T @B seR—simp S = Pser—simpTS por lo que 05" < 75" andlogamente 7.5" < 0.5’
para cada S’ € R — simp. Como cada M € R — Mod es semisimple entonces
TM)=17(T1 & ..0T) =7(T1) D ... d7(T}) = o(T1) ® ... ® (Ty) = o (M)
donde T, ..., Ty € R — simp, esto es T = o y por lo tanto [o], = {o}.

(2=1). Si[o], = o para cada 0 € R—pr, en particular para 1, [1], = 1. Por
el Teorema 3.5.2 R = E(S1)®...® E(S,) donde S; € R— simp para cada i €
{1,...,n}. Ahora, para S € R — simp ag(s)(Cl) = ag(s)(@s/eg_simpE(S’)) =
Bsrensimpas (B(S)) = 8 = a2(Cy) por el Lema 3.5.1 a(ah ™) = a(af) lo
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que implica ozg(s) = a2, en particular a:gE(S)(S ) = a3(S). Asi de la definicién

de ozg(s), existe un morfismo f € Homg(E(S),S) tal que f(S) = S y por
tanto Nuc(f) = 0 entonces S = E(S) lo que implica R = S, & ... & S,, donde
S; € R — simp para cada i € {1,...,n}. m

3.6. Particiones inducidas por totalizadores.
Definicién 3.6.1. Sin,7 € R—pr, n~; 7 si t(n) =t(7).

De la misma forma que en la secciéon anterior.
Observacion 3.6.1. ~; induce una relacion de equivalencia en R — pr.
Notacién 3.6.1. Para 7 € R — pr sea [7]; == {n € R — pr|T ~ n}.
Lema 3.6.1. Sea 0,7 € R — pr entonces, t(o) = t(7) si y sélo si cR = TR.

Demostracion. Si t(1) = t(o) entonces 0 = TR(R/TR) = o R(R/TR) por lo
que 0 R =< 7R. De forma analoga 7R < oR. Para la otra implicacion, por el
Teorema 3.2.1 t(0) = \V{a}|M € R— Mod,t(R)M = 0} entonces es clara la

afirmacién. ]
Proposicién 3.6.1. 1. Para T € R—pr, [7]; = [aly, wh].

2. (1], ={1}.

3. 0], = [0,wfY.

Demostracion. (1) Por el lema anterior o € [7]; si y s6lo si cR = TR, en
vista del Corolario 2.2.1 esto es equivalente a offy, < o < Wi,

(2) Para cada M € R — Mod existe un epimorfismo R&X)__ p7lo que
implica off =1 y por (1), [1]; = {1}.

(3) Es consecuencia inmediata de (1). O

Teorema 3.6.1. Sea R un anillo. Entonces [0); U [1]; = R — pr si y sdlo si

wlt es el tinico codtomo de R — pr si y sélo si R es un anillo simple.

Demostracion. R es un anillo simple si y sélo si 0 < gR es un ideal maximo

si y sélo si wl es el tnico codtomo de R — pr y por la Proposicién 3.6.1 es

equivalente a R — pr = [0,w{’] U {1} = [0]; U [1];. O
Teorema 3.6.2. Son equivalentes para un anillo R:

1. R es un cogenerador de R — Mod.
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2. [0, = {0}.

Demostracion. Para cada M € R — Mod, 0 = wl{(M) si y sélo si existe un
monomorfismo jyc__ . pX para algiin conjunto X. Es decir, wlt = 0 si y
solo si R es un cogenerador de R — Mod. [

Teorema 3.6.3. Para un anillo R son equivalentes:
1. R es un anillo semisimple.

2. lo]y = {0} para cada o € R — pr.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.3, R es semisimple si y s6lo si aff = w¥
para cada ideal I bilateral de R (I <;; rRg) si y sélo si, por el Corolario
2.2.1, I = oR para algiin 0 € R — pr. Y utilizando que [0]; = [afy, wE], se

siguen inmediatamente ambas implicaciones. O
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Apéndice A
Moédulos

Definicion A.0.1. Sea Z una clase de R-mddulos. Para cada K € R— Mod
se definen:

1. Tray (K) :=>{Im(f)|f € Homr(M,K), M € % }.
2. Rey (K) :=N{Nuc(f)|f € Homg(K,M), M € U }.

Proposiciéon A.0.1. Tray(K) y Rey (K) son submddulos de K. Son lla-
mados, la traza de % en K y el rechazo de % en K, respectivamente.
Para cada h € Homp(K,L),K,L € R-Mod, h(Tray(K)) < Tray(L) y
h(Rey (K)) < Reg (L).

En el caso particular en que % = {M} se escribe simplemente Tray; y
Rej; segin corresponda.

Definicion A.0.2. Un mddulo M es llamado:

1. Generador de R— Mod (Generador), si Tray(K) = K para todo K €
R — Mod.

2. Cogenerador de R — Mod (Cogenerador), si Rey(K) = 0 para todo
KeR—Mod.

La definicién anterior puede ser generalizada a cualquier clase € de R-
moédulos.

Teorema A.0.1. 1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) M es un generador.
b) Toda suma directa de copias de M es un generador.

c) Una suma directa de copias de M es un generador.
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d) Todo mddulo K es cociente de una suma directa de copias de M.
2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) M en un cogenerador.
b) Toda producto de copias de M es un cogenerador.
c) Un producto de copias de M es un cogenerador.

d) Todo mdédulo K se sumerge en un producto de copias de M.
Un hecho importante y muy util es:

Proposicién A.0.2. Dado % una clase de R-mddulos y K un mddulo, en-
tonces:

1. Tray (K) es el mayor submddulo de K generado por la clase U .

2. Rey (K) es el menor de los submddulos L de K tal que K/L es coge-
nerado por la clase U .

En consecuencia;

Corolario A.0.1. Dado % wuna clase de R-maodulos y K un mddulo, enton-
ces:

1. % genera a K siy solo si Tray(K) = K.
2. U cogenera a K siy solo si Reqy (K) = 0.

Corolario A.0.2. Dado % una clase de R-mddulos, K un modulo y L < K,
entonces:

1. Tray(K) =L siy solo si Tray (K) < L yTray (L) = L.
2. Rey (K) =L siysolo si L < Rey(K)yRey(K/L)=D0.

En particular del Corolario A.0.2 Tragy (Tray (K)) =Tray(K) y
RQ%(K/RBW(K)) = 0.

A.1. V-anillos

Teorema A.1.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R:

1. Todo maodulo simple es inyectivo.
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2. Para cada médulo M, Rad(M) = 0.
3. Para médulo M ciclico, Rad(M) = 0.

4. Todo ideal izquierdo de R es una interseccion de ideales izquierdos
mdzimos de R.

Demostracion. (1 = 2): Sea M un modulo, si 0 # = € M, considere
A4 ={N < M|z ¢ N} # 0, ordenado parcialmente por la contencién, por el
lema de Zorn A4 tiene elementos méaximos, sea Y un maximo con la propie-
dad. D =N{L < M|Y < L} entonces x € D, en otro caso existe L < M tal
que x ¢ L > Y lo que no puede ser por la maximalidad de Y, por lo tan-
to 0 # D/Y y ademéds es simple, asi el siguiente diagrama es conmutativo:

0—>=D/Y—sM/Y

o
DY
Ademés al morfismo )7/y - p/y es suprayectivo, entonces M /Y =DJY

@& K/Y para algin K < M y « ¢ K, por tanto M/Y = D/Y, es decir Y es
méximo, con lo que x ¢ Rad(M) para cada x # 0, esto es Rad(M) = 0.

(2 = 3): Es claro.

(3 = 4): Dado I < R ideal izquierdo, Rad(R/I) ={J +I|I < J,J
maximo de R}, si x € NJ entonces Rad(R/I) < Rad(R(z + I)) = 0 por lo
que I =NJ.

(4 = 1): Sea S un médulo simple e [ un ideal de R. Si 0 # f € Homg(I,S)
y J = Nuc(f) que por (4), J = NJ; para algunos J; ideales maximos de
R, como f # 0 existe Jy méximo tal que J < Jy pero I £ Jy, al ser
I/J simple, ya que f es no cero y S es simple I/Nuc(f) = Im(f) = S,
Jo/JoNI = J o Jo/JoNI = I/J, pero el primer caso no se puede dar
yva que I £ Jo, por lo que Jo NI = J = Nuc(f). Entonces R/Jy =
(Jo+1)/Jo = I/(JoNI) =1/J =S, donde hy f son los isomorfismos
canonicos dados por el segundo teorema de isomorfismo y el inducido por f,
respectivamente. Definido ¢ = f h~!p el siguiente diagrama es conmutativo:

0 IR (Jo+ D)) Jo 21/ T

f -
!
S _ — _ — _ —
En efecto, seax € I, p(z) = f h'p(x) = f (x4 Jo) = f b (h(y)+Jo) =
f(h= Y (h(y))+JoNI) = f(x+ J) = f(x). Finalmente, por el criterio de Baer
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S es inyectivo. ]

Definicién A.1.1. Se dice que un anillo R es un V-anillo si satisface alguna
de las condiciones del teorema anterior.

Se sigue del teorema (A.1.1) y de la definicién anterior:

Corolario A.1.1. R es un V-anillo si y solo si Cy es un cogenerador de
R — Mod.

A.2. Mobdulos singulares.

Proposiciéon A.2.1. 1. Dados L,M,N € R— Mod con L < M < N
entonces L <, N si y solo si L <, M y M <. N.

2. Dados My, My, N\, Ny € R— Mod con My, <, Ny y My <. Ny entonces
M, N My <., N;yN Ns.

3. Dado N un submddulo de un médulo M y f € Homg(L, M). Si N <,
M entonces f~1(N) <. L.

4. Para {M;}1,{N;}; dos familias de submddulos de un médulo M. Si
S>or Ny = @®1N;, ademds N; <., M; entonces > .; M; = ®&;M; y & N; <,
brM;.

Para un pseudocomplemento N de un submoddulo en M se satisface la
siguiente:

Proposicion A.2.2. Si N es un pseudocomplemento de L en M entonces:
1. Ne L<L, M.
2. (N® L)/N <. M/N.
Utilizando el Lema de Zorn:

Corolario A.2.1. Cualquier submodulo de un modulo M es un sumando
directo un submodulo esencial de M.

Y utilizando (A.2.2):

Corolario A.2.2. Un modulo M es semisimple si y solo si no tiene submodu-
los esenciales propios.

Lema A.2.1. Sea M € R — Mod. El conjunto Z(M) = {x € M|(z : 0) <,
rR} es un submddulo de M.
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Demostracion. R es esencial en si mismo, 0 € Z(M). Siz,y € Z(M) entonces
(z:0) y (y:0) son esenciales en R, por tanto (z : 0) N (y : 0) también lo es
v (x£y)(z:0)N(y:0) =0 entonces x +y € Z(M). Para cualquier t € R
el ideal I = {r € R|rt € (x : 0)} es esencial por la proposicién (A.2.1) e
Itz < (x:0)x =0 por lo que tx € Z(M). O

Definicién A.2.1. El submddulo descrito en (A.2.1) es llamado el submédu-
lo singular de M. Un médulo M es llamado singular si Z(M) = M, no
singular si Z(M) =0

Proposicién A.2.3. Un mddulo M es singular si y sélo si M = K/L para
L<KeR—-ModylL<, K.

Demostracion. Primero, supéngase que M es singular y M = F/K para
algin médulo libre F'y K < F. Sea {x;}; una base para F', para cada j € J
hay I; <. R tal que [;z; < K ya que F/K es singular, por la proposiciéon
(A21), &Lz, <. ®Rx; = F por lo que K <, F.

Reciprocamente, M = K/L con L <., K. Dado cualquier k& € K el ideal
I = {r € Rlkr € L} es esencial en R por (A.2.1) y I(k+ L) = 0, entonces
K /L es singular y en consecuencia M lo es. O]

Proposiciéon A.2.4. 1. Todos los submddulos, cocientes y sumas (direc-
tas o no) de mddulos singulares son singulares.

2. Todos los submaodulos, productos y extensiones esenciales de mdédulos
no singulares son no singulares.

3. Dados N < M € R— Mod. Si N y M/N son no singulares entonces
M es no singular.

Finalmente:
Proposiciéon A.2.5. Dado R un anillo no singular;

1. Para todo M € R— Mod, M/Z(M) es no singular.

2. Si N es un submddulo de M tal que N y M /N son singulares entonces
M es singular.

3. Todas las extensiones esenciales de modulos singulares son singulares.

Demostracion. (1). Z(M/Z(M)) = N/Z(M) para algin N < M tal que
Z(M) < N. Z(M) <. N. En efecto, si L < M tal que Z(M)NL = 0
entonces L es no singular y ademés se sumerge en N/Z (M), que es singular,
por lo que L es singular y por tanto L = 0. Para cualquier x € N, sea
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I = (x:0).SiJ es un ideal de R para el cual J NI = 0 entonces J = Jz.
Como Z(Jzx) =JaenNZ(M) <. Jr NN = Jzx lo que implica Z(J) < J. Pero
Z(J) =0 ya que R es no singular, asi J = 0. Entonces I <., R y por tanto
x € Z(M), con lo cual Z(M/Z(M)) = 0.

(2). Como N es singular entonces N < Z(M) asi hay un cociente de M/N
hacia M/Z(M), con lo que M/Z(M) es singular. Por (1) M/Z(M) es no
singular entonces M/Z (M) = 0, por lo tanto Z(M) = M.

(3). Dado cualquier N <., M € R — Mod con N singular. Por (A.2.3) M/N
es singular, finalmente utilizando (2), M es singular. O
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Apéndice B
Reticulas.

Dado (L, <) un orden parcial y ) # X C L una cota superior para X es
un elemento [ € L tal que x < s para cada x € X. A un elemento [ tal que
para cualquier I’ € L con la propiedad de z < [’ para cada z € X implica
[ <, es llamado la menor de cota superior de X, de existir tal elemento es
unico y es llamado supremo del conjunto, es denotado VX o sup(X). Una
cota inferior de X es un elemento m € L tal que m < x para cada x € X.
A un elemento m tal que para cualquier m’ € L con la propiedad de m’ < x
para cada x € X implica m’ < m, es llamado la mayor de cota inferior, de
existir tal elemento es tnico y es llamado infimo del conjunto, es denotado
AX o inf(X).

Definicién B.0.1. Una reticula es un orden parcial (L, <) tal que para cada
x,y € L existen xVy yx Ay. Una reticula es completa, si para cada X C L
existe VX y ANX.

Observacién B.0.1. Si (L, <) es una reticula completa entonces existen
0:=AL y1:=VL de hecho la otra implicacion es también vdlida.

Una subreticula de una reticula (L, <) es un orden parcial (L', <’), donde
L' C Ly < es la restricciéon de < a L', que es una reticula es si mismo.
Si (L, <) es una reticula, dados a,b € L con a < b entonces [a,b] : = {z €
Lla < xz < b} es una subreticula de L, en general cuando se hable de una
reticula se omite el orden y solo se menciona el conjunto a menos que haya
necesidad de especificar.

Definicion B.0.2. Una reticula L es modular si para cada x,y,z € L tal
que y < x entonces x A\ (yV z) =y V (z A 2).

Sea L una reticula completa, si a € L un elemento x es un complemento
paraasizVa=1yxAa=0.
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Definicion B.0.3. Una reticula completa es llamado complementada si cada
elemento tiene complemento

Proposicién B.0.1. Para una reticula L las siguintes condiciones son equi-
valentes:

1. av(bAc)=(aVDb)A(aVc) para cada a,b,c € L.
2. aN(bVe)=(anb)V(aAc) para cada a,b,c € L.
3. 0N (aVe)<cV(aAb) para cada a,b,c € L.

Una reticula que satisfaga alguna de las condiciones anteriores es llamada
reticula distributiva.

Proposiciéon B.0.2. En una reticula distributiva, de existir, los complemen-
tos son unicos.

Definicién B.0.4. Un dlgebra de Bool es una reticula (L,<), con 0, 1,
complementada y distributiva.

Un atomo en un algebra de Boole es un elemento a # 0 tal que si b < a
entonces b = 0. Un codtomo en un algebra de Boole es un elemento a # 1 tal
que si a < b entonces b = 1.

Definicién B.0.5. Un dlgebra de Boole (L, <) es atdmica si para cada a € L
eriste x € L dtomo tal que x < a, es coatomica si para cada a € L existe
x € L codtomo tal que a < x.

Es posible extender los conceptos anteriores para grandes reticulas, es
decir cuando L no necesariamente es un conjunto.
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