TS0 NCOWL ATONGHA 5
K LT

=N, ==

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
DOCTORADO EN CIENCIAS (FISICA)
CENTRO DE CIENCIAS APLICADAS Y DESARROLLO TECNOLOGICO

UNA APROXIMACION DE VOLUMEN FINITO PARA LA SIMULACION DE PROPAGACION
ACUSTICA NO LINEAL Y DISIPATIVA

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA)

PRESENTA:
ROBERTO VELASCO SEGURA

DIRECTOR DE TESIS:
DR. PABLO L. RENDON GARRIDO
CENTRO DE CIENCIAS APLICADAS Y DESARROLLO TECNOLOGICO

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL:
DR. ALEJANDRO C. RAGA RASMUSSEN
INSTITUTO DE CIENCIAS NUCLEARES

MIEMBRO DE COMITE TUTORAL:
DRA. CATALINA E. STERN FORGACH
FACULTAD DE CIENCIAS

MEXICO, D. F. SEPTIEMBRE 2015.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Una aproximacion de volumen finito para
la simulacién de propagacién acistica no
lineal y disipativa

Roberto Velasco Segura

17 de noviembre de 2015



Con amor,
para Emilio y su bella mama4,
para K y su hermoso crio.



RESUMEN

Se presenta una version de las ecuaciones de conservacién en un fluido levemente termoviscoso,
correspondientes a actistica no lineal, que ha sido obtenida usando hipétesis ligeramente menos
restrictivas que las necesarias para obtener la ecuacién de Westervelt. Esta formulaciéon describe
difraccién de onda completa, distorsién por no linealidad, y efectos disipativos termoviscosos.
Para obtener numéricamente la solucién de las ecuaciones propuestas ha sido implementado un
método de volumen finito, en dos dimensiones, usando paso fraccionado, y linealizacién de Roe.
Para validar el c6digo, dos diferentes pruebas se han realizado: una contra una solucién analitica
del tipo choque de Taylor, y la otra contra resultados publicados en un sistema HIFU (High
Intensity Focused Ultrasound), ambos con resultados satisfactorios. El c6digo, disponible bajo una
licencia de cédigo abierto, esté escrito para ejecucion en paralelo sobre una unidad GPU (Graphics
Processing Unit), mejorando asi su desempefio en un factor de 60 cuando se compara con un
codigo estandar de volumen finito CLAWPACK 4.6.1, que ademaés ha sido utilizado también como
referencia para la l6gica de nuestro cédigo.

A form of the conservation equations for fluid dynamics is presented, deduced using slightly
less restrictive hypothesis than those necessary to obtain the Westervelt equation. This formu-
lation accounts for full wave diffraction, nonlinearity, and thermoviscous dissipative effects. A
two-dimensional finite volume method using the Roe linearization was implemented to obtain nu-
merically the solution of the proposed equations. In order to validate the code, two different tests
have been performed: one against a special Taylor shock-like analytic solution, the other against
published results on a High Intensity Focused Ultrasound (HIFU) system, both with satisfactory
results. The code, available under an open source license, is written for parallel execution on a
Graphics Processing Unit (GPU), thus improving performance by a factor of over 60 when com-
pared to the standard serial execution finite volume code CLAWPACK 4.6.1, which has been used
as reference for the implementation logic as well.
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INTRODUCCION

La ecuaciéon de Westervelt es un modelo cldsico de propagacién actstica no lineal. Fue origi-
nalmente obtenido por Westervelt [1963] y describe propagacién actstica tomando en cuenta los
efectos contrapuestos de no-linealidad y atenuacién. Este y otros modelos de actstica no lineal
pueden ser obtenidos afiadiendo hipétesis, comtinmente en la forma de restricciones, a los prin-
cipios de conservaciéon de masa, momento y energia. Otros dos modelos clasicos de actstica no
lineal son la ecuacion KZK (Khokhlov, Zabolotskaya y Kuznetsov) y la ecuacién de Burgers; am-
bas pueden ser obtenidas afiadiendo restricciones a la ecuacién de Westervelt: a propagaciéon en
dngulos pequefios con respecto a un cierto eje (propagacion cuasi plana) en el caso de la ecuacién
KZK, y a propagacién estrictamente sobre un eje y en una sola direccién (propagacién plana) para
la ecuacién de Burgers [Hamilton y Morfey 1998].

Con algunas notables excepciones, las soluciones para estas ecuaciones no lineales, cuando son
conocidas, pueden ser expresadas solamente de maneras no triviales, y herramientas tales como
los métodos numéricos son a menudo necesarias para investigar su naturaleza. Los métodos nu-
méricos, y los medios requeridos para implementarlos, han estado en constante desarrollo durante
los tltimos afios. Inicialmente, muchas de las publicaciones fueron dedicadas a la descripcién de
los modelos més restringidos, como la ecuacién plana de Burgers [Crighton y Scott 1979], cuya
solucién exacta cuenta con algunas expresiones analiticas conocidas [Crighton y Scott 1979; Blacks-
tock 1966; Jordan 2004]. Atn asi, en este caso los métodos numéricos ciertamente han jugado un
papel importante [Yang y Przekwas 1992]. Posteriormente, la ecuacién KZK se convirtié en un
modelo ampliamente usado para aplicaciones médicas terapéuticas y de diagndstico [Duck 2002],
y la mayoria de las soluciones conocidas han sido obtenidas mediante herramientas numéricas
[Khokhlova et al. 2001], incluyendo algunas recientes ampliaciones del modelo donde las restric-
ciones en la direccién de propagacion han sido parcialmente relajadas [Yuldashev y Khokhlova
2011; Dagrau et al. 2011; Varray et al. 2011a; Varslot y Taraldsen 2005]. Las aplicaciones modernas
de medicina, tales como la terapia extracorpdrea por ondas de choque [Fagnan et al. 2008], el
control de focalizacién de ultrasonido focalizado del alta intensidad (HIFU) en medios heterogé-
neos [Okita et al. 2011], y la ecografia (ultrasound imaging) [Huijssen y Verweij 2010], demandan
actualmente soluciones més sofisticadas para describir sistemas donde la complejidad geométrica
del campo actistico no lineal es importante. En consecuencia, durante los tdltimos afios, se han
producido muchos para implementar métodos que no estdn limitados en términos de la direccién
de la propagacién [Christopher y Parker 1991; Albin ef al. 2012; Demi ef al. 2011; Okita et al. 2011;
Huijssen y Verweij 2010; Karamalis et al. 2010; Hallaj y Cleveland 1999; Pinton et al. 2009; Jing et al.
2012; Lemoine et al. 2013], como es requerido para resolver las ecuaciones de Westervelt y Kuznet-
sov, esta dltima siendo un modelo atin menos restrictivo que la ecuacién de Westervelt [Clason
et al. 2009]. Estos métodos numéricos se denominan algunas veces métodos de onda completa (full
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INTRODUCCION

wave methods) [Hallaj y Cleveland 1999]. Segtin la revisién bibliogréfica hecha para el presente
trabajo, no se conocen soluciones analiticas generales en el caso de onda completa para las ecua-
ciones de Kuznetsov ni de Westervelt. En el presente trabajo el objetivo es brindar una solucién
numérica de onda completa para un juego de leyes de conservacién, obtenido mediante hipétesis
ligeramente menos restrictivas que las necesarias para obtener la ecuacién de Westervelt.

Un gran ntimero de métodos numéricos han sido utilizados para resolver el campo actstico
no lineal, algunos de ellos operando sobre el dominio del tiempo [Karamalis et al. 2010; Hallaj y
Cleveland 1999; Okita et al. 2011; Pinton et al. 2009; Lemoine et al. 2013], mientras que otros invo-
lucran célculos en el dominio de la frecuencia [Christopher y Parker 1991; Albin et al. 2012; Varray
et al. 2011b,a; Demi et al. 2011; Jing et al. 2012]. El método numérico implementado en el presente
trabajo es un método de volumen finito, que opera en el dominio del tiempo. Este tipo de méto-
dos estdn basados en leyes de conservacién, lo que brinda desde el inicio una relacién intrinseca
con las ecuaciones que son base de los modelos actsticos. En el presente trabajo, recientemente
publicado en [Velasco-Segura y Rendén 2015a], el cédigo serial CLAWPACK [LeVeque et al. 2010]
4.6.1, que constituye un estdndar para esquemas de volumen finito, ha sido usado como una re-
ferencia para la légica de la implementacién del cédigo C++/CUDA que se presenta, mismo que
ejecuta el método de volumen finito en una tarjeta GPU, y de este modo mejora el desempefio
comparado con esquemas seriales. Mientras que en la literatura se encuentra comtnmente el uso
de codigo paralelizado para este tipo de simulacién, dicho cédigo se ejecuta principalmente en
clusters [Albin ef al. 2012; Huijssen y Verweij 2010; Yuldashev y Khokhlova 2011; Okita et al. 2011;
Varslot y Masgy 2006; Pinton et al. 2009; Terrel y Mandli 2012], y la ejecucién sobre GPU esta ape-
nas comenzando a ser utilizada [Varray et al. 2011b; Stuart et al. 2011; Karamalis et al. 2010; Terrel
y Mandli 2012].

Este documento estd organizado como sigue: el marco tedrico sobre dindmica de fluidos y acts-
tica no lineal estd descrito en la seccién 2; el procedimiento numérico se describe en la seccién 3;
las pruebas de validacién para el método numérico, y los detalles de su implementacién se dan
en la seccién 4; finalmente, discusién y conclusiones se presentan en la seccién 5. Adicionalmente,
un método numérico sencillo de diferencias finitas, directamente para la ecuacién de Westervelt,
se encuentra en el apéndice A.
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MARCO TEORICO

A continuacién se describen algunos aspectos fisicos como base del presente trabajo. En térmi-
nos generales se busca describir los fundamentos de la ecuacién de Westervelt, y su reformulacién
en términos de leyes de conservacion.

2.1 LEY DE CONSERVACION

Supongamos que existe un campo q(X, t), que representa la densidad de algo que se conserva,
a lo cual llamaremos carga, un campo B(X, t) que llamamos fuente, y una funcién de flujo f . Esta
funcién f es tal que para una superficie infinitesimal de magnitud dS, normal al vector 7, el flujo
de carga que le atraviesa es f -7i dS. Es importante observar que la funcién f bien puede depender
de las coordenadas espaciales y temporales, de las particularidades de la carga, y del estado de
movimiento de la superficie dS. El campo fuente B, es tal que para un volumen infinitesimal
de magnitud dV, la cantidad de carga que aparece por unidad de tiempo es B dV. Entonces,
aplicando estos supuestos a un volumen V tenemos la expresién integral de la ley de conservacion

d .
E/quV——/avf-ndS—i-/deV. (1)

Es decir, lo que cambia la cantidad de carga g contenida en V, es igual a lo que fluye a través de
la superficie dV que lo delimita, con un signo que es convencional [Lax 1973], més lo que pudiera
generarse dentro.

Aplicamos ahora el teorema de la divergencia y tenemos

& oo (o) o

lo que nos indica que el flujo, actuando sobre 0V, tiene un efecto equivalente al de un campo
fuente, actuando sobre V. Esta observaciéon nos permitira mds adelante interpretar ciertos términos
como flujos o como fuentes, segtn resulte mds conveniente.
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MARCO TEORICO

Aprovechamos luego una generalizacién de la regla de Leibniz, [Flanders 1973] p. 620, que

indica
d _ 9q N
dt/quV—/V<at+V-vq> v, (3)

donde ¥(%,t) es un campo de velocidad que determina el movimiento de cada uno de los puntos
contenidos en V, entre ellos su superficie dV. Aplicando este resultado sobre la expresion (2), se

obtiene
oq . - -
/V<at+v-vq> dv_/v(—v-fus) av,

o bien
/ NG 5+v f-B)dv=0
v \ ot q T
Como esto se cumple para cualquier volumen V, estdtico o en movimiento, entonces

N V-@tf)=B, @
que es la expresion diferencial correspondiente a la ley de conservacién, y comtinmente se usa
como punto de partida para desarrollos tedricos y métodos numéricos. Sin embargo, estrictamente
hablando, la expresién integral (1) es un poco mds general, debido a que las derivadas en (4)
presentan problemas en puntos de discontinuidad. Como se mostrard mds adelante, incluso si la
condicién inicial no presenta discontinuidades, éstas podrian aparecer en la solucién de dichas
ecuaciones para tiempos posteriores.

Una contribucién al flujo, que llamamos adveccion, puede asociarse con un campo de velocidad
ii(X,t) que transporta la carga. Para este caso, dada una superficie infinitesimal de magnitud dS,
normal al vector 7i, moviéndose a una velocidad 7, la funcién de flujo correspondiente es

-

fo=(i—7)q, (5)
siendo el flujo total
f=Fatfo,

donde f, denota flujos de otra naturaleza. La expresion diferencial de la ley de conservacién
entonces resulta ser

d -
T v-(ig+fo) =B, (6)

donde es notable que se ha eliminado el término correspondiente a ¥ atin cuando la expresion
ha sido obtenida suponiendo movimiento arbitrario de V, es decir, la expresién diferencial corres-
pondiente a flujo advectivo no depende del movimiento ¥ de ninguna superficie dada. Por otro
lado, la expresioén integral queda

d L 7Y\
E/quV——/av((u—v)q—o—fg)wdS—b—/VBdV,

donde en general aparece explicitamente el término advectivo. Sin embargo, supongamos un
volumen que se mueve junto con la carga, 7 = ii, que denotaremos como elemento de fluido Vg;

14



2.2 ESCALA MESOSCOPICA

por lo tanto la carga no es transportada a través de la superficie 0Vf, y la expresion anterior toma
la forma

d o
4 dV:—/ 7 dS /de.
dt/vK [ foridst | )

Este volumen es una entidad bien definida. Dada su posicién inicial, conociendo ii es posible de-
terminar para tiempos posteriores su posicién, su deformacion, y usando (7) se puede determinar
la cantidad de carga que contiene.

En los medios que nos interesa estudiar, comtnmente hay varias cargas, para denotarlo usare-
mos un superindice k = 1,...,m, como qk. Entonces, tendremos un sistema de leyes de conserva-
cién, en general acoplado. Es decir, los flujos y las fuentes son funciones de varias cargas, e incluso
de las derivadas de dichas cargas.

2.2 ESCALA MESOSCOPICA

Los fluidos fisicos que nos interesa estudiar estdin compuestos de moléculas, por lo tanto a
escala nanoscépica hay espacios vacios entre las moléculas, lo que genera cambios abruptos en los
campos que usamos para describir el fluido. Por lo tanto definimos un punto de nuestro sistema
en una escala mesoscdpica, el valor (X, t), resultado de evaluar la magnitud ¢ en un punto X al
tiempo t. Estd definido cuando

%/le(z, £ dV = %/V/IIJ(J_C', £) dv (8a)

para cualesquiera V, V' de escala mesoscopica tales que V < V’, donde ¥ € V, V’, y su valor es

% /V W@ 1) dV . (8b)

Una discusién muy semejante puede encontrarse en [Blackstock 2000] p. 27, y [Batchelor 2000] p. 5.
La existencia de esta escala mesoscépica es un mero supuesto, que puede cumplirse, o no, segin
el sistema que se estudie. Afortunadamente, para los sistemas que nos interesan este supuesto
se cumple con muy buena aproximacién para longitudes que son: algunos 6rdenes de magnitud
mas grandes que el camino libre medio entre particulas, [Temkin 1981] p. 7, para agua o aire en
condiciones tipicas, menor a 1077 m [Denny 1993] p. 90; y algunos 6rdenes de magnitud ma$
chicos que nuestra escala macroscépica, digamos 1073 m.

Bajo esta definicion, habiendo eludido la fluctuaciones moleculares, los campos que describen
al fluido son continuos. En textos de actistica y dindmica de fluidos, es comtin encontrar la formu-
lacién de esta hipdtesis del continuo directamente.

Ahora supongamos un elemento de fluido, ec. (7), mesoscépico, ecs. (8), que llamaremos particu-
la de fluido V.. Bajo estas definiciones todas las magnitudes ¢ que describen al fluido son constantes
dentro de V, con respecto a coordenadas espaciales, pero varfan con respecto al tiempo, y su deri-
vada resulta ser

Dy _ 9y

ﬁ—§+u~vw.
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MARCO TEORICO

Al operador % le llamamos derivada material. Observe que es posible incluso medir el cambio
de volumen en una particula de fluido, y se simplemente del cambio de la magnitud V,. Esto se
usard en desarrollos posteriores al aplicar relaciones termodindmicas que involucran el volumen

del sistema termodindmico, en un determinado punto.

Cabe sefialar que el término mesoscdpico literalmente denota “escala intermedia”, y en otras
dreas de la fisica la escala intermedia que resulta relevante no es la misma que hemos descrito
aqui. Particularmente, el término se usa en textos de semiconductores para denotar sistemas que
son suficientemente grandes para ser descritos en términos de conductividad y densidad, pero
suficientemente chicos para exhibir propiedades cudnticas. Es més facil encontrar el término usado
en estas dreas que en dindmica de fluidos, aunque tltimamente hay una corriente de métodos
numeéricos, para dindmica de fluidos, basados en escala mesoscépicas [Krafczyk y Luo 2008].

2.3 CONSERVACION DE MASA EN UN FLUIDO

Para el caso de conservacién de masa en un fluido, suponemos que el flujo es solamente advec-
tivo, por lo que, de acuerdo con la ec. (5),

f=G-9p,

donde p es la densidad de masa. Suponemos también que no hay fuentes B = 0, e integrando sobre
una particula de fluido V,, tenemos la ley de conservacién correspondiente, en forma integral

d .
T /V pdV =0, )
y en forma diferencial
9 -
ai;—i-v-(pu)zo. (10)

Luego, desarrollando tenemos

d
BtV i+ Vp-ii =0

y en términos de la derivada material

Dp

Dt+pV~u:0. (11)

La ecuacion (9) indica que en una particula fluido V, siempre habra la misma cantidad de masa,
digamos M,. Naturalmente, la densidad promedio del elemento de fluido serd M,/ V., pero como
este volumen es mesoscopico, el valor de la densidad, en el punto donde se encuentre V;, serd
precisamente

_Mg

p—ve. (12)
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2.4 CONSERVACION DE MOMENTO EN UN FLUIDO

Con esta observacion podemos reescribir la ecuacién de conservacién de masa en una forma

diferente
D (M,
Dt ( v, ) LYV =0,
es decir,
. 1DV,
V-ii= veﬁ ’ (13)

la divergencia de la velocidad es igual a la razén con que cambia el volumen de una particula de
fluido, por unidad de volumen.

Adicionalmente, utilizando la conservacién de masa y la derivada material se puede hacer una
manipulacién que resulta ttil para otras magnitudes . Desarrollemos:

DL 49 - py) = 0%+ 92 4tV (pp) +py(V - 1)

ot
0 d . _
=S+ 9L i oV + yVp) +pp(V -7

Zp(aalf—i-u le>+lp<ap+p(v~ﬁ)—l—ﬁ~Vp)
—pD¢+lP<ap+V (pil )) :

Ahora, lo que estd en el dltimo paréntesis es nulo por la conservacién de masa, de modo que para
estos casos

9 D
g’;”w (pw)—p[;f- (14)

De hecho, esta expresién (14), junto con (3), aplicado sobre un elemento de fluido Vg, equivalen
al teorema de transporte de Reynolds, [Chorin y Marsden 1993] p. 10, [Pierce 1989] p. 10,

;t/VEplpd /p de

2.4 CONSERVACION DE MOMENTO EN UN FLUIDO

La conservacién de momento lineal se puede expresar como

d . B . ~
a/vepudV—/avemndS—l— VeBdV (15)

donde pii es la densidad de momento lineal, y se ha escogido integrar sobre una particula de fluido
Ve. Por lo tanto, el flujo de momento que describe el primer término de la derecha no es advectivo,
corresponde al momento que se transfiere a V, a través de las fuerzas que le imprimen sus vecinos.
El tensor de esfuerzos o es tal que la fuerza por unidad de drea en una superficie normal a 7i es
o - i, una magnitud vectorial, que tiene componentes tanto normal como tangencial a la superficie.
En el segundo término de lado derecho B denota fuerzas externas, que en este trabajo se han
supuesto nulas, las cuales podrian corresponder, por ejemplo, al campo gravitatorio.
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MARCO TEORICO

La expresién diferencial correspondiente es entonces

dpii I

%+V~(pu®u—0):0 (16)
donde se observa explicitamente el término advectivo pif ® i, cuya forma ahora contiene un pro-
ducto exterior ®, consecuencia sélo del cardcter vectorial de la carga pii. Si se desarrolla por
componentes se obtiene lo mismo que en los casos escalares. O bien

Dii

"D = V.o, (17)
donde se ha hecho uso de la identidad expresada en la ecuacién (14), para cada una de las com-
ponentes de ii. Observamos ahora que i es la velocidad de V,, entonces, su aceleracién es

. Di

a = —

Dt”’

y usando nuevamente la ecuacioén (12), reescribimos (17) como
VeV .-o=M.d.

Esta expresion es justamente la segunda ley de Newton aplicada a una particula de fluido, F = ma,
lo cual facilita la interpretacién de V - o, que es la fuerza por unidad de volumen que el fluido
aplica sobre una particula de fluido V..

El siguiente paso es escribir ¢ en términos de las cargas, de cantidades conocidas o medibles.
Para ello tomamos las siguientes consideraciones:

= o es la suma de dos contribuciones, una viscosa y otra no viscosa.

= En ausencia de viscosidad la fuerza correspondiente es —Vp, [Chorin y Marsden 1993] p. 6,
donde p es presion. Ademads observamos que V - Ip = Vp, donde I es una matriz identidad
de 3 x 3, y por lo tanto el valor de ¢ correspondiente al caso no viscoso es o = —Ip.

= La relacién entre 0j; y g%]’ se asume lineal, es decir, cada una de las entradas de o debe expre-
sarse como una combinacién lineal de las derivadas de las componentes de i/ con respecto a
las componentes de X. Esta es la hipoétesis de fluido newtoniano, y en palabras llanas sefiala
que, la fuerza viscosa entre dos elementos de fluido vecinos es proporcional a la diferencia
de sus velocidades. Si los gradientes de velocidad no son pequefios, la dependencia de ¢
en derivadas y potencias de orden mads alto podria ser no despreciable, [Landau y Lifshitz

1987] p. 45, asi pues, la hipétesis aqui usada es una serie de Taylor truncada a primer orden.

auk
oij = Tij + % TijklaTCl

= La fuerza viscosa entre particulas de fluido que se mueven con la misma velocidad es nula.

= La fuerza viscosa entre particulas de fluido que se encuentran en movimiento rotacional
uniforme es nula.
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2.5 CONSERVACION DE ENERGIA EN UN FLUIDO

La solucién més general, [Landau y Lifshitz 1987] p. 45, para tales restricciones es:

ou; ouj 2 _, .
AR o A A R A (18)

donde y y pup son dos pardmetros positivos, independientes de i que se conocen como viscosi-
dad dindmica y viscosidad volumétrica. Suponiendo que dichos pardmetros son constantes, se
reescribe (17) como

Dii , 1 ,
P = —VpHuVii+ <u3 + 3;1) V(V-i), (19)

donde V? es el operador lagrangiano. Para facilitar la interpretacion fisica usemos la identidad
V(V-u') = V2l +V x (V x i), (20)
aplicada sobre el tercer término del lado derecho nos deja

=2/

D 4 1
0 DL: =-Vp+ <,”B + 3;1) V2 + (,”B + 3y> V x (Vxil) . (21)

Esta ecuacién nos indica las contribuciones a la aceleracién de una particula de fluido, en el lado
derecho. El primer término apunta en la direcciéon hacia donde la presién es menor, y el tercer
término depende de la vorticidad V x if, que como se mostrard mds adelante, en este trabajo es
despreciada. Con el segundo término nos detenemos un poco, ya que es posible demostrar que el
laplaciano de una funcién ¢ en el punto X, es proporcional al promedio ¢ de ¥ en una vecindad
de ¥ menos el valor de ¢(X), [Davis 1989] p. 264,

P — () = KV?9(%) + 0(&°)

donde ¢ es el tamafio de la vecindad. Esta interpretacién tiene sentido dentro de la ecuacién
(21), donde el segundo término de la derecha apuntard en la direccién de la diferencia entre el
promedio de i en la vecindad de la particula de fluido y # en la particula de fluido, y la magnitud
de este término queda determinada por los pardmetros de viscosidad.

2.5 CONSERVACION DE ENERGIA EN UN FLUIDO

La conservacion de energia podemos expresarla como

d N o I
&/VFpETdV—/aVF(mn)-udS— aVE;y-ndS, (22)

donde la integracién esta realizada nuevamente sobre una particula de fluido. En el lado derecho
de esta expresion no hay fuentes, y tenemos dos términos superficiales, uno debido a la transfe-
rencia de calor 7, y otro debido a la transferencia de energia en forma de trabajo, donde ¢ estd
dada por la expresién (18). Del lado izquierdo tenemos la energia total por unidad de masa Er, lo
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cual implica que el producto pE7 describe energia total por unidad de volumen, de la siguiente
forma:

1
PET = Epu2 +pEp +pE .

En esta expresion el primer término de la derecha corresponde a la energia cinética por unidad de
volumen, del centro de masa de las particulas de fluido, la energia cinética de las moléculas con
respecto al centro de masa estd contemplada dentro del término de energia interna (por unidad
de volumen), pE. Supondremos nulo el término de energia potencial pE,, que nuevamente podria
corresponder al campo gravitatorio. Entonces, en magnitudes por unidad de masa

Er = Euz +E. (23)

Adicionalmente, es posible demostrar que

= —

(c-#)-il=(c-il) #,

de manera que la expresién diferencial correspondiente tiene la forma

0 S S
g(pET)—l—V-(upET—(f-u—i—n):O. (24)

donde se observa el término advectivo explicitamente, iipET. O bien, utilizando la expresion (14)

DE7

pﬁ:V-(a.ﬁ_ﬁ), (25)

Por otra parte, tenemos la identidad termodindmica
dU = TdS — pdV , (26)

donde T es temperatura, U es energia interna, y S entropia. Al aplicarla a una particula de fluido
Ve, de masa M., las variables de la expresién anterior toman la forma

V:VEI
u=M.E,
S = M,s,

donde s es entropia por unidad de masa. Entonces,

dE = Tds — Mﬁedve )

y la razén de estos cambios con respecto al tiempo es

Dt Dt M, Dt °

DE TDs p DV,

Sustituyamos esta expresién, junto con (23), y (12) en (25), y tenemos

D (1 .\ DV Ds o
Dt(zMeu>—P e MT =Y (i 7). (27)
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2.6 ECUACIONES DE ESTADO

Del lado izquierdo, la derivada de la energia de la particula de fluido se ha descompuesto en tres
términos: el primero es el cambio en su energia cinética, y el segundo y el tercero son los flujos de
energia que el elemento de fluido intercambia en forma de trabajo y calor, respectivamente, [Callen
1985] p. 19. Desarrollemos ahora V,V - (¢ - if), haciendo uso de la conservacion de momento (17).
Luego de un poco de élgebra es posible obtener

2
1 ou; ouj 2
V.V - (0-i) = Vi) 4+ = i AR R WA v N7
e ( ) VB( ) 2yi2j<axj axi 3]

D (1 DV,
+ — <2Mgu2> —-p ‘. (28)

Dt Dt

Se observa que al sustituir (28) en (27), el término de energfa cinética 5; (%Mguz) y el de trabajo

—p%‘f se cancelan. Esto podia esperarse, ya que V,V - (¢ - if) corresponde a la fuerza aplicada

en las paredes de la particula de fluido, y dicha fuerza afectard la traslacién y la deformacién
de la particula. Pero hay dos términos que permanecen, primero y segundo en la derecha de
(28), y éstos contribuyen al cambio de la entropia de la particula de fluido. Este detalle es menos
evidente, ya que tales términos también corresponden a fuerzas aplicadas sobre la superficie oV,
y son independientes de la temperatura. El efecto de estos términos es semejante al proceso de
calentar un fluido dentro de un recipiente adiabdatico y rigido, s6lo haciendo vibrar el recipiente.

Para la conduccién térmica utilizamos la ley de Fourier,
f=—-xVT.

Esta también es una aproximacién, [Landau y Lifshitz 1987] p. 192, que pudiera ser el primer
término de una serie de potencias de VT. Suponiendo ademads que x es constante, tenemos

V.-ij = —xV2T. (29)

Finalmente, sustituyendo (29) y (28) en (27), se obtiene

2
Ds _ yv2 2y Ly (o 0 2 o s
pTDt—KVT—i—yB(V u)—i—zy;(axj—i—axi 3(51]Vu . (30)

Como se ha dicho, esta expresién indica como cambia la entropia correspondiente a una particula
de fluido, y esto tiene dos contribuciones: una térmica, primer término del lado derecho; y una
mecdanica, términos restantes del lado derecho.

2.6 ECUACIONES DE ESTADO

Observamos que las ecuaciones de conservacion descritas hasta ahora son cinco: la primera es
la ecuacién (11), luego hay tres correspondientes a la expresiéon (19), y la quinta es la ecuacién
(30). En estas cinco expresiones aparecen siete variables: p, p, T, s y las tres componentes de i, por
lo que para encontrar una solucién son necesarias otras relaciones. Obtendremos estas relaciones
de la termodindmica del fluido: si suponemos que cada particula de fluido se encuentra todo el
tiempo en equilibrio termodindmico, entonces ahi dentro podemos usar las ecuaciones de estado,
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que son expresiones de las variables intensivas como funcién de las variables extensivas, [Callen
1985] p. 37. En este caso usaremos

p=rpps), (31a)
T="T(ps), (31b)

que desarrollaremos como series de Taylor, a un orden conveniente, en las secciones 2.10 y 2.11.

2.7 RESTRICCION ACUSTICA

Las ecuaciones planteadas hasta ahora describen un rango muy amplio de fenémenos en dind-
mica de fluidos. Un tipo especial de soluciones corresponden a pequefios desviaciones, perturbacio-
nes, sobre un estado conocido del fluido. En este trabajo dicho estado serd considerado homogéneo
y estético, y lo llamamos estado de equilibrio. Todos los campos que describen al fluido son constan-
tes, y particularmente, la velocidad if es nula. A este estado en ocasiones se le denomina quiescente,
[Pierce 1989] p. 14. En tal reposo los elementos de fluido estan en equilibrio termodindmico entre
si.

Una perturbacién local puede romper el equilibrio termodindmico entre los elementos de fluido.
Estos, entonces, intercambiardn cargas —masa, momento y energfa—, y en general dardn lugar
a ondas en el fluido que es posible reconocer y estudiar. Este es el fenémeno, aciistico, que se
pretende reproducir en este trabajo.

Denotemos entonces nuestros estados de equilibrio con un subindice 0, los asumimos constantes
y reescribimos las variables p, T, p y s como

p=po+p, (32a)
T=Ty+T, (32b)
p=po+p, (32¢)
S =50+ s, (32d)

donde aquellas primadas son las perturbaciones. Para tener mds precisién en las magnitudes,
tomemos el niimero de Mach

donde u = |ii|, y ¢o es una constante que sera precisada en la seccion 2.9. Supongamos que € es
pequerio, y que los cocientes de las perturbaciones de las otras variables (excepto s) con respecto
a sus estados de equilibrio son del mismo orden, es decir,

! ! !
P p T — O(e)

g r - _ 1.
o0’ 7o’ To €K (33)
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2.8 FLUIDO LEVEMENTE TERMOVISCOSO

El uso del pardmetro € permite determinar el orden de cada término en las ecuaciones de
conservacién. Por ejemplo, para el caso de la conservaciéon de masa (10), al usar (32) tenemos

J
DV (o) =0,

ot
d(pg + 0’ .
(poatp)+v'((po+p')u):0,
apl ) —/ / / -
o eV il i Vo' o'V il =0, (34)
t ——— N———r N —
4 € €2 &2

donde i’ = i dado que iy = 0. Lo que se encuentra debajo corresponde al orden de cada término,
que reconocemos por medio de la cantidad de variables primadas que aparecen, [Pierce 1989] p.
14, incluso tomando en cuenta que éstas aparezcan derivadas [Blackstock 2000] p. 37. En este caso
tenemos términos de primero y segundo orden.

2.8 FLUIDO LEVEMENTE TERMOVISCOSO

La entropia por unidad de masa, s, es diferente a los pardmetros que aparecen en (33), en prin-
cipio, porque no es sencillo medir el valor de sg. Sin embargo, efectivamente resulta importante
que s’ sea pequenio. Observando la ecuacion (30) es posible inferir el orden de s’ con respecto a €.
Al usar (32) en el lado izquierdo de (30)

Ds , ,Dsg + s’
PTE— (P0+P)(T0+T) Dt
Ds' Ds' Ds’
= po'T| T = T =
fo_th+Po Dt +p th+p Dt’
s/ es’ es’ ezs’

sin importar el orden de s’ con respecto a ¢, el término més importante aqui es el primero. En el
lado derecho, como todas las variables se encuentran dentro de derivadas, se tiene simplemente

2
1 du; ouj 2
k2T + up(V - i) + = L5Vl
.uB( ) 2V§<ax1 ox; 3%
a”" A
= KVZT/ + VB(V 2}12 ( 551‘]’87; (35)
E 6 k
€2

Esto nos indica, bajo el criterio que se ha establecido, que el cambio en la entropia de una particula
de fluido es de orden e

—_ = i / =
D O(e), esdecir, s =0(e).

Sin embargo, en todos los términos de (35) hay coeficientes, constantes, que también afectan el
tamafio del término. Por ejemplo, veamos el término correspondiente a V2T. Si con la adimensio-
nalizacién adecuada, sucediera que su coeficiente fueran aproximadamente 10, entonces para
€ ~ 107 el término resulta de orden €?; para € ~ 1073 resulta de orden €; y solamente para e
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mucho més pequefio el término resulta eventualmente de orden €. Con los otros dos términos del
lado derecho se puede hacer un anélisis analogo.

Entonces afiadimos otra hipétesis: nos restringiremos a estudiar un fluido levemente termoviscoso,
donde los coeficientes y, yp, k son suficientemente pequefios para que

s'=0(e?) . (36)

Debe sefialarse que es posible demostrar, [Hamilton y Morfey 1998] p. 51, que cerca de paredes
rigidas esta hipétesis pierde validez, por lo tanto, las ecuaciones que derivaremos usando (36) no
describen adecuadamente esta pequefia region.

2.0 ACUSTICA LINEAL NO TERMOVISCOSA

Si expresamos las ecuaciones de conservacion (11), (19), (30), en su versién sin pérdidas x = y =
up = 0, y las ecuaciones de estado (31), en términos de las variables primadas, y conservamos
solamente los términos a orden €, después de un poco de manipulacion algebraica, resulta que

Ds
ori 0, (37)

y tenemos la bien conocida ecuacién de onda lineal

Py =0. (38)
En esta expresion
? = v? li
c3 ot?
es el operador de D’Alembert, y
c§ = <gz>5, o (39)

donde los subindices en la derecha indican que la derivacién se hace a entropia constante, y luego
se evalta en el estado de equilibrio, p = pg, s = s9. Es bien conocido que las soluciones de (38)
viajan con una velocidad caracteristica cuya magnitud es ¢, y sin deformarse en el caso de ondas
planas.

Es importante sefialar que, como se ha hecho notar en la seccién 2.8, la expresién (37) no resulta
solamente de suponer € suficientemente pequefio, sino de fijar, a mano, los pardmetros termovis-
cosos como nulos. Es decir, la ecuacion (38) no es una descripcion que se cumple para sefiales
suficientemente pequefias, sino una simplificacion ttil cuando la atenuacién no es relevante.
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2.10 ECUACION DE WESTERVELT

2.10 ECUACION DE WESTERVELT

La ecuacién de onda descrita en la seccién 2.9 ha sido obtenida con dos supuestos. Primero, se
desprecia la atenuacién termoviscosa. Y segundo, se busca una solucién a primer orden sobre un
estado de equilibrio quiescente, es decir, una perturbacién pequefia sobre el fluido en reposo. De-
bido a esto ultimo, dicho modelo debe dejar de ser vélido para una perturbacién suficientemente
grande. Efectivamente, en los sistemas experimentales, en ondas con suficiente amplitud, se ob-
servan fenémenos que no es posible describir mediante la ecuacién de onda lineal. Entonces, para
poder describirlos es natural buscar una ecuacién que tome en cuenta términos de orden superior.
Del mismo modo, quisiéramos incorporar también en esta ecuacién una primera aproximacion a
la atenuacién termoviscosa, antes despreciada. Como se muestra a continuacién, un modelo con
tales caracteristicas es la ecuacién de Westervelt.

En su forma estandar, la ecuacion de Westervelt estd dada por Hamilton y Morfey [1998]

) 83 / _ az AV
2.0, 00pP B o(p")
T ¢t o poch o2 7 (40)

donde p’ es la perturbacién acustica de presion, ¢y es la velocidad del sonido correspondiente a
la ecuacién (38), y a la que en ocasiones se le llama de sefiales pequefias, B es el coeficiente de no
linealidad [Beyer 1998], cuya definicién y cualidades se describen al final de esta seccién, y donde

= () £ (L 1) )
i L) Rl Coettrs 4

se denomina difusividad del sonido [Lighthill 1956], c, es calor especifico a volumen constante, y
cp es calor especifico a presion constante.

A continuacién serd expuesto un desarrollo para obtener esta ecuacién, basado en Hamilton y
Morfey [1998] p. 49-55. Se han resaltado los detalles porque constituyen la base del planteamiento
expuesto en la seccioén 2.11. En la figura 1 se muestra un esquema que ilustra este desarrollo. En
la parte superior se denotan las leyes de conservacion y las ecuaciones de estado, mismas que al
ser afectadas por las hipétesis en los costados, se van modificando hasta que en la parte inferior
del esquema se llega al resultado deseado.

Partimos de las ecuaciones de conservacién: de masa (10), de momento (21), de energia (30) y
las ecuaciones de estado (31). Primero reescribiremos las ecuaciones en términos de las perturba-
ciones, expresiones (32), para luego desarrollar, reconocer el orden de cada término y conservar
solamente algunos. En principio se conservaran solamente los términos de orden menor o igual a
€2, aunque esto no siempre es inmediato, por lo que se ofrece una discusién en los casos que lo
requieren.

La ecuacién de conservacién de masa ya se ha desarrollado de esta manera, en la seccién 2.7,
ecuacion (34). Se observa entonces que los términos son de orden € y €?, y en este caso los conser-
vamos todos,

ap’

g—i—pov-ﬁ’:—p’v-ﬁ'—ﬁ’-Vp’. (42)
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Figura 1. Obtencién de la ecuacién de Westervelt.




2.10 ECUACION DE WESTERVELT

Para (21), al usar (32), tenemos

Dii’

4 4 ) /
Qm+3u)V%“%Qm+3u)VX(VX¢)—th+Vp,

oit’
= (oo +p0") (; +i - Vﬁ’) +V(po+7),
il oit’
= ,ooa—lff + poil’ - Vil' —b—p’ai; + o' - Vil +Vp'.
Usando ahora la identidad

1
ﬁ“VW:EVWFfﬂx(VxWL

al desarrollar podemos reconocer el orden de cada término

oil’ 1 12 =1 —
0=pos- +P0§V|“ = = poit’ x (V xil')
———  ——

-

2
€
€2

o’ 1
0/ Sy 05V =g X (V x i) + Vp!
——  N——— —

~—
&2 &3 e ¢
4 2 - ]- =/
— (et gp ) V2T — (5 + 50 V x (Vxil) . (43)
P4 €

Mediciones experimentales, [Pierce 1989] p. 513, indican que los valores y y yp son variables,
cuya variacién con respecto a su valor en el estado de equilibrio es de orden €, del mismo modo
en que lo expresa la ecuacién (33). Si se quisiera tomar esto en cuenta, para el desarrollo que se
ha mostrado, deberia ser desde la ecuacién (19). De cualquier modo, en tal caso los dos dltimos
términos de la expresion (43) tendrian una contribucién de segundo orden, que como y y up se
consideran constantes, se ha despreciado. Entonces, salvo este detalle, a orden €2 tenemos

_ oil’ 1 12 ! ! /aﬁ/ /
0*P0§+P0§V|”| _POMX(VX”)‘FPg‘*‘VP
4 . 1 .
—<P‘B+3ﬂ) V2 /—<FB+3V)VX(VX“/)~ (44)

Ahora, dado que nos hemos restringido a un fluido levemente termoviscoso, seccién 2.8, se puede
considerar

Vxii=0 (45)

en regiones separadas al menos del orden de una longitud de onda de las superficies sélidas,
[Hamilton y Morfey 1998] p. 50. Por lo tanto, para estas regiones (44) queda

=2/

ol 1 o’ 4 .
0:p0§+poEV|u’|2+p’§+Vp’— <y3+3y> \VErT (46)

Observe finalmente que, de acuerdo a la discusién que da lugar a la ecuacién (36), el tltimo
término de la expresion (46) seria de segundo orden y no de primero, pero esto no plantea ninguna
diferencia, ya que lo hubiéramos conservado de todos modos.
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La ecuacién de conservacion de energia (30), también ha sido desarrollada ya, seccién 2.8, pero
vayamos un poco mas lejos. Al aplicar (32) del lado izquierdo tenemos

Dsg +s'
Dt

9 /
= (po + P/)(To + T/) ( Soa_t'_ i + i V(So + S’))

Ds
o = (o +0')(To+T)

!/

0s ,0s’
=poTo5, + poToil - Vs' +poT' —
t —_—— N at _\/_/

3
€
63

2

—— ot

s’ s’
+pToat+pT0 Vs + o' T =
——— M ——

e3

donde el orden de los términos se ha ajustado usando el supuesto expresado en (36). Se reconoce
ahora de manera mds precisa que el término dominante en este caso es el primero, y solamente
éste conservaremos. En el lado derecho, como se ha dicho, tenemos

2
1 Ju; ou; 2
k2T + up(V - i) + = — L5Vl
.uB( ) 2]/{;(336] ox; 3%
oul 2 Ju 2
_ 2! 1 k
KV T +V (V 2}{2(836 X 51]axk . (47)

€2 63

3

También aqui el orden de los términos se ha corregido de acuerdo a la discusién que da lu-
gar a la expresién (36). En esta expresiéon se observan la contribucién térmica y las contribuciones
mecdnicas al aumento de la entropia de una particula de fluido, de segundo y tercer orden, respec-
tivamente. Nos quedaremos solamente con el primer término, la contribucién térmica. Entonces
la aproximacién de (30) que usaremos es

!/

ds
poTo—, = k2T (48)

Note que al igual que lo escogido para la conservaciéon de masa y momento, la ecuacién (48) es
de orden €?, pero en este caso s6lo a través del supuesto de fluido levemente termoviscoso.

Por otra parte, con el fin de ilustrar una herramienta que se usard en desarrollos posteriores,
tomemos la ecuacién de conservacion de masa, escrita a orden ¢

_ —19¢

=/
Vi = o o
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2.10 ECUACION DE WESTERVELT

y la sustituimos en un término de orden €2, de la ecuacién de conservacién de masa (42) completa,
es decir, a segundo orden

ap’ iy o o /
o TPV il = —p'V il =il - Vp
__ /(3%‘2@0(&)) _i vy
=- (p’;;?t/JrO(ea’)) i Vo'
— g}%‘?—ﬁ"vp’- (49)

Lo que se obtiene es un término de orden € diferente y un término de orden €. Si se desprecia
este Gltimo se obtiene una ecuacién diferente, pero que es igualmente valida a orden €2. Esto es
una ilustracién de lo que usaremos repetidamente

Al sustituir expresiones a primer orden en términos a segundo orden, de ecua-
ciones a segundo orden, se obtienen expresiones igualmente vélidas a segundo (50)
orden.

Y de manera andloga puede verse que

Al sustituir expresiones a primer orden en términos a primer orden, de ecua-
ciones a primer orden, se obtienen expresiones igualmente validas a primer (51)
orden.

Entonces, en la ecuacién (42), el primer término de la derecha, al sustituir p’ = cp' y V- i’ =

—190
/ _18 /
Vil = [P (P>
P ! (C%) po Ot

‘oo OF’
_ v (1o
7p0c% c3 ot

_ o
pocg ot
1 a(p')?

2ppcg Ot

queda como

y el segundo término de la derecha se desarrolla de manera anéloga con p’ = c3p’, pero usando
., 7! . . .
la relacién Po% = —Vp/, que ademads de ser de primer orden corresponde al caso no viscoso,

ﬁ’/

__’/. /:_7. !
i -Vp 2 Vp

i oi
_C(Z) Po5

_ po 9(u)?
a ZC% ot
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Entonces reescribimos (42) como

apl - / —/ —/ /
g—f-pov'u =—pV-ii —ii-Vp
_ 1 o) po o)
" 2ppcy ot 23 ot
1 o(p)? 1 o(p')* poo(u')

= — +7 ,
pocg Ot 2p0cs Ot 2c3 ot

es decir,
ap’ L, 1 op)? 1ocC
§+POV'M —E ot +%§, (52)

donde al factor L se le llama densidad lagrangiana de segundo orden, [Hamilton y Morfey 1998] p. 53,

NG
20063

£ = spou')? (53)

En la expresién (46) la aproximacién correspondiente a Vi’ podemos obtenerla usando (51)

7 -~
Vo= 00 ot ’
O L
V(V-ii') = o0 Vot
_ /
VA4V x (Vx i) = v
pocs Ot
V2 = ;1 aL)/ )
poc3 ot
Usando nuevamente (51), desarrollamos también
o’ ,
Pog - *VP 7
o’
198 /
pPop ot pvp ’
o’ 1
pocte' 5 = —5V(')?,
oit’ 1
17" SN v/ N2 )
Y 2c2p0 (P)

Luego lo usamos junto con (53), como

1 N2 1 N2
_ = u _

RV = SV ()
_1 na 9
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Al sustituir estos resultados en (46), usando (50), obtenemos

ol ., -1 4\ oy
sy VY = 5 (wa e 3m) VT VL 549

Anéalogamente, sustituyendo V2T’ = ¢ 2% en (48) tenemos
% _ kT
S TR T
k 0T’
Tos' = 5=,
Potos c3 ot
, x oT

s Imj- (55)

Ahora hagamos uso de la ecuaciéon de estado

p=r(ps),

cuyo desarrollo de Taylor a segundo orden es

dp / dp /
(), (2,
P=pp dp s, eq. : ds 0, €q.

1 (azp> N2 d <8p> r g, 1 <azp> N2
+- (=% + | — (=% sl + = [ == s 4. ..
2 @2&%@> 9p %f)mqp 2\ s %%()

donde los subindices indican que la derivacién se hace a entropia s, o densidad p, constante, y
luego se evaltia en el estado de equilibrio, p = pg, s = s9. Tomando en cuenta la expresién (36), a
orden €? esta ecuacién queda como

dp ' dp , 1 (% "2
P:m+<> P+<> s 45 ()", (56)
ap s, eq. ds 0, eq. 2 ap2 s, eq.
y mediante las definiciones usuales [Beyer 1997],
op 2 (Pp
A=m<> , B=p< / (57)
ap s, eq. 0 aPZ s, eq.

y la expresion (39), reescribimos (56) como

1 B 0
R S /2+<P) S
Pr=ap F s oz 007+ | 5 -

Al sustituir (55) tenemos

1 B d x oT’
r_ 2. 2 2 P
p 7C0p +COPO 2A(p ) + <as>p’ eq. p()TOC% at . (58)
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Ahora usemos la otra ecuacién de estado
T=T(p,s),

que desarrollaremos en serie de Taylor a primer orden

TZTo—i-(aT) p/_'_<aT> S/,
ap s, eq. 0s 0, €q.

y conservamos solamente los términos a orden €, tomando en cuenta (36),

oT
T’=<) o' (59)
00/ eq.

Descartar los términos a orden € podria parecer una inconsistencia, pero no lo es, porque después
serd sustituido al modo que lo indica (50).

Luego, usando ademds p’ = p’/c3, y despejando p’ de la expresién (58), tenemos
, 1, 1 B, ,, K <8p> <8T) <8p’>
= — —_——_—— + - - - .
P 3 P pock 2A () 00Toc§ \ 05 /5 oq. \ 9P /5, eq \ OF

Ahora usando las siguientes propiedades termodindmicas [Callen 1985],

TVa?
Cy — CP - W ’ (60a)

Js’ )
== - (60b)
(o), = (&),
oT
(), =~ (), 9
BV) (E)s’ )
-] =—(==) - (60d)
(aT P ap T
donde « es el coeficiente de expansioén térmica, tenemos

, 1, 1 B, ,, K 2<8T>2 <8p'>
= — _—_— + R _
P C(z) P pOCé 2A (p ) pOTOCS P ap s, eq. ot

1, 1 B 5 k5 RTyc3 ap’)

QJQJ‘QJ
= M=

/
p p P
6 pocy 24 poTock " cocpph

t

4 1 B, ,, K« <cp—cv> <ap’>
= —_= = — — +7 —_—
a3 pochA(p) pocg \ Cpco t

0
p' 1 B, ,, « (1 1)(8;9’)
=P _ - 2 T2 o) () 6
A3 pocéZA(p) +p0cg Co  Cp t (61)

Derivando (52) con respecto a t, tenemos

azp/ av'ﬁ/_iaZ(p/)Z 1 2L

ETRELET ot 02 T 2or (62)
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y tomando la divergencia de (54), tenemos

o' o, —1 4 200" 2
poV - —+Vp mc%(y3+3y>v ﬁ—VE

Si suponemos que

(63)

lo cual se cumple siempre que i’ sea una funcién suave, al tomar la diferencia de (62) y (63) se

obtiene

%o’ -1 4 oy’ 1 9%(p))2 1 92
v2 !/ p (VB—’_ )Vzp_v2£ (p) ‘C

o2 00 c ot POC% ot2 c2 ot?
-1 4 ap’ 1 *(p')? 1 92

=— | VP - — 2 VP4 S| L,
P0c3 (VB + 3‘u> ot pocg Ot + c3 ot2

y usando (61) tenemos

? (p 1 B k (1 1\ [op
20y 9 (p 1 B o x (1 1)\ /fdp
v ot? (c% pocg 2A(p) +P0Cé (cv cp> (E)t ))

_ -1 4\ 20r 1 2P 2, 10
pc()(]iB"' ]A)Vat 73 982 V“‘%ﬁ E,

1 9%y’ 1 B (¢’ 1 1 %y’
viy 1% 1 BEEP (_)( p)
¢y ot pocg 2A ot £0C

-1 4 0p 1 3%(p')? , 192
 poc3 (VB+3V)V ot L v QEFT £

Usando ahora

9%y’ d
207p 92
v ot _atvP’
2, _ L
v _C% o2’
tenemos
4 k (1 1Y)\
|:|2 /: . -
= (s () 5 (2 2)) 3
1 0% (p')? 19
(e B) LR (e 17,

Luego, usando la definicién para J, expresion (41), y la definicién

B

P=1+7"

(64)
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[Beyer 1998] p. 29, tenemos

) 83 ! az "2 1 aZ
20, 0P B (r") _ 2, 1o
= g O pock  of? <V + c )E' (65)

Aanonsen et al. [1984] p.752, indica que la contribucién de £ es local, mientras que el resto de
los términos no lineales corresponden a efectos acumulativos. Si despreciamos los primeros frente
a los segundos obtenemos la ecuacién de Westervelt (40)

) a3p/ - _ﬁ 82(p/)2 '

DZ / v _
P g o pocg of?

Como se ha mencionado, esta es una ecuaciéon de onda con dos términos adicionales, observa-
mos que la magnitud de cada uno de estos términos estd determinada por un coeficiente. En el
primer término adicional aparece la difusividad del sonido J, que incluye los factores termovisco-
sos. En el segundo término nuevo aparece el pardmetro de no linealidad B, que es adimensional, y
cuya naturaleza puede observarse en las expresiones (56), (57) y (58): es un niimero que describe
qué tan importante es el segundo término, frente al primero, de la serie de Taylor de p’ con res-
pecto a p’, es decir, qué tan importante es esa no linealidad. En lo que concierne a f, el caso lineal
se da cuando el segundo término de dicha serie de Taylor es nulo, es decir f = 1. Sin embargo,
en este caso no desaparece el término no lineal de la ecuacién de Westervelt, lo que indica que el
caso lineal se tendré solamente cuando, ademds de = 1, la amplitud de la perturbaciéon sea muy
baja.

Finalmente, el cardcter acumulativo de la propagacién no lineal implica que, para valores mo-
derados de amplitud y pardmetro de no linealidad, la no linealidad podria no ser aparente sino
hasta que la sefial haya recorrido una distancia larga.

2.11 REFORMULACION

En la seccién 2.10 se ha descrito la ecuacién de Westervelt y se ha expuesto un desarrollo para
obtenerla. Con el fin de aplicar métodos numéricos de volumen finito es necesaria su reformula-
cién en términos de leyes de conservacién, o mas precisamente, es necesario un conjunto de leyes
de conservacion tan consistente como sea posible con la ecuacién de Westervelt.

Tomemos como punto de partida las leyes de conservacién de masa, momento y energia. Escri-
tas en una forma que enfatiza su cardcter de leyes de conservacién

J
—p—i—V-(pﬁ):O, (10)
ot
BTV (i —0) =0, (16)
0 _ S
5 PET) + V- (ipEr — il +17) = 0. (24)

Como se mencioné previamente, para resolver estas ecuaciones, incluso de manera numérica, al-
gunas suposiciones son necesarias, en este caso como consecuencia de que el nimero de variables
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Leyes de conservacion EOS
58 59

N
N

55

\ )

A
(2
N

3
.

A
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/

72

Figura 2. Reformulaci6n de la ecuacién de Westervelt como leyes de conservacién.
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es mayor que el ntimero de relaciones entre ellas. Entonces, buscaremos eliminar variables de
forma explicita y consistente con las hipétesis usadas para obtener la ecuacién de Westervelt.

Primero observamos el desarrollo realizado para la ecuacién de conservacién de energia, expre-
sada en términos de s’. En este caso bajo el supuesto de fluido levemente termoviscoso, seccién 2.8,
a segundo orden se tiene

. 59
N poTQC% ot 55
Por otro lado, tomemos directamente los desarrollos hechos para las ecuaciones de estado,
1 B ap k oT’
,:C2/+C2i7 /2+<> . 8
p = cpp 0500 24 () 35 ) e p0Tock O (58)
oT
T = (a) o (59)
Y s, eq.

donde aparecen algunos factores que no conocemos, y que eliminaremos sustituyendo las expre-
siones (55) y (60), junto con (59), en (58). Entonces tenemos

2 2 1 B N2 2 (aT) K aT
=3+ A — (o) +p3 == — =
=P e 540"+ 00 ), e \poTod 31
2, 21 B o kpo (9T\*> 9p
(") e 3
P 0 s, eq.
2, Kpo RTOC%‘lP
Toc3 cocpp’ Ot
2, 21 B ()2 kR dp

~

2
Toco

I
S
)

+

(o)

|

2/ 21B(/)

= CppP + Cofﬂ C.UCPPO g
1 B x (1 1\ 0
_ 20,2V B Lo k1 1)\odp
= Cpp +C0p0 2A (p) + 00 (C’U Cp) ot . (66)

Esta es una expresion de p’ como funcion de p’ y de hecho, si se usa en (16), permite obtener un
sistema de cuatro ecuaciones, (10) y (16), en cuatro incégnitas, p y ii. Sin embargo, se escoge no
usarlas en esta forma por dos razones. Primero, los pardmetros que definen cuantitativamente el
cardcter termoviscoso del medio, y, g, «, ¢y y ¢p, NO estén completamente agrupados en un solo
factor, se necesitaria conocer el valor de algunos de ellos de manera independiente. Y segundo,
la presencia de derivadas dentro de los flujos, por ejemplo 3—’; en la ecuacién (66), dificulta la
implementacién de un método de volumen finito. Una manera de resolver el segundo punto, que
de manera fortuita también resuelve el primero, es reinterpretar las partes conflictivas del flujo
como fuentes, [LeVeque 2002] p. 377. Esta posibilidad ha sido discutida, al respecto de la ecuacién

(2), en la seccién 2.1.

Con este fin manipulemos un poco la ecuacién (66), usando (50) mediante la relacién a primer
190

orden V- ii' = 2o or para obtener

1B k(1 1
=po+ctp' +G—or ’2—<—> Vi, 6
p=rotar tag oz -G T ) e (67)
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que de hecho es equivalente a la ec. (40) en [Hamilton y Morfey 1998].

Procedemos del mismo modo con respecto a la ecuacién (16). Para el término advectivo tenemos

V- (pii@il) =V - ((po +p')ii @ il)
=V (ool @il)+ V- (p'il ® il
=V (ooii ® i) + O(e®) , (68)

por lo que a orden €? conservaremos sélo el primer término de la derecha. Para el otro término

de flujo en (16), sabemos que cuando p y yp son constantes, ec. (19), tenemos
_ 1 =
V.o=-Vp+uV2ii+ (y3+3y> V(V-ii) .
Usando ahora la identidad (20) y la hipétesis V x ii = 0, ec. (45), tenemos

4
V.o=-Vp+ (}13 + 3y> V2ii . (69)

Sustituyamos (67), (68), y (69), en (16) y a orden €2 tenemos*

apf[ = o 2/ 2 1B 2
o5 +V <p0u®u+l (po—i—cop +c0p02A(p)
4 . 1 1 -
= <y3+y) V2u+x<—) V(V -ii). (70)
3 o Cp
Utilizando nuevamente la hipétesis V x i = 0 en la identidad (20), y tomando en cuenta que
V - po = 0, reescribimos (70) como

il o 1 B ~
SF +V- (pou®u+l (C%p’—i—cépom(p’)z)) = pgdV?ii . (71)
Luego de estas sustituciones, en la ecuacién (71), ademds del término con derivada temporal,
encontramos tres tipos de términos: un término lineal, dos no lineales, y un término disipativo que
completa el coeficiente de difusividad del sonido J, que tiene unidades de viscosidad cinemaética,
tal como lo presenta Lighthill [1956], dado por la expresion (41)

5—1(4 + >+K<1_1>

PO 3 ]’l VB p() Cv Cp *

Esto resuelve los dos problemas arriba planteados. Por un lado, todos los pardmetros relacionados
con el cardcter termoviscoso del medio quedan agrupados en un solo factor J. Y por otro lado, no

aparecen términos con derivadas en el flujo, en lugar de eso aparece un término fuente del lado
derecho.

* Este resultado también puede obtenerse haciendo manipulaciones sobre la expresién (46), usando la conservaciéon de
masa y el hechode que V- (i @ #t) = ii(V - if) + (i - V)i.
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Entonces, las ecuaciones que constituyen la reformulacién de la ecuacién de Westervelt (40)
en leyes de conservacién, y la base de la implementacién de volumen finito presentada en este
trabajo, son

o L

—ai + V- (pil) =0, (72a)
dpii = o o 2, 21 B 0 _ 2
W%—V (pou®u+l (cop +C0%ﬂ(P) = ppdV4il . (72b)

Se observa que en la obtencién de las ecuaciones (72) no fue necesario despreciar el término de
densidad lagrangiana de segundo orden £ como lo hacen Hamilton y Morfey [1998] en su deri-
vacién de la ecuacién de Westervelt. Como resultado, podemos considerar que las ecuaciones (72)
constituyen un modelo ligeramente més general que la ecuacién de Westervelt, que de hecho po-
dria ser usado para evaluar la importancia de ese término, sefialado como una contribucién local
[Aanonsen et al. 1984] p. 752, en condiciones apropiadas. Una segunda hipétesis que tampoco se
ha usado en la obtencién de (72), y si en la obtencién de la ecuacién de Westervelt, es que no se ha
intercambiado el orden en que se aplican segundas derivadas parciales. La hipétesis subyacente
en esta manipulacién es que tanto la funcién como sus derivadas —primera y segunda— sean
continuas. Sin embargo, dada la presencia de viscosidad, que impide la formacién de discontinui-
dades, no se espera que esta diferencia sea reflejada en resultados numéricos. La investigacion de
estos puntos se deja para trabajo futuro.

Observamos también que el caso sin pérdidas, donde
pu=up=x=20 = 6=0

al cual podemos llamar la versién homogénea del caso general, se expresa como

9
P4V (oil) =0,

ot
opil . 2, 21 B 0\\ _
W%—V (pou®u+l(c0p —l—cO%ﬂ(p) =0,

que es, desde luego, una versién a segundo orden de las ecuaciones de Euler.

Dado que las tnicas variables fisicas que aparecen en las ecuaciones (72) son p y ii, y que la
presién p en acustica es una variable importante, resultarfa natural usar alguna versién de la
ecuacion de estado correspondiente a p, para recuperar su valor. Sin embargo, tanto en (56), en
(66), como en el resto de las versiones, aparece algin factor que estd ausente en (72), y por lo
tanto su valor deberia conocerse de manera independiente. En este trabajo se ha optado por usar
la relacién lineal

p=cpo, (73)

cuyo resultado contiene la distorsién no lineal del perfil generada acumulativamente en p, y no la
relacién no lineal local entre p y p. Como se ha mencionado en la discusién inmediatamente pos-
terior a la ecuacion (65), se espera que los efectos locales sean menores a los efectos acumulativos.
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Se comienza este capitulo con breves descripciones del problema de Riemann y el método
de Godunov, lo que a su vez permite describir algunos aspectos generales de los métodos de
volumen finito, en la seccién 3.4. En las secciones posteriores se describen los particulares de la
implementacién correspondiente a las ecuaciones (72).

3.1 PROBLEMA DE RIEMANN

El problema de Riemann consiste en un sistema de leyes de conservacion, sujeto a una condi-
cién inicial tipo Heaviside, [Sharma 2010] p. 44. Tipicamente dicho sistema se encuentra en una,
dos, o tres dimensiones espaciales, y su condicién inicial se encuentra centrada en el origen de
coordenadas. En el presente trabajo, como se ha usado un método de paso fraccionado, descritos
en la seccion 3.6, es suficiente considerarlo en una dimensién espacial

dq  df(q) _
dtJr dx =0,

donde g y f son matrices columna de m entradas, con condicién inicial

g si x<0
q(x,O)—{qr si x>0.

Este problema es una simplificacién considerable del problema de condiciones iniciales general
para leyes de conservacién. Adn asi, a través de sus soluciones se pueden conocer, al menos
cualitativamente, los comportamientos esperados de las soluciones generales. Sin embargo, la
solucion general del problema de Riemann no es trivial de obtener, e incluso pueden encontrarse
casos donde es demostrable que dicha solucién no existe, [Sharma 2010] p. 48.

Por lo tanto, abordaremos el problema de Riemann primero en un caso muy sencillo, cuando
se tiene solamente una ley de conservacion (caso escalar), donde ademds f(q) es tal que % no
cambia de signo, siendo entonces bien creciente, o decreciente, es decir, monétona. Bajo esta tl-
tima restriccién decimos que f es convexa, aunque algunas veces se le llama asi s6lo cuando es

creciente, y concava cuando es decreciente, [LeVeque 2002] p. 203. En la parte final de la seccion,
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serd mostrado como algunos aspectos del caso escalar se pueden aplicar a un sistema que ha sido
diagonalizado, y cuales son las limitaciones de este procedimiento.

Entonces, para un caso escalar y convexo, sea X(t) una trayectoria que llamaremos curva carac-
teristica. Ahora derivemos g con respecto a t sobre esta trayectoria

dq(X(t),t) _odq  dXoq
dt ot dtox’

y comparemos este resultado con la expresién cuasilineal de la ley de conservacién

Observamos que si se cumple que

X _ df

it~ dg vt

q(X(0)1)
entonces la derivada de g sobre la trayectoria es cero, es decir g es una constante sobre esta curva,
que de hecho es recta porque

dX _ df

dt  dg

_df
gx(ey 49

4(X(0),0)
es una constante, [Witham 1974] p. 20.
Entonces, sobre el plano (x,t) podemos trazar lineas rectas, cuya pendiente depende sélo de

la condicién inicial y sobre las cuales sabemos que g es constante. Dado que nuestra condicién
inicial es del tipo Heaviside pueden presentarse tres casos.

/
/] /]
VILlL ]

ql qr .7;

Figura 3. Curvas caracteristicas del problema de Riemann, caso multivaluado.

El primero de ellos es

f

df
dg o

dq

q qr

lo cual implica que las curvas caracteristicas se cruzan, lo que significa que en un mismo punto
la solucién tendria més de un valor, figura 3. Como fisicamente tal condicién no es aceptable, se
introduce una discontinuidad sobre la trayectoria x;(f), a la izquierda de la cual las soluciones
corresponden a g; y a su derecha a g,, figura 4. Dicha trayectoria puede encontrarse desarrollando
la versién integral de la ley de conservacién

d (=

it ), q(x,t) dx = f(q(x1,1)) = f(q(x2, 1)),
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donde
X1 < Xgp < X,

y entonces

% :h q(x,t) dx +% 2 g(x,t) dx = f(q(x1,t)) — f(q(xp, 1)) .

Xsh

Ahora aplicamos la regla de Leibniz y obtenemos

dxgy, Xsh 0 dxgy, 2 9
FTk A +/x E‘J(x/t) dx ——=q+ + . gq(x,t) dx

= f(q(x1,1)) — fq(x2,t)) ,

donde
g— = lim q(x,t),
x—>xs_h
g+ = lim q(x,t) .
x—x

sh
Si ahora tomamos el limite de esta expresién cuando
X1,X2 — Xgip

obtenemos

dxgy, dx

-0 =y + 0= f(q-) ~ f(a4),

y tenemos finalmente una expresion que se conoce como la condicién de Rankine-Hugoniot, [Lax
2006] p. 167,

(0~ 95 = f(0) ~ fa) 74

Este tipo de comportamiento da lugar a estructuras conocidas como ondas de choque, que se propa-
gan sobre la trayectoria xg, (t).

I

ksh X

9,

Figura 4. a) Curvas caracteristicas del problema de Riemann, donde se muestra una
onda de choque. b) Perfil de la onda de choque para un tiempo ¢ > 0.

Es importante notar que esta definicién de onda de choque es una idealizacién de lo que ocurre
en los sistemas fisicos. En dicho contexto se entiende onda de choque como un cambio abrupto,
generado por la evolucién no lineal del sistema, cercano a una discontinuidad, pero que no llega a
formarse por la presencia de la difusividad. En el resto del documento se ha manejado el concepto
onda de choque en este sentido.
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YNy
/////////////
,//,,/ ,/

/ Ny
/////////

—

////////

Figura 5. Curvas caracteristicas del problema de Riemann, zona vacia.

El caso opuesto ocurre cuando

dq 1 6]
en cuya circunstancia aparece una zona donde aparentemente no pasa ninguna caracteristica,
figura 5. Lo que se hace en este caso es buscar curvas caracteristicas que satisfagan la ley de
conservacion en esta zona. El problema es que hay varias soluciones matematicamente vélidas.
Una de ellas es completamente andloga al caso de la onda de choque, es decir, se introduce una
discontinuidad sobre una trayectoria que cumple con la expresion (74), a su izquierda se colocan

caracteristicas con pendlente 7 ] y a su derecha con pendiente Z{; ]q , figura 6. Fisicamente este
r

tipo de solucién no es aceptable, ya que si se aplica al caso de ecuaciones de Euler indicaria que
una zona de menor presién avanza sobre una zona de mayor presién. Esto seria como observar
el problema de expansién libre evolucionando en sentido inverso: violaria la segunda ley de la
termodindmica. Con un criterio de causalidad es posible demostrar que la solucién fisicamente
adecuada, que se denomina entrdpicamente correcta, cumple con la llamada condicién entrépica de
Lax, [Sharma 2010] p. 22,

dxsh aj
dt dq g

?qqz

Figura 6. Curvas caracteristicas del problema de Riemann, donde se muestra una solu-
cién entrépicamente incorrecta.

Esta solucion entrépicamente correcta es tinica, y corresponde a caracteristicas donde

af _ x
dqg t

lo cual también determina el valor de g sobre dichas caracteristicas. A este tipo de solucién se le

llama onda de rarefaccién. Se ve como un abanico en el plano (x,t), y como una rampa en el plano
(x,q), figura 7.
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3.1 PROBLEMA DE RIEMANN

El tercer caso,

af
dq

_df
q dq

qr

se presenta cuando f depende linealmente de g, entonces % = cp es una constante, es decir, la ley

de conservacién es simplemente una ecuacién de adveccion. Asf pues, la discontinuidad presente
en la condicién inicial serd propagada a velocidad cp, pero no la denominamos onda de choque,
sino discontinuidad de contacto.

b 9

IR

4,

Figura 7. a) Curvas caracteristicas del problema de Riemann, donde se muestra una
onda de rarefaccién. b) Perfil de la onda de rarefaccién para un tiempo ¢t > 0.

Como se ha mencionado antes, en el presente trabajo no serd detallada la solucién general del
problema de Riemann (para sistemas no lineales de leyes de conservacién). Sin embargo, para los
desarrollos posteriores es importante observar su cardcter autosimilar. Decimos que una funcién
g(x,t) es autosimilar, [Sharma 2010] p. 23, si puede ser expresada mediante alguna funcién ¢ en
la forma

q(x,t) = p(x/1t) .

Dicha cualidad implica que la solucién a un cierto tiempo, es solamente un cambio de escala sobre
la solucién a cualquier otro tiempo. Otra manera de ver esta propiedad es observando que g es
constante sobre cualquier trayectoria x = ct, con c una constante arbitraria

qlct,t) = p(ct/t) = ¢(c) -

Podemos ver que la solucién g(x, t) del problema de Riemann, incluso en el caso de sistemas
no lineales, es autosimilar haciendo un cambio de escala

¢ =cx,
T=ct,

donde c es una constante arbitraria, y observando que se recupera el problema original tanto en
el sistema de leyes de conservaciéon

dq  of _
= T3 =0
log 19f

cot cox '
9q of _

3t T atex) O

9 9 _,

ot o
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como en la condicién inicial
g si x<0
q(x,O)—{ g, si x>0,

qr si cx<0
gr si cx>0,

g si <O
weo={ 1% Es0

Un primer paso que puede darse para encontrar la solucién general del problema de Riemann
es diagonalizar el sistema. Supongamos que existe un cambio de coordenadas w = w(q) invertible,

. . . . . . d
que diagonaliza el sistema, es decir, tal que el jacobiano % cumple con

dq
dw - R

donde R es tal que

af _ RAR™!,
dq

y donde A es una matriz diagonal, con elementos s”, donde el superindice es solamente una
numeracién, y no denota potenciacién. En estas nuevas variables el sistema se expresa como

aiw_i_ aﬁ—o
ot ox
es decir
JwP JwP
4P = =1,...
ot TSy =0 pELem,

que es un conjunto de m leyes de conservaciéon en forma cuasilineal, con la ventaja de que s” es
un escalar, no una matriz jacobiana. Este sistema estarfa desacoplado a no ser porque cada s es
una funcién de todas las entradas de q. Ademds del problema de encontrar la diagonalizacién,
este acoplamiento es lo que afiade una dificultad al caso general con respecto al caso escalar.

Finalmente enunciaremos el teorema de Lax, [Sharma 2010] p. 48, con el cual podemos darnos
una idea del panorama de la solucién general

Suppose that each characteristic field is either genuinely nonlinear or linearly degenerate. Then the Rie-
mann problem has a unique solution consisting of at most (n + 1) constant states separated by elementary
waves provided that the states q; and q, are sufficiently closed.

A grandes rasgos, la primera parte del enunciado requiere que s” sea convexa, en un sentido

. . . d .
semejante al que arriba hemos mencionado para —{; del caso escalar, o bien, que s” sea una cons-

tante sobre ciertas curvas. Y la segunda parte indica que, para q; y - no muy lejanos entre si, la
solucién estard constituida por regiones donde q es constante separadas por ondas elementales,

que son: ondas de choque, ondas de rarefaccién, o discontinuidades de contacto.
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3.2 METODO DE GODUNOV

3.2 METODO DE GODUNOV

Partimos de un sistema de ecuaciones diferenciales en una dimensién espacial

dq  of(q) _
ot T O

donde g es el vector de cargas, con una condicion inicial g(x, t,,) para t = t;.

Definimos celdas

Ci = (xi—1/2,Xi+1/2) ,

y discretizamos la condicién inicial. Esto quiere decir que definimos una §"(x, t) que, al tiempo t,,
es constante en cada una de las celdas C;, e igual al promedio de g en dicha celda,

7't = 3 [ ot de vxec, 75)

donde Ax; = xj 11,2 — Xi_1/2.

Ahora, se reescribe la ecuacion original, integrando en x sobre C; y en t sobre (t, ;1)

1 1
An s aG i) dx = o [ g ta) da (76)

i i

- Aixl (/:H f(a(xit1/0,t)) dt — /ttn+1f(‘7(xi—1/2/t)) df) ,

n
y la aplicamos sobre la discretizaciéon

1 — B
Ax, /Ciq (x,ty41)dx =

1 . =N
Ax /C g" (x, tn)dx (77)

1 tn+1 "
~ax L@ G )i -

t
tn

" iy t))dt) .

Observamos ahora que el primer término de la derecha es facil de resolver porque el integrando
es constante, definamos entonces un juego de valores {Q”}, como

1

Q! = ATci/c,.q (& t)dE =" (x,ty)  VrEC.

Andlogamente, definamos otro juego de valores {Q?Jrl 1,

Q= oo [ @t 79)

Entonces, podemos reescribir (77) como

Ep1

1

tnt1
QI =Qf - Ax; (/t f(§" (xip1/2,1))dt — f(‘?n(xi—l/zft))dt) :

n
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Ahora notamos que, en cada uno de los puntos x;11/7 (s.p.g. tomemos x;1,7) hay una discon-
tinuidad de §" de manera que esta condicién inicial, junto con la ecuacién diferencial, define un
problema de Riemann en cada punto x;;1 ;.

Como se ha sefialado en la seccién 3.1, la solucion del problema de Riemann (en este caso con
discontinuidad en x;.1/7) es autosimilar, por lo tanto es constante sobre rectas del plano (x,t)
que pasan por el punto (x;,1,o,t), en particular para la recta donde el valor de x no cambia,
X = Xj;+1/2, Y solamente varia t. Entonces las integrales temporales pueden resolverse porque el
integrando es constante

tug1

@ iz, )dt = ALF(G(QF Qi)
donde 4 es un valor que no depende de ¢, y se puede determinar, de manera exacta o aproximada,

conociendo los valores Q! y Q! ;. Andlogamente

77 @ G120t = BFQL, Q)

Entonces, finalmente, el método de Godunov, descrito originalmente en 1959 por S. K. Godunov,
[LeVeque 2002] p. 77, puede expresarse como

QI = QF = 1 (FQF Q) — £, Q1) - 79

Con esta ecuacién se obtienen los valores Qf“. Para poder aplicar iterativamente el método se
necesita una funcién que sea constante dentro de las celdas, y tenga discontinuidades en sus
fronteras. La funcién §"(x, t,,+1) no cumple con dichos requisitos, por lo que se obtiene una nueva
discretizacién, anédloga a (75),

7 () = 5 / (& tas) dE VxeC, (80)

y sobre esta funcién es que se aplica el método en el siguiente paso temporal.

Un aspecto notable del método de Godunov es que si se pudiera conocer de manera exacta
la solucién de cada uno de los problemas de Riemann, la tinica aproximacién seria el proceso
de promediado, que se realiza en cada paso temporal, ecuacion (8o). Sin embargo, incluso asi se
observa que los valores Q} son una descripcion aproximada de la solucién exacta q(x, t), o de su
promedio dentro de una celda

1
Ql = E/c-q(x't") dx

Para encontrar otra manera de expresar el método de Godunov, observemos qué pasaria pa-
ra una condicién inicial homogénea. En este caso los valores Q} serian iguales para todo i, los
problemas de Riemann se reducen al caso trivial y por lo tanto

qv(anflr Q?) = Q? Vi ’
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con lo que los flujos son constantes,

fEQF, QL)) = f(G(Q11, Q1)) = f(QF) = cte.

y como podia esperarse, la expresion (79) se reduce a
n+l _ ~n
Ql‘ - Qi 4

pero no es debido a que no haya flujo, el flujo bien podria ser no nulo,

fa(Qiy, Q) #0,

sino que lo mismo que entra a cada celda por un lado, sale por el otro.

Entonces, para condiciones iniciales arbitrarias, salvo un factor —%, lo que cambia Q; entre el
1

tiempo t, y el tiempo t, 41 por virtud de su diferencia con Q;;1 no es

F@(Qf, Qi)

sino

FE(QF, Qi) = F(Q) 5

es decir, el flujo actual menos el flujo que habria si ambas celdas estuvieran en el mismo estado. Si-

guiendo la notacién de LeVeque [2002], p. 229, llamemos a dicha cantidad con el signo A’AQ?H y

donde A~ no denota una operacion, todo es un solo signo, al cual también se denomina fluctuacion
‘A_AQ?—H/Z = f(‘7( ?IQ?H)) —f(Q?) .

Y de manera analoga, salvo el factor -, 1o que cambia Q; entre £, y 11 en virtud de su diferencia
con Q;_1 es

A+AQ?_1/2:f(Q?)_f( (Qit1, Qi) -

Estas definiciones permiten reescribir la expresion (79), el método de Godunov, como

Q?H»l Qn _

(A AQL 1o+ ATAQY ) (81)

3.3 CASO LINEAL

Cuando los flujos varian linealmente con las cargas, la ley de conservacion

of
at oy =0
puede expresarse como
9q , dfoq _
ot  dgox

df

donde g es una matriz jacobiana cuyas entradas no dependen de g.
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En este caso un problema de Riemann es facil de resolver porque la diagonalizaciéon desacopla
completamente el sistema. Sea w un vector de m coordenadas y R una matriz m X m, tales que

g =Rw,
af _ RAR7Y,
dq
donde A es una matriz diagonal con entradas s”, es decir, valores propios de %, y donde las

. . . d T .
columnas de la matriz R son r?, es decir, vectores propios de d—g. Los superindices aqui nuevamente
son sdlo una indexacién. Entonces

Jw ow

2t T 0

denota m ecuaciones de adveccion.

Por lo tanto para una condicién inicial correspondiente al problema de Riemann

o { % ¥<xn
qr Sl X > Xi_1/2

tenemos la correspondiente condicién inicial
w(x,0) = R~14(x,0),
cuya solucién es
wP(x,t) = wP(x —sPt,0),

es decir, una funcién tipo Heaviside que se mueve con velocidad constante s”. Por lo tanto la
solucién para g es

q(x,t) =Y _rPwP(x,t) =) rPwP(x —sPt,0) , (82)
P P

es decir, una suma de escalones que se desplazan a velocidades constantes.

Con este resultado podemos analizar cudnto cambia Q; de t, a t,,1 debido al problema de Rie-
mann en ¥, 1 /5. Primero escribamos el escalén de la condicién inicial en términos de los vectores
propios

g = Y,
P

lo cual en este caso podria escribirse como

Qiy1— Qi =) afr?, (83)
P

para ciertos escalares a” que pueden ser calculados.

Como indica (82), la evolucién tendra lugar con m escalones moviéndose con velocidades s?,
donde aquellos con s > 0 no afectan a Q;, porque corresponden a escalones que entran en la
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celda C;;q. Por el contrario, aquellos con s? < 0 entran en la celda C; y recorren una distancia
|sP|At. Como consecuencia el cambio en Q; es

1
_SPA)— (aPrP
(—sPAt) Ax(lx rf),
que puede leerse como la distancia recorrida por el escalén, dividida entre el tamafio total de
la celda, multiplicada por la magnitud del escalén. El signo aparece por el hecho de que s” es

negativa y el factor ﬁ por el hecho de que Q; representa un promedio sobre la celda C;.

Entonces, atendiendo las definiciones para fluctuacién hechas en la seccién 3.2, tenemos que
A~AQY, ), es la suma de las contribuciones de todos los casos de valores propios negativos

ATAQ  p = Z sPaPrP, (84a)
sP<0
omitiendo el factor _A—ét. Con un desarrollo completamente andlogo es posible mostrar que
ATAQY =) sPalr? . (84b)
sP>0

Al sustituir estas expresiones en (81) se obtiene una expresiéon del método de Godunov para el
caso lineal. La expresion resultante coincide con el conocido método de diferencias finitas llamado
upwind, del cual se sabe que introduce una buena cantidad de difusividad numérica y tiene una
convergencia a primer orden, [LeVeque 2002] p. 77.

3.4 METODOS DE VOLUMEN FINITO

Los métodos de volumen finito son también llamados métodos de tipo Godunov, en el sentido
de que son una extensién al método que se ha presentado en las secciones 3.2 y 3.3. De cierta ma-
nera podria decirse que el método de Godunov es un método de volumen finito, [LeVeque 2002],
p- 78. Uno de los aspectos principales que diferencian a los métodos de volumen finito entre si es
el manejo de los valores §(Q7, QY. ;). Si se pueden calcular de manera exacta, tendremos estricta-
mente un método de Godunov. Esto implicaria resolver los problemas de Riemann para sistemas
posiblemente no lineales, lo cual se ha mostrado en la seccién 3.1 no es tarea facil. Genéricamente,
un método de volumen finito tendré alguna expresi6n algebraica F}' | ,, tal que

Fin—1/2 ~ f(4(Qit1, Q1))
siendo entonces expresado como

At
QI =qQf - A (Fliaa—Fla)2) - (85)

Esta ecuacién permite observar por qué a los métodos de volumen finito, se les llama conservativos.
Independientemente de la calidad de F,, ,, si se realiza una suma sobre el indice espacial, para
obtener el total de las cargas en el dominio,

rQr,

i
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los flujos correspondientes a una celda cancelan a los de su vecina, debido a lo que sale en la
una es lo mismo que entra en la otra, asi finalmente, sélo queda la contribucién de los extremos.
Es decir, la expresion (85) es un andlogo discreto de la ley de conservacién (6), para el caso en
ausencia de fuentes.

Por otro lado, muchos sistemas de leyes de conservacién —a los cuales se busca aplicar un
método de volumen finito— son no lineales, pero hasta ahora se han descrito herramientas que
aplican solamente a sistemas lineales. Una manera de abordar el problema no lineal es considerar
que el sistema se comporta localmente como si fuera lineal, aprovechando asi las expresiones
desarrolladas para este caso. A esto se le llama linealizacién, y se puede realizar mediante diferentes
técnicas; la que se ha usado en este trabajo se describe en la seccién 3.8. Sin embargo, como se ha
sefialado al final de la seccién 3.3, aplicando directamente un método de Godunov para el caso
lineal se obtiene un esquema sélo de primer orden.

Se pueden encontrar métodos de volumen finito con un orden de convergencia mayor a 1; una
manera es usando el desarrollo correspondiente al método de Lax-Wendroff, que es un méto-
do de diferencias finitas muchas veces expresado a segundo orden, [LeVeque 2002], p. 101. Este
desarrollo supone un sistema lineal

y por lo tanto, con un jacobiano % constante. Luego, se expresa un desarrollo de Taylor para g

con respecto al tiempo

2 azq

9% tasn) = gl t) + A 21| 4 -

1
5(At)
at (x,t,z) 2

4+,
(x,tn)

donde se sustituyen las derivadas temporales del lado derecho aprovechando la ley de conserva-
cién; por ejemplo,

9 _ _dfoq

ot dgox’

Pq_ _dfPg _ (df)’

otz dgoxt dq ax2’

donde se ha usado intercambio en el orden de derivacién, por lo tanto, suponiendo una solucién
g suave. Finalmente, se trunca al orden deseado, en este caso segundo orden, y se aproximan las
derivadas espaciales usando diferencias finitas centradas, para obtener

- () () - (2 () -2

Se puede verificar directamente que este método es de la forma (85), con

Flip=5 (df> (QL1+Qf) -5 (AA;Z) (Z) (Qf - Q) (86)

y de segundo orden, por construccion.
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Se conoce que, efectivamente, el método de volumen finito correspondiente a la ecuacién (86)
mejora el desempefio y los resultados con respecto al método de Godunov en la regiones suaves,
pero en las regiones con cambios abruptos introduce oscilaciones espurias, [LeVeque 2002] p. 101.

Por esta razén es necesaria otra herramienta conocida como limitadores de flujo, brevemente
descrita al final de la seccién 3.7, que esencialmente introduce un coeficiente ¢ que depende de
, una medida de qué tan suave es la solucién localmente. El valor de ¢ hace que el método se
comporte como Lax-Wendroff —a segundo orden— en regiones suaves, y como Godunov —a
primer orden— en regiones con cambios abruptos.

Para valorar si el limitador de flujo estd eliminando efectivamente las oscilaciones espurias, se
usa el concepto de variacion total, definido para el caso discreto como

TV(Q) = Z |Qi — Qi-1l ,

La condicién inicial tiene una cierta variacion total, que fisicamente no tendria por qué aumentar®.
Entonces, aumentara sélo si el método numérico introduce oscilaciones. Por lo tanto se buscan
métodos donde la variacion total no aumente, a los cuales se les conoce como total variation dimi-
nishing, o simplemente TVD, [LeVeque 2002], p. 109.

Los métodos de volumen finito que incorporan limitadores de flujo, ciertamente tienen una
convergencia mejor que primer orden, pero no se puede decir que sean estrictamente de segundo
orden, y por esta razén se les llama high resolution methods. En la practica, como se muestra en
la secciones 4.1 y 4.2, la convergencia observada en resultados numéricos puede ser muy cercana
a segundo orden. El método de volumen finito usado en este trabajo es de este tipo, de alta
resolucion, y se encuentra descrito en la seccién 3.7.

3.5 ADIMENSIONALIZACION

En la seccién 2 se han presentado ecuaciones para tres dimensiones espaciales. Sin embargo,
con el fin de hacer simulaciones en dominios suficientemente grandes, en la implementacién final
del codigo, asi como en el resto de las secciones de este trabajo, se han considerado solamente
dos.

Con el fin de aplicar un método numérico del tipo descrito, adimensionalizamos el sistema de
ecuaciones (72), usando la renormalizacién

tco Xj .
— = t, ——x;, con j=1,2 8
donde L es una distancia tfpica en el sistema. Se obtiene entonces, un sistema de leyes de conser-
vacién no dimensional [Sharma 2010],

9 , 0f , 3

ot Tox, Tom, ¥ (88)

* Al menos no en el caso de una dimensién espacial, donde no es posible que una onda se focalice. El método numérico
aqui presentado aplica a una sola dimensién espacial a la vez, como se describe en la seccién 3.6.
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donde g es el vector de cantidades conservadas, f; son vectores que contienen sus flujos (en la
direccion x;), y ¢ es un término fuente. Estos vectores se escriben de la siguiente manera:

q' 1
’1—(’12>—p<u1/00)/ (89)
q3 0o MZ/CO
qj+1 (ql)z 0
fi= (712 S I 2 VR
I daj

p=4q"+(B-1)(q' —1)%,

0
) ( V2?/q! ) ,
v2q3 /ql
donde §;; es una delta de Kronecker. Siguiendo a LeVeque [2002], los superindices han sido usados

para denotar componentes vectoriales; cuando es necesario usar potencias para estas variables, se
afade un par extra de paréntesis, e.g. (7')2. El coeficiente

0= — (90)

es una forma adimensional de la difusividad del sonido J, y el pardmetro B es el coeficiente de no
linealidad.

En estas nuevas variables el estado de equilibrio es
9'=1, ¢=¢"=0.

Por lo tanto, en estas variables la restriccién de orden para g es

3.6  METODO DE PASO FRACCIONADO

La ecuacién (88) indica que al avanzar el tiempo, lo que cambia g tiene tres componentes, una
correspondiente a los flujos en el eje xj, otra a los flujos en el eje xp, y otra a la atenuacién
termoviscosa. Una manera de aproximar numéricamente este problema es descomponiendo (88)
en tres ecuaciones, correspondientes a dichas contribuciones [Crandall y Majda 1980],

99  dfi 99 _
ot dg ox; 0. (912)
99  df2 99 _
ot Tdgox, O (91b)
9q _
TR (910)

Con esta descomposicion separamos el problema difusivo de multiples dimensiones, en problemas
homogéneos de una sola dimensién, y un problema difusivo.
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El método de paso fraccionado en este caso consiste en aplicar esquemas numéricos consecutiva-
mente para cada una de las ecuaciones (91). Sin embargo, como (91a) y (91b) son esencialmente la
misma ecuacién, intercambiando las posiciones 2 y 3 de cada vector, éstas se pueden resolver nu-
méricamente con el mismo esquema. Por esta razén, se ha omitido el subindice j en las secciones
siguientes, y hemos trabajado tinicamente con la ecuacién (91a).

Para obtener una solucién numérica de la expresién (91c), la parte difusiva del esquema, se us6
un método estdndar de diferencias finitas, centrado a segundo orden, correspondiente a V(g2 /41)
y a V2(g3/q1) y cuya implementacion finalmente toma la forma

n n n
Qi — o 5At Qz,i+1,j _ 2Q2,i,j n Qz,i—l,j
2,ij 21,] A Qn n
X1 1,i+1,j 1ij Li—1,
= n n n
n OAt Qz,i,j—H B 2Q2,i,j n Qz,i,]'—1
n n
Axy 1ij+1 1] 1ij—1
z n n n
Qoo oAt (i 2Q3,i,j N Q31
] ] AX] Q?,H»l,j T,i,j ;1/11'71,]'
z n
n oAt Q3,i,j+l B 2Q3 i, " Qs i j—1
n 7
Axy Ql,i,j+1 Qi i 1 ij—1

donde el primer subindice de Q indica el ndmero de componente dentro del vector de cantidades
conservadas, el segundo subindice indica posicion sobre el eje x1, y el tercero posicién sobre el eje
X2.

3.7 METODO DE VOLUMEN FINITO ESCOGIDO

El método de volumen finito que se escogié usar para la ecuacién (91a) es de la forma

Qrtt = Q" A (-A AQit1/2 + ATAQi_12)

( iv12 —Fio1/2) - (92)

Como se ha dicho en la seccién 3.4, éste es un método de alta resolucién que, en principio, estd
formulado para un sistema de leyes de conservacién lineal. Su aplicacién al sistema no lineal (72)
se describe brevemente en esta seccién y en la proxima, 3.8.

La expresién (92) aproxima los nuevos valores de g en la celda i, esto es Q?H, como funcién de
los valores viejos Q! y sus flujos con las celdas vecinas. Estos flujos estdn descritos por la matriz

df( )

es dependlente de la posicién. Esta matriz es evaluada, por ejemplo, en i — 1/2 para determinar
el flujo entre las celda i y la celda i — 1, mediante una linealizaciéon de Roe, [Roe 1981], [LeVeque
2002] p. 317, descrita en la seccién 3.8, y tanto sus valores propios sil /2, COMO sus vectores propios

, que es dependiente de q debido al caracter no lineal de la ecuacién (88), y en consecuencia

rf_l /o son obtenidos. Los superindices p nuevamente denotan s6lo una indexacion.
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Por lo pronto, asumiendo que se dispone de esta aproximacién, el segundo término de la de-
recha en la expresion (92) consta de las fluctuaciones, escritas de manera correspondiente al caso
lineal, expresiones (84),

3
ATBQiv1/2= Y ()1 ) Whaya s (93a)
p=1
3
AYAQi 1 =Y, (Sf_1/2)+Wl-p_1/2 , (93b)
p=1

donde el superindice + en el paréntesis esta definido por

+_ _Ja si a>0, — _Joa si a<o,
(a) _{0 si a<o0, (a) _{0 si a>0,

esto es, es igual a su argumento, o nulo, dependiendo del signo del argumento. Asi también,

p _.p p
W12 =% 100 1)

donde ucf_l /o Tepresenta solamente una normalizaci6n de los vectores propios rf_l /o con el fin de
satisfacer

3
0 — p p
Qi—Qi1= Zl“zel/zriq/z‘
p:

Las definiciones en las ecuaciones (93) corresponden a un método de Godunov de un sistema
lineal, descrito en las secciones 3.2 y 3.3. Lo que esto significa es que si el tercer término de la
ecuacion (92) estuviera ausente —y como se muestra abajo esto eventualmente podria suceder—,
entonces la ecuacion (92), debido a su segundo término del lado derecho, tendria la forma de un
método de Godunov, expresiéon (81).

El tercer término del lado derecho de la expresiéon (92) es un término de correccién de alta
resolucion [LeVeque 2002], de la forma

" 13 At ~p
Fiip=35 21 Sf_uz’ <1 ~ Ar Sf—l/zD Wi, (94)
donde
~p _
Wii2 = “f—l/zrf—l/z ’ (952)
0 p
&y =0 1,000 1,), (95b)
4)(91’11/2) = méax(0, min((1 + 91{1/2)/2, 2, 291{1/2)) , (95¢)
wr o ow?
0P 112" Vicaye (95d)

i—1/2 = AP 2
Wifl/z ’ Wifl/z

. . p
I:{l—l 1fsl._1/2>0,

e
i+1 ifs! |, <0. (95¢)
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Cuando las expresiones (93), y (94) son sustituidas en la ecuacién (92), es notable que la ecuacién
(92) es una suma sobre familias de ondas indexadas con p. Esta descomposicién es solamente una
representacion del sistema en términos de sus vectores propios.

En el caso ¢ = 1, la ecuacién (94) corresponde a un método de Lax-Wendroff, que como se ha
dicho en la seccién 3.4, es un método de segundo orden, pero presenta oscilaciones espurias cerca
de los bordes abruptos [LeVeque 2002], p. 101. La definicién (95c), corresponde a un limitador de
flujo ¢ del tipo monotonized central-difference [LeVeque 2002], p. 112. Este limitador puede tomar
valores entre 0 y 2, y se aproxima a 1 cuando la solucién correspondiente a la familia p es sua-
ve. Como en este caso el limitador ¢ es del tipo TVD, evita las oscilaciones espurias y conserva,
en buena medida, la precisién propia del método a segundo orden en las regiones suaves. La
suavidad arriba mencionada se evaltia a través del coeficiente 9?71 /2, que es una proyeccién nor-

malizada de Wil /2 sobre WfL 1/2- Si éstos se encuentran cerca uno del otro, entonces 95’71 12 R 1,
puesto que tendran aproximadamente el mismo tamafio y direccién.

3.8 LINEALIZACION DE ROE

df

Como se ha dicho previamente, se necesita una matriz A;_;,, que aproxime a7 en el punto
intermedio entre i e i — 1, para cualquier i dado. Puesto que f es una funcién no lineal de g,
se espera que A4 /2 sea también una funcién de Q; y Q;_1. Para propésitos de la linealizacién
esta matriz se considera constante en un método de volumen finito construido para el caso lineal,
como en la expresién (92).

Dos propiedades son esperadas de tales aproximaciones [LeVeque 2002]:

af

(1) consistencia, i.e. convergencia a a7 cuando Q; — Qj_1;y
(1) que sea diagonalizable.

La diagonalizacién de Roe es un técnica disefiada para encontrar una matriz A; 1,5 que ademads
de las propiedades anteriores, satisface

f(Qi) = f(Qi1) = Ai_12(Qi — Qi) (96)

que es una propiedad ttil puesto que asegura que el método sea conservativo. Ademas, para los
casos de las ondas de choque, donde hay una regién con un gran cambio en una familia de ondas
p, i.e. mas grande que los cambios en las otras familias de ondas, la expresién (96) implica que esta
p-onda es (en el limite) un vector propio de A;_1/5, y este es el caso exceptuando las pequefias
regiones donde dos choques coinciden [LeVeque 2002].

Ahora, usando un cambio de variable z = z(g), que fortuitamente coincide con las variables
primitivas adimensionalizadas,

q' 0/ p0
2 =\ ¢%/9* | = ul/co |,
ZS q3/q1 uZ/CO
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para definir una trayectoria

2(¢) =Zi1+(Zi — Zi1)G, donde
y realizando las integrales [LeVeque 2002],
1 f(q(2) 14(2)
T

la matriz deseada, que satisface todas las propiedades mencionadas arriba, es encontrada:

0 1

X 242 52
Ai 1= (29) z
7273 73

22 =

z1 Z1

donde

70 —

N[ —

Zi =2z(Qi),

g,

|y

(zf+zf71) y ®=1+2(8-1)(2'-1).

Nuevamente, los superindices de z, Z, Z,s,q y u, son solamente indices, las potencias de estas

variables se denotan con un par extra de paréntesis. Los valores propios de esta matriz son

1
Si—1/2= Z7 T

72 \/(Zz)z (22)2
72 71

+@,

3 _
Si—1/2 = 71

(Z1)
, 7 \/<ZZ>2 (22)2
Si-1/2 = 71~ A

+@,

y sus respectivos vectores propios pueden ser obtenidos de manera directa. Cuando

Qi=Qi1~g

(97)

(97b)

(970)

(98)

se usa, y estos valores propios se expanden en serie de Taylor a primer orden, se obtienen expre-

siones mas familiares,

1 ul +c
S: =
i—1/2 <o

+O((—:2) ,

donde la velocidad del sonido ¢ ha sido calculada de la ecuacién (67) como

c= a—p:co (1—1—5/(,8—1))4—0(62).

op po
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3.8 LINEALIZACION DE ROE

Considerando el cardcter no dimensional de las variables aqui utilizadas, las expresiones (99), son
consistentes con otros métodos de volumen finito para ecuaciones de Euler [LeVeque 2002].

Se hace evidente una limitacién de este método mediante el andlisis de las expresiones (97a)
y (97b): si el argumento de la raiz cuadrada se hace negativo, los valores propios dejardn de ser
reales. Sin embargo, el argumento de la raiz cuadrada permanecera positivo en tanto p/py < 0.5
y (1/co)® > S(p/po), 0 p/po > 05y (u/cy)? < S(p/po), donde se ha usado (98), y

_ e fo 1E2(B=1)((p/p0) = 1)
S(p/po) = méx {0, Z(p/po)—lo (p/po)z} :

Esto se ilustra para algunos valores representativos de 8 en la figura 8. Las regiones permitidas
se encuentran por arriba de las lineas para p/pp < 0.5, y por debajo de ellas para p/po > 0.5.
La region relevante para este trabajo se encuentra alrededor del estado de equilibrio p/pg = 1,
u/co = 0, donde los valores propios permaneceran reales siempre que las perturbaciones sean
pequetias. De este modo, perturbaciones tan grandes como 10 % pueden ser usadas para valores
tipicos B ~ 5 (vea por ejemplo [Beyer 1998]). Observe que algunas de las regiones permitidas para
p/po < 0.5, e.g. enel caso B = 4.8, no son alcanzables mediante una trayectoria continua desde el
estado de equilibrio.

Esta regién limitada para los valores permitidos de las variables es consistente con las hipétesis
perturbativas usadas para obtener las ecuaciones (72). Por lo tanto, refleja los limites del modelo

af

mismo, y no del método numérico como tal. De hecho, los valores propios de 7 presentan el
mismo problema.

Como se ha sefialado, este método numérico corresponde a la ecuacién (91a), pero puede ser
usado para (91b) también, siempre que la segunda y tercera componentes de sus vectores sean
intercambiadas; siendo asi, Z3 aparece en sus correspondientes valores propios en lugar de Z2.

2 T T T T T 9
a 0 -oroeeeees
) A !
15 L  _; 4.8
5 1 N )
~
= ;
estado de
05 | equilibrio . |
<)
0 : .
001 03 05 07 09 11
/po

Figura 8. a) Contornos [1/cy| = /S(p/po) que delimitan regiones donde los valores
propios dados por (97a) y (97b) son reales. Los ntimeros en las etiquetas corres-
ponden a valores de . Los recuadros b) y c) son ejemplos de zonas sombreadas
donde los valores propios son reales, para f = 1y B = 4.8, respectivamente.
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IMPLEMENTACION Y VALIDACION DEL
METODO NUMERICO

A continuacién se describen las simulaciones realizadas en este trabajo, y los resultados obte-
nidos. Como un primer paso, se hicieron simulaciones con la finalidad de mostrar la validez del
método, midiendo diferentes parametros de error, con respecto a referencias cuya validez se pue-
de establecer por otras vias. La primera de ellas, seccién 4.1, contra una solucién del tipo choque
de Taylor [Jordan 2004], que es una solucién analitica de onda plana. Esto constituye una prueba
para no-linealidad y difusividad, pero no para difraccién de onda completa, debido a la naturale-
za plana de la onda. Como se mencioné previamente, segtin la revision bibliogréfica hecha para
el presente trabajo, no se conocen soluciones analiticas que presenten difraccién de onda com-
pleta. Entonces, una segunda prueba de validacién, secciéon 4.2, se realizé contra resultados de
otra simulacién numérica en un sistema HIFU (high intensity focused ultrasound), obtenidos por
Albin et al. [2012], mediante un método numérico diferente, llamado Fourier continuation. Por otra
parte, en la seccion 4.3 se ofrece una prueba de desempefio del cédigo, cuyo objetivo es mostrar
la diferencia en tiempo de ejecucién que tiene el codigo presentado —de ejecucién paralelizada
en GPU—, contra un c6digo estdindar —de ejecucién secuencial en CPU—. Finalmente, en la sec-
cién 4.4, se presentan resultados numéricos preliminares de aplicaciones que actualmente se estdn
desarrollando, para fases posteriores de este trabajo.

La malla usada en todas las simulaciones es cartesiana, con Ax; = Axy = Ax; por lo tanto, en
adelante se denota simplemente Ax. El valor de At, en cada paso temporal, depende del niimero
CFL,

At
— 5 14
V= max{s;_ ,},
donde el méximo se toma sobre la malla completa, en ambas direcciones, y sobre los tres posibles
valores de p. Se ejecuta el método numeérico con un cierto At, si el valor de v resulta mayor a 1 se
reduce el valor de At y se ejecuta todo nuevamente; en caso contrario se acepta el resultado y se
calcula un At’ para ser usado en el proximo paso temporal,

A = YAAp
v

De esta manera, como se muestra en la secciones 4.1 y 4.2, se logra que el valor efectivo de v esté
muy préximo al valor deseado v;, [LeVeque 2002] p. 95.
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Razén de convergencia ~ Peor valor Error en 7 = 82
de R?

Error Mejor Peor Media Mejor Peor

Eq 2.0027 1.6288 1.7637 0.9821 2.36e-05 2.91e-04
Eso 1.9043 1.4900 1.6252 0.9727 2.96e-04 3.58e-03

or = 11/32 Eq 1.7435 1.1967 1.5366 0.9892 2.70e-04 3.78e-04
T Ew 1.4553 1.2140 1.3652 0.9865 3.56e-03 5.98e-03

Eq 1.5695 1.1518 1.3994 0.9860 4.62e-04  7.00e-04

Or = m/16 Ew 13170 1.1840 1.2508 0.9868 6.73e-03 8.71e-03

or = 71/8 Eq 1.3772 1.2776 1.3145 0.9848 7.97€-04  1.24e-03

Ew 1.2136 1.1419 1.1862 0.9820 1.06e-02  1.30e-02

Eq 1.3652 1.2220 1.2855 0.9902 1.31€-03  2.14€-03
GT =rmn/4

Eo 1.2925 1.2478 1.2682 0.9940 1.12e-02 1.78e-02

Cuadro 1. Choque de Taylor, analisis de convergencia.

Dado que algunas de las simulaciones presentadas en este trabajo usan paquetes de ondas
—secciones 4.1, 4.2, 4.4.3—, es posible ahorrar recursos computacionales mediante un dominio
moévil. Siguiendo a Albin et al. [2012], se implement6 la simulacién en dos etapas: en la primera,
det =ty <0at =t >0, el dominio permanece inmévil y la condicién de frontera introduce
la onda que ha de propagarse hasta que ésta llega al centro del dominio para cierto t = t;; en la
segunda etapa el dominio se mueve junto con la propagacién. Adicionalmente, la escala de tiempo
se ajusta de manera que se tenga t = 0 cuando el centro del paquete se encuentra precisamente
sobre la frontera izquierda del dominio, y el valor ty fue escogido de manera que al comenzar la
simulacién la amplitud de la perturbacién fuera equivalente a cero hasta la precisién alcanzada
por la computadora. Usando esta técnica, las simulaciones fueron realizadas en dominios de 100
longitudes de onda de largo.

El cédigo esta escrito en C++/CUDA v6.0, y fue ejecutado en una tarjeta Tesla C2075 (de 448
nucleos y 6GB en RAM), en todos los casos ejecutando bloques de 16 x 16 hilos, threads, instalada
en una PC i3-550 estdndar, con 16GB en RAM, corriendo Debian/jessie. El c6digo de volumen
finito usado para comparacién de desempefio, descrito en la seccién 4.3, se ejecutd en la misma
computadora. Todas las simulaciones presentadas se ejecutaron en precisién doble.

4.1 VALIDACION CONTRA UNA SOLUCION ANALITI-
CA DE ONDA PLANA

Es posible verificar directamente que
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el llamado algunas veces choque de Taylor [Jordan 2004], es una solucién de onda viajera de la
version adimensional de la ecuaciéon de Westervelt (40),

/ 2 / 3 / 2 I\ 2
2 (PN _ 9 (P 59 (P o (p
ry_ (L — ()= (L
v (Po) o2 (P0> "oom <Po> Por \p) - (100
donde se han usado (87) y (90). Es entonces razonable esperar que una expresién equivalente
sea solucion para las ecuaciones (88). Para encontrar esta expresién, consideremos primero una

solucién que viaja en la direccién x; sin deformarse g' = g'(x —t), > = g*(x — t), ¢°> = 0. Entonces,
las ecuaciones (88) se reducen a N[g'] = 0, donde el operador N estd definido como

ot 9% [(q' -1
Nig = % oo (L)
ot ox2 \ gq!

1 2
o ((T72) oo -07)

Por otro lado, una solucién aproximada §' no satisface dicha ecuacién, pero resulta en N[§'] ~ 0.
Después de algo de dlgebra se puede mostrar que

qjt=1- ° tanh(x —t) (101)

p

es tal que
N[g'] = O(€”) .

Observe que, en este caso /8 = O(e). Entonces, para averiguar que tan lejos se encuentra esta
aproximacién 4! de la solucién exacta g, consideremos otra solucién aproximada, afiadiendo una
constante 7 a la solucién real g, tal que v = O(€"), conn > 1,y 1 ~ q! = O(€"). En este caso

ql = ql + 7y implica que N[q‘l] — O(€n+1) )

Ahora, asumiendo que la solucién aproximada es tan suave como la solucién exacta, en otras pa-
labras, que puede ser considerada localmente como la suma de la solucién exacta y una constante,
para el caso correspondiente a la ecuacién (101) esta constante es O(€?), es decir,

5
gt=1- B tanh(x —t) + O(€?) . (102)
En este caso hemos usado la expresion analitica (102) para medir la diferencia entre el resultado
numérico y la solucién exacta, lo cual es vélido puesto que esta diferencia es al menos un orden
de magnitud mayor que O(e?) ~ 1014, como se muestra abajo.

Para las simulaciones en esta seccién, todas las condiciones de frontera (izquierda, derecha,
arriba y abajo) fueron tomadas de la forma

5
qlzl—Btanh(x—t),qzqu—l,q3:O, (103)
en ambas etapas, como han sido descritas al principio de la secciéon 4. Como se puede ver de la
ecuacioén (103), en este caso los valores independientes de  y 0 no son importantes, solamente lo

es el cociente de ellos, que determina O(e). Para todas las simulaciones siguientes, hemos escogido
5/B =1077, de manera que O(e?) ~ 10~ 4.
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Puesto que, visto a la escala de las celdas de la malla, los flujos son horizontales o verticales
pero no diagonales, se espera que los resultados de la simulacién dependan de la direccion de
propagacion [Huijssen y Verweij 2010; Pinton et al. 2009; Lemoine et al. 2013]. Para apreciar si esto
es un problema en el cédigo presentado en este trabajo, se hicieron pruebas a varios dngulos de
propagacioén 7, medidos desde el eje x1: 0, 7t/32, t/16, 7 /8, 7t /4. Se piensa que estos angulos son
representativos de las posibilidades relevantes. Las ecuaciones (103), como estdn, corresponden a
f1 = 0; para usarlas con un valor diferente de 67, hemos aplicado un cambio de variables estandar
de rotacion.

Otros paradmetros importantes con respecto a la calidad de los resultados son v; y (Ax)~!. Con
respecto al primero, v, como ha sido introducido al comienzo de la seccién 4, recordamos que su
valor es sélo una aproximacién del valor del ndmero CFL real v. Para valorar la diferencia entre
ambos, se midi6 su desviacién estdndar, y esta dltima resulté ser siempre menor que 2 x 1077,
Con respecto a (Ax)~!, al cual denotamos con la letra 7, el valor de L, de la ecuacién (87), fue
escogido como la distancia entre puntos de la onda tales que la amplitud a estos puntos es 10 %
y 90 % de la amplitud méxima, este es el criterio de Taylor para ancho de una onda de choque,
[Blackstock 1998] p. 18. En variables adimensionales esta distancia es igual a 1, lo cual coincide
con la longitud total ocupada por 7 segmentos de longitud Ax,

nAx =1

entonces en este caso # representa el niimero de celdas a través de la onda de choque.

1.5e-07

1e-07

5e-08

0

T2
?'/po

-5e-08

-le-07

-1.5e-07

88 90 92 94 96 98

1

Figura 9. Choque de Taylor, vista superior, solucién numérica para 0y = /8,1 =82y
t = 100.

Las simulaciones reportadas aqui fueron realizadas para los dngulos mencionados, y para las
combinaciones de los siguientes valores: 1 = 5, 10, 20, 41, 82; v; = 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.99. Haciendo
uso de las ecuaciones (89) y (73) para recuperar las variables fisicas, la figura 9 muestra una
simulacién tipica, en este caso para 6 = 71/8, = 82, y t = 100, esto es, después de que la onda
ha viajado una distancia 100 veces mayor que su ancho.

Un andlisis de error se encuentra en el cuadro 1 y en la figura 10. Los errores normalizados se
calculan como

__||solucién numérica — referencial|;
B ||referencial|,

k / (104)

62



4.1 VALIDACION CONTRA UNA SOLUCION ANALITICA DE ONDA PLANA

0.1

0.01
= 0.003
0.001
0.0001 L— s s =
5 10 20 40 80
n

Figura 10. Choque de Taylor, error E; como funcién de 1. Los ntimeros en las etiquetas
corresponden a valores de 61, v;. Como referencia, las razones de conver-
gencia 17! y 772 se indican mediante lineas gruesas, continua y discontinua,
respectivamente.

donde la referencia esta dada por la expresiéon (103), y donde el subindice k = 1, co se refiere a
una de las dos normas usadas,

Ly - [Qlh

Z|Qi|/
1
Lo : Q]| = m?X\Qi| ,

en este caso evaluadas sobre una linea normal a la direccién de propagacion, de diez unidades de
longitud. Las razones de convergencia fueron calculadas usando la pendiente de una regresién
lineal de log(Ex) como una funcién de log(y). Observe que los valores de Eo en el cuadro 1
confirman la validez del uso de la ecuacién (102): dado que ||referencialjcc = O(e) = 1077 y el
mejor valor presentado de E« es de orden 10~%, entonces la diferencia entre la solucién analitica
y la numérica es mas grande que 101, lo cual a su vez es més grande que O(e?) = 10714,
También se puede observar que las razones de convergencia son de segundo orden en los mejores
casos, como se esperaba, y de un orden mayor a uno en todos los casos. Es posible que estas
razones de convergencia pudieran mejorarse modificando la parte difusiva del método numérico.
En resultados no reportados aqui, hemos observado que las razones de convergencia disminuyen
para valores 4/ mads grandes, lo cual es consistente con el hecho de que la ecuacién (102) es
véalida solamente para amplitudes pequefias. El comportamiento de los errores como funciones de
7 es mondtonamente decreciente conforme se refina la malla (7 — o0), alcanzando, cuando 1 = 82,
valores por debajo de 0.3 % para Ej, y por debajo de 2 % para Ec.

La dependencia de los errores en v; no es la misma en todos los casos: hemos observado com-
portamientos crecientes y decrecientes, dependiendo de los valores de 61 y #. Esto no es del todo
extrafio puesto que cuando el paso temporal decrece, mas pasos son necesarios para alcanzar
t = 100. De hecho, se sabe que la mejor elecciéon para el ntiimero CFL depende de las circuns-
tancias especificas [Laney 1998]. En todos los casos se observa que esta dependencia disminuye
conforme la malla se refina. De cualquier manera, v; ~ 1 es preferido puesto que a menudo
brinda mejores resultados [LeVeque 2002], y los pasos serdn mds grandes, y esto implica que los
tiempos de ejecucién serdn menores. Se realizaron también pruebas para v; > 1, pero siempre se
encontraron resultados inestables.
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Razén de convergencia ~ Peor valor Errorenn = 82
2
Error Mejor Peor Media de R Mejor  Peor
Eq 2.9841 0.3887 2.0830 0.9663 0.0057  0.0241
Ew  2.6415 0.5046 2.0304 0.9653 0.0103  0.0269

2 =20 E, 2.5039 1.0729 2.0515 0.9790 0.0075  0.0315
- Eew 24766 13016 2.0568 0.9810 0.0109  0.0381

Eq 2.3531 1.0381 1.9283 0.9868 0.0093  0.0361
Eew 22553 1.4884 1.9648 0.9787 0.0180  0.0338

Cuadro 2. Onda enfocada, analisis de convergencia.

Los resultados en la figura 10 ilustran también cémo los errores disminuyen cuando la propaga-
cién estd alineada con la malla. Esto también podia esperarse puesto que en esta circunstancia los
flujos numéricos apuntan en la misma direccién que los flujos fisicos. Esta dependencia se reduce
cuando la malla es refinada, y para los casos con 77 = 82 no excede el 2 %.

4.2 VALIDACION CONTRA RESULTADOS NUMERICOS
DE ONDA COMPLETA

Figura 11. Diagrama del dominio para simulacién de onda enfocada, con transductor.

Para esta segunda prueba se buscaron en la literatura resultados numéricos que pudieran ser
usados como referencia, dadas las caracteristicas del c6digo que se presenta. Se buscé que: fueran
en dos dimensiones espaciales cartesianas (no en simetria cilindrica), que presentaran difraccién
de onda completa, que tuvieran atenuacién termoviscosa y distorsién por no-linealidad. El as-
pecto que resulté mds dificil de encontrar fue la ausencia de simetria cilindrica, casi todos los
esquemas numeéricos reportados trabajan con simetria cilindrica. Finalmente se decidi6 usar como
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0.0001
5e-05
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S
-5e-05
-0.0001
l'l/F

Figura 12. Onda enfocada, vista superior de los resultados numéricos para p’/pg, con
a=30,ya)t=20,b)t=40,c)t=060,d)t=_80.La escala para p'/py esta
comprimida para hacer més faciles de ver las ondas difractadas en las orillas.

referencia los resultados de Albin et al. [2012], por lo tanto, se hizo una simulacién reproduciendo
las condiciones reportadas por Albin et al. [2012] tanto como fue posible.

El sistema estudiado en este caso, visto como dominio de dos dimensiones espaciales, es una
aproximacién al caso donde un transductor con forma de arco de circulo produce un paquete de
ondas que se enfoca. Visto como un sistema de tres dimensiones espaciales, esto corresponde a un
transductor que resulta de un corte longitudinal de la capa exterior de un cilindro infinitamente
largo, y no de una esfera, figura 11. El centro del circulo mencionado estd ubicado en el punto
x1 = F, x = 0, siendo F la distancia focal, y R = v/F? 4 42 su radio. Entonces los extremos del
transductor se encuentran en x; = 0, xp = +a.

Las condiciones de frontera de esta simulacién varian con respecto a la region: para la primera
etapa, cuando el dominio esta fijo, y para x; =0y 0 < x, < g, las condiciones de frontera son

71(0,x2,t) =1+g, (105a)
F

72(0,x2,t) = =8 (105b)
\/x% + F?

73(0,x2,t) = 228 (105¢)
\/ x5 + F2

1 10
g(xp,t) = Asin (277) e~ (17) , (105d)

donde T =t + % Estas condiciones corresponde a una vibracién de transductor esquematizado
en la figura 11, e implicitamente asumen propagacion lineal en la pequefia region entre el trans-
ductor y x; = 0. Para el resto de la frontera izquierda (x; = 0, a < x2), y las fronteras superior y
derecha, se usa una extrapolacién a orden cero, que es una versién simple de fronteras absorben-
tes [LeVeque 2002]. La frontera inferior, que se trata de manera reflectiva, hace uso de la simetria
del problema y reduce la cantidad de calculos a la mitad. En la segunda etapa, cuando el dominio
es movil, se usé la extrapolacién de orden cero para la frontera izquierda completa y el resto de
las fronteras fue usado como se hizo en la primera etapa.
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Figura 13. Onda enfocada, méximo de presién sobre el eje de propagacioén, para a = 10.
Los ntimeros en las etiquetas corresponden a valores de 7, v;. Los valores de
referencia han sido tomados de [Albin et al. 2012], figura 10(c) serie de datos
DNS (Direct Numerical Simulation).

El valor de L, en la ecuacién (87), se escogi6 igual a la longitud de onda, asi pues en variables
adimensionales la longitud de onda es igual a 1, y 7 es el niimero de celdas por longitud de onda.
El resto de los parametros toman valores

F=50, A=4217x10"%,
§=2974x10"%, B=48,

que han sido adimensionalizados con los mismos valores que se usaron para producir los resul-
tados de referencia [Albin et al. 2012]: § = 6.4117 x 1074, ¢y = 1540m/s, po = 1000 kg/m3, y
frecuencia fo = 1.1 MHz.

Fueron realizadas simulaciones para las combinaciones de los siguientes valores: a = 10, 20, 30;
n =20,41,82; y vy = 0.6,0.7,0.8, 0.9, 0.99. Como fue sefialado antes, el valor v; no es exactamente
igual al nimero CFL, por lo tanto se midi6 la desviacién estdndar entre ambos, y resulté siempre
menor que 2.5 x 1074, Todas las simulaciones fueron ejecutadas hasta alcanzar un valor de tiempo
t = 100, esto es, hasta que el paquete de ondas hubo viajado una distancia 100 veces mayor que
la longitud de onda. En la figura 12 se muestra la vista superior de una simulacién tipica, donde
se han usado las ecuaciones (89) y (73) para recuperar las variables fisicas.
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Figura 14. Onda enfocada, maximo de presion sobre el eje de propagacion, para a = 20.
Los ntimeros en las etiquetas corresponden a valores de 7, v4. Los valores de
referencia han sido tomados de [Albin et al. 2012], figura 10(c) serie de datos
DNS (Direct Numerical Simulation).

El valor reportado por Albin et al. [2012], que se usado para hacer comparaciones en el presente
trabajo, es la presién maxima sobre el eje de propagacioén, en este caso xp = 0. Para eludir un
estado transitorio, la presion maxima fue medida usando el pico central del paquete de ondas.

En las figuras 13, 14 y 15, se ilustra la comparacién entre esquemas para presién maxima sobre
el eje de propagacion. La estructura de 16bulos en dichas figuras, e.g. desde x; = 0.5 hasta x; = 0.8
en el caso a = 30 (figura 15), es una consecuencia de la interaccién del paquete de ondas que es
introducido, y que puede ser identificado en la figura 12 como los patrones de lineas de alto
contraste, con una onda formada por difraccién en la orilla x; = 0, xo = +a, y que es visible en la
figura 12 como una serie de patrones de lineas tenues.

El anélisis de convergencia que se muestra en el cuadro 2 y en la figura 16 ha sido calculado
del mismo modo que se ha descrito en la seccién 4.1, pero en este caso la expresién (104) ha
sido evaluada para maximo de presién sobre el eje x;. En este caso, las razones de convergencia
son de segundo orden y ambos errores decrecen monétonamente cuando se refina la malla, y se
encuentran por debajo de 4 % para todos los casos correspondientes a la malla més fina, 7 = 82.
Por el contrario, los errores tienen un comportamiento no monétono como funcién de v;, pero,
como se ha sefialado al final de la seccién anterior, esto no representa un problema, y se prefieren
los valores de v; mds préximos a 1.
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Figura 15. Onda enfocada, méximo de presién sobre el eje de propagacioén, para a = 30.
Los ntimeros en las etiquetas corresponden a valores de 7, v;. Los valores de
referencia han sido tomados de [Albin et al. 2012], figura 10(c) serie de datos
DNS (Direct Numerical Simulation).

En la figura 17 se ilustra el espectro de frecuencia para el caso a = 30. Se ha calculado usando
una FFT estdndar sobre una serie de tiempo tomada en el punto x; = 1, x = 0. Observe que
debido a la adimensionalizacién en la ec. (87), y la forma de la sefial, particularmente la ecuacién
(105d), la frecuencia fundamental en este caso es igual a 1. En esta figura podemos ver que los
casos con vz = 0.99 describen de manera precisa las amplitudes de los primeros cinco arménicos,
aun cuando para esta frecuencia el caso 7 = 20 cuenta solamente con 4 celdas por longitud de
onda. Por otro lado, es notable que en la figura 16 el caso v; = 0.99, 1 = 20, el error es cerca
de 10 %, debido a un ligero corrimiento, observable en la figura 15. Para valores més bajos de v,
como se ilustra en la misma figura, por ejemplo para v; = 0.80, el caso y = 20 presenta proble-
mas comenzando desde el segundo armoénico, del mismo modo que el caso # = 41 comenzando
desde el cuarto arménico, donde ambos tienen 10 celdas por longitud de onda. Esto sugiere que
el caso # = 82 tiene una descripcién adecuada de la amplitud hasta el octavo armoénico. Las ob-
servaciones correspondientes a arménicos superiores no son confiables, porque tienen amplitudes
significativamente menores que el error estimado para el mejor caso presentado en este trabajo,
en el orden de 1 %.
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Figura 16. Onda enfocada, error E; como funcién de 5. Los ntimeros en las etiquetas
corresponden a valores de 4, v;. Como referencia, las razones de convergen-
cia 771 y 772 se indican mediante lineas gruesas, continua y discontinua,

respectivamente.
7] tiempo de ejecucién
Choque de mas corto 5  0.99 4s
Taylor, sec. 4.1 mas largo 82 0.6 6min
HIFU, mds corto 20 0.99 558
sec. 4.2 mas largo 82 0.6 47min

Cuadro 3. Tiempos de ejecucién més cortos y més largos.

4.3 DESEMPENO

Para hacer una comparacién de desempefio, se hizo una simulacién con un cédigo estandar
CLAWPACK [LeVeque et al. 2010] 4.6.1 escrito en fortran, y con el coédigo C++/CUDA descrito
arriba. Se us6 una malla de 256 x 256, solamente en la primera etapa del c6digo —es decir, con
un dominio fijo—, y con pardmetros

B=4, §=107, L=A, n5=20.

En el caso donde los datos no fueron escritos a disco y ninguna gréfica fue generada, el factor
de mejora de tiempo de ejecucién, speedup, estuvo en el orden de 60. En la préctica, sin embargo,
se necesita todo el tiempo almacenar en disco y graficar algunos de los resultados parciales. To-
mando esto en cuenta, este factor puede cambiar dependiendo de las graficas que se quieran y
la herramienta que se use para generarlas, que en ambos casos es una herramienta externa. De
todos modos, en el caso de computaciéon en GPU es ventajoso que se puede realizar una visuali-
zacion directa de la malla mientras la simulacion se ejecuta, y que esto no afiade practicamente
nada al tiempo de ejecuciéon. Una implementaciéon diferente de volumen finito escrita en CUDA,
CUDACLAW [Stuart et al. 2011], ha reportado un factor de mejora en tiempo de ejecucién de
30, para ejecucién en CUDA sobre ejecucién en fortran. La discrepancia con respecto al presen-
te trabajo pudiera deberse al hecho de que se han usado diferentes equipos, CPU i7-950 contra
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Figura 17. Onda enfocada, espectro de frecuencias, a = 30. Los ntiimeros en las etiquetas
corresponden a valores de vy, 7.

una tarjeta grafica GTX 460 en su caso, CPU i3-550 contra una tarjeta gréfica Tesla C2075 en este
caso. Un proyecto de ejecucién paralela en volumen finito mds ambicioso, ManyClaw [Terrel y
Mandli 2012], actualmente en estado de desarrollo, implementa la paralelizacién en mads niveles,
incluyendo multiples unidades CPU y GPU.

En el cuadro 3 se encuentran tiempos mds cortos y mas largos de las simulaciones descritas en
las secciones anteriores. Aun cuando estos tiempos de ejecucién no son demasiado grandes, no
fue posible usar mallas més finas debido a limitaciones de memoria del GPU.

En relacién a los resultados que en la seccion 4.2 fueron usados como referencia [Albin et al.
2012], los autores reportan que han usado mallas aproximadamente con 21 puntos por longitud
de onda y valores CFL de 1/40 en la primera etapa, y de 1/10 en la segunda etapa. Una compa-
raciéon gruesa con el método presentado en este trabajo, usando 1 = 82, v; = 0.99, con valores
de los errores por debajo de 2 %, la cantidad total de puntos espacio-temporales para dos dimen-
siones espaciales es solamente 1.5 y 6 veces mayor en este caso, para la primera y segunda etapa,
respectivamente. Albin ef al. [2012] reportan para este caso un tiempo de ejecucién de 14 min., en
un sistema de computacién distribuida cluster de 128 ntcleos, que es aproximadamente la mitad
del tiempo de ejecucion que aqui se presenta, 31 min., que ha sido ejecutado en un solo equipo.

En resultados que no se reportan aqui, se ha visto que célculos en precisién sencilla algunas
veces ofrecen resultados tan buenos como los que se obtienen con célculo en precision doble.
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El factor de mejora en tiempo de ejecucién en esos casos, para el c6digo y equipo descrito, es
aproximadamente de 1.5, pero puede ser mayor en un equipo diferente.

4.4 APLICACIONES ACTUALMENTE EN DESARROLLO

A continuacién se muestran algunas simulaciones para sistemas con situaciones geométricas
especiales, con los cuales se aprecia el cardcter de onda completa del método presentado. Estas si-
mulaciones son resultados parciales de trabajo a desarrollarse en el futuro, y han sido presentados

en [Velasco-Segura y Rendén 2015b].

4.4.1  Interaccién oblicua

En la figura 18 se observa un medio sin atenuacién, donde el valor del pardmetro de no linea-
lidad es suficientemente alto para que una onda senoidal desarrolle un perfil de onda de choque
casi de manera inmediata, que puede observarse en la figura 18a. En el lado izquierdo del dominio
se encuentran dos fuentes senoidales a frecuencias diferentes, es por esto que no son rectas las

lineas de interferencia, figura 18b.

0.002 | a) |'J: |
I)I |
fle oo 0.004
0.001 | |I | | I!'l | | | | 4
| | [ |
g 21 44 I [l /1 0.002
o ' , | b f—
= 0 I'\-"“| | 1] VAT ] = 0 £
=Y ! | f 'I Sy |I .'I |I % N
| | | | f
oot b ] L ; -0.002
| \/ \ f
) II
\/ ¥ -0.004
-0.002 | | -
; 0 100 200 300 400
200 300 400 x [cells]
x [cells]

Figura 18. Interaccién oblicua. Dos fuentes senoidales con amplitud p’/py = 0.005 y
frecuencias f1, fo, tales~que fi/f> = 3/4 en un medio altamente no lineal,
B = 6, y no disipativo, 6 = 0. Corte sobre el eje x, a, plano x-y, b.

4.4.2  Tubo con extremo abierto

En las figura 19 y 20 se observa la emisién ocasionada por un pulso gaussiano de amplitud
extremadamente alta, con perfil de onda de choque completamente desarrollado, en el extremo
abierto de un tubo, en un medio que presenta un comportamiento levemente no lineal, equivalente
al del aire. La simulacién reproduce cualitativamente algunos fendmenos que se conocen experi-
mentalmente, entre ellos: la reflexién invertida del pulso en el extremo abierto, la emisién de otro
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pulso més corto con amplitud notablemente menor, y la difraccién que da lugar a propagaciéon
practicamente circular con dependencia angular en la amplitud.

Este tipo de simulacién es un primer paso para el tratamiento de sistemas correspondientes a
instrumentos musicales metélicos de viento, como el trombodn.
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Figura 19. Emisi6én desde un tubo. Un pulso gaussiano de amplitud p'/po = 0.1, propa-
gandose en aire, f = 1.2, al interior de un tubo momentos antes, a, y después,
b, de reflejarse en un extremo abierto del tubo.

4.4.3 Linterna acistica

La figura 21 muestra los resultados correspondientes la propagacién de un paquete de ondas
del tipo

p'/po = 8 x 10 *sin(wt) (0.7 + 0.3sin((w/4)t)) exp(—(2t/40)1°);

esto es, una sefial senoidal de frecuencia w, cuya amplitud es modulada al 30 % con una frecuencia
w/4, y restringida a una ventana de 40 longitudes de onda. El paquete de ondas es introducido
mediante una condicién de frontera, y propagado en dos etapas, del mismo modo que se hecho
en las secciones 4.1 y 4.2. La condicién de frontera que introduce el paquete de ondas tiene 20
longitudes de onda de ancho, por lo tanto, tomando en cuenta que la frontera inferior es reflejante,
esto corresponde a un haz de 40 longitudes de onda de ancho. Adicionalmente, se ha usado una
version del cédigo, atin no validada, correspondiente a simetria cilindrica, donde el centro del
cilindro es el eje x.

Se observa en la figura 21a la propagacién del paquete de ondas después de que su centro ha
recorrido 30 longitudes de onda. Aqui es claro el cardcter direccional de la propagacion generado
por la relacién entre la longitud de onda y el ancho del haz.
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Figura 20. Emisién desde un tubo, corte transversal. Corte sobre el eje x de las figuras
19a y 19b, respectivamente.

La figura 21b muestra lo mismo, pero después de haber aplicado un filtro pasa bajo, con fre-
cuencia de corte w/2. Esto devela la presencia de una sefial demodulada, con frecuencia w/4, y
con un cardcter direccional semejante la de la sefial de alta frecuencia, este es uno de los aspectos
que caracteriza al llamado “parametric acoustic array”.
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Figura 21. Parametric acoustic array. Paquete de ondas modulado propagdndose en aire,
B = 1.2, después de haber recorrido 30 longitudes de onda, a. Sefial filtrada
con pasa bajo w/2, b.
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DISCUSION, CONCLUSIONES Y
PERSPECTIVAS

En sintesis, las aportaciones de este trabajo, mismas que han sido recientemente publicadas por
Velasco-Segura y Rendén [2015a], se consideran las siguientes. Se ha presentado un sistema de le-
yes de balance, que constituye un modelo de onda completa para propagacion actstica, al menos
tan general como la ecuacién de Westervelt, derivando de primeros principios, para propagacién
no lineal y atenuacién termoviscosa. Se mostr6 que este sistema de leyes de balance es apropiado
para su uso en un método de volumen finito. Se produjo una implementacién del método de
volumen finito, en dos dimensiones espaciales, mediante un esquema de paso fraccionado, una
linealizacion de Roe, y ejecucion paralelizada en GPU. Se analizaron las limitaciones del modelo,
acotando la regiéon donde la solucién deja de ser puramente real, y como consecuencia el método
numérico deja de ser aplicable. Se encontr6 una solucién analitica particular de las ecuaciones pro-
puestas, en una aproximacién que se demostré suficiente, misma que sirvié como referencia para
validar los resultados numéricos. Se hizo una segunda validacién del método, méas general que
la anterior en cuanto a difraccién de onda completa, contra resultados obtenidos numéricamente
por un método diferente, [Albin ef al. 2012]. Se mostré el aumento en desempeiio, propio de una
ejecucion paralelizada en GPU, en comparacién con una ejecucién secuencial de CPU.

A continuacién se discuten algunos de estos puntos con mayor amplitud, asi como, perspectivas
sobre trabajo que actualmente se estd desarrollando, o podria desarrollarse posteriormente.

5.1 MARCO TEORICO

Como se ha mostrado en la seccién 2, hay un buen ntimero de supuestos detrds de un plan-
teamiento de primeros principios para la ecuaciéon de onda lineal, la ecuacién de Westervelt, o la
reformulacién propuesta (72). Muchos de estos supuestos tienen relacién con un pardmetro de
orden, es decir, con el tamarfio relativo de los términos dentro de las ecuaciones. El manejo de las
ecuaciones con respecto a este orden tiene algunos aspectos especiales, como (50). Asi también,
este orden depende de las propiedades particulares del fluido en cuestién, por ejemplo, como se
ha discutido en la seccién 2.8 al respecto de qué tan importante es la viscosidad, claramente un
aceite no tendria que comportarse igual que un gas diluido.
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Pero incluso en un mismo fluido el orden de los términos puede variar dependiendo del estado
del fluido. Por ejemplo, Blackstock discute el orden de los términos con derivadas, [Blackstock
2000] p. 37, y concluye que, adimensionalizando con valores caracteristicos de tiempo y distancia,
el orden es el mismo que el de la variable que se deriva. Pero en el caso de una onda de choque,
aun cuando el orden asociado a las variables de las cargas no cambie, los valores de las derivadas
tipicamente crecen hasta que la atenuacion del medio las detiene, pudiendo incluso ir a infinito
cuando el medio es no disipativo. El problema con la presencia de choques es que aparecen tiem-
pos caracteristicos nuevos, los asociados al ancho del choque, espacial y temporalmente. Entonces
surgen nuevamente preguntas como ;de qué orden son los términos con derivadas?, ;cudles de-
berian ser conservados?, o ;en todo momento se deberfan conservar los mismos términos?.

Desde otro punto de vista, termodindmicamente, las ondas de choque son procesos irreversibles,
a diferencia de las ondas lineales. No se puede ver una onda de choque viajando en sentido
contrario: si se toma un estado del fluido donde hay una onda de choque viajando y se invierte
la direccién de la variable temporal, lo que se genera es una onda de rarefaccién. Por lo tanto, el
cambio de entropia es uno de los puntos que se debe observar con atencién.

Cuando se usa la ecuacién (30) en la obtencién de la ecuacién de Westervelt, el término de
transferencia térmica de calor es conservado, y otros dos términos mecanicos son despreciados,
ec. (47). Esto tiene sentido en la mayoria de las circunstancias: en general es mas fécil calentar un
recipiente por contacto con algo caliente, que agitdndolo. Pero en el caso de la onda de choque el
movimiento es especialmente brusco, entonces, tal vez, la aportacién de estos términos mecénicos
sea incluso mayor que la aportacién térmica.

Pero ademads, uno de los aspectos importantes de las ondas de choque en las aplicaciones médi-
cas es justamente la cantidad de energia que depositan [Duck 2002], es decir, qué tanto calientan
al medio en una cierta regién. Por lo tanto, para tener un modelo que refleje el aumento en la
entropia —y temperatura— de las particulas de fluido, como consecuencia del paso de ondas de
choque, bien valdria la pena preguntarse si se deberian conservar los dos términos que se han
despreciado en la ecuacién de conservacion de energia (30).

Por otra parte, un punto importante de la formulacién presentada, ecuaciones (72), es que la
densidad lagrangiana no ha sido descartada, como lo es en la derivacién de la ecuacién de Wes-
tervelt. Cuando esta cantidad es despreciable, se espera que el sistema de leyes de conservacién
presentado sea equivalente a la ecuacién de Westervelt. Como sefialan Hamilton y Morfey [1998],
y se verifica por sustitucién directa, el término de densidad lagrangiana (53) se anula exactamente
para una onda plana, donde p’ = pocou, lo cual coincide con la condicién de campo lejano para
una fuente puntual, y deja de ser vélido en su campo cercano. Por lo tanto, puede esperarse que
el término de densidad lagrangiana sea no nulo en haces focalizados, convergentes o divergentes,
cerca del foco. En este tipo de sistemas podria esperarse que los resultados de la formulacién
presentada difieran de los correspondientes a la ecuacion de Westervelt.

Existen otros modelos de propagacién actstica no lineal en fluidos, con cualidades semejantes
a las descritas para la ecuacién de Westervelt, particularmente la ecuacién de Kuznetsov, escrita
en términos de un potencial de velocidad, [Clason et al. 2009; Enflo y Hedberg 2002]. Una com-
paracién de la formulaciéon de primeros principios, necesaria para obtener esta ecuacién, con la
formulacién presentada para obtener (72), resultaria interesante. Particularmente, de nuevo, en
cuanto si se descarta o no el término de densidad lagrangiana. Un planteamiento semejante para
el caso no viscoso ha sido realizado por Christov et al. [2007].
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5.2 APLICACIONES

Tomando en cuenta las restricciones del modelo descritas en la seccién 2, el método presentado
puede ser aplicado a una variedad de sistemas donde se observa propagacién no lineal, entre ellos:
ultrasonido focalizado de alta intensidad HIFU, ecografia ultrasound imaging, linterna actstica
parametric acoustic array, interaccién oblicua de ondas de choque, propagacién en guias de onda,
y acustica subacudtica. Algunas de estas aplicaciones estdn actualmente en desarrollo y se han
descrito brevemente en la seccién 4.4.

Particularmente, al respecto de propagacién en guias de onda, un aspecto del sonido de los
instrumentos musicales metalicos de viento, como el trombén, que se manifiesta mas facilmente en
aquellos de conducto més largo, se denomina sonido “brassy”. Esto se relaciona con un fenémeno
de propagacién no lineal dentro del instrumento, por la alta intensidad al interior del tubo, y
ha sido descrito mediante un sistema de ecuaciones tipo de Burgers —que estdn restringidas
a una sola direcciéon—, [Gilbert et al. 2008; Menguy y Gilbert 2000; Rendén et al. 2010]. Con el
esquema numeérico presentado en este trabajo, podria modelarse la propagaciéon completa dentro
del instrumento, e incluso su radiacién de sonido. Un avance en el desarrollo de esta aplicacién
se ha descrito en la seccién 4.4.2.

Aplicaciones recientes que hacen uso de ecografia [Pinton et al. 2009; Okita et al. 2011] muestran
que la visualizacién es una herramienta importante para la comprensioén de fenémenos complejos,
y la implementacién mediante sistemas GPU permite una visualizacién rapida del campo actstico,
ya sea lineal o no lineal. En este sentido, la implementacién de métodos numéricos en GPU, como
el que se presenta aqui, podrian constituir una herramienta importante para la comprensién de
una variedad de fenémenos actisticos. Por ejemplo, la presencia de una estructura de lébulos en
la figura 15 puede ser visualmente entendida como la interferencia de las ondas presentes en la
figura 12.

En el presente trabajo se ha considerado que 6 y 5 son constantes, lo que corresponde a un medio
homogéneo. Dicha hipétesis se ha usado para la obtencién, tanto de la ecuaciéon de Westervelt,
como de la reformulacién (72). Si se quisiera simular propagacién en un medio heterogéneo, seria
necesario analizar el orden de los términos que surgen de considerarlas variables, y conservar los
que fueran consistentes con el modelo. Sin embargo, es posible que con el modelo actual pudieran
obtenerse buenos resultados en dos circunstancias. Primero, si el cambio fuera suficientemente
suave como para que en un dmbito local, medido en longitudes caracteristicas del sistema —que
pudieran ser longitudes de onda—, no violente la hipétesis mencionada. O bien, si 6 y § son
constantes por regiones bien delimitadas, en cuyo caso las fronteras deberian ser analizadas para
encontrar un manejo adecuado.

5.3 VALIDACION

Las pruebas de validacion realizadas para el método numérico muestran una muy buena co-
rrespondencia con las referencias usadas, particularmente con la malla més fina (y = 82), y pasos
temporales largos v; = 0.99. En el caso de una solucién analitica de onda plana, el error E; resulté
menor a 0.3%, y en el caso de propagacion de onda completa fue menor a 1.5%. Las razones
de convergencia resultaron de segundo orden para la onda enfocada, y entre primero y segundo
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orden para el choque de Taylor. Es posible que la convergencia pudiera ser mejorada mediante un
cambio en el tratamiento numérico usado para la parte difusiva del método.

5.4 DESEMPENO

Si se toma en cuenta que los datos usados como referencia han sido obtenidos ejecutando en un
sistema de computacién distribuida, de multiples equipos, el desempefio del esquema presentado
es comparable, ya que el tiempo de ejecuciéon no es mucho mayor, y el esquema aqui presentado
ha sido ejecutado en una sola computadora, equipada con un GPU.

Comparaciones entre los resultados numéricos sugieren que el método presentado usa 10 celdas
por longitud de onda para el arménico més alto que es simulado correctamente, lo cual es 5
veces mayor que lo requerido por otros métodos, [Jing et al. 2012]. Esta y otras publicaciones
recientes, al respecto de métodos en el dominio de la frecuencia, sefialan que una de sus ventajas
es la optimizacién del tiempo de ejecucién, debido a que la separacién entre los puntos de sus
mallas puede ser mayor [Albin et al. 2012; Huijssen y Verweij 2010]. Sin embargo, incluso en tales
casos, tener multiples herramientas para modelar el mismo sistema es ventajoso porque permite
la validacién de resultados numéricos, como se ha hecho en este trabajo.

5.5 METODOS NUMERICOS

Las ecuaciones presentadas en la seccién 2.11 estdn planteadas en tres dimensiones espaciales;
por lo tanto, extender el método numérico en este sentido es posible. Aunque, como se ha sefia-
lado, esto requeriria una cantidad de operaciones mucho mayor, y limitaria as{ el tamafio de los
dominios en que se realizan las simulaciones.

Comparado con otros métodos de volumen finito, el presentado en este trabajo es sencillo, y
se ha hecho de este modo como un primer paso. Sobre esta base, diferentes mejoras podrian
incorporarse. Asi mismo, es notable que las ecuaciones (72) también pueden ser implementadas
usando otros métodos numéricos, no necesariamente de volumen finito, ya sea en dominio del
tiempo, o de la frecuencia.

Este cédigo esta disponible ptiblicamente bajo una licencia de c6digo abierto, FOSS, en la di-
reccién https://github.com/rvelseg/FiVoNAGI/tree/1311.3004. El nombre del repositorio se
refiere a Finite Volume Nonlinear Acoustics GPU Implementation. Esta versiéon del cédigo es capaz
de reproducir los resultados reportados en este documento. Como un precedente, existen otros
cédigos de actstica no lineal publicados bajo licencias FOSS [Frijlink et al. 2008; Anderson 2000].
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ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS
PARA LA ECUACION DE WESTERVELT

De manera adicional al cédigo descrito en la secciones 3 y 4, se realiz6 una implementacién de
diferencias finitas directamente para la ecuacién de Westervelt, adimensionalizada (100),

AN AV L AN AN
v (Po) ot (Po MR po) Par po)

Primero, tomando en cuenta s6lo dos dimensiones espaciales, la desarrollamos como

aZ Pl 82 Pl 82 P/ p/ ~83 p/
0= (B4 S (B 2 (E (g _1) ) 452 ().
ox3 (P0> +E)x§ <P0> T on <P0 ('BPO >> MRETE <P0)

Usando ahora aproximaciones de diferencias finitas centrales,

2 (p\ PL —2PL4PH
E)X%@()): — Ao;%] —+0((an)?), (106a)
2 /oy Pl — 2P+ P
-1 n n+1
@ (p\ Py 2R 2
— =) ~ = ’ - At)*), 6
i (%) I o((ar) (1060
3 —pr=2 4 3pr-1 _3pn 4 prtl
;(;’): & L=+ 0, (106d)
0
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donde Pl.’fj es una aproximacion de p’(iAxy, jAxy, nAt)/ po, obtenemos

- I, — 2P+ PR . Pr = 2P+ Pl
Ax? sz
. Plrlljfl(’BPn 1_ ) 21_)71 (‘B )+Pn+1(ﬁpn+1 )
At2
_pn-=2 n—1 _ apn n+1
5 P2 43P/ — 3P + P},
At3
=2 (P;il] 2PF + z+1]> +c2< I — 2P+ 1]H>
+ (P (BPT = 1) = 2Pl (BP — 1) + PN (BT 1))
s -2 -1 +1
+ 5 (—P;j], +3P L~ 3Pl 4 P )
= B(P" 1) + KPS + Ko,
donde
At At 5
= — P C = — ’ K = — — 1 ’
G Axp 27 Axy L™ At

2
Ko=(4 (11] 2P”+ H_1]>+C2< ij—1 2Pir,lj+ fj-s-l)

§
-1 -1 _ 2 1
+ (Pg], (BP! —1) — 2P} (BP}; )) At( P2 43P/ 31{;) :

La idea de haberlo escrito asi es que Kj y K; no dependen de ningtin valor P correspondiente
al nivel temporal n 4 1. Por lo tanto, al despejar obtenemos

2
—— —Ky £ /K2 — 48K,
1,] :

2p

En esta expresion aparece una raiz cuadrada, lo cual es consecuencia de la presencia del término
no lineal, originalmente
92 p/ 2
Pan ( Po ) ‘

Esta raiz cuadrada nos enfrenta con dos problemas. Primero, la solucién serd compleja cuando
K2 —4BKy < 0, en cuyo caso no es posible aplicar el método numérico. Y segundo, hay dos
soluciones, una correspondiente a la raiz positiva, y otra a la negativa, cuando desde luego se
espera que el método numérico sea univaluado, no multivaluado.
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El primer problema puede evitarse tomando un valor At suficientemente chico. Esto podemos
observarlo desarrollando

5 2 At \? L
_4'BK0:(At_1) _4ﬁ<Ax1> (11] 2P + i+1,j)

2
_4‘B(Ax2> (z] 1 2Pn+ 1]+1)
—ap (PN (BPITY — 1) — 2P) (BRI — 1))

4 -2 -1
—4p (—P;j]. +3P1 - 3P;jj)

(&) (2w lmom o)

—ap (P (BPIT = 1) — 2P (BPY — 1)) +1
2
4 (Ax1> ( -1~ 2P+ 1“7)

At n n 1 .
_4p (Ax2> (Pl] ) 2Pl-,]-+Pl]+1) ;

cuando At es suficientemente chico el primer término es dominante y por lo tanto debe cumplirse

—4BKg > 0.

La solucién adecuada al segundo problema es la raiz positiva. Esto lo podemos observar redu-
ciendo este esquema numérico al caso lineal, y comparando el resultado con un esquema numérico
construido a partir de la ecuacién (100) linealizada.

Entonces la expresion correcta para este método numérico es

wH_f&+Mwam

i,j 2‘3

Este es un método numérico a segundo orden en el espacio y a primer orden en el tiempo, lo cual
puede observarse de las ecuaciones (106).

Este codigo se implement6 en GPU, y fue usado solamente para pruebas preliminares. Una
comparacién exhaustiva entre este esquema y el esquema de volumen finito presentado en sec-
ciones 3 y 4 seria interesante, en cuanto a viscosidad y dispersién numérica, que se conoce son
importantes en esquemas de diferencias finitas [Velasco-Segura 2007], y estdn ligadas a las leyes
de conservacién que se han discutido a lo largo del trabajo.

Un trabajo semejante, basado en diferencias finitas sobre la ecuacién de Westervelt, implemen-
tado en GPU, ha sido presentado por Karamalis et al. [2010].
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